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RESUMO

Uma substituição é uma aplicação de um conjunto A (alfabeto) no conjunto das palavras
finitas de A. A cada substituição σ, podemos associar de maneira natural um sistema
dinâmicoΩσ. Quando o alfabeto A é finito, é conhecido que o sistema dinâmicoΩσ sa-
tisfaz diversas propriedades dinâmicas e topológicas. Em particular, se σ é primitiva, o
sistema dinâmico associado é minimal, unicamente ergódico e tem entropia topológica
nula.

Neste trabalho, consideramos o caso onde o alfabeto A é infinito enumerável. Em
particular demos condições para que o sistema dinâmico associado possua uma única
medida de probabilidade invariante. Estudamos ergodicidade, unicidade ergódica e
minimalidade dos sistemas dinâmicos associados a essas substituições.

O nosso trabalho envolve matrizes enumeráveis e o teorema de Perron associ-
ado.
Palavras-chave: Substituições. Alfabetos infinitos. Sistemas dinâmicos. Medida inva-
riante. Ergodicidade.



SILVA, Weberty Domingos. Invariant measures of dynamical systems associated to
substitution on infinite alphabet. 2022. 82 pages. Tese (Doutorado em Matemática) –
Universidade , São José do Rio Preto, 2022.

ABSTRACT

A substitution is an aplication from a set A (called alphabet) to the set of the finite words
of A. Each substituition σ can be associated to a dynamical systemΩσ in a natural way.
If A is finite, is well know that Ωσ has many dynamical and topological properties,
particularly, if σ is a primitive substitution, then the associated dynamical system is
minimal, uniquely ergodic, and have null topological entropy.

In this work we consider the case when A is infinite and countable. In particular
we find sufficient conditions to the dynamical system have a unique invariant probabi-
lity. We study the ergodicity, unique ergodicity ad minimality of the dynamical system
associated with the substituition.

We use infinite matrices and the associated Perron theorem.

Keywords: Substituitions. Infinite alphabet. Dynamic systems. Invariant measures.
Ergodicity.
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3.3 Substituições fortemente ergódicas de Comprimento não constante . . . 54
3.3.1 Exemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
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1 INTRODUÇÃO

Um sistema dinâmico discreto é um par (X, f ) onde X é um conjunto não vazio
e f : X 7→ X é uma aplicação. Um dos objetivos dos sistemas dinâmicos é estudar
propriedades assintóticas das órbitas dos pontos de X isto é, os conjuntos do tipo
O(u) = { f n(u), n ∈N} onde u ∈ X e f n(u) = f ◦ f ◦ · · · ◦ f (u), n vezes.

Uma classe dos sistemas dinâmicos discretos são os sistemas dinâmicos simbólicos
(X, f ) que são sistemas onde X é um subconjunto fechado de AN, onde A (chamado
de alfabeto) é um conjunto finito e AN é o conjunto das sequências (palavras) infinitas
sobre o alfabeto finito A munido com a topologia produto da topologia discreta de A.

Um exemplo de sistema dinâmico simbólico é o sistema (AN,S) onde A é um
conjunto finito e S é a aplicação deslocamento (shift) definida por S(a0a1 . . . an . . . ) =
a1a2 . . . an . . . . Outro exemplo são os sistemas dinâmicos associados a substituições.

Uma substituição é uma aplicação σ : A 7→ A∗ onde A é um alfabeto e A∗ é o con-
junto das palavras finitas sobre A. Podemos estender σ para A∗ e AN por concatenação
isto é σ(a1a2 . . . an) = σ(a1)σ(a2) . . . σ(an) e σ(a1a2 . . . an . . . ) = σ(a1)σ(a2) . . . σ(an) . . . .

Alguns exemplos clássicos de substituições são a substituição de Thue-Morse
A = {0, 1}; σ(0) = 01, σ(1) = 10 e a substituição de Fibonacci, dada por σ(0) = 01, σ(1) =
0. O sistema dinâmico associado a uma substituição σ é (Ωσ,S), onde S é a aplicação
deslocamento e Ωσ é o conjunto das palavras infinitas V ∈ AN tais que toda palavra
finita v que aparece em V aparece em σn(a), para algum n ∈ N e a ∈ A. Se u ∈ AN for
um ponto periódico de σ, isto é σk(u) = u, definimos o sistema dinâmico associado a σ
e a u como (O(u),S) onde O(u) é o fecho da órbita de u. Considerando como exemplo a
substituição de Fibonacci, temos que o ponto u = limn→∞ σn(0) é um ponto fixo.

Os sistemas dinâmicos de substituições foram inicialmente considerados por A.
Hedlund e M. Morse [18] para estudar geodésicas em superfı́cies de curvatura negativa.
Desde então essa teoria se desenvolveu e se conecta com várias áreas da matemática
sistemas dinâmicos, frações contı́nuas, fractais, azulejamento do plano entre outras,
com também tem relações com outras áreas entre elas quı́mica e fı́sica teórica.

Existem vários resultados clássicos sobre sistemas dinâmicos de substituições
em alfabetos finitos. Dada uma substituição σ, associamos a ela uma matriz Mσ onde
(Mσ)i j denota a quantidade de vezes que j aparece em σ(i). Se uma substituição σ é
primitiva (Mσ é primitiva) então σ possui um ponto periódico u, além disso o sistema
dinâmico associado não depende da escolha do ponto periódico u (isto é Ωσ = Ωu),
possui uma única medida de probabilidade invariante pelo shift S, é minimal e tem
entropia topológica nula.

A medida invariante encontrada para esse sistema dinâmico é definida nos
cilindros [w], onde µ([w]) é a frequência de ocorrência de w no ponto periódico u e [w]
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é o conjunto das palavras de Ωu que se iniciam com w.
Para substituições em alfabetos infinitos a literatura é bastante limitada ([21],[23],[7]).

Parte da dificuldade de estudar sistemas dinâmicos associados a substituições em alfa-
betos infinitos está no fato que a matriz associada Mσ é uma matriz infinita enumerável.
Além disso, Ωσ não é compacto.

Os resultados obtidos dependem do fato da matriz Mσ associada a substituição
ser transiente ou recorrente.

Uma matriz não negativa (ver [14]) M = (Mi j)i, j∈N é dita irredutı́vel e aperiódica
se, para todo par i, j ∈N existe um inteiro positivo n tal que Mk

i j > 0, para todo k ≥ n.

O valor de Perron de M é denotado por λ, onde λ = limn→∞(Mn
ij)

1
n . (esse limite

existe). Dizemos que M é transiente se
∑
∞

n=1
Mn

ij

λn < ∞, caso contrário dizemos que M é
recorrente.

É conhecido (ver [14]) que se M é recorrente então M possui autovetores a direita
e a esquerda r e l associados a λ. Dizemos que M é positivo recorrente se o produto
escalar l · r for finito, caso contrário dizemos que M é nulo recorrente.

Em [21], Ferenczi mostrou que para a substituição σ definida em A = 2N por
σ(n) = (n − 2)nn(n + 2) o sistema dinâmico associado (Ω,S) não é minimal e não possui
medida invariante finita mas possui uma medida infinita que é S-invariante, além disso
a entropia de krengel do sistema (Ω,S, µ) é 0. O autor também provou que se σ é de
comprimento constante (o comprimento da palavra σ(n) é igual a uma constante para
todo n ∈N), determinada a esquerda (definição (2.14)) e tem uma matriz associada que
seja irredutı́vel, aperiódica e positivo recorrente, então o sistema dinâmico associado
possui uma medida de probabilidade ergódica.

Em [23], os autores construı́ram diagramas de Brattelli-Vershik (estacionários e
não estacionários) para substituições determinadas a esquerda tais que Mσ seja irre-
dutı́vel, aperiódica e recorrente em um alfabeto enumerável. Como consequência, eles
provaram que uma substituição σ : Z 7→ Z de tamanho limitado, (isto é as letras de
σ(n) estão no conjunto {n − t,n − t + 1, . . . ,n + t}, onde t ∈ Z não depende de n). Então
existe uma medida invariante pelo shift.

O objetivo deste trabalho é estudar sistemas dinâmicos associados a substituições
em alfabetos infinitos enumeráveis e procurar condições para que estes possuam medi-
das que sejam invariantes com relação ao operador deslocamento. Também estudamos
a ergodicidade e minimalidade desses sistemas.

Entre os resultados provados nessa tese, mostramos que se σ : A 7→ A∗, A = N,
(Teorema 3.5) é uma substituição tal que Mσ =M é irredutı́vel, aperiódica e satisfaz

lim
n→∞

sup
i∈A

Mn
ij∑

∞

k=1 Mn
ik

= 0. (1.1)
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Então o sistema dinâmico associado a σ não possui medida invariante finita. Em
particular, (1.1) é válida para uma classe grande de substituições como as substituições
em que σ tem comprimento constante e Mσ é transiente ou quando Mσ é recorrente e o
autovetor a esquerda l não está em l1.

Com isso encontramos vários exemplos de sistemas dinâmicos sem medida
invariante finita como por exemplo a classe de substituições σa,b,c, a, b, c ∈N dada por

σa,b,c(1) = 1a+b2c, σa,b,c(n) = (n − 1)a(n)b(n + 1)c.

Onde a ≤ c.
Relacionado a σa,b,c (exemplo 16) mostramos que Mσabc é positivo recorrente se

a > c e nulo recorrente se a ≤ c.
Um resultado surpreendente (proposição 3.8) é que o sistema dinâmico associ-

ado a σa,b,c é sempre não minimal.
Um dos resultados centrais dessa tese, é o seguinte (Teorema 3.9). Seja σ uma

substituição tal que Mσ seja positiva recorrente então o sistema dinâmico associado
possui uma medida invariante. Aém disso, essa medida é finita se e somente se o
autovetor de Perron à esquerda l está em l1. Esse teorema estende o resultado de
[23], onde os autores mostram a existência de medida invariante supondo condições
suplementares como o fato da substituição ter tamanho limitado e ser determinada
a esquerda. Além disso, os autores usaram diagramas de Brattelli e aqui utilizamos
técnicas diferentes. Uma versão desse teorema para substituições em alfabetos finitos
pode ser encontrada em [20].

Outro resutado importante é o Teorema 3.18, onde provamos que se σ é uma
substituição de comprimento constante tal que Mσ seja scrambling então o sistema
dinâmico associado possui uma única medida de probabilidade invariante.

A prova deste teorema é técnica, usamos ferramentas da teoria das matrizes infi-
nitas e estocásticas, em particular matrizes scrambling e matrizes fortemente ergódicas.

Uma matriz não negativa M = (Mi j)i, j∈N é dita scrambling se existe a > 0 tal que
para todo i, k:

∞∑
j=1

min{Mi j,Mkj} > a. (1.2)

Matrizes scrambling são muito importantes na teoria das matrizes estocásticas
e estão relacionadas aos estudos de cadeias de Markov e ergodicidade forte.

Um resultado importante, que pode ser encontrado em [12] garante que uma
matriz estocástica M é fortemente ergódica se, e somente se, existe n ∈ N tal que Mn

seja scrambling.
Uma matriz estocástica P é fortemente ergódica se Pn converge uniformemente

para uma matriz Q que possui todas as linhas iguais a um vetor de probabilidade não
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negativo π.
No caso das substituições de comprimento constante e fortemente ergódicas,

mostramos que todas as palavras que ocorrem no ponto periódico possuem uma
frequência de aparição e que a medida obtida através do Teorema 3.18 coincide com a
medida das frequências.

Estendemos este resultado para substituições de comprimento não constante,
definindo as noções de matriz (não estocástica) fortemente ergódica (Definição 3.21)
e matriz (não estocástica) fortemente ergódica estrela (Definição 3.28). Mostramos
que se σ é uma substituição de comprimento não constante tal que Mσ é scrambling
então o sistema dinâmico associado a σ possui uma única medida de probabilidade
invariante e ergódica (Teorema 3.22). Mostramos que, sobre certas condições, uma
matriz fortemente ergódica é fortemente ergódica estrela e também que se σ é uma
substituição tal que Mσ é estrela ergódica então o sistema dinâmico associado possui
uma única medida de probabilidade invariante ( Teorema 3.32). Mostramos também
se σ é tal que Mσ é scrambling então o sistema dinâmico associado é minimal.

Também provamos a existência de medidas invariantes em substituições σ tal
que a matriz Mσ é periódica de perı́odo p ≥ 2. Nesse caso não temos unicidade ergódica,
mas existem p medidas invariantes.

Essa tese está dividida em 3 capı́tulos. No capı́tulo 2, enunciamos alguns resul-
tados preliminares, que são válidos para substituições em alfabetos finitos e também
enunciamos alguns resultados clássicos que serão utilizados durante a tese.

No capı́tulo 3 encontram-se os resultados inéditos obtidos nessa tese.
No Anexo, colocamos as provas de alguns teoremas que foram utilizados na

tese.
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2 PRELIMINARES

Nesse capı́tulo, vamos fornecer algumas definições básicas sobre sistemas dinâmicos
de substituições e enunciaremos alguns resultados que serão utilizados no decorrer
desse trabalho.

2.1 Sistemas Dinâmicos

Definição 2.1. Um sistema dinâmico discreto é um par (X, f ) onde X é um conjunto não
vazio e f : X → X uma aplicação. Se em X temos uma topologia para a qual f é contı́nua,
dizemos que (X, f ) é um Sistema dinâmico topológico. Se X possuir uma σ-álgebra pela qual f
é mensurável, dizemos que (X, f ) é um sistema dinâmico mensurável.

Um dos objetivos dos sistemas dinâmicos é estudar o comportamento assintótico
das órbitas, isto é, os conjuntos O(x) = { f i(x); n ∈N} onde f i(x) = f ◦ f ◦ f ◦ · · · ◦ f (x) (i
vezes). Esse estudo pode ser feito de maneira topológica ou mensurável.

Exemplo 1. 1-Considere X = [0, 1] e S(x) = 10x mod 1. O par (X,S) é um sistema dinâmico
mensurável, uma vez que X é um intervalo e S é mensurável. Para o ponto x = 0, 1111 . . . temos
que O(x) = {x} e para x = 0, 12121212 . . . temos que O(x) = {0, 121212 . . . ; 0, 212121 . . . }

2-Sejam X = {1, 2, . . . , d}N o conjunto de todas as sequencias infinitas a = (ai)i ∈N tais
que ai ∈ {1, 2, . . . , d} e S(x1x2 . . . ) = x2x3 . . . a aplicação deslocamento (shift). Temos que (X,S)
é um sistema dinâmico discreto.

3- Sejam S1 = {z ∈ C : |z| = 1} e θ ∈ [0, 2π). Considere Rθ(z) = zeiθ a rotação em S1.
(S1,Rθ) é um sistema dinâmico mensurável.

Definição 2.2. Seja (X, f ) um sistema dinâmico topológico. Dizemos que o sistema é:

• Topologicamente transitivo se, para qualquer par U,V de subconjuntos abertos não
vazios de X, existe um natural n tal que f n(U) ∩ V , ∅.

• Minimal se os únicos conjuntos fechados e invariantes por f são ∅ e X. (um conjunto
A ⊂ X é invariante se f (A) ⊂ A).

Proposição 2.3. Seja (X, f ) um sistema dinâmico topológico. As seguintes afirmações são
válidas;

1- Se para algum x ∈ X, O(x) é denso então, (X, f ) é topologicamente transitivo.
2 - O sistema dinâmico (X, f ) é minimal se, e somente O(x) é densa para todo x ∈ X.

Exemplo 2. Considerando X = S1 e Rθ(z) = zeiθ. Se θπ ∈ R/Q, então o sistema dinâmico
(X,Rθ) é minimal.

Seja X = {1, 2, . . . , d}N e S a aplicação shift em X. O sistetma dinâmico (X,S) é
topologicamente transitivo mas não é minimal.
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2.2 Sistemas Dinâmicos Simbólicos

2.2.1 Palavras, Linguagem e Cilindros

Seja A um conjunto não vazio e enumerável. Chamamos A de alfabeto. O
conjunto de todas as sequências finitas de A é denotado por A∗ e o conjunto de todas
as sequências infinitas de A é denotado por AN, ou seja

A∗ = {x = (xi)1≤i≤n; xk ∈ A ∀ 1 ≤ k ≤ n},

AN = {x = (xi)i ∈N; xk ∈ A ∀ k ∈N}.

Um elemento de A é chamado de letra. Um elemento de A∗ (respctivamente AN) é
chamado de palavra (respectivamente palavra infinita).

Denotaremos (xi)1≤i≤n por x1x2 . . . xn e (xi)i∈N por x1x2 . . .

Definição 2.4. Dado uma palavra finita w = w1w2 . . .wn ∈ A∗, o comprimento de w,
denotado por |w| é n.

Dadas uma palavra finita u e uma palavra (finita ou infinita) w, denotamos por |w|u o
número de ocorrências de u em w.

Dadas uma palavra finita u e uma palavra (finita ou infinita) w = w1w2 . . . , dizemos
que u é um fator de w se existem k,n ∈N tais que u = wkwk+1 . . .wk+n.

Dada uma palavra w, o conjunto de todos os fatores de w é chamado de linguagem de
w e denotado por L(w).

Exemplo 3. Considerando o alfabeto A = {1, 2}, as palavras finitas 12, 11 e 121 são elementos
de A∗, a palavra 131 não é um elemento de A∗, uma vez que 3 < A. As palavras infinitas
u = 1111 . . . , v = 121212121212 . . . e w = 121121121 . . . são elementos de AN.

Temos que |12| = 2 e |121| = 3 além disso, |12|1 = 1, |12|2 = 1 e |121|1 = 2, |121|2 = 1.
Temos que 1, 11, 111, . . . , 1111 . . . 1 são fatores de u, 121 e 212 são fatores de v e 21, 11

são fatores de w.
A linguagem de u é L(u) = {(an)1≤n≤N : ai = 1 ∀ 1 ≤ i ≤ N}.

Definição 2.5. Dados um alfabeto A e x = x1x2 . . . xn ∈ A∗ uma palavra finita, o cilindro
[x] = [x1x2 . . . xn] é o conjunto

[x] = {v = v1v2 · · · ∈ AN : vi = xi ∀1 ≤ i ≤ n}.

Ou seja, [x] é o conjunto de todas as palavras infinitas que começam com x.

Exemplo 4. Seja A = {1, 2}, temos que u = 1111 . . . é um elemento do cilindro [1] mas não
é um elemento de [12]. A palavra w = 1212121212 . . . é um elemento de [12] mas não é um
elemento de [1221].
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Considere a aplicação d : AN × AN 7→ R definida por:

d(x, y) =

0, se, xi = yi para todo i ∈N.

2−k onde k = min{i : xi , yi}, caso contrário.

Proposição 2.6 ([20]). (AN, d) é um espaço métrico e os cilindros são conjuntos abertos e
fechados na topologia induzida pela métrica d. Além do mais essa topologia é gerada pelos
cilindros e coincide com a topologia produto das topologias discretas sobre A. Se A é um
conjunto finito, AN é compacto. Se A é um conjunto enumerável infinito, AN é fechado mas
não é compacto.

Definição 2.7. Seja A um conjunto enumerável. O deslocamento, também chamado de shift
é a aplicação:

S : AN → AN, onde S(a1a2a3 . . . ) = a2a3a4 . . . , ∀a1a2 · · · ∈ AN.

Proposição 2.8. A aplicação shift é contı́nua e sobrejetora, mas não é injetora.

2.2.2 Sistema dinâmico associado a uma palavra infinita

Definição 2.9. Seja A um conjunto enumerável. Um sistema dinâmico simbólico é um sistema
dinâmico topológico (X, f ), onde X é um subconjunto fechado de AN munido com a topologia
produto da topologia discreta em A.

Exemplo 5. Considerando A = {1, 2}, temos que (AN,S) é um sistema dinâmico simbólico.
O conjunto X = {w} onde w = 1111 . . . é um subconjunto fechado de AN e, (X,S) é um

sistema dinâmico simbólico.

Definição 2.10. Sejam A um alfabeto e w ∈ AN uma palavra infinita. O sistema dinâmico
associado a palavra w é o sistema (Ωw,S) onde Ωw = O(w) (fecho da órbita de w).

Definição 2.11. Uma palavra w ∈ AN é minimal se para qualquer u = u1 . . . un fator de
w, temos que u ocorre em w com lacunas limitadas, isto é, existe M tal que u ocorre em
w jw j+1 . . .w j+M, para todo j ∈N.

Proposição 2.12 ([20]). Sejam A um conjunto finito e w ∈ AN. Então (Ωw,S) é minimal se,
e somente se w é minimal.

Exemplo 6. Seja A = {1, 2} e w = 12121212 . . . ∈ AN. Temos que (Ωw,S) é minimal pois w é
uma palavra minimal.
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2.2.3 Substituições

Definição 2.13. Seja A um alfabeto. Uma substituição é uma aplicação σ : A 7→ A∗.

Exemplo 7. Seja A = {1, 2}.

• A substituição de Thue-Morse é dada por

σ(1) = 12, σ(2) = 21.

• A substituição de Fibonacci é dada por

σ(1) = 12, σ(2) = 1.

Seja A =N,

• A substituição de Fibonacci infinito é dada por:

σ(n) =

1(n + 1), se n é ı́mpar.

n + 1, se n é par.

• A substituição 2-ádica é dada por:

σ(n) = 1(n + 1), para todo n ∈N.

Observação. Uma substituição σ pode ser estendida para A∗ ( respectivamente AN) por
concatenação, ou seja σ(a1a2 . . . an) = σ(a1)σ(a2) . . . σ(an) (respectivamente σ(a1a2 . . . ) =
σ(a1)σ(a2) . . . ).

No caso da substituição de Thue-Morse, temos que σ(12) = 1221 e σ(1111 . . . ) =
121212 . . . .

Definição 2.14. Seja σ uma substituição sobre A que possui um ponto fixo u. Dizemos que
σ é fracamente determinada a esquerda se existe um N ∈ N ta que se w ∈ L(u) é uma
palavra com |w| ≥ N então w pode ser escrita como w = w1 . . .ws onde cada wi é σ(ai) para
algum ai ∈ A, exceto w1 e ws. Se essa decomposição for única, dizemos que σ é determinada a
esquerda.

Proposição 2.15. Seja A um alfabeto finito e σ uma substituição em A. Se, para todo a ∈ A
temos que limn→∞ |σn(a)| = ∞ então σ possui um ponto periódico, isto é existe u ∈ AN e p ∈N
tais que σp(u) = u.

Demonstração. Iniciaremos a demonstração mostrando o seguinte:
Afirmação: Existem b ∈ A e p ∈N tais que σp(b) começa com b.
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Seja N a cardinalidade de A e a ∈ A. Considere as palavras σ(a), σ2(a), . . . , σN+1(a).
Para cada k, seja ak a primeira letra de σk(a) e observe que ak ∈ A para todo 1 ≤ k ≤
N + 1. Como temos N letras em A e {a1, a2 . . . aN+1} ⊂ A, devemos ter que an = am para
1 ≤ n < m ≤ N + 1. Consideramos então b = an e p = m − n e temos que σp(b) começa
com b e a afirmação é verdadeira.

Agora basta verificar que u = limn→∞ σnp(b) é um ponto periódico de σ. De fato

σp(u) = σp(lim
n→∞
σnp(b)) = lim

n→∞
σ(n+1)p(b) = u.

□

Exemplo 8. Para a substituição de Fibonacci no alfabeto A = {1, 2} temos que σ(1) começa com
1. Usando a proposição temos que u = limn →∞ σn(1) é um ponto periódico de perı́odo 1 (ponto
fixo).

Seja A = {1, 2, 3, 4} e σ : A 7→ A∗ a substituição onde σ(1) = 22, σ(2) = 13, σ(3) =
24, σ(4) = 33. Temos que σ2(2) = 2224 começa com 2, usando a proposição anterior temos que
u = limn→∞ σ2n(2) é um ponto periódico por σ e tem perı́odo 2.

Definição 2.16. Uma substituição σ é primitiva se existe k ∈ N tal que para qualquer par
a, b ∈ A temos que a ocorre em σk(b).

Exemplo 9. Considere A = {1, 2}. A substituição de Thue-Morse em A é primitiva, pois 1 e 2
ocorrem em σ(1) = 12 e em σ(2) = 21.

A substituição de Fibonacci em A é primitiva, uma vez que 1 e 2 ocorrem em σ2(1) = 121
e em σ2(2) = 12.

Seja B = {1, 2, 3, 4} e σ : B 7→ B∗ a substituição dada por σ(1) = 22, σ(2) = 13, σ(3) =
24, σ(4) = 33. Essa substituição não é primitiva, pois se 1 ocorre em σn(1) então n é par. Por
outro lado, se 2 ocorre em σn(1) então n é ı́mpar.

2.2.4 Sistemas Dinâmicos associados a Substituições

Definição 2.17. Seja A um alfabeto, σ uma substituição sobre A e u ∈ AN um ponto periódico
por σ. O sistema dinâmico associado ao ponto periódico u e a substituição σ é o par (Ωu,S),
onde Ωu = O(u) (fecho da órbita de u).

Exemplo 10. Considerado a substituição de Fibonacci sobre A = {1, 2}, temos que u =
limn→∞ σn(1) é um ponto fixo de σ. O sistema dinâmico associado a σ e ao ponto u é o
sistema (O(u),S).

Teorema 2.18. Sejam A um alfabeto finito e σ : A 7→ A∗ uma substituição primitiva. O sistema
dinâmico associado a σ é minimal e não depende do ponto periódico.
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Demonstração. Sabemos que σ possui um ponto periódico u = limn→∞ σnp(u1) = u1u2 . . . ,
logo existem p ∈ N e u1 ∈ A tais que σp(u1) começa com u1. Se p = 1 temos que u é
um ponto fixo. Se p , 1 consideramos a substituição τ = σp e para a substituição τ vale
que τ(u1) começa com u1 e u é um ponto fixo de τ. Portanto, podemos considerar sem
perda de generalidade que existe u1 ∈ A tal que σ(u1) começa com u1 e que o ponto
periódico u = limn→∞ σn(u1) é um ponto fixo.

Afirmação: O sistema (Ωu,S) é minimal se existe k ∈ N tal que σk(a) contém u1

para todo a ∈ A.
Suponhamos então que existe esse k. Como u = σk(u) temos que u pode ser

escrito como concatenação de palavras do tipo σk(a) e todas elas contém u1. Com isso,
u1 aparece em u com lacunas limitadas e o mesmo vale para qualquer fator v de u,
pois u = limn→∞ σn(u1), e para k suficientemente grande v ocorre em σk(u1). Usando a
proposição 2.12, temos que o sistema (Ωu,S) é minimal e vale a afirmação.

Vejamos agora que o sistema não depende da escolha de u.
Sejam v = v1v2 . . . e w = w1w2 . . . pontos periódicos de σ, sendo assim existem

p, p′ ∈N tais que σp(v) = v e σp′(w) = w. Defina m = pp′ e note que σm(v) = v e σm(w) = w.
Seja τ = σm então v = limn→∞ τn(v1), w = limn→∞ τn(w1).

Seja agora g ∈ L(v). Para N suficientemente grande, g ocorre em τn(v1) =
σmn(v1), n ≥ N. Como σ é primitiva, existe um inteiro p tal que v1 ocorre em σk(w1), k ≥
p. Com isso, temos que σmn(v1) ocorre em σmnk(w1) e, consequentemente g é um fator
de w. Portanto L(v) ⊂ L(w). A inclusão contrária pode ser mostrada de modo análogo
e concluı́mos que L(v) = L(w).

Por outro lado, se L(v) ⊂ L(w) então v1 ∈ L(w). Como σp′(w) = w, temos que
σpp′n(v1) é um fator de w, para todo n ∈ N. Note que limn→∞ σpp′n(v1) = v e, portanto
v ∈ Ωw. Podemos fazer o mesmo para obter que w ∈ Ωv e, portanto Ωv = Ωw. □

Observação. Para substituições primitivas, denotaremos o sistema dinâmico associado
(Ωu,S) por (Ω,S) uma vez que esse não depende da escolha de u.

2.2.5 Matriz de uma Substituição

Definição 2.19. Sejam A = {1, 2, . . . ,n}, n ∈ N um alfabeto finito e σ uma substituição
sobre A. A matriz Mσ = (M)1≤i, j≤n dada por Mi, j = |σ(i)| j é chamada matriz associada à
substituição σ.

Exemplo 1. Seja A = {1, 2, 3} e σ a substituição onde σ(1) = 23, σ(2) = 31, σ(3) = 12.
Então

Mσ =


0 1 1
1 0 1
1 1 0

 .
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Sejam A = {1, 2} e σ a substituição onde σ(1) = 22 e σ(2) = 21. Então

Mσ =

0 2
1 1

 .
Observação. Sejam A um alfabeto e σ uma substituição sobre A. Existe apenas uma
matriz M associada a substituição σ, o contrário não é verdadeiro. Dados um alfabeto
A e uma matriz (Mi, j)i, j∈A, pode existir mais de uma substituição associada a M.

Tomando como exemplo A = {1, 2} e σ a substituição de Thue-Morse σ(1) =
12, σ(2) = 21 e seja ϕ : A 7→ A∗ onde ϕ(1) = 21, ϕ(2) = 12. Temos que

Mσ =Mϕ =

1 1
1 1

 .
Uma vez que a matriz associada a uma substituição não

Observação. Em [20], o autor utiliza a matriz Mi j = |σ( j)|i, que é a transposta da matriz
que utilizamos nesse trabalho. Os resultados encontrados podem ser demonstrados de
forma similar, com possı́vel mudança nos ı́ndices da matriz associada.

Lema 2.20. Seja σ uma substituição sobre o alfabeto A = {1, 2, . . . ,n}. Temos que Mn
ij = |σ

n(i)| j,
para todo n ∈N.

Demonstração. A prova será feita por indução sobre n.
Seja B ∈ A∗, denotamos por L(B) = (L(B)i)1≤i≤n, onde L(B)i = |B|i.
Observe que L(i) é o vetor que tem todas as coordenadas iguais a zero, exeto na

coordenada i, que é igual a 1. Portanto, M(L(i)) é o vetor (Mi1,Mi2, . . . ,Min) que é igual
ao vetor L(σ(i)).

Suponhamos que, para k vale que:

Mk
i j = |σ

k(i)| j e L(σn(i)) =Mn−1(L(σ(i))). (2.1)

Observe que (2.1) vale para k = 1. Temos que

L(σk+1(i)) = L(σk(σ(i))) =Mk(L(σ(i))) =Mk(M(L(i))) =Mk+1(L(i)).

Obbserve que a igualdade acima é válida quando k = 1.
Portanto, Mn

ij = |σ
n(i)| j. □

Definição 2.21. Uma matriz não negativa M = (Mi j)1≤i, j≤n é primitiva se existir k ∈ N tal
que Mk possui todas as suas entradas estritamente positivas.

Usando o lema 2.20, obtemos o seguinte resultado
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Corolário 2.22. Sejam A um alfabeto finito e σ uma substituição sobre A. Então σ é uma
substituição primitiva se, e somente se, a matriz Mσ é uma matriz primitiva.

Exemplo 11. Para a substituição de Thue-Morse em A = {1, 2} temos que:

M =

1 1
1 1

 .
Observe que M é uma matriz primitiva.

Para a substituição de Fibonacci em A = {1, 2} temos que

M =

1 1
1 0

 .
Observe que M é uma matriz primitiva pois

M2 =

2 1
1 1

 .
Teorema 2.23 (Perron-Frobenius para matrizes finitas). Seja M = (Mi j)1≤i, j≤n, n ≥ 2, uma
matriz não negativa e primitiva. Então:

(1) Existe λ > 0 autovalor de M tal que λ > |θ| para qualquer λ , θ autovalor de M.

(2) λ tem multiplicidade algébrrica 1 (é um autovalor simples).

(3) λ possui autovetores a esquerda e a direita l e r com coordenadas reais positivas.

Definição 2.24. Sejam A um alfabeto finito e y ∈ AN, para cada n seja ϵn(y) o conjunto das
palavras de comprimento n que ocorrem em y. Chamamos de função complexidade, denotada
por py(n) a função onde

py(n) = #ϵn(y).

Definição 2.25. Sejam A um alfabeto finito com #A = s e y ∈ AN a entropia topológica de
y é o valor h(y) onde

h(y) = lim
n→∞

logs py(n)
n

.

Um resultado importante é o seguinte:

Teorema 2.26. ([20]) Seja σ uma substituição primitiva sobre um alfabeto finito A. O sistema
dinâmico associado a σ possui uma única medida de probabilidade invariante µ. Além disso,
esse sistema dinâmico tem entropia topológica nula.
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2.2.6 Matrizes Infinitas Enumeráveis

Definição 2.27. Seja M = (Mi j)i, j∈N uma matriz não negativa. Dizemos que M é irredutı́vel
se dados i, j ∈N, existe um inteiro positivo k tal que (Mk)i j > 0.

Para cada i ∈N, definimos o perı́odo de i como pi = mdc{k : (Mk)ii > 0}. Se, para todo
i ∈ N temos que pi = p, dizemos que M é uma matriz periódica de perı́odo p, em particular
se p = 1, M é dita aperiódica.

Exemplo 12. A matriz (Mi j)i, j∈N onde Mi j = 1 para todo i, j ∈ N é uma matriz irredutı́vel e
aperiódica.

Temos

M =



1 1 1 1 1 1 1 . . .

1 0 0 0 0 0 0 . . .

0 1 0 0 0 0 0 . . .

0 0 1 0 0 0 0 . . .

0 0 0 1 0 0 0 . . .
...
...
...
...
...
...
...
. . .


.

M é uma matriz irredutı́vel pois para i, j ∈ N, temos que Mi
i j > 0. M é também aperiódica,

uma vez que Mi+1
i j > 0.

Seja

M =



0 2 0 0 0 0 0 . . .

1 0 1 0 0 0 0 . . .

0 1 0 1 0 0 0 . . .

0 0 1 0 1 0 0 . . .

0 0 0 1 0 1 0 . . .
...
...
...
...
...
...
...
. . .


.

É possı́vel verificar que M matriz irredutı́vel periódica de perı́odo p = 2.

Proposição 2.28 ([14]). Seja M = (Mi j)i, j∈N uma matriz não negativa, irredutı́vel e aperiódica.
Para qualquer par de ı́ndices i, j, existe k ∈N tal que Mn

i, j > 0 para todo n ≥ k.

Corolário 2.29. Seja M uma matriz finita, então M é primitiva se, e somente se M é irredutı́vel
e aperiódica.

Proposição 2.30 ([14], pg 196). Seja M = (Mi j)i, j∈N uma matriz enumerável, não negativa
irredutı́vel e aperiódica. Para qualquer i vale que:

1- Existe k ∈N tal que Mn
ii > 0 para todo n ≥ k.

2- λ = limn→∞ n

√
Mn

i, j existe, não depende de i, j e é igual a sup{(Mn
ii)

1/n, n ∈N}.

Demonstração. (1). Como M é uma matriz irredutı́vel e aperiódica então existe uma
matriz finita T, irredutı́vel e aperiódica submatriz de M que contém o ı́ndice i. A matriz
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T é primitiva, portanto (1) vale para T. Como M é uma matriz não-negativa, temos que
(1) também vale para M.

Para (2) note que (Mn+m)ii ≥ Mn
ii · M

m
ii , para todo n ∈ N. Logo, log(Mn+m

ii ) ≥
log(Mn

ii) + log(Mm
ii ). Como −log(Mn+m

ii ) é subaditiva , limn→∞
log(Mn

ii)
n existe (ver [26]) e,

consequentemente limn→∞
n
√

Mn
ii existe e é igual a sup{(Mn

ii)
1/n, n ∈N}.

Uma demonstração semelhante pode ser feita no caso em que λ é infinito. □

Observação. O valor λ é chamado de valor de Perron de M.

Seja M = (Mi j)i, j∈N uma matriz não negativa, irredutı́vel e aperiódica com valor
de Perron de finito λ. Para cada i, j considere a série

Ti j(z) =
∞∑

n=0

Mn
ijz

n,

com

M0
i, j = δi j =

1, se i = j;

0, se i , j.

Definição 2.31. Seja M = (Mi j)i, j∈N uma matriz não negativa, irredutı́vel e aperiódica com
valor de Perron finito λ. Dizemos que M é transiente se Ti j(1/λ) é finito.
Se Ti j(1/λ) = ∞, M é dita recorrente.

Seja

Li j(M, z) = Li j(z) =
∞∑

n=0

li j(M,n)zn, (2.2)

onde li j(M,n) = li j(n) é dado por:

li j(0) = 0; li j(1) =Mi j; li j(n + 1) =
∞∑
s,i

li,s(n)Msj. (2.3)

Se
∑
∞

n=0 nlii(n)/λn < ∞, dizemos que M é positivo recorrente.
Se

∑
∞

n=0 nlii(n)/λn = ∞, dizemos que M é nulo recorrente.

Observação. Podemos definir os coeficientes ri j de modo semelhante aos coeficientes
li j, onde:

ri j(0) = 0, ri j(1) =Mi j, e ri j(n + 1) =
∑
s, j

Misrsj(n). (2.4)

Teorema 2.32 (Teorema de Perron Frobenius generalizado ([14]), pg 199). Seja M =

(Mi j)i, j∈N uma matriz enumerável, não negativa, irredutı́vel, aperiódica e recorrente. Então
existe um valor de Perron λ tal que:

1) λ = limn→∞ n

√
Mn

ij para qualquer par de ı́ndices i, j, portanto 1/λ é o raio de con-

vergência da série Ti j(z) =
∑
∞

n=0 Mn
ijz

n.
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2)λ possui autovetores a direita r = (r j) j∈N e a esquerda l = (li)i∈N estritamente positivos
e únicos a menos de multiplicação por constante.

3) Sejam l, r os autovetores de λ então o produto escalar l · r é finito se,e somente se M
for positivo recorrente.

Proposição 2.33. (ver. [14],[25]) Seja M = (Mi j)i, j∈N uma matriz enumerável, irredutı́vel e
aperiódica com valor de Perron finito λ. Então:

1) Se M é positivo recorrente então, para todo i, j ∈N

lim
n→∞

Mn
ij/λ

n = Li j(1/λ)/µ(i) = Ri j(1/λ)/µ( j) > 0.

Onde µ(i) =
∑
∞

n=0 nlii(n)/λn.
2) Se M for transiente ou nulo recorrente então limn→∞Mn

ij/λ
n = 0, para todo i, j ∈N.

Lema 2.34 ([14]). Sejam M = (Mi j)i, j∈N uma matiz não negativa, irredutı́vel e aperiódica com
valor de Perron finito λ > 0.

(1) Se M é recorrente então para todo i, j ∈N,

(lM)i = λ(li) e (Mr) j = λ(r j), onde

l = (Li j(1/λ))i∈N,

r = (Ri j(1/λ))i∈N.

Em cada coordenada.
(2) Se M é transiente então para todo i, j ∈N,

(lM)i ≤ λ(l)i e (Mr) j ≤ λ(r j).

Com a desigualdade acontecendo em algum dos ı́ndices.

Observação. Seja M = (Mi j)i, j∈N uma matriz não negativa, irredutı́vel, aperiódica e
positiva recorrente com valor de Perron finito λ > 0. O vetor t = (ti)i∈N com ti =

limn→∞Mn
ij/λ

n é um autovetor a esquerda de M associado ao valor de Perron λ. Além
disso, temos que:

lim
n→∞

Mn
ij

λn =
lir j∑
∞

k=1 lkrk
. (2.5)

Onde l = (lk)k∈N e r = (rk)k∈N são os autovetores a esquerda e a direita de M associados
ao valor de Perron λ.

Lema 2.35. ( [14], pg 204.) Seja M = (Mi j)i j∈N uma matriz recorrente com valor de Perron
λ > 0, l, r os autovetores associados a λ ou seja lM = λl e Mr = λr. Então:

(1) Se x = (xi) ≥ 0 é um vetor linha satisfazendo xM ≤ λx, então x é múltiplo de l.
(2) Se y = (yi) ≥ 0 é um vetor coluna satisfazendo My ≤ λy, então y é múltiplo de r.
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Definição 2.36. Seja v = (vi)i∈N um vetor enumerável. Dizemos que x ∈ l1 se
∑
∞

i=1 |vi| é finito.
Dizemos que v ∈ l∞ se existir M > 0 tal que |vi| <M para todo i ∈N.

Definição 2.37. Um vetor não negativo v = (vi)i∈N é um vetor estocástico (também chamado
de vetor de probabilidade) se

∑
i∈N vi = 1.

Uma matriz enumerável e não negativa M = (Mi j)i, j∈N é uma matriz estocástica se, para cada
linha de M a soma de seus elementos for igual a 1.

Definição 2.38. Seja M uma matriz estocástica. Dizemos que M é:

• Ergódica se para todo i, j ∈N:
lim
n→∞

Mn
ij = π j.

Onde π = (π j) j∈N é um vetor estocástico.

• Fortemente ergódica se existe um vetor estocástico π tal que limn→∞ ||Mn
− Q||s = 0

onde Q = (Qi j)i, j∈N com Qi j = π j e ||N||s = supi≥0

∑
∞

j=0 |Ni j| para uma matriz enumerável
de entradas complexas N. Em outras palavras:

lim
n→∞

supi≥0

∑
j ∈N

∣∣∣∣Mn
ij − π j

∣∣∣∣ = 0.

Definição 2.39. Dada uma matriz estocástica M, o coeficiente de Dobrushin (também cha-
mado de coeficiente de ergodicidade) de M é o valor δ(M) onde:

δ(M) = 1/2 sup
i,k ∈N

∞∑
j=0

|Mi j −Mkj|.

Proposição 2.40. Seja M uma matriz estocástica então:

δ(M) = 1 − inf
i1,i2

∞∑
j=1

min(Mi1 j,Mi2 j).

Demonstração. Ver anexo. □

Definição 2.41. Uma matriz não negativa é dita scrambling se δ(M) < 1, isto é existe a > 0
tal que

∞∑
j=1

min(Mi j,Mkj) > a, para todo i, j, k ∈N. (2.6)

Observação ([22], pg 66). Uma matriz M é scrambling se, e somente se M não possui
linhas ortogonais (ou, alternativamente se quaisquer duas linhas de M se intersectam).

Observação. Se M = (Mi j)i, j∈N é uma matriz cuja soma de suas linhas é constante igual
a L então M/L é uma matriz estocástica. Além disso, M/L é scrambling se, e somente
se M for scrambling.
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Teorema 2.42 ([13]). Uma matriz estocástica M é fortemente ergódica se, e somente se, existir
n ∈N tal que Mn é scrambling.

Demonstração. Ver anexo. □

Exemplo 2. Considere a matriz:

M =



1 1 0 0 0 0 0 . . .

1 0 1 0 0 0 0 . . .

1 0 0 1 0 0 0 . . .

1 0 0 0 1 0 0 . . .

1 0 0 0 0 1 0 . . .
...
...
...
...
...
...
...
. . .


Note que a soma dos elementos de qualquer linha de M é igual a 2. A matriz M/2 dada
por:

M/2 =



1/2 1/2 0 0 0 0 0 . . .

1/2 0 1/2 0 0 0 0 . . .

1/2 0 0 1/2 0 0 0 . . .

1/2 0 0 0 1/2 0 0 . . .

1/2 0 0 0 0 1/2 0 . . .
...

...
...

...
...

...
...
. . .


É uma matriz estocástica. Além disso, M/2 é fortemente ergódica, uma vez que a
primeira coluna possui apenas entradas positivas.

Sejam a, b, c ∈N e considere a matriz:

M =



a + b c 0 0 0 0 . . .

a b c 0 0 0 . . .

0 a b c 0 0 . . .

0 0 a b c 0 . . .
...

...
...
...
...
...
. . .


Note que a soma dos elementos de qualquer linha de M é igual a a + b + c.

Portanto, a matriz:

M
a + b + c

=



a+b
a+b+c

c
a+b+c 0 0 0 0 . . .

a
a+b+c

b
a+b+c

c
a+b+c 0 0 0 . . .

0 a
a+b+c

b
a+b+c

c
a+b+c 0 0 . . .

0 0 a
a+b+c

b
a+b+c

c
a+b+c 0 . . .

...
...

...
...

...
...
. . .


É uma matriz estocástica mas não é fortemente ergódica pois nenhuma potência de
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M é scramling, uma vez que para qualquer n ∈ N, as palavras σn( j) e σn( j + 2n) não
possuem letras em comum.

Proposição 2.43 ([11]). Seja M uma matriz estocástica, então M é fortemente ergódica se, e
somente se M for uniformemente geometricamente ergódica, ou seja, existem 0 < β < 1 e c > 0
tais que para todo i, j ∈N,

|Mn
ij − π j| ≤ cβn.

Para algum vetor estocástico e positivo π = (π j) j ∈N.

Demonstração. Ver anexo. □
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3 MEDIDAS INVARIANTES, ERGODICIDADE, UNICIDADE ERGÓDICA
E MINIMALIDADE

Agora vamos estudar substituições em alfabetos infinitos. Como já vimos no
capı́tulo anterior, se A é um alfabeto finito e σ é uma substituição primitiva sobre A,
então existe u ∈ AN ponto periódico de σ. Além disso, o sistema dinâmico (Ωu,S)
possui uma única medida invariante, além do mais esse sistema dinâmico tem entropia
topológica nula (estes resultados podem ser vistos mais detalhadamente em [20] e
[9]). Buscamos encontrar resultados no mesmo espı́rito para substituições em alfabetos
infinitos.

Seja A um alfabeto infinito enumerável. Podemos supor que A =N = {1, 2, . . . }.
Consideremos σ uma substituição em A e construı́mos a matriz Mσ de forma análoga
ao que foi feito no caso de alfabeto finito, isto é (Mσ)i j = |σ(i)| j, para todo i, j ∈ N. Note
que a matriz Mσ é uma matriz enumerável de entradas não negativas.

Vejamos alguns exemplos de matrizes associadas a substituições em alfabetos
infinitos.

Exemplo 13. 1) Seja A = N e σ : A 7→ A∗ a substituição dada por σ(n) = 1(n + 1). A matriz
associada a σ é a matriz

M =



1 1 0 0 0 0 0 . . .

1 0 1 0 0 0 0 . . .

1 0 0 1 0 0 0 . . .

1 0 0 0 1 0 0 . . .

1 0 0 0 0 1 0 . . .
...
...
...
...
...
...
...
. . .


2) Seja A = Z e σ : A 7→ A∗ a substituição σ(n) = (n− 1)nn(n+ 1). A matriz associada

a σ é a matriz:

M =



. . .
...
...
...
...
...
. . .

. . . 2 1 0 0 0 . . .

. . . 1 2 1 0 0 . . .

. . . 0 1 2 1 0 . . .

. . . 0 0 1 2 1 . . .

. . . 0 0 0 1 2 . . .
. . .

...
...
...
...
...
. . .


Definição 3.1. Seja σ uma substituição sobre o alfabeto A. Dizemos que σ tem comprimento
limitado se, existe L ∈N tal que |σ(a)| ≤ L para todo a ∈ A.

Se, para todo a ∈ A temos que |σ(a)| = L, dizemos que σ é uma substituição de
comprimento constante L.
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Exemplo 14. 1-Seja A =N e σ : A 7→ A∗ a substituição de Fibonacci infinito dada por:

σ(n) =

1(n + 1), se n é ı́mpar;

n + 1, se n é par.
(3.1)

σ é uma substituição de comprimento limitado por L = 2.
2- A substituição 2-ádica é dada por

σ(n) = 1(n + 1), ∀n ∈N. (3.2)

σ é uma substituição de comprimento constante igual a 2.

Observação. Neste trabalho vamos considerar apenas substituições de comprimento
limitado.

Observação. No caso em que A é um alfabeto finito, temos que se σ é uma substituição
sobre A tal que limn→∞ |σn(a)| = ∞, para todo a ∈ A, então existe u ∈ AN ponto
periódico por σ. Se A é um conjunto infinito, isso nem sempre é válido. A substituição
σ : A = N 7→ A∗ onde σ(n) = (n + 1)(n + 2) não possui pontos periódicos uma vez que,
para quaisquer k,n ∈ N, temos que σk(n) começa com n + k e, portanto é impossı́vel
que σk(a) tenha como primeira letra a.

Em [21], para garantir a existência de um ponto fixo de uma sustituição σ, o autor
adiciona uma letra ω e define σ(ω) = ω1. Deste modo, temos que u = limn→∞ σn(ω) =
ω1σ(1)σ2(1) . . . σn(1) . . . é um ponto fixo de σ. Ele considerou o sistema dinâmico (Ω,S)
com Ω = O(u).

Observação. Seja A um alfabeto e σ uma substituição sobre A = N. Da definição da
matriz associada M, temos que

∑
∞

i=1 Mi j = |σ(i)|. Seσ é uma substituição de comprimento
constante L então

∑
∞

i=1 Mi j = L, para todo i ∈N e, portanto M/L é uma matriz estocástica.
Se, para algum a ∈ A temos que a é um fator de σ(i), para qualquer i então a

matriz associada M possui uma coluna onde todos os seus elementos são estritamente
positivos. Nesse caso, a matriz M/L é scrambling e portanto fortemente ergódica.

Exemplo 15. Seja φ a seguinte substituição:

σ(n) =

1(n + 1), Se n é ı́mpar

(n + 1)(n + 2), Se n é par.
(3.3)

Note que σ é uma substituição de comprimento constante 2. Além disso, 1 ocorre em σ2(k), para
todo k ∈ N. Sendo assim σ2 é uma substituição de comprimento constante igual a 4 e Mσ2/4 é
uma matriz fortemente ergódica, logo Mσ é fortemente ergódica, uma vez que Mσ2 é scrambling.
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A matriz Mσ associada a substituição 2-ádica σ(n) = 1(n + 1), para todo n ∈ N é
fortemente ergódica.

Uma maneira de verificar que σ é fortemente ergódica é mostrando que Mσ/2 é scram-
bling. Temos

M/2 =



1/2 1/2 0 0 0 0 0 . . .

1/2 0 1/2 0 0 0 0 . . .

1/2 0 0 1/2 0 0 0 . . .

1/2 0 0 0 1/2 0 0 . . .

1/2 0 0 0 0 1/2 0 . . .
...

...
...

...
...

...
...
. . .


Note que a primeira coluna possui apenas valores positivos, portanto Mσ é scrambling

também fortemente ergódica.
Também podemos mostrar que Mσ é fortemente ergódica usando a definição, Nesse caso,

observe que:

v j = lim
n→∞

Mn
ij

2n =
|σn(i)| j

2n =
1
2 j .

Uma vez que |σn(i)| j = 2n− j, para todo n > j − i.
Como

∑
∞

j=1
1
2 j = 1, temos que σ é ergódica. Além disso, temos que:

Mn
ij

2n =
|σn(i)| j

2n =
|σn−1(i)| j−1

2n = · · · =
|σn− j−1(i)|1

2n =
2n− j

2n =
1
2 j .

Observe que, ∑
j∈N

∣∣∣∣∣∣M
n
ij

2n −
1
2 j

∣∣∣∣∣∣ = i+n∑
j=1

∣∣∣∣∣∣M
n
ij

2n −
1
2 j

∣∣∣∣∣∣ + ∞∑
j=i+n

∣∣∣∣∣∣M
n
ij

2n −
1
2 j

∣∣∣∣∣∣ = 1
2i+n .

Logo,

lim
n→∞

sup
i

∑
j∈N

∣∣∣∣∣∣M
n
ij

2n −
1
2 j

∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

sup
i

∑
j∈N

∣∣∣∣∣2n− j

2n −
1
2 j

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

1
2n = 0.

Portanto, Mσ é fortemente ergódica.

Definição 3.2. Seja A um alfabeto enumerável e σ uma substituição sobre A. O sistema
dinâmico associado a substituição σ é o sistema (Ω,S) onde

Ω = {v ∈ AN : se u é um fator de v então u é fator de σn(a), para algum n ∈N e a ∈ A}.

Observação. Seja σ é uma substituição irredutı́vel sobre o alfabeto enumerável A =
{a1, a2, . . . } então para qualquer par de letras ai, a j temos que existe um inteiro positivo
k tal que a j ocorre em σk(ai). E, nesse caso temos que

Ω = {v ∈ AN : u é um fator de v se, e somente se, u é fator de σn(a1)}.
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Proposição 3.3. Seja σ uma substituição irredutı́vel e aperiódica. Se σ possui um ponto
periódico u então Ωu = Ω.

Demonstração. Suponhamos, sem perda de generalidade que u é um ponto fixo e mos-
traremos que Ωu ⊂ Ω ⊂ Ωu. A primeira inclusão pode ser facilmente verificada.

Seja v = v1v2v3 . . . ∈ Ω. Dado n ∈N, temos que Vn = v1v2 . . . vn é um fator de v.
Pela definição deΩ, Vn ocorre em σk(a), para algum a ∈ A e k ∈N. Como σ é irredutı́vel
e aperiódica, temos que para d suficientemente grande, a ocorre em σd(u1) e, portanto a
ocorre em u. Como u é um ponto fixo, temos que σk(u) = u. Sendo assim, σk(a) ocorre
em u e portanto Vn ocorre em u. Como v = limn→∞Vn, temos que v ∈ O(u) = Ωu,
portanto Ω ⊂ Ωu. □

3.0.1 Sobre a não existência de medida invariante finita

Proposição 3.4. Seja M = (Mi j)i, j∈N uma matriz não negativa, irredutı́vel e aperiódica com
valor de Perron finito λ > 0 então:

1) Se a soma dos elementos das linhas de M é limitada por L, então λ ≤ L.
2) Se M é positivo recorrente com soma de linhas constante igual a L então λ = L e este

é o único autovalor de M com autovetor a esquerda em l1.
3) Se M tem soma de linhas constante e é transiente ou M é positiva recorrente com o

autovetor de Perron a esquerda V = (vi)i ∈N < l1 então:

lim
n→∞

Mn
i,a∑

∞

k=1 Mn
k,a

= 0 ∀i, a ∈N.

Demonstração. 1- Suponha que M tem soma de linhas limitada então

(Mn) j j ≤

∞∑
k=0

(Mn) jk ≤ Ln, para todo j ∈N.

Logo λ = limn→∞
n
√

(Mn) j j ≤ L.
2- Se M é positivo recorrente com soma de linhas constante igual a L e λ é um

autovalor de M com autovetor em l1 então:∑
j ∈N

∑
i ∈N

wiMi, j = λ.

Para algum autovetor w = (wi)i∈N com |w|1 = 1, portanto λ = L.
3- Seja M transiente com soma de linhas constante igual a L. Sejam i, j ∈ N

então para todo n ≥ 0
(Mn)i j∑
∞

k=1(Mn)ik
=

(Mn)i j/λn

(L/λ)n .
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Como λ ≤ L e limn→∞(Mn)i j/λn = 0, usando a proposição (2.33), deduzimos que

lim
n→∞

(Mn)i j∑
∞

k=1(Mn)ik
= 0.

Agora suponha M é positiva recorrente e V = (vk)k∈N < l1 é o autovetor de
Perron a esquerda. Sejam i, j ∈N. Como M é recorrente, temos que:

lim
n→∞

(Mn)ik

(Mn)i j
=

Li,k

Li, j
= cvk, para todo i, j, k ∈N.

Onde c > 0. Usando o lema de Fatou para séries e do fato que V < l1 temos que:

lim
n→∞

∞∑
k=1

Mn
ik

Mn
ij

≥

∞∑
k=1

lim
n→∞

Mn
ik

Mn
ij

= c
∞∑

k=1

vk = ∞.

Deduzimos que limn→∞
Mn

ij∑
∞

k=1 Mn
ik
= 0. □

Observação. Em [21], o autor mostra que o sistema dinâmico associado a substituição σ
em A = 2Z onde σ(n) = (n− 2)nn(n+ 2) não possui medida invariante finita, o próximo
teorema busca estender esse resultado.

Teorema 3.5. Seja A =N e σ : A→ A∗ uma substituição de comprimento limitado que possui
um ponto periódico u ∈ AN. Suponha, além disso que σ é irredutı́vel e aperiódica e que a matriz
associada M satisfaz:

lim
n→∞

sup
i∈N

Mn
ij∑

∞

k=1 Mn
ik

= 0 ∀ j ∈N. (3.4)

Então o sistema dinâmico (Ωu,S) não possui medida invariante finita.

Observação. Existem várias classes de substituições que satisfazem as hipóteses do
teorema uma delas, por exemplo é a classe das substituições σa,b,c onde a, b, c ∈N, a ≤ c
e

σa,b,c(1) = 1a+b2c; σa,b,c(n) = (n − 1)a(n)b(n + 1)c.

Para a demonstração do teorema, usaremos o lema a seguir:

Lema 3.6. Sejam σ : A 7→ A∗ A = N, uma substituição, V ∈ Lu e L = maxa∈A |σ(a)|. Então
V pode ser escrito como:

V = v0σ(v1) . . . σn−1(vn−1)σn(vn)σn−1(wn−1) . . . σ(w1)w0, (3.5)

onde n ≥ 0 é um inteiro e vi,wi são elementos de Lu de comprimento menor ou igual a L ( que
podem ser palavras vazias) e a palavra vn é uma palavra não vazia.
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Demonstração. Essa decomposição pode ser feita passo a passo. Pela definição de Lu

temos que existe um a ∈ A tal que V é um fator de σn+1(a) = σ(σn(a)), considerando
o menor n com essa propriedade, temos que V não é um fator de σn(a). Podemos
encontrar V1, v0,w0 tais que:

V = v0σ(V1)w0.

Tomando V1 como sendo o maior com essa propriedade então |v0|, |w0| ≤ L. Agora
fazemos a decomposição de V1 que é um fator de σn(a) e

V = v0σ(V1)w0 = v0σ(v1σ(V2)w1)w0 = v0σ(v1)σ2(V2)σ(w1)w0.

Continuamos o processo e encontramos uma sequência V j ∈ Lu tal que |V j+1| < |V j|.
O processo acaba quando chegamos em Vn = vn que é uma palavra não vazia e tem
comprimento menor ou igual a L.

A decomposição é obtida quando substituı́mos todos os V j. □

Observação. O lema anterior é clássico no caso de substituição sobre alfabeto finito.

Exemplo 3. Considere a substituição σ(n) = 1(n + 1) definida em A = N e o ponto fixo
u = limn→∞ σn(1). Considere V = 31214121312151 e observe que V éum fator de u.

Para a decomposição de V, tomamos v0 = 3,w0 = 1 e V1 = 131214. Assim

V = 3σ(131214)1.

Fazendo a decomposição de V1 obtemos v1 = ∅,w1 = ∅ e V2 = 213 e

V = 3σ(σ(213))1 = 3σ2(213)1.

Fazemos a decomposição de V2 e obtemos v2 = 2,w2 = ∅ e V3 = 2. Note que
maxa∈A |σ(a)| = 2 e V3 tem comprimento 1. Portanto, nesse caso vn = V3 e finaliza-
mos a decomposição com

V = 3σ2(2)σ3(2)1.

Demonstração do Teorema (3.5). Suponha, sem perda de generalidade que u = u0u1 . . . é
um ponto fixo de σ. Por (3.4), temos que para todo j ∈ A:

lim
n→∞

sup
a∈A

|σn(a)| j
|σn(a)|

= 0. (3.6)

Suponha que (Ωu,S) possui uma medida invariante finita então existe uma medida
finita ergódica µ. Pelo teorema ergódico de Birkhoff, deduzimos que para µ quase todo
x ∈ Ωu

lim
N→∞

1
N

#{0 ≤ k ≤ N − 1 : Sk(x) ∈ [ j]} = µ([ j]). (3.7)
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Onde #X representa o número de elementos do conjunto X.
Sejam N ∈ N, x ∈ Ωu satisfazendo (3.7) e V = ukuk+1 . . . uk+N−1 ∈ L(u) um

prefixo de x.
Usando 3.6 temos que:

V = v0σ(v1) . . . σn−1(vn−1)σn(vn)σn−1(wn−1) . . . σ(w1)w0. (3.8)

Onde n ∈N e vi,wi são elementos deL(u) de comprimento limitado por K = max{|σ(b)|, b ∈
A} e vn é uma palavra não vazia.

Temos que :

1
N

#{0 ≤ k ≤ N − 1, Sk(x) ∈ [ j]} =
|V| j
|V|
=
|σn(vn)| j +

∑N−1
k=0 (|σk(vk)| j + |σk(wk)| j)

|σn(vn)| +
∑N−1

k=0 (|σk(vk)| + |σk(wk)|)
.

Por outro lado, se a ∈ A então limn→∞
|σn(a)|i
|σn(a)| = 0, portanto, se v ∈ L(u) então:

lim
n→∞

|σn(v)|i
|σn(v)|

= 0.

Usando o teorema de Stolz-Cesaro (ver anexo 1) temos que :

lim
n→∞

|σn(vn)| j +
∑N−1

k=0 (|σk(vk)| j + |σk(wk)| j)

|σn(vn)| +
∑N−1

k=0 (|σk(vk)| + |σk(wk)|)
= 0.

Concluı́mos que µ([ j]) = 0, sendo assim µ(Ω) = 0 o que é um absurdo. □

Lema 3.7. Sejam A = N e σ : A 7→ A∗ uma substituição tal que Mσ satisfaz (3.4). Suponha
que Mσ possui um autovetor à direita r = (ri)i∈N, associado ao valor de Perron λ > 0 tal que
inf{ri : i ∈N} > 0 então Mσ é nulo recorrente ou transiente.

Demonstração. Temos que

lim
n→∞

Mn
ij

λn ≤ lim
n→∞

sup
i∈N

Mn
ij∑

∞

k=1 Mn
ik

= 0.

Seja l e r os autovetores a esquerda e a direita associados a λ. Usando (2.5), temos que
l · r = ∞ e M não pode ser positivo recorrente. □

Observação. O corolário anterior nos fornece várias classes de sustituições para as
quais os sistemas dinâmicos associados não possuem medida invariante finita. Por
exemplo
Seja A =N e σ : A 7→ A∗ a substituição onde σ(1) = 112, σ(n) = (n − 1)n(n + 1),∀n ≥ 2
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Temos que a matriz de σ é :

M =



2 1 0 0 0 0 . . .

1 1 1 0 0 0 . . .

0 1 1 1 0 0 . . .

0 0 1 1 1 0 . . .

0 0 0 1 1 1 . . .

0 0 0 0 1 1 . . .
...
...
...
...
...
...
. . .


.

M é irredutı́vel e aperiódica, além disso r = (1, 1, 1, . . . ) é o autovalor a direita associado
ao valor de Perron λ = 3. Vt é o autovalor a esquerda e, como < v,w >= ∞ temos
que M não é positivo recorrente. De fato, veremos adiante que M é nulo recorrente. σ
possui um ponto fixo u = limn→∞ σn(1) e, com isso concluı́mos que o sistema dinâmico
(Ωu,S) não possui medida invariante finita.

Exemplo 16. Sejam a, b, c ∈N e σabc = σ definida por:

σ(1) = 1a+b2c, σ(n) = (n − 1)anb(n + 1)c, ∀n ≥ 2

Onde dk = d . . . d é a palavra de comprimento k com todas as letras iguais a d.
(1) Se c < a então Mσ é positivo recorrente.
(2) Se c ≥ a então Mσ é nulo recorrente.

Demonstração. Temos que a matriz associada a σ é a matriz

M =



a + b c 0 0 0 0 0 0 · · ·

a b c 0 0 0 0 0 · · ·

0 a b c 0 0 0 0 · · ·

0 0 a b c 0 0 0 · · ·

0 0 0 a b c 0 0 · · ·

0 0 0 0 a b c 0 · · ·

...
...
...
...
...
...
...
...
. . .


Usando a proposição (3.4), temos que λ ≤ L = a + b + c. Seja l = (li)i∈N, o autovetor a
esquerda de M. Através de computação simples, podemos concluir que

cln + aln+2 = (a + c)ln, para todo n ∈N. (3.9)

Além disso,

ln =
(c
a

)n
l0. (3.10)
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Suponha que λ < a+ b+ c e seja u = (u j) j∈N um vetor subinvariante de M. Sendo assim
uM < LM e,

uk+1 ≤
c
a

uk, para todo k ≥ 0. (3.11)

Logo, existe s > 0 tal que uk =
c
auk−1 − s e

un+1 ≤
c
a

un − s.

Deduzimos que

un ≤

(c
a

)n−k
uk − s.

Se c < a então existe N ∈ N tal que un < 0 para todo n ≥ N, o que é um absurdo.
Portanto λ = L e como o autovetor a direita associado a λ é r = (1, 1, 1 . . . ), temos que:

< u,w >=
∞∑

i=1

u1

(c
a

)i
. (3.12)

M é positivo recorrente quando c < a.
Se c = a então da equação (3.11), deduzimos que

un ≤ uk − (n − k)s para todo n ≥ k + 1.

Temos que existe N ∈N tal que un < 0 para todo n ≥ N, o que é um absurdo. Portanto
λ = L e como o autovetor a direita associado a λ é r = (1, 1, 1 . . . ), temos que:

< u,w >=
∞∑

i=1

u1 = ∞.

Portanto, M é nulo recorrente.
Se c > a consideramos P a matriz onde Pi j =

Mi j

a+b+c . Usaremos uma abordagem
probabilı́stica para mostrar que λP < 1 e, P00(1/λP) = ∞ o que implica nulo recorrência.
Seja (Xn)n≥0 uma cadeia de Markov cuja matriz de transição seja P e Px a distribuição
de (Xn)n≥0 quando X0 = x para x ∈ Z+. Seja p = c/(a + c) que é a probabilidade de
um caminho aleatório se mover para a direita, deixando a sua posição quando esta é
diferente de zero, ou seja:

p = Px (Xn+1 = Xn + 1 | Xn+1 , Xn) ∀x , 0.

Queremos estimar Pn
00 ou seja, a probabilidade de um passeio aleatório visitar a posição

0 em um estado de tempo n dado que esse passeio se iniciou no estado 0. Para que
isso aconteça, devemos ter um número de pulos a direita igual a quantidade de pulos
à esquerda. Vamos precisar das observações a seguir:
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Observação 1
Note que #{1 ≤ j ≤ n : Xn+1 , Xn} conta a quantidade de vezes que acontecem

pulos para a direita ou para a esquerda. Existem constantes positivas 0 < c, δ < 1 tais
que:

P0(#{1 ≤ j ≤ n : Xn+1 , Xn} ≥ cn) > 1 − (δq)n

Observação 2
Em 2k transições para a direita ou para a esquerda, o número de transições para

a direita está distribuido como uma variável binomial de parâmetros 2k e p. Então a
probabilidade de termos uma quantidade igual de saltos para a direita e para a esquerda
é

P(Bin(2k, p) = k) =
(
2k
k

)
pk(1 − p)k

≈
C
√

k
(4p(1 − p))k.

(Essa aproximação pode ser obtida usando a fórmula de Stirling). Note que q =
4p(1 − p) < 1.

Usando as observações 1 e 2 podemos mostrar que Pn
00 é da ordem de O(qn/

√
n).

Isso implica que λP = q e P00(1/λP) = P00(1/q) = ∞. Portanto, P e M são matrizes nulo
recorrentes. □

Proposição 3.8. Seja (Ωa,b,c,S) o sistema dinâmico associado a σa,b,c. Então (Ωa,b,c,S) não é
minimal.

Demonstração. Sejam a, b, c ∈ N e Ωa,b,c o conjunto associado a substituição σ = σa,b,c

definida em A = N. Se a = 1, considere a sequência (di)i∈N de elementos de A∗ onde
di = σi(i + 1). Note que essa substituição possui um ponto fixo u = limn→∞ σn(1). Além
disso:

dn+1 = (σn(n + 1))a(σn(n + 2))b(σn(n + 3))c.

Portanto dn+1 se inicia com dn e, como o comprimento de dn tende ao infinito, essa
sequência é convergente para algum d ∈ Ωa,b,c.

Se a = 1, note que 1 aparece uma única vez na palavra dn, para qualquer natural
n, portanto d também possui apenas uma letra igual a 1. Sendo assim a órbita de S(d)
não pode ser densa pois não visita o cilindro [1] e, portanto o sistema dinâmico não é
minimal.

Suponha a > 1, como σn(n+ 1) começa com σn−1(n)a, para todo n ∈N, temos que
σn(n + 1) começa com σ(2)an−1 note que a sequência dn converge para o ponto periódico
d = σ(2)σ(2) . . . e, portanto a órbita de d não é densa. □

3.1 Existência deMedida Invariante

Essa seção tem como objetivo mostrar os seguintes resultados
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Teorema 3.9. Seja σ uma substituição em A = N tal que Mσ seja irredutı́vel, aperiódica e
positivo recorrente com valor de Perron finito λ. Então o sistema dinâmico (Ωσ,S) possui uma
medida invariante µ. Além disso, µ é finita se, e somente se, o autovetor de Perron à esquerda l
está em l1.

Teorema 3.10. Seja σ uma substituição de comprimento constante sobre N. Suponha que
σ possui um ponto fixo u e que a matriz Mσ é irredutı́vel, aperiódica, positivo recorrente e
possui valor de Perron finito λ > 0. Então o sistema dinâmico (Ωu,S) possui uma medida de
probabilidade invariante e ergódica. Além disso, se existir n ∈N tal que Mn

σ é scrambling então
essa medida é única dentre as medidas de probabilidade invariante.

Para a demonstração desse resultado necessitamos de vários resultados inter-
mediários, que serão enunciados e provados ao decorrer dessa seção.

3.1.1 A Substituição σl

Considerando agora σ uma substituição sobre um alfabeto A (finito ou enu-
merável) tal que Mσ seja irredutı́vel, aperiódica e σ possui um ponto fixo u ∈ AN.

Para l ≥ 2 definimos Al como sendo o conjunto de todas as palavras de compri-
mento l que são fatores de u e σl : Al → A∗l construı́da da seguinte forma:

Se
σ(w) = σ(w0w1 . . .wl−1) = y0y1 . . . y|σ(w)|−1.

Então
σl(w) = (y0y1 . . . yl−1)(y1y2 . . . yl) . . . (y|σ(w0)|−1y|σ(w0)| . . . y|σ(w0)|+l−1).

Observe que :
|σl(w0w1 . . .wl−1)| = |σ(w0)|,

e
|σ(w0)|i0i1...il−1 ≤ |σl(w0w1 . . .wl−1)|i0i1...il−1 ≤ |σ(w0)|i0i1...il−1 + l.

Observação. A substituição σl foi definida em [20] para substituições em alfabetos
finitos. Nesa tese estendemos a definição para substituições em alfabetos infinitos
enumeráveis.

Exemplo 4. 1. Considere A = {1, 2} e σ : A 7→ A∗, onde σ(1) = 12, σ(2) = 1. O ponto
fixo é u = limn→∞ σn(1) = 12112121 . . . e, para l = 2 obtemos A2 = {11, 12, 21}.
Observe que 22 é uma palavra de comprimento 2 cujo as letras estão em A,
mas não é uma palavra de A2 porque não ocorre em u. Temos que σ2(11) =
(12)(21), σ2(12) = (12)(21) e σ2(21) = (11) e, considerando a ordem lexicográfica
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11 < 12 < 21 a matriz associada a σ2 é :

M2 =


0 1 1
0 1 1
1 0 0

 .
Para l = 3 temos que A3 = {112, 121, 211, 212}. Usando novamente a ordem
lexicográfica temos 112 < 121 < 211 < 212 e

M3 =


0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 0 0

 .

As demais matrizes Ml podem ser obtidas de modo semelhante.

2. Considerando a substituição de Thue-Morse σ(1) = 12, σ(2) = 21. Um ponto fixo
de σ é u = limn→∞ σn(1) e A2 = {11, 12, 21, 22} com a ordem 11 < 12 < 21 < 22
temos que σ2(11) = (12)(21), σ2(12) = (12)(22), σ2(21) = (21)(11), σ2(22) = (21)(12)
e

M2 =


0 1 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 1 0

 .
Para l = 3 temos que A3 = {112, 121, 122, 211, 212, 221}. Nessa ordem especı́fica
temos σ3(112) = (121)(212), σ3(121) = (122)(221), σ3(122) = (122)(221), σ(211) =
(211)(112), σ3(212) = (211)(112), σ3(221) = (212)(121) e

M3 =



0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0


.

As demais matrizes Ml, l ≥ 4 podem ser obtidas de modo semelhante.

Observação. Essa substituição possui um segundo ponto fixo w = limn→∞ σn(2),
no entanto, não é divfı́cil verificar que σ é primitiva e, portanto vale queΩu = Ωw.

3. Para substituições em alfabetos infinitos, a construção das matrizes Ml pode ser
um pouco mais complicada. Consideremos, por exemplo a substituição 2-ádica
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σ(n) = 1(n + 1) definida em A =N. A matriz associada a σ é

M =



1 1 0 0 0 0 . . .

1 0 1 0 0 0 . . .

1 0 0 1 0 0 . . .

1 0 0 0 1 0 . . .

1 0 0 0 0 1 . . .
...
...
...
...
...
...
. . .


.

M é uma matriz irredutı́vel e aperiódica. O ponto fixo de σ é u = limn→∞ σn(1) =
12131214 . . . e A2 = {w = w1w2 ∈ A∗ : w é um fator de u} = {w = w1w2 : w ,
11, w1 = 1 ou w2 = 1}. Usando a ordem lexicográfica em A2 temos 12 < 13 <
14 < · · · < 21 < 31 < 41 < . . . e aqui vamos separar os elementos de A2 em dois
grupos, os que são da forma 1n e os que são da forma m1 com n,m > 1 ∈ N.
Note que σ2(1n) = (12)(21) e σ2(m1) = (1(m+ 1))((m+ 1)1). Com isso e levando em
considerando a ordem lexicográfica temos que

M2 =



1 0 0 . . . 1 0 0 . . .

1 0 0 . . . 1 0 0 . . .

1 0 0 . . . 1 0 0 . . .
...
...
...
. . .

...
...
...
. . .

0 1 0 . . . 0 1 0 . . .

0 0 1 . . . 0 0 1 . . .

0 0 0 . . . 0 0 0 . . .
...
...
...
. . .

...
...
...
. . .



.

Observação. M2 é uma matriz cujo os coeficientes (M2)a,b com a, b ∈ A2 ∼N2.

Para l = 3 podemos verificar que A3 se divide em 3 grupos, w = 1n1,w = 21n,w =
n12, n ≥ 3. Temos que σ3(12n) = (121)(21(n + 1)), σ3(21n) = (131)(312), σ3(n12) =
(1(n+ 1)1)((n+ 1)12) e a matriz associada a σ3 considerando a ordem lexicográfica
é
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M3 =



1 0 0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . .

1 0 0 0 . . . 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 . . .

1 0 0 0 . . . 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 . . .
...
...
...
...
. . .

...
...
...
...
. . .

...
...
...
...
. . .

0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 1 0 0 0 . . .

0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 1 0 0 0 . . .

0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 1 0 0 0 . . .
...
...
...
...
. . .

...
...
...
...
. . .

...
...
...
...
. . .

0 0 0 1 . . . 0 0 0 0 . . . 0 1 0 0 . . .

0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 1 0 . . .

0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 . . .
...
...
...
...
. . .

...
...
...
...
. . .

...
...
...
...
. . .



.

E, de maneira semelhante podemos encontrar as matrizes Ml para l ≥ 4.

Lema 3.11. Sejam A =N, σ uma substituição sobre A e σl a substituição em Al:
1) Se u = u0u1u2 . . . é um ponto periódico por σ, então para qualquer ≥ 2 fixado:

ul = (u1u1 . . . ul)(u2u3 . . . ul+1) . . .

É ponto periódico de σl com a mesma periodicidade de u.
2) Se σ é irredutı́vel e aperiódica então σl também é.

Demonstração. (1) Suponha que se u = u1u2 . . . é um ponto periódico de perı́odo k então
σk(u) = u. Temos que

σk
l (ul) = σk((u1u2 . . . ul)(u2u3 . . . ul+1) . . . ) = σk

l (u1u2 . . . ul)σk
l (u2u3 . . . ul+1) · · · =

(u1u2 . . . ul)(u2u3 . . . ul+1) . . . .

Uma vez que σk(u1u2 . . . ) = u1u2 . . . , temos que σk
l (u1u2 . . . ul) começa com (u1u2 . . . ul) e,

portanto ul = limn→∞σkn
l (u1u2 . . . ul) é um ponto periódico de perı́odo k de σl.

(2) Sejam w = w1w2 . . .wl,B ∈ Al palavras de comprimento l que aparecem em
u = limn→∞ σn(u0). Sendo assim, existe p ∈ N tal que B é um fator de σp(u1). Como
σ é irredutı́vel e aperiódica, então que existe n0 tal que para n ≥ n0, σn(w1) contém u1.
Assim para n ≥ n0, σn+p(w1) contém σp(u1), que contém B. Escrevendo

σn(w) = σn(w1)σn(w2w3 . . .wl) = (y1y2 . . . y|σn(w1)|)a1a2 . . . ak+1.

Temos que

σn
l (w) = (y1y2 . . . yl)(y2y3 . . . yl+1) . . . (y|σn(w1)|a1a2 . . . al−1).
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Todas as palavras de comprimento l que aparecem em σn(w0) são letras de Al

que aparecem em σn
l (w). Tomando n suficientemente grande, temos que σn

l (w) contém
B e, portanto σl é irredutı́vel e aperiódica. □

Observação. A prova do lema 3.11 é uma adaptação do caso de alfabeto finito. (ver
[20])

Lema 3.12. Seja σ : N→ N∗ uma substituição irredutı́vel e aperiódica cuja matriz associada
M possui um autovalor de Perron finito λ. Então para todo inteiro l ≥ 2 a matriz Ml associada
a σl possui o mesmo valor de Perron λl = λ.

Demonstração. Note que Ml é irredutı́vel e aperiódica, e sejam i1 . . . il ; j1 . . . jl ∈ Al.
Temos :

|σn
l (i1 . . . il)| j1... jl ≤ |σ

n(i1)| j1... jl + l ≤ |σn(i1)| j1 + l, ∀n ∈N. (3.13)

Portanto,
(Mn

l )i1...il, j1... jl ≤ (Mn)i1 j1 + l, ∀n ∈N. (3.14)

Logo
lim
n→∞

[(Mn
l )i1...il, j1... jl]

1/n
≤ lim

n→∞
[(Mn)i1 j1]

1/n.

Portanto λl ≤ λ.
Por outro lado, sejam m, k ∈N tais que j1 . . . jl é um fator de σm(k). Assim:

|σn+m
l (i1 . . . il)| j1... jl ≥ |σ

n(i1)|k ∀n ∈N. (3.15)

Para todo n, portanto

(Mn+m
l )i1...il, j1... jl ≥ (Mn)i1,k ∀n ∈N. (3.16)

Logo,
lim
n→∞

[(Mn+m
l )i1...il, j1... jl]

1/n
≥ lim

n→∞
[(Mn)i1,k]

1/n.

Deduzimos que λl ≥ λ e portanto λl = λ. □

Proposição 3.13. Sejam σ, σl,M,Ml com as mesmas condições do lema 3.12. Se M for positivo
recorrente (respectivamente nulo recorrente ou transiente) então Ml também é positivo recorrente
(nulo recorrente ou transiente).

Demonstração. Suponha que M é positivo recorrente e sejam i1 . . . il, j1 . . . jl ∈ Al. Usando
(3.16) temos

lim
n→∞

(Mn+m
l )i1...il, j1... jl

λn+m ≥ λ−m lim
n→∞

(Mn)i1, j1

λn . (3.17)

Para algum m ∈ N. Concluı́mos que limn→∞
(Mn

l )i1 ...il , j1 ... jl
λn > 0 e, portanto Ml é positivo

recorrente.
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Suponha que M é nulo recorrente. Nesse caso temos que
∑
∞

n=0
(Mn)i1 ,k

λn = ∞ e
limn→∞(Mn)i1, j1/λ

n = 0. Usando 3.17, obtemos que:

∞∑
n=1

(Mn
l )i1...il, j1... jl/λ

n
l = ∞.

Como (Mn
l )i1...il, j1... jl ≤ (Mn)i1, j1 + l, temos que

lim
n→∞

(Mn
l )i1...il, j1... jl

λn = 0.

Portanto Ml é nulo recorrente.
Finalmente, se M for transiente então

∑
∞

n=0(Mn)i1, j1/λ
n < ∞. Usando (3.14) temos

que:
∞∑

n=0

(Mn
l )i1...il, j1... jl

λn < ∞.

Logo Ml é transiente. □

Lema 3.14. Seja σ uma substituição em A = N tal que M = Mσ seja recorrente com valor de
Perron finito λ e seja r = (ri)i∈N o autovetor a direita de M. Se x = x0x1 . . . xl−1 ∈ Al então:

(r(l))x = rx0 .

Onde w(l) é o autovetor à direita de Ml associado a λ.

Demonstração. Tomando x ∈ Al temos que
∑

j ∈Al
(Ml) j,x =

∑
j ∈Al
|σl(x)| j. Para cada letra

j0 ∈ A temos que ∑
j ∈Al ; j= j0 j1... jl−1

|σl(x)| j ≤ |σ(x0)| j0 .

Assim ∑
j ∈Al

|σl(x)| j ≤
∑
j0 ∈A

|σ(x0)| j0 . (3.18)

Como r é autovetor de M temos que Mr =
∑

j0(r) j0M j0,x0 =
∑

j0 |σ(x0)| j0 = λr.
Como:

(Mlr(l))x =
∑
j ∈Al

(r(l)) j(Ml) j,x,

tomando (r(l)) j = r j0 e usando a desigualdade 3.18, ficamos com

(Mlr(l))x =
∑

j

r j0 |σl(x)| j ≤
∑

j0

r j0 |σ(x0)| j0 = λr j0 = λ(r(l)) j.

Portanto r(l) é um vetor subinvariante para a matriz Ml. Usando o lema 2.35, temos que
w é um múltiplo do autovetor associado a λ. □
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Agora vamos provar o teorema (3.9)

Prova do Teorema (3.9). Suponha, sem perda de generalidade que σ possui um ponto
fixo u = u1u2 · · · = σ(u).

Seja j ∈ A e defina:

µ([ j]) = lim
n→∞

|σn(u1)| j
λn = lim

n→∞

Mn
u1 j

λn .

Esse limite existe pois Mσ é positivo recorrente com valor de Perron λ.
Seja l ≥ 2 e Il = i1i2 . . . il ∈ Al. Defina

µ([i1i2 . . . il]) = lim
n→∞

|σn(u1)|i1...il
λn . (3.19)

Usando (3.13) e o fato que λ > 1, temos que:

µ([i1 . . . il]) = lim
n→∞

|σn
l (u1 . . . ul)|i1...il

λn = lim
n→∞

(Mn
l )Ul,Il

λn .

Onde Ul = u1 . . . ul. Note que esse limite existe pois Ml é positivo recorrente com valor
de Perron λl = λ.

Pelo teorema da consistência de Kolmogorov, existe uma única medida µ que é
extensão da medida definida em 3.19, se para cada inteiro l ≥ 1 e I = i1 . . . il ∈ Al:

µ([I]) =
∑

b∈A;Ib∈Al+1

µ([Ib]). (3.20)

e
µ([I]) =

∑
a∈A;aI∈Al+1

µ([aI]). (3.21)

Para mostrarmos 3.20, sejam l = (li)i∈N e r = (r j) j∈N, os autovetores de Perron à esquerda
e a direita de Mσ tais que o produto escalar l · r = 1. Para todo l ≥ 2 sejam l(l) = (lI)I∈Al e
r(l) = (rI)I∈Al os autovetores de Perron à esquerda e a direita de Ml tais que

r(l)
i1...il
= ri1 para todo i1 . . . il ∈ Al e l(l)

· r(l) = 1.

Os vetores r(l) foram escolhidos dessa forma pelo lema 3.14.
Para todo I = i1 . . . il, l ≥ 2, temos por (2.5):

µ([I]) = rUllI = ru1lI.
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Portanto, (3.20) é equivalente a

lI =
∑

b∈A,Ilb∈Al+1

lIb. (3.22)

Por outro lado, usando o lema de Fatou temos que, para todo I = i1 . . . il ∈ Al,∑
b∈A,Ilb∈Al+1

µ([Ib]) ≤ lim
n→∞

1
λn

∑
b∈A,Ilb∈Al+1

|σn
l+1(u1 . . . u)l+1|Ib = lim

n→∞

1
λn |σ

n
l (u1 . . . ul)|I.

Logo, ∑
b∈A,Ilb∈Al+1

µ([Ib]) ≤ µ([I]).

Portanto, ∑
b∈A,Ilb∈Al+1

lIb ≤ lI. (3.23)

Como
∑

I∈Al
lIrI =

∑
J∈Al+1

rJlJ = 1 e r(Ib) = r(I) para todo I ∈ Al e Ib ∈ Al+1, deduzimos
que: ∑

I∈Al

rIlI =
∑
I∈Al

rI

∑
b∈A,Ilb∈Al+1

lIb = 1.

Usando essa última igualdade e (3.23), obtemos (3.22) e, consequentemente (3.20).
Analogamente, (3.21) é equivalente a

lI =
∑

a ∈A,aIl ∈Al+1

laI. (3.24)

Usando o lema de Fatou, temos que para todo I em Al,∑
a ∈A,aIl ∈Al+1

µ([aI]) ≤ lim
n→∞

1
λn

∑
a ∈A,aIl ∈Al+1

|σn
l+1(u1 . . . ul+1)|aI.

Além disso, ∑
a ∈A,aIl ∈Al+1

|σn
l+1(u1 . . . ul+1)|aI − |σ

n
l (u1 . . . ul)|I = PI ∈ {−1, 0, 1}.

Observe que PI = −1 se a primeira letra de σn
l+1(u1 . . . ul+1) começa com I e a última

letra de σn
l+1(u1 . . . ul+1) não termina com I. Temos que PI = 1 se a primeira letra de

σn
l+1(u1 . . . ul+1) não começa com I e a última letra de σn

l+1(u1 . . . ul+1) termina com I. Nos
demais casos, temos PI = 0.
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Como λ > 1, temos que

lim
n→∞

1
λn

∑
a ∈A,aIl ∈Al+1

|σn
l+1(u1 . . . ul+1)|aI = lim

n→∞

1
λn |σ

n
l (u1 . . . ul)|I.

Logo, ∑
a ∈A,aIl ∈Al+1

µ([aI]) ≤ µ([I]).

Portanto, ∑
a ∈A,aIl ∈Al+1

laI ≤ lI. (3.25)

Por outro lado, de (3.22), temos que

∑
J∈Al+1

lJ =
∑
I∈Al

 ∑
b∈A,Ilb∈Al+1

lIb

 =∑
I∈Al

lI.

Portanto, ∑
I∈Al

 ∑
a ∈A,aIl ∈Al+1

laI

 =∑
I∈Al

lI.

Usando (3.25), obtemos (3.21) e, portanto µ é uma medida invariante para o sistema
(Ωσ,S). Além disso, se l ∈ l1 então µ(Ω) =

∑
a∈A µ([a]) < ∞. □

3.1.2 Exemplo 1

Considere a substituição σ2,1,1 : N 7→ N∗, onde σ(1) = 1112 e σ(n) = (n − 1)(n −
1)n(n + 1), para todo n ≥ 2. A matriz associada a σ2,1,1 é

M =



3 1 0 0 0 . . .

2 1 1 0 0 . . .

0 2 1 1 0 . . .

0 0 2 1 1 . . .
...
...
...
...
...
. . .


Note que M não é scrambling, pois para todo n ∈ N, temos que σ(2n + 1) e σ(1) não
possuem letras em comum, além disso, M é positiva recorrente com valor de Perron
λ = 4 e autovetor a esquerda l = (li)i∈N onde li =

1
2i para todo i ∈ N. Usando o teorema

(3.9), temos que o sistema dinâmco (Ω2,1,1,S) possui uma medida invariante µ, além
disso µ é uma medida finita pois l ∈ l1.
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3.1.3 Exemplo 2

Considere a substituição σ :N 7→N∗ onde

σ(1) = 11122 e σ(n) = (n − 1)n(n + 1)(n + 1), para todo n ≥ 2.

A matriz Associada a σ é

M =



3 2 0 0 0 . . .

1 1 2 0 0 . . .

0 1 1 2 0 . . .

0 0 1 1 2 . . .
...
...
...
...
...
. . .


Note que M não é scrambling pois para qualquer n, temos que σ(2n + 1) e e σ(1) não
possuem letras em comum, além disso M é positiva recorrente com valor de Perron
λ = 4 e autovetor a esquerda l = (li)i∈N onde li = 1 para todo i ∈ N. Usando o teorema
(3.9), temos que o sistema dinâmico (Ωσ,S) possui uma medida invariante µ além disso,
µ não é finita pois l < l1.

Proposição 3.15. Seja σ uma substituição em A =N irredutı́vel e aperiódica, de comprimento
constante, com valor de Perron finito λ e que possui um ponto periódico u. Se Mσ for positiva
recorrente então o sistema (Ωu,S) possui uma medida de probabilidade invariante.

Observação. Essa proposição também pode ser obtida como consequência do teorema
(3.9), aqui fornecemos uma demonstração mais simples, válida apenas no caso cons-
tante.

Demonstração. Suponha, sem perda de generalidade, que σ possui um ponto fixo u =
u0u1u2 · · · = σ(u). Se σ tem comprimento constante L, então pela proposição (3.4) λ = L.
Seja j ∈ A, definimos:

µ([ j]) = lim
n→∞

|σn(u0)| j
|σn(u0)|

= lim
n→∞

Mn
u0, j

λn . (3.26)

O limite existe, pois M é positivo recorrente com valor de Perron λ = L.
Seja l ≥ 2 um inteiro e Jl = j1 j2 . . . jl ∈ Al e defina:

µ([ j1 j2 . . . jl]) = lim
n→∞

|σn(u0)| j1... jl
|σn(u0)|

= lim
n→∞

|σn
l (u0u1 . . . ul−1)| j1... jl

λn = lim
n→∞

(Mn
l )Il,Jl

λn . (3.27)

Onde Il = u0u1 . . . ul−1. Esse limite existe pois Ml é positivo recorrente com valor de
Perron λl = λ = L.

Seja V(1) = (µ([ j])) j≥0 e para l ≥ 2, consideremos todos os cilindros [w] onde
w ∈ Al, enumeramos esses cilindros [A(l)

0 ], [A(l)
1 ], . . . usando a ordem lexicográfica
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e defina V(l) como sendo o autovetor a esquerda de Ml associado a L, além disso,
escolhemos V(l) tais que a soma de seus elementos é igual a 1.

Afirmação: µ é uma medida invariante.
Devemos mostrar que para todo Il ∈ Al,

µ([Il]) =
∑

b ∈A,Ilb ∈Al+1

([Ilb]). (3.28)

µ([Il]) =
∑

a ∈A,aIl ∈Al+1

µ([aIl]). (3.29)

Para (3.28), usamos o Lema de Fatou para séries e temos que:

∑
b∈A,Ilb∈Al+1

µ([Ilb]) =
∑

b∈A,Ilb∈Al+1

lim inf
|σn(u0)|Ilb

|σn(u0)|
≤ (3.30)

lim inf
∑

b∈A,Ilb∈Al+1

|σn(u0)|Ilb

|σn(u0)|
≤ lim inf

|σn(u0)|Il

|σn(u0)|
= µ(Il). (3.31)

Como os vetores V(l) e V(l+1) são de probabilidade, deduzimos (3.28). De modo análogo
obtemos (3.29). Logo, a afirmação está provada. □

3.1.4 Substituições de comprimento constante e unicidade ergódica

Definição 3.16. Seja σ uma substituição de comprimento constante L. Dizemos que Mσ é
fortemente ergódica se a matriz estocástica Mσ/L for uma matriz fortemente ergódica.

Observação. Se σ é uma substituição de comprimento constante L tal que Mσ é forte-
mente ergódica então σ é positivo recorrente. Pelo teorema 3.15, se σ possui um ponto
periódico u, o sistema dinâmico associado possui uma medida finita invariante.

Observação. Temos que Mσ é fortemente ergódica se, e somente se existir n ∈ N tal
que:

∞∑
j=0

min(|σn(i)| j, |σn(k)| j) ≥ 1.

Ou seja, Mσ é fortemente ergódica se, e somente se existe n ∈N tal que:

∀i, k ∈ A, ∃ j ∈ A : j ocorre em σn(i) e σn(k).

Exemplo 5. A matriz Mσ associada a substituição dada por σ(n) = 11(n + 1) definida
nos naturais é fortemente ergódica, uma vez que 1 ocorre em σ(k) para todo k, logo, Mσ

é scrambling.
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Uma outra forma de mostrar que M é fortemente ergódica vem do fato que:

lim
n→∞

sup
i∈N

∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣ |σn(i)| j
|σn(i)|

−
1
2 j

∣∣∣∣∣∣ = 0 (3.32)

De fato, para qualquer n, i, j ∈N temos:

|σn(i)| j = |σn−1(i)| j−1 = · · · = |σ
n− j(i)|1 = 2n− j−i, para todo 1 ≤ j < n.

Além disso,
|σn(i)| j = |σn(i)| j+1−n, para todo j ≥ n.

Logo, para todo j ≥ n

|σn(i)| j = 1 se j = i + n e 0 caso contrário.

Portanto,
∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣ |σn(i)| j
|σn(i)|

−
1
2 j

∣∣∣∣∣∣ = ∞∑
j=n

1
2 j+1 + (

1
2n −

1
2i+n ).

Portanto, supi∈N

∑
∞

j=1 |
|σn(i)| j
|σn(i)| −

1
2 j | =

1
2n−1 e obtemos (3.32).

Em [21] o autor usa exemplo as substituições σ1 : A = Z → A∗ com σ(n) =
(n − 1)(n + 1) (substituição do bêbado e σ2 : 2Z → (2Z)∗ com σ(n) = (n − 2)nn(n + 2)
(substituição do bêbado quadrática).

As matrizes Mσ1 e Mσ2 associadas a essas sustituições não são matrizes forte-
mente ergódicas.

A matriz associdada a substituição σa,b,c não é fortemente ergódica pois para
todo n ∈N as palavras σn(n) e σn(4n) não tem nenhuma letra em comum.

Definição 3.17. Seja σ uma substituição sobre A que possui um ponto fixo u, dizemos que σ
é left determined se existe N ∈ N tal que qualquer palavra w ∈ L(u) com comprimento maior
que N possui uma única decomposição w = w1w2 . . .ws, onde wi = σ(ai) para algum ai ∈ A
exceto por w1 que pode ser um sufixo de σ(a1) e ws que pode ser um prefixo de σ(as). Além disso
os ai para 1 ≤ i ≤ s − 1 são únicos.

Observação. Em [21], Ferenczi provou que se σ é ”left determined”e Mσ é irredutı́vel,
aperiódica e positivo recorrente, então o sistema dinâmico associado a σ possui uma
probabilidade invariante.

Seja σ uma substituição de comprimento constante L em A = N tal que Mσ seja
fortemente ergódica, o objetivo dessa seção é mostrar que o teorema a seguir:
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Teorema 3.18. Seja σ uma substituição de comprimento constante L em A =N que possui um
ponto fixo u ∈ AN. Suponha que Mσ é irredutı́vel, aperiódica e fortemente ergódica. Então o
sistema dinâmico (Ω,S) possui uma única probabilidade invariante.

Para a demonstração do teorema (3.18), vamos precisar das definições e resul-
tados que seguem.

Lema 3.19. Seja σ uma substituição de comprimento constante tal que Mσ é irredutı́vel e
aperiódica. Se Mσ é fortemente ergódica então Mσl também é fortemente ergódica para todo
inteiro l ≥ 2.

Demonstração. Sejam l ≥ 2 um inteiro e i1i2 . . . il, k1k2 . . . kl ∈ Al. Como Mσ é fortemente
ergódica, existe um inteiro n ≥ 0 e j1 ∈N tal que j1 ocorre em σn(i1) e em σn(k1).

Seja m > 0 um inteiro tal que:

m = [
ln(2l)
ln(L)

] + 1.

Então
σm( j1) = a1a2 . . . as com s ≥ 2l.

Logo, a1 . . . as ocorre em σm(σn(i1)) e em σm(σn(k1)), logo

a1 . . . al ocorre em σn+m
l (i1 . . . il) e em σn+m

l (k1 . . . kl).

Portanto M é fortemente ergódica. □

Prova do teorema (3.18): Suponha, sem perda de generalidade que σ tem um ponto fixo
u = σ(u) = u0u1 . . . . Sejam i, j ∈N, então para todo inteiro n temos que

lim
n→∞

Mn
ij

Ln = v j > 0.

Como Mσ é fortemente ergódica, deduzimos que

lim
n→∞

sup
i≥0

∣∣∣∣∣∣ |σn(i)| j
|σn(i)|

− v j

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Além disso, pelo teorema 2.43, existem c > 0 e 0 < β < 1 tais que:∣∣∣∣∣∣ |σn(i)| j
|σn(i)|

− v j

∣∣∣∣∣∣ ≤ cβn para todo n ≥ 1.

Seja z = z1z2 . . . zl uma palavra de comprimento l ≥ 2. Pelo lema 3.19, Ml é uma matriz
fortemente ergódica. Usando o teorema 2.43, temos que existem cl > 0 e 0 < βl < 1 tais
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que para todo w = w1 . . .wl ∈ Al:∣∣∣∣∣∣ |σn
l (w1w2 . . .wl)|z
|σn

l (w1w2 . . .wl)|
− dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ clβ
n
l ∀n ≥ 0.

Onde dz = l(l)
z é a z−ésima entrada do autovetor de Perron à esquerda de Ml.

Usando (3.14) e (3.16), temos que |σn(w1)|z ≈n→∞ |σn
l (w1w2 . . .wl)|z e |σn

l (w1w2 . . .wl)| =
|σn(w1)| para todo n ∈N, temos que∣∣∣∣∣ |σn(w1)|z

|σn(w1)|
− dz

∣∣∣∣∣ ≤ clβ
n
l para todo n ∈N.

Seja V = uk . . . uk+N com N > |z|. Usando 3.6, podemos escrever

V = v0σ(v1) . . . σn(vn)σn−1(wn−1) . . . σ(w1)w0.

Com |vi|, |wi| ≤ K. Assim,

|σ(V)|z =
n∑

i=0

|σi(vi)|z +
n−1∑
j=0

|σ j(w j)|z.

e

N =
n∑

i=0

|σi(vi)| +
n−1∑
j=1

|σ j(w j)|.

Temos que, para todo a ∈N:

||σ j(a)|z − dz|σ
j(a)|| ≤ clβ

j
l L

j.

De 3.6 e usando a desigualdade triangular, temos que

||σ j(v j)|z − dz|σ
j(v j)|| ≤ KCβ j

l L
j.

Onde K,C são constantes positivas. Para 0 ≤ j ≤ n (e de modo análogo para w j). Então

||V|z − dz(N + 1)| =

∣∣∣∣∣∣∣|V|z − dz

|vn|z +

n−1∑
i=1

|σi(vi)|z + |σi(wi)|z


∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2KC

n∑
j=0

β j
l ≤ Dβ j

l .

Como 0 ≤ βl < 1, temos que

lim
N→∞

|ukuk+1 . . . uk+N|z

N + 1
,

converge para dz independentemente de k.
Relembramos que a medida de probabilidade µ nos cilindros é dada por por

µ([z]) = dz, para qualquer palavra z = z1z2 . . . zl ∈ Ωu.
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Vejamos agora que essa medida é única, para isso vamos mostrar que:

1
N

N−1∑
n=0

XW(Sn+ j(u))→ fW = µ([W]) =
∫
Ω

XWdµ.

Onde XW(u) = 1 se u começa com W e 0 caso contrário. De fato,

|u ju j+1 . . . u j+n|W = XW(S j(u)) + · · · +XW(S j+n−|W|(u))

Como limn→∞
|uk...uk+n|

n+1 não depende de k, podemos substituir N−|W| por N−1 e obtemos
o desejado.

Considerando v ∈ Ω, temos que v = limn→∞ Snk(u), logo

1
N

N−1∑
n=0

XW(Sn(v))→
∫
Ω

XWdµ

Para todo v ∈ Ω, logo, para qualquer função simples φ, temos que

1
N

N−1∑
n=0

φ(Sn(v)) 7→
∫
Ω

φdµ.

Portanto, µ é a única medida invariante.
□

Observação. Essa demonstração é parecida ao caso de substituição primitiva em alfa-
beto finito. No próximo capı́tulo apresentaremos uma nova prova.

3.2 Cálculo daMedida Invariante

Pelo lema (3.15), vimos que se σ é uma substituição de comprimento constante
que possui um ponto periódico u e tal que Mσ é positivo recorrente, então existe uma
medida de probabilidade invariante µ dada por

µ([v1 . . . vk]) = lim
n→∞

|u1u2 . . . un|v1...vk

n
= fv1...vk , ∀v1 . . . vk ∈ L(u).

Chamamos fv1...vk de frequência de v1 . . . vk.

3.2.1 Exemplo 1

Consideramos, em A = N a substituição σ, onde σ(n) = (1)(n + 1). Temos que σ
é uma substituição de comprimento 2 e que possui um ponto fixo u = limn→∞ σn(1). A
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matriz de σ é

M =


1 1 0 0 . . .

1 0 1 0 . . .

1 0 0 1 . . .
...
...
...
...
. . .


A matriz M é scrambling portanto fortemente ergódica, logo (Ωu,S) possui uma única
medida de probabilidade invariante.

Proposição 3.20. A medida µ é dada por:

µ([ j]) =
1
2 j , para todo j ∈N;

µ([v1 . . . vn]) = µ([vi]), onde vi = max{v1, . . . , vk}, ∀v1 . . . vn ∈ An.

Demonstração. Note que l = (li)i∈N, onde li =
1
2i é o autovetor a esquerda de Mσ.

Seja n ∈N. Temos
|σn(1)|1

2n =
|σn−1(1)|

2n =
1
2
.

Se k ≥ 2 então
|σn(1)|k

2n =
|σn−1(1)|k−1

2n = · · · =
|σn−k+1

|1

2n =
1
2k
.

Com isso temos que

µ([ j]) = lim
N→∞

|u1 . . . uN| j

N
= lim

n→∞

|σn(1)| j
2n =

1
2 j .

Se v = v1v2 é uma palavra de comprimento 2 então v1 = 1 ou v2 = 1. Além disso v , 11.
É fácil verificar que

|uk . . . uk+N|v1 ≥ |uk . . . uk+N|v.

Logo,
|uk . . . uk+N|v1

N
≥
|uk . . . uk+N|v

N
.

Por outro lado, se uk , 1 então uk+1 = 1. Suponha, sem perda de generalidade que
v1 , 1 logo, se v1 ocorre em u1 . . . uN então v ocorre em u1 . . . uN+1 e

lim
N→∞

|uk . . . uk+N|v

N
= lim

N→∞

|uk . . . uk+N+1|v

N + 1
= lim

N→∞

|uk . . . uk+N|v1

N
= µ([v1]).

Podemos encontrar µ([v]) de maneira semelhante quando v2 , 1.
Se v = v1v2v3 temos que v = 121 ou vi ≥ 3 para algum i. Se v1 ≥ 3 então

v2v3 = 12, se v2 ≥ 3 então v1 = v3 = 1 e se v3 ≥ 3 então v1v2 = 21. Note quem
em todos os casos temos uma letra que possui um valor maior ou igual a 3 e as
outras duas letras possuem valores fixados 1 ou 2. Usando um raciocı́nio semelhante
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ao feito nas palavras de comprimento 2 concluı́mos que µ([v1v2v3]) = µ([vi]) onde
vi = max{v1, v2, v3}. Procuramos agora, fazer algo semelhante para palavras de tamanho
n.

Observe que, para todo n ∈N temos

σn(1) = σn−1(1)σn−2(1) . . . σ(1)(1)(n + 1). (3.33)

Semelhantemente,

σn+1(1) = σn−1(1) . . . σ(1)(1)(n + 1)σn−1(1) . . . σ(1)(1)(n + 2).

Se v = v1 . . . vn é uma palavra de comprimento n, por (3.33) temos que existe i tal
que vi ≥ log2 n. Note também que sempre que uk = n, então as próximas 2n

− 1 letras
de u são valores fixos e menores que k (o mesmo vale para as 2n

− 1 letras anteriores).
Com isso temos que

µ([v]) = lim
N→∞

|uk . . . uk+N|

N
= lim

N→∞

|uk . . . uk+N+2n |v

k +N + 2n = lim
N→∞

|uk . . . uk+N|vi

N
= µ([vi]).

□

3.2.2 Exemplo 2

Considere a substituição σ :N 7→N∗ onde σ(n) = 11(n+ 1), para todo n ∈N. A
matriz associada a σ é

M =


2 1 0 0 0 . . .

2 0 1 0 0 . . .

2 0 0 1 0 . . .
...
...
...
...
. . .


Note que M é scrambling, pois Mi1 > 0 para todo i ∈N. Além disso, temos que

|σn(1)|1 = 2|σn−1(1)| = 2.3n−1
∀n ∈N.

Portanto

lim
n→∞

|σn(1)|1
3n = lim

n→∞

2|σn−1(1)|
3n =

2
3
.

Para j ≥ 2, temos que

|σn(1)| j = |σn−1(1)| j−1 = · · · = |σ
n− j+1(1)|1 = 2|σn− j(1)| ∀n ∈N,n ≥ j.

Portanto

lim
n→∞

|σn(1)| j
3n = lim

n→∞

2|σn− j(1)|
3n =

2
3 j .
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As palavras de comprimento 2 que aparecem no ponto fixo podem ser divididas em 2
tipos, as palavras do tipo 1n ou as palavras do tipo n1 com n ∈N, vejamos o caso n = 1
separadamente.

|σn(1)|11 = |σ
n−1(1)| = 2.3n−1,

Uma vez que 11 aparece em σ(n) para todo n ∈N. Portanto f11 = f1 =
2
3 .

Seja k ≥ 2 um natural. Então

|σn(1)|1k = |σ
n−1(1)|k−1

Portanto f1k = fk. Podemos fazer algo semelhante para palavras de comprimento maior
ou igual a 3.

3.3 Substituições fortemente ergódicas de Comprimento não constante

Definição 3.21. Seja M = (Mi j)i, j∈N uma matriz não negativa, irredutı́vel, aperiódica e recor-
rente com valor de Perron 0 < λ < ∞ e ||M|| = sup{

∑
∞

j=1 Mi j, i, j ∈N} < ∞. Seja r = (ri)i∈N o
autovetor à esquerda de M associado a λ e P = (Pi j)i, j∈N a matriz tal que

Pi j =
Mi jr j

λri
.

M é dita fortemente ergódica se a matriz P for fortemente ergódica.

Observação. A matriz P é uma matriz estocástica pois

∞∑
k=1

Pik =

∞∑
k=1

Mikrk

λri
=

1
λri

∞∑
k=1

Mikrk = 1.

Uma vez que Mr = λr.

Observação. Note que

P2
i j =

∞∑
k=1

PikPkj =

∞∑
k=1

Mikrk

λri

Mkjr j

λrk
=

∑
∞

k=1 MikMkjr j

λ2ri
=

M2
i jr j

λ2ri
.

Semelhantemente Pn
ij =

Mn
ijr j

λnri
, para todo inteiro n ≥ 3.

Observação. A partir dessa definição podemos concluir que M é fortemente ergódica
se a matriz Pi j = M jil j/λli for fortemente ergódica, onde l = (li)i ∈N é o autovetor a
esquerda de M associado a λ.

Essa definição também é uma extensão do caso da substituição de comprimento
constante L, pois nesse caso temos que λ = L e ri = 1 para todo i ≥ 0.

Essa definição aparece em [22] para matrizes finitas primitivas. Nessa tese
estendemos a definição para matrizes infinitas enumeráveis.
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Observação. Seja M = (Mi, j)i, j ∈N uma matriz não negativa, irredutı́vel e aperiódica e
recorrente com valor de Perron finito λ > 0. Então M é fortemente ergódica se existir
um vetor de probabilidade π tal que:

lim
n→∞

sup
i≥0

∣∣∣∣∣∣∣∑j∈N
Mn

ijr j

λnri
− π j

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.34)

Por outro lado, como P é fortemente ergódica então existe n ∈N tal que Pn é scrambling.
Portanto M é fortemente ergódica se, e somente se existem n ∈N e a > 0 tais que

∞∑
k=1

min

Mn
ijr j

λri
,

Mn
kjr j

λrk

 ≥ a > 0. (3.35)

Observação. Seja M uma matriz não negativa, irredutı́vel, aperiódica e recorrente
com valor de Perron finito λ > 0. Suponha que M possui um autovetor a direita
r = (ri)i∈N ∈ l∞ que satisfaz inf{ri, i ∈ N} > 0. Então, pela observação anterior M é
fortemente ergódica se, e somente se existe n ∈N tal que Mn é scrambling.

Observação. Se M é fortemente ergódica então M é positivo recorrente. De fato, como
0 < λn deduzimos que existe i0 ∈N tal que

lim
n→∞

Mn
j,i0

λn =
π jri0

r j
> 0.

Exemplo 17. A substituição de Fibonacci infinito, definida em A =N e dada por

σ(n) =

1(n + 1), se n é ı́mpar.

n + 1, se n é par.

Temos que a matriz associada a σ é

M =



1 1 0 0 0 0 . . .

0 0 1 0 0 0 . . .

1 0 0 1 0 0 . . .

0 0 0 0 1 0 . . .
...
...
...
...
...
...
. . .


M é uma matriz irredutı́vel, aperiódica e positivo recorrente com autovalor de Perron λ = β =
1+
√

5
2 . Além disso os autovetores a esquerda e a direita associados a λ são respectivamente

l = (1, 1/β, 1/β2, . . . ) e rt = (1, 1/β, 1, 1/β, . . . ).

Afirmação: Mσ é fortemente ergódica.
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De fato M2
σ é scrambling. Uma outra prova é a seguinte:

Mn
ijr j

λnri
=
|σn(i)| jr j

βnri
.

E

lim
n→∞

Mn
ijr j

λnri
= lim

n→∞

Mn
ij∑

∞

k=1 Mn
ik

= lim
n→∞

|σn(i)| j∑
∞

k=1 |σn(i)|k
.

Note que |σn(1)| j = |σn−1(1)| j−1 = · · · = |σn− j+1(1)|1 = Fn− j−1, para todo n ≥ j − 1, onde
Fk é o k-ésimo termo da sequência de Fibonacci F0 = F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2, além disso∑
∞

k=1 |σ
n(1)|k = Fn, logo:

Mn
1 j∑

∞

k=1 Mn
1k

=
Fn− j−1

Fn
.

Portanto,

lim
n→∞

Mn
1 jr j

λnri
= lim

n→∞

Mn
1 j∑

∞

k=1 Mn
1k

= lim
n→∞

Fn− j−1

Fn
=

1
β j+1 .

Por outro lado, observe que se i for ı́mpar então |σn(i)| = |σn(1)| e |σn(i)| j = |σn(1)| j (exceto
quando n + i = j). Se i for par então |σn(i)| = |σn−1(1)| e |σn(i)| j = |σn−1(1)| j (exceto qaundo
n + i = j).

Como

r j =

1, se j é ı́mpar.

1/β, se j é par.
,

temos que se i, j são pares

lim
n→∞

Mn
ijr j

λnri
= lim

n→∞

Mn−1
1 j r j

λnri
= lim

n→∞

Mn−1
i j

λn−1λ
= lim

n→∞

Mn−1
1 j r j

λn−1r1
= lim

n→∞

Mn
1 jr j

λnr1
.

Se i e j são ı́mpares

lim
n→∞

Mn
ijr j

λnri
= lim

n→∞

Mn
1 jr j

λnr1
.

Se i é par e j é ı́mpar

lim
n→∞

Mn
ijr j

λnri
= lim

n→∞

Mn−1
1 j λ

λn = lim
n→∞

Mn−1
1 j

λn−1 = lim
n→∞

Mn
1 jr j

λnr1
.

Se i é ı́mpar e j é par

lim
n→∞

Mn
ijr j

λnri
= lim

n→∞

Mn
1 jr j

λnr1
.

Portanto

lim
n→∞

Mn
ijr j

λnri
= lim

n→∞

Mn
1 jr j

λnri
=

1
β j+1 .
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Note que π = (πi)i∈N onde πi =
1
βi+1 é um vetor de probabilidade. Além disso,

∑
j∈N

∣∣∣∣∣∣M
n
ijr j

λnri
−

1
β j+1

∣∣∣∣∣∣ ≤ C
βi+n .

Para algum C > 0. Logo,

lim
n→∞

sup
∑
j∈N

∣∣∣∣∣∣M
n
ijr j

λnri
−

1
β j+1

∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

C
βn = 0.

Portanto M é fortemente ergódica.

Teorema 3.22. Seja σ : N 7→ N∗ uma substituição de comprimento limitado que possui
um ponto periódico u. Seja M = Mσ a matriz associada e suponha que M é irredutı́vel,
aperiódica, com valor de Perron finito λ. Suponha também que M possui um autovetor a direita
r = (ri)i∈N ∈ l∞ e para algum n ∈ N, Mn é scrambling. Então o sistema dinâmico (Ωu,S)
possui uma única medida de probabilidade invariante.

Para a prova do teorema, vamos precisar dos resultados que seguem.

Lema 3.23. Seja M = (Mi j)i, j∈N uma matriz irredutı́vel, aperiódica positivo recorrente de
comprimento limitado (

∑
k Mik < ∞ para todo i ∈ N) tal que ||M|| < ∞ e infi, j∈N{Mi j : Mi j >

0} > 0. Suponha que existe n ∈ N tal que Mn é scrambling então M possui um autovetor a
direita r = (ri)i∈N tal que inf{ri, i ∈N} > 0.

Demonstração. Suponha, sem perda de generalidade que M é scrambling e seja r = (ri)i∈N

um autovetor a direita de M. Como M tem comprimento limitado, existe L > 0 tal que
M1L , 0 e M1k = 0 para todo k > L. Como M é scrambling, temos que para todo i ∈ N
existe ki ∈ {0, . . . ,L} tal que Mi,ki > 0, observe que min1≤i≤L{ri} ≥ a > 0, logo rki ≥ a. Como∑
∞

k=0 Mikrk = λri, temos que

∀i ∈N,
a
λ
≤

Mikirki

λ
≤ ri.

Note que se Mi j , 0 então Mi j ≥ 1, logo inf{Mi j : Mi j > 0} > 0 e, portanto vale o lema. □

Proposição 3.24. Seja σ : N 7→ N∗ uma substituição cuja matriz associada M é irredutı́vel e
aperiódica com valor de Perron finito λ. Suponha que M é fortemente ergódica e que o autovetor
a direita r = (ri)i∈N ∈ l∞ é tal que inf{ri : i ∈N} > 0 então para todo inteiro l ≥ 2 temos que Ml é
fortemente ergódica e tem um autovetor a direita r(l) = (r(l)

I )I∈Al ∈ l∞ tal que inf{r(l)
I : I ∈ Al} > 0.

Prova da Proposição 3.24. Pelo lema anterior temos que existe r(l)
∈ l∞ autovetor a direita

de Ml tal que inf{r(l)
I , I ∈ Al} > 0. A prova que Ml é fortemente ergódica é feita de modo

análogo a (3.19). □
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Lema 3.25. Seja M = (Mi j)i, j∈N uma matriz fortemente ergódica com valor de Perron finito
λ > 0. Suponha que M possui um autovetor a direita r = (ri)i∈N ∈ l∞ tal que inf{ri : i ∈N} > 0.
Então

lim
n→∞

sup
i≥1

∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣ Mn
ij∑

∞

k=1 Mn
ik

− z j

∣∣∣∣∣∣ = 0,

one z j =
l j∑
∞

k=1 lk
e l = (l j) j∈N é o autovetor a esquerda de M associado a λ.

Demonstração. Como M é fortemente ergódica, usando (3.34) temos que, para todo
i, j ∈N

lim
n→∞

Mn
ij

λn = π j
r j

ri
,

e

lim
n→∞

∞∑
k=1

Mn
ik

λn =

∞∑
k=1

πk
rk

ri
.

Onde estes limites são finitos e uniformes em i.
Portanto,

lim
n→∞

sup
i≥1

∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣ Mn
ij∑

∞

k=1 Mn
ik

− z j

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Onde

z j =
π j/r j∑
∞

k=1 πkrk
=

l j∑
∞

k=1 lk
, para todo j ≥ 0.

□

Prova do Teorema (3.22). Suponha, sem perda de generalidade que σ possui um ponto
fixo u = u1u2 . . . . Para todo i, j,n ∈N temos

|σn(i)| j
|σn(i)|

=
Mn

ij∑
∞

k=1 Mn
ik

.

Pelo lema 3.25,temos

lim
n→∞

sup
i≥1

∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣ |σn(i)| j
|σn(i)|

−
l j∑
∞

k=1 lk

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Seja n ∈N e defina

µ([ j]) = lim
n→∞

|σn(u1)| j
|σn(u1)|

=
l j∑
∞

k=1 lk
.

Observe que o valor à direita existe pois
∑

i li < ∞.
Seja l ≥ 2 e Il = i1i2 . . . il ∈ Al e defina:

µ([i1 . . . il]) = lim
n→∞

|σn(u0)|i1...il
|σn(u0)|

.
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De (3.13) e do fato que λ = L > 1 temos:

µ([i1 . . . il]) = lim
n→∞

|σn
l (u0u1 . . . ul−1)|i1...il
|σn

l (u0u1 . . . ul−1)|
= lim

n→∞

(Ml)Ul,Il∑
k∈Al

Mn
Il,k

.

Onde Ul = u0u1 . . . ul−1. Note que:

µ([i1 . . . il]) =
v(l)

i∑
k∈A v(l)

k

.

Onde v(l) = (v(l)
i )i≥0 é um autovetor a esquerda de Ml asssociado ao valor de perron λ.

A demonstração que a medida µ é invariante é feita de modo semelhante ao
caso em que σ possui comprimento constante.

Afirmação: Para µ quase todo x em E ⊂ Ωu temos que:

lim
N→∞

1
N

#{0 ≤ k ≤ N − 1, Sk(x) ∈ E} = µ(E).

De fato, suponha que E = [i0] e x = u = σ(u) = u0u1 . . . e seja N = |σn(u0)|, então

1
N

#{0 ≤ k ≤ N − 1, Sk(x) ∈ E} = lim
n→∞

|σn(u0)|i0
|σn(u0)|

= µ(E).

Seja agora x ∈ Ωu e N ∈N e V = um . . . um+N−1 um prefixo de x. Usando 3.6, temos que

V = v0σ(v1) . . . σn(vn)σn−1(wn−1) . . . σ(w1)w0.

Onde |vi|, |wi| ≤ L = max{|σ(a)|} e vn , ∅, logo

1
N

#{0 ≤ k ≤ N − 1; Sk(x) ∈ E} =
|V|i0
|V|
=
|σn(vn)|i0 +

∑n−1
i=0 |σ

i(vi)|i0 + |σ
i(wi)|i0

|σn(vn)| +
∑n−1

i=0 |σi(vi)| + |σi(wi)|
.

Como M é fortemente ergódica, temos que

lim
k→∞

sup
{
|σk(a)|i0
|σk(a)|

, a ∈ A
}
= lim

k→∞
sup

 Mk
a,i0∑

∞

j=1 Ma, j

 = µ([i0]).

E deduzimos que:

lim
k→∞

sup
{
|σk(v)|i0
|σk(v)|

, |v| ≤ K
}
= µ([i0]). (3.36)

Onde K = max{|σ(b)|, b ∈ A}. Com isso e usando o teorema de Stolz-Cesaro, temos que:

1
N

#{0 ≤ k ≤ N − 1, Sk(x) ∈ E} = µ(E).
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Portanto a afirmação vale quando E = [i0]. Se E = [I] = [i0i1 . . . il−1], fazendo uma
construção semelhante ao caso E = [i0] temos que:

1
N

#{0 ≤ k ≤ N − 1, Sk(x) ∈ E} =
|σn(vn)|I +

∑n−1
i=0 (|σi(vi)|I + |σi(wi)|I) + Cn

|σn(vn)| +
∑n−1

i=0 (|σi(vi)| + |σi(wi)|)
.

Onde Cn conta a quantidade de vezes que I ocorre como concatenação de duas palavras
consecutivas que formam V. Note que 0 ≤ Cn ≤ 2n.

Por outro lado, para todo a ∈ A temos que limk→∞
|σk(a)|I
|σk(a)| = limk→∞

|σl(az1...zl−1)|I
|σl(az1...zl−1)| .

Onde az1 . . . zl−1 é uma palavra de Al. Como Ml é fortemente ergódica, temos que:

lim
k→∞

sup
{
|σk(az1 . . . zl−1)|I
|σk(az1 . . . zl−1)|

, a ∈ A
}
= µ([I]),

e

lim
k→∞

sup
{
|σk(v)|I
|σk(v)|

, |v| ≤ K
}
= µ([I]).

Usando essa última equação e o teorema de Stolz-Cesaro temos que:

lim
n→∞

|σn(vn)|I +
∑n−1

i=0 (|σi(vi)|I + |σi(wi)|I)

|σn(vn)| +
∑n−1

i=0 (|σi(vi)| + |σi(wi)|)
= µ([I]).

Como 0 ≤ Cn ≤ 2n e λ > 1, temos que:

1
N

#{0 ≤ k ≤ N − 1, Sk(x) ∈ E} = µ([I]) = µ(E).

Logo, obtemos a afirmação. Isto termina a prova do teorema. □

Proposição 3.26. Seja σ uma substituição sobre A =N tal que σ possui um ponto periódico u e
Mσ é irredutı́vel e aperiódica. Suponha que existe um inteiro positivo n tal que Mn

σ é scrambling
então (Ωu,S) é minimal.

Demonstração. Seja σuma substituição fortemente ergódica. Sendo assim, existe n0 ∈N

tal que para todo i, j ∈ N, existe k (dependente de i, j) tal que k aparece em σn0(i) e em
σn0( j).

Seja ulul+1 . . . ul+n um fator do ponto fixo u.
Como u é ponto fixo temos que u = σn0(u) = σn0(u1)σn0(u2) . . . . Escrevemos

σn0(u1) = t1 . . . ts. Como ul . . . ul+n é um fator de u, ul . . . ul+n é um fator de σn1(a) para
algum a ∈ A. Do fato que σ é irredutı́vel e aperiódica temos que para cada 1 ≤ i ≤ s,
existe ki ∈ N tal que ul . . . ul+n é um fator de σki(ti); Seja N = maxi{ki}, logo ul . . . ul+n é
um fator de σN(ti) para todo 1 ≤ i ≤ s.

Temos que σn0(a) contém algum dos ti, para todo a ∈ A. Do fato que u é um
ponto fixo temos que u = σn0+N(u) = σn0+N(u1)σn0+N(u2) . . . .
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Note que ul . . . ul+n ocorre em σn0+N(a) para todo a ∈ A. Além disso, o com-
primento de σn0+N(a) ≤ Ln0+N, onde L = max{|σ(a)|, a ∈ A}. Portanto ul . . . ul+n aparece
infinitas vezes em u, com intervalos limitados por 2Ln0+N. Como u1 aparece infinitas
vezes em u temos que σn(u1) aparece infinitas vezes em u e, consequentemente qualquer
fator de u se repete infinitas vezes em u.

Seja v ∈ O(u) então v = ukuk+1 . . . como qualquer fator de u aparece infinitas
vezes em u temos que qualquer fator de u aparece em v logo, v tem órbita densa. □

3.3.1 Exemplos

Exemplo 1 (Substituição de Fibonacci infinito).
Sejam A =N e σ a substituição dada por:

σ(n) =

1(n + 1), se n for ı́mpar;

(n + 1), se n for par.
(3.37)

Observe que σ possui um ponto fixo u ∈ AN:

u = lim
n→∞
σn(1) = 12314 . . . .

Lema 3.27. Para todo n ∈N, |σn(1)| = Fn, onde F0 = 1,F1 = 2,Fn = Fn−1 + Fn−2,∀n ≥ 2.

Demonstração. Temos

|σn(1)| = Lp(σn−1(1)) + 2Li(σn−1(1)). Para todo n ≥ 1.

Onde Lp é o número de elementos pares e Li é o número de elementos ı́mpares. Por
outro lado,

Lp(σn(1)) = Li(σn−1(1)) e Li(σn(1)) = |σn−1(1)|.

Assim,

|σn(1)| = Lp(σn(1)) + Li(σn(1)) = Li(σn(1)) + Li(σn−1(1)) = |σn−1(1)| + |σn−2(1)|.

□

Vamos agora ver que o sistema dinâmico associado a σpossui uma única medida
ergódica.
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De fato, a matriz de σ é dada por

Mσ =



1 1 0 0 0 0 . . .

0 0 1 0 0 0 . . .

1 0 0 1 0 0 . . .

0 0 0 0 1 0 . . .
...
...
...
...
...
...
. . .


O autovalor de Perron é o número de ouro limn→∞

n
√

Mn
11 =

1+
√

5
2 .

O autovetor a esquerda associado a β é l = (1, 1/β, 1/β2, . . . , 1/βn, . . . ) e o autovetor
a direita é r = (1, 1/β, 1, 1/β, 1, . . . ). Além disso, a matriz M2

σ é scrambling. Usando o
teorema (3.22) concluı́mos que o sistema dinâmico associado a σ possui uma única
probabilidade invariante.

Cálculo da medida invariante
Temos que

µ([ j]) = f j = lim
n→∞

|σn(1)| j
|σn(1)|

, ∀ j ∈N.

Com |σn(1)| j = |σn−1(1)| j−1 = · · · = |σn− j+1(1)|1 = Fn− j+1, onde Fk é o k-ésimo termo da
sequência de Fibonacci.

Como |σn(1)| =
∑
∞

k=1 |σ
n(1)|k = Fn, temos que

|σn(1)| j
|σn(1)|

=
Fn− j−1

Fn
.

Como Fn ≈ cβn; c > 0, obtemos

lim
n→∞

|σn(1)| j
|σn(1)|

= lim
n→∞

Fn− j+1

Fn
=

1
β j+1 .

Note que para n grande, vale que |σn(i)| j = |σn(1)| j. Portanto, a medida invariante nos
cilindros de comprimento 1 é dada por µ([ j]) = 1

β j+1 .

Para palavras de comprimento maior ou igual a 2, procuramos associar a
frequência dessas palavras as palavras de comprimento 1. Por exemplo

f12 = lim
n→∞

|σn(1)|12

|σn(1)|
.

Note que

|σn(1)|12 = |σ
n−1(1)|1.
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Uma vez que σ(1) = 12. Portanto

lim
n→∞

|σn(1)|12

|σn(1)|
=
|σn−1
|1

|σn(1)|
=

1
β3 .

Para 23 temos que

f23 = lim
n→∞

|σn(1)|23

|σn(1)|
.

Note que
|σn(1)|23 = |σ

n−1(1)|12 = |σ
n−2(1)|1.

Portanto f23 =
1
β4 .

Encontramos as frequências para palavras de tamanho maior ou igual a 2 de
modo análogo.
Exemplo 2
Sejam A =N e σ a substituição σ : A→ A∗ onde

σ(1) = 112,

σ(n) = 1(n + 1), para n > 1.

Essa substituição possui um ponto fixo u = limn→∞ σn(1) = 11211213 . . . .
Afirmação: o comprimento de σn(1) é dado pela relação

|σn(1)| = 3|σn−1(1)| − |σn−2(1)|. Para todo n ≥ 3.

De fato, |σn(1)| = 2|σn−1(1)| + |σn−1(1)|1 = 3|σn−1(1)| − (|σn−1(1)| − |σn−1(1)|1). Note
que |σn−1(1)| − |σn−1(1)|1 = |σn−2(1)| uma vez que, para cada n, σ(n) contém uma e apenas
uma letra que é diferente de 1. Assim temos que a afirmação é verdadeira.

A matriz associada a σ é

M =



2 1 0 0 . . .

1 0 1 0 . . .

1 0 0 1 . . .

1 0 0 0 . . .
...
...
...
...
. . .


M é uma matriz irredutı́vel e aperiódica. Além disso, é possı́vel verificar que o valor
de Perron de M é λ = 3+

√
5

2 e M é recorrente.
Temos que σ é scrambling uma vez que 1 aparece em σ(n) para todo n ∈ N.

Usando o teorema (3.22) concluı́mos que o sistema dinâmico associado a σ possui uma
única medida ergódica.
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Exemplo 3
Considere em A =N a substituição:

σ(n) =

n + 1, se n = 3k, k ∈N.

1(n + 1), caso contrário.
(3.38)

Essa substituição é chamada de Tribonacci infinito pois |σn(1)| = Tn, onde (Tn)n∈N é a
sequência onde T0 = 1, T1 = 2, T2 = 4, Tn = Tn−1 + Tn−2 + Tn−3, para todo n ≥ 4. A
matriz associada a σ é

M =



1 1 0 0 0 0 0 0 . . .

1 0 1 0 0 0 0 0 . . .

0 0 0 1 0 0 0 0 . . .

1 0 0 0 1 0 0 0 . . .

1 0 0 0 0 1 0 0 . . .

0 0 0 0 0 0 1 0 . . .
...
...
...
...
...
...
...
...
. . .


E o valor de Perron de M é

lim
n→∞

(Mn
ij)

1/n = β,

onde β é raiz real de P(x) = x3
− x2
− x − 1.

Isso vem do fato que Tn = cβn + dαn + eαn, para todo n ≥ 1, onde P(β) = P(α) =
P(α) = 0 e c, d, e ∈ R. Como |α| = |α| < 1, então Tn ≈ cβn e, portanto limn→∞(Tn)1/n = β.

Note que para qualquer n ∈ N, 1 ocorre em σ2(n), de onde concluı́mos que a
matriz M2 é uma matriz scrambling. Com isso, temos que (Ω,S) possui uma única
medida invariante.

3.4 Substituição Fortemente Ergódica Estrela

Definição 3.28. Seja M = (Mi j)i, j≥0 uma matriz não negativa, irredutı́vel, aperiódica e ||M|| =
supi∈N{

∑
∞

k=0 Mik} < ∞. Dizemos que M é:
1-Ergódica se

lim
n→∞

Mn
ij∑

∞

k=0 Mn
ik

= z j > 0 (3.39)

Onde z = (z j) j∈N é um vetor não negativo com a soma das suas coordenadas igual a 1.
2-Fortemente ergódica estrela se existe um vetor z = (z j) j∈N de entradas reais positivas
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tal que
∑
∞

j=1 z j = 1 e

lim
n→∞

sup
i≥0

∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣ Mn
ij∑

∞

k=0 Mn
ik

− z j

∣∣∣∣∣∣ = 0 (3.40)

Observação. Se M é uma matriz fortemente ergódica que possui um autovetor à direita
r ∈ l1 pelo lema 3.25 M é fortemente ergódica estrela.

Observação. Seja P a matriz P = (Pi j)i, j∈N onde Pi j =
Mi j∑
∞

k=1 Mik
note que podem existir

inteiros n ∈N para os quais Pn
ij seja diferente de

Mn
ij∑

∞

k=0 Mn
ik

.

Observação. Se M é fortemente ergódica estrela então M é ergódica.

Observação. Note que se σ é uma sustituição de comprimento constante e Mσ é forte-
mente ergódica estrela então Mσ é fortemente ergódica uma vez que se L é o compri-
mento de σ então

∑
∞

k=1 Mn
ik = L, para todo inteiro n > 0.

Exemplo 18. Seja σ a substituição de Fibonacci infinito, definida em A =N e dada por

σ(n) =

1(n + 1), se n é ı́mpar.

n + 1, se n é par.

Mσ é fortemente ergódica. De fato: Para i = 1 temos:

|Mn
1 j|∑

∞

k=1 Mn
kj

=
|σn(1)| j∑
∞

k=1 |σn(1)|k
.

Como |σn(1)| j = |σn−1(1)| j−1 = · · · = |σn− j+1(1)|1 = Fn− j−1, onde Fk é o k-ésimo termo da
sequência de Fibonacci.

Como
∑
∞

k=1 |σ
n(1)|k = Fn, ficamos com:

Mn
1 j∑

∞

k=1 Mn
1k

=
Fn− j−1

Fn
.

Deduzimos que

lim
n→∞

Mn
1 j∑

∞

k=1 Mn
1k

= lim
n→∞

Fn− j−1

Fn
=

1
β j+1 .

Por outro lado, como Fn = Fn−1+Fn−2 então Fn = cβn+dαn, onde β = 1+
√

5
2 e α = −1+

√
5

2

são as raı́zes do polinômio p(x) = x2
− x − 1.

Como
∑
∞

j=1
1
β j+1 = 1, temos que M é ergódica.

Além disso,

∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣ Mn
1 j∑

∞

k=1 Mn
1k

−
1
β j+1

∣∣∣∣∣∣ = ∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣Fn− j−1β j+1
− Fn

Fnβ j+1

∣∣∣∣∣∣
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Temos que Fn− j−1 = c′βn− j−1 + d′αn− j−1 e Fn = cβn + dαn. Como |α| < 1, temos que αn
→ 0

quando n→∞ e obtemos

∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣ Mn
1 j∑

∞

k=1 Mn
1k

−
1
β j+1

∣∣∣∣∣∣ ≈ ∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣cβn− j−1β j+1 + dαn− j−1β j+1
− cβn

− dαn

cβnβ j+1 + dαnβ j+1

∣∣∣∣∣∣ =
∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣dαn− j−1β j+1
− dαn

cβnβ j+1 + dαnβ j+1

∣∣∣∣∣∣ ≤ d′

βn .

Que converge para zero. Além disso, se n > j então Mn
ij =Mn

1 j. Portanto

lim
n→∞

sup
i≥1

∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣ Mn
ij∑

∞

k=1 Mn
kj

−
1
β j+1

∣∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

d′

βn = 0.

Lema 3.29. Seja σ uma sustituição de comprimento constante L. Se Mσ é positivo recorrente
então Mσ é ergódica.

Demonstração. Sejaσuma substituição de comprimento constante L, sendo assim, temos
que M =Mσ é uma matriz com soma de linhas constante igual a L, o autovalor de Perron
de M é λ = L e o autovetor de Perron a direita de M é v = (1, 1, 1, . . . ).

Seja w = (wi)i∈N o autovetor de Perron a esquerda de M, então w j = limn→∞
Mn

ij

Ln .
Como M é positivo recorrente, temos que v · w = 1 e, portanto Mσ é ergódica. □

Lema 3.30. Seja M = (Mi j)i, j∈N uma matriz irredutı́vel, aperiódica, positivo recorrente com
valor de Perron finito λ e r = (ri)i∈N o autovetor à direita de M associado a λ. Se r satisfaz
infi{ri, i ∈N} > 0 então o autovetor à esquerda de M associado a λ está em l1.

Demonstração. Seja 0 < a = infi{ri, i ∈ N} e l = (li)i∈N o autovetor a esquerda associado
a λ. Como M é positivo recorrente, temos que:

a
∞∑

i=1

li ≤ < l, r >< ∞.

Portanto
∑

i∈N li < ∞. □

Lema 3.31. Seja M = (Mi j)i, j∈N uma matriz ergódica com valor de Perron finito λ e autovetor
a esquerda l = (li)i∈N ∈ l1. Então:

(1) lim
n→∞

Mn
ij∑

∞

k=1 Mn
ik

=
l j∑
∞

k=1 lk
> 0, ∀i, j ∈N. (3.41)

Além disso:

(2) lim
n→∞

∞∑
k=1

Mn
ik

λn =

∞∑
k=1

lim
n→∞

Mn
ik

λn = cri, ∀i ∈N. (3.42)
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Demonstração. Da ergodicidade de M temos,

lim
n→∞

Mn
ij∑

∞

k=1 Mn
ik

= z j.

Como M é positivo recorrente, temos que:

lim
n→∞

Mn
ij

λn = l jri. (3.43)

Onde l = (li)i∈N é um autovetor a esquerda de M, associado a λ tal que l · r = 1. Logo

lim
n→∞

∞∑
k=0

Mn
ik

λn = lim
n→∞

∑
∞

k=0 Mn
ik

Mn
ij

Mn
ij

λn =
l j

z j
ri.

Note que a expressão à esquerda da igualdade não depende de j, portanto l = (l j) deve
ser um múltiplo de z = (z j) ∈ l1, logo l ∈ l1 e obtemos (3.41). A expressão (3.42) segue
desta última igualdade e (3.43). □

Teorema 3.32. Seja σ uma substituição sobre A = N tal que σ possui um ponto periódico u
e M = Mσ é uma matriz irredutı́vel, aperiódica, com valor de Perron finito λ > 0. Se M e
Ml, l ≥ 2 são matrizes fortemente ergódicas estrela. Então o sistema dinâmico (Ωu,S) possui
uma única probabilidade invariante.

Demonstração. É semelhante ao que foi feito o Teorema 3.22. □

3.5 A Medida Natural

Seja σ uma substituição em A = N tal que σ possui um ponto periódico e cuja
matriz associada M seja irredutı́vel, aperiódica e recorrente com valor de Perron finito
λ. Suponha que o autovetor a esquerda l = (li)i∈N ∈ l∞. Definimos a medida natural de
forma indutiva nos cilindros. Primeiro para um cilindro [i] defina µ([i]) = li se l < l1 e
µ([i]) = li∑

∞

k=1 lk
. Suponha que µ está definida nos cilindros de comprimento 1 ≤ k ≤ n− 1,

para V ∈ Lu com |V| = n, seja CV o conjunto de todas as palavras W de comprimento
menor ou igual a n tais que V é um fator de σ(W) mas se W′ é um fator de W então V
não é um fator de σ(W′).

Definimos
µ([V]) =

1
λ

∑
W∈CV

|σ(W)|Vµ([W]).

Observação. A medida foi definida por Ferenczi em [[21]]. Em particular ele mostrou
que a medida natural associada a substituição σ definida em A = 2Z onde σ(2n) =
(2n − 2)2n2n(2n + 2) possui uma medida natural que é infinita e ergódica com respeito
a aplicação deslocamento.
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Proposição 3.33. Seja σ uma substituição em A = N tal que σ possui um ponto fixo u =
u1u2 . . . e Mσ é irredutı́vel, aperiódica, positiva recorrente com valor de perron finito λ > 0.
Suponha que exista uma medida µ tal que µ seja invariante ao deslocamento e µ([V]) =
limn→∞

|uk...uk+n|V
n+1 = fV então µ é uma medida natural.

Demonstração. De fato,

|σn(u1)|V
|σn(u1)|

=
∑

W∈CV

|σ(W)|V
|σn−1(u1)|W
|σn(u1)|

.

Tomando o limite quando n→∞ e do fato que

lim
n→∞

|σn−1(u1)|
|σn(u1)|

= lim
n→∞
|σn(u1)|

1
n = λ,

Obtemos
µ(V) =

∑
W∈CV

|σ(W)|Vµ(W). (3.44)

□

3.5.1 Exemplo

Sejam A =N e σ1,1,1 : A 7→ A∗ a substituição onde

σ(1) = 112, σ(n) = (n − 1)(n)(n + 1), para todo n ≥ 2. (3.45)

A matriz associada a σ é

M =



2 1 0 0 0 0 . . .

1 1 1 0 0 0 . . .

0 1 1 1 0 0 . . .

0 0 1 1 1 0 . . .
...
...
...
...
...
...
. . .


.

Note que o autovalor de Perron de M é λ = 3 e que M é nulo recorrente. Usando
o Teorema 3.5, concluı́mos que o sistema dinâmico associado a σ não possui medida
invariante finita. Uma medida infinita é definida nos cilindros [i], i ∈ A através do
autovetor associado a λ. Como v = (1, 1, 1, . . . ) é o autovetor associado a λ = 3 temos
que µ([i]) = 3.

Temos que o ponto fixo de σ é u = limn→∞ σn(1) = 112112123112 . . . .
Construı́mos a medida natural de forma indutiva nos cilindros [w] onde w =

w1 . . .wl ∈ Al. Para l = 2 temos que as palavras de comprimento 2 que ocorrem em u
são

(n)(1), ∀n ∈N; (n)(n + 1), ∀n ∈N; (n + 2k + 1)(n), ∀n, k ∈N. (3.46)
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Temos que (n)(n + 1) aparece em σ(n) e em σ(n + 1). Com isso

µ([(n)(n + 1)]) =
1
3

(
|σ(n)|(n)(n+1)µ(n) + |σ(n + 1)|(n)(n+1)µ(n + 1)

)
=

2
3
.

Para as palavras do tipo (n+ 2k+ 1)(n), note que (n+ 2k+ 1)(n) aparece apenas uma vez
em σ((n + 2k)(n + 1)), que aparece apenas uma vez em (σ(n + 2k − 1)(n + 2)). Repetimos
esse passo j até que (n + 2k − j) = n + j + 1 e concluı́mos que j = k. Logo

µ([(n + 2k + 1)(n)]) =
1
3
(
µ([(n + 2k)(n + 1)])

)
= · · · =

1
3k

(
µ(t + 1)(t)

)
=

2
3k+2
. (3.47)

Para as palavras do tipo n1 oserve que n1 aparece uma vez em σ((n − 1)(1)) e em
σ((n − 1)(2)), mas este último só ocorre se n for par.

Temos que 11 aparece apenas em µ(1), portanto

µ([11]) =
1
3

(µ([1])) =
1
3
.

Temos que 21 aparece em µ(11) e em µ(12), portanto

µ([21]) =
1
3

(µ([11]) + µ([12])) =
1
3

(
1
3
+

2
3

) =
1
3
.

Lema 3.34. Seja n ∈N. Então

µ([n1]) =
1
3k
, onde k =

[n
2 ] + 1, se n é ı́mpar,

[n
2 ], se n é par.

(3.48)

Demonstração. Faremos a prova por indução.
Se n é ı́mpar então n1 aparece apenas em σ((n − 1)(1)). Além disso n − 1 = 2 j

para algun j ∈N, logo

µ([n1]) =
1
3

(µ([(n − 1)(1)])) =
1
3

(
1
3k

) =
1

3k+1
.

Como n = 2k + 1, temos que [n
2 ] = k e µ([n1]) segue a equação (3.48).

Se n é par então n1 aparece em σ((n − 1)(1)) e em σ((n − 1)(2)). Note que n = 2k,
para k = [n

2 ] logo n − 1 = 2(k − 1) + 1 = 1 + 2(k − 2) + 1 e µ((n − 1)(2)) = 2
3k .

Para µ([(n− 1)(1)]) temos que [n−1
2 ] = k− 1 e, portanto µ([(n− 1)(1)]) = 1

3k . Assim,

µ([(n)(1)]) =
1
3

(
1
3k
+

2
3k

) =
1
3k
.

Portanto µ([n1]) segue a equação (3.48). □
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Note que
S−1([1]) =

⋃
n∈N

[n1].

E
S−1([n]) = [(n − 1)(n)] ∪

⋃
k∈N

[(n + 2k + 1)(n)], n ≥ 2.

Além disso

µ(S−1([1]))
∞∑

n=1

µ([n1]) =
∞∑

k=1

2
3k
= 1 = µ([1]).

E

µ(S−1([n])) = µ([(n − 1)(n)]) +
∑
k∈N

µ([(n + 2k + 1)(n)]) =
2
3
+

∞∑
k=2

2
3k
= 1 = µ([n]).

E a medida é conservada.

3.6 Substituições Irredutı́veis Periódicas

Seja M = (Mi j)i, j∈N uma matriz enumerável irredutı́vel e periódica de perı́odo
p > 1. Fixado um ı́ndice i, contruı́mos os subconjuntos cı́clicos C0,C1, . . . ,Cp−1 da
seguinte forma:

Ck = { j : (Mnp+k)i j > 0, para algum n ∈N}.

Os subconjuntos cı́clicos forman uma partição dos ı́ndices de M. Para cada 0 ≤ k ≤ p−1
definimos Mk = ((Mk)i j)i, j ∈Ck como sendo a matriz com ı́ndices em Ck onde (Mk)i j = (Mp)i j

para i, j ∈ Ck. Note que Mk é uma matriz irredutı́vel e aperiódica com valor de Perron
λMk = λ

p, onde λ é o autovalor de Perron de M.

Exemplo 19. Considere a matriz

M =



0 1 0 0 0 0 . . .

2 0 1 0 0 0 . . .

0 1 0 1 0 0 . . .

0 0 1 0 1 0 . . .
...
...
...
...
...
...
. . .


Os conjuntos cı́clicos são C0 = {n ∈N : n = 2k+1, k ∈N} e C1 = {n ∈N : n = 2k, k ∈N}.

Proposição 3.35 ([14]). Seja M = (Mi j)i, j∈N uma matriz irredutı́vel, periódica de perı́odo p e
Mk, 0 ≤ k ≤ p − 1 as matrizes descritas anteriormente. Então

1. M é transiente se, e somente se Mk for transiente para todo k.

2. M é nulo recorrente se, e somente se Mk for nulo recorrente para todo k.
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3. M é positivo recorrente se, e somente se Mk for positivo recorrente para todo k.

Com esses sendo os únicos casos possı́veis.

Proposição 3.36 ([14]). Seja M uma matriz enumerável, irredutı́vel, periódica de perı́odo p > 1
e valor de Perron λ > 0. Se M for recorrente então existem vetores estritamente positivos l e r
tais que lM = λl e Mr = λr.

Lema 3.37 ([14]). Seja M = (Mi j)i, j ∈N uma matriz irredutı́vel, periódica de perı́odo p e valor
de Perron λ, Ck,Mk, 0 ≤ k ≤ p − 1. M é positivo recorrente se, e somente se existem vetores
x ≥ 0 e y ≥ 0 tais que xM = λx, My = λy e x · y < ∞.

Lema 3.38. Seja M = (Mi j)i, j∈N enumerável, não negativa periódica de perı́odo p e valor de
Perron λ. Então:

1. limn→∞(Mn)i j/λn = 0 para qualquer par de ı́ndices i, j se M for transiente.

2. limn→∞(Mnp)i j/λnp =


Li j(1/λ)

pµ(i) =
Ri j(1/λ)

pµ( j) se i, j ∈ Ck.

0, caso contrário.

Lema 3.39. Seja σ uma substituição irredutı́vel e periódica de perı́odo p > 1. Fixado a ∈ A,
para cada 0 ≤ k ≤ p − 1 definimos os conjuntos:

Ωk = {V ∈ AN : Se w é um fator de V então w é um fator de σnp+k(a) , para algum n ∈N}

E temos que Ω =
⋃p−1

k=0Ωk

Demonstração. Para qualquer k temos queΩk ⊂ Ω. Vamos mostrar a inclusão contrária.
Note que se u é um fator de σnp+k(a) e 0 ≤ k′ < p, k′ , k então u não pode ser um

fator de σmp+k′(a), m ∈N.
Seja V ∈ Ω e suponha, por absurdo que V < Ωk para todo k. Seja u ∈ A um

fator de V. Como σ é irredutı́vel, deve existir n tal que u ocorre em σn(a). Podemos
decompor n na forma n = pq + k e, portanto u é um fator de σpq+k(a). Por outro lado,
como V não é uma palavra deΩk deve existir w fator de V tal que w < Ωk e escolhemos
v um fator de V que contenha u e w.

Como v ∈ Ω, temos que v deve ser um fator de σn(b) para algum b ∈ A e n ∈N.
Usando novamente o fato que σ é irredutı́vel, temos que b ocorre em σ j(a) para algum
j ∈ N, sendo assim, temos que v é um fator de σn(σ j(a)) = σJ(a). Podemos escrever
J = pq′ + k′ para q′ ∈N e algum 0 ≤ k′ ≤ p− 1. Temos que u e w são fatores de σpq′+k′(a).
Como u é um fator de σpq+k(a) devemos ter que k′ = k e, portanto u e w são fatores de
σpq′+k(a). O que é um absurdo pois w < Ωk. □

Corolário 3.40. Considerando A(k) = {b ∈ A : b ∈ L(σnp+k(a))}, temos que A =
⋃

A(k) e se
k , k′ então A(k)

∩ A(k′) = ∅.
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Lema 3.41. A substituição σp : A(k)
7→ (A(k))∗ é uma substituição irredutı́vel e aperiódica.

Demonstração. Observe que a matriz de σp em A(k) coincide com a matriz Mk do grupo
cı́clico Ck, que é uma matriz irredutı́vel e aperiódica. □

Proposição 3.42. Seja σ uma substituição de comprimento constante tal que M = Mσ é
irredutı́vel e periódica de perı́odo p > 1. Se M satisfaz (3.4), o sistema dinâmico associado a σ
não possui medida invariante finita.

Demonstração. Suponha que exista uma medidaµ invariante emΩ, logoµ é uma medida
invariante em Ω(k)

⊂ Ω. Usando (3.35), concluı́mos que não existe medida invariante
em Ω(k) pois a matriz M(k) associada a σ e ao conjunto cı́clico Ck é nulo recorrente. □

Exemplo 20. Considere em A =N a seguinte substituição:

σ(0) = 11,

σ(n) = (n − 1)(n + 1), ∀n ≥ 1.

Temos que σ é uma substituição irredutı́vel e periódica de perı́odo 2, pois se |σk(n)|n > 0 então k
é par. A matriz de σ é

M =



0 1 0 0 0 0 . . .

2 0 1 0 0 0 . . .

0 1 0 1 0 0 . . .

0 0 1 0 1 0 . . .
...
...
...
...
...
...
. . .


E, os conjuntos cı́clicos são C0 = {n ∈N : n = 2k+1, k ∈N} e C1 = {n ∈N : n = 2k, k ∈N}.
M é uma matriz irredutı́vel e periódica de perı́odo 2. Além disso, σ é uma substituição de
comprimento constante igual a 2. O valor de Perron de M é λ = 2. A matriz M é nulo
recorrente, portanto usando a proposição temos que o sistema dinâmico associado a σ não possui
medida invariante.

Definição 3.43. Seja σ uma substituição irredutı́vel e periódica de perı́odo p > 1. Dizemos
que σ é periodicamente ergódica (resp. fortemente ergódica), se cada uma das matrizes M(k) for
ergódica (resp. fortemente ergódica).

Proposição 3.44. Seja σ uma substituição irredutı́vel e periódica de perı́odo p. Se, para cada k
a matriz M(k) associada ao conjunto Ck é fortemente ergódica, o sistema dinâmico associado a σ
possui p medidas invariantes e ergódicas.

Demonstração. Seja µ uma medida invariante. Como cada um dos A(k) possui uma
única medida invariante µk, temos que µ restrita a A(k) é igual a medida µk (a menos
de multiplicação por constante) e, portanto µ pode ser escrita como combinação das
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p medidas µk. Com isso,temos que existem, no máximo p medidas invariantes em
Ω. Como A(k)

∩ A(k2) = ∅ quando k , k2, temos que existem exatamente p medidas
invariantes. □
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4 CONCLUSÃO

Esse trabalho nos fornece alguns resultados interessantes em sistemas dinâmicos
associados a substituições em alfabetos infinitos. Entre os resultados importantes da
tese temos os teoremas a seguir.

Seja A um alfabeto infinito enumerável e σ uma substituição sobre A que possui
um ponto periódico u ∈ AN e tal que Mσ seja irredutı́vel e aperiódica com valor de
Perron finito λ. Então os seguintes resultados valem:

Teorema 4.1. Se Mσ for positivo recorrentet então o sistema dinâmico (Ωσ,S) possui uma
medida invariante µ. Além disso, µ é finita se, e somente se, o autovetor de Perron à esquerda l
está em l1.

Para substituições de comprimento constante, temos:

Teorema 4.2. Se σ for uma substituição de comprimento constante L tal que Mσ seja posi-
tivo recorrente e Mσ/L seja scrambling, então o sistema dinâmico (Mσ,S) possui uma única
probabilidade µ, além disso (Mσ,S) é minimal.

E uma generalização desse último resultado para substituições de comprimento
não constante

Teorema 4.3. Seja σ uma substituição sobre A tal que Mσ seja positivo recorrente. Seja r o
autovetor a direita de M associado a λ e P a matriz estocástica onde Pi j = Mi jr j/λri. Se P for
scrambling, então o sistema dinâmico (Ωσ,S) possui uma única probabilidade invariante, além
disso (Ωσ,S) é minimal.

Observação. Esses resultados também podem ser obtidos no caso em que σ não possui
um ponto periódico mas é fracamente determinada a esquerda.

Observação. Resultados semelhantes podem ser obtidos para substituições σ tais que
Mσ é irredutı́vel e periódica.

Os resultados obtidos nessa tese estendem os resultados encontrados em [21] e
[23], além disso, dutante as demonstrações conseguimos expicitar a medida invariante
encontrada para o sistema.
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5 ANEXO 1

Teorema 5.1 (Stolz-Cesaro). Seja (bn)n ∈N uma sequência de números reais positivos tais que∑
∞

n=1 bn = ∞ e (an)n ∈N uma sequência de números reais, então as seguintes desigualdades são
satisfeitas:

lim sup
n→∞

a1 + a2 + · · · + an

b1 + b2 + · · · + bn
≤ lim supn→∞

an

bn
. (5.1)

lim inf
n→∞

a1 + a2 + · · · + an

b1 + b2 + · · · + bn
≥ lim infn→∞

an

bn
. (5.2)

Em particular, se a sequência ( an
bn

)n ∈N possui um limite então:

lim
n→∞

a1 + a2 + · · · + an

b1 + b2 + · · · + bn
= lim

n→∞

an

bn
. (5.3)

Demonstração. Vamos mostrar a primeira desigualdade uma vez que a segunda desi-
gualdade pode ser obtida substituindo ai por −ai. A desigualdade é trivial se o lado
direito é ∞; suponhamos então que L = lim supn→∞

an
bn

é finito ou −∞ e seja l > L. Da
definição de lim sup, existe N ∈N tal que:

an

bn
≤ l ∀n > N. (5.4)

Usando (5.4) temos a desigualdade:

a1 + a2 + · · · + an ≤ a1 + a2 + · · · + aN + l(bN+1 + bN+2 + · · · + bn) ∀ n > N. (5.5)

Denotamos as somas a1 + · · · + an = An e b1 + · · · + bn = Bn então (5.5) pode ser escrita
como

An ≤ AN + l(Bn − BN).

Dividindo por Bn obtemos :
An

Bn
≤ l +

AN − lBN

Bn
. (5.6)

Como limn→∞ Bn 7→ ∞, fixando N e tomando o lim sup em (5.6), temos que lim supn→∞An/Bn ≤

l, ou seja:

lim sup
n→∞

An

Bn
≤ l ∀l > L.

E, portanto:

lim sup
n→∞

An

Bn
≤ L.

□
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Lema 5.2 (Lema de Fatou). Seja (a j(k)) j,k∈N uma sequência de números reiais não negativos,
então:

∞∑
j=1

lim inf
k→∞

a j(k) ≤ lim inf
k→∞

∞∑
j=1

a j(k). (5.7)

Teorema 5.3 (Teorema de Birkhoff). Sejam (X,B, µ) um espaço medida, µ uma probabilidade
e T : X 7→ X uma transformação que preserva a medida µ então, dado qualquer função
mensurável f : X 7→ R, o limite:

f (x) = lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

f (T j(x)) (5.8)

existe para µ quase todo ponto x. Além disso, se para qualquer 1 ≤ p < ∞, f ∈ Lp(µ) então
f ∈ Lp, f ◦ T = f e

∫
X

f dµ =
∫

X
f dµ.

Teorema 5.4 (Teorema ergódico de Birkhoff). Seja (X,A, µ) um espaço de probabilidade e
T uma transformação que preserva a medida e A um conjunto mensurável, então

1-µ é ergódica se, e somente se para µ quase todo ponto x ∈ X

lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

XA(T j(x)) = µ(A).

2-µ é unicamente ergódica se, e somente se

lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

XA(T j(x)) = µ(A).

Para todo x ∈ X.

5.1 Matrizes Estocásticas

Definição 5.5. Um vetor não negativo v = (vi)1∈N é um vetor estocástico se
∞∑

i=1

vi = 1.

Uma matriz M = (Mi j)i, j∈N é uma matriz estocástica se todas as suas linhas são vetores
estocásticos.

Exemplo 6. O vetor w = (1/2, 1/4, 1/8, . . . , 1/2n, . . . ) é um vetor enumerável estocástico.

A matriz M =


1/2 1/4 1/8 . . . 1/2n . . .

1/2 1/4 1/8 . . . 1/2n . . .

1/2 1/4 1/8 . . . 1/2n . . .
...

...
...
. . .

...
. . .

 é uma matriz enumerável es-

tocástica.
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Definição 5.6. Seja P = (Pi j)i, j∈N uma matriz estocástica, o coeficiente de ergodicidade de P,
denotado por α(P) é dado por:

α(P) = 1 − sup
i,k

∞∑
j=1

[Pi, j − Pk, j]+, (5.9)

onde [Pi j − Pkj]+ = max(Pi j − Pkj, 0) para todo i, j, k ∈N.

As vezes é mais conveniente usar 1 − α(P) ao invés de α(P). Definimos então o
coeficiente δ(P) onde:

δ(P) = 1 − α(P). (5.10)

É possı́vel verificar que:

sup
i,k

∞∑
j=1

[Pi j − Pkj]+ =
1
2

sup
i,k

∞∑
j=1

|Pi j − Pkj|.

E, portanto

δ(P) =
1
2

sup
i,k

∞∑
j=1

|Pi j − Pkj|. (5.11)

Proposição 5.7 ([22],[19] pg 70). Seja P = (Pi j)i, j∈N uma matriz estocástica, então 0 ≤ δ(P) ≤
1. Além do mais,

δ(P) = 1 − inf
i1,i2

∞∑
j=1

min(Pi1 j,Pi2, j). (5.12)

Demonstração. Defina γ(P) = infi1,i2
∑
∞

j=1 min(Pi1 j,Pi2, j) e γi1,i2(P) =
∑
∞

j=1 min(Pi1 j,Pi2 j).
Seja δi1,i2(P) =

∑
j[Pi1 j − Pi2 j]+, então:

δi1,i2(P) =
∞∑
j=1

(Pi1 j −min(Pi1 j,Pi2 j)) = 1 −
∞∑
j=1

min(Pi1 j,Pi2 j) = 1 − γi1,i2(P).

E, com isso temos que δ(P) ≥ δi1,i2(P) = 1 − γi1,i2(P) ≥ 1 − γ(P). Por outro lado, δi1,i2(P) =
1−γi1,i2(P) ≤ 1−γ(P) para qualquer par i1, i2, o que implica em δ(P) ≤ 1−γ(P). Juntando
as duas desigualdades obtemos que δ(P) = 1 − γ(P). □

Proposição 5.8 ([19]). Sejam P = (Pi j)i, j∈N e Q = (Qi j)i, j∈N matrizes estocásticas então:

δ(PQ) ≤ δ(P)δ(Q). (5.13)

Demonstração. Fixados i1 e i2 e considerando [a] = min(a, 0) temos que :

∞∑
k=1

[Pi1k − Pi2k]+ +
∞∑

k=1

[Pi1k − Pi2k]− =
∞∑

k=1

Pi1k − Pi2k = 0,
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onde [Pi1k − Pi2k]− = min{Pi1k − Pi2k, 0}, portanto

∞∑
k=1

[Pi1k − Pi2k]+ = −
∞∑

k=1

[Pi1k − Pi2k]−.

Denote
∑
ak>0

ak por
′∑

k∈N

ak e temos que:

∑
j

(
∑

k

(Pi1k − Pi2k)Qkj)+ =
′∑
j

∑
k

(Pi1k − Pi2k)Qkj =
∑

k

(Pi1k − Pi2k)
′∑
j

Qkj

≤

∑
k

(Pi1k − Pi2k)+ sup
k

′∑
j

Qkj +
∑

k

(Pi1k − Pi2k)− inf
k

′∑
j

Qkj

=
∑

k

(Pi1k − Pi2k)+(sup
k

′∑
j

Qkj − inf
k

′∑
j

Qkj).

Onde os ı́ndices em
∑
′ podem depender de i1 e i2. Note que:

sup
k

′∑
j

Qkj − inf
k

′∑
j

Qkj = sup
k1,k2

′∑
j

(Qk1 j −Qk2 j) ≤ sup
k1,k2

∑
j

(Qk1 j −Qk2 j)+ = δ(Q).

E este não depende de i1 e i2. Com isso,
∑

j(
∑

k(Pi1k − Pi2k)Qkj)+ ≤
∑

k(Pi1k − Pi2k)+δ(Q) e

δ(PQ) = sup
i1,i2

[
∑

j

(
∑

k

(Pi1k − Pi2k)Qkj)+] ≤ sup
i1,i2

[
∑

k

(Pi1k − Pi2k)+δ(Q)]

≤ δ(Q) sup
i1,i2

∑
k

(Pi1k − Pi2k)+ = δ(P)δ(Q).

□

Proposição 5.9 ([19]). Seja P = (Pi j) uma matriz estocástica e ξ = (ξi)i∈N um vetor tal que
||ξ|| < ∞ e

∑
∞

i=1 ξi = 0. Então ||ξP|| ≤ ||ξ||δ(P).

Demonstração. Defina os vetores ζ1 = (ζ1
i )i∈N e ζ2 = (ζ2

i )i∈N onde:

ζ1
i = 2

ξ+i
||ξ||

, ζ2
i = 2

|ξ−i |

||ξ||
.

Temos que ζ1 e ζ2 são vetores estocásticos e ζ1
i − ζ

2
i = 2 ξi

||ξ|| .
Seja Q uma matriz onde a primeira linha de Q é igual a ζ1 e as demais são iguais

a ζ2. Então:
2δ(QP) = 2

∑
j

(
∑

k

(ζ1
k − ζ

2
k)Pkj)+ =

∑
j

|

∑
k

(ζ1
k − ζ

2
k)Pkj|.
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Da definição de ζ1 e ζ2, temos que:∑
j

|

∑
k

(ζ1
k − ζ

2
k)Pkj| = 2

∑
j

|

∑
k

ξk

||ξ||
Pkj| =

2
||ξ||

∑
j

|

∑
+kξkPkj| = 2

||ξP||
||ξ||
.

De onde concluı́mos que δ(QP) = 1
2

∑
j |
∑

k(ζ1
k − ζ

2
k)Pkj =

||ξP||
||ξ|| .

Como δ(QP) ≤ δ(P)δ(Q) ≤ δ(P), temos que ||ξP|| ≤ ||ξ||δ(P). □

Corolário 5.10. Seja M = (Mi j)i, j∈N uma matriz em que todas as linhas possuem soma nula e
norma finita e Q = (Qi j)i, j∈N uma matriz estocástica então:

||MQ|| ≤ ||M||δ(Q).

Corolário 5.11. Se P e Q são matrizes estocásticas então ||PQ −Q|| ≤ 2δ(Q).

Teorema 5.12. [[13]] Uma matriz estocástica P = (Pi j)i, j∈N é fortemente ergódica se, e somente
se existe n ∈N tal que Pn é scrambling.

Proposição 5.13 ([11]). Seja M uma matriz estocástica, então M é fortemente ergódica se, e
somente se M for uniformemente geometricamente ergódica, ou seja, existem 0 < β < 1 e c > 0
tais que:

|Mn
ij − π j| ≤ cβn.

Para algum vetor estocástico e positivo π = (π j) j ∈N.

Demonstração. Como M é fortemente ergódica,temos que QMn = Q para n ∈N e Q é a
matriz estocástica em que as linhas são constantes e iguais ao vetor π = (π j) j ∈N. Além
disso, existe um inteiro positivo N tal que:

δ(MN) = d < 1.

Seja n ≥ N, assim podemos escrever n = Nq + r com 0 ≤ r < N e q natural. Com isso,
temos que:

||Mn
−Q|| = ||MNq+r

−Q|| = ||MNq+r
−QMNq

|| ≤ ||Mr
−Q||δ(MNq)

≤ 2δ(MN)q = 2dq
≤

2
d

(d
1
N )n.

Como 0 < d < 1 e N ≥ 1 tomamos β = d
1
N e c = 2

d Então ||Mn
−Q|| ≤ cβn para n ≥ N.

Se n < N então

||Mn
−Q|| ≤ 2 =

2
βN β

n =
2
d
βn = cβn.
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Seja agora π j > 0 e limn→∞ supi{M
n
ij − π j} = 0. Então para N suficientemente grande,

devemos ter
MN

ij > 1/2π j ∀i ∈N

Com isso temos que:
δ(MN) < 1 − 1/2π j < 1.

Portanto M é fortemente ergódica. □
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[1] Bartle, R. G. The elements of integration and Lebesgue measure. John Wiley & Sons,
Inc., Jan. 1995.

[2] Canterini, V. and Siegel,A. Geometric representation of substitutions of Pisot type.
Transactions of the American Mathematical Society 353 (01 2001).

[3] Cassaigne, J. Complexity and special factors. (complexité et facteurs spéciaux.). Bulletin
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