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RESUMO

Uma substitui¢do é uma aplicagdo de um conjunto A (alfabeto) no conjunto das palavras
finitas de A. A cada substitui¢do o, podemos associar de maneira natural um sistema
dindmico Q,. Quando o alfabeto A é finito, é conhecido que o sistema dindmico €, sa-
tisfaz diversas propriedades dindmicas e topolégicas. Em particular, se o é primitiva, o
sistema dinamico associado é minimal, unicamente ergdédico e tem entropia topolégica
nula.

Neste trabalho, consideramos o caso onde o alfabeto A é infinito enumerédvel. Em
particular demos condi¢des para que o sistema dindmico associado possua uma tnica
medida de probabilidade invariante. Estudamos ergodicidade, unicidade ergédica e
minimalidade dos sistemas dindmicos associados a essas substituicoes.

O nosso trabalho envolve matrizes enumeraveis e o teorema de Perron associ-
ado.

Palavras-chave: Substitui¢oes. Alfabetos infinitos. Sistemas dindmicos. Medida inva-
riante. Ergodicidade.



SILVA, Weberty Domingos. Invariant measures of dynamical systems associated to
substitution on infinite alphabet. 2022. 82 pages. Tese (Doutorado em Matemadtica) —
Universidade , Sdo José do Rio Preto, 2022.

ABSTRACT

A substitution is an aplication from a set A (called alphabet) to the set of the finite words
of A. Each substituition o can be associated to a dynamical system (), in a natural way.
If A is finite, is well know that (), has many dynamical and topological properties,
particularly, if o is a primitive substitution, then the associated dynamical system is
minimal, uniquely ergodic, and have null topological entropy.

In this work we consider the case when A is infinite and countable. In particular
we find sufficient conditions to the dynamical system have a unique invariant probabi-
lity. We study the ergodicity, unique ergodicity ad minimality of the dynamical system
associated with the substituition.

We use infinite matrices and the associated Perron theorem.

Keywords: Substituitions. Infinite alphabet. Dynamic systems. Invariant measures.
Ergodicity.
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1 INTRODUCAO

Um sistema dinamico discreto é um par (X, f) onde X é um conjunto ndo vazio
e f : X = X é uma aplicagdo. Um dos objetivos dos sistemas dinamicos é estudar
propriedades assintéticas das Orbitas dos pontos de X isto é, os conjuntos do tipo
O(u) ={f"(u), ne N}ondeu € Xe f"(u) = fo fo---o f(u), nvezes.

Uma classe dos sistemas dindmicos discretos sao os sistemas dindmicos simbélicos
(X, f) que sdo sistemas onde X é um subconjunto fechado de AY, onde A (chamado
de alfabeto) é um conjunto finito e AN é o conjunto das sequéncias (palavras) infinitas
sobre o alfabeto finito A munido com a topologia produto da topologia discreta de A.

Um exemplo de sistema dindmico simbdélico é o sistema (AN, S) onde A é um
conjunto finito e S é a aplicacdo deslocamento (shift) definida por S(apa; ...a,...) =
May...a,.... Outro exemplo sdo os sistemas dindmicos associados a substituigdes.

Uma substitui¢do é uma aplicagdo o : A — A* onde A é um alfabeto e A* é o con-
junto das palavras finitas sobre A. Podemos estender ¢ para A* e AN por concatenagdo
istoéo(may...a,) =o(m)o(a)...oa,) eo(@may...a,...)=o(a)o(@)...o,)....

Alguns exemplos clédssicos de substitui¢des sdo a substituicio de Thue-Morse
A =1{0,1}; 0(0) =01, o(1) = 10 e a substitui¢do de Fibonacci, dada por ¢(0) = 01, o(1) =
0. O sistema dindmico associado a uma substituigdo o é (€),, S), onde S é a aplicagdo
deslocamento e Q, é o conjunto das palavras infinitas V € AN tais que toda palavra
finita v que aparece em V aparece em 0" (1), para algumn € Nea € A. Seu € AN for
um ponto periédico de o, isto é o* (1) = u, definimos o sistema dindmico associado a o
e au como (W, S) onde W é o fecho da 6rbita de u. Considerando como exemplo a
substitui¢do de Fibonacci, temos que o ponto u = lim,_,, 6" (0) é um ponto fixo.

Os sistemas dindmicos de substitui¢des foram inicialmente considerados por A.
Hedlund e M. Morse [18] para estudar geodésicas em superficies de curvatura negativa.
Desde entdo essa teoria se desenvolveu e se conecta com vérias areas da matematica
sistemas dindmicos, fra¢des continuas, fractais, azulejamento do plano entre outras,
com também tem relagdes com outras dreas entre elas quimica e fisica tedrica.

Existem vdarios resultados classicos sobre sistemas dinamicos de substitui¢cdes
em alfabetos finitos. Dada uma substitui¢do o, associamos a ela uma matriz M, onde
(M,);; denota a quantidade de vezes que j aparece em o(i). Se uma substituicdo o é
primitiva (M, é primitiva) entdo ¢ possui um ponto periédico u, além disso o sistema
dindmico associado ndo depende da escolha do ponto periédico u (isto é Q, = Q,),
possui uma tnica medida de probabilidade invariante pelo shift S, é minimal e tem
entropia topoldgica nula.

A medida invariante encontrada para esse sistema dindmico é definida nos

cilindros [w], onde u([w]) é a frequéncia de ocorréncia de w no ponto peridédico u e [w]
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é o conjunto das palavras de (2, que se iniciam com w.

Para substitui¢des em alfabetos infinitos a literatura é bastante limitada ([21],[23],[7]).
Parte da dificuldade de estudar sistemas dindmicos associados a substituicdes em alfa-
betos infinitos esta no fato que a matriz associada M, é uma matriz infinita enumerével.
Além disso, (), ndo é compacto.

Os resultados obtidos dependem do fato da matriz M, associada a substitui¢do
ser transiente ou recorrente.

Uma matriz ndo negativa (ver [14]) M = (M;)); jen € dita irredutivel e aperiédica
se, para todo par i, j € IN existe um inteiro positivo n tal que Mi‘] > 0, para todo k > n.

O valor de Perron de M é denotado por A, onde A = limn_m(MZ.)%. (esse limite

n

existe). Dizemos que M é transiente se )., % < 00, caso contrario dizemos que M é
recorrente.

E conhecido (ver [14]) que se M é recorrente entdao M possui autovetores a direita
e a esquerda r e [ associados a A. Dizemos que M é positivo recorrente se o produto
escalar [ - r for finito, caso contrario dizemos que M é nulo recorrente.

Em [21], Ferenczi mostrou que para a substituicdo o definida em A = 2IN por
o(n) = (n — 2)nn(n + 2) o sistema dindmico associado (€2, S) ndo é minimal e ndo possui
medida invariante finita mas possui uma medida infinita que é S-invariante, além disso
a entropia de krengel do sistema (€2, S, u) é 0. O autor também provou que se ¢ é de
comprimento constante (o comprimento da palavra o(n) € igual a uma constante para
todo n € IN), determinada a esquerda (defini¢do (2.14)) e tem uma matriz associada que
seja irredutivel, aperiddica e positivo recorrente, entdo o sistema dindmico associado
possui uma medida de probabilidade ergédica.

Em [23], os autores construiram diagramas de Brattelli-Vershik (estaciondrios e
ndo estaciondrios) para substituicdes determinadas a esquerda tais que M, seja irre-
dutivel, aperiédica e recorrente em um alfabeto enumerdvel. Como consequéncia, eles
provaram que uma substitui¢do o : Z — Z de tamanho limitado, (isto é as letras de
o(n) estdo no conjunto {n —t,n—t+1,...,n+t}, onde t € Z ndo depende de n). Entao
existe uma medida invariante pelo shift.

O objetivo deste trabalho é estudar sistemas dindmicos associados a substitui¢des
em alfabetos infinitos enumeraveis e procurar condic¢des para que estes possuam medi-
das que sejam invariantes com rela¢do ao operador deslocamento. Também estudamos
a ergodicidade e minimalidade desses sistemas.

Entre os resultados provados nessa tese, mostramos queseo : A — A", A =N,
(Teorema 3.5) é uma substituicdo tal que M, = M é irredutivel, aperiddica e satisfaz

M

lim sup =—— = 0. (1.1)
n—00 oA Yiq Mik
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Entdo o sistema dindmico associado a ¢ ndo possui medida invariante finita. Em
particular, (1.1) é vélida para uma classe grande de substitui¢des como as substitui¢des
em que o tem comprimento constante e M, é transiente ou quando M, é recorrente e o
autovetor a esquerda [ ndo esta em ['.

Com isso encontramos vdarios exemplos de sistemas dindmicos sem medida

invariante finita como por exemplo a classe de substitui¢des 0,;., a,b,c € N dada por
Oupe(1) = 19702, 6,5 (n) = (n — 1)*(n)’(n + 1)°.

Ondea <c.

Relacionado a 0,4, (exemplo 16) mostramos que M, , é positivo recorrente se
a > c e nulo recorrente se a < c.

Um resultado surpreendente (proposicdo 3.8) é que o sistema dindmico associ-
ado a 0, é sempre ndo minimal.

Um dos resultados centrais dessa tese, é o seguinte (Teorema 3.9). Seja 0 uma
substituicdo tal que M, seja positiva recorrente entdo o sistema dindmico associado
possui uma medida invariante. Aém disso, essa medida é finita se e somente se o
autovetor de Perron a esquerda [ esta em I'. Esse teorema estende o resultado de
[23], onde os autores mostram a existéncia de medida invariante supondo condi¢Ges
suplementares como o fato da substitui¢do ter tamanho limitado e ser determinada
a esquerda. Além disso, os autores usaram diagramas de Brattelli e aqui utilizamos
técnicas diferentes. Uma versdo desse teorema para substituicdes em alfabetos finitos
pode ser encontrada em [20].

Outro resutado importante é o Teorema 3.18, onde provamos que se ¢ é uma
substituicdo de comprimento constante tal que M, seja scrambling entdo o sistema
dindmico associado possui uma tnica medida de probabilidade invariante.

A prova deste teorema é técnica, usamos ferramentas da teoria das matrizes infi-
nitas e estocasticas, em particular matrizes scrambling e matrizes fortemente ergédicas.

Uma matriz ndo negativa M = (M;;); jen € dita scrambling se existe a > 0 tal que
para todo i, k:

o
Y min{My;, Mg} > a. (1.2)
j=1

Matrizes scrambling sdo muito importantes na teoria das matrizes estocésticas
e estdo relacionadas aos estudos de cadeias de Markov e ergodicidade forte.

Um resultado importante, que pode ser encontrado em [12] garante que uma
matriz estocastica M é fortemente ergddica se, e somente se, existe n € IN tal que M"
seja scrambling.

Uma matriz estocdstica P é fortemente ergdédica se P" converge uniformemente

para uma matriz Q que possui todas as linhas iguais a um vetor de probabilidade ndo
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negativo 7.

No caso das substitui¢cdes de comprimento constante e fortemente ergddicas,
mostramos que todas as palavras que ocorrem no ponto periédico possuem uma
frequéncia de aparigdo e que a medida obtida através do Teorema 3.18 coincide com a
medida das frequéncias.

Estendemos este resultado para substitui¢des de comprimento ndo constante,
definindo as nogdes de matriz (ndo estocastica) fortemente ergédica (Defini¢ao 3.21)
e matriz (ndo estocastica) fortemente ergddica estrela (Defini¢do 3.28). Mostramos
que se 0 é uma substituicdo de comprimento ndo constante tal que M, é scrambling
entdo o sistema dindmico associado a o possui uma tinica medida de probabilidade
invariante e ergédica (Teorema 3.22). Mostramos que, sobre certas condi¢des, uma
matriz fortemente ergédica é fortemente ergddica estrela e também que se ¢ é uma
substituicdo tal que M, é estrela ergddica entdo o sistema dindmico associado possui
uma Unica medida de probabilidade invariante ( Teorema 3.32). Mostramos também
se 0 é tal que M,, é scrambling entdo o sistema dindmico associado é minimal.

Também provamos a existéncia de medidas invariantes em substitui¢des o tal
que amatriz M, é periédica de periodop > 2. Nesse caso ndo temos unicidade ergddica,
mas existem p medidas invariantes.

Essa tese estd dividida em 3 capitulos. No capitulo 2, enunciamos alguns resul-
tados preliminares, que sdo vélidos para substituicdes em alfabetos finitos e também
enunciamos alguns resultados classicos que serdo utilizados durante a tese.

No capitulo 3 encontram-se os resultados inéditos obtidos nessa tese.

No Anexo, colocamos as provas de alguns teoremas que foram utilizados na
tese.
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2 PRELIMINARES

Nesse capitulo, vamos fornecer algumas defini¢des basicas sobre sistemas dinamicos

de substitui¢des e enunciaremos alguns resultados que serdo utilizados no decorrer
desse trabalho.

2.1 Sistemas DiNAMICOS

Definicao 2.1. Um sistema dindmico discreto é um par (X, f) onde X é um conjunto nio
vazio e f : X — X uma aplicagdo. Se em X temos uma topologia para a qual f é continua,
dizemos que (X, f) é um Sistema dindmico topologico. Se X possuir uma o-dlgebra pela qual f
é mensurdvel, dizemos que (X, f) é um sistema dindmico mensurduvel.

Um dos objetivos dos sistemas dindmicos é estudar o comportamento assint6tico
das orbitas, isto é, os conjuntos O(x) = {f'(x);n € N} onde fi(x) = fo fo fo---o f(x) (i
vezes). Esse estudo pode ser feito de maneira topolégica ou mensuravel.

Exemplo 1. 1-Considere X = [0,1] e S(x) = 10x mod 1. O par (X, S) é um sistema dindmico
mensurdvel, uma vez que X é um intervalo e S é mensurdvel. Para o pontox = 0,1111... temos
que O(x) = {x} e para x = 0,12121212.... temos que O(x) = {0,121212...;0,212121.. .}
2-Sejam X = {1,2,...,dN o conjunto de todas as sequencias infinitas a = (a;); en tais
quea; €{1,2,...,d} e S(x1x2...) = XaX3 ... a aplicagdo deslocamento (shift). Temos que (X, S)
¢é um sistema dindmico discreto.
3-Sejam S' = {z € C: |z| =1} e O € [0,2m). Considere Ry(z) = ze'? a rotagdo em S.

(S', Ry) é um sistema dindmico mensurdvel.
Definicao 2.2. Seja (X, f) um sistema dindmico topoldgico. Dizemos que o sistema é:

e Topologicamente transitivo se, para qualquer par U,V de subconjuntos abertos nao
vazios de X, existe um natural n tal que f*(U) NV # 0.

e Minimal se os tinicos conjuntos fechados e invariantes por f sdo @ e X. (um conjunto
A C X éinvariante se f(A) C A).

Proposicao 2.3. Seja (X, f) um sistema dindmico topolégico. As seguintes afirmagoes sio
vdlidas;

1- Se para algum x € X, O(x) é denso entdo, (X, f) é topologicamente transitivo.

2 - O sistema dindmico (X, f) é minimal se, e somente O(x) é densa para todo x € X.

Exemplo 2. Considerando X = S' e Ry(z) = ze®. Se % € IR/Q, entdo o sistema dindmico
(X, Rg) é minimal.

Seja X = {1,2,...,dN e S a aplicagio shift em X. O sistetma dindmico (X, S) é
topologicamente transitivo mas ndo é minimal.
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2.2 SistemMas DINAMICOS SIMBOLICOS

2.2.1 Palavras, Linguagem e Cilindros

Seja A um conjunto ndo vazio e enumerdvel. Chamamos A de alfabeto. O
conjunto de todas as sequéncias finitas de A é denotado por A" e o conjunto de todas

as sequeéncias infinitas de A é denotado por AN, ou seja
A" =1 = (X)icien; ik €AV 1I<k<n},

AN = {x = (xi)i eN; Xk eAVk e N}

Um elemento de A é chamado de letra. Um elemento de A* (respctivamente AN) é
chamado de palavra (respectivamente palavra infinita).

Denotaremos (x;)1<i<y POr X1X3 ... X, € (X;)ieN POT X1X7. ..

Defini¢ao 2.4. Dado uma palavra finita w = wyw,...w, € A, o comprimento de w,
denotado por |w| é n.

Dadas uma palavra finita u e uma palavra (finita ou infinita) w, denotamos por |wl, o
niimero de ocorréncias de u em w.

Dadas uma palavra finita u e uma palavra (finita ou infinita) w = wyw, . .., dizemos
que u é um fator de w se existem k,n € IN tais que u = WxWk41 - . . Wrn-

Dada uma palavra w, o conjunto de todos os fatores de w é chamado de linguagem de
w e denotado por L(w).

Exemplo 3. Considerando o alfabeto A = {1,2}, as palavras finitas 12,11 e 121 sdo elementos
de A*, a palavra 131 ndo é um elemento de A*, uma vez que 3 ¢ A. As palavras infinitas
u=1111...,0 = 121212121212... ew = 121121121 ... sdo elementos de AN.

Temos que |12| = 2 ¢ [121| = 3 além disso, [12|; = 1,12 = 1 e 121}, = 2, [121], = 1.

Temos que 1,11,111,...,1111...1 sdo fatores de u, 121 e 212 sdo fatores de v e 21,11
sdo fatores de w.

A linguagem de u é L(u) = {(ay)1<nn : 4 =1Y 1 <7 < N}

Definicao 2.5. Dados um alfabeto A e x = x1x2...x, € A* uma palavra finita, o cilindro
[x] = [x1x2...x,] é 0 conjunto

[X]={v=0v10-- € AN v, =x; V1 <i<n).

Ou seja, [x] é o conjunto de todas as palavras infinitas que comegam com x.

Exemplo 4. Seja A = (1,2}, temos que u = 1111... é um elemento do cilindro [1] mas ndo
é um elemento de [12]. A palavra w = 1212121212... é um elemento de [12] mas nio é um
elemento de [1221].
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Considere a aplicacdo d : AN x AN - R definida por:

0, se, x;=y; paratodoi € IN.
d(x,y) =

2% onde k = min{i : x; # y;}, caso contrério.

Proposic¢do 2.6 ([20]). (AN,d) é um espago métrico e os cilindros sio conjuntos abertos e
fechados na topologia induzida pela métrica d. Além do mais essa topologia é gerada pelos
cilindros e coincide com a topologia produto das topologias discretas sobre A. Se A é um
conjunto finito, AN é compacto. Se A é um conjunto enumerdvel infinito, AN é fechado mas
ndo é compacto.

Definicdo 2.7. Seja A um conjunto enumerdvel. O deslocamento, também chamado de shift

é a aplicagdo:
S:AN — AN onde S(aiaya5...) = arazay ..., Yara, - -- € AN,
Proposicao 2.8. A aplicagdo shift é continua e sobrejetora, mas nio é injetora.

2.2.2 Sistema dinadmico associado a uma palavra infinita

Definicdo 2.9. Seja A um conjunto enumerdvel. Um sistema dindmico simbélico é um sistema
dindmico topolégico (X, f), onde X é um subconjunto fechado de AN munido com a topologia
produto da topologia discreta em A.

Exemplo 5. Considerando A = (1,2}, temos que (AN, S) é um sistema dindmico simbélico.
O conjunto X = {w} onde w = 1111. .. é um subconjunto fechado de AN e, (X, S) é um
sistema dindmico simbélico.

Defini¢do 2.10. Sejam A um alfabeto e w € AN uma palavra infinita. O sistema dindmico
associado a palavra w é o sistema ((,,, S) onde Q,, = O(w) (fecho da 6rbita de w).

Defini¢do 2.11. Uma palavra w € AN é minimal se para qualquer u = uy ... u, fator de
w, temos que u ocorre em w com lacunas limitadas, isto é, existe M tal que u ocorre em

WiWjs1 ... Wipm, para todo j € IN.

Proposi¢do 2.12 ([20]). Sejam A um conjunto finito e w € AN. Entdo (Q,, S) é minimal se,
e somente se w é minimal.

Exemplo 6. Seja A = {1,2} ew = 12121212... € AN. Temos que (Q,, S) é minimal pois w é
uma palavra minimal.
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2.2.3 Substitui¢oes
Definicao 2.13. Seja A um alfabeto. Uma substituicdo é uma aplicagio o : A — A”.
Exemplo 7. Seja A = {1,2}.

o A substituicdo de Thue-Morse é dada por

a(1) = 12, 6(2) = 21.

o A substituicdo de Fibonacci é dada por

o(1) =12, o(2) = 1.

Seja A =N,

o A substituicdo de Fibonacci infinito é dada por:

1(n + 1), se n é impar.
o(n) =
n+1, senépar.

o A substituicdo 2-ddica é dada por:

o(n) = 1(n + 1), para todon € IN.

Observacdo. Uma substituicdo o pode ser estendida para A* ( respectivamente AN) por
concatenagdo, ou seja o(a14z ...4a,) = o(a1)o(az)...o(a,) (respectivamente o(a1a;...) =
o(m)o@a)...).

No caso da substitui¢do de Thue-Morse, temos que 0(12) = 1221 e 0(1111...) =
121212....

Definicao 2.14. Seja 0 uma substituicdo sobre A que possui um ponto fixo u. Dizemos que
0 é fracamente determinada a esquerda se existe um N € N ta que se w € L(u) é uma
palavra com |w| > N entdo w pode ser escrita como w = w ...w; onde cada w; é o(a;) para
algum a; € A, exceto wy e ws. Se essa decomposigdo for tinica, dizemos que o é determinada a
esquerda.

Proposicao 2.15. Seja A um alfabeto finito e 0 uma substituicido em A. Se, para todoa € A
temos que lim,,_,, [0"(a)| = co entdo o possui um ponto periédico, isto é existeu € ANep € N

tais que of (1) = u.

Demonstragdo. Iniciaremos a demonstracdo mostrando o seguinte:
Afirmacado: Existem b € A e p € N tais que 0”(b) comega com b.
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Seja N a cardinalidade de A ea € A. Considere as palavras o(a), 0(a), . .., o™ *(a).
Para cada k, seja a; a primeira letra de 0*(a) e observe que 2, € A paratodo 1 < k <
N + 1. Como temos N letras em A e {a1,a>...an41} C A, devemos ter que a, = a,, para
1<n<m<N+1. Consideramos entdo b = a, e p = m — n e temos que o”(b) comega
com b e a afirmacdo é verdadeira.

Agora basta verificar que u = lim,,_,, 0"*(b) € um ponto periédico de 0. De fato
o?(u) = o”(lim o™ (b)) = lim o"*Y*(b) = wu.
O

Exemplo 8. Para a substituicio de Fibonacci no alfabeto A = {1, 2} temos que o(1) comega com
1. Usando a proposigdo temos que u = lim,, _,., 0"(1) é um ponto periédico de periodo 1 (ponto
fixo).

Seja A ={1,2,3,4} e 0 : A — A" a substituicdo onde o(1) = 22, 0(2) = 13, 0(3) =
24, 0(4) = 33. Temos que 0*(2) = 2224 comega com 2, usando a proposi¢do anterior temos que

u = lim, e 02(2) é um ponto periédico por o e tem periodo 2.

Definic¢ao 2.16. Uma substituicdo o é primitiva se existe k € IN tal que para qualquer par
a,b € A temos que a ocorre em o~ (b).

Exemplo 9. Considere A = {1,2}. A substituicio de Thue-Morse em A é primitiva, pois 1 e 2
ocorrem em o(1) = 12 e em 0(2) = 21.

A substituigio de Fibonacci em A é primitiva, uma vez que 1 e 2 ocorrem em 0*(1) = 121
eem o%(2) = 12.

Seja B =1{1,2,3,4} e 0 : B — B* a substituicio dada por o(1) = 22, 0(2) = 13, 0(3) =
24, 0(4) = 33. Essa substituicdo ndo é primitiva, pois se 1 ocorre em ¢"(1) entdo n é par. Por
outro lado, se 2 ocorre em 0" (1) entdo n é impar.

2.2.4 Sistemas Dinamicos associados a Substitui¢oes

Defini¢do 2.17. Seja A um alfabeto, o uma substituigio sobre A e u € AN um ponto periédico
por o. O sistema dindmico associado ao ponto periédico u e a substituicio o é o par (€}, S),
onde Q,, = O(u) (fecho da 6rbita de u).

Exemplo 10. Considerado a substituicdo de Fibonacci sobre A = (1,2}, temos que u =
lim,, ., 0" (1) é um ponto fixo de 0. O sistema dindmico associado a o e ao ponto u é o
sistema (O(u), S).

Teorema 2.18. Sejam A um alfabeto finitoe o : A — A" uma substituicdo primitiva. O sistema
dindmico associado a o é minimal e ndo depende do ponto periddico.



18

Demonstragio. Sabemos que ¢ possui um ponto periédico u = lim, . 0™ (111) = ugu;, .. .,
logo existem p € IN e u; € A tais que 0”(u1) comega com u;. Se p = 1 temos que u é
um ponto fixo. Se p # 1 consideramos a substitui¢do T = o” e para a substituicdo 7 vale
que 7(11) comega com 1 e u € um ponto fixo de 7. Portanto, podemos considerar sem
perda de generalidade que existe u; € A tal que o(u1) comeca com u; e que o ponto
peridédico u = lim,,_,. 0" (1) € um ponto fixo.

Afirmagao: O sistema (Q,, S) ¢ minimal se existe k € N tal que o*(a) contém 1,
paratodoa € A.

Suponhamos entdo que existe esse k. Como u = o*(u) temos que u pode ser
escrito como concatenagdo de palavras do tipo o*(a) e todas elas contém u,. Com isso,
u; aparece em u com lacunas limitadas e o mesmo vale para qualquer fator v de u,
pois u = lim,_,., 0"(11), e para k suficientemente grande v ocorre em o*(#1). Usando a
proposicdo 2.12, temos que o sistema (€2, S) é minimal e vale a afirmac&o.

Vejamos agora que o sistema ndo depende da escolha de u.

Sejam v = v10;... e w = wyw, ... pontos periddicos de o, sendo assim existem
p, v’ € N tais que 0”(v) = ve o? (w) = w. Definam = pp’ e note que 6" (v) = ve o™ (w) = w.
Seja T = 0" entdo v = lim,, o T"(v1), w = lim,,_,o T"(w1).

Seja agora ¢ € L(v). Para N suficientemente grande, ¢ ocorre em 7"(v;) =
0™ (v1), n > N. Como o é primitiva, existe um inteiro p tal que v; ocorre em ok (wy), k>
p. Com isso, temos que 0™"(v;) ocorre em o™ (w,) e, consequentemente ¢ é um fator
de w. Portanto L(v) C L(w). A inclusdo contrdria pode ser mostrada de modo anédlogo
e concluimos que L(v) = L(w).

Por outro lado, se £(v) ¢ L(w) entdo v; € L(w). Como ¢* (w) = w, temos que
o"'"(v1) é um fator de w, para todo n € IN. Note que lim, o"'"(v1) = v e, portanto

v € (. Podemos fazer o mesmo para obter que w € €, e, portanto (3, = ). O

Observacgdo. Para substitui¢des primitivas, denotaremos o sistema dindmico associado

(Qy, S) por (€2, S) uma vez que esse ndo depende da escolha de u.

2.2.5 Matriz de uma Substituicao

Definicao 2.19. Sejam A = {1,2,...,n}, n € IN um alfabeto finito e 0 uma substituicio
sobre A. A matriz M, = (M)« j<n dada por M;; = |o(i)|; é chamada matriz associada a

substituicdo o.

Exemplo 1. Seja A = {1,2,3} e 0 a substituicdo onde o(1) = 23,0(2) = 31,0(3) = 12.
Entao

= O =
S —) =



19

Sejam A = {1,2} e 0 a substitui¢do onde o(1) = 22 e 0(2) = 21. Entdo

0 2
M, = .
11
Observacao. Sejam A um alfabeto e ¢ uma substituicdo sobre A. Existe apenas uma
matriz M associada a substitui¢do o, o contrario ndo é verdadeiro. Dados um alfabeto
A e uma matriz (M;); jea, pode existir mais de uma substituicdo associada a M.

Tomando como exemplo A = {1,2} e ¢ a substituicdo de Thue-Morse (1) =
12, 0(2) =21 esejap : A — A" onde ¢(1) = 21, ¢(2) = 12. Temos que

11
MUZM¢: 11 .

Uma vez que a matriz associada a uma substituigdo ndo

Observagao. Em [20], o autor utiliza a matriz M;; = |o(j)l;, que é a transposta da matriz
que utilizamos nesse trabalho. Os resultados encontrados podem ser demonstrados de

forma similar, com possivel mudanca nos indices da matriz associada.

Lema 2.20. Seja o uma substituigdo sobre o alfabeto A = {1,2, ..., n}. Temos que MZ = |o"@);,
para todon € IN.

Demonstragio. A prova serd feita por inducdo sobre n.

Seja B € A", denotamos por L(B) = (L(B);)1<i<s, onde L(B); = |B|;.

Observe que L(i) é o vetor que tem todas as coordenadas iguais a zero, exeto na
coordenada i, que é igual a 1. Portanto, M(L(7)) é o vetor (M1, My, ..., M;,) que é igual
ao vetor L(o()).

Suponhamos que, para k vale que:

Ml = 1" @)l e L(0"() = M" (L(0()). (2.1)
Observe que (2.1) vale para k = 1. Temos que
L(@**'(i)) = L(c"(0(i))) = M (L(0(i))) = MF(M(L(i))) = M (L(I)).

Obbserve que a igualdade acima é valida quando k = 1.
Portanto, M?j = |o"()l;. O

Definicao 2.21. Uma matriz ndo negativa M = (M;j)1<i j<n € primitiva se existir k € IN tal
que M* possui todas as suas entradas estritamente positivas.

Usando o lema 2.20, obtemos o seguinte resultado
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Corolario 2.22. Sejam A um alfabeto finito e 0 uma substituicdo sobre A. Entdo o é uma
substituicdo primitiva se, e somente se, a matriz M, é uma matriz primitiva.

Exemplo 11. Para a substituicdo de Thue-Morse em A = {1,2} temos que:
11
M = .
11
Para a substituigdo de Fibonacci em A = {1, 2} temos que

u()

Observe que M é uma matriz primitiva pois

M2_21
|1 1)

Teorema 2.23 (Perron-Frobenius para matrizes finitas). Seja M = (M;j)1<i j<n, 1 > 2, uma

Observe que M é uma matriz primitiva.

matriz ndo negativa e primitiva. Entdo:
(1) Existe A > 0 autovalor de M tal que A > |0| para qualquer A # O autovalor de M.
(2) A tem multiplicidade algébrrica 1 (é um autovalor simples).
(3) A possui autovetores a esquerda e a direita | e r com coordenadas reais positivas.

Defini¢do 2.24. Sejam A um alfabeto finito e y € AN, para cada n seja €,(y) o conjunto das
palavras de comprimento n que ocorrem em y. Chamamos de fun¢do complexidade, denotada
por p,(n) a fungdo onde

py(n) = #eu(y).

Defini¢do 2.25. Sejam A um alfabeto finito com #A = s e y € AN a entropia topolégica de
y é o valor h(y) onde

h(y) = lim

n—oo

log, py(n)
—

Um resultado importante é o seguinte:

Teorema 2.26. ([20]) Seja o uma substituicdo primitiva sobre um alfabeto finito A. O sistema
dindmico associado a o possui uma tinica medida de probabilidade invariante u. Além disso,
esse sistema dindmico tem entropia topologica nula.
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2.2.6 Matrizes Infinitas Enumeraveis

Definicao 2.27. Seja M = (M;)); jen uma matriz nio negativa. Dizemos que M ¢é irredutivel
sedadosi,j € N, existe um inteiro positivo k tal que (M¥);; > 0.

Paracadai € IN, definimos o periodo de i como p; = mdclk : (MF); > 0}. Se, para todo
i € IN temos que p; = p, dizemos que M é uma matriz periddica de periodo p, em particular
se p =1, M é dita aperiddica.

Exemplo 12. A matriz (M;}); jen onde Mi; = 1 para todo i, j € IN é uma matriz irredutivel e

aperiddica.
Temos
1111111
1 00000O00O0
01 00O0O00O0
M=10010000
0001O0O00O0

M é uma matriz irredutivel pois para i,j € IN, temos que Mi} > 0. M é também aperiddica,
uma vez que M > 0.

Seja
0200000
1010000
0101000
M=o 010100
0001010

E posstvel verificar que M matriz irredutivel periédica de periodo p = 2.

Proposicao 2.28 ([14]). Seja M = (M;)); jen uma matriz ndo negativa, irredutivel e aperiodica.
Para qualquer par de indices i, j, existe k € IN tal que M}, > 0 para todon > k.

Corolario 2.29. Seja M uma matriz finita, entdo M é primitiva se, e somente se M é irredutivel
e aperiddica.

Proposicao 2.30 ([14], pg 196). Seja M = (M;));jen uma matriz enumerdvel, nio negativa
irredutivel e aperiddica. Para qualquer i vale que:

1- Existe k € N tal que M, > 0 para todo n > k.

2- A =lim, e ’(/]\TZ”] existe, ndo depende de i, j e é igual a sup{(M£)"/", n € N}.

Demonstragio. (1). Como M é uma matriz irredutivel e aperidédica entdo existe uma

matriz finita T, irredutivel e aperiédica submatriz de M que contém o indice i. A matriz
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T é primitiva, portanto (1) vale para T. Como M é uma matriz ndo-negativa, temos que
(1) também vale para M.

Para (2) note que (M™™); > M}, - M!!, para todo n € IN. Logo, log(M;"™) >
log(M?) + log(M). Como —log(M!*™) é subaditiva , lim, . %

consequentemente lim, .., 4/M’! existe e é igual a sup{(M})"/", n € N}.

existe (ver [26]) e,

Uma demonstra¢do semelhante pode ser feita no caso em que A é infinito. O
Observacgdo. O valor A é chamado de valor de Perron de M.

Seja M = (M;); jen uma matriz ndo negativa, irredutivel e aperiédica com valor
de Perron de finito A. Para cada i, j considere a série

com
1, sei=j;

0, sei#]

Definicao 2.31. Seja M = (M;)); jen uma matriz nio negativa, irredutivel e aperiodica com
valor de Perron finito A. Dizemos que M é transiente se T;j(1/A) é finito.
Se Tij(1/A) = oo, M é dita recorrente.
Seja
Lii(M,2) = Ly() = }_ IjM,n)2", (22)
n=0

onde l;;(M, n) = I;;(n) é dado por:

(0) = 0; 1;(1) = Myj; Ly(n +1) = Y lia(m)M;. (23)
S#I
Se Y onli(n)/A" < oo, dizemos que M é positivo recorrente.

Se Yoo nlii(n)/A" = co, dizemos que M é nulo recorrente.

Observagao. Podemos definir os coeficientes r;; de modo semelhante aos coeficientes
lij, onde:
7i(0) = 0, r;j(1) = Myj, e rij(n+1) = ZMisrs]-(n). (2.4)
Si]
Teorema 2.32 (Teorema de Perron Frobenius generalizado ([14]), pg 199). Seja M =
(Mij)i jen uma matriz enumerdvel, nio negativa, irredutivel, aperiddica e recorrente. Entdo
existe um valor de Perron A tal que:
A =limy, e \/J\TZ para qualquer par de indices i, j, portanto 1/A é o raio de con-

vergéncia da série Tj(z) = Yooy M;z".
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2) A possui autovetores a direitar = (rj)jen e a esquerdal = (l;);en estritamente positivos
e tinicos a menos de multiplicacio por constante.
3) Sejam 1, v os autovetores de A entdo o produto escalar | - v é finito se,e somente se M

for positivo recorrente.

Proposicao 2.33. (ver. [14],[25]) Seja M = (M;j); jen uma matriz enumerdvel, irredutivel e
aperidédica com valor de Perron finito A. Entdo:
1) Se M é positivo recorrente entdo, para todo i, j € IN

lim Myi/A" = Ly(1/2)/p(i) = Ry(1/ )/ () > 0.

Onde pu(i) = Y., o nli(n)/A".
2) Se M for transiente ou nulo recorrente entio lim,,_,c Mf’] /A" =0, paratodoi,j € N.

Lema 2.34 ([14]). Sejam M = (M;)); jen wma matiz nio negatioa, irredutivel e aperiodica com
valor de Perron finito A > 0.
(1) Se M é recorrente entdo para todoi,j € IN,

= (Lij(1/A))ien,

(ZM)Z = /\(ll) e (MT)]‘ = /\(7’]‘), onde
r = (Rij(1/1))ien-

Em cada coordenada.

(2) Se M é transiente entdo para todo i,j € N,
(IM); < A(l); e (Mr); < A(r)).

Com a desigualdade acontecendo em algum dos indices.

Observagdo. Seja M = (M;j); jen uma matriz ndo negativa, irredutivel, aperiédica e
positiva recorrente com valor de Perron finito A > 0. O vetor t = (t;)jen com t; =
lim,, e Mz /A" € um autovetor a esquerda de M associado ao valor de Perron A. Além

disso, temos que:

(2.5)

Onde I = (li)ken € 7 = (rx)kew Sd0 0s autovetores a esquerda e a direita de M associados

ao valor de Perron A.

Lema 2.35. ( [14], pg 204.) Seja M = (M;;)ijen uma matriz recorrente com valor de Perron
A >0, I, r os autovetores associados a A ou seja IM = Al e Mr = Ar. Entdo:

(1) Se x = (x;) > 0 é um vetor linha satisfazendo xM < Ax, entdo x é miiltiplo de .

(2) Se y = (y;) = 0 é um vetor coluna satisfazendo My < Ay, entdo y é miiltiplo de .
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Defini¢do 2.36. Seja v = (v;)ien um vetor enumerdvel. Dizemos que x € I* se Y2, |vi| é finito.
Dizemos que v € I se existir M > 0 tal que |v;| < M para todo i € IN.

Definicao 2.37. Um vetor nio negativo v = (v;)ien € um vetor estocdstico (também chamado
de vetor de probabilidade) se } ;. vi = 1.
Uma matriz enumerdvel e nio negativa M = (M;)); jen € uma matriz estocdstica se, para cada

linha de M a soma de seus elementos for igual a 1.
Definigao 2.38. Seja M uma matriz estocdstica. Dizemos que M é:

e Ergddica se para todo i, j € IN:
lim M:Z] = Tij.

n—o0

Onde 1t = (1) jen € um vetor estocdstico.

e Fortemente ergédica se existe um vetor estocdstico T tal que lim, .« |[M" — Q|ls = 0
[o0] . z
onde Q = (Qij)ijen com Q;; = ;e |IN|ls = sup,,, 2 i=0 IN;;| para uma matriz enumerdoel
de entradas complexas N. Em outras palavras:

lim supi>o Z ‘MZ”] - nj| = 0.

n—oo
j N

Definicao 2.39. Dada uma matriz estocdstica M, o coeficiente de Dobrushin (também cha-
mado de coeficiente de ergodicidade) de M é o valor 6(M) onde:

5(M) = 1/2 sup Z IMi; — Myl.
ik eN j:O

Proposicao 2.40. Seja M uma matriz estocdstica entdo:

[e¢]

6(M) =1- lnf min(Miljl Mlz])
i, &
j=1

Demonstracdo. Ver anexo. i

Definicao 2.41. Uma matriz ndo negativa é dita scrambling se 6(M) < 1, isto é existe a > 0
tal que
Z min(M;;, My;) > a, paratodoi, j k € IN. (2.6)
j=1
Observacao ([22], pg 66). Uma matriz M é scrambling se, e somente se M ndo possui
linhas ortogonais (ou, alternativamente se quaisquer duas linhas de M se intersectam).

Observagao. Se M = (M;)); jen € uma matriz cuja soma de suas linhas é constante igual
a L entdo M/L é uma matriz estocastica. Além disso, M/L é scrambling se, e somente

se M for scrambling.
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Teorema 2.42 ([13]). Uma matriz estocdstica M é fortemente ergddica se, e somente se, existir

7z

n € N tal que M" é scrambling.

Demonstragcdo. Ver anexo.

Exemplo 2. Considere a matriz:

S

o O O O =
o O O = O

S O = O O
S = O O O

_ O O O O
o O O O O

Note que a soma dos elementos de qualquer linha de M é igual a 2. A matriz M/2 dada

por:

M/2 =

12 1/2 0 0
12 0 1/2 0
12 0 0 1/2
/2 0 0 0

0 0 0

1/2

0 O
0 O
0 O
1/2 0

0 1/2

0
0
0
0
0

E uma matriz estocastica. Além disso, M/2 é fortemente ergddica, uma vez que a

primeira coluna possui apenas entradas positivas.

Sejam a,b,c € N e considere a matriz:

a

o O 2 +

b

S _ T 0

0
c
b
a

S a O O

o O © O
o O O O

Note que a soma dos elementos de qualquer linha de M é igual aa + b + c.

Portanto, a matriz:

M

a+b+c

o o O

C

o © O O

a+b c
a+b+c  a+b+c 0 0
a b C 0
a+b+c  at+b+c  a+b+c
0 a b c
a+b+c  a+b+c  a+b+c
a b
0 0 a+b+c  a+b+c

a+b+c

E uma matriz estocdstica mas ndo é fortemente ergddica pois nenhuma poténcia de
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M é scramling, uma vez que para qualquer n € N, as palavras 0"(j) e 0"(j + 2n) ndo

possuem letras em comum.

Proposicao 2.43 ([11]). Seja M uma matriz estocdstica, entdo M é fortemente ergddica se, e
somente se M for uniformemente geometricamente ergddica, ou seja, existem 0 < <1lec >0
tais que para todo i, j € IN,

IM?]. — 1| < cp.

Para algum vetor estocdstico e positivo T = (T)j en-

Demonstracdo. Ver anexo. O
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3 MEDIDAS INVARIANTES, ERGODICIDADE, UNICIDADE ERGODICA
E MINIMALIDADE

Agora vamos estudar substitui¢des em alfabetos infinitos. Como j& vimos no
capitulo anterior, se A é um alfabeto finito e 0 é uma substitui¢do primitiva sobre A,
entdo existe u € AN ponto periédico de 0. Além disso, o sistema dinamico (€,,S)
possui uma tnica medida invariante, além do mais esse sistema dindmico tem entropia
topolégica nula (estes resultados podem ser vistos mais detalhadamente em [20] e
[9]). Buscamos encontrar resultados no mesmo espirito para substitui¢des em alfabetos
infinitos.

Seja A um alfabeto infinito enumeravel. Podemos supor que A = IN = {1,2,...}.
Consideremos ¢ uma substituicdo em A e construimos a matriz M, de forma anéloga
ao que foi feito no caso de alfabeto finito, isto é (M,);; = |o(i)|;, para todo i, j € IN. Note
que a matriz M, é uma matriz enumerdvel de entradas ndo negativas.

Vejamos alguns exemplos de matrizes associadas a substitui¢des em alfabetos

infinitos.

Exemplo 13. 1) Seja A =N e o : A — A" a substituicio dada por o(n) = 1(n + 1). A matriz
associada a ¢ é a matriz

1100000
1010000
1001000

M=l1 000100
1000010

2)SejaA =Zeo: A A" asubstituicio o(n) = (n—1)nn(n+1). A matriz associada
a o éamatriz:

<

[l
o o R, N -
O O = N e
O R N R O -
_ N R O O
N R O O O -

Definicdo 3.1. Seja o uma substituicio sobre o alfabeto A. Dizemos que o tem comprimento
limitado se, existe L € IN tal que |o(a)| < L para todo a € A.
Se, para todo a € A temos que |o(a)|l = L, dizemos que o é uma substituicdo de

comprimento constante L.
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Exemplo 14. 1-Seja A =N e o : A — A" a substituigio de Fibonacci infinito dada por:

o) = 1(n + 1), se n é impar; 31)

n+1, senépar.

o é uma substituigdo de comprimento limitado por L = 2.

2- A substituicdo 2-ddica é dada por
on)y=1n+1), VnelN. (3.2)

o é uma substituicdo de comprimento constante iqual a 2.

Observacgdo. Neste trabalho vamos considerar apenas substituicdes de comprimento

limitado.

Observacao. No caso em que A é um alfabeto finito, temos que se ¢ é uma substituicdo
sobre A tal que lim,_, |0"(a)] = co, para todo a € A, entdo existe u € AN ponto
periédico por 0. Se A é um conjunto infinito, isso nem sempre é vélido. A substituicdo
0:A =N A" onde o(n) = (n + 1)(n + 2) ndo possui pontos peridédicos uma vez que,
para quaisquer k,n € IN, temos que ¢*(1) comega com 1 + k e, portanto é impossivel
que ¢%(a) tenha como primeira letra a.

Em [21], para garantir a existéncia de um ponto fixo de uma sustitui¢do o, o autor
adiciona uma letra w e define o(w) = wl. Deste modo, temos que u = lim,_,o, 0"(w) =
wlo(1)o*(1)...0"(1)... é um ponto fixo de 0. Ele considerou o sistema dindmico (Q, S)
com () = %

Observacao. Seja A um alfabeto e 0 uma substituicdo sobre A = IN. Da definicdo da
matriz associada M, temos que ) -, M;; = |o(i)|. Se 0 é uma substitui¢do de comprimento
constante L entdo }.;°; M;; = L, paratodoi € N e, portanto M/L é uma matriz estocéstica.
Se, para algum a € A temos que a é um fator de o(i), para qualquer i entdo a
matriz associada M possui uma coluna onde todos os seus elementos sdo estritamente
positivos. Nesse caso, a matriz M/L é scrambling e portanto fortemente ergddica.

Exemplo 15. Seja ¢ a sequinte substituicio:

1(n +1), Se n é impar
n) = (3.3)
(n+1)(n+2), Senépar.

Note que o é uma substituicio de comprimento constante 2. Além disso, 1 ocorre em o*(k), para
todo k € IN. Sendo assim o® é uma substituigio de comprimento constante igual a 4 e M /4 é
uma matriz fortemente ergddica, logo M, é fortemente ergodica, uma vez que M, é scrambling.
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A matriz M, associada a substituicio 2-ddica o(n) = 1(n + 1), para todo n € IN é
fortemente ergddica.

Uma maneira de verificar que o é fortemente ergddica é mostrando que M, /2 é scram-
bling. Temos

/2172 0 0 0 0 O

/2 0 12 0 0 0 O

/2 0 0 1/2 0 0 O
M/2 =

/2 0 0 0 1/2 0 O

/2 0 0 0 0 1/2 0

Note que a primeira coluna possui apenas valores positivos, portanto M, é scrambling
também fortemente ergddica.

Também podemos mostrar que M, é fortemente ergddica usando a definigdo, Nesse caso,
observe que:

o = tim O 1
n—co 2 2n 2

Uma vez que Io”(i)l' = 2""J, para todon > j—1i.

Como Y2

=1, temos que o é ergodica. Além disso, temos que:

=1 2/
Mj _10"@ _ 10Ol oo 21
211 - 2n - 211 - - 211 - 2n _2]"
Observe que,
ZMz‘j_l _ . Aﬁ_l +i Mz'j_l _ 1
(| 2n 2| L= 2n  2j| La|2n 20| 2’
jEN j=1 j=itn
Logo,
2” j 1

Portanto, M, é fortemente ergddica.

Definicao 3.2. Seja A um alfabeto enumerdvel e 0 uma substituicio sobre A. O sistema

dindmico associado a substituicio ¢ é o sistema (€3, S) onde
Q = {v € AN : se u é um fator de v entdo u é fator de 6" (a), para algumn € N ea € A},

Observacdo. Seja ¢ é uma substituigdo irredutivel sobre o alfabeto enumerédvel A =
{a1,a,, ...} entdo para qualquer par de letras 4;,4; temos que existe um inteiro positivo

k tal que a; Ocorre em d*(a;). E, nesse caso temos que

Q = {v € AN : u é um fator de v se, e somente se, u é fator de 0" (a;)}.
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Proposicao 3.3. Seja o uma substituicio irredutivel e aperiédica. Se o possui um ponto
periddico u entdo 2, = Q.

Demonstragio. Suponhamos, sem perda de generalidade que u é um ponto fixo e mos-
traremos que ), C Q C Q,. A primeira inclusdo pode ser facilmente verificada.

Sejav = v1v03... € Q. Dadon € N, temos que V,, = v10,...0, é um fator de v.
Pela definigao de ), V,, ocorre em ¢*(a), para alguma € A ek € N. Como o é irredutivel
e aperiédica, temos que para d suficientemente grande, a ocorre em ¢%(u;) e, portanto a
ocorre em u. Como u é um ponto fixo, temos que o*(1) = u. Sendo assim, o*(a) ocorre
em u e portanto V, ocorre em u. Como v = lim,_, V,, temos que v € W =Q,,
portanto Q C Q,,. ]

3.0.1 Sobre a nio existéncia de medida invariante finita

Proposicao 3.4. Seja M = (M) jen uma matriz ndo negativa, irredutivel e aperiddica com
valor de Perron finito A > 0 entdo:

1) Se a soma dos elementos das linhas de M é limitada por L, entdo A < L.

2) Se M é positivo recorrente com soma de linhas constante igual a L entdo A = L e este
é o tinico autovalor de M com autovetor a esquerda em I.

3) Se M tem soma de linhas constante e é transiente ou M é positiva recorrente com o
autovetor de Perron a esquerda V = (v;); en ¢ I' entio:

n

lim =0 Via elN

ia
n—oo Z;:;l MZ,a
Demonstragio. 1- Suponha que M tem soma de linhas limitada entado

(M");; < Z(Mn)]‘k < L", paratodo j € N.
k=0

Logo A = lim, e 4/(M");; < L.
2- Se M é positivo recorrente com soma de linhas constante iguala L e A é um

autovalor de M com autovetor em [! entdo:

Z Z ZUZ'Mi,]' = A

j€eNi eN

Para algum autovetor w = (w;);en com |w|; = 1, portanto A = L.
3- Seja M transiente com soma de linhas constante igual a L. Sejam i,j € IN

entdo para todon > 0
(M");;  (M");/A"

Yo (Mmyy — (L/A)
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Como A < Lelim,_,o(M");;/A" = 0, usando a proposicao (2.33), deduzimos que

(M");;
lim ——27__ 0,
oo )t (M)

Agora suponha M é positiva recorrente e V = (vx)ien ¢ I' é o autovetor de

Perron a esquerda. Sejam 7, j; € IN. Como M é recorrente, temos que:

. (MM Lig

lim = — = v, paratodoi, j k € IN.
n—00 (Mn)ij Lz‘,j b P J

Onde ¢ > 0. Usando o lema de Fatou para séries e do fato que V ¢ I' temos que:

00 n 00 n 00
ik . k z ‘

li E le lim —==c¢c ) v=00

n—oo n n—o00 Mn
k=1 i k=1 if k=1
n

. : i oo
Deduzimos que lim,,_,« T 0. |

Observacao. Em [21], 0 autor mostra que o sistema dindmico associado a substitui¢do o
em A = 2Z onde o(n) = (n —2)nn(n + 2) ndo possui medida invariante finita, o préximo

teorema busca estender esse resultado.

Teorema 3.5. Seja A = Neo : A — A" uma substituicido de comprimento limitado que possui
um ponto periédico u € AN. Suponha, além disso que o é irredutivel e aperiédica e que a matriz

associada M satisfaz:
n

limsup ——2— =0 Vj € N, (3.4)
n—eo ZE]I\FI) Zk:l MZ{ ]

Entdo o sistema dindmico (), S) ndo possui medida invariante finita.

Observacao. Existem vdrias classes de substituicdes que satisfazem as hipéteses do
teorema uma delas, por exemplo é a classe das substitui¢des 0, ondea,b,c € IN,a <c
e

Oape(1) = 14025 0,4c(n) = (n — 1)"(n)"(n + 1)".

Para a demonstracdo do teorema, usaremos o lema a seguir:

Lema 3.6. Sejam 0 : A — A* A = N, uma substituicdo, V € L, e L = maxuex |o(a)|. Entdo
V pode ser escrito como:

V = 000(v1) ...0" H0,-1)0™(0,)0" Hwn_1) . . . o(wq)wy, (3.5)

onde n > 0 é um inteiro e v;, w; sdo elementos de L, de comprimento menor ou igual a L ( que

podem ser palavras vazias) e a palavra v, é uma palavra ndo vazia.
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Demonstragio. Essa decomposicdo pode ser feita passo a passo. Pela definicdo de .L,
temos que existe um a € A tal que V é um fator de 0"*!(a) = 0(0"(4a)), considerando
o menor n com essa propriedade, temos que V ndo é um fator de 0"(a). Podemos
encontrar V1, vy, wy tais que:

V = vy0(V1)wy.

Tomando V; como sendo o maior com essa propriedade entdo [v|, |wy| < L. Agora

fazemos a decomposicdo de V; que é um fator de 0" (a) e
V = 000(V1)wy = 000(010(Va)w1)wy = 090(v1)0”(Va)o(ws)wp.

Continuamos o processo e encontramos uma sequéncia V; € L, tal que [V;| < [V}].
O processo acaba quando chegamos em V,, = v, que é uma palavra ndo vazia e tem
comprimento menor ou igual a L.

A decomposigdo é obtida quando substituimos todos os V/;. m]

Observagao. O lema anterior é cldssico no caso de substituig¢ao sobre alfabeto finito.

Exemplo 3. Considere a substitui¢do (1) = 1(n + 1) definida em A = IN e o ponto fixo
u = lim,_,. 0"(1). Considere V = 31214121312151 e observe que V éum fator de u.
Para a decomposic¢do de V, tomamos vy = 3, wy = 1 e V; = 131214. Assim

V = 30(131214)1.
Fazendo a decomposigdo de V; obtemos v =0, wy =0e V, =213 e
V = 30(0(213))1 = 30%(213)1.

Fazemos a decomposicdo de V, e obtemos v, = 2,w, = 0 e V3 = 2. Note que
maXgeq |0(a)] = 2 e V3 tem comprimento 1. Portanto, nesse caso v, = V; e finaliza-
mos a decomposi¢do com

V = 30%(2)c%(2)1.

Demonstragio do Teorema (3.5). Suponha, sem perda de generalidade que u = upu; ... é

um ponto fixo de . Por (3.4), temos que para todo j € A:

lim sup " @) = (3.6)

"0 geA |Gn(a)| -

Suponha que (€),,S) possui uma medida invariante finita entdo existe uma medida

finita ergddica p. Pelo teorema ergddico de Birkhoff, deduzimos que para u quase todo
x €Q),

z\lrim %#{0 <k<N-1:5x) €e[jl} = wlj- (3.7)
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Onde #X representa o niimero de elementos do conjunto X.
Sejam N € N, x € Q, satisfazendo (3.7) e V = wittjs1 ... thien-1 € L(u) um
prefixo de x.

Usando 3.6 temos que:
V = 090(v1) ...0" Hv,-1)0"(v,)0" Hwp_1) . . . o(w1)wy. (3.8)

Onden € N ev;, w;sdo elementos de £L(u) de comprimento limitado por K = max{|o(b), b €
A} e v, é uma palavra nédo vazia.

Temos que :

VI " @)l + Tt (0" @0l + lo* @i)l;)

TV ol + 2N (lok @] + okl

%#{0 <k<N-1, Sx) €[jI}

Por outro lado, sea € A entdo lim,_,o ll(; t,((‘;))lll = (), portanto, se v € L(u) entdo:

lo" (@)l _

e @)

Usando o teorema de Stolz-Cesaro (ver anexo 1) temos que :

i 1@+ it (9@l + lo*@al) _

1 10" (@)l + Lo (10" @0l + lo* @)
Concluimos que pu([j]) = 0, sendo assim u(€2) = 0 o0 que é um absurdo. m|

Lema 3.7. Sejam A =N e o : A — A" uma substituicdo tal que M, satisfaz (3.4). Suponha
que M, possui um autovetor a direita r = (r;)ien, associado ao valor de Perron A > 0 tal que

inf{r; : i € N} > 0 entdo M, é nulo recorrente ou transiente.

Demonstragdo. Temos que

n n
. ij . ij
lim — < hmsupoo—] =0
n—o0 n n—00 s\ k=1 M:;(
Seja [ e r os autovetores a esquerda e a direita associados a A. Usando (2.5), temos que

[ -r = 0o e M ndo pode ser positivo recorrente. m]

Observacdo. O corolario anterior nos fornece vérias classes de sustitui¢des para as
quais os sistemas dindmicos associados ndo possuem medida invariante finita. Por
exemplo

SejaA=Neo:A A asubstituicdo onde o(1) = 112, o(n) = (n — 1)n(n +1),Vn > 2
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Temos que a matrizde o é:

210000
111000
011100
M=|0 01 110
000111
000O0T1T1

M éirredutivel e aperiddica, além dissor = (1,1, 1, ...) é o autovalor a direita associado
ao valor de Perron A = 3. V! é o autovalor a esquerda e, como < v,w >= oo temos
que M ndo é positivo recorrente. De fato, veremos adiante que M é nulo recorrente. o
possui um ponto fixo u = lim,_, 0"(1) e, com isso concluimos que o sistema dindmico

(Qy, S) ndo possui medida invariante finita.

Exemplo 16. Sejam a,b,c € IN e oy = 0 definida por:
o(1) =172¢, o(n) = (n — 1)"n’(n + 1)°, Yn > 2

Onde d* = d...d é a palavra de comprimento k com todas as letras iguais a d.
(1) Se ¢ < a entdo M, € positivo recorrente.
(2) Se ¢ > a entido M, é nulo recorrente.

Demonstragio. Temos que a matriz associada a o0 é a matriz

a+b ¢ 00 00O00O
a b c0O0O0O0O0
O abc 0O0O00O0
M= 0 0abc 0O00O0
0O 00abc 0O
0 00O0abco

Usando a proposigdo (3.4), temos que A < L =a+b+c. Sejal = (l;)ien, 0 autovetor a
esquerda de M. Através de computagdo simples, podemos concluir que
cl, +alyp = (a+c)l,, paratodo n € IN. (3.9)

Além disso,

I, = (5) lo. (3.10)
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Suponha que A <a+b +cesejau = (uj)jen um vetor subinvariante de M. Sendo assim
uM < LM e,
Uge1 < guk, para todo k > 0. (3.11)

Logo, existe s > 0 tal que ux = fuy1 —se
c
Ups1 < —U, —S.
a

Deduzimos que

Se ¢ < a entdo existe N € IN tal que u, < 0 para todo n > N, o que é um absurdo.
Portanto A = L e como o autovetor a direita associadoa A ér =(1,1,1...), temos que:

<uww>=Y (2) . (3.12)
i=1

M é positivo recorrente quando ¢ < a.
Se ¢ = a entdo da equacdo (3.11), deduzimos que

U, <ur—(m-—k)s paratodon>k+1.

Temos que existe N € N tal que u,, < 0 para todo n > N, o que é um absurdo. Portanto
A =L e como o autovetor a direita associadoa A ér=(1,1,1...), temos que:

0]

<u,w>= Zm = 00.

i=1

Portanto, M é nulo recorrente.

Se ¢ > a consideramos P a matriz onde P;; = — .

Usaremos uma abordagem
probabilistica para mostrar que Ap < le, ﬁoo(l /Ap) = o0 0 que implica nulo recorréncia.
Seja (X,)u>0 uma cadeia de Markov cuja matriz de transigdo seja P e IP* a distribui¢do
de (X,)u=0 quando Xy = x para x € Z,. Sejap = c/(a + c) que é a probabilidade de
um caminho aleatério se mover para a direita, deixando a sua posi¢do quando esta é

diferente de zero, ou seja:
p=P" (X1 =X, +1] X1 #Xp) Vx £0.

Queremos estimar P}, ou seja, a probabilidade de um passeio aleatdrio visitar a posigao
0 em um estado de tempo n dado que esse passeio se iniciou no estado 0. Para que
isso acontega, devemos ter um niimero de pulos a direita igual a quantidade de pulos

a esquerda. Vamos precisar das observagdes a seguir:
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Observagao 1
Note que #{1 < j <n: X, # X,} conta a quantidade de vezes que acontecem
pulos para a direita ou para a esquerda. Existem constantes positivas 0 < ¢, 6 < 1 tais
que:
P#1<j<n: X # X} 2cn) >1—(69)"

Observagao 2

Em 2k transi¢Ges para a direita ou para a esquerda, o nimero de transi¢oes para
a direita esta distribuido como uma varidvel binomial de pardmetros 2k e p. Entdo a
probabilidade de termos uma quantidade igual de saltos para a direita e para a esquerda

<
vk
(Essa aproximagdo pode ser obtida usando a férmula de Stirling). Note que g =
4p(1 -p) < 1.

Usando as observagdes 1 e 2 podemos mostrar que Py, é da ordem de O(q"/ \Vn).

k
IP(Bin(2k,p) = k) = (Zk )Pk(l -p) ~ —=@p(1 - p).

Isso implicaque Ap =g e ﬁoo(l/ Ap) = foo(l /q) = oo. Portanto, P e M sdo matrizes nulo
recorrentes. O

Proposicao 3.8. Seja (Qp,,S) 0 sistema dindmico associado a o,,c. Entdo (g4, S) nio é
minimal.

Demonstragio. Sejam a,b,c € IN e €, 0 conjunto associado a substituicdo 0 = 0,
definida em A = IN. Se a = 1, considere a sequéncia (d;);en de elementos de A* onde
d; = o'(i + 1). Note que essa substitui¢do possui um ponto fixo u = lim, . 0"(1). Além
disso:

i1 = (0"(n + 1)"(0"(n + 2))°(0"(n + 3))".

Portanto d,,,; se inicia com d, e, como o comprimento de d, tende ao infinito, essa
sequéncia é convergente para algum d € ().

Se a = 1, note que 1 aparece uma tinica vez na palavra d,, para qualquer natural
n, portanto d também possui apenas uma letra igual a 1. Sendo assim a 6rbita de S(d)
nao pode ser densa pois ndo visita o cilindro [1] e, portanto o sistema dindmico néo é
minimal.

Suponhaa > 1, como ¢"(n + 1) comega com 0"~!(n), para todo n € IN, temos que
o"(n + 1) comega com o(2)”" note que a sequéncia d, converge para o ponto periédico
d =0(2)0(2)... e, portanto a 6rbita de d ndo é densa. O

3.1 ExistfNciA DE MEDIDA INVARIANTE

Essa se¢do tem como objetivo mostrar os seguintes resultados
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Teorema 3.9. Seja 0 uma substituicio em A = IN tal que M, seja irredutivel, aperiddica e
positivo recorrente com valor de Perron finito A. Entdo o sistema dindmico (€,, S) possui uma
medida invariante . Além disso, i é finita se, e somente se, o autovetor de Perron a esquerda |
estd em I'.

Teorema 3.10. Seja 0 uma substituicdo de comprimento constante sobre IN. Suponha que
o possui um ponto fixo u e que a matriz M, é irredutivel, aperiddica, positivo recorrente e
possui valor de Perron finito A > 0. Entdo o sistema dindmico (€, S) possui uma medida de
probabilidade invariante e ergodica. Além disso, se existir n € IN tal que M, é scrambling entdo
essa medida é tinica dentre as medidas de probabilidade invariante.

Para a demonstracdo desse resultado necessitamos de varios resultados inter-
medidrios, que serdo enunciados e provados ao decorrer dessa segao.

3.1.1 A Substitui¢ao o;

Considerando agora ¢ uma substitui¢do sobre um alfabeto A (finito ou enu-
meravel) tal que M, seja irredutivel, aperiédica e o possui um ponto fixo u € AN,

Para [ > 2 definimos A; como sendo o conjunto de todas as palavras de compri-
mento [ que sdo fatores de u e 0; : A; — Aj construida da seguinte forma:

Se

o(w) = o(wWowys ... Wi-1) = YoY1 - - - Yio(w)|-1-

Entao
ol(w) = Yoy - - Yi-)(W1Y2 - - Y1) - - - (Yiotwo)-1Yiotawo)! - - - Yiotwo)+i-1)-

Observe que :

loi(wows ... wi—1)| = |o(wo)l,

lo(@o)ligiy..ip, < lo(wows ... wi—1)ligiy.ipy < lo@o)ligiy..ip, + 1.

Observacao. A substituicdo o; foi definida em [20] para substituicdes em alfabetos
finitos. Nesa tese estendemos a defini¢do para substitui¢des em alfabetos infinitos
enumeraveis.

Exemplo4. 1. Considere A ={1,2}ec: A A, ondeo(1) =12, 0(2) = 1. O ponto
fixo é u = lim,,, 0"(1) = 12112121... e, para | = 2 obtemos A, = {11,12,21}.
Observe que 22 é uma palavra de comprimento 2 cujo as letras estdo em A,

mas ndo é uma palavra de A, porque ndo ocorre em u. Temos que 0,(11) =
(12)(21), 02(12) = (12)(21) e 02(21) = (11) e, considerando a ordem lexicogréfica
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11 < 12 < 21 a matriz associada a 0, é :

Para I = 3 temos que A; = {112,121,211,212}. Usando novamente a ordem
lexicografica temos 112 < 121 <211 <212 e

0
0

Ma =
71

1

S O = =
S O = O
o O O

As demais matrizes M; podem ser obtidas de modo semelhante.

. Considerando a substituicdo de Thue-Morse 0(1) = 12, 0(2) = 21. Um ponto fixo
deo éu = lim, ., 0"(1) e A, = {11,12,21,22} com a ordem 11 < 12 < 21 < 22
temos que 0,(11) = (12)(21), 0,(12) = (12)(22), 02(21) = (21)(11), 02(22) = (21)(12)
e

Mzz

o = O O

1
0
1
1

[ N T G
o O = O

Para I = 3 temos que A; = {112,121,122,211,212,221}. Nessa ordem especifica
temos 03(112) = (121)(212), 05(121) = (122)(221), 05(122) = (122)(221), 6(211) =
(211)(112), 03(212) = (211)(112), 03(221) = (212)(121) e

010010
001001
001001
M3: .
100100
100100
010010

As demais matrizes M;, | > 4 podem ser obtidas de modo semelhante.

Observacgao. Essa substituigdo possui um segundo ponto fixo w = lim,_,, 6"(2),

no entanto, ndo é divficil verificar que ¢ é primitiva e, portanto vale que Q,, = €,

. Para substitui¢des em alfabetos infinitos, a constru¢do das matrizes M; pode ser

um pouco mais complicada. Consideremos, por exemplo a substituigdo 2-adica



39

o(n) = 1(n + 1) definida em A = IN. A matriz associada a o é

110000
101000
100100

M=11 0001 0
100001

M é uma matriz irredutivel e aperiédica. O ponto fixo de 0 é u = lim,_,, 0"(1) =
12131214... e A, = {w = wyw, € A* : wéumfatordeu} = {w = wyw, : w #
11, w; = 1ouw, = 1}. Usando a ordem lexicogréfica em A, temos 12 < 13 <
14 <--- <21 <31 <41 < ... eaqui vamos separar os elementos de A, em dois
grupos, os que sdo da forma 1n e os que sdo da forma ml com n,m > 1 € IN.
Note que 0,(1n) = (12)(21) e 02(m1) = (1(m + 1))((m + 1)1). Com isso e levando em
considerando a ordem lexicografica temos que

00 ...100
00 ...100
00 ..100
Mzz
01 .. 01
001.. 001
000 ... 000

Observagdo. M, é uma matriz cujo os coeficientes (M,),, com a,b € Ay ~ IN?.

Para [ = 3 podemos verificar que Aj se divide em 3 grupos, w = 1nl, w = 21n,w =
nl12, n > 3. Temos que 03(12n) = (121)(21(n + 1)), 03(21n) = (131)(312), 03(n12) =
(I(n+1)1)((n +1)12) e a matriz associada a 03 considerando a ordem lexicogréfica

7

e
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1000 1000 0000
1000 0100 0000
1000 0010 0000
0100 0000 000

y 0100 0000 000
37 1o 0 0 0000 000
000 0000 0100
0000 0000 0010
0000 0000 000 1

E, de maneira semelhante podemos encontrar as matrizes M; para [ > 4.

Lema 3.11. Sejam A = IN, 0 uma substituicdo sobre A e o) a substituicdo em A;:
1) Se u = uguqu, ... é um ponto periédico por o, entdo para qualquer > 2 fixado:

u; = (u1u1 ce Ml)(uzug, ce 1/[1+1) .

E ponto periédico de o; com a mesma periodicidade de u.

2) Se o é irredutivel e aperiddica entio o; também é.

Demonstragio. (1) Suponha que se u = uqu, ... € um ponto periédico de periodo k entdo

o*(u) = u. Temos que

a;‘(ul) = 0"ty . .. u)(ptts . . . Upq)...) = G;‘(uluz - l/ll)(j;((uzu:; e U)o =

(1/[1112 . ul)(u2u3 ce Lll+1) e

Uma vez que o (uauy . ..) = uqu, ..., temos que o;‘(uluz ... U;) comeca com (Uily ... U;) €,

kn
1

(2) Sejam w = wyw, ... w;, B € A; palavras de comprimento / que aparecem em

portanto u; = lim,_,..0,"(u1u> . .. 1) é um ponto periddico de periodo k de o;.

u = lim,_,. 0"(1p). Sendo assim, existe p € IN tal que B é um fator de o”(11). Como

o é irredutivel e aperiddica, entdo que existe n, tal que para n > ny, 0"(w;) contém u;.

Assim para n > ny, 0"*P(w;) contém o7 (1), que contém B. Escrevendo

o"(w) = 0" (w1)o" (wrws ... w1) = (Y1Y2 - - - Yior(w))A182 - - - Ak 1.

Temos que

o) (W) = W1y2--- y)Y2Ys - - Y1) - - - Yior (@12 - - - d1-1)-
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Todas as palavras de comprimento / que aparecem em ¢"(wj) sdo letras de A;
que aparecem em o} (w). Tomando n suficientemente grande, temos que o} (w) contém
B e, portanto o; é irredutivel e aperiédica. m|

Observacao. A prova do lema 3.11 é uma adaptagdo do caso de alfabeto finito. (ver
[20])

Lema 3.12. Seja 0 : IN — IN* uma substituicdo irredutivel e aperiddica cuja matriz associada
M possui um autovalor de Perron finito A. Entdo para todo inteiro | > 2 a matriz M, associada
a oy possui o mesmo valor de Perron A; = A.

Demonstragido. Note que M, é irredutivel e aperiddica, e sejam iy...7;; ji...Ji € A

Temos :
loy (i1 i)l S 0" (@)l + 1< 0" @)l +1, VneN. (3.13)
Portanto,
MDirivpry < (M), +1, ¥Yn €N (3.14)
Logo

Bim (M} )..i, 0.1 7" < T [(M");, 1"

Portanto A; < A.

Por outro lado, sejam m, k € N tais que j; ... j; € um fator de 0”(k). Assim:

lof ™ (i ... i)y, = 0" (@)l Yn € IN. (3.15)
Para todo n, portanto
(M) iy = (M) VYn € N (3.16)
Logo,
B [V ™). ] 2 T [(M);,4]"
Deduzimos que A; > A e portanto A; = A. m]

Proposicao 3.13. Sejam o, 0;, M, M; com as mesmas condigdes do lema 3.12. Se M for positivo
recorrente (respectivamente nulo recorrente ou transiente) entdo M; também é positivo recorrente
(nulo recorrente ou transiente).

Demonstragio. Suponha que M é positivo recorrente e sejamiy ..., ji ... ji € A;. Usando

(3.16) temos
Mn+m . . . Mn 1]
lim( i )11---11r]1---]l > /\—m lim M
f—s00 An+m e AN
/“Vl

(3.17)

Para algum m € IN. Concluimos que lim,_,e > 0 e, portanto M, é positivo

recorrente.
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4 (M")iy k
Suponha que M é nulo recorrente. Nesse caso temos que )., —5— = © €

/\Vl
lim,,_,oo(M");, j, /A" = 0. Usando 3.17, obtemos que:

[o¢]

Z(Mf)il...i,,jl...jl//\? = oo.

n=1
Como (M), jr..jy < (M");y;, + 1, temos que

lim (MP)iy..iv o

n—oo An

=0.

Portanto M; é nulo recorrente.

Finalmente, se M for transiente entdo Y.,_o(M"); j,/A" < co. Usando (3.14) temos

i (M;l)ilmil,]'lw]'l
— <
An

n=0

que:

Logo M, é transiente. m|

Lema 3.14. Seja o uma substituicdo em A = N tal que M = M, seja recorrente com valor de
Perron finito A e seja r = (r;)ien 0 autovetor a direita de M. Se x = xox1...x1_1 € A; entdo:

(r(l))x = er'

Onde w" é o autovetor a direita de M, associado a A.

Demonstragdo. Tomando x € A; temos que ). ; ¢4 (M1)jx = L ey, lo1(x)];. Para cada letra
jo € A temos que

Y, ol <lool

J €A1 5 j=joji-jim
Assim

Y o)l < Y ool (3.18)

j €A jo €A

Como r ¢ autovetor de M temos que Mr = }; (r);,Mj, = L., lo(xo)lj, = Ar.
Como:

(M) = Y ()M,

j €A,
tomando (1"); = rj, e usando a desigualdade 3.18, ficamos com

M), = Z Tiloi(x)l; < Z rilo(o)liy = Arj, = ().

] jo

Portanto ) é um vetor subinvariante para a matriz M;. Usando o lema 2.35, temos que

w é um multiplo do autovetor associado a A. m|
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Agora vamos provar o teorema (3.9)

Prova do Teorema (3.9). Suponha, sem perda de generalidade que o possui um ponto
fixo u = uquy - - = o(u).
Seja j € A e defina:

lo" (u1)l; . ]
!~ lim —2/

An :n—>oo An )

u(jh = lim

Esse limite existe pois M, é positivo recorrente com valor de Perron A.
Sejal > 2el; =1iyi;...i; € A;. Defina

w(iria ... i1]) = im o™ i, (3.19)

n—00 An

Usando (3.13) e o fato que A > 1, temos que:

|67(u1---ul)|z’1...il -1 (M?)U;,IZ
Al - n1—1>£1<> A" ’

u(lir i) = lim

Onde U; = u; ... u;. Note que esse limite existe pois M; é positivo recorrente com valor
de Perron A; = A.
Pelo teorema da consisténcia de Kolmogorov, existe uma tinica medida u que é

extensdo da medida definida em 3.19, se para cada inteiro/ > 1el =1i;...i; € A

u@y =Y w(b). (3.20)
beA;IbeA;
e
ud =Y. pal). (3.21)
acA;aleAr

Para mostrarmos 3.20, sejam [ = ([;)ien € 7 = (7)) jen, 0s autovetores de Perron a esquerda
e a direita de M, tais que o produto escalar / - r = 1. Para todo [ > 2 sejam 10 = (IN1ea,
D = (r1)1ea, 0s autovetores de Perron a esquerda e a direita de M, tais que

"y
11...1

| =Ti, para todoi;...i;€ Ajel® .0 =1,

Os vetores 1) foram escolhidos dessa forma pelo lema 3.14.

ParatodoI =1i;...7, | > 2, temos por (2.5):

H([I]) = Vu,ll = Ty, l1.
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Portanto, (3.20) é equivalente a

I = Z L. (3.22)

bEA,I[bEA[+1

Por outro lado, usando o lema de Fatou temos que, paratodo =i;...i; € A,

1 ; 1,
Y, w)<lim— ¥ 1), el = lm ot )

bEA,I[bEAZ+1 bEA,Ilb€A1+1
Logo,
p([10]) < (i)
beA,IibeA;
Portanto,
Z I < 1. (3.23)
bEA,I[b€A1+1

Como Yjeu lirt = Yjea,,, 17l) = 1 e r(Ib) = r(I) para todo I € A; e Ib € A}, deduzimos

Zrlll = Zrl Z Ip = 1.

IeA,; IeA; beA,LibeA 1

que:

Usando essa tltima igualdade e (3.23), obtemos (3.22) e, consequentemente (3.20).
Analogamente, (3.21) é equivalente a

I = Z L. (3.24)

a EA,[II[ 6A1+1
Usando o lema de Fatou, temos que para todo I em A,

1
Y, e <lim— Y lofGuc )l

a EA,III[ GA[+1 a EA,IZI[ €A[+1

Além disso,

Y okl = 10} )l = Pre (=1,0,1)

a €Aal; €A

Observe que P; = —1 se a primeira letra de o, (11 ...141) comega com [ e a dltima
letra de 07+1(u1 ...U;41) ndo termina com I. Temos que P; = 1 se a primeira letra de
a;ﬁrl(ul ...U;41) ndo comega com [ e a ultima letra de 07+1(”1 ...U;1) termina com I. Nos

demais casos, temos P; = 0.



Como A > 1, temos que

1 \ 1,
%1_{{}0 Fo Z |(71+1(u1 o Upg)|ar = %1_{{)10 ﬁbl (11
a €Aal; €A
Logo,
Y udlal) < ().
a €Aal; €A
Portanto,

L <11

a EA,IZIZ EAH—l

Por outro lado, de (3.22), temos que
NN WA
JeA L 1A, \beA TibeA IeA,

Portanto,

v % u]-xe

IeA; \a €A,al; €Al IeA;

45

A ul)ll.

(3.25)

Usando (3.25), obtemos (3.21) e, portanto u é uma medida invariante para o sistema

(Q,, S). Além disso, se ] € I' entdo p(Q) = Y ,c4 t([a]) < oo.

3.1.2 Exemplo 1

O

Considere a substitui¢do 0,11 : N = IN*, onde o(1) = 1112 e 6(n) = (n — 1)(n —

1)n(n + 1), para todo n > 2. A matriz associada a 0,11 é

31000
21100
M=(0 2110
00211

Note que M ndo é scrambling, pois para todo n € IN, temos que o(2n + 1) e o(1) ndo

possuem letras em comum, além disso, M é positiva recorrente com valor de Perron

A =4 e autovetor a esquerda | = (I;)ien Oonde [; = % para todoi €

IN. Usando o teorema

(3.9), temos que o sistema dindmco (2,1, S) possui uma medida invariante u, além

disso p é uma medida finita pois / € I'.
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3.1.3 Exemplo 2

Considere a substituicdo o : N — IN* onde
o(l) =11122 e o(n) = (n — 1)n(n + 1)(n + 1), para todo n > 2.

A matriz Associada a o é

32000
11200
M=(01120
00112

Note que M nédo é scrambling pois para qualquer 7, temos que 0(2n + 1) e e o(1) nao
possuem letras em comum, além disso M é positiva recorrente com valor de Perron
A = 4 e autovetor a esquerda I = (I;)ien onde [; = 1 para todo i € IN. Usando o teorema
(3.9), temos que o sistema dindmico (€2,, S) possui uma medida invariante u além disso,

u ndo é finita pois [ ¢ I'.

Proposicao 3.15. Seja o uma substituicdo em A = IN irredutivel e aperiddica, de comprimento
constante, com valor de Perron finito A e que possui um ponto periédico u. Se M, for positiva
recorrente entdo o sistema (C,, S) possui uma medida de probabilidade invariante.

Observacao. Essa proposicdo também pode ser obtida como consequéncia do teorema
(3.9), aqui fornecemos uma demonstracdo mais simples, valida apenas no caso cons-

tante.

Demonstragio. Suponha, sem perda de generalidade, que o possui um ponto fixo u =
Upuily - -+ = o(u). Se o0 tem comprimento constante L, entdo pela proposigdo (3.4) A = L.
Seja j € A, definimos:

0" (uo)l; . My,

u((j) = lim = lim —, (3.26)

n—co |(j”(u0)| n—oo AN

O limite existe, pois M é positivo recorrente com valor de Perron A = L.

Sejal > 2um inteiroe |; = j1j2...Ji € A; e defina:

uljijz--.ji]) = im —lGn(uO)lh"'ﬁ = li o7 st - - i1l = lim —(M7)I]']].

= 27
—0o0 |(7n(1,[0)| n—o0 Al n—oo An (3 )

Onde [; = upuy...u;—1. Esse limite existe pois M, é positivo recorrente com valor de
Perron A; = A = L.
Seja VU = (u([j]))20 € para I > 2, consideremos todos os cilindros [w] onde

w € A;, enumeramos esses cilindros [Ag)], [Agl)],... usando a ordem lexicografica
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e defina V® como sendo o autovetor a esquerda de M; associado a L, além disso,
escolhemos V¥ tais que a soma de seus elementos ¢ igual a 1.

Afirmacdo: y é uma medida invariante.

Devemos mostrar que para todo I; € A,

wd@h =Y (b)) (3.28)
b €A Lb €A

win = Y pdal). (3.29)
a €Aal; €A

Para (3.28), usamos o Lema de Fatou para séries e temos que:

w@b) = ) liminf M (3.30)
beA libeAr beA,LibeA 0" (u4o)|
fimint Y, RO < piming O = ), 331)
beAbEA L o™ (uo) o™ (uo)|

Como os vetores V) e VD a0 de probabilidade, deduzimos (3.28). De modo andlogo
obtemos (3.29). Logo, a afirmacao esta provada. O

3.1.4 Substituicoes de comprimento constante e unicidade ergédica

Definic¢ao 3.16. Seja 0 uma substituicido de comprimento constante L. Dizemos que M, é

fortemente ergddica se a matriz estocdstica M, /L for uma matriz fortemente ergddica.

Observacao. Se o0 é uma substitui¢do de comprimento constante L tal que M, é forte-
mente ergddica entdo o é positivo recorrente. Pelo teorema 3.15, se ¢ possui um ponto

peridédico u, o sistema dindmico associado possui uma medida finita invariante.

Observagao. Temos que M, é fortemente ergédica se, e somente se existir n € IN tal

que:

Y min(o" (), lo" (0)];) > 1.

j=0

Ou seja, M, é fortemente ergddica se, e somente se existe n € IN tal que:
Vi,k € A, dj € A: jocorre em ¢"(i) e 0" (k).

Exemplo 5. A matriz M, associada a substituicdo dada por o(n) = 11(n + 1) definida
nos naturais é fortemente ergédica, uma vez que 1 ocorre em o(k) para todo k, logo, M,

é scrambling.
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Uma outra forma de mostrar que M é fortemente ergdédica vem do fato que:

" @ 1
lim su 3.32
e A Z o) 20 (3:32)
De fato, para qualquer 7,1, j € N temos:
lo"@); = 0" Djo1 =+ = lo" (i)}, = 2", paratodo1<j<n.

Além disso,
lo"()I; = l0"()|j+1-n, paratodoj=>n.

Logo, para todo j > n

loc"(i)|; =1sej=1i+n e0 caso contrario.
j J

Portanto,
i "@; 1 i 1 L,
p= |Gn(l)| 2j — 2]+1 2n 2i+n '
Portanto, sup, Y72 I% — 5| = i e obtemos (3.32).

Em [21] o autor usa exemplo as substitui¢des 01 : A = Z — A" com o(n) =
(n — 1)(n + 1) (substituicdo do bébado e 0, : 2Z — (2Z)* com o(n) = (n — 2)nn(n + 2)
(substitui¢do do bébado quadratica).

As matrizes M,, e M,, associadas a essas sustitui¢des ndo sdo matrizes forte-
mente ergddicas.

A matriz associdada a substitui¢do 0, ndo é fortemente ergédica pois para

todo n € N as palavras 0”(n) e 0" (4n) ndo tem nenhuma letra em comum.

Definicao 3.17. Seja o uma substituicido sobre A que possui um ponto fixo u, dizemos que o
é left determined se existe N € IN tal que qualquer palavra w € L(u) com comprimento maior
que N possui uma tinica decomposi¢io w = wyw, ... ws, onde w; = o(a;) para algum a; € A
exceto por w que pode ser um sufixo de o(a1) e ws que pode ser um prefixo de o(as). Além disso
osa;paral <1 <s—1sdo tinicos.

Observacao. Em [21], Ferenczi provou que se o é "left determined”e M, é irredutivel,
aperiddica e positivo recorrente, entdo o sistema dindmico associado a ¢ possui uma

probabilidade invariante.

Seja 0 uma substitui¢do de comprimento constante L em A = IN tal que M, seja

fortemente ergodica, o objetivo dessa se¢do é mostrar que o teorema a seguir:
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Teorema 3.18. Seja o uma substituigdo de comprimento constante L em A = IN que possui um
ponto fixo u € AN, Suponha que M, é irredutivel, aperiédica e fortemente ergédica. Entdo o

sistema dindmico (€3, S) possui uma tinica probabilidade invariante.

Para a demonstra¢do do teorema (3.18), vamos precisar das defini¢oes e resul-

tados que seguem.

Lema 3.19. Seja ¢ uma substituicio de comprimento constante tal que M, é irredutivel e
aperiddica. Se M, é fortemente ergddica entdo M, também é fortemente ergddica para todo
inteiro [ > 2.

Demonstragio. Sejam | > 2 um inteiro e i1iy...1, kiky ...k € A;. Como M, é fortemente
ergodica, existe um inteiron > 0 e j; € IN tal que j; ocorre em 0"(i;) e em 0" (k7).
Seja m > 0 um inteiro tal que:

In(2l)
In(L)

m=| ]+1

Entdo

0"(j1) = may...a; coms > 2I.

Logo, a; .. .as ocorre em 0™ (0"(i1)) e em 0" (0" (k1)), logo
ay...aqp ocorreem o7 "(i1...5) eem o (k.. k).

Portanto M é fortemente ergédica. m|

Prova do teorema (3.18): Suponha, sem perda de generalidade que o tem um ponto fixo

u=o(u)=uou;.... Sejami,j €N, entdo para todo inteiro n temos que
n
. 1]
im — =v; > 0.
n—oo [ J

Como M, é fortemente ergddica, deduzimos que

o, |
EROT

lim sup
e ix0

Além disso, pelo teorema 2.43, existem ¢ > 0 e 0 < < 1 tais que:

o™ ()1 _

o™ ()]

v;| < cp" paratodon > 1.

Seja z = 21z, ...z uma palavra de comprimento / > 2. Pelo lema 3.19, M; é uma matriz
fortemente ergédica. Usando o teorema 2.43, temos que existem ¢; > 0e 0 < f; < 1 tais
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que para todow = w; ... w; € A

o7 (wrws ... wy)l;
d;

<cp VYn=0.

o} (wiw; . ... wy)

Onde d, = lg) é a z—ésima entrada do autovetor de Perron a esquerda de M,;.
Usando (3.14) e (3.16), temos que [0" (w1) ], ¥p—eo |07 (Wr1w2 ... w1z € |0} (W1w; . .. wy)| =
lo"(w,)| para todo n € IN, temos que

0" (w1)l.
o™ (w:)]

—d.| <¢p; paratodon € N.
Seja V = uy...upn com N > [z|. Usando 3.6, podemos escrever

V = 090(v1)...0"(0)0" Wyt . .. 6(w1)wp.

Com |vy, |lw;] < K. Assim,

n n—1
o(V)k = Y '@l + ) o/ (@w))..
i=0 j=0

n n-1
N = Z lo* ()] + Z o7 (w;)l.
i=0 j=1
Temos que, para todo a € IN:
lo’(@)]. - d.lo’@)]| < eipjLI.
De 3.6 e usando a desigualdade triangular, temos que
lo?(0))l. — d.lo(0))]l < KCB]L/.

Onde K, C sdo constantes positivas. Para 0 < j < n (e de modo anélogo para w;). Entdo

<2KC ) p < Dp}.

=0

IVl —d-(N +1)| =

n—1
|V|Z - dz [lvnlz + Z |0i(vi)|z + |0i(wi)|z]

i=1

Como 0 < ; < 1, temos que
NN /7 VPSR VPR
lim
N—sco N+1

4

converge para d. independentemente de k.
Relembramos que a medida de probabilidade u nos cilindros é dada por por
u([z]) = d,, para qualquer palavra z = z1z, ...z € Q.
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Vejamos agora que essa medida é tinica, para isso vamos mostrar que:

N-1
1 ‘
E;XWWWWiMHMMFlkWu
Onde Xy (u) = 1 se u comega com W e 0 caso contrario. De fato,

[ujtjr .. Ujnlw = XW(Sj(u)) t+--+ XW(Sj+n_|WI(u))

Como lim,,_,e l“k u"*”l

ndo depende de k, podemos substituir N —|W| por N —1 e obtemos
o desejado.

Considerando v € (), temos que v = lim,,_,., S™(1), logo
N-1

S LX) = [ X

o

Para todo v € (), logo, para qualquer func¢do simples ¢, temos que
N-
Z (§"(v)) f edu.

n=0

Portanto, u é a tinica medida invariante.
O

Observacdo. Essa demonstracdo é parecida ao caso de substitui¢do primitiva em alfa-

beto finito. No préximo capitulo apresentaremos uma nova prova.

3.2 CArcurLo pA MEDIDA INVARIANTE

Pelo lema (3.15), vimos que se o0 é uma substitui¢do de comprimento constante
que possui um ponto periddico u e tal que M, é positivo recorrente, entdo existe uma
medida de probabilidade invariante  dada por

|M1M2 s unlvl...vk

p([or ... o) = 7111_{2 = forvo  Y01...0c € L(u).

Chamamos f,. 5, de frequéncia de v; ... .

3.2.1 Exemplo 1

Consideramos, em A = IN a substitui¢do o, onde o(n) = (1)(n + 1). Temos que ¢

é uma substituicdo de comprimento 2 e que possui um ponto fixo u = lim,_,. 0"(1). A
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matrizde o é

— =
O O =
o = o
- O O

A matriz M é scrambling portanto fortemente ergédica, logo (€, S) possui uma tinica

medida de probabilidade invariante.
Proposicao 3.20. A medida u é dada por:

u(ljl) = %, para todo j € IN;

u([v1...v,]) = u([vil), onde v; = max{vy,...,»}, Voi...v, € A,.

Demonstragio. Note que [ = (I;)ien, onde [; = % é o autovetor a esquerda de M,.

Seja n € IN. Temos
"Wl _ o™ _ 1

2n 2
Se k > 2 entdo
"Wk _ 0" Wl _ 0" 1
21 21 21 2K
Com isso temos que
@ = Jim Ny TN L

Se v = v1v; é uma palavra de comprimento 2 entdo v; = 1 ouv, = 1. Além disso v # 11.
E facil verificar que
[t . . Ukenlo, = [tk . Upen o
Logo,
[tk . .. trinlo, ol il
N B N '
Por outro lado, se uy # 1 entdo uy; = 1. Suponha, sem perda de generalidade que

v #1 logo, se vp ocorre em U ... Uy entdao v ocorre em uq ... Un41 €

A Nbe  N+1 N N

[t . .. Urinlo - 1 [t . . Ukens1lo 1 [t . ... Mk+N|v1 _
it Mo _ g Bl Mol gy W Ml )

Podemos encontrar p([v]) de maneira semelhante quando v, # 1.

Se v = v1v,v3 temos que v = 121 ou v; > 3 para algum i. Se v; > 3 entdo
vz = 12, se v, > 3 entdo v; = v3 = 1 e se v3 > 3 entdo v1v, = 21. Note quem
em todos os casos temos uma letra que possui um valor maior ou igual a 3 e as

outras duas letras possuem valores fixados 1 ou 2. Usando um raciocinio semelhante
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ao feito nas palavras de comprimento 2 concluimos que u([v1v,v3]) = u([v;]) onde
v; = max{vy, vy, v3}. Procuramos agora, fazer algo semelhante para palavras de tamanho
n.

Observe que, para todo 1 € N temos
"(1) = "1 (1)o"2(1)...0(1)(1)(n + 1). (3.33)
Semelhantemente,
o"1(1) = " 1(1)...c()M)(n + 1™ (1) ...a(1)(1)(n + 2).

Sev =7v;...v, é uma palavra de comprimento 7, por (3.33) temos que existe i tal
que v; > log, n. Note também que sempre que u; = 1, entdo as proximas 2" — 1 letras
de u sdo valores fixos e menores que k (0 mesmo vale para as 2" — 1 letras anteriores).
Com isso temos que

T Iuk e le+N| T |1/lk e uk+N+2n|U 1 |uk ce uk+N|vi _
p(lo]) = lim ——= = tm ———r . = lim N = u([vi])

3.2.2 Exemplo 2

Considere a substitui¢cdo o : IN = IN* onde o(n) = 11(n + 1), paratodon € N. A
matriz associada a o é

2100 0
M 2010 0
12 001 0

Note que M é scrambling, pois M;; > 0 para todo i € IN. Além disso, temos que

lo"(); = 2l0" (1) =231 VneN.

Portanto 1
"1 20" (1 2
tim 7O _ iy 'G3n( I _ 2
Para j > 2, temos que
") = 10" Dljs =+ = "D = 20" (D) VneN,n2 |

Portanto .
o™ 2o 2
lim —— = lim ————— = —

Nn—>00 3n n—>00 3n 3] ’
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As palavras de comprimento 2 que aparecem no ponto fixo podem ser divididas em 2
tipos, as palavras do tipo 11 ou as palavras do tipo nl com n € IN, vejamos o cason = 1

separadamente.
0" (Dhy = 0" (1) = 2.3"7,

Uma vez que 11 aparece em o(n) para todo n € N. Portanto f;; = f; = .

Seja k > 2 um natural. Entao
0" (Dl = 16" (Dl

Portanto fix = fi. Podemos fazer algo semelhante para palavras de comprimento maior

ouigual a 3.

3.3 SUBSTITUICOES FORTEMENTE ERGODICAS DE COMPRIMENTO NAO CONSTANTE

Definicao 3.21. Seja M = (M;)); jen uma matriz nio negativa, irredutivel, aperiédica e recor-
rente com valor de Perron 0 < A < oo e ||M|| = sup{}:;?i1 M;j, i,j € N} < oo. Sejar = (;)ien 0
autovetor a esquerda de M associado a A e P = (Pj;); jen a matriz tal que
P = MZ]V]

c /\1’1‘ '

M é dita fortemente ergddica se a matriz P for fortemente ergddica.

Observacao. A matriz P é uma matriz estocéstica pois

00 ) M, 1 )
Zpik:; /\Z/k:)\_ﬁ;Mﬂ(rk:L

k=1

Uma vez que Mr = Ar.

Observacao. Note que

) ) 00 2 .
Py = ZP‘kPk‘ o My Migry Yty MMy Mir;
= o = A Are A%ri A%

)

A”i’l‘ 4

Semelhantemente P = para todo inteiro n > 3.

Observacao. A partir dessa definicdo podemos concluir que M é fortemente ergddica
se a matriz P;j = M;l;/Al; for fortemente ergédica, onde I = (I;); en € 0 autovetor a
esquerda de M associado a A.

Essa definicdo também é uma extensdo do caso da substitui¢do de comprimento
constante L, pois nesse caso temos que A = L e r; = 1 para todo i > 0.

Essa definicdo aparece em [22] para matrizes finitas primitivas. Nessa tese

estendemos a defini¢do para matrizes infinitas enumeréveis.
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Observagdo. Seja M = (M, ;); ; en uma matriz ndo negativa, irredutivel e aperiddica e
recorrente com valor de Perron finito A > 0. Entdo M é fortemente ergddica se existir

um vetor de probabilidade 7 tal que:

lim sup mtj| = 0. (3.34)

—00 .
n >0

jEN

Por outro lado, como P é fortemente ergddica entdo existe n € IN tal que P" é scrambling.
Portanto M é fortemente ergddica se, e somente se existem n € IN e a2 > 0 tais que

0 Mi’l]
>
me /'\rl |20 (3.35)

Observagdo. Seja M uma matriz ndo negativa, irredutivel, aperidédica e recorrente
com valor de Perron finito A > 0. Suponha que M possui um autovetor a direita
r = (ri)ien € I* que satisfaz inf{r;, i € IN} > 0. Entdo, pela observagdo anterior M é

2z

fortemente ergédica se, e somente se existe n € IN tal que M" é scrambling.

Observacao. Se M é fortemente ergddica entdo M é positivo recorrente. De fato, como
0 < A" deduzimos que existe iy € IN tal que

1n+1), senéimpar.
n+1, senépar.

Temos que a matriz associada a ¢ é

1
0
1
0

o O O
oS O = O
O = O O
_ O O O
o O o O

M é uma matriz irredutivel, aperiddica e positivo recorrente com autovalor de Perron A = =

L ‘/_ . Além disso os autovetores a esquerda e a direita associados a A sdo respectivamente

1=(1,1/8,1/p%...) e r=(1,1/8,1,1/8,...).

Afirmagdo: M, é fortemente ergddica.
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De fato M2 é scrambling. Uma outra prova é a sequinte:

M:‘erj _ |O‘n(i)|j7’j

A B
E My, M’ ()]
lim — = lim ==—— = lim M
n—oo AMr; n—co Zk:l MZ{ n—oo Zk:l lo™ (1)«
Note que [0"(D)l; = 0" (Wl = -+ = 0" (Dl = Fuejr, para todo n > j— 1, onde

Fy é o k-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci Fy = F; = 1, F, = F,_1 + F,_», além disso
Yot [0" (Dl = Fy, logo:

Zky _ Fuja
thil M;fk F”
Portanto,
n n
My Mj; . Foj1 1
lim = lim =——— = lim = —.
n—oo A”ri n—00 Zk:l M’;k n—0o0 Fn ﬁ]+l

Por outro lado, observe que se i for impar entdo |0"(i)] = [0"(1)| e |0"(i)l; = l0"(1)]; (exceto
quando n +1i = j). Se i for par entio |0"(i)| = l0" (1) e lo"(®)|; = Ia”‘l(l)lj (exceto qaundo
n+i=j).

Como

1, sejéimpar.
7"]‘ = 7

1/, sejépar.

temos que se i, j sio pares

M. n—1,. n—1 n—1,. n 4.
. Mi].r] . M7, _ MZ.]. . Ml]. r _ Mljr]
lim = lim = lim = lim = lim .
n—0o0 /\”1’1' n—00 A”ri n—oo A1) n—0o0 A”_lrl n—o0 A”rl
Seie j sdo impares
Mtr M’f].r]

Seiépare jéimpar

M”]r M”].‘lA M”]‘1 M’f].r]
lim =li = lim =
n—oo A 7 n—oo /\n n— oo /\n_l n—oo Anrl
Seiéimpare jé par
My M’f].r]

Portanto
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Note que 1t = (T1;)ien Onde T1; = l% é um vetor de probabilidade. Além disso,

Z MZJ’]' 1 < C
=N Aty ‘3j+1 - ﬁi+n'
Para algum C > 0. Logo,
M:r;
ij ] 1 _ C _
i%g?o sup Z Aty B ﬁj+1 n—oo ﬁ_n 0.

Portanto M é fortemente ergddica.

Teorema 3.22. Seja 0 : N — IN* uma substituicio de comprimento limitado que possui
um ponto periédico u. Seja M = M, a matriz associada e suponha que M é irredutivel,
aperiddica, com valor de Perron finito A. Suponha também que M possui um autovetor a direita

r = (r)ien € I e para algum n € N, M" é scrambling. Entdo o sistema dindmico (€}, S)
possui uma tinica medida de probabilidade invariante.

Para a prova do teorema, vamos precisar dos resultados que seguem.

Lema 3.23. Seja M = (M;j); jen uma matriz irredutivel, aperiédica positivo recorrente de
comprimento limitado (Y, My < oo para todo i € IN) tal que ||M]|| < oo e inf; jen{M;; : M;j >
0} > 0. Suponha que existe n € IN tal que M" é scrambling entdo M possui um autovetor a
direita r = (1;)ien tal que inf{r;, i € IN} > 0.

Demonstragio. Suponha, sem perda de generalidade que M é scrambling e sejar = (7;)ien
um autovetor a direita de M. Como M tem comprimento limitado, existe L > 0 tal que
M # 0 e My, = 0 para todo k > L. Como M é scrambling, temos que para todo i € N
existe k; € {0, ..., L} tal que M;;, > 0, observe que min; ;<1 {r;} > a > 0, logo ¢, > a. Como
Y reo Mt = Ar;, temos que

M1y,
A

a
VielN, =< <r.
1 1 r

Note que se M;; # 0 entdo M;; > 1, logo inf{lM;; : M;; > 0} > O e, portanto valeolema. O

Proposic¢ao 3.24. Seja 0 : N — IN* uma substituicio cuja matriz associada M é irredutivel e
aperiédica com valor de Perron finito A. Suponha que M é fortemente ergédica e que o autovetor
adireitar = (1;)ien € I étal que inf{r; : i € N} > 0 entdo para todo inteiro | > 2 temos que M, é
fortemente ergddica e tem um autovetor a direita ) = (r}l))IGA, € [* tal que inf{rgl) e A} >0.

Prova da Proposigio 3.24. Pelo lema anterior temos que existe r¥) € [* autovetor a direita
de M; tal que inf{ry), I € A} > 0. A prova que M, é fortemente ergddica é feita de modo
analogo a (3.19). ]
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Lema 3.25. Seja M = (M;)); jen uma matriz fortemente ergédica com valor de Perron finito
A > 0. Suponha que M possui um autovetor adireitar = (r;)ien € ™ tal queint{r; : i € N} > 0.
Entdo

o

n

MZ.].
o0 n
Zk:l Mik

lim sup =0,

—00 .
n i>1

Zj

j=1
I; ) .

one zj = Z“’_]lk el = (Ij)jen € 0 autovetor a esquerda de M associado a A.
k=1

Demonstragdo. Como M é fortemente ergddica, usando (3.34) temos que, para todo
i,j €N

v
. ij j
lim =7i—
n—oco AN ]rz- !
e
o) n o)
lim —k nkﬂ
n—oo n .
k=1 A k=1 !

Onde estes limites sdo finitos e uniformes em 1.

Portanto,
o M
. 1
lim sup w—]n —zj| =0.
=00 > = Zk:lMik
Onde
mifri

Z]'_

= == = ———, paratodoj>0.
Yoot Tk Y I P /

O

Prova do Teorema (3.22). Suponha, sem perda de generalidade que ¢ possui um ponto
fixo u = uqu,.... Paratodo i, j,n € IN temos

lo"(@)l; M

" @] Xyl My

Pelo lema 3.25,temos

= | 0" (D)l lj
lim su i =0.
oy ; lo"@Dl Yl
Sejan € IN e defina
el
p(h = lim — =t = =

nme o)l X I
Observe que o valor a direita existe pois }; l; < oo.
Sejal>2el; =iii...17 € A e defina:

T i %) |
pli . ..a]) = 111_{{}0 W
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De (3.13) e do fato que A = L > 1 temos:

o} (uotty - .. u-1)li,.. (M) u,1
([i1...4]) = lim = Jim ——24h
K noeo o (ot - )l noe Ypen MY

Onde U; = uguy ... u;—1. Note que:

o
i ...u]) = ﬁ

keA Uk

Onde v = (vfl))izo é um autovetor a esquerda de M, asssociado ao valor de perron A.
A demonstracdo que a medida u é invariante é feita de modo semelhante ao
caso em que o possui comprimento constante.
Afirmacdo: Para i quase todo x em E C (), temos que:

lim %#{0 <k<N-1, S"x) € E} = w(E).

N—oo

De fato, suponha que E = [ip] e x = u = 0(u) = upu; ... eseja N = |0"(up)|, entdo

1 . o™ (mo)l;
—#0<k<N-1, S¥(x) € E} = lim ¢ — u(E).
N { (x) € E} ] u(E)

Sejaagorax€ Q,eNe€NeV =u,...uy,n-1 um prefixo de x. Usando 3.6, temos que
V = 090(v1)...0"(0,)0"  (Wy-1) . .. o(w:)wp.
Onde v, |w;| < L = maxf{lo(a)l} e v, # 0, logo

L .
Vi, o™ @a)li, + X5 Lo @)l + 1o (wi)l;,

1
—#0<k<N-1; S"(x) €E} —— ,
N Vi lo" (@)l + L5y 107 (0:)] + lo(wy)|

Como M é fortemente ergédica, temos que

k(). M-,
lim sup {M ae A} = lim sup{ =0 } = u([io]).

o* @)l oo T\ T M

E deduzimos que:

k )
{% ol < K} = (o). (336)

Onde K = max{|o(b)|, b € A}. Com isso e usando o teorema de Stolz-Cesaro, temos que:

lim sup

%#{0 <k<N-1, S¥x) € E} = u(E).
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Portanto a afirmacdo vale quando E = [iy]. Se E = [I] = [ipi;...i-1], fazendo uma

constru¢do semelhante ao caso E = [iy] temos que:

_ 9" @l + T (o' @)l + lo'(@il) + Cu

1
—#{OSkSN—l,Sk()EE} : .
N ' 0 @] + L (@) + o)

Onde C,, conta a quantidade de vezes que I ocorre como concatenagdo de duas palavras
consecutivas que formam V. Note que 0 < C, < 2n.

lo* @)z loy(azy ...zl
o (a)| loy(azy...z1q)| °

Onde az; ...z é uma palavra de A;. Como M, é fortemente ergédica, temos que:

Por outro lado, para todo a € A temos que limy_,« = limy_ o

. lo*(az1 ... zi0)li _
111_{?0 sup{ lok(azy ... zi-1)|” “c A} = uiil,
) ¢ o)
. 0" (0)I1 _
111_{?0 sup{ k)| || < K} = u([I]).

Usando essa tltima equagédo e o teorema de Stolz-Cesaro temos que:

r|wmm+2$w%%+wm%y_
m 1 . =
= |gn(v,)| + Lisg (10i(vy)] + |oi(w;))

(D).
Como0<C,<2neA >1,temos que:

%#{0 <k<N-1, S%x) € E} = u([I]) = u(E).

Logo, obtemos a afirmagéo. Isto termina a prova do teorema. O

Proposicao 3.26. Seja o uma substituicio sobre A = N tal que o possui um ponto periédico u e
M, é irredutivel e aperiddica. Suponha que existe um inteiro positivo n tal que M, é scrambling
entdo (Q,, S) é minimal.

Demonstragio. Seja o uma substitui¢do fortemente ergdédica. Sendo assim, existenny € IN
tal que para todo i,j € IN, existe k (dependente de i, ) tal que k aparece em 0™ (i) e em
0™(j).

Seja ujuyq . . . U4, um fator do ponto fixo u.

Como u é ponto fixo temos que u = ¢™(u) = 0™(u1)0™(uz).... Escrevemos
0™(u1) = t...t.. Como u;...uy, é um fator de u, u;...u, é um fator de 0" (a) para
algum a € A. Do fato que o é irredutivel e aperiédica temos que paracadal <i <s,
existe k; € IN tal que u;...u., é um fator de aki(ty); Seja N = max;{k;}, logo u;...up, é
um fator de o™(t;) paratodo 1 <i <s.

Temos que 0™(a) contém algum dos t;, para todoa € A. Do fato que u é um
ponto fixo temos que u = 0™*N(u) = "™ (u1)0™ N (uy) .. ..
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Note que ;.. .1, ocorre em a"*N(g) para todoa € A. Além disso, o com-
primento de 0™*N(g) < L™*N, onde L = max{|o(a)|, a € A}. Portanto ;... u, aparece
infinitas vezes em u, com intervalos limitados por 2L"*N. Como u; aparece infinitas
vezes em u temos que 0" (1) aparece infinitas vezes em u e, consequentemente qualquer
fator de u se repete infinitas vezes em u.

Seja v € O(u) entdo v = uylys1 ... como qualquer fator de u aparece infinitas
vezes em u temos que qualquer fator de u aparece em v logo, v tem 6rbita densa. O
3.3.1 Exemplos

Exemplo 1 (Substituicdo de Fibonacci infinito).

Sejam A = IN e ¢ a substitui¢do dada por:

1(n + 1), se n for impar;
o(n) = (3.37)
(n+1), sen for par.

Observe que o possui um ponto fixo u € AN:
u= %i_)l?oa”(l) =12314....
Lema 3.27. Para todon € N, |0"(1)| = F,, onde Fy =1,Fy =2,F, =F,_1 + F,»,¥Yn > 2.
Demonstracio. Temos
lo™(1)] = L,(6""'(1)) + 2Li(0"*(1)). Para todo n > 1.

Onde L, é o nimero de elementos pares e L; é o namero de elementos impares. Por

outro lado,
Ly(d"(1)) = Li(c" (1)) e Li(c"(1)) = lo"'(D)l.

Assim,
l0"(1)] = Ly(a"(1)) + Li(0" (1)) = Li(c" (1)) + Li(a" (1)) = 6" Q)] + [o" (D).

O

Vamos agora ver que o sistema dindmico associado a ¢ possui uma tinica medida

ergodica.



62

De fato, a matriz de ¢ é dada por

110000
001000
M,=[1 00100
000010

1+5
>

Oautovetor a esquerdaassociadoafél = (1,1/8,1/%,...,1/p",...) e o autovetor

O autovalor de Perron é o niimero de ouro lim, . /M, =

a direita é r = (1,1/8,1,1/B,1,...). Além disso, a matriz M2 é scrambling. Usando o
teorema (3.22) concluimos que o sistema dindmico associado a ¢ possui uma tnica
probabilidade invariante.

Célculo da medida invariante

Temos que
W) = f = tim 2O e
HUV=Jr= 388 e 5
Com [d"(1)|; = lo"*(A)j-1 = -+ = |0"7* (D)l = Fu_j1, onde Fy é 0 k-ésimo termo da

sequéncia de Fibonacci.
Como |6"(1)| = Yi2q 16" (D)lk = F,,, temos que

|0"(1)|j _ Fujq
o™ (1) F,

Como F,, = cf"; ¢ > 0, obtemos

im lo"(M)]; lim Fojn 1
oo |g"(1)]  noe F, B

Note que para n grande, vale que |0"(i)|; = |0"(1)|;. Portanto, a medida invariante nos

cilindros de comprimento 1 é dada por u([j]) = #
Para palavras de comprimento maior ou igual a 2, procuramos associar a

frequéncia dessas palavras as palavras de comprimento 1. Por exemplo

(W
= fim 222,
f2 = 0 o)

Note que

0" (Dhz = 6" (D).
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Uma vez que o(1) = 12. Portanto

lim lo" (D2 _ lo" 1) _ 1
nooo |o™(1)] o) B

Para 23 temos que
10" (Ds
=1 .
o = 0 o)

Note que
0" (Dl = 0" (D2 = 0" 2D

L
i
Encontramos as frequéncias para palavras de tamanho maior ou igual a 2 de

Portanto f; =

modo andlogo.
Exemplo 2

Sejam A = IN e ¢ a substituicdo 0 : A — A* onde

a(1) = 112,

o(n)=1n+1), paran > 1.

Essa substitui¢do possui um ponto fixo u = lim,_,. 0"(1) = 11211213....

Afirmacdo: o comprimento de 0”(1) é dado pela relagao
lo"(1)] = 3l6" }(1)| = [6"*(1)|. Para todo n > 3.

De fato, [o"(1)| = 20" ()] + lo" (Dl = 3lo" (1) = (0" ()] = lo" (D). Note
que [0"1(1)] = 6" (D = |0""*(1)| uma vez que, para cada 1, o(n) contém uma e apenas
uma letra que é diferente de 1. Assim temos que a afirmacgdo é verdadeira.

A matriz associada a o é

—_ = =N
S O O
o O = O
o = O O

M é uma matriz irredutivel e aperiddica. Além disso, é possivel verificar que o valor

de Perronde M é A = 3+2‘/§ e M é recorrente.

Temos que o é scrambling uma vez que 1 aparece em o(n) para todo n € IN.

Usando o teorema (3.22) concluimos que o sistema dindmico associado a ¢ possui uma
tnica medida ergddica.
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Exemplo 3
Considere em A = IN a substituigdo:

n+1, sen =23k, kelN.
o(n) = (3.38)
1(n + 1), caso contrério.

Essa substitui¢do é chamada de Tribonacci infinito pois |0"(1)| = T, onde (T))nen € a
sequénciaonde To =1, Ty =2, T, =4, T, = Ty + Tp—p + T3, paratodon > 4. A

matriz associada a o é

O == O = =
o O O O O =
o O O © ~ O
o O O = O O
o O =, O O O
S = O O O O
_ O O O O O
o O O © O O

E o valor de Perron de M é

lim (M})"/" = ,

onde B é raiz real de P(x) = x*> —x*> —x — 1.

Isso vem do fato que T,, = ¢f" + da" + ea”, para todo n > 1, onde P(B) = P(a) =
P(@) =0ec,d,e€R. Como |al = [a] < 1, entdo T, ~ cf" e, portanto lim,_,(T,)/" = B.

Note que para qualquer n € IN, 1 ocorre em ¢*(n), de onde concluimos que a
matriz M? é uma matriz scrambling. Com isso, temos que (€, S) possui uma tnica

medida invariante.

3.4 SussTITUICAO FORTEMENTE ERGODICA ESTRELA

Definicao 3.28. Seja M = (M;;); j»o uma matriz nio negativa, irredutivel, aperiédica e |M|| =
sUp, i oo Mik} < 00. Dizemos que M é:
1-Ergddica se

n

lim — — =2.50 3.39
nl—I>Iolo leo ]\/I:;< Zj ( )

Onde z = (z))jen é um vetor nio negativo com a soma das suas coordenadas igual a 1.
2-Fortemente ergédica estrela se existe um vetor z = (z;)jen de entradas reais positivas
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tal que ). 72, zj = 1e

lim sup
n—oo i g =

My
— __z|=0 (3.40)
YoMy

Observacao. Se M é uma matriz fortemente ergédica que possui um autovetor a direita
r € I' pelo lema 3.25 M é fortemente ergddica estrela.

note que podem existir

Observacao. Seja P a matriz P = (P;j); jen onde P;; = %
=1 V4

M
inteiros n € IN para os quais P;; seja diferente de =

k= 0
Observagdo. Se M é fortemente ergddica estrela entdo M é ergddica.
Observacao. Note que se 0 é uma sustitui¢do de comprimento constante e M, é forte-
mente ergddica estrela entdo M, é fortemente ergédica uma vez que se L é o compri-

mento de o entdo },;2, M), = L, para todo inteiro n > 0.

Exemplo 18. Seja o a substituigio de Fibonacci infinito, definida em A = N e dada por

1n+1), senéimpar.
o(n) =

n+1, senépar.

M, é fortemente ergédica. De fato: Parai =1 temos:

M o)
Lo My, L lo" (Dl

Como |o"(1)l; = 0" 'W|j-1 = -+ = 0" (D) = Fu_jo1, onde Fy é o k-ésimo termo da
sequéncia de Fibonacci.
Como Y21 16" (V)lk = F,, ficamos com:
Zky _ Fuja
lel lek F”

Deduzimos que

M. E. .
1] . n—j—1 1
Iim =——— = lim = —,
S T My, we Fy
Por outro lado, como F, = F,_1 + F,_p entiio F, = ¢f" +da", onde f = 1+2‘/§ ea = _1+T\/§

sdo as raizes do polin@mio plx)=x*—x-1.
Como Y. -1 ﬁ,+1
Além disso,

=1, temos que M é ergddica.

Fjapi*' -
Pnﬁjﬂ

D)

j=1

iy

Ykt M" ﬁ’”
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Temos que F,_j-y = /"It + d'a" ' e F, = c¢f" +da”. Como |a| < 1, temos que a™ — 0

quando n — oo e obtemos

].:1 Z}i] M)ilk ﬁj+l = Cﬁ”ﬁj+1 + dO(n‘Bj+l
D
— —| = o
= Cﬁn‘B]+ +da ﬁ]+ ﬁ

Que converge para zero. Além disso, se n > j entdo M; = My, Portanto

[o0]

lim sup

=00 s

M 1
1 _
lel MZ] 5]+1

a

fim 7 =

0.

=

Lema 3.29. Seja 0 uma sustituicio de comprimento constante L. Se M, é positivo recorrente
entdo M, é ergddica.

Demonstragio. Seja o uma substituicdo de comprimento constante L, sendo assim, temos

que M = M, é uma matriz com soma de linhas constante igual a L, o autovalor de Perron

de M é A = L e o autovetor de Perron a direitade M év = (1,1,1,...). )
Seja w = (w;)ien 0 autovetor de Perron a esquerda de M, entdo w; = lim, L—;’

Como M é positivo recorrente, temos que v - w = 1 e, portanto M, é ergddica. O

Lema 3.30. Seja M = (M;j); jen uma matriz irredutivel, aperiddica, positivo recorrente com
valor de Perron finito A e r = (r)ien 0 autovetor a direita de M associado a A. Se r satisfaz
inf,{r;, i € N} > 0 entdo o autovetor a esquerda de M associado a A estd em I'.

Demonstragio. Seja 0 < a = inf;{r;, i € N} e[ = (I;)ien 0 autovetor a esquerda associado
a A. Como M ¢é positivo recorrente, temos que:

(o8]
aZli <<lr><oo.
i=1

Portanto } ;. i < oo. O

Lema 3.31. Seja M = (M;;); jen uma matriz ergédica com valor de Perron finito A e autovetor

a esquerda l = (I,)ien € I'. Entdo:

M. I,
1) limeg——==o—>0, ¥i,j €N. (3.41)
neo Y Mz-k Yk bk
Além disso:
@ lim) —f=) lim—f=cr, VieN. (3.42)
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Demonstragio. Da ergodicidade de M temos,

Como M ¢é positivo recorrente, temos que:
n
lim — = 7. (3.43)

n—ooo AN

Onde I = (l;)ien € um autovetor a esquerda de M, associado a A tal que /- = 1. Logo

[o'e] n (o] n n
. Mz'k . Z4k=0 Mz'k Mij lj
lim — = lim — = —7.
n— o0 A” n—o0 Mn An Z:
k=0 ij ]

Note que a expressdo a esquerda da igualdade ndo depende de j, portanto I = (I;) deve
ser um multiplo de z = (z;) € I', logo | € I' e obtemos (3.41). A expressdo (3.42) segue
desta dltima igualdade e (3.43). O

Teorema 3.32. Seja o uma substituigio sobre A = IN tal que o possui um ponto periédico u
e M = M, é uma matriz irredutivel, aperiédica, com valor de Perron finito A > 0. Se M e
M,, | > 2 sido matrizes fortemente ergddicas estrela. Entdo o sistema dindmico (€, S) possui
uma tinica probabilidade invariante.

Demonstragio. E semelhante ao que foi feito o Teorema 3.22. |

3.5 A Mepipa NATURAL

Seja 0 uma substituicdo em A = IN tal que o possui um ponto peridédico e cuja
matriz associada M seja irredutivel, aperiédica e recorrente com valor de Perron finito
A. Suponha que o autovetor a esquerda | = (I;)ien € [*. Definimos a medida natural de

forma indutiva nos cilindros. Primeiro para um cilindro [i] defina u([i]) = l;sel ¢ I' e

u([i]) = Zl:(l;il - Suponha que i estd definida nos cilindros de comprimento 1 <k <n-1,
para V € L, com |V| = n, seja Cy o conjunto de todas as palavras W de comprimento
menor ou igual a n tais que V é um fator de o(W) mas se W’ é um fator de W entdo V
ndo é um fator de o(W’).

Definimos 1
VD =7 Y loWlyu((W)).
WECV
Observacao. A medida foi definida por Ferenczi em [[21]]. Em particular ele mostrou
que a medida natural associada a substitui¢do o definida em A = 2Z onde 0(2n) =
(2n = 2)2n2n(2n + 2) possui uma medida natural que é infinita e ergédica com respeito
a aplicacdo deslocamento.
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Proposicao 3.33. Seja o uma substituicio em A = IN tal que o possui um ponto fixo u
Uy ... e M, é irredutivel, aperiddica, positiva recorrente com valor de perron finito A > 0.
Suponha que exista uma medida u tal que u seja invariante ao deslocamento e u([V]) =

[k tiggnly

lim,, o, =252 = fy entdo y é uma medida natural.

Demonstragdo. De fato,

lo" (u)lv 0" uq)lw
0" () Z'( T )]

Tomando o limite quando n — oo e do fato que

I i (7% | 1
Iim ————= = lim |0"(uy)|" = A,
n—oo |G”(u1)| n—>oo| ( 1)|
Obtemos
u(V) =Y lo(W)lvu(W). (3.44)
WeCy
O
3.5.1 Exemplo
Sejam A =N e 01,11 : A — A" a substitui¢do onde
o(l) =112, o(n)=m-1)(n)(n+1), paratodon > 2. (3.45)

A matriz associada a o é

<

Il
S O = DN
[ S G S G WY
Y )
N e = =)
—_ o o o
o o ©oO O

Note que o autovalor de Perron de M é A = 3 e que M é nulo recorrente. Usando
o Teorema 3.5, concluimos que o sistema dindmico associado a 0 ndo possui medida
invariante finita. Uma medida infinita é definida nos cilindros [i], i € A através do
autovetor associado a A. Como v = (1,1,1,...) é o autovetor associado a A = 3 temos
que p([i]) =3

Temos que o ponto fixo de ¢ é u = lim,,_,., 0"(1) = 112112123112.....

Construimos a medida natural de forma indutiva nos cilindros [w] onde w =
w;...w; € A;. Paral = 2 temos que as palavras de comprimento 2 que ocorrem em u
sdo

(n)(1), VneIN; (m)(n+1), VneIN; (n+2k+1)(n), Yn, ke IN. (3.46)
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Temos que (n)(n + 1) aparece em o(n) e em o(n + 1). Com isso

p([(m)(n +1)]) = (|U(n)|(n)(n+1)u(”) + lo(m + Dlgypenyp(n + 1))

DJIN

Para as palavras do tipo (1 + 2k + 1)(n), note que (n + 2k + 1)(n) aparece apenas uma vez
em o((n + 2k)(n + 1)), que aparece apenas uma vez em (o(n + 2k — 1)(n + 2)). Repetimos

esse passo j até que (n + 2k — j) =n + j+ 1 e concluimos que j = k. Logo

(i + 26+ 10D = 5 a0+ K01+ D) =+ = 2 (e + D) = 55 B47)

Para as palavras do tipo nl oserve que nl aparece uma vez em o((n — 1)(1)) e em
o((n —1)(2)), mas este dltimo s6 ocorre se n for par.

Temos que 11 aparece apenas em (1), portanto

1 1
p(11) = F(u(1D) = 3.
Temos que 21 aparece em p(11) e em u(12), portanto

H(21D) = 3D + p12) = 3G +3) = 5.

Lema 3.34. Sejan € IN. Entdo

21+ 1, senéimpar,
u((nl]) = 1 onde k=12 P (3.48)
[5], sen épar.

Demonstragio. Faremos a prova por indugao.
Se n é impar entdo nl aparece apenas em o((n — 1)(1)). Além disson —1 = 2j
para algun j € IN, logo

1 11 1
u(lndl) = 3l = DDOD) = 3(30) = 37

Como n = 2k + 1, temos que [5] = k e u([n1]) segue a equagao (3.48).

Se n é par entdo nl aparece em o((n — 1)(1)) e em o((n — 1)(2)). Note que n = 2k,
parak=[F]logon-1=2(k-1)+1=1+2(k-2)+1e u((n-1)(2)) = %

Para pi([(n —1)(1)]) temos que [%5*] = k—1 e, portanto u([(n —1)(1)]) = 5. Assim,

1

KD = 55+ 2) = 37

Portanto u([n1]) segue a equagdo (3.48). O
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Note que

s = (.

nelN

SH[n)) = [(n - 1)(m)] U U[(n +2k+1)(n)], n > 2.

kelN

Além disso

[se]

EXEDWICIED) = =1=p(
n=1

2 w2
u(S7H([n]) = p(l(n — DH()]) + Z p([(n + 2k + 1)(n)]) = 3t kz;‘ 3 1 = p([n)).

kelN

E a medida é conservada.

3.6 SuBsTITUICOES IRREDUTIVEIS PERIODICAS

Seja M = (M;)); jen uma matriz enumeréavel irredutivel e periédica de periodo
p > 1. Fixado um indice i, contruimos os subconjuntos ciclicos Co,C,...,C,—1 da
seguinte forma:
Ce = {j : (M™*);; >0, paraalgumn € INJ.

Os subconjuntos ciclicos forman uma parti¢do dos indices de M. Paracada0 <k <p-1
definimos My = ((My);})i,j ec, como sendo a matriz com indices em C; onde (My);; = (MP);;
parai,j € C. Note que M é uma matriz irredutivel e aperiédica com valor de Perron
Am, = AP, onde A é o autovalor de Perron de M.

Exemplo 19. Considere a matriz

010000
201000
M=|01 0100
001010

Os conjuntos ciclicos sio Co ={n € N:n=2k+1, k € N}eC; ={n € N:n =2k k € N}

Proposicao 3.35 ([14]). Seja M = (M;;); jen uma matriz irredutivel, periddica de periodo p e

My, 0 <k < p — 1 as matrizes descritas anteriormente. Entdo
1. M é transiente se, e somente se My for transiente para todo k.

2. M é nulo recorrente se, e somente se M for nulo recorrente para todo k.
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3. M é positivo recorrente se, e somente se My for positivo recorrente para todo k.
Com esses sendo 0s 1inicos casos possiveis.

Proposicao 3.36 ([14]). Seja M uma matriz enumerdvel, irredutivel, periddica de periodop > 1
e valor de Perron A > 0. Se M for recorrente entio existem vetores estritamente positivos [ e r
tais que IM = Al e Mr = Ar.

Lema 3.37 ([14]). Seja M = (M;;);; € IN uma matriz irredutivel, periédica de periodo p e valor
de Perron A, Cy, My, 0 < k < p —1. M é positivo recorrente se, e somente se existem vetores

x>0ey>0taisque xM = Ax, My = Ayex -y < oo,

Lema 3.38. Seja M = (M;j); jen enumerdvel, nio negativa periédica de periodo p e valor de
Perron A. Entdo:

1. lim, o (M");j/A" = 0 para qualquer par de indices i, j se M for transiente.

Lij(1/A) _ Ry(1/2)

2. limy, o (M™);i /A = pu@ " pudj)
0, caso contririo.

sei,j € C.

Lema 3.39. Seja 0 uma substituicdo irredutivel e periodica de periodo p > 1. Fixadoa € A,

para cada 0 < k < p — 1 definimos os conjuntos:
Q= {V € AN : Se w é um fator de V entdo w é um fator de ™ **(a), para algum n € N}

E temos que Q = I~y O

Demonstragio. Para qualquer k temos que ) C Q). Vamos mostrar a inclusdo contraria.

Note que se u é um fator de 0"*(a) e 0 <k’ < p, k' # k entdo u ndo pode ser um
fator de o""*¥ (@), m € IN.

Seja V € Q e suponha, por absurdo que V ¢ () para todo k. Sejau € A um
fator de V. Como o é irredutivel, deve existir n tal que u ocorre em 0"(a). Podemos
decompor n na forma n = pq + k e, portanto u é um fator de 0”1 (a). Por outro lado,
como V ndo é uma palavra de () deve existir w fator de V tal que w ¢ () e escolhemos
v um fator de V que contenha u e w.

Como v € (), temos que v deve ser um fator de 0"(b) paraalgumb € Aen € N.
Usando novamente o fato que o é irredutivel, temos que b ocorre em ¢/(a) para algum
j € N, sendo assim, temos que v ¢ um fator de 0"(0/(a)) = o/(a). Podemos escrever
J=pq +k parag’ € Nealgum0 <k’ < p— 1. Temos que u e w sdo fatores de o? ¥ (a).
Como u é um fator de 0”1**(a) devemos ter que k' = k e, portanto u e w sdo fatores de

oP**(a). O que é um absurdo pois w ¢ (. m

Corolario 3.40. Considerando AP = {b € A : b € L(0""**(a))}, temos que A = |J AW e se
k # k" entdo A® N A®) = 0.
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Lema 3.41. A substituigio o” : A® — (A®)* é uma substituicdo irredutivel e aperiédica.

Demonstragio. Observe que a matriz de o” em A® coincide com a matriz My do grupo

ciclico Cy, que é uma matriz irredutivel e aperiédica. O

Proposicao 3.42. Seja 0 uma substituicdo de comprimento constante tal que M = M, é
irredutivel e periddica de periodo p > 1. Se M satisfaz (3.4), o sistema dindmico associado a o
ndo possui medida invariante finita.

Demonstragio. Suponha que exista uma medida u invariante em €, logo 1 é umamedida
invariante em Q® c Q. Usando (3.35), concluimos que ndo existe medida invariante

em Q® pois a matriz M® associada a o e ao conjunto ciclico Cy é nulo recorrente. O

Exemplo 20. Considere em A = IN a sequinte substituicdo:

o(0) =11,
om)y=m-1)(n+1), Vn=>1.

Temos que o é uma substituigio irredutivel e periédica de periodo 2, pois se |o*(n)|, > 0 entdo k

é par. A matriz de o é

010000
201000
M=]/01 0100
001O0T1O0

E, os conjuntos ciclicossio Co = {n € N :n =2k+1, k € N}eC; ={n e N:n =2k k € N}.
M é uma matriz irredutivel e periédica de periodo 2. Além disso, o é uma substituicio de
comprimento constante igual a 2. O valor de Perron de M é A = 2. A matriz M é nulo
recorrente, portanto usando a proposigdo temos que o sistema dindmico associado a ¢ nio possui
medida invariante.

Definigao 3.43. Seja 0 uma substituicdo irredutivel e periédica de periodo p > 1. Dizemos
que o é periodicamente ergédica (resp. fortemente ergédica), se cada uma das matrizes M® for
ergddica (resp. fortemente ergddica).

Proposicao 3.44. Seja o uma substituicio irredutivel e periddica de periodo p. Se, para cada k
a matriz M® associada ao conjunto Cy. é fortemente ergédica, o sistema dindmico associado a o

possui p medidas invariantes e ergodicas.

Demonstragio. Seja p uma medida invariante. Como cada um dos A® possui uma
tinica medida invariante py, temos que p restrita a A% é igual a medida py (a menos

de multiplicagdo por constante) e, portanto u pode ser escrita como combinagdo das
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p medidas pr. Com isso,temos que existem, no maximo p medidas invariantes em
Q. Como A® N A®) = @ quando k # ky, temos que existem exatamente p medidas

invariantes. O
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4 CONCLUSAO

Esse trabalho nos fornece alguns resultados interessantes em sistemas dindmicos
associados a substitui¢cdes em alfabetos infinitos. Entre os resultados importantes da
tese temos os teoremas a seguir.

Seja A um alfabeto infinito enumerdvel e 0 uma substituicao sobre A que possui
um ponto periédico u € AN e tal que M, seja irredutivel e aperiédica com valor de

Perron finito A. Entdo os seguintes resultados valem:

Teorema 4.1. Se M, for positivo recorrentet entdo o sistema dindmico (), S) possui uma
medida invariante . Além disso, i é finita se, e somente se, o autovetor de Perron a esquerda |

estd em I
Para substitui¢des de comprimento constante, temos:

Teorema 4.2. Se o for uma substituicido de comprimento constante L tal que M, seja posi-
tivo recorrente e M, /L seja scrambling, entdo o sistema dindmico (M,, S) possui uma tinica
probabilidade u, além disso (M, S) é minimal.

E uma generalizacdo desse tltimo resultado para substituigdes de comprimento

nao constante

Teorema 4.3. Seja 0 uma substituicdo sobre A tal que M, seja positivo recorrente. Seja r o
autovetor a direita de M associado a A e P a matriz estocdstica onde P;j = M;jr;/Ar;. Se P for
scrambling, entdo o sistema dindmico (();, S) possui uma tinica probabilidade invariante, além

disso (€),, S) é minimal.

Observacao. Esses resultados também podem ser obtidos no caso em que ¢ ndo possui

um ponto periédico mas é fracamente determinada a esquerda.

Observacgdo. Resultados semelhantes podem ser obtidos para substitui¢des o tais que

M, é irredutivel e periddica.

Os resultados obtidos nessa tese estendem os resultados encontrados em [21] e
[23], além disso, dutante as demonstracdes conseguimos expicitar a medida invariante

encontrada para o sistema.
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5 ANEXO1

Teorema 5.1 (Stolz-Cesaro). Seja (b,), en uma sequéncia de niimeros reais positivos tais que
et by = éncia de ni ] i intes desigualdades si
Yot by = 00 e (a,)n en uma sequéncia de niimeros reais, entio as seguintes desigualdades sio

satisfeitas:
a+a+---+a, . a,
lim su < limsu —. 5.1
S o+ b+ -+ b, Proe ®-1)
..M tayt - +ay .. an
lim inf > liminf, o —. 52
n—oo by +by+---+b, "% b, (5-2)

Em particular, se a sequéncia (), en possui um limite entao:
n

. a+a+---+a, . a,
lim = lim

Jim F g = Jim (5.3)

Demonstragido. Vamos mostrar a primeira desigualdade uma vez que a segunda desi-
gualdade pode ser obtida substituindo 4; por —a;. A desigualdade é trivial se o lado
direito é co; suponhamos entdo que L = limsup, 7 é finito ou —co e seja [ > L. Da

defini¢do de lim sup, existe N € IN tal que:

<] VYn>N. (5.4)

Usando (5.4) temos a desigualdade:
m+a+---+a, <m+a+---+ay+1(byy1 + by +---+b,) V> N. (5.5)

Denotamos as somas a; + -+ +a, = A, e by + -+ + b, = B, entdo (5.5) pode ser escrita
como
A, < Ay + (B, — By).
Dividindo por B, obtemos :
An — By
B,

Comolim,,_,., B, = oo, fixando N e tomando o lim sup em (5.6), temos quelimsup,_, A, /B, <

<Il+ (5.6)

An
B,
I, ou seja:

limsup% <l VI>L.

n—oo n

E, portanto:

An
lim sup 3 <L.

n—oo n
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Lema 5.2 (Lema de Fatou). Seja (aj(k));xen uma sequéncia de niimeros reiais ndo negativos,

entdo: - -
Z; liminfa,(k) < lim (ix)nfz; a;(k). (5.7)
= ]=

Teorema 5.3 (Teorema de Birkhoff). Sejam (X, B, 1) um espago medida, u uma probabilidade
e T : X v X uma transformacido que preserva a medida u entdo, dado qualquer fungdo

mensurdvel f : X — R, o limite:
_ 1 n-1
— im — j
F09 = lim 2 ) FT/C0) 58)
]:
existe para | quase todo ponto x. Além disso, se para qualquer 1 < p < oo, f € LP(u) entdo

felr, foT=Ffe|[ fdu= [ fdu.

Teorema 5.4 (Teorema ergddico de Birkhoff). Seja (X, A, u) um espago de probabilidade e
T uma transformagdo que preserva a medida e A um conjunto mensurdvel, entio

1-u é ergddica se, e somente se para 1 quase todo ponto x € X
1 n—1
. - ] _
lim — Z; XA(TI(x)) = p(A).
j=
2-u é unicamente ergddica se, e somente se
1 n—1
. - ] _
lim — Z; XA(TI(x)) = p(A).
]:
Para todo x € X.

5.1 MaAatrizes EstocAsTicAs

(o]

Definicao 5.5. Um vetor nio negativo v = (v;)1en € um vetor estocdstico se E v; =1
i=1
Uma matriz M = (M;;); jen é uma matriz estocdstica se todas as suas linhas sdo vetores

estocdsticos.

Exemplo 6. O vetorw = (1/2,1/4,1/8,...,1/2",...) é um vetor enumeravel estocdstico.

1/2 1/4 1/8 ... 1/2"
1/2 1/4 1/8 ... 1/2" ...
A matriz M = é uma matriz enumerdvel es-

1/2 1/4 1/8 ... 1/2"

tocastica.
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Definicao 5.6. Seja P = (P;;); jen uma matriz estocdstica, o coeficiente de ergodicidade de P,
denotado por a(P) é dado por:

a(P) =1 —sup Z[Pi,]- ~P I, (5.9)
ik

1, j:1

onde [P;j — Py;]" = max(P;; — Pyj, 0) para todo i, j, k € IN.

As vezes é mais conveniente usar 1 — a(P) ao invés de a(P). Definimos entdo o
coeficiente 6(P) onde:
O(P) =1—-a(P). (5.10)

E possivel verificar que:

[e¢]

- 1
sup Z[Pij - Pyl" = 5 Sup Z |Pij — Py;l.

i,k ]‘:1 ik ]':1
E, portanto

1 (o)
5(P) = 5 sup Z IP;; — Pyl. (5.11)

ik 1

Proposicao 5.7 ([22],[19] pg 70). Seja P = (P;)); jen uma matriz estocdstica, entdo 0 < 5(P) <
1. Além do mais,

11,02 &

5(P)=1- 1an min(Py ;, P ). (5.12)
j=1

Demonstragdo. Defina y(P) = inf; ;, ¥.;2 min(P;,j, Py, ) € yi,,(P) = Y2 min(Py,, Py)).
Seja 61‘1,,‘2(13) = Zj[Pﬁj - Pizj]+/ entao:

61'],1'2(13) = Z(PI]] - mil’l(Pl']]',Pizj)) =1- Zmin(Pi]]-, Pizj) =1- yi1,i2(P)'
j=1 j=1

E, com isso temos que 6(P) > 6;,;,(P) =1 - y4,;,(P) > 1 = y(P). Por outro lado, 6;, ;,(P) =
1-vi,,,(P) £1-y(P) para qualquer par iy, ip, 0 que implica em 6(P) < 1-y(P). Juntando
as duas desigualdades obtemos que 6(P) = 1 — y(P). O

Proposicao 5.8 ([19]). Sejam P = (P;;); jen € Q = (Qij)i jen matrizes estocdsticas entdo:

5(PQ) < 5(P)5(Q). (5.13)

Demonstragio. Fixados i; e i; e considerando [a] = min(a, 0) temos que :

Z[Pilk — Pl + Z[Pilk — Pyl = Z Pix =Py =0,
k=1 k=1 k=1



78

onde [P;x — Pix]” = min{P; x — Pi,x, 0}, portanto

Z[Pilk —Pi]" = - Z[Pilk — Pyl
= =1

k=1

’

Denote Z ax por Z ai e temos que:

>0 kelN

’

Z(Z(Pilk — Pi)Quj)" = Z Z(Pilk = Pii)Qxj = Z(Pilk — Pi) Z Qx;j
ik j ok k j
< Zk:(Pilk —Pip)* SliP Z Qxj + ;(Pilk - Pi)” ifkle Qxj
j j
-~ Zk:(Pilk - Pizk)+(51ip Z Qxj — il;}fZ Qxj)-
j j
Onde os indices em ). podem depender de i; e i,. Note que:
sup Z Qxj — iIkIfZ Qkj = iuk}i Z(lej — Quj) < iuklj Z(lej = Qr,))" = 0(Q).
j j 2 VR
E este ndo depende de 7; e i,. Com isso, Z]’(Zk(Phk = Pii) Qi)™ < Xp(Pik — Pik)*0(Q) e

5(PQ) = supl) () (P = P)Q)*] < supl ) (Pi = Pi) 6(Q)]
ik

il,iz il/iZ k

< 6(Q)sup Y (Pi — Pri)* = 8(P)S(Q):

iy T
O

Proposicao 5.9 ([19]). Seja P = (P;;) uma matriz estocdstica e & = (&;)ien um vetor tal que
€]l < c0e 312 & = 0. Entdo ||EP|| < |IE[I6(P).

Demonstragio. Defina os vetores ' = ({)iew € C* = (£)ien Onde:

& e
=22l
]

c =2

Temos que C' e (* sdo vetores estocdsticos e ( — (7 = 2”'55—”

Seja Q uma matriz onde a primeira linha de Q é igual a ! e as demais sdo iguais

a C>. Entdo:
25(QP) =2 (Y (G = CPy)* = Y 1Y (G = )Pyl
ik k

i
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Da definicdo de ' e C?, temos que:

LI G- t=2) Zn«zn 4l = ||5||Z Y. #heibyl =2
Tk

De onde concluimos que 6(QP) = 3 Y. il Yl = C)Pyj = ”||5£|”

Como 6(QP) < 6(P)o(Q) < 0(P), temos que ||EP]| < [|E]|6(P). O

Corolario 5.10. Seja M = (M;;); jen uma matriz em que todas as linhas possuem soma nula e
norma finita e Q = (Qjj); jen uma matriz estocdstica entdo:

IMQII < [IM]16(Q).
Corolario 5.11. Se P e Q sido matrizes estocdsticas entdo ||PQ — QJ| < 26(Q).

Teorema 5.12. [[13]] Uma matriz estocdstica P = (P;;); jen € fortemente ergddica se, e somente
se existe n € IN tal que P" é scrambling.

Proposicao 5.13 ([11]). Seja M uma matriz estocdstica, entdo M é fortemente ergodica se, e
somente se M for uniformemente geometricamente ergodica, ou seja, existem 0 < <lec>0
tais que:

|M7] - 7'(]'| <cp".

Para algum vetor estocdstico e positivo T = (T()j en-

Demonstragido. Como M é fortemente ergddica,temos que QM" = Qparan € NeQéa
matriz estocastica em que as linhas sdo constantes e iguais ao vetor ™ = (77;); en. Além

disso, existe um inteiro positivo N tal que:
SMN)=d < 1.

Seja n > N, assim podemos escrever n = Ng+rcom 0 < r < N e g natural. Com isso,
temos que:

IM" = Q| = MY = Q|| = IMNT*" — QM™M|| < |M" = QII6(M™N)
< 26(MNY = 249 < %(d%)".

ComoO<d<1eN21tomamosﬁ:d% ec:%EntéolIM”—QllScﬁ”paranZN.

Se n < N entdo

”Mn Q” <2= ﬁNﬁ dlB - CIB
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Seja agora 7tj > 0 e lim,, o sup {M}; — 71;} = 0. Entdo para N suficientemente grande,
devemos ter
M >1/2r;Vie N

Com isso temos que:
SMN)<1-1/2m; < 1.

Portanto M é fortemente ergédica. m|
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