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RESUMO

Neste trabalho definimos o polinémio de Hilbert-Samuel cuja descricdo desse po-
linbmio aparecem o foco principal do nosso estudo os coeficientes normalizados de
Hilbert. A principio vamos estudar, sobre determinadas condi¢des iniciais, os sinais
dos coeficientes que denotaremos por eq(q, M), e1(q, M) € ex(q, M).

Teremos ao final desse trabalho, em formato de comentario, uma condicao neces-
saria e suficiente para que todos os coeficientes normalizados de Hilbert sejam

nulos.

Palavras-chave: Polinémio de Hilbert-Samuel. Modulo de Cohen-Macaulay. Coefi-

cientes normalizados de Hilbert. Elementos superficiais.






ABSTRACT

In this work we define the Hilbert-Samuel polynomial whose description of this poly-
nomial appear the main focus of our study the normalized Hilbert coefficients. At
first, we will study, on certain initial conditions, the signals of the coefficients that we
denote by e1(q, M) e es(q, M). We will have at the end of this work, in a comment for-
mat, a necessary and sufficient condition so that all normalized Hilbert coefficients

are null.

Keywords: Hilbert-Samuel Polynomial, Cohen-Macaulay Module, Normalized Hilbert-

Samuel Coefficients, Superficial Elements.
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1 Introducao

Sejam A um anel noetheriano comutativo com identidade, M um A—modulo fini-
tamente gerado, ¢ um ideal de A tal que M/qM tenha comprimento finito. Para um
inteiro n suficientemente grande o comprimento do A—modulo M/q" ™ M é expresso
por um polindémio com coeficientes racionais, denotado por P(q, M,n + 1), chamado
de polinoémio de Hilbert-Samuel. O polindémio P(q, M,n + 1) pode ser escrito como

eola ("5 ) =erta an ("5 T k0 o (") 1 et ),

onde d & o grau do polinémio e os e;(q, M) para todo ¢ = 1,...,d sdo chamados de
coeficientes de Hilbert normalizados.

Sobre a hipotese de (A, m) ser um anel local noetheriano de Cohen-Macaulay e ¢
ser um ideal m—primario, Northcott mostrou em [11] a seguinte inequagao

ei(q, M) = eo(q, M) = 1(A/q) = 0
e também deu condigoes para que e;(q, M) seja nulo.

Sobre as mesmas condigdes Naritta mostrou em [10] que
e?(Qa M) 2 0
e deu condigbes para que ey(q, M) seja nulo.

Neste trabalho vamos mostrar as mesmas inequacoes dadas por Northcott e Narita,
mas assumindo que M seja um modulo de Cohen-Macaulay sobre um anel noetheriano
comutativo e com identidade, mas nao necessariamente local. Assumiremos, sem perda
de generalidade, a condicao de A ser um anel local e nessas condi¢oes teremos meios
para relacionar, da maneira que queremos, os coeficientes de Hilbert normalizados.

Dividimos este trabalho em trés capitulos, onde no primeiro apresentamos defini-
coes e resultados da teoria de algebra comutativa que julgamos necessario para melhor
entender os capitulos seguintes. Comegamos com a defini¢cao de anel comutativo com
identidade e prosseguimos com a definicao de ideais. Através de exemplos apresenta-
mos as classes de ideais que utilizamos ao longo do trabalho como: ideal quociente,
ideais primos, ideais maximais, radical de um ideal e etc. Apresentamos também o con-
ceito de modulo, sequéncias exatas de modulos, produto tensorial de moédulos, anéis e
modulos artinianos e noetherianos, a existéncia e unicidade da decomposicao primaria
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14 Introducao

de modulos e os conjuntos suporte e associados a um moédulo. Dentre os conceitos
fornecidos no primeiro capitulo salientamos a importancia do comprimento (M), que
indica o menor comprimento de uma série de composicao de um modulo M sobre um
anel A, e do fato de [(M) ser uma fungao aditiva sobre a classe de todos os A—modulos
de comprimento finito.

No capitulo 2 apresentamos algumas nocoes de grupos topologicos, anéis e moédulos
graduados associados, introduzimos a definicao de dimensao para um A—modulo M
e apresentamos o polinomio de Hilbert-Samuel. Seguimos com a teoria da dimensao
sobre modulos finitamente gerados e finalizamos o capitulo 2 com a definicao e propri-
edades de elementos superficiais e modulos de Cohen-Macaulay. Dentre os teoremas
deste capitulo destacamos os teoremas de Hilbert-Serre e Krull-Chavalley-Samuel.

Por fim o capitulo 3 apresentamos dois teoremas que fornece uma relagao dos coe-
ficientes e1(q, M) e ea(q, M'). Os resultados que estabelece a relagdo desses coeficientes
dependem e muito dos resultados vistos no capitulo 2 e por sua vez esses resultados de-
pendem de que A seja um anel local noetheriano e que seu corpo residual seja infinito,
porém no capitulo 3 veremos como contornar esse problema, ou seja, como estabelecer
a relacao dos coeficientes tendo como hipotese que o A nao é necessariamente local e o
corpo residual de A nao sendo infinito.



2 Preliminares

Neste capitulo iremos expor defini¢oes e resultados sobre a teoria de algebra comu-
tativa que julgamos necessario para melhor entender os capitulos seguintes, por conta
disso nao serd tratado na integra todo o contetdo de algebra comutativa.

2.1 Anéis Comutativos com Identidade e Ideais

Definicdo 2.1.1. Seja A # () um conjunto onde estejam definidas duas operacoes
+:AxA—Ae-: Ax A— A, chamadas de adicao e multiplicacao respectivamente,
tais que:

i) A é um grupo abeliano com respeito a adicao.

ii) A multiplica¢do é associativa ((zy)z = x(yz)) e distributiva sobre a adi¢io a
direita e a esquerda (x(y + 2) = vy + vz, (v + y)z = vz + yz).

i) zy =yx,Vr,y € A

iv) Existe um elemento pertencente ao conjunto A denotado por 1 tal que z1 = lx =
x para todo x € A.

v) Um elemento x € A é chamado de divisor de zero se existe 0 # y € A tal que
xy = 0, onde 0 é o elemento neutro da adigao.

vi) Um elemento = € A é inversivel se existe um elemento y € A tal que zy = 1.

Se no conjunto A se verifica i) e i7), entao A é dito ser um anel. Se além disso em um
anel A se verifica i) e iv), entdo A é dito ser um anel comutativo com unidade. Um
anel A # 0 cujo tnico divisor de zero é o elemento nulo ¢ chamado dominio integral.
Um anel comutativo com unidade é chamado de corpo quando todo elemento nao nulo
¢ inversivel.

Proposicao 2.1.1. Todo corpo K ¢ um dominio integral.

Demonstracao: Sejam z,y € K tais que zy = 0 e suponha que z # 0, entao existe
w € K tal que zw = 1. Logo y = yl = y(zw) = (yr)w = Ow = 0. Portanto K nao
possui divisores de zero, ou seja, K é um dominio integral.
[
A reciproca da proposicao 2.1.1 é falsa, pois basta tomar como contra exemplo o
conjunto Z dos ntimeros inteiros.

15



16 Preliminares

Ao longo deste trabalho a palavra "anel" sempre denotarid um anel comutativo com
unidade.

Observacao: Cada z € A tem um inverso aditivo denotado por —x. Note que se
0 =1, entdo A = {0}, pois

r=21=20=0VzcA

Seja S um subconjunto nao vazio de um anel A, se S for um anel com as operagoes
de adicao e multiplicacao de A dizemos entao que S é um subanel de A.

Observacao: Seja S C A um subanel, entao a unidade de A pode ser diferente da

unidade de S. Para constatar isso basta tomar como exemplo o conjunto das matrizes

M5(Zs) que é um anel comutativo com unidade e S = {O, { (1) 8 } } C My(Zs).

Definigao 2.1.2. Sejam A um anele I C A. Dizemos que [ é um ideal de A, denotamos
por I < A, quando [ for um subgrupo aditivo de A e paratodoa € Aex € I, ax € 1.

Exemplo 2.1.1. Sejam A um anel e a € A. O conjunto (a) := {za | x € A} é 0o menor
ideal de A que contém a e é chamado de ideal principal gerado por a.

Exemplo 2.1.2. Sejam A um anel e I < A, entdo o conjunto /I := {x € A | 2" €
I para algum n > 0} é um ideal de A chamado radical de I. Sejam z,y € V1, entdo
x™ e y" pertencem a [ para algum m e n inteiros positivos. Pelo teorema binomial

m+n—1 (m+n— 1

(z+y)mmt= N

k=0
e s = k, entao as desigualdades r < m e s < n nao ocorrem simultaneamente. Se

r<m,entao s=m+n—1—r>m-+n—1—m=mn—1e portanto y* = y"y* " € I.
Analogamente, quando s < n, " = z™2x"™™ € [ e portanto podemos concluir que
(x4 y)™ " € I e além disso ax € VI para todoa € Aex € V1.

):z:’”"lk y*. Se considerarmos r =m +n—1—k

Exemplo 2.1.3. Seja K um corpo. Vamos denotar por K[z] o conjunto de todos

os polinomios sobre K na varidvel z, ou seja, um elemento f(z) € Kz] ¢ da forma
n

f(z) = Zaixi, onde a; € K. Chamaremos os ajs de coeficientes, entdo quando
=0

todos os coeficientes forem nulos indicaremos f(z) por 0 e o chamaremos de polindémio
identicamente nulo ou simplesmente de polinémio nulo. O niimero natural n de f(x) €
K[z] é chamado grau do polinémio f(z) e denotaremos deg f = n, além disso a, é
chamado coeficiente lider de f(z). Usando a defini¢do de soma e multiplicagdo usual
para polindmios o conjunto K[z] é dominio integral. Seguindo esse raciocinio podemos
construir um outro dominio integral o conjunto K[xy, zs, ..., x,] dos polindmios sobre
K em n variaveis.

Definigao 2.1.3. Seja A um anel. Um elemento x € A é chamado de nilpotente se
possui alguma poténcia nula, ou seja, se ™ = 0 para algum n > 0.

Exemplo 2.1.4. Seja A um anel. O conjunto v/0 = {z € A | 2" = 0 para algum n >
0} é um ideal de A chamado nilradical de A. A verificacao dessa afirmacao é inteira-
mente andloga ao exemplo 2.1.2.
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Sejam A um anel e I < A. Definimos a seguinte relagdo
r=y(modl) = x—yel,

onde z,y € A. A relagao congruéncia médulo I define uma relagao de equivaléncia. O
conjunto 7= {T=a+1]x¢€ A} é chamado de conjunto quociente de A pelo ideal

I. Podemos dar uma estrutura de anel para o conjunto A/l definindo

TH+y=x+y e Ty =7Ty.

o <

Note que as operagoes em A/ dadas acima estao
da escolha dos representantes de classes x,y.

em definidas, ou seja, nao dependem

Exemplo 2.1.5. Sejam [, J ideais em um anel A. O conjunto definido por
I:J={xe€Al|lxJ CI}
¢ um ideal em A chamado ideal quociente, onde xJ = {z.u | u € J}.

Observagao: Em particular (0 : J) é chamado de anulador de J e também é
denotado por Ann(J). Se J = (z), entdo denotamos Ann(z) para = € A.

Definicao 2.1.4. Sejam A um anel e p < A. O ideal p é primo se

i) p#A
ii) zy e p=2x €Epouy €p

Definigao 2.1.5. Seja A um anel. O conjunto Spec A = {p | p C A é um ideal primo }
¢ chamado espectro de A.

Definigao 2.1.6. Sejam A um anel e [ < A, entdo V() = {p € Spec A | p D I}.
Definigao 2.1.7. Sejam A um anel e m < A. O ideal m é maximal se

i) m#A

ii) se m C I C A para algum ideal / de A = [ =mou I = A.

Proposicao 2.1.2. Sejam A um anel, p e m ideais de A, entao:

a) p é primo se, e somente se, — é um dominio integral.

b) m é maximal se, e somente se, — é corpo.
m

A _
Demonstra¢ao: a) Sejam T,y € — tais que Tg = 0 e suponha, sem perda de
p

generalidade, que 7 # 0. Como zy € pe y ¢ p, entdo x € p, ou seja, T = 0.

Portanto — é dominio integral. Reciprocamente, sejam z,y € A tais que zy € p.
p

Como Ty = 7y = 0 e — é dominio, segue que x = 0ouy =0, i.e, z €E pou y € p.
p
Portanto p é primo.
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_ A
b) Seja 0 #£ T € —, ou seja, © ¢ m. Logo pela maximalidade de m temos que o ideal

(x) + m coincide com o anel A e como 1 € A, segue que existem a € A e n € m tais

que 1 = xa+n. Assim 1 = 1+ m = xa+m = Ta. Portanto T é unidade em —.
m

: : : , < : J o
Reciprocamente seja J um ideal em A que contém m, entao o quociente — é um ideal
m

A A . o
em —. Como — ¢é corpo segue que — ou é o ideal nulo em — ou coincide com o
m m m m

L , J . - , -
proprio anel —, porém se — for o ideal nulo, entao J = m que é uma contradicao.
m

Portanto — = —, ou seja, J = A.
m m o

Proposicao 2.1.3. Sejam A um anel, p,py,...,p, ideais primos e I, Iy, ..., I, ideais
quaisquer em A. Entao

i) Se I C Upi, entao I C p; para algum i.
i=1

ii) Se p D i, Li, entdo p D [; para algum i. Se p = (., ;, entdo p = I; para
algum 1.

Demonstracao: Ver [1| Prop. 1.11, pag. 8.

Teorema 2.1.1. Todo anel A nao nulo possui pelo menos um ideal maximal.

Demonstragao: Ver [1] Teo. 1.3, pag. 3.
0

Corolario 2.1.1. Seja A um anel e [ # A um ideal, entao existe um ideal maximal
em A contendo I.

A
Demonstracao: Basta considerar o anel quociente T e aplicar o teorema 2.1.1.

m
Como consequéncia direta do corolario 2.1.1 temos que todo elemento z € A que
nao é unidade em A estd contido em um ideal maximal de A.

Proposicao 2.1.4. O conjunto /0 de um anel A é a intersecio de todos ideais primos
de A.

Demonstracio: Comecaremos provando que se z € 1/0, entdo = € p para todo ideal
primo p de A. Seja z € V0, entdo 2" = 0 para algum n > 0. Assim 2" = 0 € p
para todo ideal primo p em A. Como z™ = z 2" ! € p, entdo z € p ou 2" 1 € p. Se
x € p mostramos o que queriamos, se 2" ! € p, entdo 2" ! = x 2”2 € p e repetimos o
argumento anterior e como esse processo é finito concluimos que x € p. Mostraremos
agora que se x pertence a todo ideal primo em A, entao x é nilpotente. Vamos mostrar
por contraposicao. Suponha que z nao seja nilpotente, i.e., ™ # 0 para todo n > 0.
Considere Y conjunto de todos ideais p em A tais que Vn > 0 = 2" ¢ p. Temos que
> # 0, pois 0 € Y, entdo aplicando o Lema de Zorn, > tem um elemento maximal.
Seja m esse ideal maximal. Mostremos que m é primo. Sejam a,b € A tais que
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a,b ¢ m, entdo os ideais m + (a), m + (b) contém propriamente m logo nao pertencem
a Y. consequentemente x¥ € m + (a) e 2" € m + (b) para algum k,n. Segue que
F" € m + (ab), entdo o ideal m + (ab) ndo estd em > e portanto ab ¢ m. Assim tem
um ideal primo m tal que = ¢ m, ou seja, x nao pertence a nenhum ideal primo de A.

]

Definicao 2.1.8. Um anel, nao necessariamente comutativo e com unidade, que possui
apenas um ideal maximal é chamado local e se o anel possuir apenas uma quantidade
finita de ideais maximais, dizemos que o anel é semilocal.

Definicao 2.1.9. O radical de Jacobson (denotado por rad(A)) de A é a interse¢ao de
todos os ideais maximais de A.

A proposigao a seguir nos d4 uma outra caracterizacao do radical de Jacobson.

Proposicao 2.1.5. Seja A um anel, entdo x € rad(A) se, e somente se, 1 — zy é uma
unidade em A para todo y € A, ou seja, é invertivel em A.

Demonstracao: Suponha que 1 — zy nao é unidade em A, logo pelo corolario 2.1.1

(1 — zy) pertence a algum ideal maximal digamos m. No entanto por hipotese z € m

consequentemente xy € m, assim 1 € m que é uma contradicao, pois m é maximal.

Reciprocamente suponhamos que = ¢ rad(A), ou seja, ¢ m, para algum ideal

maximal m. Pela maximalidade de m temos que (z) +m = A, entdo 1 —zy € m, onde
y € A. Portanto 1 — zy nao é unidade em A.

O

Definigao 2.1.10. Sejam A e B dois aneis, um homomorfismo de anéis é uma aplicagao
f do anel A sobre o anel B tal que f respeita a adicao, a multiplicacdo e elemento
identidade. Se f : A — B é um homomorfismo bijetivo dizemos que f é um isomorfismo
de A sobre B e neste caso os anéis sao isomorfos e denotamos A ~ B.

Seja f : A — B um homomorfismo de anéis, entdo se I < A nao necessariamente
f(I) < B, por exemplo tome f : Z — Q definida por f(z) = % e pegue qualquer ideal,
nao nulo, em Z e como Q é corpo seus Unicos ideais sao os triviais. Porém o ideal
gerado por f(I) em B chamado extensao de I e denotado por I¢ é um ideal em B. Em

contra partida para todo ideal J em B o conjunto f~1(J) chamado contracao de J e
denotado por J¢ é um ideal em A.

2.2 Mobdulos

Definicao 2.2.1. Seja A um anel. Um A-médulo é um par (M, i), onde M é um grupo
abeliano e p : A x M — M uma aplicagao onde a notagao u(a,x) serd simplificada por
ax tal que para todo a,b € Ae x,y € M tem-se que

i
a+b)x = ax + br;

ab)r = a(br);

lx =

i) (
iii) (

iv

i) a
1)
i)
)
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Exemplo 2.2.1. Por definicao todo anel A e todo ideal I em A pode ser visto como
A-mobdulo.

Definicao 2.2.2. Sejam M e N dois A-mddulos. Uma aplicagao f : M — N é um
homomorfismo de A-modulo (ou A-linear) se

flx+y) = f(z)+ f(y)
flaz) = af(z)

Definigao 2.2.3. Seja f : M — N um homomorfismo de A-moédulo. Os conjuntos
ker(f) ={z e M| f(x) =0} eIm(f) = {y € N | f(x) = ypara algumz € M} sdo
chamados, respectivamente, de kernel (ou niicleo) e Imagem da aplicacao f.

Definigcao 2.2.4. Seja M um A-mo6dulo. Um submoédulo M’ de M é um subgrupo de
M que é fechado sobre a multiplicacao por elementos de A.

M
Sejam M um A-modulo e M’ um submodulo de M. O conjunto Wi ¢ chamado

M
conjunto quociente de M por M’, onde T € I étal que s = {o+ M | z € M}.
Podemos definir a soma em M /M’ da seguinte maneira T+7 = = + y tal que o conjunto

i tenha estrutura de grupo abeliano. Considere a aplicacao 1 : A X i — i

M
definida por f(a, ) — ax+ M’, entdo e tem estrutura de A-mo6dulo. Vamos mostrar

que a aplicacao @ estd bem definida. Considere (a,T) e (b,7) elementos em A X i
tais que (a,7) = (b,y), ou seja, a = be T =7, logo © —y € M’ e com isso existe
m' € M’ tal que x = y + m/, assim ax = ay + am/, isto é, ax — by € M'. Portanto

ar + M = by + M'.

Exemplo 2.2.2. Seja A um anel, definimos IM, onde I é um ideal em A e M um
A-modulo, como o conjunto de todas as somas finitas Y a;x; com a; € I e x; € M.
Esse conjunto forma um submoédulo de M.

Exemplo 2.2.3. Em um homomorfismo de A-moédulos f: M — N o ker f e Imf sao
submoédulos de M e N, respectivamente.

Seja f : M — N um homomorfismo de A-modulo, entdo a aplicacio f : ﬂ —
er

Im(f) definida por = + ker f — f(x) é um homomorfismo bijetivo induzido por f, ou

seja, ~ Imf. Esse resultado é chamado primeiro teorema do isomorfismo.

ker f
Proposicao 2.2.1. i) Se L O M DO N sao A-moédulos, entao (L/N)/(M/N) ~
L/N.

ii) Se M;, M, sdo submodulos de M, entdo (M + M) /My ~ My /(M N Ms).

Demonstrac¢ao: Ver [1|. Prop. 2.1, pag. 19.
[
Observacao: Os resultados dos itens i) e i) da proposicao 2.2.1 sdo chamados
segundo e terceiro teorema do isomorfismo, respectivamente.
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Definicao 2.2.5. Analogamente ao exemplo 2.1.5 podemos definir o ideal quociente
para submodulos de M. O conjunto Ann (M) = {z € A | M = 0} é chamado
anulador do A—modulo M.

Definicao 2.2.6. Seja M um moddulo sobre um anel A. Um ideal primo p é dito ser
associado a M se existe z € M tal que p = Ann(z). O conjuntos dos ideais primos
associados a M é denotado por Ann(M).

Observagao: Como Ann (0) = A, entdo na definicao 2.2.6 se exclui a possibilidade

A
x = 0. Note que se Ass(M) # (), entao existe um submoédulo N de M tal que N ~ —,
p

onde p € Ann(M). Para constatar isso basta tomar a aplicacdo ¢ : A — M definida
por a — ar (Imp = Ax = N), onde Ann (z) = p e aplicar o primeiro teorema do
isomorfismo.

Proposicao 2.2.2. Sejam M um modulo sobre um anel A e FF'={Ann(x) |z € M}.
Entao todo elemento maximal de F' é um ideal primo associado a M.

Demonstra¢ao: Sejam Ann(x) um elemento maximal de F' e z,y € A tais que
zy € Ann(z). Suponha que y ¢ Ann(x), ou seja, zy # 0. Temos que Ann (x) C
Ann (zy) # A, pela maximalidade de Ann () segue que Ann (x) = Ann (xy) e portanto
z € Ann ().

[

Proposicao 2.2.3. Seja M um A-moédulo, entao para todo 0 # = € M, tal que
Ann (z) = p tem-se
0#ye€ Az = Ann (y) =p

A
Em particular Ass (E) = {p} onde p € SpecA

Demonstracao: Seja b € Ann (y) e ja que y € Az, entdo by = bax = 0. Como
ax # 0 e ba # 0 segue que bx = 0, ou seja, b € Ann (z) = p. Agora se b € p, entdo

by = baxz = 0 e assim b € Ann (y). Pela ultima observac¢ao que fizemos concluimos que

A
Axr ~ —.

p

O
Definigao 2.2.7. Sejam M um A-moédulo, x € M e A um conjunto de indices. O
conjunto (z) = Az = {az | a € A} é um submodulo de M. Se M for escrito como uma
combinagcdo linear de {z; };ca com uma quantidade finita de elementos ndo nulos, entao
o conjunto formado pelos x}s é chamado conjunto gerador de M, i.e., cada elemento
de M pode ser escrito (ndo necessariamente de maneira tinica) como uma combinagao
linear dos zs com coeficientes em A. Um A-modulo M é finitamente gerado se existe
um conjunto finito de geradores.

Sejam M, N A-moédulos, entao o conjunto M & N = {(z,y) | v € M,y € N} tem
estrutura de A-moédulo se definirmos adi¢do e multiplicagao por escalar da seguinte
maneira

(z1,91) + (22, 92) = (21 + T2, Y1 + 12)
a(z,y) = (az, ay)
Podemos definir @Ml = {(x)ier | ®i € M;} onde uma quantidade finita de z’s

icl
sao nao nulos.
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Definicao 2.2.8. Um A-moédulo M é livre quando quando M é isomorfo a uma A-

modulo da forma @ M;, onde cada M; ~ A (como uma A-méodulo). Um A-modulo
iel

livre é finitamente gerado quando é isomorfo a A®---® A (n parcelas) que denotamos

por A™.

Sejam M um A-modulo finitamente gerado e {1, ..., 2,} o conjunto gerador de M.
Defina ¢ : A" — M por ¢(ay,...,a,) = a1x1+- - -+ a,x,. Entdo ¢ ¢ um homomorfismo

n

ker(9)

um A-modulo M finitamente gerado cujo conjunto gerador {xy,...,z,} é linearmente
independente sobre A é uma outra caracterizacdo para um A-moédulo livre finitamente
gerado.

. Com isso

sobrejetor de A-modulo e pelo primeiro teorema do isomorfismo M ~

Proposicao 2.2.4. Sejam M um A-modulo finitamente gerado, I um ideal em A e ¢
um endomorfismo de M tal que ¢(M) C IM. Entao ¢ satisfaz uma equagao da forma

¢n+a1¢n—1+‘”+an:O,
a; € 1.

Demonstracao: Ver [4] Teo. 2.7, pag. 43.
[l

Corolario 2.2.1. Sejam M um A-modulo finitamente gerado e I um ideal em A tal
que IM = M. Entdo existe x = 1( mod I) tal que M = 0.

Demonstracao: Ver [1| Coro. 2.5, pag. 21.
O

Teorema 2.2.1 (Lema de Nakayama). Sejam M um A-modulo finitamente gerado e
I um ideal contido no radical de Jacobson de A. Entao IM = M implica que M = 0.

Demonstracao: Pelo corolario 2.2.1 existe + = 1( mod rad(A)) tal que M = 0.
Entao pela proposi¢ao 2.1.5 1+ (z — 1) é uma identidade em A, ou seja, existe 7! € A
tal que zz~! = 1. Portanto M =z 'aM = 0.

m

Exemplo 2.2.4. Sejam I <4 A, M um A-moédulo e N um submoédulo de M, entao
M IM+ N M
1 (—) = —+ De fato, seja x € (—), entdo x = Y a;m;, onde a; € [ em; €

N N N
M IM + N
v Logo x = a;(m1 + N)+---+a,(m, + N) = (>_a;m;) + N € T+ Agora
IM+ N

considere x € —~N entdo r = a+ N, tal que a € IM + N e assim a = ) _ bym; +n.

M
Portanto z = (D_bym;+n)+ N =>_bm;+ N => bi(m;+N) € I (ﬁ)’ onde b; € I

em; € M.
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2.2.1 Sequéncias Exatas

Definicao 2.2.9. Uma sequéncia de A-mo6dulos e A-homomorfismos
fi fit1
"'—>M7;_1 —>Mi—>Mi+1 —_—

é dita exata em M; quando Imf; = ker f;, ;. Esta sequéncia seré exata se ela for exata
em cada M;.

Proposicao 2.2.5. Sejam M, M’ e M"” A-mobdulos, entao
i) 0— M Iy M 6 exata se, e somente se, f é injetiva.

i) M Zy M” — 0 é exata se, e somente se, g é sobrejetiva.

iii) 0 — M’ LM 4 M = 06 exata se, e somente se, f injetiva, g sobrejetiva e g

induz um isomorfismo entre Cokerf = —— e M”

Im(f)

Demonstracao: ) Se a sequéncia 0 Lo Ly me exata, entdo Imf’ = {0} = ker f,
ou seja, f é injetiva. Reciprocamente se f é injetiva, entdao ker f = {0} = Im(f’) e
portanto a sequéncia é exata.
ii) Se a sequéncia M 2 M” L5 0 ¢ exata, entdo Im(g) = Ker(g') = M’, ou seja, g é
sobrejetiva. Reciprocamente se g é sobrejetiva, entdao Im(g) = M’ = ker(¢') e portanto
a sequéncia é exata.
i11) Se a sequéncia 0 — M’ LmMsmsoe exata, entdo pelos itens i) e i7) acima
as aplicacoes f e g sao injetiva e sobrejetiva, respectivamente. Além disso, usando os
fatos da sobrejetividade de g e da sequéncia ser exata temos que pelo primeiro teorema

do isomorfismo

M
(/) ~ M". A reciproca segue imediatamente dos itens i) e ii) acima
m

e do primeiro teorema do isomorfismo.
; O
Uma sequéncia exata do tipo 0 — M’ 5 M % M” — 0 ¢ chamada sequéncia exata

. . i fi ,
curta e enquanto a sequéncia exata do tipo --- — M;_4 f—> M, =5 Miyy — -+ &
chamada sequéncia exata longa. Note que se N; = Im f; = ker f;,1, entao temos uma
sequéncia exata curta 0 — N; — M; — N; ;1 — 0 para cada 1.

Teorema 2.2.2. Sejam A um anel e 0 - M’ — M — M"” — 0 uma sequéncia exata
de A-mo6dulos. Entao
Ass(M) C Ass(M") U Ass(M")

Demonstragao: Se p € Ass(M), entao existe um submoddulo N de M isomorfo a —.
p
Pela proposicao 2.2.3 tem-se Ann (z) = p para todo z € N. Logo se N N M’ # {0},

M
entdo p € Ass(M'). Se N N M’ = {0}, entdo a imagem de N em M" ~ e (esse

isomorfismo é consequéncia da proposigao 2.2.5 item iii)) é também isomorfo a —,
p

M
pois a aplicagdo ¢ : N — I definida por p(n) =n+ M’ é injetiva.
O



24 Preliminares

Sejam C' um conjunto de A-modulos e A um fungdo em C' com valores em Z (ou,
mais geralmente sobre um grupo abeliano G). A funcao A é aditiva se para toda
sequéncia exata curta 0 — M’ — M — M"” — 0 na qual M’, M ¢ M” pertencem a C,
tem-se

A(M') = A(M) + A(M") = 0

Proposigao 2.2.6. Seja 0 — My — M; — --- — M,, — 0 uma sequéncia exata de A-
modulos onde todos os modulos M; e os nicleos de todos os homomorfismo pertencem
a C. Entao todas funcao aditiva A sobre C satisfaz

D (=1)AM;) =0
i=1
Demonstracao: Como observado anteriormente podemos transformar uma sequén-
cia exata longa do tipo 0 - My — M; — --- — M, — 0 em uma sequéncia exata
curta 0 - N, = M; — N;;1 — 0 para cada ¢, onde Ny = N,;; = 0. Entao temos
A(M;) = AM(N;) + A(Ni14). Agora tomando a soma alternada dos A\(M;) teremos a soma
que procuramos.

]

Definigao 2.2.10. Uma cadeia de submédulos de um A-modulo M é uma sequéncia
(M;) (1 <i<mn) tal que

M=MyDM>---DM,=0

Mty

Uma série de composicao para M é uma cadeia na qual cada quociente é simples

i
(0s tinicos submoédulos sdo os triviais). O indice n é chamado comprimento da cadeia.

Denotamos por (M) ou l4(M) o comprimento de uma série de composi¢ao de um
A-modulo M. Quando [(M) = 400 quer dizer que M nao possui série de composigao.

L
Observacao: Sejam M, N e L A-moédulos tais que N C M C L, entao [ (M) <

L

z (N>

Proposicao 2.2.7. Sejam M e N A-moddulos
a) Se N C M, entao [(N) < (M)

b) Qualquer cadeia de M tem comprimento menor do que ou igual a [(M).

Demonstracao: Seja (M;) uma série de composi¢do para M com comprimento mi-
: : i M;_
nimo e considere os submodulos N; = NNM; de N. Como — Lo il

N T M
) . - Niw My

um modulo simples, entao N =i ou N;,_1 = N, e consequentemente removendo
os termos repetidos temos uma série de com posicdo para N tal que [(N) < [(M). Se

. Niw My
[(N)=1(M), entao =
(N) = 1(01), entio =L = =
M = N. Se considerarmos uma cadeia para M com comprimento k, entao pelo item
a) temos [(M) > (M) > --- > (M) = 0 e portanto [(M) > k.

e este ultimo é

paracadai=1,--- ,n,logo M; ; = N;_; e portanto

]
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Corolario 2.2.2. Suponha que o A-mo6dulo M admite uma série de composicao, entao
seu comprimento independe da escolha da série de composicao para M e além disso
toda cadeia pode ser estendida para uma série de composicao.

Proposigao 2.2.8. O comprimento (M) ¢ uma funcao aditiva sobre a classe de todos
os A-moédulos que admitem série de composicao.

Demonstracao: Mostremos que se a sequéncia

o

0= M SME M =0 (2.1)

¢ exata, entao (M) = I(M')+1(M"), onde M, M' e M” admitem série de composicao.
Sejam M' = M) > M D --- D M, =0e M" = M, DM/ D --- D M =0
séries de composi¢ao para M’ e M”, respectivamente. Como a sequéncia (2.1) é exata
segue que 3 é sobrejetiva e Ima = ker 3, logo M = =Y (M}) > p~'(M}) D> --- D
BHM]) =ker f=Tma = a(M)) Da(M]) D D a(M))=0. Assim obtemos uma
cadeia para M de tamanho n+ k e agora vamos verificar que essa cadeia é uma série de
composicao para M, ou seja, mostrar que as inclusoes sao de fato estritas e que a cadeia
é maximal. Temos que M/ , D M/, isto é, existe m,_, € M/ ;| tal que m)_, ¢ M.
Logo a(m]_,) € a(M]_,) e suponha que a(m)_;) € a(M]), assim exite m; € M/ tal que
a(m)_,) = a(m}) e como « ¢ injetiva segue que m;_, € M/ que é um absurdo e portanto
a inclusao a(M/ ;) D a(M]) é de fato estrita para ¢ = 1,...,n. Analogamente mostra-
se que a inclusao f~' (M} ;) D B~ (M]) é de fato estrita para j = 1,...,k. Para
mostrar que a cadeia ¢ maximal considere a aplicagao 8;_; : 8~ H(M/ ) LN My =

"
i—1

e note que m € ker 5,1 & B(m) € M/ & m € S7(M]) e pelo teorema

M
7 . .
. BTH(M) M, . BTH(M ) .
do isomorfismo S ~ —= ¢ portanto o quociente ———==> ¢ simples e de
My gy © Y
1o !
maneira analoga mostra-se que o quociente (—170 é simples.
a(Mi) 0

Seja 0 —» My — My — --- — M,, — 0 uma sequéncia exata de A-moédulos tal que
cada M; admita série de composicao, entao pelas proposicoes 2.2.6 e 2.2.8

S (-1 =0

i=1

2.2.2 Produto Tensorial de Moédulos

Definicao 2.2.11. Sejam M, N e P A-mo6dulos. A aplicacao f: M x N — P é dita
A-bilinear se para todo z € M a aplicacdo f, : N — P, definida por f.(y) = f(x,y) é
A-linear e para todo y € N a aplicagao f, : M — P definida de maneira analoga a f,
¢ A-linear.

Teorema 2.2.3. Sejam M, N mo6dulos sobre um anel A. Entao existem um A-modulo
T e uma aplicacao A-bilinear g : M x N — T com as seguinte propriedades

e Dado qualquer A-moédulo P e qualquer aplicagao A-bilinear f : M x N — P,
existe uma tunica aplicacdo A-linear f': T — P tal que f = f'og.
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e Se existir um outro A-modulo 77 e uma outra aplicacao ¢’ com a mesma propri-
edade, entao existe um isomorfismo h : T'— 1" tal que ho g = ¢'.

Demonstrac¢ao: (Unicidade) Substituindo f e P por ¢’ e T’ respectivamente obtemos

uma tnica aplicacao A-bilinear j : T — T" tal que ¢’ = jog. Intercambiando os papéis
de T e T" temos que existe um tnico j' : 7" — T tal que g = j'og’. Logo ¢’ = joj' og
e g=j ojog, assim as composicoes joj : T' — T e j'oj: T — T devem ser a
identidade, e portanto j é um isomorfismo.
(Existéncia) Denotemos por C' o A-modulo livre Al Os elementos de C sao
combinacoes lineares dos elementos de M x N com coeficientes em A, ou seja, eles
sao expressoes da forma Y, a;(x;,y;), onde a; € A, z; € M ey; € N. Seja D o
A-submoédulo de C' gerado por todos elementos de C' do seguinte tipo:

MxN)

(l’ + JZ’,y) - (ZL‘,y) - (ZL‘/,y)
(fE,y+y/) - (ZL’,y) - (ZL’,y/)
(Clﬂﬁ,y) - a(x,y)
(x,ay) - a(x,y)

C
Seja T = o Para cada elemento base (x,y) de C, denote por z ® y sua imagem em 7'

(i.e. (z,y) =2 ®y). Entdo T é gerado pelos elementos da forma z ® y e por definigao
segue que

(r+2)Qy=20y+2' Ry, 1 (y+9) =ry+rRY, (ax)Ry =12 (ay) = a(rRy)

Portanto a aplicacdo g : M x N — T definida por g(x,y) = z ® y é A-bilinear. Agora
vamos verificar que a aplicagdo g e o A-modulo T' satisfazem as condicoes do teorema
2.2.3. Qualquer aplicacao f de M x N em um A-médulo P estende-se por linearidade
a um homomorfismo f : C — P. Suponha em particular que f é A-bilinear. Entao,
segue das definicoes, que f anula-se em todos os geradores de D e portanto em todo o
conjunto D. e portanto f induz um A-homomorfismo f’ bem definido de T em P tal
que f'(z®@y) = f(z,y) = f(z,y). A plicagio f’ é definida de maneira tnica por estas
condigoes, e portanto mostramos o que queriamos.

]

Definicao 2.2.12. O médulo T construido acima é chamado de produto tensorial de
M por N e é denotado por M ® N.

Observagao: Se (x;)icr, (y;)jes sdo familias de geradores de M, N respectiva-
mente, entao os elementos z; ® y; geram M ® N. Em particular, se M e N sao
finitamente gerados, entao M ® N também é.

Proposicao 2.2.9 (Propriedades do produto tensorial). Sejam M, N, P A-modulos,
entao existe um tnico isomorfismo

i) M&N =+ NM

1i

(MRN)®P M@ (N®P) > MoN®P
i) (M&N)®P - (M®P)& (N®P)

1v

)
)
)
)

AM —- M
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Demonstra¢ao: Faremos a demonstracao dos itens ), iii),iv) e o caso ii) pode ser
encontrado em [1] p.26

i) Segue do teorema 2.2.3 que existe uma aplica¢ao A-bilinear g : Nx M — N® M.
Com isso a aplicacdo x X y — y®z (r € M,y € N) estd bem definida e é A-bilinear e
portanto induz um tnico homomorfismo f: M@ N — N® M tal que f(z®y) = y®=x.
Novamente pelo teorema 2.2.3 existe uma aplicacao A-bilinear ¢ : M x N — M ® N,
entdo a aplicagdo definida por y X x — x ® y (z € M,y € N) estda bem definida e é
A-bilinear sendo assim induz um tnico homomorfismo ' : N ® M — M ® N tal que
fly®z) =2®y. Logo fo f' e f of sao aplicagoes identidades, consequentemente f
e [’ sdo isomorfismos.

i1i) Pelo teorema 2.2.3 existem aplicagoes A-bilineares M x P - M ®Pe N X P —
N ® P tais que (m,p) — m @ p e (n,p) — n & p respectivamente. Assim considere
a aplicacao ((m,n),p) — (m ® p,n ® p) que estd bem definida e é A-bilinear, logo
induz um tnico homomorfismo f : (M & N)® P - (M ® P) @& (N ® P) tal que
f(z,y) ® 2) = (x ® 2,y ® z). Considere a aplicagdo (z ® 2,y ® z) — (z,y) ® z de
(M®P)®(N®P)em (M@ N)® P. Esta aplicacao esta bem definida e ¢ um homo-
morfismo, assim fog e gof sao aplicacoes identidades e portanto f e g sao isomorfismos.

iv) Temo que a aplicacdo a X x — ax estd bem definida e é A-bilinear e portanto
pelo teorema 2.2.3 existe um tnico homomorfismo f : A ® M — M definido por
fla ® x) = azx. Considere a aplicacdo g : M — A ® M definida por g(m) = 1 ® m.
Seja mq1,my € M tais que m; = mo, logo 1@ m; — 1 ®@my = (1,my) — (1,mq) =
(0,0) =0® 0, ou seja, 1 ® m; = 1 ® mg, assim g estd bem definida. Portanto foge
g o f sao aplicacoes identidades e portanto f e g sdao isomorfismos.

]

2.2.3 Anéis e Mo6dulos de Fracoes

Definicao 2.2.13. Seja A um anel. Um subconjunto S C A que satisfaz
e Para todo z,y € S, zy € S
elef

é chamado de subconjunto multiplicativamente fechado.

Sejam A um anel e .S um subconjunto multiplicativamente fechado. Introduzimos
a seguinte relagdo = em A x §

(a,s) = (b,t) & (at — bs)t = 0 para algum u € S.
Afirmamos que a relacao = definida acima é uma relacao de equivaléncia. De fato

a) (a,s) = (a,s), pois para u = 1 € S, temos (as — as)l = 0. Portanto vale a
propriedade reflexiva.

b) Se (a,s) = (b,t), entdo (at — bs)u = 0 para algum u € S. Por outro lado
(bs — at)u = 0, logo (b,t) = (a, s). Portanto vale a propriedade simétrica.
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c¢) Se (a,s) = (b,t) e (b,t) = (¢,u), entao existem v, w € S tais que (at — bs)v = 0
e (bu — ct)w = 0. Assim atv = bsv e buw = ctw, entdo multiplicando a primeira
e a segunda equagdo por wu e vs respectivamente obtemos atvwu = bsvwu e
buwvs = ctwvs. Logo (au — cs)tvw = 0 e como S é multiplicativamente fechado
concluimos que (a, s) = (¢, u) e portanto vale a propriedade transitiva.

a . . .a
Vamos denotar por — a classe de equivaléncia de (a, s), ou seja, — = {(b,t) € Ax S :
s

(at — bs)u = 0 para algum v € S} e S71A = {2 ca€ A s € S}. A soma e o produto
s
sao definidos da seguinte maneira

a b at+bs
+

t st
e

ab_ab

st st

As operagoes acima estao bem definidas em S™'A, além disso S~'A satisfaz os
axiomas de um anel comutativo com identidade chamado anel das fracoes de A com

x
respeito a S. Definindo o homomorfismo f: A — S™'A por f(z) = T concluimos que

- S ) 1 N
se s € S, entdo f(s) = 1 tem inverso — em S™'A. Entdo se tomarmos como verdade
s

que g = ho f, entao h(a/s) = h(a/1)h(1/s) = g(a)g(s)~" e portanto h ¢ unicamente

determinado por g. Verifica-se a existéncia de h tomando h(a/s) = g(a)g(s)™! que é um

a/

homomorfismo, pois provém de um homomorfismo bem definido. Suponha que — = —,
s

entdo existe t € S tal que (as’ — a’s)t = 0, como g ¢ homomorfismo e g(¢) é uma uni-

dade em S™!'A segue que g(a)g(s)™! = g(a’)g(s")~! mostrando que h esta bem definida.

Observacao: A aplicacdo canonica f : A — S~!A, devido a sua construcio, em
geral nao é injetiva, pois A pode nao ser um dominio integral. Outro ponto importante
é que ST1A & o anel nulo se, e somente se, 0 € S, para ver isso basta lembrar que S~ A

e}

1
é um anel nulo se, e somente se, — = —. Se A for um dominio integral e S = A — {0},

—_

entao o anel das fracdes de A com respeito a S é chamado corpo das fragdes de A
denotado por Frac (A).

Exemplo 2.2.5. Seja A um anel e p um ideal primo em A. Entdao S = A —p é um
subconjunto multiplicativamente fechado em A e neste caso escrevemos A, no lugar de
S~1A. Dessa maneira o anel A, ¢ um anel local e m = {(a,s) € A, | a € p} & o tnico
ideal maximal em A,,.

Exemplo 2.2.6. Sejam A um anel, p € Spec Aen : A — A/p definida por 7(a) = a+p.
Se considerarmos 7(S) = S onde S = A — p, entdo a localizagao por S coincide com o

A A A
corpo de fragoes de —, isto é, (—) = Frac (—)
p pP/3 p

Observagao: A construcao de S™'A pode ser carregada através de um A-modulo
M no lugar de um anel A e assim definindo uma relacao de equivaléncia = em M x S
de maneira totalmente andloga ao caso do anel A. Como no exemplo 2.2.5 acima,
escrevemos M, no lugar de S~'M, onde S = A — p (p primo).
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Proposicao 2.2.10. A operacdo S—! é exata, ou seja, se M’ Jo M % M 6 uma

N ~ N _ S=1f _ st _ ,
sequéncia exata em M, entdo a sequéncia ST1M’' = STIM 29 SIM” ¢ exata
1
em ST M.

Demonstracao: Ver [4] Prop. 4.6, pag. 90.
L]

Defini¢ao 2.2.14. Seja M um moédulo sobre um anel A. O conjunto {p € Spec A |
M, # 0} é chamado suporte de M e denotamos por Supp (M).

Proposicao 2.2.11. Seja M um modulo finitamente gerado sobre um anel A, entao
Supp (M) = V(Ann(M)).

Demonstracao: Se M = Az, + .-+ Ax,, entao

p € Supp (M) M, #0

<~

& dital que z; # Oem M,
< Ann(x;) Cp
<~

Ann (M) = nAnn (x;) Cp

]

Teorema 2.2.4. Sejam A um anel e 0 - M’ — M — M"” — 0 uma sequéncia exata
de A-modulos. Entao

Supp(M) = Supp(M') U Supp(M")

Demonstrac¢ao: Ver [4] Prop. 7.1, pag. 96.
O
Vamos agora olhar para a contragao e extensao de ideais em anéis de fracoes. Sejam
A um anel, S um subconjunto multiplicativamente fechado de Ae f: A — S7'A a
aplicagdo canodnica. Se I ¢ um ideal em A, entao f(I)B (gerado por f([)) é um ideal
de S7'A chamado de extensao do ideal I em S™'A e denotamos por I¢ = S~ =
{> ai/si|a; € 1s; €8S}

Proposicao 2.2.12. Seja A um anel e S um subconjunto multiplicativamente fechado,
temos que

i) Cada ideal em S™'A & um ideal estendido.

ii) Os ideais primos de S~ A estdo em uma correspondéncia biunivoca com os ideais
primos em A que nao intercepta S.

iii) A operagao S~! comuta com os radicais.

Demonstracao: Ver [1| Prop. 3.11, pag.41.

Corolario 2.2.3. Sejam N, P submodulos de uma A-moédulo M, entao

a) STHN +P)=S"1(N)+ S7HP)
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b) STYNNP)=SHN)NSP)
¢) STYM/N) =~ (S7'M)/(S7IN)
Demonstragao: Ver [1] Coro. 3.4, pag. 39.

Corolario 2.2.4. Se v/0 ¢é o nilradical de A, entdo S~'v/0 é o nilradical de S~'A.

Corolario 2.2.5. Se p ¢ um ideal primo em A, o ideal primo de A, est4d em uma
correspondéncia biunivoca com os ideais primos de A contido em p.

Demonstra¢ao: Basta tomar S = A — p e aplicar a proposigao 2.2.12 item 7).
O

2.3 Anéis e Mo6dulos Noetherianos e Artinianos

Definigao 2.3.1. Sejam €2 um conjunto parcialmente ordenado, cuja relagdo de ordem
¢ dada por C, ou seja, C é reflexiva, transitiva e antissimétrica. Uma cadeia ascendente
em {2 é uma sequéncia da seguinte forma

Ny C N, CNsC -
Dizemos que a cadeia ¢é estacionaria quando existe um n tal que N,, = N, 1 = -+

Observacao: Se considerarmos um anel A, entao ) pode ser tomado como o
conjunto formado pelos ideais de A.

Proposicao 2.3.1. Seja A um anel, entao as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

a) Toda cadeia ascendente de ideais em A é estacionaria.
b) Todo conjunto nao vazio de ideais em A possui um elemente maximal.

¢) Todo ideal de A é finitamente gerado

Demonstracao: Suponha que toda cadeia ascendente de ideais de A seja estacioné-
ria, se b) for falso, entdo existe pelo menos um conjunto nao vazio de ideais em A que
nao possui elemento maximal e portanto podemos construir uma cadeia ascendente
de ideais em A que nao é estacionaria que é uma contradicdo. Sejam I um ideal em
A e X o conjunto formado por todos ideais finitamente gerados em A contidos em 1.
Entao Y é ndo vazio, pois (0 € X') e portanto possui um elemento maximal, digamos
Iy. Se Iy # I, ou seja, existe x € I tal que = ¢ I assim o ideal Iy + Az é finitamente
gerado e contém estritamente Iy, mais isso contradiz a maximalidade de [y. Portanto
I = I e dessa forma [ é finitamente gerado. Agora considere [; C I, C --- uma cadeia
ascendente de ideais em A. Dessa maneira [ = |J,_, I,, ¢ um ideal de A e portanto
é finitamente gerado digamos por zq,...,x, tal que cada z; € I,,,. Agora considere
n = max,_, n;, entao cada x; € [,,. Portanto [,, = I mostrando que a cadeia é estacio-
néaria.

]

Observacao: As condigoes a) e b) da proposi¢ao 2.3.1 sao chamadas, respectiva-
mente, de condicao de cadeia ascendente e condicao maximal. Note que as cadeias
podem ser ordenadas por 2, entao o item a é chamado de condicao de cadeia descen-
dente e b) condi¢do minimal.



Anéis e Mo6dulos Noetherianos e Artinianos 31

Definicao 2.3.2. Dizemos que um anel A é Noetheriano se satisfaz um das condicoes
da proposicao 2.3.1. Um anel A que satisfaz a condicao de cadeia descendente ou
condicao minimal é chamado de anel Artiniano.

Observagao: Note que a condi¢do ¢) da proposicao 2.3.1 nao é valida para dizer se
um anel é Artiniano, pois veremos que a condic¢ao de ser Noetheriano nao é suficiente
para ser Artiniano, porém a reciproca é verdadeira. O conjunto dos nimeros inteiros Z
¢ um exemplo de um anel noetheriano que nao é artiniano. De fato, sabemos que todos
os ideais de Z sao principais, logo para toda cadeia ascendente de ideais Iy C [, C - -
em 7 os geradores de I, I3, --- tem que dividir o gerador de I; e portanto a cadeia é
estacionaria. Por outro lado a cadeia descendente de ideais (a) 2 (a?) D --- D (a™) D
---,onde a € Z nao é estacionaria.

Observacao Um A-moédulo noetheriano e artiniano é construido de maneira ané-
loga ao caso dos anéis, noetheriano e artiniano, trocando ideais por submddulos.

Teorema 2.3.1. Uma condicao necessaria e suficiente para que um A-modulo M ad-
mita série de composicao é M satisfazer ambas as condicoes de cadeia.

Demonstracao:Ver 1] Prop. 6.8, pag. 77.
]

Observagao: Um A-modulo que satisfaz ambas as condigoes de cadeia é dito ter
comprimento finito. Pelo corolario 2.2.2 [(M) é o comprimento de M.

Proposicao 2.3.2. Seja 0 — M’ oM L M = 0 uma sequéncia exata de A-
modulos. Entao

i) M ¢é noetheriano se, e somente se, M’ e M” sdo noetherianos.
ii) M é artiniano se, e somente se, M’ e M" sdo artiniano.

Demonstracgao: Ver [1] Prop. 6.3, pag. 75
[

Corolério 2.3.1. Se M; (1 < i < n) sao A-mo6dulos noetheriano (resp. Artiniano),
entdo @;_, M; é noetheriano (resp. artiniano).

Demonstracao: Vamos provar por indugao sobre n, para n = 1 o resultado é valido.
Suponha que n > 2 e que para n — 1 o resultado seja verdadeiro. Considere

n n—1
0— M, L @M SPM -0 (2.2)
i=1 i=1
onde f(m,)=(0,0,...,my) e g(my,ma,...,m,) = (my,ma,...,m,_1), entdo as apli-

cacoes f e g estao bem definidas e sao injetiva, sobrejetiva respectivamente. Além
disso Imf = ker g implicando que a sequéncia (2.2) é exata e portanto pela hipotese
de indugao e pela proposicao 2.3.2 @, M; é noetheriano (resp. artiniano).

O

Proposicao 2.3.3. Seja M um A-moédulo finitamente gerado. Se A é um anel noethe-
riano (resp. artiniano), entdo M é noetheriano (resp. artiniano)
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Demonstracao: Como A é noetheriano segue do corolario 2.3.1 que A™ é noetheri-
ano. Considere a aplicacao f : A" — M definida por f(ay,as,...,a,) = r1a1 + -+ +
Tnln, onde 1, ..., 2, sao os geradores de M sobre A. Dessa maneira f é sobrejetiva,
entao a sequéncia A" Iy M = 06 exata e portanto pela proposi¢ao 2.3.2 M é noethe-
riano (resp. artiniano).

]

Proposicao 2.3.4. Sejam A um anel noetheriano (resp. artiniano) e I um ideal em

A, entao T é noetheriano (resp. artiniano).

Demonstracao: Basta aplicar a proposicao 2.3.2 sobre a sequéncia exata 0 — [ —

A—>é—>0.
1
O]

Teorema 2.3.2. Seja A um anel tal que o ideal nulo é escrito como produto my - --m,,
de ideais maximais nao necessariamente distintos. Entao A noetheriano se, e somente
se, A é artiniano.

Demonstracao: Ver [1]| coro. 6.11, pag. 78
O

Lema 2.3.1. Seja A um anel e A[z] o anel dos polindmios na variavel x com coeficientes
de A. Seja I um ideal em A[z], entdo o conjunto formado pelos coeficientes lideres dos
polinémios em [ forma um ideal em A.

Demonstracao: Seja J o conjunto formado pelos coeficientes lideres dos polinomios
em I. Considere a,b € J, entdo existem polinoémios f(z),g(z) € I digamos f(z) =
ax™+ (termos menores) e g(z) = bx"+ (termos menores). Se m = n, entdo f(x) +
g(x) = (a + b)x™+ (termos menores) € I, logo a +b € J. Agora se m < n, basta
multiplicar f(x) por 2"~ e como I é ideal f(x)z"™ € I e portanto g(x)+ f(z)x" ™ =
(a + b)z"+ (termos menores) € I, ou seja, a+b € J. Agorasea € Jer € A C
Alx], entdo existe f(z) = a™+ (termos menores) e além disso rf(z) = raz"+(termos
menores)€ I, logo ar € J. Portanto J é um ideal em A.

O]

Teorema 2.3.3 (Teorema da Base de Hilbert). Se A é um anel noetheriano, entao
Alxy, ..., z,] é noetheriano.

Demonstracao: A demonstragao serd feita por inducao sobre n. Para verificar que
o resultado é verdadeiro para n = 1, vamos mostrar que todo ideal I em Alx;] é fi-
nitamente gerado. Pelo lema 2.3.1 os coeficientes lideres dos polindmios em [ forma
um ideal J em A. Como A é noetheriano, entao J é finitamente gerado, digamos
por aj,---,a,. Para cada i = 1,...,k existe um polinomio f; € A[x;] da forma
fi = a;x}" + (termos menores). Seja r = max’_, r;. Temos que (fi,...,fx) =1' C I
em Afxq]. Seja f = ax]"+ (termos menores) um polinomio qualquer em 7, onde a € J.
Se m > r, escrevemos a = Zle a;a;, onde «; € A, entdao ax" + (termos menores) —
(aq fre?™™ 4+ -+ agfrx] ") = ax — (aqay + - - 4+ apag)z!" + (termos menores) é
um elemento em [ e possui grau menor que m. Dessa maneira podemos subtrair f de
elementos em [’ até obter um polinémio g de grau menor que r, logo podemos escrever
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f=g+h,onde g(z)=a, 12" ' +---+a,+tay€lehel.
Seja M um A-moédulo gerado por 1,z,...,25 !, entdo acabamos de provar que
I =({INM)+I' Agora M é finitamente gerado como A-modulo, entdo pela proposicao
2.3.3 M é noetheriano e portanto I N M é um A-submoédulo de M finitamente gerado
e portanto para o caso n = 1 o teorema esta provado. Suponha que n > 2 e que o
resultado verdadeiro para n — 1, entao A[zy,..., 2, 1] € noetheriano e usando o caso
n =1 temos que Alzy,...,z,| = Alxy,...,Ty_1][x,] é noetheriano.
m

Proposicao 2.3.5. Em um anel noetheriano o nilradical é nilpotente.
Demonstracao: Ver [1| Coro. 7.15, pag. 83.

Proposicao 2.3.6. Em um anel artiniano A todo ideal primo é maximal.

A
Demonstracao: Seja I um ideal primo em A, entao o quociente B = — é um do-

minio integral. Seja x € B, x # 0. Pela condicao de cadeia descendente temos que
(z") = (z"!) para algum n, e consequentemente ™ = x" 1y para algum y € B. Como
B é um dominio integral segue que podemos cancelar x™, logo 1 = xy e portanto x tem
inverso em B mostrando assim que B é um corpo e portanto I é um ideal maximal.
O

Como consequéncia imediata da proposicao 2.3.6 temos que em um anel artiniano
o nilradical é igual ao radical de Jacobson.

Proposicao 2.3.7. Um anel artiniano A possui um numero finito de ideais maximais.

Demonstracao: Considere o conjunto de todas as intersecgoes finitas mq N --- N
my, onde cada m; é um ideal maximal em A. Este conjunto possui um elemento
minimal, digamos my N --- N my, entdo para qualquer ideal maximal m em A segue
da minimalidade de m; N ---Nmy que mNm; N ---Nmy = my N --- N My, assim
m 2 mq N --- N myg. Pela proposicao 2.1.3 m O m,; para algum ¢, portanto pela
maximalidade de m; temos que m = m;.

m

Proposicao 2.3.8. Em um anel artiniano A o nilradical é nilpotente.

Demonstracao: Ver [1] Prop. 8.4, pag. 89
]

Proposicao 2.3.9. Seja M um modulo sobre um anel noetheriano A. Entao a condigao
M # {0} é equivalente a Ass (M) # 0.

Demonstragao: Se M = {0}, entdo Ass(M) = 0 (independente da hipotese sobre
A ser noetheriano). Se M # {0}, o conjunto formado pelos ideais Ann (z), onde
0 # x € M, é nao vazio. Como A é noetheriano este conjunto possui um elemento

maximal e pela proposicao 2.2.2 o resultado segue.
O

Corolario 2.3.2. Sejam M um modulo sobre um anel noetheriano A e a um elemento
de A. Para que a homotetia em M definida por m — am ser injetiva é necessério e
suficiente que a nao pertenca a nenhum ideal primo associado com M.



34 Preliminares

Demonstragao: Ver [5] Coro. 2, pag. 262.
O]

Teorema 2.3.4. Seja M um modulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano A.

Entao existe um acadeia 0 = My C M; C --- C M, = M de submoédulos de M, tal
M; A . .

que i ~ — com p; € Spec A. Nessas condicoes Ass (M) C {p1,...,pn}, isto é, o
i—1 Di

conjunto Ass (M) é finito.

Demonstragao: Temos que Ass (M) # (), logo considere p; € Ass (M) e portanto
existe z; € M tal que Ann (z1) = py, logo existe um submodulo M; de M isomorfo

a —. Se My, = M nada temos a fazer e o resultado estd demonstrado, caso contrario
— # 0 e Ass(M/M;) # (. Dessa forma sejam p, € Ass (M/M;) e x5 € M/M; tal

A
que Ann (z3) = pa, logo existe um submodulo M’ C M /M isomorfo a —, isto é, existe
P2

um A-submoédulo M, de M que contém M; tal que ~2 ~ 2 Como M é noetheriano
1 P2
segue que esta cadeira eventualmente deve estacionar com M, = M. Para verificar

que o conjunto Ass (M) é finito basta aplicar o teorema 2.2.2 junto com a proposi¢ao
2.2.3.
O]

Teorema 2.3.5. Seja A um anel noetheriano, p € Spec A e M um A-moédulo finita-
mente gerado.

i) SuppM = | J V()

pEAss M
ii) Ass (M) C Supp (M)
iii) O conjunto dos elementos minimais de Ass (M) e Supp (M) coincidem.

Demonstragao: Ver [9] Teo. 12.2.6, pag. 295.
[

Definicao 2.3.3. Para um um ideal primo p de A, o supremos do comprimento de todas
as cadeias estritamente decrescente de ideais primos p =py D p1 D - -+ D p, comecando
por p é chamado altura de p e denotamos por ht p. O supremo do camprimento tomado
sobre todas as cadeias estritamente crescente de ideais primos p =py Cp1 C -+ C pn
comecando por p é chamado de coaltura de p e denotamos por coht p.

Definicao 2.3.4. Uma cadeia de ideais primos em A é uma sequéncia finita estrita-
mente crescente pg C p; C --- C p,, onde n é dito ser o comprimento da cadeia. A
dimensao de Krull ou simplesmente dimensao de um anel A tal que A # {0}, é o
supremo dos comprimentos de todas as cadeias de ideais primos em A que pode ser
um inteiro maior do que ou igual a zero. Vamos denotar a dimensao de um anel A por

dim A.

Observacao: Se para todo nimero inteiro n > 0 for possivel htp, > n, entao
dizemos que dim A = +o00. Segue da defini¢ao que

A
htp = dim A,, cohtp = dim —
p
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Teorema 2.3.6. Um anel A é artiniano se, e somente se, A é noetheriano e dim A =
0.

Demonstragao: Ver [1] Teo. 8.5, pag. 90
[

2.4 Decomposicao Primaria e Médulo de comprimento
Finito
Definigao 2.4.1. Um ideal I em um anel A é primario se [ # A e
e vy € [, entao x € [ ou y" € I, para algum n > 0
Note que todo ideal primo é primaério.

Proposicao 2.4.1. Sejam A um anel noetheriano, M um A-médulo finitamente gerado
e N C M um submoé6dulo de M. As seguintes condi¢oes sao equivalentes:

i) Ass(M/N) tem um tnico elemento.

ii) Paratodoa € Aex € M tem-se: © ¢ N e ax € N, entdo a"M C N para algum
n.

Neste caso se Ass (M/N) = {p} e Ann (M/N) = I, entdo I é primario e /I = p.

Demonstracao: Ver [2| Teo. 6.6, pag. 40
O

Definicao 2.4.2. Sejam A um anel noetheriano, M um A-médulo finitamente gerado e
N C M um submodulo de M. Dizemos que N é um submoédulo primario com respeito a
M se N satisfaz uma das condi¢oes da proposicao 2.4.1. Se Ass (M/N) = {p} dizemos
que N é um submédulo p-primario ou submodulo priméario associado a p.

Definigao 2.4.3. Sejam M um modulo sobre um anel noetheriano A e N um submo-
dulo de M. Uma decomposicao primaria de N em M é tal que N pode ser escrito da

seguinte forma
N =@
i=1

onde cada (); sao submoédulos primario com respeito a M.

Observagao: Sejam M um modulo sobre um anel noetheriano A, @; (1 <i < n)
uma familia de submoédulos p-primérios com respeito a M e p um ideal primo em A.
Um fato importante que pode ser constatado pela proposicao 2 pag. 269 da referéncia
[5] ¢ que (i, Q; continua sendo p-primario, ou seja, Ass (M/ (., Q:) = {p}.

Definicao 2.4.4. Sejam M um A-modulo sobre um anel noetheriano A e N um sub-
modulo de M. Uma decomposicao primaria (,_, @; ¢ dita ser reduzida (ou minimal)
se as seguintes condicoes sao satisfeitas

(a) paratodoi=1,...,n temos que Q; 2 [,; Q;
(b) se Ass(M/Q;) = {p:}, entdo cada p; (1 <i < n) sdo distintos.
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Observacao: A condigao (a) da defini¢do 2.4.4 é chamada de irredundante. Note
que se Q; 2 [;; @, entdo ), ; Q; = =, Qi = N, entdo podemos tirar @; e afirmar
que toda decomposicao primaria é irredundante. Além disso pela ultima observacao que
fizemos concluimos que toda decomposicao primaria pode ser tomada como reduzida.

Teorema 2.4.1. Sejam M um A-moédulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano
A. Se N =().,Q; ¢ uma decomposi¢cao primaria irredundante de um submoédulo
proprio N C M tal que Ass (M/Q;) = {p:}, entdo Ass (M/N)=A{p1,...,pn}

Demonstracao: Ver [2| Teo. 6.8, pag. 41.
O
Observagao: Seja N = ()_, Q; uma decomposi¢ao priméria. Dizemos que cada
Q; ¢ uma componente primaria de N e se Ass(M/Q;) = {p;} dizemos que p; esta
associado com N em M.

Teorema 2.4.2. Sejam M um moédulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano
e N um submoédulo de M.

e Entao N admite uma decomposicao primaria da forma

N= (] Q)

pEAss (M/N)
onde para todo p € Ass (M/N), Q(p) é p-primario com respeito a M.

e Para qualquer expressao da forma N = (,c 4., (ar/v) @(p), se p € Ass(M/N) é
um primo minimal em Supp (M/N), a componente p-primaria Q(p) é dada pela
pré-imagem de N, pelo mapa de localizacao p : M — M, logo Q(p) ¢ unicamente
determinado por M e N.

Demonstracao: Ver [8] Teo. 12.4.4, pag. 301
[

Lema 2.4.1. Um A-mo6dulo M é simples se, e somente se, M ~ — para algum ideal
m
maximal m C A.
- A A )
Demonstracao: Sabemos que os ideais de — sao os ideais de A que contém m e como

m
m é maximal estes ideais devem ser A ou o proprio m que por sua vez correspondem

aos A-submodulos — e {0} (A-mo6dulo nulo) de — o que implica que — é simples.
m

Reciprocamente, se M é simples e 0 # x € M, entdo M = Ax = (z). Logo a aplicagio

f A — M definida por a — ax é sobrejetiva e pelo primeiro teorema do isomorfismo

como A-modulo. Assim o anel possui apenas ideais triviais,

er er

temos M ~

ou seja, é um corpo e portanto ker f é maximal.

A
ker f
O
Teorema 2.4.3. Seja M um modulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano A.
As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

i) M tem comprimento finito
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ii) todo ideal p € Ass (M) é um ideal maximal em A.
iii) todo ideal p € Supp (M) é um ideal maximal em A.

Demonstracao: Como M ¢ um modulo finitamente gerado sobre um anel noetheri-
ano A sabemos pelo teorema 2.3.4 que existe uma cadeia

3 : M; .
de submédulos de M, tais que ~ — com p; € Spec A. Se M tem comprimento
i—1 Di

finito, entdo M admite uma série de composicdo. Se a cadeia (2.3) nao for uma série
de composicao, entao pelo corolario 2.2.2 podemos estendé-la até obter uma série de
composicao. Usando o fato que duas séries de composicao sao isomorfas e através do
lema 2.4.1 e do teorema 2.3.4 podemos concluir que todo ideal p € Ass (M) é um ideal
maximal em A. A implicagdo i) = iii) é consequéncia direta do teorema 2.3.5. Pelo
teorema 2.3.4 temos que Ass (M) C {p1,--- ,pn}. Para cada p; a localizacao (A/p;)p,

coincide com o corpo de fracoes de —, assim p; € Supp (A/p;) = Supp (M;/M;_;) e

pelo teorema 2.2.4 p; € Supp (M;) C Slupp (M), logo {p1, -+ ,pn} C Supp (M). Como
todo ideal p € Supp (M) é um ideal maximal em A e usando o fato do lema 2.4.1 a
cadeia (1.3) é maximal, ou seja, é uma série de composigdo para M, portanto M tem
comprimento finito.

Proposicao 2.4.2. Se M é moédulo de comprimento finito sobre um anel noetheriano
A, entao

(M) = > 1a,(M,).

pEAss (M)

Demonstragao: Ver [5] Coro. pag. 276.






3 O polinémio de Hilbert-Samuel

3.1 Grupos topologicos, Anéis e Mbddulos Graduados
Associados e o Polindmio de Hilbert-Samuel

Neste Capitulo apresentaremos o teorema de Hilbert-Serre que servird para definir
o polinomio de Hilbert-Samuel, o principal objeto de estudo desse trabalho, e um
importante resultado valido para um anel noetheriano semilocal A e um A-moédulo
M finitamente gerado, o teorema de Krull-Chavalley-Samuel, que garante que dim (M)
coincide com o grau do polinomio de Hilbert-Samuel e coincide com 0(M). Definiremos
modulo de Cohen-Macaulay e elementos superficiais, além disso mostraremos algumas
propriedades dessas definigoes.

Definicao 3.1.1. Definimos um conjunto G como grupo abeliano topologico, quando
G é ao mesmo tempo um espaco topologico e grupo abeliano e além disso sao satisfeita
as seguintes condigoes:

a) A aplicacdo G x G — G definida por (z,y) — = + y é continua.
b) A aplicagdo G — G definida por x +— —z é continua.

Quando os itens a) e b) acima sdo satisfeitos dizemos que as estruturas de espaco
topologico e grupo abeliano sao compativeis.

Se a é um elemento fixado em G, onde G' é um grupo abeliano topolégico, entao a
translacao T, definida por T,(x) =  + a é um homeomorfismo e portanto se U é uma
vizinhanga de 0 em G, entao U +a ¢ uma vizinhanca de a em G e toda vizinhanca de a é
dada dessa forma, pois se V é uma vizinhanga de a em G, entdo V—a = {x—a | x € V}
contém 0 e assim a afirmacao segue. Assim a topologia em G é unicamente determinada
pelas vizinhancas de 0 em G.

Seja G um grupo abeliano e tome G = Gy O (G; O --- uma sequéncia de subgrupos
de GG. Entao tomando esses subgrupos como vizinhancas de 0 temos que G é um grupo
abeliano topologico tal que nesta topologia para todo ¢ € G uma vizinhanca de g é
dado por g + G,,, onde n > 0.

Definicao 3.1.2. Sejam G = A e G, = I", onde [ é um ideal do anel A. A topologia
definida dessa maneira em A é chamada topologia I-ddica. Se tomarmos G = M e
G, = I"M esta topologia sobre M é chamada de I-topologia, onde M é um A—modulo
e I"M sao A—submodulos para todo n > 0.

Observagao: Seja M um A-moddulo. Dizer que I M nao é aberto na m — topologia
é o mesmo que afirmar: IM 2 m™M para todo n > 0, onde I, m sio ideais em A.

39



40 O polinémio de Hilbert-Samuel

Defini¢ao 3.1.3. seja M um moédulo sobre um anel A. Uma cadeia infinita M =
My O M; O --- de submoédulos de M é chamada de filtracao de M e denotamos por
(M,). Seja I S A, se para todo n

]Mn g Mn—l—l

entdo (M,) é dita ser uma [-filtracao. Uma [-filtracao é estavel quando para todo n
suficientemente grande tem-se IM,, = M, .

Defini¢ao 3.1.4. Um anel graduado é um anel A junto com uma familia {A,},>0
de subgrupos do grupo aditivo de A tais que A = @2020 A, e AL A, C A, para
todo m, n > 0. De maneira analoga podemos definir um A-moédulo graduado como
sendo um A-médulo M junto com uma familia { M, },>o de submo6dulos de M tais que
M=6,",M,e A, M, C M, para todo m, n > 0.

Observagao: Note que se Ay é um subgrupo aditivo de A, entao 0 € Ag e para
todo x,y € Ag temos © — y € Ay e além disso Ay é fechado para o produto, pois
AgAg C Ay. Portanto Ap é um subanel de A e cada A, é um Ap-modulo. Dizemos
que um elemento m € M é homogéneo se m € M, e neste caso diremos que m é de
grau n e denotamos por deg m = n. Qualquer m € M pode ser escrito como soma
de elementos homogéneos e todo exceto um nimero finito das parcelas dessa soma sao
nao nulos e essas componentes nao nulas sao chamadas de componentes homogénea de
m.

Exemplo 3.1.1. Considere A = [z1,..., 2] e A, o conjunto de todos os polinémios
homogéneo de grau n.

Seja A um anel nao graduado, porém se considerarmos I < A, entdo podemos
formar o anel graduado A* = @, , I". Similarmente, se M é um A-modulo e M,, uma
I-filtracdo de M, entdao M* = @~ , M, é um A*-mo6dulo graduado tal que 1M, C
M, +n. Note que se A for neotheriano, entao I é finitamente gerado, digamos por
x1,..., 2 e além disso constatamos que A* = Alxy, ..., xx] e pelo teorema da base de
Hilbert A* é noetheriano.

Lema 3.1.1. Sejam M um moddulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano A e
(M,) uma [-filtragdo de M. Entao sdo equivalentes:

i) M* é finitamente gerado como A*-modulo
ii) A filtracao (M,,) é estavel

Demonstragao: Ver [1] Lema 10.8, pag. 107.
[

Proposicao 3.1.1 (Lema de Artin-Rees). Sejam M um moédulo finitamente gerado
sobre um anel noetheriano A, I < A e (M,,) uma I-filtracao estavel de M. Se M’ é um
submodulo de M, entao (M’ N M) é uma [-filtracdo estavel de M.

Demonstracao: Com A é noetheriano e M ¢ finitamente gerado como A-modulo,
temos pela proposicao 2.3.3 que M é noetheriano e portanto M’ é finitamente gerado
como A-modulo. Para todon >0 (M'NM,) C M’, entdao (M’ N M,) é um submodulo
de M’'. Assim

M/:M/mMo QM/ﬂMl 2
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é uma filtracao de M’. Além disso I(M' N M,) C IM' N IM, C M' N M,,, conse-
quentemente (M’ N M,) é uma [-filtracdo de M’. Logo M"™ = @, (M’ N M,) é um
A*-submodulo graduado de M* e consequentemente finitamente gerado. Portanto pelo
lema 3.1.1 a [-filtracao (M' N M,) de M’ é estéavel.

m

Definicao 3.1.5. Sejam A um anel e I < A. Definimos

n

Gr(4) = @ Jntl
n=0

onde (I° = A). Similarmente, se M é um A-moédulo e (M,,) ¢ uma [-filtragao para M,
definimos o G(A)—modulo

0 Mn
G(M) = @ M
n=0 n+1

n

n

e G, (A) para denotar ——.
a1 ( ) p Jn+1

Os conjuntos definidos acima sao chamados, respectivamente, anéis e moédulos gradu-
ados associados.

Usamos G,,(M) para denotar

Proposigao 3.1.2. Sejam A um anel noetheriano e I < A. Entao
i) G;(A) é noetheriano

ii) Se M é finitamente gerado como um A-médulo e (M,,) é uma I-filtragdo estavel
de M, entao G(M) é um G(A)-modulo finitamente gerado.

Demonstracao: Ver [1], Prop. 10.22, pag. 111.
O

Proposicao 3.1.3. Seja A um anel graduado. Entao A é noetheriano se, e somente
se, Ay é noetheriano e A é finitamente gerado com uma Ag-Algebra.

Demonstracao: Se A é finitamente gerado com Ag-algebra, entao existem z; € A
(1 < i < n)eum homomorfismo ¢ : Ag[ty,...,t,] = A definida por f(t1,...,t,) —
f(z1,...,x,), portanto pelo teorema da base de Hilbert segue que Aglty, - ,t,] é
noetheriano e consequentemente A também é noetheriano.

Reciprocamente, considere o homomorfismo f : €,., A, — Ao, definido por
(A0y - @n,-..) +> ag, entdo f & sobrejetiva, ker f = (0,a1,...,an,...) = @, An =

A
Ay e Ag ~ —. Como A é noetheriano, segue que Ay também é noetheriano e além

disso A, é ﬁnJirtamente gerado digamos por x1,--- , s que podem ser tomados como
elementos homogéneo de A tais que deg x; = k; (1 <i < s). Seja A" = Aglxy, -, x4
um subanel de A, mostremos que A, C A’ para todo n maior do que ou igual a zero.
No caso em que n = 0 a inclusao é verdadeira, suponha que A, C A’ para todo k <n
en>0.Seye A, CA+, entaoy =Y, a;x; e deg (a;z;) = n. Como deg (x;) = k;
temos que a; € A,_y, e pela hipotese de indugao A,_x, C A’, ou seja, a; € A’. Portanto
ye A eassim A=A

[
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Proposigao 3.1.4. Sejam A um anel graduado, M um A-moédulo graduado finitamente
gerado e (M,,) uma [-filtracao estavel de M, entao cada M,, é finitamente gerado como
Ap-modulo.

Demonstracao: Podemos assumir sem perda de generalidade que M é gerado por
um namero finito de elementos homogéneo, digamos my,...,m;. Sejam r; = deg m;.
Se y € M,, é um elemento homogéneo de M cujo grau é n, entao y = Z;Zl fim;. Note
que deg y = n = deg f;m;, pois caso contrario y nao seria um elemento homogéneo de
grau n. Como M é um A-modulo graduado, temos que m; € A, e fym; € Ay, entao
necessariamente f; € A,_, , ou seja, f; € um elemento homogéneo em A de grau n — r;.
Com A é um anel noetheriano graduado, segue da proposicao 3.1.3 que A é finitamente
gerado como Ag-algebra, isto é, A = Aglay, ..., a,]. Portanto A, ,, C Aglai..., a, e
f; € um polinoémio nos a;s com coeficientes em Ay mostrando que M,, ¢ um A;-modulo
finitamente gerado.

O

Definicao 3.1.6. Sejam A um anel graduado e M = ®n20 M,, um A-médulo graduado
finitamente gerado. Considere A : M,, — Z uma funcao aditiva. A série de Poincaré
(ou série de Hilbert) com respeito a A é a série de poténcia

P(M,t) = i A(M,,)t"

n=0

Teorema 3.1.1 (Hilbert-Serre). Sejam A = (P, -, A, um anel noetheriano graduado

e M um A-modulo graduado finitamente gerado. Suponha que A = Ag[zy,. .., x,] tais
que deg (z;) = k;. Entao P(M,t) é uma funcao racional em t da forma
f(t)

[[o (=)
onde f(t) € Z][t].

Demonstracao: A prova deste teorema sera feito por inducao sobre s. Se s = 0,
entdo A = Ag, ou seja, A, = 0, para todo n > 0. Temos que M é finitamente gerado
como Ag-moédulo e portanto existem m; € M (1 < i < k), homogéneos, tais que

M = Zle Agm;. Consequentemente M, = 0 para todo n > m = max{ry, - ,7},
onde r; = deg(m;) (1 < ¢ < k). Logo P(M,t) = > " s MMy)t" = > AN M,)t".

Agora suponha que s > 0 e que o teorema seja verdadeiro para s — 1 geradores. Para
todo n > 0 considere a aplicacao ¢, : M, — M, ., definida por ¢,(m,) — xymy,,
dessa forma a multiplicagdo por xs ¢ um homomorfismo de A-moédulo cujo ker ¢, e
Coker ¢, sao denotados, respectivamente, por K, e L, .. Portanto obtemos a seguente
sequéncia exata

0— K, <= M, 2% Myyp, = Lpig, — 0 (3.1)

Sejam K = @, -, Kn e L = D, 5o Ln. Afirmamos que K e L sao A-mddulos finita-
mente gerados. De fato, como K é soma direta de submo6dulos de M segue que K é
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submo6dulo de M. Temos que L é um moédulo quociente de M, pois

Mn
L= @Ln B @ (Mn—k:s)

n>0 n>0 Pr—ks
M,
M

n>0
Mn
B @ M, Nz M (3:2)
n>0

= @M (3.3)

Y (3.4)
Portanto K e L sao A-modulos finitamente gerados. Agora vamos justificar as igual-
dades (3.2), (3.3) e (3.4) acima. A igualdade (3.2) é vélida pois zM,, . C M, e como
M, ., € M segue que z M, _, C x,M, portanto z,M,,_, C M, Nx;M. Por outro
lado tome y € M,,Nz;M, entdao y = xgm € M, e como x5 € A, temos que m € M,_x,
e portanto y € x M, .. A igualdade (3.3) é consequéncia direta do terceiro teorema
do isomorfismo e a igualdade (3.4) basta observar que

@Mn+st_M+st_ M M
z M  x M MOz M x M’

n>0

pois s, M C M. Através da proposicao 2.2.6 segue que aplicando A na sequéncia exata
(3.1)

)‘(Kn) - /\(Mn) + /\<Mn+k’s) - )‘(Ln—i-ks) =0, (3'5)
e multiplicando (3.5) por "k
NI R — X(M)ETF 4 XMy )T — XLy )" = 0, (3.6)

somando (3.6) sobre n

Z )\ tn—i—kg Z /\ tn—&—kg + Z )\ n+k tn—i—kg Z /\ n—&—ks)tn—i_kg _ 0’

n=0 n=0
ou seja,

P(K t)th — P(M,t)t" + > AM)t" = > AL
n=ks n=ks
e podemos reescrever

ks—1 ks—1

P(K, t)t" — P(M, t)t" + P(M,t) — Z)\ t"+Z)\ P(L,t) = 0.

Logo P(M,t)(1 — th) = P(L,t) — P(K,t)t* + g(t), onde g(t) = PP A(L)t" —
ks—1 n « ,
= n . 0 gy bs—

Yonio AM(M,)t". Note que se mostrarmos que K e L sdo Ay Zs—1)-modulos
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finitamente gerados, entao podemos usar a hipotese de inducao e assim finalizar a
demonstracao do teorema. Para isso é suficiente mostrar que ambos K, L sao anulados
por x4, pois dai (z,) estard contido nos anuladores de K e L, portanto eles podem ser
Aplxy, ... x4
(zs)
0. De fato, seja x € K, entdo z = (x,)n,>0 tal que uma quantidade finita de z,, sdo
nao nulos, logo ¢, (z,) = zsx, = 0 para todo n > 0 e portanto x5z = xs(Ty)n>0 = 0.
Agora seja y € L, entdo y = (Un)n>0 tal que uma quantidade finita de 7, sdo nao
nulos. Como 7, € L, entdo ¥, = Yn + @n—i.(M,_x,), onde y, € M,. Temos que

vistos como ~ Ag[x1,..., 25 1]—moOdulos. Afirmamos que z,K = x,L =

TsYn = TsYn + xS(IOTL_ks(Mn_kS) S o (nj—\f}%) = Lk, MaS TyYn = ©n(Yn) € ‘pn(Mn) e
portanto x,%, = 0 para todo n > 0. Assim x,y = 0. Por fim aplicando a hipotese de
inducao
f(t h(t)tks
POL - ) = SO IO

Hz:l (1 - tki) Hi:l (1 - tkl)
f) = h@)t + () L5 —)] _ F()
Lo (1 —t%) Lo (-t

P(M,t)(1 —th) =

Logo
P(M,1) = #
[ (1 —1%)
O
Observacao: Sobre as hipotese do teorema 3.1.1 temos um caso particular muito
importante, tal que by = --- = k; = 1, ou seja, A é uma Ay-algebra finitamente gerada

por elementos de grau 1. Neste caso P(M,t) = f(t)(1 —t)~° e se f(t) possui fatores
(1 —t), entao podemos cancelar e obter

P(M.t) = f(t)(1 - )~

C —1
tal que f(t) € Z[t] e (1—t)"% = (dZﬁ . )t”. Note que se d > 0, entdo f(1) # 0.
n=0

Corolario 3.1.1. Sejam A = €,., A, um anel noetheriano graduado e M um A-
modulo graduado finitamente gerado. Suponha que A = Aglxy, ..., z,] tais que deg (z;) =
1. Entao para todo n suficientemente grande, A(M,,) é um polinébmio em n com coefi-
cientes racionais de grau d — 1.

Demonstracao: Pelo teorema 3.1.1 P(M,t) = f(t)(1—t)~*, ouseja, Y- A(M,)t" =
f()(1 —1¢)~*. Se f(t) tem (1 —¢) como fator, entdo podemos escrever P(M,t) =
F#)(1—)~% onde f(1) # 0 e d = d(M). Suponha que f(t) = S_r_, axt*, logo

N
J[/d—1 d d+1\ , d+k—1\ ,
P(Mat):;ait Kd_l)Jr(d_l)H(d_l)t+---+( i )t +}

Como A(M,,) é o coeficiente de t", entdo

ALY =3 (i (37)
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d fatores
7\

] “ _ _ . —
Z) def ! _ :L’(ZE 1>($ 2) (:E d+ 1> ¢ um polindémio em

" d(z—d) d!

Lembre que (

x
Qx| chamado polinémio binomial e portanto é um polindmio de grau d.
g

d
Assim o lado direito da equagao (3.7) é um polindmio, denotado por x(n), em Q[n]
de grau d — 1 da seguinte forma

xu(n) = (a1 + sz;_ .1')"4_ aN)nd_l + ( termos de menor grau )

1
= %ndl + ( termos de menor grau )

O

Definicao 3.1.7. O polindomio x,(n) do corolario 3.1.1 é chamado de polinémio de
Hilbert.

Observacao: Sejam A um anel noetheriano graduado e M um A—mébdulo gra-
duado, entao pela proposicao 3.1.3 Ay é noetheriano, se adicionarmos a hipotese que
Ap ¢é artiniano podemos concluir, pela proposi¢ao 3.1.4, que [(M,) < oo. Portanto o
teorema de Hilbert-Serre pode ser usado no caso em que Ay é um anel artiniano (em
particular um corpo) e A\(M,,) é o comprimento [(M,,).

Exemplo 3.1.2. Seja A = Ag[zy,..., 2], onde Ag é um corpo e os x; sdo variaveis
independentes. Entao A, é um Ap-moédulo livre gerado por monomios z™! ---z™s,
tal que Y 7, m; = n. Lembre que o nimero de monbdmios com essa propriedade é
+n—1
s—1
s+n—1
s—1
AA,) = dimy A, é aditiva. Entao

P(Mt)=> MA)t" =) (3 ﬁf; 1>tn 1

Agora vamos discutir uma versao particular do teorema de Hilbert-Serre, ou seja,
vamos escolher um anel graduado e um moédulo graduado finitamente gerado sobre esse
anel. Essa particularizacao vai nos fornecer o objeto principal de estudo desse trabalho,
o polinémio de Hilbert-Samuel.

Sejam A um anel semilocal noetheriano e m = rad(A). Se ¢ < A tal que para algum
k > 0 tem-se m* C ¢ C m, entao ¢ ¢ dito ser um ideal de defini¢io (ou ¢ é um ideal
m—primario). Sejam M um A—modulo finitamente gerado e (¢"M) uma g—filtragao
estavel de M. Considere

s
dado pelo expressao ( ) Em outras palavras os A, sao Ag-espacos vetoriais,

onde dimy, 4, = ) Observe que a aplicacao A : A, — 7Z, definida por

G(A) =P Gu(A) e G(M) =P Gn(M)

o anel e modulo graduado associado, respectivamente. Entao Go(A) = A/q é ar-
tiniano e pela proposicao 3.1.2 G(A) é um anel graduado noetheriano e G(M) é um
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G(A)—modulo finitamente gerado. Portanto pela nossa tltima observacao (G, (M)) =
Ug"M/q"t M) < oo e além disso se ¢ = Y ;| Ax;, entdo G(A) = Go(A)[T1, ..., T5),s
onde T; é a imagem de x; em ¢/q¢?. Assim

Plg,M,n+1) =1 (WllM) = Z I(Gn(M)) (3.8)

para todo n > 0.

Definig¢ao 3.1.8. O polinémio P(q, M,n+ 1) da equacao (3.8) é chamado polinémio
de Hilbert-Samuel.

3.2 Teoria da Dimensao para Moédulos Finitamente
Gerados

Definicao 3.2.1. Sejam A um anel noetheriano semilocal, M um A-médulo finita-
mente gerado e m = rad(A). Denotamos por §(M) o menos valor para n tal que
existem n elementos xy,--- ,x, € m para o qual [(M/(z1M + ...+ x,M)) < co. De-
notamos por d(M) o grau do polinomio de Hilbert-Samuel. A dimensao do médulo M,
denotada por dim(M), é a dimensao do anel A/Ann(M), onde Ann(M) é o anulador
de M.

Lema 3.2.1. Sejam A um anel noetheriano local e 0 - M’ — M — M” — 0 uma
sequéncia exata de A-moédulos finitamente gerados. Entao d(M) = max{d(M"), d(M")}.

M
Demonstracao: Pela proposi¢ao 2.2.5 item iii) podemos assumir que M"” = w7 ¢
seja ¢ um ideal m—primério. Entao
M M
M M 59)
g M" (M "M+ M "M+ M '
T\ M

Onde a segunda e terceira igualdade em (3.9) segue, respectivamente, do exemplo 2.2.4
e do segundo teorema do isomorfismo. Note que

M
M "M + M’ M M
l S N (0 ki ) B A 3.10
(q”M> ( q"M ) "M+ M (Q”M+M’) (3.10)
"M

A primeira igualdade em (3.10) segue do fato da fun¢ao comprimento ser aditiva. Logo

(M (M (oM

Portanto usando (3.9) e o terceiro teorema do isomorfismo temos que

M M// M/
[ =1 + 1 ——.
qrM q*M q M N M’
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M/
q M N M’
como P(q, M”,n) e p, assumem apenas valores positivos segue que d(M) coincide com
qualquer que seja d(M') ou deg (¢). Pelo lema de Artin-Rees, existe um ¢ > 0 tal que
n>c= ¢"'M C M'Ng""'M C ¢ T M’ e consequentemente P(q, M',n + 1) >
©n > P(g,M';n+1—c¢). Fazendo n — oo segue que ¢, e P(q, M',n) tem o mesmo
coeficiente lider. O]

Colocando ¢, = [ ( ), temos que P(q, M,n) = P(q, M”,n)+¢,. Além disso

Lema 3.2.2. Seja A um anel noetheriano semilocal. Entao d(A) > dim(A).

Demonstragao: Ver [8] Teo. 14.3.2, pag. 338.
[

Teorema 3.2.1 ( Krull-Chavalley-Samuel). Sejam A um anel noetheriano semilocal e
M um A-modulo finitamente gerado. Entao os seguintes inteiros coincidem

i) dim(M)

ii) o grau do polinémio de Hilbert-Samuel P(q, M,n + 1), onde ¢ é um ideal de
definicao qualquer de A.

iii) o menos inteiro n tal que existem n elementos 1, . .., x,, para os quais {(M /(z1 M+
-~ +x,M)) < oo, onde z1, ..., x, sdo elementos de m = rad(A).

Demonstracao: A demonstragao sera feita mostrando que 6(M) > d(M) > dim (M)
> §(M). Primeiro note que M é noetheriano, pois M ¢é finitamente gerado sobre um
anel noetheriano, logo todo submodulo de M é finitamente gerado. Pelo teorema 2.3.4
existe uma cadeia de submodulos de M

O=MycMyC---CM,=M

M; A .
~ — (1 <i<n),ondep; € Ass (M) C Spec A. Para qualquer sequéncia
i—1 Di

tal que

exata
0—>M —>M-—>M —0 (3.11)

de A-modulos finitamente gerados e o lema 3.2.1 nos garante que d(M) = max {d(M"),
d(M”)}. Entao por meio das sequéncias exatas

0— M,_y — M; — %—m (3.12)
My
temos d(Mz) = max{d(M,»_l), d(MZ/MZ_1>} = Imax {d(Mi—l); d(A/pZ)} e portanto
d(M) = max {d(A/p;)}. Considerando uma sequéncia do tipo (3.11) o teorema 2.2.4
nos garante que Supp (M) = Supp (M’) U Supp (M”). Sabemos que dim (M) =
dim (A/Ann (M)), ou seja, a dimensdo de M é o maximo das coalturas dos ideais
primos pertencente ao conjunto V(Ann(M)). Por outro lado pela proposi¢ao 2.2.11
temos que V(Ann (M)) = Supp (M) e pelas sequéncias exatas (3.12) concluimos que

Supp (M) = Supp (M1) U Supp (Ma/M;) U - - - U Supp (M, /M, 1)

que é igual a
Supp (A/p1) USupp (A/p2) U --- U Supp (A/pn).
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Usando o teorema 2.3.5 segue que Supp (A/p;) = V(p;) e portanto dim (M) = max {dim (A/p;)}.
Entao pelo lema 3.2.2 tem-se

d(M) = max {d(A/p;)} > max {dim (A/p;)} = dim (M)

Mostremos que §(M) > d(M). Seja m = rad(A). Se §(M) = 0, entdo (M) < oo
e portanto o polinémio P(m, M, n) é constante, logo d(M) = 0. Agora suponha que
(M) = s > 0, logo existem x1,--- ,xs € m tais que ((M/(z1 + -+ -+ 2,M)) < oo e
ponhamos M; = M/(x1M + --- 4+ z; M), entao 6(M;) = §(M) — i. Note que

UM/ (m"My)) = 1(M(, M+ m" M)
= I(M/(m"M)) = l(x1M/(x:M N"m"M)) (3.13)

UM/(m"M)) —1(M/(m"M : 1)) (3.14)

> UM (M) — 1M/ M) (315

assim para n > 0, temos P(m,M;,n) > P(m,M,n) — P(m,M,n — 1) implicando
que d(M;) > d(M) — 1. Por recorréncia sobre s, obtemos d(M,) > d(M) — s, mas
§(Ms) = 0 e dai d(Ms) = 0. Portanto s > d(M). A passagem da equagao (3.13) para
(3.14) é consequéncia da aplicagdo induzida pela multiplicacao por x:

M

MM
1M N mr M

A passagem da equagao (3.14) para (3.15) é consequéncia de m"'M C m"M : x;.
O dltimo passo é mostrar que dim (M) > 0(M) que sera feito por inducdo sobre
dim (M). Se dim (M) = 0, entdo Supp (M) = V(Ann (M)) é formado apenas por
ideais maximais de A e [(M) < oo (Ver [6], 16.1.10, pag. 25), logo §(M) = 0. Agora
suponha que dim (M) > 0 e sejam p; € Supp (M) elementos minimais, onde 1 < i <t
e coht p; = dim (M), entdo cada p; ndo é um ideal maximal, pois se fosse dim (M) =0
e consequentemente nao contém m. Logo podemos escolher x € m tal que = ¢ p; para
todo ¢ = 1,...,t. Assim se My = M/xM, entao dim (M;) < dim (M) — 1. De fato,
perceba que os ideais primos de A que contém Ann (M;) também contém Ann (M)+(x).
Além disso para toda cadeia de ideais primos p = py C p1 C --- C pg, tal que
Ann (M) + (x) C p deve acontecer p; C p, portanto dim (M;) < dim (M). Usando a
hipotese de inducgao temos 0(M;) < dim (M;). Por outro lado seja n = §(M;), entdo
existem n elementos z1,--- ,x, € m tal que [(M,/(z1 My + --- + x,M;)) < o0, mas
My /(1 My + -+, My) =~ M/(eM + 1M -+ - + x,M). Logo 6(M) < §(M/xM) + 1.
Portanto 6(M) < dim (M) + 1 < dim (M).

[

Definigao 3.2.2. Sejam (A, m) um anel local e M um A-mo6dulo ndo nulo finitamente
gerado de dimensdo d. Um conjunto de d elementos (x;)1<i<q do ideal maximal m é
dito ser um sistema de parametro para M se [((M/(x;M + -+ + x4M)) < 0.

Observacao: No final do ultimo passo da demonstracao do teorema 3.2.1 acima
acabamos demonstrando o seguinte resultado.

Proposicao 3.2.1. Sejam A um anel noetheriano semilocal com rad(A) = m, M um
A-moédulo finitamente gerado e x € m. Entao

i) Sejam p; ideais primos minimais pertencentes a Supp (M), ou seja, dim (A/p;) =
dim (M). Se = ¢ p;, para todo indice 4, entdo dim (M/xM) < dim (M) — 1.
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i) dim (M/xM) > dim (M) — 1.

Demonstracao: O item i7) vem do fato que mostramos no final da demonstragao do
teorema 3.2.1 que §(M/xM) > 6(M) — 1 e assim basta aplicar o o teorema 3.2.1 .
m

Corolario 3.2.1. Sejam A um anel noetheriano semilocal com rad(A) = m, M um
A-modulo finitamente gerado, © € m e p; os elementos minimais do Supp (M ). Entao,
para que dim (M /xM) = dim (M) — 1 é necessario e suficiente que x nao pertenga a
nenhum dos p;.

Demonstracao: Se z nao pertence a nenhum p; resulta da proposicao 3.2.1 que
dim (M /xM) = dim (M) — 1. Reciprocamente, se dim (M /xzM) = dim (M) — 1, entao
nenhum p; deve pertencer ao Supp (M /zM), além disso esse conjunto é caracterizado
pelos ideais primos de A que contém Ann (M) + (x) e p; contém Ann (M), portanto
todo p; nao deve conter x.

]

Sobre as hipoteses da proposi¢ao 3.2.1 acima, sejam x4, - -+ ,x;, € me N = M /(x; M+
<o+ xpM), se yi, -+, yp sao elementos em m tais que [(N/(y1N + -+ + y,N)) < o0,
entdo [(M/(x1M + -+ + 2 M +yy M + - - - + y,M)) < o0, pois

N M
YN+ 4y, N oM+ oMy M+ +y, M

Portando (M) < 6(N) + k, logo pelo teorema 3.2.1 temos
dim (M /(z1M + -+ 2 M)) > dim (M) — k

Proposicao 3.2.2. Sejam A um anel noetheriano semilocal, m = rad(A), xi,...,xx
elementos de m e M um A-moédulo finitamente gerado de dimensao d. Entao para que

dim (M/(xyM + -+ + 2 M)) = dim (M) — k

¢ necessario e suficiente que xy, ..., r; faca parte de um sistema de parametro para M.

M
Demonstracao: Seja N = de comprimento finito, entao existe
oM+ 4 M

N
> < 0o. Como

,o, Yn € my tal que (
. ’ a (91N+"’+ynN

N M

~

N+ +y,N oM+ M+ M+ +y, M

entao

M
[ < 0.
(x1M+~-~+ka+y1M+---—i—ynM)

Se dim (M) = dim (M/(x1M + -+ + 2 M)) + k, entdo pelo teorema 3.2.1 o in-
dice n é igual a d, ou seja, existem d — k elementos yii1,...,yq de m, tais que
X1, Tk, Ykt1, - * > Yq € um sistema de parametro para M. Reciprocamente, se existe

M
o M+ -+ xgM

(@i)kt1<i<a tal que 1, - - - , x4 ¢ um sistema de parametro para M, entdo
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N N M
Tp N+ +xgN oM+ +axsM

tem comprimento finito, mas Portanto pelo

teorema 3.2.1,
d—k<dm(N)<d-k

]

Definigao 3.2.3. Sejam A um anel noetheriano e M um A-médulo. Um elemento a €
A é chamado de M-regular se A ndo é divisor de zero para M. Uma sequéncia (;)1<i<n
de elementos de A é chamada M-regular se x; é M-regular e para i =2,3,--- ,n, x; é
(M/(xyM +- -4 x;—1 M))—regular. O ntumero n ¢ chamado comprimento da sequéncia

M —regular.

Observacgao: Lembre que, se zm = 0, para algum m € M e x € A implicar m = 0,
entdo r é um nao divisor de zero em M. Assim quando a homotetia sobre M, definida
por m — xm for injetiva, entao x é um nao divisor de zero em M. Com isso a proxima
proposicao nos d4 uma outra caracterizagao para elementos de A que nao sao divisores
de zero em M.

Proposicao 3.2.3. Sejam A um anel noetheriano, M um A-mo6dulo e a € A. Para a
homotetia sobre M definida por m — am ser injetiva é necessario e suficiente que a
nao pertenca a nenhum ideal primo associado com M.

Demonstracao: Se a € p € Ass (M), entdo p = Ann(z), para algum x € M nao
nulo, logo az = 0 e consequentemente a homotetia nao é injetiva. Reciprocamente,
suponha que a homotetia nao é injetiva, ou seja, am = 0 para algum m € M nao
nulo. Entao o A-modulo Am # {0} e Ass (M) # 0, logo existe p € Ass (Am), tal que
p = Ann (bm) para algum b € A. Além disso abm = 0 e portanto a € Ann (bm) = p.

O

Proposicao 3.2.4. Sejam (A, m) um anel noetheriano local, M um A-moédulo finita-
mente gerado e (x;)1<i<x uma sequéncia M-regular. Entao

dim (M/(x1M + - -+ x;;M)) =dim (M) — k
e (z;)1<i<k € parte de um sistema de parametro para M.

Demonstracao: Vamos fazer essa demonstracao por recorréncia sobre k. Como
(;)1<i<k € uma sequéncia M —regular, entdo por definicdo z; ndo é um divisor de
zero para M, logo pela proposicao 3.2.3 x; nao pertence a nenhum ideal associ-
ado a M e pela proposi¢ao 3.2.1 dim (M/x;M) = dim (M) — 1. Agora considere
N = M M tal que dim (N) = dim (M) — (k—1). Pelo fato da sequéncia

oM+ 4w
(x;)1<i<k ser M —regular, segue que x é N —regular, entao pela proposicao 3.2.3 3 nao
pertence a nenhum ideal associado a N. Portanto pela proposicao 3.2.1 dim (N/z,N) =
M

dim (N) — 1 = dim (M) — k e além disso

com isso usando a

proposicao 3.2.2 a sequéncia (z;)1<;<x faz parte de um sistema de parametro.
L]

Observagao: Note que a quantidade de elementos de uma sequéncia (x;)1<i<k
M —regular nao deve superar a dimensao do A—modulo M.
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Definigao 3.2.4. Sejam (A, m) um anel local noetheriano e M um A-moédulo nao nulo
finitamente gerado. A profundidade de um A-moédulo M é o maior inteiro n para o

qual existe uma sequéncia M-regular de comprimento n contida em m. Denotaremos
a profundidade de M por prof (M).

Observagao: Pelo nossa ultimas observagao concluimos que prof (M) < dim (M).

Proposigao 3.2.5. Sejam (A, m) um anel local noetheriano e M um A-modulo fini-
tamente gerado. Entao

i) Para todo elemento x € m M-regular, temos que prof (M/xzM) = prof (M) — 1.
ii) Se M # {0}, entdo prof (M) < inf dim(A/p) < dim (M).

~ peAss (M)
iii) Para que prof (M) = 0 ¢ necessario e suficiente que m € Ass (M).

Demonstracao: Ver [6], Prop. 16.4.6, pag. 33.
O

3.3 Mobdulos de Cohen-Macaulay e Elementos Super-
ficiais
Definigao 3.3.1. Seja A um anel local noetheriano. Um A-médulo M é chamado de

Cohen-Macaulay se M = {0} ou se M # {0} e prof(M) = dim(M).

Corolario 3.3.1. Sejam A um anel local noetheriano e M um A-mdédulo nao nulo
finitamente gerado. Se M é um A-modulo de Cohen-Macaulay, entdo dim (A/p) =
dim (M) para todo p € Ass(M).

Demonstracao: Segue da proposicao 3.2.5 item ii).
[

Proposicdo 3.3.1. Sejam (A, m) um anel local noetheriano, M um A-mé6dulo nao
nulo finitamente gerado e x € m. Se M é um A-mo6dulo de Cohen-Macaulay, entao as
seguintes condicoes sao equivalentes

i) z & M-regular.
ii) dim(M/zM) = dim(M) — 1
iii) x ndo pertence a nenhum elemento minimal de Supp (M).

Demonstracao: A equivaléncia i) e iii) resulta da proposicao 3.2.3. A equivaléncia
i1) e 4i1) resulta do corolario 3.2.1.
m
Observacao: Se M é um modulo de Cohen-Macaulay sobre um anel local noethe-
M
riano A e x um elemento qualquer M —Regular de rad(A), entao Y também é um
x

A—modulo de Cohen-Macaulay, pois pelas proposicoes 3.2.5 e 3.2.1, temos que

prof (M /xM) = prof (M) —1 = dim(M) — 1 = (dim (M/zM)+1) — 1 = dim (M /xM)
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Corolario 3.3.2. Sejam (A, m) um anel local noetheriano, M um A-moédulo ndo nulo
finitamente gerado e (z;)1<;<, um sequéncia de elementos de m. Se M é um A-modulo
de Cohen-Macaulau, entao as seguintes condicoes sao equivalentes

i) A sequéncia (z;)1<i<, ¢ M-regular.
i) dim (M/(x;M + -+ + 2z, M)) = dim (M) — 7.
ili) (x;) faz parte de um sistema de parametro para M.

Demonstracao: A equivaléncia i) e i) segue da proposicao 3.2.2. Da proposi-
¢ao 3.2.4 segue que i) implica i7i). Para mostra que i) implica i) vamos proceder
por recorréncia sobre r. Se x; faz parte de um sistema de parametro para M, entao
pela proposi¢do 3.2.2 temos que dim (M/xyM) = dim (M) — 1, logo pela proposi-

M

cao 3.3.1 segue que x; é M —regular e pela nossa ultima observacao 7' = é

l’lM
um A—moddulo de Cohen-Macaulay. Agora suponha o resultado verdadeiro para uma

sequéncia (x;)1<i<,—1. Por outro lado temos que (z;)a<i<, faz parte de um sistema de
parametro para T, logo pela hipotese de recorréncia temos que (;)a<i<, ¢ T —regular
e portanto a sequéncia (z;)1<;<, ¢ M—regular .

]

Observacao: Se as condigoes do corolario 3.3.2 sdo satisfeitas, entdo M/(x; M +
4+ 2, M) também é um A—moddulo de Cohen-Macaulay. Pela proposigao 3.2.5 item
i7i) temos que para dim (M) = 0 é necessario e suficiente que o ideal maximal m seja
associado a M.

Os teoremas seguintes, dessa secao, serao de extrema importancia para concretizar
o tltimo capitulo deste trabalho. Tais teoremas resultara de lemas cujas demonstracoes
serao devidamente referenciadas.

Lema 3.3.1 (Coeficientes binomiais). i) Para n > d naturais,
n\ n!
d) — d(n-—a)
= namero de subconjuntos S C {1,--- ,n}, com|S|=d.

ii) Para todo d € Z,
r+1\ [z n T
d -~ \d d—1
iii) Para inteiros n e d tais que 0 < d < n,
i d+v—1\ (d+n
~\ d-1 ) \ d

Demonstragao: Os itens i) e i) podem ser encontrados em [8], lema 14.1.3, pag.
329. Ja o item 4ii) basta proceder por inducdo sobre n e por fim aplicar o item 7).
[



Moédulos de Cohen-Macaulay e Elementos Superficiais 53

Lema 3.3.2. Sejam A um anel local noetheriano, M um A-mé6dulo de Cohen-Macaulay
d dimensional, ¢ um ideal de A tal que M/qM seja de comprimento finito, x um
elemento de ¢ e (7;)1<;<q uma sequéncia M-regular. Entao sdo validas as seguintes
afirmagoes:

i) ¢""'MNzM = Az-(¢""'M : Az) e aM/(Ax.(¢"T'M : Az)) = M/(¢"™'M : Azx).
i) ¢"T'M : Azg = q"M

Demonstragao: A afirmacao do item i) é encontrada em [9] pag. 214 e o item i) &
encontrado em [7], lema 2.13, pag. 16.
0

Lema 3.3.3. Sejam A um anel noetheriano, M um A-modulo finitamente gerado de
Cohen-Macaulay d dimensional, ¢ um ideal de A tal que M/qM seja de comprimento
finito e x um elemento de ¢. Entao para todo n > 0, temos

l (%) - (qnfM) - (ML:AJ

Demonstracao: A demonstracao desse lema segue da expansao da seguinte diferenca

M
M M/xM M
l —1 u = | —1 135—M (3.16)
gt M gt (M /x M) gt M @M+ aM
M

= ! +1M> ( +1]\?4+xM) (8.17)

nJrlM

(
) ( "+1M+xM o
(
(
(3

_ qn“i\iLxM) (3.19)
= n+1meM) (3.20)
_ n-HM Am)) (3.21)
_ z<—qn+1M:Ax) (3.22)

A equacdo (3.16) é obtida pelo exemplo 2.2.4. As equagoes (3.17) e (3.19) segue
do segundo teorema do isomorfismo. A equacdo (3.18) vem do fato que a funcao
comprimento ser aditiva, proposi¢ao 2.2.8. A equagdo (3.20) é consequéncia do terceiro
teorema do isomorfismo e as equagoes (3.21) e (3.22) sao obtidas através do lema 3.3.2.

O

Teorema 3.3.1. Sejam A um anel local noetheriano, M um A-moédulo finitamente
gerado de Cohen-Macaulay d dimensional nao nulo e (z;)1<;<4 um sistema de parametro
para M. Se g é um ideal de A tal que ¢ = Az + - - - + Axy, entao

(o) = Gar) (")
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para todo n > 0.

Demonstracao: O teorema sera demonstrado por inducao sobre a dimensao de M.
O caso em que dim (M) = 0 ¢ trivial. Se dim (M) = 1 a M —regularidade de x; implica
que temos um isomorfismo ¢"M/(¢""' M) = M/q"M dada pela aplicagao definida por
m +— xPm + ¢ M. Logo

() -S () ()0

(2

para todon > 0. Assuma d > 1 e considere o teorema verdadeiro sempre quem um mo-

dulo de Cohen-Macaulay tenha dimensao d — 1. Sejam ¢’ = Axy +---+ Axg_1 e M' =

M () istema de paramet M M
. omo (x; i um sistema de arametro ara e ~
T M 1<i<d P P M+ -+ g M
M

oM+ -+ xgM’
disso (z4) faz parte de um sistema de parametro para M, entao pela proposi¢ao 3.2.2

dim (M/z4M) = d — 1 e pela proposicao 3.3.1 M/x4M é uma A—mobdulo de Cohen-
Macaulay. Portanto pela hipotese de indugao temos que

l M’ _ M’ n+d-—1
o) ~ o ) U aza
para todo n > 0. Dos lemas 3.3.2 e 3.3.3 segue que
l M ; M\ ; M’ n+d—1
gt M M)\ gM d—1 )
S M .
Como M /qM e M'/q' M’ sao isomorfos e se denotarmos [, = [ ("—M)’ entao l,11 —

q
ln—ll(n+d_1>. Logo

entdo (r;)1<i<a—1 ¢ um sistema de pardmetro para M'. Além

d—1
k k
n+d-—1
Z(ln+1_ln) - llz< )
n=1 n=1 d—1
k n+d-—1
b= b = zlz( )
— d—1
k
n+d-—1
lhyr = 11—Fl1:g: ( d—1 )

A tltima equagao segue do lema 3.3.1 item 4iz).
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Definigao 3.3.2. Sejam A um anel noetheriano, nao necessariamente local, M um
A-mo6dulo finitamente gerado e b um ideal de A tal que M/bM tenha comprimento
finito. Podemos reescrever o polinomio de Hilbert-Samuel como

P(b,M,n+1) = zd:(—mie,-(b, M) (" - Z) ,

: d—1
=0

onde e;(b, M) sdo inteiros racionais (|9], pag. 216) chamados coeficientes normalizados
de Hilbert.

Sejam M # {0} um modulo finitamente gerado sobre um anel noethereiano A,
nao necessariamente local, e b um ideal proprio de A. Sabemos que o submodulo
bM admite uma decomposi¢ado primaria reduzida (ou minimal), entdo pelos teoremas
2.4.1 e 2.4.3 segue que uma condi¢io necessaria e suficiente para que M/bM tenha
comprimento finito é que os ideais primos associados com bM sejam maximais. Temos

- M M _—

pela proposicao 2.3.5 que Ass (W) C Supp (m) e através da proposicao 2.2.11
segue que os ideais maximais associados com bM contém Ann (M/bM), entao esses
ideais sao caracterizados por conter b + Ann (M). Se m ¢ um desses ideais, entao
S71A = A, onde S = A m éum conjunto multiplicativo fechado. Portanto a extensao
de bem A, é A,,b que por sua vez é um ideal em A,,, proposi¢ao 2.2.12. Pelo corolario
2.2.3 item c¢) temos que M,,/bM,, ¢ de comprimento finito sobre A, tal que bM,, =
(Amb)M,,, logo os ideais maximais de A, associados com bM,, sdo caracterizados por
conter S~1(b+ Ann (M)). O conjunto dos primos associados com b"M coincide com
os primos associados com bM (ver [9], pag. 216). Portanto M /0" M é um A—modulo
de comprimento finito tal que

l(b%) :zm:l (b’%\%n)

A nossa primeira definicao de um A—moédulo de Cohen-Macaulay usava a hipotese
de A ser um anel local noetheriano. No entanto a proxima definicao ird nos dizer
quando um moédulo M sobre um anel noetheriano A, nao necessariamente local, é de
Cohen-Macaulay.

Definigcao 3.3.3. Seja A um anel noetheriano. Um A-moédulo M ¢ chamado mdédulo
de Cohen-Macaulay se M = {0} ou se M # {0} e M,, ¢ um A,,- médulo de Cohen-
Macaulay cuja dimensdo coincide com dim (M) para todo ideal maximal m contendo
Ann (M).

Sejam A um anel noetheriano, M # {0} um A- médulo de Cohen-Macaulay e ¢ um
ideal proprio de A tal que M/qM seja de comprimento finito, entdo pelos argumentos
previamente discutidos tem-se

i) P(q, M,n) = P(Anq, My, n).

ii) d = dim (M), onde d ¢ o grau do polindémio P(q, M,n).

iii) e;(q, M) = Z&‘(Am q, M)

m
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Observacao: Note que se A nao for um anel local nés podemos trabalhar com
a localizacao de A em m, como foi feito anteriormente, ou seja, podemos passar a
trabalhar com o anel A,, e com os A,,—modulos M,,.

Defini¢ao 3.3.4. Sejam A um anel local noetheriano, M um A-moédulo finitamente
gerado e ¢ um ideal de A. Um elemento M-regular x de A é M-superficial de ordem s
para ¢ se, e somente se, x € ¢° e

"M : Mx=q"°M
para todo n suficientemente grande.

Proposicao 3.3.2. Sejam A um anel local noetheriano, m seu ideal maximal, M # {0}
um A-moédulo finitamente gerado, ¢ um ideal proprio de A tal que M/qM possui
comprimento finito e (b;)1<;<, uma familia finita de ideais de A tais que nenhum b; M
é aberto na m-topologia de M, ou seja, nenhum b; M contém um submoddulo da forma
m™M. Entao existe um inteiro s > 0 e um elemento = de A tal que = é M-superficial
de ordem s para g e x ¢ b; para todo i. Se ainda o corpo residual A/m ¢ infinito, entao
o inteiro s pode ser especificado.

Demonstracgao: Ver [7], Prop. 3.2, pag. 26.



4 (Coeficientes Normalizados do
Polinémio de Hilbert-Samuel

Este capitulo sera inteiramente dedicado ao estudo sobre os coeficientes do po-
linémio de Hilbert-Samuel. Para isso apresentaremos dois teoremas que nos dira,
sobre determinadas hipéteses, o sinal ou o valor de certos coeficientes do polinémio
de Hilbert-Samuel. Também serao abordados alguns resultados extremamente impor-
tante envolvendo os coeficientes que serdo de suma importancia para demonstrar os
dois teoremas principais desse capitulo.

4.1 Os coeficientes ey(q, M) e ei(q, M)

Lema 4.1.1. Sejam (A, m) um anel local noetheriano com corpo residual A/m infinito
e M # {0} um A-modulo de Cohen-Macaulay finitamente gerado de dimensao d > 1.
Se ¢ é um ideal proprio de A tal que M/qM é de comprimento finito, entao exite um
elemento x de A que é M-superficial de ordem 1 para ¢q. Se d = 1, entdo M /zM é de
comprimento finito e

eo(q, M) = eq(Az, M) =1 (%)

xM
Demonstracao: Como A é noetheriano e M é finitamente gerado, entao pelo teo-
rema 2.4.2 todo submodulo de M, em particular o submoédulo nulo {0}, admite uma
decomposicao priméria da forma

{0t=J Q.

pEAss (M)

onde Q)(p) é p—primério com respeito a M. Seja p um ideal primo associado ao sub-
modulo nulo de M, entao pM nao é aberto na m—topologia de M. De fato, suponha
que m™M C pM para algum n > 0. Entdo m™ C pM : M = Ann (M/pM) e como o
radical preserva inclusio e v/m® = m, para todo n, segue que m esta contido no radical
de Ann (M/pM). Perceba que se p € Ass (M), entdo p D Ann (M) = (.5, Ann (m),
logo p+ Ann (M) = p com isso é imediata a verificacao que o radical do Ann (M /pM)
coincide com o radical de p + Ann (M) = p, portanto pela maximalidade de m temos
que p = m. Como m é associado com {0} e M é& Cohen-Macaulay, entdo pelo coro-
lario 3.3.1 segue que dim (M) = dim (A/m) = 0 que é uma contradigao, pois estamos
considerando dim (M) > 1. Nessas condig¢oes a proposi¢ao 3.3.2 nos garante que existe
um elemento © € A é M —superficial de ordem 1 para ¢ e que pertende a p, portanto
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x & M-regular, pois os elementos de p sao nao divisores de zero para M (Ver [4], Coro.
7.4, pag. 100). Portanto pelos lemas 3.3.2 e 3.3.3,

P(q,M/xM,n) = P(q, M,n) — P(q, M,n —1). (4.1)

Sed=1

Pla ) = ol 2 () = atad) ("3 ) = ol M — s )

P(g,M,n—1)=-eo(q, M)(n—1) —e1(q, M).

Portanto a equacao (4.1) pode ser reescrita da forma
P(q7 M/Z'M, n) = 60(Q7M)

Como x é M-regular, segue do lema 3.3.2 que x é M —superficial de ordem 1 para Az.
Consequentemente as expressoes acima podem ser repassadas de ¢ para Az, logo

P(Ax,M/xM,n) = eo(Ax, M).

Seja ¢’ = Az, entao pelo teorema 3.3.1

() = () (1)

M M
portanto eg(q’, M) = [ (W) Analogamente mostra-se que ey(q, M) =1 (W)

Lema 4.1.2. Sejam (A, m) um anel local noetheriano com corpo residual A/m infinito,
M # {0} um A-mo6dulo de Cohen-Macaulay finitamente gerado unidimensional e ¢ um
ideal proprio de A tal que M/qM é de comprimento finito. Entdo temos a seguinte
relagdo entre os coeficientes eg(q, M) e e1(q, M)

e1(q, M) > eo(q, M) — (M /qM) > 0

Demonstracao: O lema 4.1.1 nos fornece um = € A que é M —superficial de ordem
1 para ¢ e M —regular. Ainda pelo lema 4.1.1 temos para o caso d = 1 que

eolq, M) = I (%)
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e portanto

M

qn+1M
quando n é suficientemente grande temos

isso mostra que (n+1)eg(q, M) —1 ( ) nao decresce conforme n aumenta. Agora

n+1
(-t eata. M)~ 1 (3577 ) = (et Dot M) = ol d) ("7 1) + a0,
M M
enquanto para n = 0 temos (n + 1)eg(q, M) — 1 (anF—IM) = eolq, M) — 1 (q_M) _
Portanto
(q, M) > eo(q, M) —1 M
e1\q, = €olq, qM .
Como r o v v
q
_ _ — . _ 0 — 1 >
eo(q, M) l(qM> l<xM) l(qM) l<xM) >0,
entao
(¢, M) > eo(q, M) —1 M >0
€14, = €94, qM el
]

Teorema 4.1.1. Sejam A um anel noetheriano, M # {0} um A-mo6dulo de Cohen-
Macaulay finitamente gerado de dimensao d e ¢ um ideal proprio de A tal que M/qM
tenha comprimento finito. Entao sao equivalentes:

a) P(q, M,n+1) = 1(M/qM) (” ;zL d).
b) e1(q, M) = 0.

) eo(q, M) —1U(M/qM) = 0.
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d) existem elementos z1, ...,z de A tais que ¢gM =z M + -+ + x4 M.
Se A for um anel local, entdo a), b) ou c¢) implica d).

Demonstracao: Na discussao feita no final da ultima secdo do capitulo anterior,
podemos assumir que A ¢ um anel local, logo pelo teorema 3.3.1 temos que d) implica
a). Como P(b,M,n+1) = 30 (~1)%e;i(b, M)("+*7), entdo temos imediatamente
que a) implica b). Para mostrar que b) implica ¢) vamos proceder por indugao sobre d.
Quando d = 0 temos que P(q, M,n+1) = ey(q, M) e pelo teorema 3.3.1 [(M /q" ™' M) =
I(M/qM), portanto eg(q.M) = I(M/qM). Note que na hipotese do lema 4.1.2 temos
que o corpo residual é infinito e na hipétese do nosso teorema nao temos isso, porém
posteriormente vamos resolver esse problema, entao adicionando que o corpo residual
¢ infinito e d = 1 temos através do lema 4.1.2 que b) implica ¢). Seja d > 1 e assim
que a inequacdo ei(q, M) > eo(q, M) — (M /qM) > 0 e o teorema sejam verdadeiros
para modulos M de dimensao d — 1 tal que M/¢gM tenha comprimento finito. Agora
seja dado um modulo M de dimensdo d e ¢ um ideal tal que M’ = M/qM tenha
comprimento finito, entdo pelo lema 4.1.1 encontramos x € A que é M —superficial de
ordem 1 para g e M —regular. Pela proposi¢ao 3.3.1 dim (M') = d—1 e pelo lema 3.3.3
temos

P(q,M';n) = P(q, M,n) — P(q, M,n —1)

e consequentemente
ei(Qa M,) = ei(qv M)

para i = 1,...,d — 1. Como M'/qM' = M /qM tem comprimento finito, temos pela
hipotese de inducao

ei(g, M) > eo(q, M") = I(M'/qM") > 0.
Como e(q, M) = e1(q, M) =0 e ey(q, M') = eo(q, M) segue que
co(g, M) — 1(M/qM) = 0.

Assim b) implica ¢). Agora mostremos que ¢) implica d) usando a indugao construida
até o momento. Se e;(q, M) = 0, entdo para o mesmo = € A temos e;(q, M') =0 e
pela hipotese de inducgao existem elementos xs, ..., x4 em g tal que

gM' = 2o M’ + -« + 2 M,

que é isomorfo a
gM = xM + xoM + - - - + x4M,

consequentemente c) implica d) onde M é d dimensional.
O

Observacao: Ao longo da demonstracao do teorema 4.1.1 adicionamos uma hipo-
tese extra de que o corpo residual A/m é infinito e com isso conseguimos finalizar a
demonstragao. A seguir mostraremos que mesmo sem a hip6tese extra sobre o corpo
residual o teorema 4.1.1 é valido.

Sejam A um anel local e m seu ideal maximal. Considere o anel A[z] dos polino-
mios na indeterminada x com coeficientes em A. Seja B = Alzlm = {>_1 | fi(x)m; |



O coeficiente es(q, M) 61

fi(x) € Alz]em; € m} um ideal primo de A[z], entdao S = A[s] — B ¢ um conjunto
multiplicativamente fechado e portanto A’ = S™'A[z] ¢ um anel local cujo ideal maxi-
mal ¢ m' = {b/s | b€ Bes € S}. Além disso o corpo residual de Alz| é (A/m)[x] que
é infinito e pelo corolario 2.2.3 item ¢) A’/m’ & isomorfo ao corpo residual de A[z].

Se M & um A—mobdulo, denote por M’ o A'—moédulo S™'M = Mg e se M é
finitamente gerado, entdo M’ também é finitamente gerado.

Seja M # {0} um A—mddulo, entao sdo validas as seguintes afirmacoes:

i) Se N é um submodulo de M tal que M/N tem comprimento finito, entao N’ é um
submodulo de M’ tal que M'/N’ tem comprimento finito, além disso [(M/N) =
L(M'/N"). Com isso, se ¢ ¢ um ideal de A tal que M/¢M tem comprimento
finito, entao ¢ = A’q é um ideal de A’ tal que M’'/q¢’ M’ tem comprimento finito e
P(q¢',M',n) = P(q, M,n). Portanto dim (M’) = dim (M) e e;(¢', M") = e;(¢, M)
para todo i. (Ver [7], Prop. 4.8, Coro. 4.9, pag. 39).

ii) M é um modulo de Cohen-Macaulay se, e somente se, M’ é um modulo de
Cohen-Macaulay. (Ver [7], Prop. 4.10, pag. 40).

iii) Seja ¢ um ideal de A tal que M /qM tenha comprimento finito. Existem elementos
x1,...,xqde Atal que gM = vy M+ - -+2x4M se, e somente se, existem elementos
Y1, .., yade A tal que ¢ M' = yyM'+-- - +yaM'. (Ver 7], Prop. 4.12, pag. 41).

Assim a hipotese de que A/m é infinito pode ser removida, logo temos o seguinte
corolério.

Corolario 4.1.1. Sejam A um anel noetheriano, M um A-mdédulo de Cohen-Macaulay
e ¢ um ideal de A tal que M/gM tem comprimento finito. Entao

e1(q, M) = eo(q, M) — l(M/qM) = 0.

4.2 O coeficiente ey(q, M)

Das discussoes da secao anterior podemos assumir, sem perda de generalidade,
que o anel noetheriano A é local e que o corpo residual A/m, onde m é o ideal ma-
ximal de A, é infinito. Assumindo que M é um A—moddulo de Cohen-Macaulay fi-
nitamente gerado d dimensional podemos, a partir da demonstracao do lema 4.1.1,
ou seja, como consequéncia da proposicao 3.3.2, garantir que existe um elemento
x1 M —superficial de ordem 1 para g e M —regular. Através da proposicao 3.3.1 te-
mos que M' = M/x M é um A—mdbdulo de Cohen-Macaulay finitamente gerado
e de maneira andloga a existéncia de x;, podemos encontrar um elemento z, de A
M'—superficial de ordem 1 para g e M'—regular. Portanto, repetindo esse processo,
existe uma sequéncia M —regular (z;)1<;<q de elemento de A tal que parai=1,--- ,d,
x; & (M/(xyM + -+ 4+ x;_1M))—superficial de ordem 1 para q.

Defini¢ao 4.2.1. Sejam A um anel noetheriano, M # {0} um A-moédulo de Cohen-
Macaular finitamente gerado d dimensional e ¢ um ideal proprio de A. Definimos os
inteiros nao negativos A, e Bj, para todo j = 1---,den = 1,2,--- da seguinte
maneira

Ap=1(M/(x;M + -+ +24M)) = I(M/)(q"T'M + 21 M + -+ + 24M))
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Bj, = l(an(M/(flflM ++xiaM)) s M /q"(M/(xiM + -+ + 251 M)))

Observagao: Como (z;)1<;<q ¢ um sistema de parametro para M, entdo apenas
uma quantidade finita de A,, sao nao nulos. A mesma observacao vale para B;,, pois

cada x; ¢ superficial.

Para r > 1, seja

chamada r—ésima interada de A,. Para j = 1,--- ,d definimos
m r—1 I
k=0

chamada r—ésima interada de Bjj,.

A partir da equacdo (4.2) vamos verificar que
AglrJrl) — A(()T) +AY) ++A,(1r)

A verificacao sera feita por inducao sobre n. Paran =1
1
A7(’Lr) = (r M )AO + Ala
r

por outro lado

AD = Ay = <T>AO e AV = ( " )A0+A1.
T r—1

Logo pelo lema 3.3.1
1
Ag) + AY) = <Z:>Ao + (r i 1)140 + A = (ri_ )Ao + A; = AT

Agora seja n > 1 e suponha o resultado verdadeiro para n — 1, ou seja,
n—1
, , , n—1—k+r
k=0

Portanto

De maneira analoga mostra-se também que

(r+1) _ p(r) (r) (r)
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Proposigao 4.2.1. Sejam A um anel local noetheriano, M um A-moédulo de Cohen-
Macaulay finitamente gerado d dimensional, ¢ um ideal proprio de A tal que {(M/qM)
seja finito e (x;)1<i<q um sequéncia M-regular tal que para todo i = 1,--- ,d, x; é
M/(x1M + - + x;_1 M)- superficial de ordem 1 para ¢. Entao para todo n > 0 temos

I(M/q" M) = (M /2y M + - - 4 2 M) (” i d) AD _ Z BY.
Demonstracao: A demonstracao seré feito por inducao sobre d. Primeiro considere
o caso d = 1. Note que By = I(¢"™'M : Az, /q" M), entao
UM/q"M) = 1(¢" M : Az, /¢" M) = I(M/(¢" M : Azy)). (4.4)
Portanto pelo lema 3.3.3 e pela equacao (4.4) acima temos
UM/q" M) = 1(M/q" M) = I((M/x:M)/¢"H (M /21 M)) — Buy, (4.5)

para todo k > 0. Somando a equagdes (4.5)

(M[q™) = Y U(M[xM)/q" (M ]z, M) ZBI,c

n

= > (I(M/x;,M) — Z By

k=0
= (M/x, M) (” N 1) — AW — B,

1 1n

Agora suponha que d > 1 e que o lema é satisfeito quando a dimensao de um mo-
dulo é menor do que d. Seja M' = M/x;M. Pela proposicio 3.3.1 temos que
M/x1M & um modulo de Cohen-Macaulay finitamente gerado e de dimensao d — 1.

Além disso a sequéncia (x;)s<i<q ¢ M'—regular tal que para todo ¢ = 2,--- ,d, x; ¢
(M' /(oM + - - + ;1 M"))— superficial de ordem 1 para g. Definindo A, e B}, atra-
vés da substituicao de M por M’ e da sequéncia xy,--- , x4 pela sequéncia o, - - , Ty

em A, e Bj, respectivamente. Pela hipotese de indugao temos que,

d
) krd—1\ o
M /g M) ZZ(M’/sz’+'--+de’)< i )—A;fd R

Pela equagao (4.5) obtemos
k+d—1\ I

UM /q" M) —U(M [q* M) = I(M' Jzo M+ - +de’)( g1 )-Ak<d—1>_z BY V- By,

=2

Somando a ultima equagao acima

n

-1 n ,
I(M/q"Y) = UM Jao M+ - Aa4M') (k+d )ZA(CH

k=0

n

d n
> B3 b
k=0

=0 j=2
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Como M'/xoM'+ - +ax4M' = M /2y M +-- -+ x4M, entdo Aj, = Ag e Bj,, = Bji para
todoj=2,...,de k=0,1,2,.... Além disso note que

n d n
DI (z r3 a3 n)
k=0 j=2 -

= (Bgf) +BY 4+ Bf{?) .

Usando o lema 3.3.1 item 4ii) obtemos a formula desejada e assim provamos o lema.
O

Corolario 4.2.1. Sejam A um anel local noetheriano, M um A-mddulo de Cohen-
Macaulay finitamente gerado de dimensao dois, ¢ um ideal proprio de A tal que M /qM
tenha comprimento finito e x1, x5 um sequéncia M-regular tal que x; é M-superficial
de ordem 1 para q e x9 é (M /x1M)—superficial de ordem 1 para ¢q. Entao

eolq, M) = I(M/(x1 M + x5 M))

el(q, M) = ZAk+ZBQk
k=0 k=0

es(q, M) = > kAy+ Y kBu— Y Bu.
k=0 k=0 k=0

Demonstracao: Temos que para um n suficientemente grande
P(q,M,n+1) = 1(M/q""" M)

e pela proposicao 4.2.1
n —I— 2 (]
P(q,M,n+1) = (M/(x:M + x,M)) Z B}). (4.6)

Logo temos a primeira igualdade
eo(q, M) = U(M/(x1M + 22 M))..
Note que o lado esquerdo da equagdo (4.6) é

—el(qu)<nJ1r1>,

entdo para descrever o coeficiente ej(q, M) temos que agrupar todos os termos, do
lado direito da equagao (4.6), que se assemelham ao lado direito. De maneira analoga
descrevemos es(q, M) agrupando, no lado direito da equacao (4.2), todos os termos
positivos e independentes.

Temos que
~(n+k+1 = —k+1
—A® —(BY 4 By = —Z( ) )Ak—<2( )Blk Z( )sz>
k=0 k=0 k=
= Z( —n—lAk—l—Z —7’L—1 ng Z
k=0 k=0 k=0

Portanto o corolario esta provado.
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Proposigao 4.2.2. Seja A um anel noetheriano, M um A-moédulo de Cohen-Macaulay
nao nulo finitamente gerado d dimensional e ¢ um ideal proprio de A tal que M /qM
tenha comprimento finito. Entao sao validas as seguintes afirmagoes

i) eq(q", M) = eq(q, M) para todo r > 1.
ii) Para algum r > 1 e para todo k > 1 temos, (¢")*"'M : Az’ = (¢")*M.
Demonstracao: Como
UM /(q")"™ M) = 1(M/q D=0,

entao
P(¢",M,n+1)=P(q, M, (r(n+1)—1)+ 1),

portanto
P(qTa M, 0) = P(Q7 M, 0)

Substituindo n por -1 e sabendo que

n+d—-1\ m+d—i)n+d—i—1)---(n+1)
( d—i )_ (d—1)!

podemos concluir que todo os coeficientes normalizados de Hilbert sao nulos, exceto o
altimo. Assim ey(q, M) = P(q, M,0) e portanto

eq(q, M) = P(q, M,0) = P(¢", M,0) = eq(q".M).

A igualdade do item i) é obtida da seguinte maneira. Como z; é M —superficial de
ordem 1 para ¢, entdo existe um inteiro [ tal que ¢**'M : Az, = ¢*M para todo k > L.
Entao

¢ FINM - Mot = ¢ FIM - Mo May = ("M - May) - Mt = ¢ ED=1A Mot
para todo r(k + 1) — 1 > [. Da mesma forma

gEVIM Myt = DTN My M
_ (qr(k+1)—1M : M) : qu—Q
g "M - Mat?

para todo r(k + 1) — 2 > [. Eventualmente encontramos
¢FPEM : Ma? = ¢ M My Axy = (¢FTM M) May = ¢V M s Moy = ¢ M

para todo rk > [. Portanto tome r como qualquer inteiro maior do que ou igual a [.
m

Teorema 4.2.1. Sejam A um anel noetheriano, M um A-mo6dulo de Cohen-Macaulay
nao nulo finitamente gerado de dimensao dois e ¢ um ideal proprio de A tal que M/qM
tenha comprimento finito. Entao

ea(q, M) > 0.
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Demonstracao: Como ja discutimos anteriormente podemos supor sem perda de
generalidade que A é um anel local noetheriano e que o corpo residual A/m, onde m é
o ideal maximal de A, ¢é infinito. Pelo corolario 4.2.1 temos a seguinte descri¢ao para

eQ(qa M)
ez(q, M) = Z kA + Z kBoy, — Z Biy.
k=0 k=0 k=0
Como todo os Ay e Bjj, sao nao negativos, o teorema estaria provado se
By, = U(¢"™* M : Mz, /q"M)

para todo k > 1. Na expressao acima para es(q, M) vamos substituir ¢ por ¢" e trocar
0s pares T1, To de elementos superficiais por z7, y2, onde r é um interio maior ou igual
a 1 escolhido de acordo com a proposi¢ao 4.2.2 item ii) e yo é (M/x]M)—regular e
(M [z} M)—superficial de ordem 1 para ¢". Como z] é M —regula e M —superficial de
ordem 1 para ¢" temos ey(q, M) > 0.

O

Proposicao 4.2.3. Sejam A um anel noetheriano, M um A-mo6dulo de Cohen-Macaulay
nao nulo finitamente gerado de dimensao dois, ¢ um ideal proprio de A tal que M/qM
tenha comprimento finito e x; zo uma sequéncia M-regular tais que x; é M-superficial
de ordem 1 para q e xy é (M/xyM)-superficial de ordem 1 para q. Se ¢*M =
q(Azy + Axo) M, entao

ea(q, M) = 0.

Demonstracao: Se
FTIM = "M = ¢F T q(Axy + Axo) M = ¢F(Azy + Axy), M

entao
M Mz, =¢*M

para todo k > 1. Logo para todo k > 1
By, = U(¢"TM : Az, /¢" M) = 0.

Se M’ = M/x,M, entdo ¢"***M' : M'zy = ¢*M' e com isso para todo k > 0 By, = 0.
Da hipotese que ¢?M = q(Ax; + Axy)M segue imediatamente que Ay = 0 para todo
k > 0. Portanto pelo corolario 4.2.1 temos que ey(q, M) = 0.

O

Sejam A um anel noetheriano, M um A—modulo de Cohen-Macaulay finitamente
gerado de dimensao d e ¢ um ideal de A tal que M/gM tenha comprimento finito.
Sabemos que existe uma sequéncia M —regular (z;)1<;<4 de elemento de A tal que para
i=1,---,d, x; &€ (M/(x1M + --- + x;,_1M))—superficial de ordem 1 para ¢q. Entdo a
condi¢ao ¢*M = q(Azy + - - - + Axg)M implica que eq(q, M) = 0 (Ver [9], Teo. 6.10,
pag. 64). Um tltimo resultado interessante é uma condigio necessaria e suficiente para
que es(q, M) = 0 que é ¢>" M = (Ax} + Az%) M, onde 1, x5 é um sistema de parametro
para M tal que z; é M — superficial de ordem 1 para q e xo é (M /x1M)—superficial
de ordem 1 para q.(Ver [7], Teo. 5.9, pag. 52).
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