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Impacto potencial desta pesquisa

O desenvolvimento de um programa que aplica métodos numéricos traz um ponto de
vista que esclarece a teoria, a pratica, seus usos e possiveis adaptagoes. Neste trabalho,
com um carater multidisciplinar, buscamos por em pratica métodos numéricos em situa-
¢Oes reais, utilizando dados do catalogo da NASA, e resultou em uma aplicacao funcional.

Potential impact of this research

The development of a program that applies numerical methods offers a perspective that
clarifies the theory, practice, uses, and potential adaptations. In this multidisciplinary
project, we aim to implement numerical methods in real-world situations using data from
NASA’s catalog, resulting in a functional application.
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Resumo

Este trabalho aplica o periodograma de Lomb-Scargle para obter estimativas e o me-
lhor ajuste de funcao a dados de velocidade radial de orbitas de planetas extrassolares.
No processo, fazemos o melhor ajuste com funcao sinusoidal aos dados para obter estima-
tivas iniciais de parametros para, posteriormente, usa-los no ajuste de curva de velocidade
radial, assim obtendo melhores estimativas dos parametros orbitais. Estudamos estas fun-
¢oOes a partir da mecanica celeste e escrevemos algoritmos que complementam os métodos
numéricos usando a linguagem de programagao Julia.

Palavras-chave: Métodos Matematicos. Ajuste de Curvas. Astronomia. Mecanica
Celeste. Programacao.



Abstract

This work applies the Lomb-Scargle periodogram to estimate and best fit functions
to radial velocity data of exoplanet orbits. In the process, we perform a sinusoidal fit to
the data to obtain initial parameter estimates, which are then used in the radial velocity
curve fitting to achieve better orbital parameter estimates. We study these functions
through celestial mechanics and develop code that complements numerical methods using
the Julia programming language.

Keywords: Mathematical Methods. Curve Fitting. Astronomy. Celestial Mechanics.
Programming.
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1 Introducao

O fato de a vasta maioria dos planetas nao ser vista diretamente suas descobertas sao
feitas indiretamente, pois o que se observa é a estrela cujo comportamento aparente é
analisado afim de inferir a existéncia e caracteristicas de um possivel planeta.

A intencao desta dissertacao é apresentar um estudo da aplicagdo de métodos numé-
ricos que possibilite a estimativa de caracteristicas orbitais de planetas extrassolares a
partir de observagoes feitas por telescopios e equipamentos de observatérios. Especifica-
mente, usando o método de Velocidade Radial de deteccao de exoplanetas, dados reais
serdao analisados para comparar nossos resultados com o de outros trabalhos, reforcar ou
refutar modelos mateméaticos. Desta forma, buscamos esclarecer matematicamente como
atualmente tém-se obtido os valores dos elementos orbitais, com base na mecanica celeste,
técnicas matematicas e estatisticas e auxilio de linguagens de programacao.

Desde o século XIX, Velocidade Radial tem sido um método importante para os desen-
volvimentos e avangos na astrofisica [19]. No passado, astronomos perceberam mudanga
de cor na observagao de certa(s) estrela(s) e deduziram que tratava-se do fato de que a
estrela se afastava/se aproximava do observador. O comprimento de onda diminui caso
a estrela observada se aproxime do observador, e o espectro sofre deslocamento para o
azul; caso contrario, o comprimento da onda aumenta, deslocando-se para o vermelho,
indicando que a estrela se afasta do observador [6]. Assim, quando as observagoes mani-
festam movimento periddico, isto indica a existéncia de um planeta.

O capitulo 2 contextualiza a area da astronomia que iremos aplicar a matematica, a
mecanica celeste e as leis de Kepler e de Newton.

No capitulo 3 vamos explicar sobre Velocidade Radial e apresentar os elementos orbi-
tais que este método consegue obter.

No quarto capitulo iremos apresentar todos os métodos numéricos que utilizamos no
trabalho, baseados no periodograma de Lomb-Scargle.

No quinto capitulo aplicamos na pratica os métodos apresentados no capitulo anterior
em dados reais do catdlogo da NASA Exoplanet Archive e comparamos os resultados
obtidos com o de outros trabalhos.
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2 Contextualizacao

2.1 Resumo historico

"A Astronomia é uma das disciplinas cientificas mais antigas, que evoluiu desde os
humildes comecos de contar estrelas e tracar constelagoes a olho nu até a impressionante
demonstragao das capacidades tecnoldgicas da humanidade que vemos hoje"conforme [28].
Segundo [6], os astronomos da Grécia antiga foram os primeiros a fazer medidas dos corpos
celestes. Hiparco (180-125 a.C.) fez medias para mapear as estrelas, Eratéstenes (276-194
a.C.) estimou o raio da Terra e Aristarco (310-230 a.C.) estimou a distancia relativa do
Sol e da Lua. Apesar das limitagdes — como a precisao das observagoes — estes autores
foram bem sucedidos em suas avaliagoes. Eratéstenes estimou o raio da Terra em 6247km
(hoje consideramos 6370km). Aristarco calculou que a distancia Terra-Lua é 40 vezes o
didametro da Terra; e que a distancia Terra-Sol é 19 vezes a distancia Terra-Lua.

[11] confirma que Ptolomeu (100-168 d.C.) propds a teoria geocéntrica, apresentada
em 150 d.C., em sua obra Almagesto. Neste trabalho a Terra era apontada como um
planeta estatico no centro do Universo e ao redor dela orbitavam todos os corpos celestes
[25]", conforme a figura 2.1.

Schema huius pramiffi divifionis Sphararum .

Figura 2.1: Teoria geocéntrica. Fonte: Wikipedia !

[25] cita que o geocentrismo foi aceito por 14 séculos, até ser contestado por Copérnico
(1473-1543). Em "De Revolutionibus Orbium Coelestium'de 1530, Copérnico apresentou

Disponivel em: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/3/3a/Ptolemaicsystem-small.png
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Resumo histérico 15

sua visionaria descoberta do heliocentrismo, considerado um sacrilégio pela Igreja Catoé-
lica, ilustrada na figura 2.2.

“\‘4\$ 0. XX, pg

l%

Figura 2.2: Sistema heliocéntrico: érbitas circulares. Fonte: InfoEscola 2

Posteriormente, Tycho Brahe (1546-1601) teorizou que o Sol e a Lua orbitavam a Terra
e que os cinco planetas conhecidos na época orbitavam o Sol (figura 2.3), segundo [35].

. -..
Hi f‘égfw Lycionica
o S,

Figura 2.3: Sistema Tychonico. Fonte: Wikipedia 3

Apesar deste equivoco, sua contribuigao cientifica se deu, conforme [6], pela sua priori-
dade no rigor de suas observagoes astronomicas, sendo conhecido por ser "o ltimo grande
astronomo da era pré-telescopica [6]".

Em 1599, Johannes Kepler (1571-1630) torna-se assistente de Brahe, de quem "her-
dou'a precisao e rigor. Dois anos antes, Kepler publica "Mysterium Cosmographicum’,
que expoe suas inclinagdes heliocéntricas [29]. Este fato, atrelado ao aprendizado com
Brahe, o leva a sua obra-prima "Astronomia Nova'em 1609. Neste livro, ele expoe que os

2Disponivel em: https://www.infoescola.com/wp-content/uploads/2016/04/heliocentrismo.jpg
3Disponivel em: https://pt.wikipedia.org/wiki/Sistema_ Tychonico# /media/Ficheiro: Tychonian.png
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planetas nao se movem uniformemente, mas que a velocidade muda pela excentricidade
de suas 6rbitas, de onde vem suas conhecidas primeira e segunda leis de Kepler. Dez anos
depois, Kepler publica "Harmonices Mundi", que contém a formulagao da sua terceira lei:
'o quadrado do periodo orbital do planeta é proporcional ao cubo do semieixo maior de
sua orbita". Posteriormente, estas leis foram comprovadas pelas leis de Newton. Estas
leis servirao de base para este trabalho, e sao cientificamente aceitas até os dias de hoje.

2.2 Leis de Kepler e leis de Newton

As referéncias [22] e [23] foram utilizadas para explicar que as leis de Kepler sao
decorréncias das leis de Newton.

As trés leis de Kepler demonstraram alta precisdo com as observacoes, e destacamos
que, na verdade, sdo afirmagoes observacionais e dedug¢oes empiricas, enunciadas como:

1. Planetas orbitam o Sol em uma elipse, com o Sol em um dos focos;
2. Planetas varrem areas iguais da elipse em intervalos iguais;

3. O quadrado do periodo orbital de um planeta é proporcional ao cubo do semi-eixo
maior da elipse.

F,

mj

0

Figura 2.4: Acao das forcas da massa da estrela m; e da massa do planeta my. Fonte:
23]

A dedugao matematica dessas leis é efetuada usando as leis de Newton e requer calculos
com vetores. De acordo com a Lei Universal da Gravitagdo de Newton, conforme a figura
2.4, a magnitude de forca entre m; e my separados por uma distancia r é dada por:

F=glme

r2
onde G é a constante gravitacional universal (G = 6,67260 x 10" Nm?2kg~2).

O problema de dois corpos descreve a base do movimento de um planeta ao redor
de uma estrela. Assim, seguindo o raciocinio da figura 2.4, considerando uma estrela de
massa m; e um planeta de massa msy e vetores ry e rp referenciados a uma origem O
fixada em um sistema de coordenadas inercial, a for¢a gravitacional agindo na estrela é:

mimes
r

FlzG 7‘3

(2.1)
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e no planeta é:
mims

Fo=-G (2.2)

3
,

A segunda lei de Newton descreve como uma aceleragao de um objeto é proporcional
a forca resultante aplicada nele. Nesta lei:

F=m¥
Aplicando em eq. 2.1 e eq. 2.2:
Fi = mif) = Gm;;n% (2.3)
¢ . myms
Fy = mory; = -G 3 r (2.4)
respectivamente.

Temos que r = ra — r; (vetor planeta-estrela) muda com o tempo, pois a drbita é
eliptica. Se escrever ¥ = ry — r1, de eq. 2.3 e eq. 2.4, temos:

Da eq. 2.5 temos r X ¥ = 0. Entao podemos escrever:

d dr dr dr d*r d . .
dt(rxdt):dtxdt—f—rxdt2$dt(rxr):0$r><r:h (26)
—_————  ——
Z€ero rxi

onde h é um vetor constante e perpendicular tanto a r quanto a . Assim concluimos que
o movimento do planeta com respeito a estrela estd em um plano perpendicular a direcao
de h, que é o momento angular. Também temos que os vetores de posicao e velocidade
estao em um mesmo plano, que chamamos de plano orbital. Portanto, o movimento de
dois corpos sob acao da gravidade estao dentro de uma superficie plana. Escrevemos r e
I em coordenadas polares:

r=rt (2.7)
e .
i =7t + 70, (28)
Assim, a eq. 2.6 fica: .
r x (7t +60) =h (2.9)

e eliminando os termos vetoriais de auto-produto:

r x (08) = h (2.10)
a seguir, agrupando todos os termos escalares juntos em um lado:

rfr x 6 = h. (2.11)

Pela equagao 2.11: . . .
r20¢ x = hh. (2.12)

A

T X # é um vetor perpendicular ao plano orbital formando uma triade com T e 6. A
magnitude deste vetor da

h=1r%. (2.13)
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Considerando a Segunda Lei de Kepler, sobre as areas que os planetas varrem

r 1
dA = / rdrd) = Srdf (2.14)
0
e dividindo os termos por dt ) )
A= =r?0=Zh. 2.1
5" 0 2h (2.15)

Como h é uma constante, A é constante. Assim, temos que os planetas varrem &areas
iguais em intervalos iguais. Da equacao 2.5:

A

i = —G(m + mg);2 (2.16)

usando coordenadas polares,

1d, 5. | x
P = (i —r6*)p+ |-—(r’0)| 0 2.17
=0+ | 1500 .17
obtendo:
Gy 4 ma) L = () + | 2L (2)| (2.18)
! 22 rdt ' ‘
Equilibrando os componentes que multiplicam # para a direcao radial temos
oy = _Glm ) 219)
r
Tomando u = %, a primeira derivada:
du dudt dr‘lﬁ__rzﬁ@_ r TR
dt —dtdd  dt d9  dtd)  _§ = hr>
— —— —

regra da cadeia 6 da equacdo 2.13

e a segunda derivada:

v d(%)  ldi  ldrdt 17 17 d*u li

47~ A0 hdd  hdtdd  ho  hhr2: 4z 2

regra da cadeia

6 da equacdo 2.13

Assim podemos substituir o 7 da equacao 2.19, bem como o 0 em termos de h da equacao
2.13, obtendo

d*u G(my + my)
2 —2 “2\2 1 2
—h T W — T(hr ) = _7’—2

Py 1 G(my + my)

2, 2 2 2 _
her W + ;h T = —T

d’*u G(m1 + m2)

T tu= (2.20)
Por conveniéncia, seja % = W onde p = G(#im), equacao conhecida como equacao

de Binet, tem a solugao
1
u(f) = acos(d — 6y) + — (2.21)
p
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onde a é uma constante da integracao neste ponto. E conveniente reescrever a em termos
de p e tirar p como um denominador comum: e = ap. Utilizando a notacao histérica, seja
0y = w. Substituindo u de volta por %, chegamos na equagao para a magnitude do vetor

radial:
p

= ) 2.22
" 1+ ecos(d — w) (222)
Considerando a figura 2.5 como o plano orbital:
O=f+w
apocentre )
A \_/ pericentre
empty focus
b
\ 4 — 0 reference
K " 0= direction

Figura 2.5: Geometria da érbita eliptica. Fonte: [22]

e (@ COMO O semieixo maior;

e b como semieixo menor;

e e como a excentricidade;

e f como a anomalia verdadeira;

e w como a longitude do periastro.

A estrela ocupa um dos focos da elipse, o planeta orbita o perimetro; nomeia-se apoastro
(ou apocentro) o ponto da elipse onde o planeta estd mais distante da estrela e de peri-
astro (ou apocentro) o ponto onde o planeta estd mais proximo da estrela. O termo e é
tipicamente chamado de excentricidade orbital, 6 é conhecido como longitude ver-
dadeira e w refere-se ao dngulo conhecido como longitude do periapse (ou periastro).
A equacao 2.22 descreve a Primeira Lei de Kepler.

Definido f = 0 — @, que é a longitude verdadeira menos a longitude referencial do
periapse, f é chamado de anomalia verdadeira. Seja a o semieixo maior da elipse.
Considerando a largura total da elipse — a distancia da posi¢ao radial maxima até a
minima — temos f =0 e f = m, e obtém-se da equacgao 2.22 que

p p

=2
1+e+1—e a4

Tmax = Tmin =
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p=a(l+e)(l—e)
p=a(l—e?). (2.23)
Se substituirmos o p na féormula 2.22; temos

a(l —e?
L 0 (2.24)
1+ e-cos(f)
uma equacao mais convencional, relacionado a distancia radial como uma funcao da ano-
malia verdadeira orbital.

Considerando a equagao 2.22 onde p = G(#j-mg) (equacao de Binet) e a equacao 2.23,
chegamos na equagao
1) = h=Ja(l - )G+ ma). (2.25)
G(m1 + m2)

Integrando a equacao 2.15 por um periodo inteiro, temos

1
A=—-hP
2
que é a area da elipse como a constante %h multiplicado por P. Mas podemos escrever a
area de uma elipse geometricamente como A = wab com b sendo o semieixo menor, que
. Lo
pode ser relacionado a a e e obtendo b = a(1 — €?)2 entdo

1
A= §hP = mab = 7a*(1 — 62)%. (2.26)

Como as equagoes de area precisam ser iguais

2 CLS

1 — — -
N — 2l — el - 2.2
a \/( —e?)G(my + mgy) P Ta e = A2 G(my + my) (227)

que é a Terceira Lei de Kepler descrita por Newton.

2.3 Mecanica celeste

[23] e [22] continuam sendo as referéncias para esta se¢ao. Neste trabalho iremos nos
delimitar no Problema de Dois Corpos, que é a dindmica que consiste na "interacao de
duas massas pontuais movendo sob atracdo gravitacional mitua', segundo [23]. Sendo
assim, trata-se de um assunto que pode negligenciar possiveis outros pontos de massa por
nao influenciarem significativamente o sistema. Um terceiro corpo interagindo com certa
relevancia nos levaria ao Problema de Trés Corpos, e em comparacao com o Problema de
Dois Corpos, é muito mais complexo.

Observadores tém por referéncia o plano (X, Y) perpendicular a linha de visao e o
eixo 7Z é orientado na direcao do observador. Ao analisar uma 6érbita do ponto de vista
heliocéntrico, usa-se como referéncia a estrela na origem (0, 0) por conveniéncia. Nas
coordenadas cartesianas, a 6rbita estd em um plano XY, com o X alinhado ao eixo maior
da elipse. Supomos que um observador hipotético esteja sobre este plano segundo a diregao
do eixo Z. Entao a estrela permanece na origem (0, 0, 0) e o observador em (0, 0, oo).
Usando como referéncia a figura 2.5, a posigao do planeta segue r(f) = (r cos f, r sen f,

0).



Mecéanica celeste 21

O plano orbital estrela-planeta é o plano (X, Y) do observador e pode estar inclinado
de forma que seja necessario rotacionar este plano para melhor visualizar o sistema. Para
esta rotagao, podemos usar o Teorema de Rotacdo de Euler, que compreendeu que nao
importa a orientagao de um corpo rigido, pode-se obter a orientacao desejada usando trés
transformacoes rotacionais. Ha dois tipos de rotacao de Euler:

1. angulos de Euler préprios (Z2-X-Z, X-Y-X, Y-Z-Y, Z-Y-Z, X-Z-X, Y-X-Y);
2. angulos de Tait-Bryan (X-Y-Z, Y-Z-X, Z-X-Y, X-Z-Y, Z-Y-X, Y-X-Z)

A transformagao utilizada em Mecanica Celeste por convengao é o Z-X-Z.

(a) (b)

(d)

Figura 2.6: Rotacgao Z-X-Z: (a) (x’, y’, z’) - o plano da 6rbita - inicia coincidindo com
(X, Y, Z) - o plano observado - que é a referéncia; rotacionar o eixo z’ resulta em (b). Ao
rotacionar x’ de (b) chega-se a (c). De (c), ao rotacionar z’ novamente, tem-se o plano
(x’, y') perpendicular ao plano (X, Y) em (d).

Esta transformacao pode ser representada por calculo com matrizes. Seja ¢ o angulo
de rotagao, P,(¢) a rotagao feita no eixo x e P.(¢) a rotacao feita em z:

1 0 0
P.(¢) = |0 cos¢p —sen¢
0 sengp coso

cos¢ —sen¢ 0
P.(¢) = |sen¢p cos¢p O
0 0 1

Ao observar a figura 2.7, as rotagoes Z-X-7Z sao representadas respectivamente por w, [

eQe

X
Z

(2.28)

IS IS

lembrando que multiplicagdo de matrizes ndo é comutativa e que P,;1(¢) e P;1(¢) sdo
matrizes inversas de P, (¢) e P,(¢) respectivamente, segue que
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Figura 2.7: (x, y, z) rotacionado em w, I ¢ Q em (X, Y, Z). Fonte: [22]

w é chamado de argumento do periastro, {2 é chamado de longitude do né ascen-
dente e I é a inclinagao no alcance 0° < I < 180°. Se restringir (X, y, z) ao plano orbital,
entao x =rcos f, y =rsen f, 2 = 0 e pela equacao 2.28:

X =r(cosQcos(w+ f) —senQsen(w + f)cos ) (2.29)
Y = r(senQcos(w + f) + cos Qsen(w + f)cos ) (2.30)
Z =rsen(w+ f)senl. (2.31)

Mas esta abordagem é heliocéntrica (fazia sentido para Kepler colocar o Sol na origem
— figura 2.4 segue este raciocinio) e as equagoes 2.29, 2.30 e 2.31 referem-se apenas a
posicao do planeta, entao ha a necessidade de compensar estas equagoes, pois o planeta
também exerce uma forga gravitacional na estrela (conforme visto na eq. 2.5 que corrige o
fato de o Sol nao ser inercial), entdo a estrela vai sofrer uma acelera¢ao por F' = ma, logo,
torna-se um quadro nao-inercial. Assim, o baricentro é definido como o quadro inercial,
sendo a base da origem do sistema, o centro de massa. Agora seguindo a logica da figura

planet

o

Figura 2.8: Com centro de massa O, R passa pelo baricentro. Fonte: [22]

2.8: P+ .
m m
R — 11 oIy

my + Mo
—_——
posi¢do média dos pesos (das massas)

A segunda lei de Newton aplicado a estrela (F; = m;¥i) e ao planeta (Fo = mors) no

sistema baricéntrico é - .
..  mqr Mol
B 1T (2.32)

m1+m2
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com o baricentro nao sofrendo forca. A definicao da posicao da estrela agoraé Ry =r;—R
e a do planeta Ry =13 — R.
Podemos notar também da figura 2.8, como R; e Ry permanecem sempre na direcao
oposta um do outro, e:
m1R1 + TTL2R2 = 0, (233)

e de 2.33 podemos escrever
Rl + R2 =T

onde r é a separacao de my e my (figura 2.4). Entdao Ry = r — Ry. Substituindo R; na
equagao 2.33:
ml(r — Rz) + m2R2 =0.

Agora, expandindo e rearranjando os termos:
mr — m1R2 + ngz = 0,
e agrupando os termos com Ray:

R2<m2 — ml) = mr

mir
Ro=——"—; 2.34
2 mo + My ’ ( )
e para Rq:
Rl =Tr— R27
substituindo na equagao 2.33:
m1R1 = —m2R2
m1R1 = —Mo (-W)
Mo + My
s
Ri=——. 2.35
! Mo + My ( )

Como as equagoes 2.29, 2.30 e 2.31 sao heliocéntricas, os andlogos para baricéntricas sao:

ma

X, = mr(cos@cos(w + f) —senQsen(w + f)cos ) (2.36)
Y = n&r(senﬂcos(w + f) + cosQsen(w + f)cosT) (2.37)
m
Zy = mrsen(w + f)senl. (2.38)
m
X, = —mr(cosﬁcos(w + f) —sen Qsen(w + f)cos) (2.39)
m
Ys = —mr(sechos(w + f) + cosQsen(w + f)cos I) (2.40)
m
Zy = —mr sen(w + f)sen I. (2.41)

E desta forma temos cada corpo orbitando o centro de massa. E como ambas estao
em movimento eliptico, o semieixo maior da elipse da estrela a; e o da elipse do planeta
as seguem analogas as equagoes 2.34 e 2.35:
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mo
4= —a 2.42
! Mo + My ( )
¢ m
1
= —q. 2.43
= me + mlg ( )

Até aqui, tratamos o movimento planetario em termos do angulo f, a anomalia ver-
dadeira. Isso pode ser um pouco abstrato, pensar em termos de tempo tende a ser mais
intuitivo. Entao cabe explorar a relacao entre f e tempo t¢.

Pensar como f varia com o tempo pode ser definido como . Considerando a equagao
2.13 com o h vindo da equacgao 2.25, o r da equagao 2.24 e f =0 — w:

a*(1—e%)? .

(14 ecos f)?

h=r% = \/a(l —e2)G(my +mgy) =

equagao 2.13

G(my+mg)  (1—e?)*?

ad "~ (1+ecos f)2 =~
dt 3 (1 — e2)32
df | G(mi+my) (1+ecosf)?
| —

P2 =
T da equacdo 2.27

ﬂ B £ (1 —62)3/2
df 27 (1 +ecos f)?

Podemos também derivar como a posi¢ao radial muda com o tempo (%), em outras

palavras, a velocidade. Comegando com a primeira lei de Kepler (equacao 2.24), diferen-
ciando:

(2.44)

_a(l- e?) i a(l —e*)esen f . (2.45)
1+ecosf (1+esen f)?
———
da eq. 2.24
e considerando o f oritndo da equaco 2.44:
. a(l—e?esen f2r (1 +eeosf)?
r = -
(1+esemrf)? P (1—e2)3/2
O termo 2 = € chamado de movimento médio n, entao:
F= % _esen I (2.46)

V1 —e?

E possivel assumir algumas conclusdes & partir da equacdo 2.45 da seguinte forma:
a(l —e?)esen f

. : B rfesen f
"= (1 + sen f)2 fjr_l—irecosf

. 1
ri= +ecosf7

esen f

e usando o 7 da equagao 2.46:

14+ ecos f
f= \/7% eserrf
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. na
==

Como velocidade v é 7, entao

1+ ecos f). (2.47)
v =1-F.
Lembrando da expansao das coordenadas polares para 7 (as equagoes 2.7 e 2.8):
v =1 =724 r2f2 (2.48)
A equacao 2.46 pode ser usada no termo 72 e a eq. 2.47 no termo r2f2:
2,2 2.2

n-a
vt o= eQSen2f—|—1

(14 ecos f)?

e2

= (e*sen? f 4+ 14 e cos® f + 2ecos® f)

n-a

= 1 62(1 + €% (sen? f + cos® f) +2e cos f)

=1 (id. trigon.)

= (L +2ecosf+ e?)

= 1_62(2—|—2€C08f—1—|—62)

e aproveitando alguns termos da equagao 2.24:
2.2 2
2 - e ( a(l—e*7 i
1—e? r
= n%d® (2& — 1) .
r

Da terceira lei de Kepler (equagao 2.27) temos que:

P a’ I a’

42 G(my +my) T G(mq + my)

entao a velocidade planetaria é:

v? = G(my + my) (2 — 1) . (2.49)

r a

A descricao de um sistema de f para t pode-se dar a partir da equagao 2.48. Se
reescrevé-la usando as equacgoes 2.47 e 2.49:

v? =72 4 2 f?
2= w2 4 r2f?
~~ ——
eq. 2.49 eq. 2.47

2,2
7 = G(my +my) (2—1)— an (14 ecos f)*

r o a 1 —e2
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E como os termos G(m; +msy) e 1+ ecos f estdo também nas equagoes 2.27 e 2.24 temos
respectivamente:

rooa 1—e? \r
2 4 2
_ n2a3(2_1>_na(1 e”)
r a r2
na
= 2 fa2e2 — (r — a)2. 2.50
T r\/ae (r—a) ( )
1—¢? :
:u:yr:a(l—ecosE):>7*:EG€SGHE
1+ ecosf

eq. 2.24

e usando-a na equacgao 2.50 obtemos a seguinte equagao diferencial:

Eaesen E = e —njcos 7 \/a262 —a?(Y — e cos E=1)?
= L 202 _ 42,2 2 B
(1_eCOSE)\/CL€ a%e? cos
SR (— Va2e2sen? E
(1—ecosE)
: n
Faesenl = ——————aesenly
(1 —ecosk)
- n
FE = ———.
l1—ecosk

Se integrarmos com respeito ao tempo temos:
n(t—7)=FE—esenkE. (2.51)

O termo E — esen E é a anomalia média M, também conhecido como Equacao de
Kepler, que relaciona a anomalia média com a anomalia excéntrica.
A forma de tornar os tempos em anomalias excéntricas que tem sido usado é:

1. Obter M em M = n(t —71);
2. Obter Fem M = F —esen E:

(a) Uso de uma abordagem numérica iterativa em g(F) = F — e sen E — M;

(b) Método de Newton:
E;
B =E — #

converge para todo 0 < e < 1:

E; —esen E;, — M,
1 —ecosE;

Ei1=E; —
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3. Obter f em
e+ cos f
cosk = ————
1+ecosf
rearranjado em:
f l1+e FE
tg = = tg — 2.52
g5 =\ .83 (2.52)

Neste trabalho, iremos nos delimitar a sistemas que possuem um planeta orbitando
uma estrela, cujo plano orbital esteja inclinado em relacao ao plano referéncia.

2.3.1 Meétodos numéricos iterativos

Para [3], "o método de Newton-Raphson é um dos métodos numéricos mais poderosos
e bem conhecidos para solucao de problemas de encontrar raizes'.

Suponha que g pertenca a classe C%. Seja Ey € [a,b] uma aproximacio de E consi-
derando ¢'(Ep) # 0 e |E — Ey| seja "pequeno’. Consideramos o primeiro polindémio de
Taylor para g(z) expandido em torno de Ej e avaliado em z = E.

(E - EO)Q "

9(E) = g(Eo) + (E — Ey)g'(Ep) + 5 9" (E(E)),

onde £(F) estd entre E e Ey. Como desejamos encontrar a raiz, g(£) = 0:

(E — E0)2 "

0=g(Ey) + (E— Ey)g'(Eo) + 5 g"(§(E)).

Como |E — Ey| é pequeno, (E — Ey)? é muito menor entao
0~ g(Eo) + (E — Eo)g'(Ep).

A solugao de F resulta

9(Eb) —

g(E) ~ "

Isto prepara o terreno para o método de Newton, que comeca com um chute inicial Ej e
gera a sequéncia (FE;);en por

E%Eo—

g(E;) :
B = E; — —0,1,.. 2.53
+1 gy P (2.53)

onde ¢'(E;)

d
dEg’i =1—ecoskE;.



3 Velocidade radial

3.1 Equacgao da velocidade radial v, (t)
[2] e [9] citam que atualmente detecta-se exoplanetas com os seguintes métodos:

e Transito: procura de sombras quando um planeta passa entre a estrela e a Terra
(observador);

« Curvas de Velocidade Radial (Doppler): observa-se a oscilagdo da estrela causada
pelo efeito Doppler;

o Microlenteamento gravitacional: a luz de uma estrela é desviada e focalizada pela
gravidade quando um planeta passa entre a estrela e a Terra (observador);

o Interferometria estelar: imagem direta do planeta reduzindo-se o excesso de brilho
da estrela quando um planeta passa entre a estrela e a Terra (observador);

o Astrometria: observa-se a oscilacdo da estrela em relacdo a estrelas proximas no
céu.

A NASA confirma a existéncia de 5483 exoplanetas e 9770 candidatos a serem confir-
mados [9]. Transito é atualmente a técnica com mais descobertas, com 74,8% dos planetas;
19,1% dos planetas foram descobertos com velocidade radial; 3,7% por microlenteamento;
1,2% com imagem direta; 0,04% por astrometria; e ainda 1,16% por diferentes outros
métodos [9]. Temos que a utilizacido de apenas uma técnica nao gera todos os parametros
desejados, entao, mesmo que 74,8% dos planetas foram descobertos por transito, para
obter outros parametros, ¢ comum complementar o trabalho com velocidade radial.

Observe que os métodos transito, microlenteamento gravitacional e interferometria
estelar dependem de um planeta passando na frente da estrela. O método astrometria
é uma técnica que requer alta precisao e é possivel que o plano da oérbita coincida com
o plano de referéncia da prépria observacao, o que nao é o caso para velocidade radial,
que depende do movimento periddico da estrela ao redor do centro de massa do sistema
formado por esta estrela e seu hipotético planeta, portanto, para este método, é necesséaria
a existéncia de inclinacao entre os dois planos.

Seja a figura 3.1 uma representacao de uma observacao por telescopio de uma oOrbita
com excentricidade proxima de zero, podendo estar em um plano XY e sem inclinacao.
Uma observagao nestas condigbes nao seria possivel com o método velocidade radial (seria
possivel com astrometria). Este trabalho limitar-se-a4 a estudos de érbitas que tenham
inclinagao no plano orbital afim de aplicar métodos numéricos no modelo velocidade radial
e nao dependem de um evento (tal como a passagem de um planeta na linha de visada).

28
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(®

Planeta ndo visivel Estrela observada

Figura 3.1: Plano orbital perpendicular a linha de visada.

Sendo assim, observando-se uma estrela com um telescopio, ha a possibilidade de
enxerga-la na cor vermelha, azul ou branca. Isto é devido ao efeito Doppler, que quando
uma fonte de luz branca (tal como uma estrela) estd a uma velocidade suficientemente
alta se aproximando do observador, ele vera a luz desviar para o azul, e se, ao contrario,
a luz estiver se afastando, ird desviar para o vermelho.

O comportamento da estrela pode revelar indicio de que ha um corpo que com ela
interage, podendo ser um planeta orbitando-a. A gravidade do planeta causa o movimento
da estrela, conforme deduzido no capitulo anterior.

Figura 3.2: Estrela se afasta do observador

Figura 3.3: Velocidade radial préxima de zero

Levando em consideracao as equagodes que descrevem as posi¢oes baricéntricas da es-
trela e do planeta (as eq. de 2.36 a 2.41), a que importa aqui é a equagao 2.38, e ha que
se considerar as convengoes a seguir:
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Figura 3.4: Estrela se aproxima do observador

» Velocidade radial ¢ definida como —%;

e Com um espectroscopio, é possivel medir o comprimento de onda da luz, e a co-
munidade astrondémica convencionou que quando o objeto estd se afastando do
observador, assume-se um valor de velocidade radial positivo, e quando se apro-
xima, serd um valor negativo para a velocidade radial;

e 7 ¢é uma constante, a velocidade da estrela essencialmente vagando pela galaxia em

v(t) = — ddZtl (3.1)

O termo r da equagao 2.38 representa a separacao planeta-estrela e foi determinada na

equacao 2.24 onde:
oy Mo sen I sen(w + f)

Zu(f) = a(l —€%)

mi+mg 1 +ecos f’

usando a regra da cadeia na eq. 3.1:

- Az, df
~~
(eq. 2.44)
. dZy2m(1+ecos f)?
ST P - epn
com:
dz, — d 6L<1_62>mgsen[sen(w—i—f)
af  df my +mo 1+ ecos f

(amgsen I) cos(w + f)(1 + ecos f)? + esen(w + f)sen f
my + my (14 ecos f)?

e de volta a fungao v,(¢):
v(t) =+ K(ecosw + cos(f(t) +w)) (3.2)

onde, conforme [5]:

[ 27r7am2senl(1_62)71/2
P mq+ms

e a definicdo de cada elemento é:
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o v,.(t) é a velocidade radial em um determinado tempo t;

e v é a constante que representa a velocidade da estrela vagando pelo espaco;
e K ¢é a semiamplitude;

e w é o argumento do periastro;

e ¢ ¢é a excentricidade orbital;

o f(t) é a anomalia verdadeira.

Usando a terceira lei de Kepler para relacionar a com P:

(1 . 62)71/2

o (27TG>1/3 mosen
=5 (1 + )2/

desta forma temos que GG ¢é conhecido e P e e podem ser obtidos pelo ajuste de curva de
Velocidade Radial.

A constante v vem da equagao 3.1 e continua no modelo 3.2. Pode ser determinado
pelo método dos minimos quadrados e depende, por exemplo, do observatério que fez as
medidas.

A semiamplitude K é outro pardmetro do modelo da velocidade radial. Ela representa
a metade da amplitude da variagdo da velocidade radial da estrela devido a presenca do
planeta. Em outras palavras, K é projetada segundo a linha de visdo que a estrela atinge
durante sua 6rbita em torno do centro de massa do sistema planetario. Assim como a
velocidade radial média v, a semiamplitude K é um parametro que pode ser estimado a
partir das velocidades radiais observadas e pode ser encontrado via ajuste de curvas. A
sua estimativa depende nao sé da velocidade da estrela em relacdo ao observador, mas
também da massa do planeta e da sua distancia a estrela. Por essa razao, a semiamplitude
é uma quantidade muito sensivel as propriedades do sistema planetario e, em particular,
ao periodo orbital e a excentricidade da orbita.

O angulo w representa a posi¢do do periastro como o ponto mais proximo da estrela
em relacao a direcdo de um ponto de referéncia no plano do céu. Portanto, ele pode variar
de 0 a 360 graus, dependendo da orientacao do plano orbital em relacao a linha de visada
da Terra.

A excentricidade orbital e é uma medida da forma da érbita de um corpo em torno de
outro. Ela é definida como a razdo entre a distancia entre os focos da elipse (que descreve
a orbita) e o comprimento do eixo maior da elipse. Assim, a excentricidade é um niimero
entre 0 e 1, onde 0 indica uma 6rbita circular e 1 indica uma orbita parabdlica.

A anomalia verdadeira f da eq. 3.2 é definida como o dngulo entre o periastro (ponto de
menor distdncia) e a posigao atual do objeto, medido a partir do foco da elipse, conforme
o capitulo anterior. A fungao f(t) pode ser obtida pela equacao 2.52:

tg‘;c: 1t2tg§:>f(t):2arctg< 1+€th<t)). (3.3)

1 1—e 2

3.2 Séries temporais de sinais de velocidade radial

Os dados de velocidade radial utilizados neste trabalho foram retirados do catalogo
astronomico da NASA Exoplanet Archive e sdo de dominio publico. Os observadores
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geralmente anotam data da observacao em dias julianos, a velocidade e a incerteza em
m/s. Os elementos orbitais sao obtidos comegcando com uma estimativa inicial e com
métodos numéricos aproximam os valores a fim de alcancar o valor real. A seguir um
exemplo de dados analisados por [32]:

| Tempo (dias julianos - 2400000) | Velocidade radial (km/s) | Incerteza (m/s) |

53152.4773 -37.821 0.010
53154.4825 -37.837 0.08

53218.3605 -37.858 0.010
53520.4238 -37.928 0.013
53536.4140 -37.875 0.010
53576.3681 -37.859 0.012
53596.3805 -37.818 0.014
53807.6666 -37.727 0.025
53808.6537 -37.755 0.011
53809.6643 -37.742 0.011
53869.5117 -37.779 0.011
53870.4406 -37.771 0.007
53873.4386 -37.768 0.009
53895.4251 -37.757 0.009
53896.4387 -37.745 0.012
53899.4286 -37.743 0.019
53900.4376 -37.770 0.013
54080.7252 -37.718 0.003
54173.6848 -37.752 0.004
54187.6332 -37.770 0.004
54230.5803 -37.790 0.004

Tabela 3.1: Velocidades radiais de HD 132406 b. Fonte: [32]

Dias julianos, ou data juliana, é comumente usado por astrénomos. E uma forma
de contar os dias sequencialmente para facilitar a determinag¢ao do nimero de dias ao
invés de fazer conversoes e rotinas que se tornam complexas devido ao agrupamento dos
dias em meses ou ano bissexto do calendario gregoriano. A contagem dos dias julianos
inicia em 1°de janeiro de 4713 a.C. 12:00. Outro fato comum é encontrar dia juliano
DJ —2400000 ou DJ — 2450000 nas tabelas, para fins de abreviacao ou facilitar a geragao
de graficos (como o grafico 3.5). A tabela 3.1 mostra que as observagoes se iniciaram em
2453152.4773 (ou em 26/05/2004 as 23:27) e foi até 2454230.5803 (ou 09/05/2007 a 1:58).

O gréfico 3.5 nos mostra os dados coletados (os valores da tabela 3.1 representados
nos pontos vermelhos e azuis) por [32] que chegaram nos valores dos elementos orbitais
da tabela 3.2 utilizados para tracar a funcio que melhor se ajustou aos dados. E comum
haver atualizacao de valores dos elementos orbitais em trabalhos posteriores. Este planeta
também foi pesquisado por [34] e [37].
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HD132406

e ELODIE o SOPHIE

=-37.7
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-37.9

Radial velocity [km s-!]

—-38

53500

54000

JD—-2400000 [days]

Figura 3.5: Funcao e dados da tabela 3.1.
utilizados para coleta de dados. Fonte: [32]

ELODIE e SOPHIE sao os instrumentos

Elemento orbital Valor Un. de medida
P 974 [dias]

e 0.34

v —37.84 [kms™!]

w 214 [graus]

K 115 [m s 1]

T 53474 [JD — 2400000]

Tabela 3.2: Elementos orbitais de HD 132406 b. Fonte: [32]



4 Periodograma

O método de deteccao Velocidade radial faz uso da espectrometria e efeito Doppler.
Neste método suas observagoes geram dados, que podemos chamar de sinais. Para [4],
qualquer valor quantificivel que varia no tempo ou espaco pode ser usado como sinal
que compartilha mensagem entre observadores. Para nds é uma variavel funcionalmente
dependente do tempo, y = y(t) de um sistema estelar, em que o exoplaneta "comparti-
lha"sua 6rbita para nés, os observadores. O processamento destes sinais envolve estimagao
espectral do sinal, ou em outras palavras, o periodograma. Neste capitulo iremos discutir
dois métodos numéricos para estimar a densidade espectral de poténcia: a transformada
discreta de Fourier (TDF) e o método Lomb-Scargle, que é baseado na TDF e utilizado
neste trabalho para estimar o periodo P das Orbitas.

Figura 4.1: A 6rbita de um corpo gera sinal para um observador

Como nao temos uma descricdo completa, pois dispomos de um segmento finito de
Ny amostras (observagoes), podemos calcular apenas uma aproximagao do espectro de
poténcias. Temos que o sinal da velocidade radial y(t) expressa o movimento periddico
da orbita, e esta representando em uma série temporal de dados. Ele passa por uma
representacao no dominio da frequéncia, o que nos permite analisar propriedades espec-
trais, entrando em cena o periodograma, isto ¢, um método que estima pela poténcia de
cada frequéncia um sinal, que nos mostra picos no espectro de poténcias, aparecendo a
frequéncia fundamental — o que nos leva ao periodo — e os harmonicos.

4.1 Transformada Discreta de Fourier

Velocidade radial de uma estrela pode ser representada por uma série de senos e
cossenos, também chamada de série de Fourier. A figura 4.1 ilustra esta representacao.
A série de Fourier representada na fungao y(t) é uma série trigonométrica que assume

a forma:
c e mmt mmt
=3t 2 (“m cos (") +bmsen (")) (4.1)

34
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onde P é o periodo fundamental. Como as orbitas sao periddicas, a fungéo y(t) com um
periodo P é periddica, entao:
y(t+P) =y(t)

para todo t.

A transformada discreta de Fourier é uma funcao matematica que converte um sinal
do dominio do tempo para o dominio da frequéncia. Suponha um conjunto de Ny dados
y(ti),i=1,2,..., Ny. [31] definiu a transformada como:

No
TDF,(n) = Z y(t;) exp{—int;} (4.2)

=1

onde n é a frequéncia fundamental. Temos que exp{—int} pode ser representada de uma
outra forma conforme a identidade de Euler que é dada por:

exp{iy} = cosy +iseny

e se substituirmos esta identidade na formula TDF' (eq. 4.2) temos:

TDF,(n) = 20: y(t;)[cos(nt;) — isen(nt;)]. (4.3)

j=1
[31] relacionou a T'DF ao periodograma pela equagao 4.3 e propde o seguinte:
TDF,(n) = Zy )[cos(nt;) — isen(nt;)]

— Zy )[Acos(nt;) + iBsen(nt;)]

com os coeficientes A e B ainda nao especificados, e chama de periodograma cléssico:

() = 5 [TDF ()]

e assim o periodograma correspondente é:

Se os coeficientes A = B = (1/Np)'/? temos:

py(n) = A? Zozy(tj)cos(ntj) + B? Z_O: (t;) sen(nt )]

Como A e B sao arbitrarios, supomos um Q(n) = 1 onde:

Ny ~1/2
A(n) = Q(n) (Z_: cosQ(ntj))
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N ~1/2
B(n) = Q(n) (2:1 sen2(ntj)) :

O resultado do periodograma seria:

py(n) = No + No ) (44)
> cos?(nt;) > sen?(nt;)

mas necessita que os momentos das observacoes sejam igualmente espagados pois se trata
de uma transformacao linear. Seria suficiente para usos em fendémenos fisicos como ondas
sonoras, ondas eletromagnéticas, ou na eletronica, processamento de sinais... onde é
possivel controlar o ambiente. Na astronomia via velocidade radial, obter observagoes em
momentos igualmente espacados é muito dificil, sendo necessario um modelo robusto a
dados nao equidistantes. Em vista disto, Nick R. Lomb e Jeffrey D. Scargle pesquisaram
uma forma de se obter as frequéncias conforme a se¢ao a seguir.

4.2 Lomb-Scargle

Na pratica, muitos astronomos utilizam o método Velocidade Radial. Mas geralmente
ha alguns desafios que os astronomos enfrentam, como por exemplo:

e S6 é possivel observar as estrelas a noite;

« Dificuldades relacionadas as condigoes climaticas, como por exemplo, tempo nu-
blado;

o "Poluicao luminosa de grandes cidades faz estrelas 'desaparecerem’ do céu e pesqui-
sas minguarem', segundo [33];

e O tempo de observagao em telescopios terrestres pode ser frequentemente dispu-
tado, com muitos pesquisadores competindo para obter tempo de observacao em
equipamentos de ponta.

Sendo assim, os dados sdo coletados em momentos nao uniformemente espacgados, e
deve-se levar isso em conta ao pensar formas matematicas de se estimar as caracteristicas
orbitais. [18] e [31] citam o uso de andlise de periodograma para obter estimativas do
periodo, assim como de outros valores que sao importantes para estimar alguns outros
elementos orbitais, e com base no estudo deles, o algoritmo Lomb-Scargle é o mais co-
nhecido para lidar com deteccao e caracterizagao de sinais periddicos em séries temporais
com amostragem espacadas desigualmente.

Partindo da terceira lei de Kepler 2.27 para se obter o periodo P:

p? a’ a’
e Yo [ —
A2 G(my + ma) G(my + my)

mas nao temos a my, me e nem a (o semieixo maior). [18] e [31] fazem uso de teste de
hipotese estatistico a partir da melhor probabilidade de uma frequéncia v. Neste método,
utilizamos um vetor de frequéncias que é construido a partir do intervalo de observacao



Lomb-Scargle 37

e da resolucdo desejada. E necessério também definir uma resolucdo que determina a
densidade de frequéncia desejada.

Um vetor de frequéncias é construido como uma série de frequéncias igualmente espa-
cadas, que variam de um minimo definido pela resolucao desejada até um maximo definido
pelo periodo minimo observado. Para obter o vetor de frequéncias precisamos delimitar
uma janela e usamos os tempos t com N observacoes:

At:t]\[—tl

onde ty ¢ o tempo da tltima observagao e t; ¢ o tempo da primeira observacao. Uma
vez construido f — cujos detalhes estao na subse¢ao 4.2.1 Configurando o vetor de
frequéncias — nao temos pista de qual das frequéncias é a fundamental, e o periodograma
testa cada uma delas igualmente e nao correlacionadas. Assim, dizemos que as frequéncias
do grid sao independentes e igualmente distribuidas (iid). Destas frequéncias, precisamos
ver qual delas aproxima os dados ao modelo funcao da orbita, que por ora, utilizaremos
a baseada na série de Fourier (eq. 4.1):

y(t) = acos(2mvt) 4+ bsen(2mvt) + ¢, (4.5)

onde os coeficientes a, b e ¢ sao obtidos pelo método dos minimos quadrados, que serd
detalhado no préoximo capitulo, e para cada frequéncia do vetor de frequéncias, obtemos
uma poténcia.

Na verdade, a frequéncia a ser selecionada é a que minimiza a diferenca quadratica
entre o dado y; e a funcdo y(t) da equacao 4.5, baseada no valor de poténcia conforme a
seguinte equacao:

2 2
Xo —X'(n
p(n) = OX%() (4.6)
com n = 2nwv. Do teste qui-quadrado temos:
No [ o 12
yi —y(t)]
=T (4.7)
=1 7
¢ N
% [y — 9
Xo=2 "5 (4.8)

assumindo que as incertezas o; sdo gaussianas, ou seja, segue a distribuicao normal. Para
X2, [38] propoe W =3 %, e temos a eq. 4.7 reescrito assim:
7

=W wilys — y(t) (4.9)

=1

com:
11

= 7—27
W o;

pesos normalizados (logo, >~ w; = 1). Considerando os somatorios abreviados:

w;

No
Y = Z w;Yi,
=1

A No
YY = Z wiyf,

i=1
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YY =YY -Y.Y

temos
Xo=W-YY (4.10)

que é um qui-quadrado que [38] apresenta se baseando na soma ponderada dos quadrados
dos desvios (02) das médias ponderadas, ou seja, o x2 nao considera nenhum modelo,
apenas os erros o; da propria coleta. Em outras palavras, o x2 é uma referéncia para
comparar com cada x?(n;) oriundo do vetor de frequéncias f (n; = 27v;).

Assim, com o vetor de poténcias p oriundo da equacao 4.6, queremos a poténcia étima
Pétima = Max{p}, e assim obtemos uma frequéncia Veimq, que servird de referéncia para
obtermos os coeficientes a, b e ¢ na equacgao 4.5, que serd melhor detalhado na secao 4.4.

4.2.1 Configurando o vetor de frequéncias

Se considerarmos dados igualmente espagados, quanto menor for o espacamento entre
os dados melhores sdo as chances de identificar a frequéncia do sinal, pois com a alta re-
solucao havera um melhor ajuste revelando-a na transformada de Fourier. A configuragao
de f tem base nesta situacao mas a realidade de dados espacados irregularmente invalida
esta técnica, entao ela foi se adaptando com o tempo.

Conceitualmente f é continuo, e para estimacgao pratica do periodo fundamental P
(P = 1/Vestima) precisamos discretizé-lo com atengao. [36] cogita que estes valores sao
frequentemente ignorados nos papers por que sao simples escolhas para o pesquisador,
que estd muito familiarizado com os dados. Sendo assim, iremos detalhar a construcao e
ajuste do vetor de frequéncias.

Periodo pode ser definido como:

At
p=_

0
com o sendo o nimero de oscilagoes. Como temos que P é o inverso da frequéncia:

_ 9
At

v
entdo ¢ adequado termos como frequéncia minima um ciclo oscilatério completo (o = 1):

1
Vmin = 7
At

e para a frequéncia maxima, uma regra pratica é utilizar a frequéncia de Nyquist:

N
Vmax = 713
2At

com resolugao de frequéncia (o tamanho de passo entre as frequéncias):
OV = Upin-

Temos que ¢é possivel recuperar o sinal original com teorema de Nyquist, que diz que a
frequéncia de amostragem deve ser maior que duas vezes a frequéncia maxima do sinal a
ser amostrado.
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Teorema 4.1 (Teorema de Nyquist). Admite-se que x(t) —s X(jn) represente um
sinal de faira limitada, de forma que X(jn) = 0 para |n| = n,,. Se um ngs > 2n,, em
que ng = 21/ Py e ny, € a frequéncia maxima presente no sinal, entdo x(t) € unicamente
determinado por suas amostras x(qPs), —0o < q < +00.

Assim, v, = n, /27 e vy = 1/P; > 2u, satisfaz o teorema. Mas como no nosso
caso o periodograma ¢ espacado desigualmente a amostragem de frequéncias deve ser
muito maior que duas vezes, entdo, conforme [36], "(...) é prudente exceder amostragem
(...)"(oversampling) ajustando o alcance e a resolugao do vetor. Para termos a frequéncia
maxima ajustada, temos o chamado fator de Nyquist #:

niN
Vmax = T3
oAt

e a resolucao de frequéncia ajustada com o tamanho do passo com amostras por pico \:

1

Sy = —.
YT NA

Assim, quanto maior for n, maior serd a quantidade de frequéncias em f, e quanto maior
for A, menor serd o tamanho do passo dv, logo, alta resolugao. Segundo [36], os valores
mais comuns para ambos vao de 5 a 10 e o tamanho de f tem alta variagao a depender do
conjunto de dados de entrada. A escolha destes valores depende da situacao do usuério: se
o conjunto de dados for muito grande, talvez seja interessante diminuir os valores (devido
a recursos computacionais limitados/disponiveis), mas se diminuir demais os valores terao
pouca precisao ou os resultados sao afetados por flutuagoes; se o conjunto de dados gerar
um periodograma com muito ruido, recomendamos aumentar os valores para aumentar a
chance de encontrarmos a frequéncia com a maior poténcia. Passaremos por esta situacao
no capitulo 5 Aplicacao pratica nos dados de velocidade radial.

4.3 Probabilidade de falso alarme

Mesmo que o grid de frequéncias tenha sido configurado de forma a perder justamente
0 pico mais importante do periodograma, sera informado uma poténcia de frequéncia de
ruido. Logo, temos que avaliar se o periodograma p é um falso alarme, em outras palavras,
indicar se um evento é considerado significativo quando, na verdade, ndo é — pela figura
4.2 podemos notar que ha casos de picos locais que podem nos confundir.

Quando as observagoes geram um periodograma mais ruidoso precisamos verificar se
Vstima © um falso alarme. Estatisticamente falando, podemos assumir duas hipoteses:
a hipotese Hy em que os dados sao apenas ruidos, em outras palavras, as observacoes
incorporam apenas erros gaussianos e nao correlacionados de média zero; ou a hipotese Hy
em que existe sinal entre ruidos, e a frequéncia n; no modelo representa uma significancia.
Pelo periodograma 4.6, fazemos teste de hipdtese em cada frequéncia e interpretamos p
da seguinte forma:

2 2
Xty — X, (1)
p(n;) = Ho 2 i .

XHy
O ruido nos dados que produz flutuagdes no periodograma que apresenta picos locais,

mas nem sempre estao relacionados as periodicidades reais. Ha a necessidade de testa-los,
calculando a probabilidade do p(n) surgir de puro ruido. [31] cita que é desejével encontrar
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Figura 4.2: Comparacao dos periodogramas de (a) HD 10647b e de (b) HD 6434b: vstima
de (b) HD 6434b estd mais evidente se comparado com Veyima de (a) HD 10647b.
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um nivel de poténcia pg tal que se clamarmos a detecgao de sinal s6 porque o periodograma
p(n) ultrapassou pg estaremos errados, pois fomos enganados pelas flutuagoes.

A técnica para probabilidade de falso alarme (FAP) se baseia em gerar varias amostras
z(n) que sao periodogramas dos dados que utilizamos para obter p(nsgima) porém emba-
ralhados (portanto, ruidosos), e testamos a probabilidade de z(nsma) exceder um certo
nivel de poténcia py. Na pratica, podemos repetir a analise Lomb-Scargle um k grande
numero de vezes, mas com os sinais y e desvios o embaralhados a cada repeticao gerando
z1(n), z2(n), ..., zx(n); contamos quantas g vezes ocorreu de o maior pico simulado ter ul-
trapassado a poténcia pg e teremos FFAP = q/k; esta técnica é conhecida como bootstrap.
Bootstrapping ¢ uma técnica considerada confidvel mas consome muito tempo e recurso
de processamento computacional. Entao ha autores que desenvolveram outros métodos
para calcular FFAP, sem ter que gerar amostras a serem processadas na anélise.

Segundo [38], FAP ¢ dado por:

FAP =1—[1— Prob(z > po)|M (4.11)

onde Prob(z > pgy) é a probabilidade que a poténcia de uma amostra z exceder o limiar
especifico pg que estamos testando e M = Av - At é o nimero de frequéncias testadas
em uma série temporal, onde Av = vy — Vmin € At = ty — t1. [1] (no §26.5) utiliza o
teorema 4.2 para definir Prob(z > py).

Teorema 4.2 (Teorema da relagdo qui-quadrado e fungdao beta). Seja X e Y wvaridveis
aleatorias e independentes que sequem a distribuicdo qui-quadrado:

X ~ Xgac (nl')

Y ~ Xgy (ny)

com graus de liberdade g, e g, respectivamente entdao ﬁi& seque a distribuicdio Beta e
tem a funcao de distribuicao:

X? 9r Gy
Prob (W S p0> = IPO (5, 5)

onde I,,(a,b) € a fungio Beta Incompleta.
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A funcao Beta é definida por:

B(a,b) /t“l )~ tat

e a funcao Beta Incompleta:

L, (a,b) = /0 " 11— ),

Temos que:

X? X?
Prob <X2+Y2 >p0> = 1— Prob <X2 Y2_p0>

gz g
= 15, (5.%)

e a funcao Beta Incompleta possui a seguinte propriedade:

—1
1_Ip0(aab) :]1_p0(b,a) _ a+b IZ (a—l—b ) ( Po )i, awc.

I —po

Assim, para encontrarmos os graus de liberdade temos que satisfazer:

p(n) — X%—IO - X%{l (n) — X2
XH, X2 +Y?
temos: ) ) )
XHo — XH, (”) _ X
X3 —Xi,(n) + X7, (n) X2 4+Y?
2
\%

0

entdo X? = x3, —x3, (n) e Y2 = x3;, (n). Como x3;, possui N —1 graus de liberdade, com
arestricao em y, e X?{l (n) possui N —3 graus de liberdade com as restri¢oes nos coeficientes
a, b e c da fungao 4.5, entdao X e Y tém graus de liberdade g, = (N —1) — (N —3) =2e
gy = N — 3 respectivamente e sao parametros na fungao Beta incompleta:

Prob(z >py) = 1—1I, (gz gy)

272
- Y
= (1—-p)7.

Para determinarmos a significincia no resultado de um teste estatistico utilizamos o p-
value, que é o valor de corte para rejeitar a hipotese nula Hy. Publicages recentes, como
o de [37] por exemplo, tém utilizado um p-value=0.01, assim, ha a probabilidade de 1%
de terem obtido seus resultados ao acaso. Se estivermos analisando o periodograma de
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Figura 4.3: Distribuicao Beta: a area em rosa ¢é o p-value, dado um valor em azul.

HD 10647b, por exemplo, alguém poderia querer saber se ha sinal nas observagoes com
uma frequéncia cuja melhor poténcia é py = Pstima = 0.69. Temos:

FAP = 1—[1— Prob(z > py)|"
= 1—[1— Prob(z > 0.69))7300%

N-3

= 1—-[1-(1-0.69)z %8
~ 3.06-107° < 0.01.

A figura 4.3 nos ajuda a visualizar que, dado um pg = 0.69, temos FAP < 1% e rejeita-se
Hy.

4.4 Meétodo dos minimos quadrados

Velocidade radial é uma técnica de deteccdo em que nao se observa diretamente o
planeta, trata-se de descoberta "com base em medidas muito precisas de oscilagoes perié-
dicas da velocidade de algumas estrelas'[6]. Se pensarmos no fato de estarmos lidando
com distancias extremas com as nossas possibilidades e limitagoes tecnoldgicas atuais, os
valores dos elementos orbitais sao com base em aproximacoes. Matematicamente, cabe
falar da teoria da aproximacao, que estuda processos para obter a fungdes que passem o
mais préximo possivel dos dados observados. Os dados que coletamos para analise pos-
suem o tempo t;, a velocidade radial y; e a coluna de incertezas o;, tal como vimos na
tabela 3.1, e sdo como pistas do real movimento planetario. Com as oscilagoes periddicas
das velocidades das estrelas espera-se uma onda sinusoidal, e a curva para ajuste (que é a
equagao 4.5) nos ajuda a entender as pistas de forma a minimizar a diferenga quadrética
entre o dado coletado y; e a funcao 4.5 conforme equacao 4.6, dando-nos uma idéia de
como ocorre o movimento, pois é a funcao que simula seu movimento.

Lembrando o que foi citado na secao 2.3, o movimento médio é:

2m
= — 4.12
n P Y ( )
e como, [18], [31] e [38] tém chamado n = 27v é claro que o periodo:
p-! (4.13)
= ‘

e podemos ter a curva 4.5 reescrita como:

y(t) = acos(nt) + bsen(nt) + c. (4.14)
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A idéia basica é obter os valores dos coeficientes a, b e ¢ e uma forma é utilizando a
abordagem de [18] e [38]. Utilizando a fungdo senoidal 4.14 para minimizar o quadrado
da diferenca do dado y; com esta funcdo — conforme y? em 4.8 —, seguimos com as
derivadas parciais:

‘0‘5; 2W S wily: — y(t:)] cos(nt;) = 0
8(;2 = 2W Y wily; — y(t:)] sen(nt;) = 0
ax _

Disto (lembrando que a eq. 4.14 é y(t) = acos(nt) + bsen(nt) + ¢):
> wiy; cos(nt;) — Y wiacos*(nt;) — Y wibsen(nt;) cos(nt;) — > wiccos(nt;) =0

Z w;y; sen(nt;) Z w;a cos(nt;) sen(nt;) Z w;bsen®(nt;) Z wicsen(nt;) =0

Zwiyz sza cos(n szb sen(nt;) sz =0;

na sequéncia:

> wy; cos(nt;) =Y wiacos®(nt;) + > wibcos(nt;) sen(nt;) + > w;ccos(nt;)

> wiyisen(nt;) =Y wiacos(nt;)sen(nt;) + > wibsen®(n;t) + > wicsen(nt;)
> wiy; =Y wacos(nt;) + Y wibsen(nt;) + > wic.
Utilizando as nomenclaturas para abreviacao de [38]:
Y => wy
C => w, cos(nt;)
S = w;sen(nt
YY = Z w;y?
YO = > wyy; cos(nt;)
YS = > wyy; sen(nt;)
cC = > w; cos*(nt;)
5SS = > w; sen’(nt;)
S = > w; cos(nt;) sen(nt;, )

chegamos em trés equagoes:

YO cdo ds C
YS ds Ss S| |b|.
Y C S 1 c

Da tultima linha podemos obter

c=Y —aC—-10S (4.15)
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e chegamos em:

lYAC—Y.C]

co—-c.-Cc ¢S—C-S]Ja
YS—Y.S '

ds—c-S SS—S-S||b

Ainda utilizando as abreviagoes de [38]:
YOC=YC-Y.C
YS=YS—-Y-.S
cC=0C—-C-C
cS=CS—-C-S
SS=95-5-8
D=CC-S8S — (CS?

vc]  [cc ¢S] [a
vys| = |cs ss||b
 YC-S5-Y5-CS

D

YS.CC-YC-CS
_ = ,

H4 um método alternativo para obtermos x? que [38] utiliza. Das derivadas parciais
podemos ter:

Y wilyi—y(t)]y(t:) = a Y wilyi—y(t:)] cos(nt;)+b Y wilyi—y(t:)] sen(nt)+c > wily;—y(t:)] = 0

O x? minimo pode ser escrito como:

reescrevemeos:

e a solugao para a e b é:

a (4.16)

b (4.17)

= > wilyi — y(t)lys — D wilys — y(t:)]y(t:)
-0
= Z wiyf —a Z w;y; cos(nt) — bz w;y; sen(nt) — CZ w;Y;
= YY —aYC —bYS —cY
= YY-Y.Y—aYC-Y -C)=bYS—Y.8S)
= YY —aYC-0bYS

Slig®

e substituindo a e b conforme 4.16 e 4.17:

SS-YCQ_CC’-Y32+QC'S-YC-YS

2w lyy —
X =W D D D ’

(4.18)

que pode ser usado no periodograma 4.6.
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4.5 Expansoes elipticas

[23] apresenta formas de aproximagoes para alcangarmos solugoes praticas e uma delas
sdo as expansoes elipticas, que é uma forma de obter a solucdo da equacdo de Kepler
(equacao 2.51) usando a série de Fourier e a fungao de Bessel, que é uma série convergente.

O raciocinio é vermos que a eq. de Kepler E — M = esen(F) é periddica, entdo pode
ser expandido como uma série senoidal de Fourier:

esen(E) =Y by(e)sen(sM)

s=1

onde by(e):
2 ™
bs(e) = —/ esen(E)sen(sM)dM
7 Jo
s 2 T
+— [ cos(sM)d(esen(E))
0 ST JO

bole) = —;esen(E) cos(sM)

=0
e escrevendo a equagao de Kepler como d(esen(E)) = d(E — M) temos:
2 7 2 7
bs(e) = —— [ cos(sM)dM +— [ cos(sM)dE
sm Jo sm Jo
—0

podemos usar a equacao de Kepler em M, obtendo:

bs(e) = 2 /07r cos(sE — sesen(E))dE. (4.19)

ST
Na sequéncia, [23] escreve a eq. 4.19 como:

ba(e) = iJs(se)

e a funcao de Bessel de primeira espécie e ordem s é:

RN (z/2)28+s
Sl@) =4 <2) g‘”%(s +1)(s+2)...(s+3) (4.20)

Da fungao v,(t) podemos verificar o seguinte:
v (t) = v + Klcos(f + w) + e cos(w)]
v (t) = v + K[cos(w) cos(f) — sen(w) sen(f) + e cos(w)] (4.21)
e usando a funcao de Bessel 4.20 obtemos:
2(1 — 2\ oo
cos(f) = —e+ =€) > Jy(se) cos(sM)

e s=1

sen(f) =2V1— 622 E@J se)sen(sM)

sendo assim:
cos(f) = —e + cos(M) + e cos(2M) + O(e?) (4.22)
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sen(f) = sen(M) + esen(2M) + O(e?). (4.23)

Apesar de esta série convergir rapidamente para valores pequenos de e, a série diverge
para valores de e > 0.6627434. [23]

Quanto ao uso pratico, podemos comecar aplicando o periodograma de Lomb-Scargle
(na segao 4.2) para detectar a frequéncia Vgme. Depois, podemos utilizar as equagoes
4.22 e 4.23 das expansoes elipticas na fungao v,(t). Partindo de v,(t) da versao 4.21:

v (t) = v + K cos(w) cos(f) — K sen(w) sen(f) + Ke cos(w)
temos:

v, (1)

12

v+ K cos(w) [—e + cos(M) + ecos(2M )] — K sen(w) [sen(M) + esen(2M)] 4+ Ke cos(w)

~ v+ K cos(w)cos(M) + Kecos(w) cos(2M) — K sen(w) sen(M) — Kesen(w) sen(2M)

e como M = nt—nr, utilizando identidades trigonométricas cos(6+¢) = cos(8) cos(¢p)—
sen(¢) sen(f) e sen(f + ¢) = sen () cos(¢) + sen(¢) cos(6):

v (t) >~ v+ K cos(—nT + w) cos(nt) — K sen(—nt + w) sen(nt)
+ Kecos(—2n7 + w) cos(2nt) — Kesen(—2nt + w) sen(2nt)

podemos criar alias para os coeficientes chamando:
a; = K cos(—n1 + w),
by = —K sen(—n7 + w),

1=,

as = Kecos(—2nt1 + w),

by = —Kesen(—2nt1 + w)

e obtemos:
v, (t) = ¢1 + ag cos(nt) + by sen(nt) + ag cos(2nt) + by sen(2nt).

onde n = 2TV4ima. Os coeficientes aq, by e ¢; obtemos pelo método dos minimos quadrados
ajustando pela funcao 4.14 utilizada no periodograma de Lomb-Scargle. Assim temos:

s1(t;) = ay cos(nt;) + by sen(nt;) + ¢

com teste qui-quadrado:

g

XQIZ:W-

Para obter os coeficientes ay e by, precisamos obter os residuos r; onde:
ri(ti) = yi — s1(l),
afim de ajustar pelo método dos minimos quadrados a funcao:

So(t;) = ag cos(2nt;) + by sen(2nt;) + o
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com teste qui-quadrado:

g

= ﬁ: [r1(t:) —252(15@)]2.

Quanto aos outros parametros, note que:

—b
~— tg(—nr +w) = tg(a),
3]
b,
= tg(—2n1 +w) = tg(B).
2
Entao: 3
a—ﬁ:nT:>T:a_ ,
n

200 — B = w.

Pela identidade trigonométrica cos?(0) + sen?(f) = 1, temos:

K?=aj+ b = K = \/a} + b} (4.24)

|a3 + b3
a3 +b3 = K?* = e = 2K 2,

Considere que os valores de 7 obtidos por este meio expressa qual dia do periodo P é
o momento de periastro, e ndo como o método do periodograma Kepleriano, cujo 7 esté
em dias julianos.

4.6 Periodograma Kepleriano

Os procedimentos que utilizam a fungao senoidal y(t) conforme eq. 4.14 é chamada por
[38] de generalised Lomb-Scargle (GLS). Mas eles mesmos propuseram obter o periodo-
grama via fungao cldssica v,.(t), a equagao 3.2, e chamaram de periodograma Kepleriano:

X6 = Xkep()

2
X0

que utiliza v,(t) conforme ja definido na segao 3.1. Para que o periodograma Kepleriano
4.25 funcione, temos que adaptar v,(t) de forma que fique similar ao GLS. Comegando da
eq. 3.2, temos:

pKep(n) - (425)

v(t) = v+ Klecos(w) + cos(f(t) + w)]
= v+ Klecos(w) + cos(f(t)) cos(w) — sen(f(t))sen(w)]
= v+ Kecos(w) + K cos(w) cos(f(t)) — K sen(w) sen(f(t))
e agora chamando de ¢ = 7+ Ke cos(w), a = K cos(w) e b = —K sen(w), [38] apresenta:
v(t) = c+acos f(t) + bsen f(t) (4.26)
com
K?=a"+0" = K = Va2 +?
similar a eq. 4.24. Para obtermos f(t), conforme a eq. 3.3, note que dependemos
da excentricidade e e do tempo do periastro 7. Como sabemos que 0 < e < 1 e que

t) <17 <ti+Pouty—P <71 <ty, podemos obter com recursos computacionais da
seguinte forma:



Periodograma Kepleriano 48

o Como o limite inferior e superior de e e 7 conhecidos, criamos um vetor e e um vetor
T dividido em ¢ partes iguais — deveriam ser tratadas como variaveis continuas,
mas para possibilitar execucao em recursos computacionais serao discretas;

o Fazer uma varredura em cada valor dos vetores e e T de forma que, para cada ¢; e
cada 7, teremos uma anomalia excéntrica E(t;) que passou no método iterativo de
Newton-Raphson 2.53 na fungao g(E) = E — e;jsen(E) — n(t; — 7);

f(t;) = 2arctg (1 | 1 —_i_ Z]: tg E(;Z))
j

que serd usado em v,(t) da eq. 4.26. Considere em g(E) = E — e;sen(E) — n(t; — 73)
que ja teremos n obtido pelo periodograma GLS, e que ¢ € N é de escolha do usuéario(a)
pesquisador(a), portanto, arbitrario.

Desta forma, temos:

o Para cada E(t;):

lyi — v (t)]?

Xicep(n) =2 ——— (4.27)
i=1 i

para ser usado no periodograma Kepleriano 4.25. Se chamarmos o periodograma 4.7

de pars, [38] cita que max{pgrs} < max{pk.,}. Verificaremos empiricamente isto no

proximo capitulo.



5 Aplicacao pratica nos dados de
velocidade radial

Dados reais podem apresentar situagoes imprevistas, mas também podem nos ajudar a
entender os modelos matematicos. Propomos apresentar neste capitulo medidas empiricas
determinando cada um dos principais elementos orbitais de planetas utilizando os métodos
citados anteriormente.

c\ ® O HD 4313 | NASA Exoplanet Arch X | = Is) X
< O M (3)  https://exoplanetarchive.ipac.caltech.edu/overview/HD%204313 ab A ¥ o O & m = o
[ Relatrio PGC_- Reit.. 4 Sistemas Unesp-A.. /4§ Secdo Técnica de P.. > q
¢

NASA EXOPLANET ARCHIVE &

A SERVICE OF NASA EXOPLANET SCIENCE INSTITUTE

Home About Us Data Tools Support Login

HD 4313 Overview

Overview  System Parameters  Ancillary NearbyData  Legend Expand All

ARCHITECTURE OTHER DATA DISCOVERY DATA

£/ HD 4313 Bibliography €3 Host Planet Method Year Reference Disposition

W HD 4313 Nearby Data @ &

L & HD4313b HD 4313 2 HD4313b Radial Velocity 2009 Johnson etal. 2010 Confirmed Planet

% HD 4313 Stellar Parameters (8 Solutions) (5 £ +

4 HD 4313 b Planetary Parameters (3 Solutions) B3 -

STATUS TOOLS
Confirmed Planet

DETECTED BY

Radial Velocity

m Luhn etal. 2019 [ Stassun et al. 2017 (003 Johnson etal. 2010 (LY

M,llnl'(Me) 612.5£28.6 950£137 730.978+63.5633

Mpsin i (My,p) 1.927+0.090 2.99+0.43 2.310.2

e 0.147£0.047 0.04:0.04 0.0410.037
P(days) 356.21+0.88 356.00000+2.60000 356.0£2.6
K(m/s) 40.3+1.7 46.9+1.9

a(au) 1.157+0.097 1.13£0.02 1.19£0.03

T, (days) 245481612 2454804.0+80.0

w (deg) 102£13 76.0:80.0
4 »

Figura 5.1: Trés trabalhos sobre o planeta HD4313b. Fonte: [9]
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5.1 Metodologia e algoritmo

O catélogo online de exoplanetas e estrelas de [9] possui comparagoes de valores com
diferentes pesquisas sobre uma mesma estrela e planeta, conforme a fig. 5.1. Desta forma
teremos varias fontes para comparar com os resultados deste trabalho.

Como recurso computacional, optamos por utilizar a linguagem de programacao Julia,
conhecida por ser projetada para processar altos valores numéricos de forma otimizada. E
uma linguagem de alto nivel com sintaxe similar ao Matlab, sendo um pouco mais familiar
para a comunidade matematica.

Selecionamos no catalogo sistemas que possuam um planeta orbitando que tenham
caracteristicas do Problema de Dois Corpos com diferentes excentricidades e situagoes
que exijam adaptagoes ao algoritmo, o que contribui para robustez do programa. Os
dados observados podem ser acessados no préprio site ou ser baixado em um arquivo com
extensao ".tbl'que pode ser visto na fig. 5.2.

q\ @ im} exoplanetarchive.ipac.calteched X | -

&< O mW ) https://exoplanetarchive.ipac.caltech.edu/data/ExoData/0003/0003574/data/UID_000357... a& A Y%
\STAR_ID "HD 4313"
\DATA_CATEGORY "Planet Radial Velocity Curve"
\NUMBER_OF _POINTS "2g"
\TIME_REFERENCE_FRAME "Jp"
\MINIMUM_DATE "2454339.932"
\DATE_UNITS "days"
\MAXIMUM_DATE "2455250.713"
\MINIMUM_VALUE ".67.93"
\VALUE_UNITS m/s"
\MAXIMOM_VALUE "31.39"

\REFERENCE "Johnson et al. 2010 (PASP, 122, 701)"
\BIBCODE "2010PASP..122..7013"

\TELESCOPE "1em Keck I"

\INSTRUMENT "HIRES"
\WAVELENGTH_CALIBRATION_TECHNIQUE "Iodine"

\OBSERVATORY_SITE

\COLUMN_3JD

\COLUMN_RADIAL_VELOCITY
\COLUMN_RADIAL_VELOCITY_UNCERTAINTY

| o] Radial_Velocity | Radial_Velocity_Uncertainty |

"Mauna Kea, Hawaii"

"Julian date of observation"

"Radial velocity relative to barycenter"
"Uncertainty in RADIAL_VELOCITY"

L T T T T T VA R T

|
| double | double | double |
| days | m/s | m/s |
2454339.932 23.92 1.57
2454399.842 21.61 1.59
2454456.806 -30.29 1.61
2454675.006 8.82 1.71
2454689.004 13.91 1.60
2454717.945 24.71 1.53
2454722.895 31.39 1.60
2454779.854 8.37 1.70
2454790.889 1.82 1.64
2454805.807 -18.24 1.54
2454838.768 -46.70 1.61
2454846.745 -54.50 1.69
2454867.754 -61.16 3.56
2454987.118 -25.11 1.69
2455015.049 -3.83 1.54
2455016.081 -1.47 1.41
2455027.089 8.26 1.61
2455049.038 22.34 1.56
2455076.091 22.90 1.60
2455081.091 21.97 1.55
2455084.143 15.79 1.60
2455109.955 15.55 1.63
2455133.975 0.00 1.60
2455169.860 -23.21 1.57
2455187.855 -42.72 1.55
2455198.771 -51.25 1.55
2455229.722 -63.75 1.43
2455250.713 -67.93 1.50

Figura 5.2: Exemplo de um arquivo com dados de velocidades radiais observadas. Fonte:

[9]

Para obter os valores dos elementos orbitais, precisamos definir a ordem das acoes.
Utilizando pgep(n), propomos a seguinte sequéncia:

1. leitura dos dados: guardamos os dados de observagao de arquivos como a fig. 5.2



Metodologia e algoritmo 51

em vetores de tempo t, de velocidade radial y e de incerteza o;

2. vetor de frequéncias: guardamos no vetor f de vy até v, com passo de tamanho
ov conforme detalhado na subsec¢ao 4.2.1 Configurando o vetor de frequéncias;

3. vetor de poténcias: para cada frequéncia v; do vetor f temos n; = 27v; calculamos
o periodograma (GLS) para cada p; = p(n;) (eq. 4.6) no vetor p;

4. max{p} de Vsim,: identificamos o indice da maior poténcia em p, para localizarmos
um primeiro chute da frequéncia Vs, em f;

5. periodograma Kepleriano: criamos um vetor T com candidatos a tempo do
periastro 7 e e com candidatos a excentricidade e dividido em ¢ = 40 por exemplo
(arbitrario) onde cada e;, T} e t;, temos M = n(t; —1;), colocamos a fungao g(E) =
E — e;sen(E) — M no método de Newton (equagao iterativa 2.53), salvamos Fjy =
g(E) para que em um vetor de anomalia verdadeira v tenhamos:

1+€i Ek
tg —
1—61‘ 2

v, = 2arctg <
afim de usarmos na funcdo 3.2 (de onde podemos obter os coeficientes a, b e ¢) no
periodograma Kepleriano 4.18;

6. amplitude, argumento do periastro e velocidade radial média: podemos
obter amplitude K via eq. 4.24, assim, obtemos cos(w) = a/K, v = —(Ke cos(w)—c)
e w verificando w = arccos(a/K).

Depois de obtermos e, P, K, 7, v e w comparamos com o método das expansoes elipticas.
O algoritmo deste método serd da seguinte forma:

1. leitura de dados: conforme o passo 1 do algoritmo anterior;

2. coeficientes da primeira harmonica: usamos o periodograma de Lomb-Scargle
considerando:
s1(t) = aq cos(nt) + by sen(nt) + ¢;

de maneira usual;
3. coeficientes da segunda harmonica: obtemos os residuos:
r(ts) = yi — s1(t;)
e utilizamos o periodograma de Lomb-Scargle uma segunda vez com:

s2(t) = ag cos(2nt) + by sen(2nt) + co

e N
X° = szi[r(tz‘) — so(ti))?
. =1
=W YY
Ccomi:

YY =3 wir(t)? =Y wir(t) - > wir(t);
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4. expansoes elipticas: considerando v,(t) (eq. 4.21) com M = n(t — ) em cos(f)
(eq. 4.22) e sen(f) (eq. 4.23) temos:

vy (t) >~ ¢ + ay cos(nt) + by sen(nt) + ag cos(2nt) + by sen(2nt)

onde:
a; = K cos(—n1 + w),
by = —K sen(—n7 + w),
as = Kecos(—2nt1 + w),
by = —Kesen(—2n1 + w)
€1 =7;

amplitude e excentricidade: usando identidade trigonométrica cos? f+sen? § =
1 temos:

K*=a?+b? = K =/a} + b}

a2+b2
K262:a§+b§:>e:\/ 2K2 2;

argumento e tempo do periastro: usando a identidade trigonométrica tg(f) =

sen(6)/ cos(0), seja o = —nT +w e f = —2n7T + w, temos:
by by
tga = —— = a = arctg | ——
aq aq
e
2 by
tgf=—— =B =arctg | — |,
(05} a9

entao a — f=n7t e 200 — f = w.

5.1.1 Comparagao dos resultados

Obtido os valores pelo periodograma Kepleriano e pelas expansoes elipticas, compara-
mos também com os valores das pesquisas pelo catalogo de [9]. Incluimos o valor do rms
(root mean square — a raiz do valor quadratico médio) onde:

s = Sl — ()

i=1

para servir de referéncia avaliativa dos valores dos elementos orbitais. Quanto menor o
valor de rms melhores sdo os valores dos elementos pois fez z(t) estar proximo aos dados,
e foram incluidos nas tabelas comparativas 5.1, 5.2 e 5.3 dos planetas HD 4313 b, HD
6434 b e HD 16175 b respectivamente. A fungao x(t) é o modelo utilizado pelo respectivo
autor — no nosso caso, podendo ser o periodograma Kepleriano ou as expansoes elipticas.
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5.2 Planeta HD 4313 b

Este planeta foi descoberto por [15], no observatério W. M. Keck, em Mauna Kea,
Havai em 2010, e eles anotaram as observacoes do tempo t, velocidade radial s e incerteza
o conforme tabela ??. [15] usaram Critério de Informagdo Bayesiano (BIC) e Markov
Chain Monte Carlo (MCMC) para estimar os valores orbitais.

Selecionamos este planeta devido a relativamente baixa excentricidade, e ter suposta-
mente boas estimativas pelo periodograma GLS, além de ter outras duas pesquisas para
comparagao com os resultados e com a abordagem deste trabalho.

As estimativas pelo periodograma Kepleriano ocorreram da seguinte forma:

1. leitura dos dados: considerando a tabela ?? (no apéndice), temos o vetor t a
coluna t do calendario juliano; vetor de velocidades radiais s e de incertezas o sdo
suas correspondentes colunas;

2. vetor de frequéncias: utilizamos n = A = 20 para formar o vetor de frequéncias
f;

3. vetor de poténcias: utilizando f obtivemos para o vetor de poténcias

p = {0.22568322060716192, 0.2100998373076442, ..., 0.040684828112058036 };

1.00 +

— plv)

0.75

0.50 ¢

Poténcia

0.25 ¢

0.00

0.0 0.1 0.2 0.3
Frequéncia

Figura 5.3: HD 4313 b: Poténcias das frequéncias via GLS
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4. max{p} de Vsymq: salvamos o indice 6tima de max{p} com a func¢do function

indice_do_maior_valor(vet, n) (no apéndice A.2) e obtivemos Vstime = 0.002745
com n = 2MVsimq = 0.017247, poténcia p(n) = 0.972399 e FFAP(0.972399) = 0.0;

. periodograma Kepleriano: obtido n, temos M = 0.017247(t;, — T;) para ser

usado em g(F) e temos E, v para ser usado na funcao v,(t) que o periodograma
Kepleriano usa e obtivemos e e 7 conforme tabela 5.1 e os coeficientes a = 12.624068,
b= —45.22631 e c = —21.718783 pelo método dos minimos quadrados;

. amplitude, argumento do periastro e velocidade radial média: temos am-

plitude:

K = Va2 + 12 = /(12.624068)? + (—45.22631)2 = 46.955151

velocidade radial média:

o 12.624068
=& 2DEO (968854
cos(w) = % = J6.055151

v = —(Kecos(w)—c) = —(46.955151-0.03-0.268854 — (—21.718783)) = —22.100742

e argumento do periastro:

a 12.624068
= — = — =12
W = arccos % arccos 16.955 151 98593

em graus:

w = 1.298593 - 150 = 74.40393°.
7r

Os parametros obtidos pelo algoritmo acima gerou o grafico da figura 5.4. Para a
velocidade do pericentro considera-se f(t) = 0, entao a funcao 4.26 para o pericentro foi
v-(t) = a+ c. Ja a obtencao pelas expansoes elipticas:

1.

2.

leitura de dados: valores na tabela 7?7 (no apéndice);

coeficientes da primeira harmoénica: obtivemos P = 1/0.002827 = 353.7 e
n = 270.002827 = 0.017763 com pgrs(n) = 0.984515 e funcao:

s1(t) = 38.504841 cos(nt) + 28.335206 sen(nt) — 22.840156

. coeficientes da segunda harmonica: utilizamos no periodograma de Lomb-

Scargle os residuos, s(t) e a fungao:

$5(t) = —0.346358 cos(2nt) + 0.693616 sen(2nt) + 0.123742

. expansoes elipticas: utilizando os valores dos coeficientes chegamos em:

amplitude e excentricidade:

K = /a2 + b? = v/38.5048412 + 28.3352062 = 47.8

2 12 — 2 ’
o [3+8 _\/( 0.346358)° +0.693616% _ ) 11 6017,

K? 47.82
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@ v
° VR(t)
20 - T (o autor)
T[14]
pericentro

\

B

Velocidade radial {(m/s)
4 S

—60

2454400

2454600 2454800 2455000 2455200

Tempo (dias Julianos)

Figura 5.4: HD 4313 b: ajuste da funcao v,(t) aos dados y de [15]

argumento e tempo do periastro: com a = —0.634407 e § = —2.033925:
w=2a—p=2-(—0.634407) — (—2.033925) = 0.76511,
em graus w = 0.76511 - 180/7 = 43.83758°, ¢
a—pF (—0.634407) — (—2.033925)

T = =

n 0.017763
nos dados temos 7 = t; + 78.783482 = 2454418.715.

= 78.783482,

Com os valores obtidos, temos a comparacao conforme a tabela 5.1.

| EL orbit. | o autor (pxey(n)) | o autor (Exp. Elip.) | [20] | [34] | [15]
e 0.03 0.016 0.147 0.04 | 0.041
P (dias) 353.7 353.7 356.21 356.0 | 356.0
K (m/s) | 46.96 178 103 469 | 46.9
7 (dias) 2454795 2454419 2454816 | - 2454804
o (graus) | 744 13.84 1020 |- 76.0
v (mfs) | —22.1 ~22.84 136 |- -
rms 3.79 3.81 4.695 - 3.7

Tabela 5.1: Comparagao com outros trabalhos de HD 4313b. Usamos os dados de [15]

HD 4313 b teve um pgrs = 0.972399 e um pg., = 0.976141. A funcao y(t) gera um
grafico muito préximo da figura 5.4 que foi feita com a funcao v,(t), portanto devem ser
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parecidas. Por ter uma excentricidade e préoxima de zero podemos conjecturar:

FE
ti [+ 20— T ) — o),

(eq. 3.3)

e como E(t) = n(t — 1) ficamos com a funcao Kepleriana:
vr(t) = acos(n(t — 7)) + bsen(n(t — 7)) + ¢ (5.1)

o que a torna senoidal, assim como y(¢). Testamos picos com poténcia py = 0.9, py = 0.5
e po = 0.3 na FAP (equagao 4.11), onde:

FAP =1—[1— Prob(p > 0.9 =0,

FAP =1—[1— Prob(p > 0.5)| ~ 0.047

FAP =1—[1— Prob(p > 0.3)] ~ 0.96.

Para fins de teste de comparagdo de performance e de valores, também utilizamos a
funcao FAP embaralhando ¢ vezes os tempos t, velocidades radiais y e incertezas o afim

de obtermos:
FAP =

ESNIRS

onde z é a quantidade de vezes que p > py. Com ¢ = 1000, obtivemos:
FAP(0.9) =0,

FAP(0.5) = 0.268

FAP(0.3) = 1.

Ambas as versoes estao em Julia no apéndice A.2. Constatamos que esta forma leva um
tempo muito maior, pois todo o processo do periodograma ¢ realizado g vezes — que
quanto maior for seu valor, mais realista é o teste — logo, recomendamos utilizar FFAP
conforme 4.11.

5.3 Planeta HD 6434 b

O catdlogo de [9] indicou trés pesquisas para este planeta que leva em torno de 22 dias
para dar uma volta completa na estrela. O foco das pesquisas de [21], [13] e [34] ndo é o
calculo mas teremos valores da maioria dos parametros planetarios possibilitando compa-
racao com os valores calculados neste trabalho. A oOrbita deste planeta é um pouco mais
excéntrica e houve uma diferenca um pouco maior entre pgrs(n) € prep(n) se comparado
com HD 4313 b, veremos os detalhes a seguir.

Pelo periodograma Kepleriano temos:

1. leitura dos dados: os dados conforme tabelas ??, ?? e ?? (no apéndice) foram
coletados por [21], uma amostra N = 130, no observatoério de La Silla, Chile.
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2. vetor de frequéncias: com a coleta iniciada em 2451142.6802 (ou em 24,/11/1998
as 04:19) e terminada em 2452643.5488 (ou em 04,/01/2003 as 01:10) calculamos o
vetor de frequéncias:

f = {6.662808¢ — 5,0.0002, ..., 0.216541}

3. vetor de poténcias: analogo ao HD 4313 b, para cada frequéncia obtida no passo
2, temos uma poténcia. Assim:

p = {0.001237,0.001235, ...0.017503};

0.8 r
——— piv}

0.6 F
o
=
D 0.4 F
©
o

0.4 0.6 0.8

Frequéncia

Figura 5.5: HD 6434 b: Poténcias das frequéncias via GLS

4. maior poténcia e vy, utilizando o algoritmo indice_do_maior_valor(vet,
n) do apéndice A.2; localizamos peima = 0.780148 (FAP(0.780148) = 0.0), com
Vstima = 0.045457 e temos que P = 1/Vsyima = 21.998807;

5. periodograma Kepleriano: usamos M = 0.285615(t;, — T;) em g(E); no peri-
odograma Kepleriano obtivemos e e 7 conforme tabela 5.2 e os coeficientes a =
—33.209284, b = —8.330798 e ¢ = 23016.861428 pelo método dos minimos quadra-
dos;

6. amplitude, argumento do periastro e velocidade radial média: temos am-
plitude:

K = Va2 + 12 = /(—33.200284)2 + (—8.330798)? = 34.238264
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velocidade radial média:

a —33.209284

v = —(Kecos(w)—c) = —(34.238264-0.172051-(—0.969946) —23016.861428) = 23022.575128

e argumento do periastro:

a —33.209284
W = arccos ' arccos 31938964 2.895807

em graus:

1
w = 2.895807 - 180 = 165.917525°.
T

Utilizando os resultados que obtivemos, ajustamos a funcao v,(t) aos dados de HD
6434 b conforme o grafico 5.6.
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Figura 5.6: Ajuste da funcdo v,(t) aos dados y de [21] de HD 6434 b

O aspecto do grafico 5.6 de HD 6434 b, se compararmos com a situacao de HD 4313
b, pareceu nao muito esclarecedor. Dos outros trabalhos sobre HD 6434 b, apenas [13]
apresentou um grafico (conforme figura 5.7), e podemos comparar com o trabalho deles.

Ao observar o grafico de cima na figura 5.7, podemos perceber que [13] acrescentou
dados, entdo seu trabalho estd mais atualizado — como pegamos de [21] (que é um pouco
mais antigo), o nosso vai até 2003 (verificdvel na tabela ??), o de [13] vai até 2014. O
grafico de baixo na figura 5.7 é o melhor ajuste no modelo em uma fase orbital de HD
6434 b. Sendo assim, elaboramos o equivalente aos dados trabalhados aqui, conforme o
grafico 5.8.
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Figura 5.7: O grafico de cima ¢é a série temporal de velocidade radial e o grafico de baixo
¢ a representagao em apenas uma fase (um periodo P). Fonte: [13].

Para construir o grafico 5.8, como o eixo do tempo estd num intervalo (0,1), cada
ponto dos dados esta ajustado no ponto:

(jDZ mod 1,yi> : (5.2)

Quanto a func¢ao utilizada, a modificacdo se deu na anomalia excéntrica — que é otimizada
no método de Newton — ajustada como:

g(E)=FE —esenE—n(t'P—1) (5.3)

onde t" esta no intervalo (0,1).
Utilizando as expansoes elipticas temos o seguinte algoritmo:

1. leitura de dados: valores nas tabelas 7?7, 77 e ?? (no apéndice);

2. coeficientes da primeira harmoénica: obtivemos P = 1/0.045457 = 22 e n =
2710.045457 = 0.285615 com pgrs(n) = 0.78 e fungao:

s1(t) = 33.184829 cos(nt) + 1.715947 sen(nt) + 23023.530213

3. coeficientes da segunda harmonica: utilizamos no periodograma de Lomb-
Scargle os residuos, s1(t) e a fungdo:

so(t) = —6.135073 cos(2nt) + 1.078452sen(2nt) — 1.086685

4. expansoes elipticas: utilizando os valores dos coeficientes chegamos em:
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Figura 5.8: Ajuste da funcao v,(t) aos dados y de [21] de uma fase de HD 6434 b

amplitude e excentricidade:

K = /a2 + b = v/33.1848292 + 1.7159472 = 33.229164

= (0.18746;
K? 33.2291642 0.18746;

argumento e tempo do periastro: com a = —0.051663 e § = —2.96758:
w=2a—F=2-(—0.051663) — (—2.96758) = 2.86426,
em graus w = 2.86426 - 180/ = 164.11°, e

a—fB  (—0.051663) — (—2.96758)
T, 0.285615 ’

nos dados 7 = t; + 10.209284 = 2451152.889.

o Jatts \/ (—6.135073)2 + 1.0784522

Estimados os pardametros, podemos comparar com outros valores na tabela 5.2. [13] e
[21] citam que, assim como nds, utilizaram Lomb-Scargle para estimar o periodo orbital,
mas os outros parametros foram encontrados utilizando softwares ou meios nao detalhados
em seus trabalhos.

Com a excentricidade e da o6rbita de HD 6434 b em 0.17 e uma certa diferenca entre
PGLs € Prep (0.772698 e 0.806341 respectivamente) a equagao 5.1 nio se adequa bem para
HD 6434 b. Notamos também que quando temos uma grande quantidade N de amostras
coletadas fica conveniente ajustar os pontos conforme coordenadas 5.2 e a fungao v,(t)
tem seu ajuste alterado em g(F) como na eq. 5.3 com ¢ no intervalo (0,1). A pouca
semelhanca nos gréficos 5.7 (a parte de baixo) e o 5.8 (feito por nés) pode ser devido
a atualizagdo que [13] fez nos dados coletados que revelou um comportamento diferente
consideravel em HD 6434 b em sua pesquisa.
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| EL orbit. | (pxep(n)) | (Exp. Elip.) | [34] | [13] | [21] |
e 0.17 0.19 0.17 ] 0.146 0.17

P (dias) |22 22 21.998 | 22.017 21.998

K (m/s) |34.24 33.23 34.2 | 35.0 34.2

7 (dias) 2452547.339 | 2451152.889 | - 2451909.308 | 2451490.8
w (graus) | 165.92 164.11 - 163.2 156

v (m/s) 23022.57 23023.53 - - 23023.0
rms 12.11 11.99 - 7.77 10.6

Tabela 5.2: Comparacao com outros trabalhos de HD 6434b. Usamos os dados de [21]

5.4 Planeta HD 16175 b

O planeta HD 16175 b contrasta com HD 4313 b pela sua alta excentricidade. Ha
quatro pesquisas deste planeta no catélogo de [9], que disponibilizou os dados de [26].

1. leitura dos dados: [26] registraram N = 44 observagoes, no observatério Lick, na,
Califérnia, Estados Unidos, de 29/11/2004 a 14/03/2009, conforme tabela ?7;

2. vetor de frequéncias: também utilizamos n = A\ = 20 para formar o vetor f;

3. vetor de poténcias: analogo ao calculo do vetor de poténcias de HD 4313 b, para
cada valor de frequéncia f, um valor de poténcia p:

f = {6.3858673¢ — 5,0.0001916, ...,0.0009579, ..., 0.0055557 }

p = {0.3158851, 0.3298804, ..., 0.7359635, ..., 0.0383636 } ;

4. maior poténcia e Vsym,: lembrando que ainda estamos estimando pelo perio-
dograma de Lomb-Scargle, obtivemos vsme = 0.000973 (entdo n = 0.006119 e
P = 1026.86) com pgrs(n) = 0.736125 ¢ FAP(0.736125) ~ 1.53 - 10~1Y;

5. periodograma Kepleriano: neste ponto, tivemos e e 7 conforme tabela 5.3 e
freuéncia atualizada para Vsime = 0.001006 (P = 994.259048), com coeficientes
a = —72.478801, b = 65.989143 e ¢ = —2.660187;

6. amplitude, argumento do periastro e velocidade radial média: a amplitude:

K=vVa?>+b = \/(—72.478801)2 + 65.989143% = 98.019098,

com:
a —72.478801

K 98.019098 0739435

cos(w)
a velocidade radial média:
v = —(Kecos(w) —c) = —(98.02-0.62 - (—0.74) — (—2.66)) = 42.11
e o argumento do periastro:

a —72.478801
= — = — = 2.40302
W = arccos % arccos 98 019098 03028
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Figura 5.9: HD 16175 b: Poténcias das frequéncias via GLS

que em graus:
W= 2.403028@ = 137.683351°.
T

Como usamos os mesmos dados de [26] seu grafico ficou muito semelhante a fig. 5.10.
[34] e [37] ndo apresentaram um grafico de velocidade radial para HD 16175 b; o gréfico
de [8] estd mais atualizado, conforme a fig. 5.11: os pontos vermelhos sdo novos dados de
02/09/2011 a 03/09/2015.

O algoritmo com as expansodes elipticas para HD 16175 b ocorreu da seguinte forma:

1. leitura de dados: vide tabela 7?7 no apéndice ?77;

2. coeficientes da primeira harmoénica: o periodograma de Lomb-Scargle nos for-
neceu: v = 0.000973 — P = 1026.857705 ¢ n = 0.006119 — com pgrs(n) =
0.736125 e coeficientes a; = 64.497593, by = —9.345651 e ¢; = 44.821156;

3. coeficientes da segunda harménica: usando os residuos e a func¢do s;(t) obti-
vemos os coeficientes as = —19.719212 e by = —15.316851;

4. expansoes elipticas: com aq, by, ¢1, as e by temos:

amplitude e excentricidade:

K = \Ja? + b} = \/64.4975932 + (—9.345651)? = 65.171164
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Figura 5.10: Ajuste da funcao v,(t) aos dados y de [26] de HD 16175 b

= (0.38313;

_\/ag+bg _\/(—19.719212)2+(—15.316851)2
TNV TR T 65.1711642

argumento e tempo do periastro: temos a = 0.143898 e 5 = 2.4811916:
w=2a—LF=2-0.143898 — 2.4811916 = —2.193396

que em graus w = —2.193396 - 180/7 = —125.67° e

a—f 0.143898 — 2.4811916
n 0.006119

consideramos para comparacao 7 = t; — 381.982735 = 2452956.698.

= —381.982735,

T =

E assim, a comparacao dos elementos orbitais pode ser verificado na tabela 5.3 com outros
quatro trabalhos no catalogo de [9].

HD 16175 b deixa claro a diferenca no ajuste entre os periodogramas pgrs € Prep
devido a sua alta excentricidade. H4 uma "dificuldade"da fungao senoidal y(t) se ajustar
aos dados: obtivemos um pgrs = 0.735964. Porém como é possivel configurar e, P, 7 e
os coeficientes no periodograma Kepleriano, obtivemos pg., = 0.941617 e fica evidente a
"facilidade"da funcao v,.(t) se ajustar aos dados ao observar o gréfico 5.10.
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Figura 5.11: Os pontos verdes sao dados do equipamento ELODIE, em vermelho de
SOPHIE e em preto do Observatorio Lick, Califérnia. A parte de baixo mostra a distancia
entre o ponto e a fungdo, esta relacionado aos erros ;. Fonte: [§]

| EL orbit. | (pkp(n)) | (Exp. Elip.) | [34] | [37] | 8] | [26] |
e 0.618 0.38 0.60 [ 0.675 0.637 0.59

P (dias) | 994 1027 990 | 981 995 990

K (m/s) |98.01 65.17 94 |- 103.5 -

7 (dias) 2454804.3 | 2452956.7 | - 2455800.4 | 2455801.4 | 2452820
w (graus) | 137.68 125.67 - 216 221.5 222

v 42.11 44.82 - - 21.83 -

rms 8.66 20.74 - 9.0 9.07 9.2

Tabela 5.3: Comparagdo com outros trabalhos de HD 16175b. Usamos os dados de [26]



6 Conclusao

Esperamos que haja melhor compreensao do periodograma de Lomb-Scargle para fazer
ajustes iniciais da func¢ado senoidal aos dados para posteriormente melhora-la com uma
funcao mais adequada, no caso deste trabalho, a fun¢ao velocidade radial. Considerando
a coordenada (X, Y, Z) vimos que a fungao velocidade radial v,(t) é baseada na velocidade
que a estrela estda no eixo Z. Os observadores registram os dados, que servem de fonte
para podermos fazer uma descri¢ao da érbita do planeta, por meio dos parametros orbitais
que compoem a funcao v,.(t): o periodo P, a excentricidade e, o tempo do periastro 7, o
argumento do periastro w, a amplitude K e a velocidade radial média . Para a obtencao
dos parametros é necessario chutes iniciais. Comecamos pelo periodo P via periodograma
de Lomb-Scargle, que por meio de um vetor de frequéncias, localiza uma que melhor ajusta
a funcao senoidal aos dados. Com um P inicial, podemos utilizar as expansdes elipticas
ou o periodograma Kepleriano para obtermos os parametros. Foi necessario utilizarmos
uma linguagem de programagao para aplicacao aos dados reais, e optamos por Julia. Esta
experiéncia:

» possibilitou comparacao dos métodos expansoes elipticas e periodograma Kepleriano
na obtencao dos valores dos parametros;

e possibilitou utilizarmos varios dados reais, e pudemos comparar os valores obtidos
neste trabalho com o de outros trabalhos;

» mostrou o comportamento dos valores obtidos alterando os ajustes adicionais como
o fator Nyquist ou a granularidade nas amostras por pico no vetor de frequéncias:
quanto maior estes valores, mais precisos ficam os parametros, mas maior tempo de
processamento;

o possibilitara futuras analises, melhorias ou usos pois todo o programa esta apresen-
tado no apéndice.

Obter parametros orbitais com os métodos numéricos e comparar com outros trabalhos
foi de grande ajuda na percepcao de alguns pontos a se considerar:

e como estimamos o periodo P antes dos outros elementos orbitais, temos que P
impacta no valor dos demais elementos;

« a diferenca entre pgrs € prep estd diretamente relacionada a excentricidade e;

o dados reais fazem com que precisemos lidar com erros, mas ainda assim ha certa
proximidade no valor dos parametros de outros trabalhos;

65
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« confirmamos a citagao de [38]: "Como a drbita Kepleriana tem mais graus de liber-
dade ela sempre tem a maior reducao x? (0 < prs < pars < PKepe<0.6 < Dicep < 1)",
afirmando que v,(t) — utilizada em pg., — tem mais graus de liberdade que y(?)
— utilizada em pgrg — e por isso Prep > PaLs;

« as diferencas com os outros trabalhos pode indicar que hé necessidade de aperfeico-
amento e melhoria continua nos trabalhos — inclusive este — que envolvem ajuste
de curvas de velocidade radial de 6rbitas de exoplanetas com métodos numéricos.
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A (Cddigo fonte do programa

O codigo fonte escrito em Julia serd mostrado neste apéndice, dividido em Progra-
macao principal, programacao de apoio e exemplo de uso, todos seguidos de uma breve
explicacdo de cada funcao.

Para utilizd-lo, é necessario baixar Julia em https://julialang.org/downloads/.  re-
comendavel também baixar um editor ou IDE para auxiliar na programagao. Outra
necessidade sao as bibliotecas utilizadas. Para obté-las basta abrir Julia no terminal e ir
executando linha a linha, ou executar em um script:

using Pkg
Pkg.add (" PackageCompiler ")

Pkg.add (" Calculus")
Pkg.add (" LinearAlgebra")
Pkg.add (" Plots")

Um script Julia roda com extensao ".jl". Abaixo um exemplo de um script Julia, hel-
loWorld.jl:

function main ()

println ("Hello world!")
end

main ()

A.1 Programacao principal

Abaixo a programacao foi construida conforme os capitulos 3 e 4. E principal no sen-
tido de que foram reunidos aqui as func¢oes analisadas neste trabalho. Temos a construgao
do vetor de frequéncias, o pars(n) com n = 2 f; que utiliza x§ e xgrs(n), 0 X%k,p(n) que
substitui o x&,5(n) em pgep(n). HA também uma fun¢do que encontra o melhor va-
lor — ou seja, com a maior poténcia — para excentricidade e e o tempo do periastro
7, bem como o método de Newton-Raphson para encontrar a anomalia excéntrica E e
consequentemente a anomalia verdadeira v/(t).

# Bibliotecas:

using Calculus # Para usar derivative (f,
using LinearAlgebra # Para usar norm(f(x

)
0))
function newton_raphson(f, x0, tol)

while norm(f(x0)) > tol

df(x) = derivative (f, x)

x0 = x0 — f(x0) / df(x0)

end

return x0
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end

function frequencia(t, f_por_pico, nyquist)
T = maximum(t) — minimum/(t)

delta_f = inv(f_ por_pico * T)

f min = delta_ /2.0

f max = (nyquist x length(t)) / (2 *x T)
=)

f curr = f min

while (f_curr <= f max)

push!(f, f_ curr)

f curr = f curr + delta f

end

return f

end

function qui_quadrado_0(s, err)

W= 0.0
Y = 0.0
YY2 = 0.0

w = zeros(length(err))
for i in 1:length(s)
W=W+ (1/(err[i]"2))

end

for i in 1:length(s)

wli] = (1/W) = (1/(err[i]72))
Y=Y+ (w[i] * s[i])
YY2 = YY2 + (w[i] % (s[i]72))

end

YY = YY2 — (Y % Y)
return W x YY

end

function qui_quadrado(t, s, err, f)
W:

S:

YC2 =
YS2 =
CcC2 =
SS2 =
CS2 =
omega 2 % pi x f
w = zeros (length(t))
for i in 1:length(t)
W=W+ (1/(err[i] 2
end

| cocococo@oo o
coocoocoo

t
wli] = (1MW) o (Lo []°2))
Y=Y+ w[i] * s[i]
C=C+ w[i] * cos(omega * t[i])
S =S+ w[i] * sin(omega * t[i])
YY2 = YY2 + (w[i] % (s[i]72))
YC2 = YC2 + w[i] * s[i] * cos(omega * t[i])
YS2 = YS2 + w[i] * s[i] * sin(omega * t[i])
CC2 = CC2 + w[i] * cos(omega * t[i]) * cos(omega * t[i])
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SS2 = SS2 4+ w[i] * sin(omega % t[i]) * sin(omega * t[i])
CS2 = CS2 + w[i] * cos(omega * t[i]) * sin(omega % t[i])
end

YY=YY2—-Y %Y

YC =YC2 —-Y % C

YS =YS2 —Y % S

CC=CC2—-C =« C

SS =8SS2 — S xS

S=CS2—-C % S

D=CC % SS — CS % CS

quiQuadrado =YY — ((SS = YC™2) / D) —

((CC % YS™2) / D) + (2 % (CS x YC % YS) / D)
return quiQuadrado * W

end

function potencia(t,
p = zeros(length(f))
X0 = qui__quadrado_0(s, err)

s, err, f)

for i in 1:length(f)

Xf = qui_quadrado(t, s, err, f[i])
pli] = (X0 — Xf) / X0

end

return p

end

function qui_quadrado_kep(t, s, err, vt)

@)
I
|l o oo o
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1

CC2 =
SS2 =
CS2 =
w = zeros(length(t))
for i in 1:length(t)

=W+ (1/(err[i]"2

o000 oo

OO O O OO

for i in 1:length(t)

wli] = (L/W) % (1)(err[i]72))

Y=Y+ wl[i] % s[i]

C=C+ w[i] * cos(vt[i])

S=S+w[i] % sin(vt[i])

YY2 = YY2 + (w[i] % (s[i]72))

YC2 = YC2 + w[i] % s[i] * cos(vt[i])

YS2 = YS2 + w[i] * s[i] * sin(vt[i])

CC2 = CC2 + w[i] * cos(vt[i]) * cos(vt[i])
SS2 = SS2 4+ w[i] * sin(vt[i]) * sin(vt[i])
CSZ— CS2 + w[i] * cos(vt[i]) * sin(vt[i])
YY=YY2 -Y %Y

YC =YC2 —Y % C

YS =YS2 —Y % S

CC=CC2—-CxC

SS =8S8S2 — S % S
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CS=0CS2—-C xS

D=CC x SS — CS % CS

quiQuadrado =YY — ((SS % YC™2) / D) —

((CC x YS™2) / D) + (2 x (CS « YC x YS) / D)
return quiQuadrado * W

end

function potencia_eTOvt(t, s, err, f, e _max, resolucao, tol)
X0 = qui_quadrado_0(s, err)
e range (0.01, e _max, resolucao)

P=1/f
#t0 = range(t[length(t)] — (P), t[length(t)], resolucao)
T = (maximum(t) — minimum(t))/2

[ t[length(t)], resolucao)

t
t0 = range(t[length(t)] — T,
eBest = e[1]

t0Best = t0[1]

vt = zeros(length(t))

vtBest = zeros(length(t))
pBest = 0.0

pCurr = 0.0

for i in 1l:resolucao

for j in 1l:resolucao

for k in 1:length(t)

M= ((2:pi)/P) + (t[k] — t0[])

g(E0) = E0 — e[i] * sin(E0) — M

E = newton_raphson(g, M, tol)

vt [k] = 2 % atan(sqrt((14+e[i])/(1—e[i])) =*
tan(E/2))

end

Xf = qui_quadrado_kep(t, s, err, vt)

pCurr = (X0 — Xf) / X0

if pCurr > pBest

eBest = e[1i]

t0Best = t0[]]

vtBest = copy(vt)

pBest = pCurr

end

end

end

R = eBest, t0OBest, pBest, vtBest
return R

end

A funcao de Newton-Raphson que comega na linha 6 tem os parametros £, x0 e tol. O
parametro:

o f é a fungdo a qual o usudrio deseja encontrar a raiz — um exemplo para f: f(x0)
= x0 - 0.3 * sin(x0);

e x0 comeca com um chute inicial, e com as iteracoes acontecendo, vai se tornando a
aproximacao atual da raiz — por exemplo: x0 = 10, x0 = ((2xpi)/300) * 40;

e tol é o quao proximo o usuario deseja que x0 esteja da raiz de £ — exemplo: tol
= 0.0001.

Na linha 13 temos function frequencia(t, f_por_pico, nyquist), que cria o ve-
tor de frequéncias f que foi explicado na secao 4.2. O parametro t é um vetor dos tempos
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oriundo do arquivo de dados, f_por_pico é o fator que ajusta o tamanho do passo (a
resolugao) do vetor de frequéncias, as amostras por pico e nyquist é o fator que configura
o tamanho do vetor de frequéncias.

Na linha 27, o que temos é o x2 usado como referéncia para o periodograma. O
parametro:

e s é um vetor das velocidades radiais do arquivo de dados;
e err é um vetor dos erros, as incertezas o das respectivas velocidades radiais de s.

Na linha 44, function qui_quadrado(t, s, err, f) é sobre o x*(n). Os pardme-
tros:

e t é o vetor dos tempos do arquivo de dados;

e s é o vetor das velocidades radiais, dos respectivos momentos em t;
e err ¢é o vetor das incertezas das velocidades radiais em s;

o f é a frequéncia a ser testada — aqui ndo é um vetor, é um escalar.

O algoritmo desta funcao foi baseado na abordagem alternativa, conforme a segdo ?77.

function potencia(t, s, err, f) na linha 84 é o periodograma p(n) (ou p(w)),
conforme a equacao 4.6. Retorna um vetor de poténcias, ou seja, uma poténcia de cada
frequéncia do vetor f. Sobre os parametros:

[©N

e t é o vetor dos tempos;

D~

e s é o vetor das velocidades radiais;
e err ¢é o vetor das incertezas;
o f é o vetor das frequéncias que vem de function frequencia(t).

Note que a eq. 4.6 esta na linha 91.
Na linha 95 temos function qui_quadrado_kep(t, s, err, vt), também teve por
base a se¢ao 7?7, onde:

e t é o vetor de tempos;

e s é o vetor de velocidades radiais;

e err é o vetor de incertezas;

« vt é o vetor de anomalias verdadeiras v/(t).

A fungdo potencia_eTOvt(t, s, err, f, e _max, resolucao, tol) foifeita de forma
pragmatica, que recebe sete parametros e sai quatro retornos. Foi utilizado o algoritmo
chamado Grid Search para localizar e, 7 e v(t) que resulta em um maior pg.,(n) possivel.
Sobre os parametros de entrada:

e t, s e err sao os vetores do arquivo dos dados coletados;

o f a esta altura ¢ a melhor frequéncia que veio do periodograma generalised Lomb-
Scargle, ou seja, que teve a maior poténcia (max{p}),
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e e_max ¢ o valor maximo para excentricidade a ser decidido pelo usuério, pois, na
realidade, nao tem como haver uma érbita com excentricidade muito proxima de 1
— mesmo assim, os resultados que obtivemos foram com um e _max = 0.8;

o resolucao é o valor para dividir em partes iguais os vetores de excentricidade (e
na linha 137) e tempo do periastro (t0 na linha 139);

e tol ¢ o valor para tolerancia na fungdo newton_raphson(f, x0, tol), que ¢é usada
na linha 151 para calcular a anomalia excéntrica.

Tornamos a linha 138 "obsoleta', e atualizamos o valor de t0 conforme linhas 139 e 140.
A secao 7?7 Observagoes praticas mostra empiricamente que foi necessario aumentar
o alcance para os candidatos a 7. O parametro f serve para termos o periodo P que é
usado para calcular a anomalia média M na linha 150, que por sua vez é usada na equagao
de Kepler na linha 151 para passar no método de Newton-Raphson na linha 152 afim de
obtermos a anomalia excéntrica E e finalmente calcular a anomalia verdadeira na linha
153, que é a eq. 3.3.

Uma vez obtido a anomalia verdadeira, calculamos o X%(ep(n) na linha 156, e temos
a poténcia pk.,(n) na linha 157. Este valor de poténcia é o que vai determinar o output
desta funcao, que retorna o melhor valor para:

o excentricidade eBest;

o tempo do periastro tOBest;
e poténcia pBest;

« anomalia verdadeira vtBest.

Para encontrar os elementos orbitais que dependem dos coeficientes a, b e ¢ da fungao
y(t) (eq. 4.14) ou v,(t) (eq. 4.26) basta utilizar a funcao abaixo:

function coeficientes(t, s, err, vt)
W:

a
\
l coocooco

CC2 =

wm
105)
[\}
I
o000 o

o O o oo

CS2 =
w = zeros(length(t))
for i in 1:length(t)
W=W+ (1/(err[i]"2

for i in 1:length(t)

wli] = (1/W) * (1/(err[i]72))

Y=Y+ w[i] * s[i]

C=C+ w[i] * cos(vt[i])

S=S+w[i] * sin(vt[i])

YC2 = YC2 + w[i] % s[i] * cos(vt[i])

YS2 = YS2 + w[i] * s[i] % sin(vt[i])

CC2 = CC2 + w[i] * cos(vt[i]) * cos(vt[i])
SS2 = SS2 + w[i] * sin(vt[i]) * sin(vt[i])
CS2 = CS2 + w[i] * cos(vt[i]) * sin(vt[i])
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end

YC=YC2 —-Y x C
YS =YS2 —Y xS
CC=0CC2—-C x C
SS = SS2 — S % S
CS=0CS2 —C xS

D=CC x« SS — CS x CS

a=(YC* SS—YS*«CS) /D
b= (YS * CC—-YC % CS) /D
c=Y—a*C—Db % S

R = vcat(a, b, c¢)

return R

end

Note que foi baseado na abordagem alternativa conforme secao ?7?. Os parametros t, s e
err sao o tempo, velocidade radial e incertezas respectivamente, lidos do arquivo. O vt
deve ser um vetor que, se quisermos os coeficientes de y(t) da equacao 4.14 (generalised
Lomb-Scargle), basta colocar um vetor com tamanho de t, e os valores de cada elemento
seja vt[i] = 2 * pi * f * t[i], onde f é a frequéncia com a maior poténcia; se o
desejado for os coeficientes de v,(t) da equagao 4.26 (periodograma Kepleriano), devera
ser o output vtBest da fun¢do potencia_eTOvt(t, s, err, f, e_max, resolucao,
tol). Para ambos os casos, fica possivel estimar K, w e 7, bem como plotar os pontos
com a fungdo em um grafico.

A.2 Programacao de apoio

Esta se¢ao contém os cédigos que foram construidos para dar funcionamento ao pro-
grama principal. Aqui se encontram os codigos que nao estao diretamente relacionados ao
assunto, registrados apenas para esclarecer como funciona o programa desenvolvido neste
trabalho.

Abaixo é um modulo que faz leitura de arquivos com dados de velocidade radial.
Funciona com um arquivo como o da figura 5.2 com extensao ".tbl". Se for customizado

em um ".csv'por exemplo, recomendamos que:
« seja separado por espaco ou "Tab';
e a primeira coluna seja o dos tempos;
e a segunda coluna seja o das velocidades radiais;

o a terceira coluna seja o das incertezas.

module dados

function get_coluna(arquivo, coluna, linhasCabecalho)

f = open(arquivo, "r")
linhas = readlines(f)
i=0

d =

for linha in linhas
i=1i+1

if (i > linhasCabecalho)
valores = split (linha)
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push!(d, tryparse(Float64, valores|[colunal]))
end

end

close (1)

return d

end

A funcdo get_coluna(arquivo, coluna, linhasCabecalho) recebe:

e arquivo como pardmetro e deve ser o nome do arquivo. Recomendamos que seja
um arquivo de [9], conforme a figura 5.2, ou um ".csv", preferencialmente conforme
descrito acima;

e coluna como parametro, que é qual das colunas de dados se deseja obter; geralmente
a primeira coluna é o dos tempos, a segunda coluna ¢é o das velocidades radiais e a
terceira coluna é o das incertezas;

e linhasCabecalho, que é para informar quantas linhas a fungdo deve ignorar antes
de comecar a coletar os dados; um arquivo nos moldes da fig. 5.2 (vindo de [9]) vem
com 22 linhas de cabecalho.

O primeiro elemento de vetores e listas em Julia comega no indice i = 1 (geralmente
as linguagens de programacao comegam no indice i = 0). Entdo, caso a intengao seja
obter os tempos de um arquivo de "HD4313.tbl"por exemplo, o comando poderia ser t =
dados.get_coluna("HD4313.tbl", 1, 22).

As fungdes tais como open(arquivo, "r"), readlines(f) ou split(linha) estdo
embutidas em Julia e nao necessitam de bibliotecas especificas. Na linha 4 em f =
open(arquivo, "r"), o parametro "r" indica que queremos ler o parametro arquivo;
na linha 5 temos linhas = readlines(f), que ird guardar as linhas do arquivo na va-
riavel 1linhas; na linha 11, o comando split(linha) faz a leitura da 1inha, guarda cada
caractere encontrado até encontrar um espaco ou "Tab", e quando isto ocorre, salva os
dados (menos o(s) espago(s) e "Tab"), adiciona um préximo elemento e volta a guardar
cada caractere até o proximo espago ou "Tab"... quando ndo houver mais caracteres na
linha, o programa continua.

Na linha 1, module dados permite que as fungoes escritas neste script seja executado
em outro(s) script(s) Julia.

A seguir temos uma funcio que foi utilizada para identificar o indice do maior valor
de poténcia em um vetor de poténcias. Sabendo disso, acessamos a melhor frequéncia que
estd em outro vetor. Na secao 4.2 Lomb-Scargle, quando citamos que queremos pstima
para obtermos fsima, utilizamos esta funcao abaixo.

function indice do_maior_ valor(vet, n)

if n—1

return 1

end

k = indice_do_maior_valor(vet, n — 1)
if vet[n] > vet[k]

return n

else

return k

end

end
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Nesta funcao, busca-se qual o maior valor do vetor vet de tamanho n e retorna seu
indice. Como function indice_do_maior_valor(vet, n) é recursivo, as linhas de 2 a
4 tratam-se da condicdo de parada: quando vet tem tamanho 1. A partir da linha 5, fica-
mos comparando vet["ultimo elemento"] com vet["penultimo elemento"], sempre
retirando o ultimo elemento de vet recursivamente na linha 5 até atingir a condicao de
parada.

Para calcular a probabilidade de falso-alarme (F AP), necessitamos da fun¢ao Prob(p >
po) mencionada na eq. 4.11. Mas a funcao abaixo utiliza uma forma alternativa de se
calcular FFAP:

function embaralha(arr)
len = length(arr)

for i = 1:len

j = rand(1l:len)

arr[i], arr[j] = arr[j], arr[i]
end

return arr

end

function fap(t, s, err, p0, qtd)
z =0

copia_t = copy(t)

copia_s = copy(s)

copia_e = copy(err)

for i in 1:qtd

copia_t = embaralha(copia_t)
copia_s = embaralha (copia_s)

copia_e = embaralha(copia_e)

f = frequencia(copia_t, 20, 20)

p = potencia(copia_t, copia_s, copia_e, f)
best = indice_do_maior_valor(p, length(p))
if p[best] >= p0

z =z + 1
end

end

return z/qtd
end

A funcao fap(t, s, err, p0O, qtd) tem um contador z, que soma +1 sempre que alea-
toriamente surgir um valor p maior que p0. A aleatoriedade vem da fungao rand(1:1len)
em function embaralha(arr). Esta funcio recebe um vetor, troca aleatoriamente de
posicao seus valores e a retorna. Assim, embaralhamos os tempos t, as velocidades radiais
s e as incertezas err qtd vezes. Assim, temos como retorno:

quantidade de vezes que p > py

retorno = .
quantidade total de tentativas

Mas para evitar tanto processamento computacional, [38] apresenta algumas formas para
se calcular Prob(p > pg). Utilizamos — e recomendamos — a seguinte alternativa:

function prob (N, p0)
P = (1 — p0)"((N=3)/2)
return P

end

Os graficos foram feitos utilizando as seguintes fungoes:
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using Plots

function anomaliaVerdadeira(t, P, e, tau, tol)

vt = zeros(length(t))

for i in 1:length(t)

M= ((2«pi)/P) * (t[i] — tau) #Palpite inicial E0 =M
g(E0) = E0 — e % sin(E0) — M # Funcao f(x)

E = newton_raphson(g, M, tol)

vt[i] = 2 % atan(sqrt((l4+e)/(1—e)) * tan(E/2))

end

return vt

end

function plotar_no_grafico_ Kep(t, s, a, b, ¢, f, e, t0, tol)
P=1/f

t_fit = range (0, stop = 1, length = (length(t)=3))

s_fit = zeros(length(t_fit))

av = anomaliaVerdadeira(t_fit/f, P e ,t0 ,tol)

pericentro = a+c

pericentros = zeros(length(t_fit))

for i in 1l:length(t_fit)

s_fit[i] = a % cos(av[i]) + b % sin(av[i]) + ¢
pericentros[i] = pericentro
end

scatter (mod.(t.xf, 1), s, lab="y")

plot!(t_fit, s_fit, lab="VR(t) em uma fase", linewidth=4)
savefig (plot!(t_fit, pericentros, lab="pericentro",
linewidth=4), "ajustePeriodo.png")

scatter (t, s, lab="y")

t_fit = range (minimum(t), maximum(t), length = (length(t)x3))
av = anomaliaVerdadeira(t_fit, P ,e ,t0 ,tol)

for i in 1:length(t_fit)

s_fit[i] = a % cos(av[i]) + b * sin(av[i]) + ¢

end

plot!(t_fit, s_fit, lab="VR(t)", linewidth=4)

plot ! ([t0], seriestype="vline", label="r (o autor)", linewidth=3)
savefig (plot!(t_fit, pericentros, lab="pericentro",

linewidth=4), "ajusteTempo.png")

end

A primeira linha, using Plots, é um pacote que habilita fungoes tais como scatter(x,
y), plot(x, y) ousavefig(plot(x, y), "grafico.png") para construcao de graficos.
A fungao plotar_no_grafico_Kep(t, s, a, b, c, f, e, t0, tol) foi feita para fa-
cilitar a geragao de graficos neste trabalho, e recebe como parametros de entrada:

e t: vetor de tempos;

e s: vetor das velocidades radiais;

e a, b, c: coeficientes da funcao v,(t);
o f: a melhor frequéncia;

e e: excentricidade;



Programacao de apoio 80

e t0: momento do periastro (7);
e tol: a tolerancia condicao de parada no método de Newton.

A funcdo anomaliaVerdadeira(t, P, e, tau, tol) é a execucao da eq. 3.3 que pos-
sibilita a func¢ao v,(t) se ajustar aos dados e é utilizada em plotar_no_grafico_Kep(t,
s, a, b, ¢, £, e, t0, tol). A varidvel av é o v(¢) mas com o vetor dos tempos ajus-
tado conforme eq. 5.3 em t_fit/f (na eq. 5.3 foi expresso como "t'P'e, neste caso, t/
= t_fit).Preparamos s_fit para receber v,.(t) versao eq. 4.26 utilizando os coeficientes
a, b ec. O comando scatter plota pontos no grafico, e ainda trabalhando em um pe-
riodo, plotamos os pontos conforme as coordenadas em 5.2 (que foi expresso como (/P
mod 1,7)).

O cédigo abaixo é usado para atualizar a frequéncia (ou o periodo) apds a obtencao
da excentricidade e do momento do periastro no periodograma Kepleriano.

function potencia_new_ P(t, s, err, f, best, e, t0, resolucao, tol)
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X0 = qui_quadrado_0(s, err)
meio_res = resolucao—+2

vt = zeros(length(t))
newBest =
pBest =
pCurr =

OO o~

0.
0.
esq = 1

dir = length(f)

if (best — meio_res > 1)

esq = best — meio_res

end

if (best + meio_res < length(f))
dir = best + meio_res

end

esq = 1

dir = length(f)

for i in esq:dir

P=1/f[i]

for j in 1:length(t)

M= ((2%pi)/P) = (t[j] — t0)

g(E0) = E0 — e * sin(E0) — M # Funcao f(x)

E = newton_raphson(g, M, tol)

vt[j] = 2 % atan(sqrt((l4+e)/(1—e)) * tan(E/2))

end

Xf = qui_quadrado_kep(t, s, err, vt)
pCurr = (X0 — Xf) / X0

if pCurr > pBest

newBest = i
pBest = pCurr
end

end

return newBest
end

A funcao recebe os seguintes parametros de entrada:

e t: tempos dos dados;
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Sera
pela

s: dados de velocidades radiais;
err: variacoes das velocidades radiais coletadas;

f: destacamos que aqui ¢ o vetor de frequéncias construida pela funcao frequencia(t,
f_por_pico, nyquist);

best: ¢ o indice da maior poténcia oritinda do periodograma Lomb-Scargle genera-
lizado;

e: ¢ a excentricidade estimada no periodograma Kepleriano;
t0: é o momento do periastro estimado no periodograma Kepleriano;
resolucao: define o alcance da varredura que esta funcao fara no vetor f;

tol: a tolerancia condicao de parada na fungdo iterativa newton_raphson(g, M,
tol).

atualizada a frequéncia fg;m, desta vez com e e t0 fixados, fazendo a varredura
vizinhanga da antiga melhor frequéncia — que foi pelo periodograma Lomb-Scargle

generalizada — retornando o indice da maior poténcia Kepleriana. A mudanca para uma
nova frequéncia é proporcional a excentricidade.

A.3 Exemplo de uso

Abaixo um exemplo de uso.

using Plots

using Calculus

using LinearAlgebra

include ("sistema/dados. jl")

function main()

#1. Leitura dos dados

arquivoDados = "HD4313.tbl"

t = convert (Vector{Float64}, dados.getColuna(arquivoDados, 1, 22))

s = convert (Vector{Float64}, dados.getColuna(arquivoDados, 2, 22))
err = convert(Vector{Float64}, dados.getColuna (arquivoDados, 3, 22))

#2. Vetor de frequencias
f = frequencia(t)

#3. Vetor de potencias
p = potencia(t, s, err, f)

#4. Maior potencia
best = indice_do_maior_valor(p, length(p))

#5. Periodograma Kepleriano

e _max = 0.8 #Define o maior valor para excentricidade
resolucao = 60 #Define a resolucao do grid de e e t0

tol = 0.001 # Tolerancia de erro na funcao newton_raphson
e, t0, p_kep, vt = potencia_eTOvt(t, s, err, f[best],
e_max, resolucao, tol)
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#0bs 1. Atualiza a melhor frequencia

newBest = potencia_new_P(t, s, err, f, best, e,
t0, resolucao, tol)
println ("P = ", (1/f[newBest]))

e, t0, p_kep, vt = potencia_eTOvt(t, s, err, f[newBest],
e_max, resolucao, tol)

#0bs 2. Metodo dos minimos quadrados

a, b, ¢ = coeficientes(t, s, err, vt)

#6. Amplitude, argumento do periastro e velocidade radial media
k = sqrt(a™2 + b72)

println ("K = ", k)

cosomega = a/k

println ("cos(omega) = $cosomega")
println ("omega(rad) ", acos(cosomega))

n

( =
println ("omega(graus) = ", acos(cosomega) * 180/pi)
println (" '

gamma = ", —(kxexcosomega — c¢))

# Geracao de grafico
plotar_no_ grafico_Kep(t, s, a, b, ¢, f[newBest], e, t0, tol)
end

main ()

O cbdigo abaixo é um exemplo de uso das expansoes elipticas para estimar os para-
metros orbitais. E mais rapido que o periodograma Kepleriano, mas nao é recomendavel
se a orbita for de excentricidade alta.

include ("sistema/dados. jl")

function main()

#1. Leitura dos dados

arquivoDados = "HD6434.csv"

t = convert (Vector{Float64}, dados.getColuna(arquivoDados, 1, 1))
s = convert (Vector{Float64}, dados.getColuna(arquivoDados, 2, 1))
err = convert(Vector{Float64}, dados.getColuna(arquivoDados, 3, 1

#2. Vetor de frequencias
f = frequencia(t)

#3. Vetor de potencias
p = potencia(t, s, err, f)

#4. Maior potencia
best = indice_do_maior_valor(p, length(p))

#5. Coeficientes da primeira harmonica
n=2x% pi x {[best]
al, bl, ¢l = coeficientes(t, s, err, (n .*x t))

#6. Funcao de ajuste

sl = zeros(length(t))

for i in 1l:length(sl)

s1[i] = al % cos(uxt[i]) + bl * sin(nxt[i]) + cl
end
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28
29 #7. Residuos
30 residuos = zeros(length(t))
31 for i in 1:length(residuos)
32 residuos[i] = s[i] — s1[i]
33 end
34
35 #8. Coeficientes da segunda harmonica
36 a2, b2, ¢2 = coeficientes(t, residuos, err, (2xn .x t))
37
38 #9. Estimativas
39 println ("P = ", (1/f[best]))
40 println ("gamma = $cl")
41 k = sqrt(al™2 + bl172)
42 println ("K = $k")
43 e = sqrt((a272 + b272)/k™2)
44 println("e = $e")
45 alfa = atan((—bl), al)
46 beta = atan((—Db2), a2)
47 tau = (alfa — beta)/n
48 println ("tau = $tau")
49 omega = 2xalfa — beta
50 println ("omega(graus) = ", (omegax180/pi))
51 end
main ()




B Dados de velocidades radiais
observadas

Seguem abaixo os dados utilizados neste trabalho.

| t (calenddrio juliano) | ¢ (calendario comum) | s (m/s) | o (m/s) |

2454339.932 26,/8/2007 23.92 | 1.57
2454399.842 25,/10/2007 21.61 | 1.59
2454456.806 21/12,/2007 3029 | 1.61
2454675.006 27772008 8.82 1.71
2454689.004 10/8,/2008 1391 |16

2454717.945 7/9/2008 2471 | 1.53
2454722.895 12/9/2008 3139 | 1.6

2454779.854 8,/11,/2008 8.37 1.7

2454790.889 19/11,/2008 1.82 1.64
2454805.807 4/12/2008 1824 | 1.54
2454838.768 6,/1,/2009 467 | 1.61
2454846.745 14/1/2009 545 1.69
2454867.754 47272009 61.16 | 3.56
2454987.118 4/6/2009 2511 | 1.69
2455015.049 2,/7/2009 3.83 1.54
2455016.081 3,/7,/2009 147 | 141
2455027.089 14/7/2009 8.26 1.61
2455049.038 5/8,/2009 2234 | 1.56
2455076.091 1/9/2009 22.9 1.6

2455081.091 6,/9,/2009 21.97 | 1.55
2455084.143 9/9,/2009 1579 | 1.6

2455109.955 4/10/2009 1555 | 1.63
2455133.975 28,/10/2009 0 1.6

2455169.86 3/12,/2009 2321 | 157
2455187.855 21/12/2009 4272 | 1.55
2455198771 1/1/2010 5125 | 155
2455229.722 1/2/2010 63.75 | 1.43
2455250.713 22/2/2010 67.93 | L5

Tabela B.1: Velocidades radiais de HD 4313b. Fonte: [4]
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| (t) (calendério juliano) | (s) (m/s) | (o) (m/s) | (w) (3 22)

W g2

2454339.932 23.92 1.57 0.037222029188618
2454399.842 21.61 1.59 0.036291515267207
2454456.806 -30.29 1.61 0.035395463040402
2454675.006 8.82 1.71 0.031376690177157
2454689.004 13.91 1.6 0.035839288963682
2454717.945 24.71 1.53 0.039193720255895
2454722.895 31.39 1.6 0.035839288963632
2454779.854 8.37 1.7 0.031746913407275
2454790.889 1.82 1.64 0.034112351184944
2454805.807 -18.24 1.54 0.038686363529695
2454838.768 -46.7 1.61 0.035395463040402
2454846.745 -04.5 1.69 0.032123728072205
2454867.754 -61.16 3.56 0.007239346337822
2454987.118 -25.11 1.69 0.032123728072205
2455015.049 -3.83 1.54 0.038686363529695
2455016.081 -1.47 1.41 0.046148875683832
2455027.089 8.26 1.61 0.035395463040402
2455049.038 22.34 1.56 0.037700764195852
2455076.091 22.9 1.6 0.035839288963682
2455081.091 21.97 1.55 0.038188794899907
2455084.143 15.79 1.6 0.035839288963632
2455109.955 15.55 1.63 0.034532191556711
2455133.975 0 1.6 0.035839288963682
2455169.86 -23.21 1.57 0.037222029188618
2455187.855 -42.72 1.55 0.038188794899907
2455198.771 -51.25 1.55 0.038188794899907
2455229.722 -63.75 1.43 0.0448670251587

2455250.713 -67.93 1.5 0.040777146554234

Tabela B.2: Dados de HD 4313b com os pesos
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| (t) (calendério juliano) | (y) (m/s) | (o) (m/s) | v(t) (radianos)

|

2454339.932 23.92 1.57 -2.1455618560573
2454399.842 21.61 1.59 -1.11207220240144
2454456.806 -30.29 1.61 0.033900783631072
2454675.006 8.82 1.71 -2.59224553466726
2454689.004 13.91 1.6 -2.38171935481733
2454717.945 24.71 1.53 -1.92542173051347
2454722.895 31.39 1.6 -1.84377327540899
2454779.854 8.37 1.7 -0.808738458982925
2454790.889 1.82 1.64 -0.588377734708726
2454805.807 -18.24 1.54 -0.283478830325458
2454838.768 -46.7 1.61 0.398735090688449
2454846.745 -04.5 1.69 0.56131604366264
2454867.754 -61.16 3.56 0.977200274429805
2454987.118 -25.11 1.69 0.931555788334647
2455015.049 -3.83 1.54 -2.94775819421136
2455016.081 -1.47 1.41 -2.93279654305037
2455027.089 8.26 1.61 -2.77250671965385
2455049.038 22.34 1.56 -2.44663243941478
2455076.091 22.9 1.6 -2.0255209435152
2455081.091 21.97 1.55 -1.9444901785699
2455084.143 15.79 1.6 -1.89445929418307
2455109.955 15.55 1.63 -1.45217584855708
2455133.975 0 1.6 -1.00713422925635
2455169.86 -23.21 1.57 -0.288830388263968
2455187.855 -42.72 1.55 0.084233915923584
2455198.771 -01.25 1.55 0.310149668506033
2455229.722 -63.75 1.43 0.931844170309221
2455250.713 -67.93 1.5 1.3271742953309

Tabela B.3: Dados de HD 4313b com as anomalias verdadeiras v(t)
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| t (c. juliano) | ¢ (c. gregoriano) |y (m/s) [ o (m/s) | E(t)

| v(t)

|

2451142.6802 | 24/11/98 22987 7 -426.1689 | 1.2465
2451181.5618 | 02/01/99 22984 13 -415.3019 | -0.7182
2451388.9163 | 28/07/99 23031 12 -355.7917 | 2.4655
2451432.8003 | 10/09/99 23045 10 -343.2429 | 2.4500
2451446.7394 | 24/09/99 22996 12 -339.3997 | -0.1279
2451446.7727 | 24/09/99 22996 11 -339.3882 | -0.1143
2451454.734 02/10/99 23022 8 -336.9702 | 2.4408
2451454.7476 | 02/10/99 23033 9 -336.9667 | 2.4438
2451455.7867 | 03/10/99 23059 11 -336.7040 | 2.6725
2451464.6979 | 12/10/99 23022 7 -334.4153 | -1.5787
2451480.6649 | 28/10/99 23020 12 -329.7081 | -3.0077
2451480.6785 | 28/10/99 23053 10 -329.7048 | -3.0049
2451485.6452 | 02/11/99 23033 7 -328.4267 | -1.8698
2451485.6587 | 02/11/99 23040 7 -328.4230 | -1.8662
2451490.5891 | 07/11/99 22971 10 -326.8676 | -0.1686
2451490.6025 | 07/11/99 23006 10 -326.8630 | -0.1632
2451496.5696 | 13/11/99 23012 9 -324.9652 | 1.9267
2451496.5831 | 13/11/99 23019 8 -324.9615 | 1.9303
2451497.6153 | 14/11/99 23026 8 -324.6819 | 2.1912
2451497.6331 | 14/11/99 23021 7 -324.6772 | 2.1955
2451498.6244 | 15/11/99 23028 6 -324.4189 | 2.4274
2451498.6388 | 15/11/99 23040 6 -324.4152 | 2.4307
2451503.5636 | 20/11/99 23030 6 -323.1982 | -2.8158
2451503.5817 | 20/11/99 23034 6 -323.1937 | -2.8120
2451541.5773 | 28/12/99 23027 8 -312.1122 | 2.1943
2451550.572 06/01/00 23046 9 -309.8500 | -2.1271
2451551.5993 | 07/01/00 23037 7 -309.5687 | -1.8617
2451552.5597 | 08/01/00 23029 6 -309.2934 | -1.5896
2451554.5609 | 10/01/00 22999 7 -308.6756 | -0.9309
2451562.5475 | 18/01/00 23003 7 -306.1007 | 1.9410
2451568.5513 | 24/01/00 23062 8 -304.5784 | -3.0102
2451570.54 26/01,/00 23062 7 -304.0870 | -2.5914
2451570.5536 | 26/01/00 23036 7 -304.0836 | -2.5884
2451571.5637 | 27/01/00 23067 9 -303.8255 | -2.3616
2451573.5364 | 29/01/00 23023 8 -303.2961 | -1.8718
2451574.5367 | 30/01/00 23054 12 -303.0095 | -1.5889
2451576.536 01/02/00 23030 10 -302.3923 | -0.9308
2451578.5464 | 03/02/00 23001 10 -301.7146 | -0.1446
2451579.5338 | 04/02/00 22962 8 -301.3744 | 0.2594
2451579.5604 | 04/02/00 22983 8 -301.3652 | 0.2702
2451581.5683 | 06/02/00 22985 7 -300.6960 | 1.0391
2451583.5305 | 08/02/00 23002 6 -300.0980 | 1.6676
2451583.5441 | 08/02/00 23032 7 -300.0941 | 1.6715
2451585.5272 | 10/02/00 23012 7 -299.5457 | 2.1944

Tabela B.4: Velocidades radiais de HD 6434b (parte 1). Fonte: [5]
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| t (c. juliano) | ¢ (c. gregoriano) |y (m/s) [ o (m/s) | E(t)

| v(t)

|

2451587.5236 | 12/02/00 23037 8 -299.0325 | 2.6487
2451587.5372 | 12/02/00 23063 9 -299.0291 | 2.6516
2451619.4978 | 15/03/00 23052 12 -290.1381 | -1.2720
2451619.5113 | 15/03/00 23063 14 -290.1340 | -1.2676
2451748.8797 | 22/07/00 23077 11 -253.1562 | -1.9916
2451748.8931 | 22/07/00 23082 11 -253.1525 | -1.9882
2451749.8854 | 23/07/00 23038 6 -252.8743 | -1.7192
2451749.8988 | 23/07/00 23041 6 -252.8704 | -1.7154
2451750.8909 | 24/07/00 23023 7 -252.5781 | -1.4186
2451750.9043 | 24/07/00 23027 7 -252.5741 | -1.4144
2451751.9114 | 25/07/00 23006 7 -252.2615 | -1.0800
2451751.9247 | 25/07/00 23022 7 -252.2572 | -1.0753
2451752.9153 | 26/07/00 22995 7 -251.9349 | -0.7134
2451752.9286 | 26/07/00 23001 7 -251.9305 | -0.7083
2451753.8854 | 27/07/00 22987 7 -251.6066 | -0.3310
2451753.8989 | 27/07/00 22990 7 -251.6020 | -0.3256
2451754.9127 | 28/07/00 22999 9 -251.2529 | 0.0886
2451754.926 28/07/00 22992 10 -251.2483 | 0.0940
2451755.8851 | 29/07/00 22989 9 -250.9195 | 0.4821
2451755.8984 | 29/07/00 22992 9 -250.9150 | 0.4874
2451756.8749 | 30/07/00 22981 9 -250.5886 | 0.8628
2451756.8884 | 30/07/00 22995 8 -250.5841 | 0.8678
2451757.9161 | 01/08/00 22992 9 -250.2566 | 1.2284
2451757.9294 | 01/08/00 23006 9 -250.2525 | 1.2328
2451758.8781 | 01/08/00 23009 7 -249.9643 | 1.5346
2451758.8923 | 01/08/00 22996 7 -249.9601 | 1.5389
2451759.9056 | 02/08/00 23007 8 -249.6675 | 1.8300
2451759.9188 | 02/08/00 23008 8 -249.6638 | 1.8336
2451774.8553 | 17/08/00 23010 7 -245.6633 | -0.7266
2451774.8686 | 17/08/00 22989 7 -245.6588 | -0.7215
2451776.8028 | 19/08/00 22974 8 -244.9989 | 0.0539
2451776.8161 | 19/08/00 22989 9 -244.9943 | 0.0594
2451777.8503 | 20/08/00 22977 9 -244.6396 | 0.4784
2451777.8636 | 20/08/00 22994 8 -244.6350 | 0.4837
2451778.8138 | 21/08/00 22978 11 -244.3171 | 0.8495
2451778.8273 | 21/08/00 22989 10 -244.3127 | 0.8545
2451780.7002 | 23/08/00 22990 10 -243.7265 | 1.4880
2451780.7145 | 23/08/00 22981 11 -243.7222 | 1.4924
2451782.85 25/08/00 23009 7 -243.1171 | 2.0838
2451782.8643 | 25/08/00 23014 8 -243.1132 | 2.0873
2451783.7195 | 26/08/00 23048 7 -242.8864 | 2.2947
2451783.7339 | 26/08/00 23018 7 -242.8826 | 2.2981
2451784.7033 | 27/08/00 23033 7 -242.6326 | 2.5196

Tabela B.5: Velocidades radiais de HD 6434b (parte 2). Fonte: [5]
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| t (c. juliano) | ¢ (c. gregoriano) |y (m/s) [ o (m/s) | E(t) v(t) |
2451784.7175 | 27/08/00 23049 7 -242.6290 | 2.5227
2451785.7744 | 28/08/00 23033 7 -242.3648 | 2.7508
2451785.7877 | 28/08/00 23039 7 -242.3615 | 2.7536
2451786.8129 | 29/08/00 23049 7 -242.1093 | 2.9676
2451786.8263 | 29/08/00 23052 7 -242.1060 | 2.9703
2451788.8254 | 01/09/00 23056 10 -241.6173 | -2.9011
2451789.7401 | 01/09/00 23056 6 -241.3915 | -2.7089
2451789.7533 | 01/09/00 23049 6 -241.3883 | -2.7061
2451790.8251 | 02/09/00 23044 7 -241.1191 | -2.4726
2451790.8383 | 02/09/00 23040 7 -241.1157 | -2.4697
2451791.6562 | 03/09/00 23060 8 -240.9036 | -2.2809
2451791.6684 | 03/09/00 23059 8 -240.9004 | -2.2780
2451793.7328 | 05/09/00 23048 11 -240.3371 | -1.7480
2451793.7461 | 05/09/00 23045 10 -240.3333 | -1.7443
2451804.8092 | 16/09/00 23023 7 -236.8381 | 2.0799
2451804.8224 | 16/09/00 23016 7 -236.8345 | 2.0832
2451806.7588 | 18/09/00 23041 9 -236.3290 | 2.5374
2451806.7721 | 18/09/00 23040 10 -236.3257 | 2.5403
2451836.7011 | 18/10/00 23037 7 -228.0446 | -2.0115
2451836.7188 | 18/10/00 23030 7 -228.0397 | -2.0070
2451838.6863 | 20/10/00 23025 8 -227.4765 | -1.4509
2451838.6997 | 20/10/00 23022 8 -227.4724 | -1.4467
2451861.6053 | 12/11/00 23005 7 -220.9024 | -1.1421
2451861.6178 | 12/11/00 23031 7 -220.8984 | -1.1378
2451868.6314 | 19/11/00 23001 7 -218.5840 | 1.4980
2451868.6448 | 19/11/00 23000 7 -218.5800 | 1.5021
2451896.583 17/12/00 23045 11 -210.7186 | 2.9462
2451899.5464 | 20/12/00 23048 7 -209.9922 | -2.7232
2451901.6061 | 22/12/00 23052 6 -209.4676 | -2.2628
2451912.5489 | 02/01/01 23000 6 -206.0271 | 1.4883
2451915.5659 | 05/01/01 23045 6 -205.1877 | 2.2944
2451918.5669 | 08/01/01 23041 9 -204.4332 | 2.9482
2451921.5544 | 11/01/01 23060 11 -203.7008 | -2.7161
2451922.5557 | 12/01/01 23060 10 -203.4497 | -2.4988
2452129.8781 | 07/08/01 22993 6 -143.9623 | 0.6484
2452129.8914 | 07/08/01 22979 6 -143.9578 | 0.6535
2452162.7744 | 09/09/01 23054 6 -134.7097 | -2.8218
2452190.7725 | 07/10/01 23032 ) -126.7958 | -1.2938
2452221.6414 | 07/11/01 23002 6 -117.6455 | 1.9024
2452221.6547 | 07/11/01 23014 6 -117.6418 | 1.9060
2452486.8383 | 30/07/02 23008 8 -41.8428 | 2.2782
2452486.8525 | 30/07/02 23013 8 -41.8390 | 2.2816
2452643.5488 | 04/01/03 23039 6 2.8674 2.9105

Tabela B.6: Velocidades radiais de HD 6434b (parte 3). Fonte: [5]



Dados de velocidades radiais observadas

90

[t (c. jul.) |t (c. gr.) |y (m/s)|o (m/s)]|E{) | v(t)
2453338.681 | 29/11/04 | 81.17 5.96 -9.1029777108838 -2.99653115727372
2453599.929 | 17/08/05 | 19.72 4.64 -7.98077012742039 | -2.39055367479163
2453629.867 | 16/09/05 | 5.4 4.73 -7.80517642531716 | -2.26275728624474
2453668.833 | 25/10/05 | -10.57 4.96 -7.53860043949218 | -2.03600365194825
2453710.744 | 06/12/05 | -48.24 5.36 -7.16880710515813 | -1.62837804230093
2453718.692 | 14/12/05 | -46.62 5.26 -7.08289488716865 | -1.51325079340591
2453959.999 | 12/08/06 | 110.21 5.1 -4.50150695089799 | 2.44697547867684
2453966.942 | 19/08/06 | 81.34 6.02 -4.46521382709479 | 2.47049025586369
2453975.925 | 28/08/06 | 79.43 0.48 -4.41931318393384 | 2.49956076746585
2453998.914 | 20/09/06 | 104.92 0.44 -4.30664176921156 | 2.56801864179238
2454001.894 | 23/09/06 | 92.09 5.13 -4.29248930652016 | 2.57634845400046
2454020.897 | 12/10/06 | 92.71 5.89 -4.20437742344651 | 2.62698752441512
2454035.837 | 27/10/06 | 86.45 6.82 -4.13743835723129 | 2.66415915165556
2454046.831 | 07/11/06 | 90.77 5.27 -4.08933499017422 | 2.69024347703414
2454059.809 | 20/11/06 | 97.79 6.12 -4.03368366474312 | 2.71981875786422
2454099.808 | 30/12/06 | 90.56 0.14 -3.86840537639759 | 2.80433153646402
2454130.751 | 30/01/07 | 103.82 6.21 -3.74635256788643 | 2.86408988616191
2454136.648 | 05/02/07 | 93.97 5.58 -3.72350607697426 | 2.87506783077808
2454150.684 | 19/02/07 | 103.07 8.31 -3.66959417817508 | 2.90074451002463
2454170.642 | 11/03/07 | 72.56 5.83 -3.59395168408118 | 2.93628406694323
2454304.984 | 23/07/07 | 66.41 7.94 -3.10257138090594 | -3.12412224055506
2454309.978 | 28/07/07 | 71.15 4.79 -3.08453907991795 | -3.11604595770012
2454311.997 | 30/07/07 | 53.32 4.67 -3.07725070760652 | -3.11278076756789
2454336.958 | 24/08/07 | 61.7 4.57 -2.98729248246296 | -3.07240738004927
2454401.815 | 28/10/07 | 56.27 6.58 -2.74877703128518 | -2.96391327167671
2454404.904 | 31/10/07 | 55.17 11.24 -2.73725842474212 | -2.95858990483903
2454405.854 | 01/11/07 | 57.46 5.66 -2.7337116815871 -2.9569487699513
2454417.794 | 13/11/07 | 30.49 7.8 -2.68895361998349 | -2.93615346298774
2454421.776 | 17/11/07 | 52.18 5.22 -2.6739479567404 -2.92914439690954
2454422837 | 18/11/07 | 56.29 5.96 -2.6699426986246 -2.92727023755691
2454423.791 | 19/11/07 | 59.01 4.68 -2.66633879727165 | -2.92558266424364
2454425.847 | 21/11/07 | 64.05 5.06 -2.65856353354464 | -2.92193781732879
2454426.798 | 22/11/07 | 53.18 3.7 -2.65496318407144 | -2.92024820114305
2454525.64 | 29/02/08 | 20.61 7.68 -2.26183459446714 | -2.72629054231386
2454548.644 | 23/03/08 | 26.06 5.19 -2.1628322921987 -2.67348143973189
2454675.985 | 28/07/08 | -30.05 6.84 -1.50858201346016 | -2.25237207341088
2454677.971 | 30/07/08 | -22 6.32 -1.49606045382297 | -2.24258668067469
2454699.954 | 21/08/08 | -37.38 11.05 -1.34935840507062 | -2.1211369058818
2454734.937 | 25/09/08 | -65.1 5.39 -1.0747389911103 -1.85292663690935
2454748.784 | 09/10/08 | -82.01 6.9 -0.94571458280415 | -1.70382261316108
2454767.935 | 28/10/08 | -94.18 5.89 -0.738879270705554 | -1.42623632300058
2454846.68 | 15/01/09 | 38.5 0.49 0.507507820024335 | 1.05015110901095
2454858.657 | 27/01/09 | 43.15 7.74 0.670277365622293 | 1.32233429814653
2454904.639 | 14/03/09 | 78.14 7.19 1.13690753386559 1.91905430648275

Tabela B.7:

Velocidades radiais de HD 16175 b. Fonte:

(6]
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