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Resumo

Esse trabalho tem como objetivo investigar a estabilidade de órbitas em torno de diversos
satélites naturais do Sistema Solar. Considerando que o sistema foi normalizado, utiliza-
mos o problema de três corpos (P3C) e investigamos os efeitos da perturbação devido aos
planetas dos satélites naturais. Para isso utilizamos o pacote do integrador Rebound. As
simulações foram escritas de forma a verificar a possibilidade de ejeção, a colisão com os
corpos, principais ou a sobrevivência das sondas espaciais no tempo total de integração do
problema. Além disso, foram simuladas órbitas em torno dos satélites naturais sobre os
mais diversos regimes. As simulações localizaram zonas instáveis e estáveis. Considerando
sondas em órbitas iniciais circulares, as dinâmicas em torno dos satelites naturais permi-
tiram localizar intervalos em que os tempos de vida foram altos dependendo do semieixo
maior inicial da órbita da sonda, fazendo com que essas sondas orbitassem esses satelites
naturais por períodos de meses ou anos. Os estudos em função de I0 e e0 da sonda em torno
desses satélites permitiram identificar que, de modo geral, a escolha da excentricidade ini-
cial da órbita da sonda é importante para determinar a duração dos tempos de vida das
órbitas. Pois, uma vez que o efeito Kozai tende a tornar as órbitas excêntricas, as órbitas
iniciadas com menor excentricidade apresentaram tempos de vida altos. Foi observado
também que a depender da altitude da órbita inicial da sonda, existe uma dominância ou
um equilíbrio entre o argumento do pericentro e a longitude do nodo inicial que deter-
minam condições com maiores tempos de vida. Nesse estudo, foi observado a existência
de ilhas de estabilidade que foram consideradas regiões importantes, pois apresentam a
possibilidade de missões com maiores durações em condições de altas excentricidades e/ou
inclinações.

Palavras Chaves: Terceiro corpo, luas, órbitas, sonda, tempo de vida e estabili-
dade.



ABSTRACT

This work aims to investigate the stability of the orbits around several natural satellites in the

Solar System. Considering that the system was normalized, it was used the three-body problem (P3C)

and investigated the effects of the disturbance due to the planets of the natural satellites. For this

purpose, the Rebound integrator package was used. The simulations were written in order to verify

the possibility of ejection, the collision with the main bodies or the survival of space probes in the

total time of integration of the problem. In addition, orbits around natural satellite were simulated in

several conditions as well. The simulations located unstable and stable zones. Considering probes in

initial circular orbits, the dynamics around the natural satellites allowed to locate intervals in which

the lifetimes were high depending on the initial semi-major axis of the orbit of the probe, causing

these probes to orbit these natural satellites for periods of months or years. The studies based on

the I0 and e0 of the probe around these satellites allowed us to identify that, in general, the choice

of the initial eccentricity of the orbit of the probe is important to determine the duration of the orbit

life. Since the Kozai effect tends to make orbits eccentric, the orbits started with less eccentricity

had high lifetimes. It was also observed that depending on the altitude of the probe’s initial orbit,

there is a dominance or a balance between the initial conditions of the argument of periapsis as well

as the longitude of the ascending node that determine conditions with longer lifetime. In this study, it

was observed the existence of islands of stability - considered important regions - as they present the

possibility of missions with longer durations in conditions of high eccentricities and/or inclinations.

KEYWORDS: Third-body, probe, orbit, lifetime and stability.
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1 Introdução

As missões espaciais, como a Cassini-Huygens e as Voyager 1 e 2, lançadas com o obje-
tivo de desvendar o Sistema Solar, demonstraram um vasto cenário de corpos e sistemas a
serem estudados de forma a contribuir para diversas áreas do conhecimento científico. Saté-
lites naturais com atividades vulcânicas, presença de água, processos químicos e atmosfera,
ou mesmo sistemas de asteroides têm despertado o interesse da comunidade científica durante
anos. Através do estudo e reconhecimento desses corpos, é vista a possibilidade de compreen-
der processos relevantes para a Terra ou mesmo relacionados a formação dos corpos do Sistema
Solar. Entre os diversos alvos de estudo, a exploração de satélites naturais como Titã tem
sido defendida. Muitos cientistas veem na exploração dessa lua a oportunidade de investigar
os processos químicos realizados em sua atmosfera (Sulaiman et al., 2019). Encélado também
é um sistema em potencial para exploração. Ele apresenta um oceano no interior de sua crosta
congelada e, com base em dados produzidos pela Cassini e analisados por diversos trabalhos
como (Waite et al., 2017), as estruturas produzidas pelos gêiseres presentes no satélite apresen-
tam uma oportunidade de investigar questões como habitabilidade e funcionamento do Sistema
Solar (Konstantinidis et al., 2015). Os satélites naturais Europa, Ganímedes e Callisto também
são incluídos em possíveis missões. Entre as expectativas dessas missões estão investigar as
propriedades das crostas lunares congeladas, a investigação da atmosfera, quando presente, e
estudos sobre os campos magnéticos lunares e seus efeitos sobre os outros corpos próximos (dos
Santos et al., 2017). Outras luas como Dione (Gonçalves et al., 2019) e sistemas de asteroides
(Oliveira & Prado, 2020) também têm sido cenários considerados de investigação. Diante das
investigações científicas propostas, o mapeamento e estudo de órbitas estáveis em torno desses
sistemas faz parte dos processos necessários para o bom funcionamento da missão, tornando
possível a realização de todos os objetivos científicos propostos.

Estão previstas diversas missões para os Satelites naturais e asteroides do Sistema Solar até
2029. A missão Psique que está prevista para 2022 terá como objetivo estudar o asteroide de
mesmo nome que é composto de metal, ele está situado no cinturão principal de asteróide entre
Marte e Júpiter e é classificado como asteroide tipo M (NASA, 2021b). O estudo desse corpo
irá auxiliar nas pesquisas de formação planetária dos planetas rochosos. A sonda contará com
um sistema elétrico de propulsão (Hart et al., 2018) e irá orbitar psique por 21 meses, mapeando
e estudando as propriedades desse importante asteroide. Em 2026, será o lançamento da missão
Dragonfly. Essa missão terá como alvo o satélite natural Titã. A composição química-orgânica
da superfície e da atmosfera dessa lua serão investigadas (Lorenz, 2021) com a ajuda de uma
espécie de drone, o qual fará medições em pontos estratégicos de Titã.
Ainda para antes do fim dessa década, a NASA irá enviar uma sonda a qual orbitará Júpiter
e realizará diversos flybys por Europa (NASA, 2021a), com o objetivo de mapear a maior
parte dessa importante lua, a qual acredita-se haver um oceano subterrâneo. Essa sonda será
equipada com câmeras e espectrômetros que auxiliaram na produção de mapas da superfície
de Europa, contara também com um radar que irá realizar buscas abaixo das camadas de gelo
com o objetivo de encontrar água no estado líquido. Calisto e Ganimedes serão visitados com
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base no cronograma da missão JUICE . Em Ganimedes será estudado o seu campo magnético e
sua interação com o campo magnético de Júpiter. Já em calisto serão investigadas as crateras
de sua superfície, e a composição química de suas rochas (ESA, 2021). A missão JUICE será
realizada pela Agência Espacial Europeia e está prevista para 2022.

1.1 Objetivos

Desta forma, o presente trabalho tem como objetivo contribuir com as investigações de ór-
bitas para sondas e outros veículos espaciais em torno dos diversos satélites naturais do Sistema
Solar, gerando resultados também para órbitas em torno de outros sistemas que apresentem in-
teresse potencial e características próximas as investigadas. Assim, buscamos mapear as regiões
de estabilidade em torno desses satélites e sistemas. Para isso, faremos uma revisão bibliográfica
e um levantamento de dados sobre as características dos principais satélites naturais. Dentro
dessa linha de pesquisa, implementaremos um sistema adimensional usando a modelagem dada
pelo problema de três corpos (P3C). Através desse sistema podemos investigar fenômenos como
as perturbações devido à atuação do terceiro corpo e, posteriormente, efeitos como a não ho-
mogeneidade da massa dos satélites naturais, em particular em como isso afeta o tempo de
vida útil das órbitas, o qual corresponde ao intervalo de tempo entre a implementação da sonda
em sua órbita inicial e sua colisão, ejeção ou sobrevivência ao tempo total de integração. Es-
sas simulações foram desenvolvidas utilizando o pacote de integração “Rebound”, verificando,
a cada integração, ejeções, colisões com satélite natural ou a estabilidade dessas órbitas. As
investigações realizadas buscaram varrer faixas para os elementos keplerianos das sondas (a0,
e0, I0, ω0 e Ω0) investigando a estabilidade destas para tempos específicos, expressos em termos
do período orbital dos satélites em torno de seus respectivos planeta.

Além dos elementos orbitais das sondas, esse mapeamento investigou diversas faixas e inter-
valos para a razão de massa, densidade e raio dos satélites estudados, varrendo assim uma gama
de sistemas possíveis. De modo geral, o trabalho buscou determinar as melhores configurações
inicias para as quais as sondas devem ser submetidas para que sua órbita seja estável e haja um
tempo de observação suficiente para a realização da missão, não havendo a perda do veículo
antes do tempo previsto para a realização das atividades científicas.

1.2 Organização do Trabalho

O presente trabalho está dividido de forma a apresentar uma breve revisão bibliográfica
no Capítulo 2. Posteriormente, no Capítulo 3, uma breve discursão sobre o problema de
dois corpos (P2C), realizada sobre dois regimes: sobre um sistema não perturbado e outro
na presença de possíveis perturbações será realizada. No mesmo Capítulo, as considerações
devido ao corpo central apresentar uma não uniformidade em sua massa será apresentada.
Assim, serão realizadas as deduções matemáticas e descritas as implicações físicas devido ao
achatamento do corpo principal. O problema de 3 corpos (P3C) é descrito no Capítulo 4,
onde serão realizadas as deduções das equações da dinâmica e as implicações da presença
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de um terceiro corpo no sistema. Após os formalismos matemáticos, o Capítulo 5 apresenta o
integrador Rebound, ferramenta computacional que foi utilizada nas simulações numéricas. Será
feita uma breve apresentação do integrador e, em seguida, serão mostradas as implementações
realizadas no programa que foram feitas para construir os sistemas que serão estudados no
presente trabalho, finalizando com as verificações para a validação do simulador. Os Capítulos
de 6 á 11 apresentam os resultados obtidos nas investigações em torno dos satélites naturais
conhecidos e para diversos sistemas contendo o terceiro corpo, sendo as abordagens sem o
achatamento do satélite natural. O Capítulo 12 apresentará as evoluções temporais de algumas
órbitas e resultados com a investigação das órbitas considerando o achatamento do satélite
natural. Por fim, o Capítulo 13 trará algumas conclusões.
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2 Revisão Bibliográfica

O estudo dos efeitos das perturbações nos mais diversos sistemas orbitais tem sido investi-
gado ao longo dos anos. Especificadamente, o efeito da perturbação do terceiro corpo apresenta
uma longa trajetória de estudos, análises e resultados que começaram desde a determinação
das primeiras parcelas da função perturbadora até as presentes abordagens analíticas e compu-
tacionais. Entre os trabalhos nessa área, na década de 60, considerando sistemas com pequenas
excentricidades e inclinações entre os corpos Spitzer (1950) fez uso de termos da Teoria de Hill-
Brown para estudar os efeitos em um problema de três corpos. Kozai (1959), ao considerar os
efeitos gravitacionais do Sol e da Lua no movimento de um satélite artificial em torno da Terra
desenvolveu, em termos dos elementos keplerianos da sonda, do Sol e da Lua, os principais
termos seculares e de longo período da função perturbadora. Ele também investigou os efeitos
seculares sobre asteroides com altas inclinações e excentricidade, levando em consideração per-
turbações provenientes de Júpiter (Kozai, 1959). Também foram realizadas investigações sobre
as contribuição dos efeitos da Lua e do Sol (luni-solar) por Blitzer (1959), que contribuiu com
estudos considerando órbitas de baixa altitude em torno da Terra. Seus resultados demonstra-
ram um movimento de precessão do plano da órbita. Entretanto, seus resultados apresentavam
considerações apenas para os termos seculares.

Ao determinar termos da função perturbadora considerando os efeitos luni-solares, Kaula
(1962) apresentou sua parcela nos estudos. Um ano depois, Kozai (1963) mapeou órbitas está-
veis e instáveis considerando o estudo da dinâmica de uma órbita ao redor da Lua, considerando
a heterogeneidade de sua massa. Entre os estudos realizados por Roy (1969), ele obteve tais
perturbações para um veículo espacial que orbita a Terra adaptando uma teoria analítica pro-
posta inicialmente para o estudo de um satélite artificial lunar. Seus resultados apresentaram
uma precisão considerável, que permitia o uso dessa abordagem para satélites com relativa dis-
tância da Terra. Considerando o achatamento do Planeta, Kozai (1965) contribuiu com termos
indiretos do potencial perturbador e, em (Kozai, 1973), ele apresentou outras alternativas para
a obtenção dos efeitos perturbativos devido ao Sol e a Lua. Mostrando a significância das per-
turbações do Sol e da Lua em órbitas fechadas com inclinações críticas, Hough (1981) realizou
estudos considerando essas perturbações em satélites artificiais com altas altitudes.

Observando as abordagens para o estudo das perturbações do terceiro corpo, muitos tra-
balhos fizeram uso de médias e expansões em termos de uma série de polinômios de Legendre.
Essas médias são normalmente realizadas em função do movimento médio do satélite artificial
ou partícula e sobre o movimento médio do terceiro corpo. Dependendo da quantidade de
médias realizadas, esses métodos são classificados como de dupla média ou média única. Sobre
o uso das médias, Liu et al. (2012) demonstram que esses métodos já despertavam interesse
em muitos pesquisadores e continua sendo um tópico muito pesquisado. Assim, fazendo uso,
até segunda ordem, da expansão em polinômios de Legendre, Broucke (1992) obteve a função
perturbadora proveniente do terceiro corpo. Posteriormente Prado & Costa (1998) e da Costa
& de Almeida Prado (2000) foram responsáveis por obter o potencial perturbador realizando a
expansão dos polinômios até a quarta ordem e para ordens superiores, respectivamente.
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Tendo um potencial perturbador expandido até a segunda ordem e usando o método de
dupla média, sobre o período do satélite e do terceiro corpo, Broucke (2003) obteve resultados ao
analisar a ação a longo prazo do terceiro corpo sobre um satélite artificial com massa desprezível,
obtendo resultados que permitiram determinar regiões com órbitas circulares e elípticas com
baixa variação da excentricidade, bem como órbitas congeladas e elípticas.

Mencionando a importância do estudo de sondas e satélites artificiais e considerando as
possíveis perturbações provenientes da ação de um terceiro corpo, de Almeida Prado (2003)
estudou a evolução orbital de sondas em torno dos mais importantes satélites naturais do Sis-
tema Solar, incluindo a Lua e os satélites Galileanos de Júpiter. Suas investigações buscavam
localizar as condições inicias que garantiriam a sobrevivência da órbita mesmo diante das per-
turbações sofridas pela ação do terceiro corpo. Nesse sentido os tempos de vida útil dessas
orbitam foram estimados para cada satélite natural, sendo verificada também a existência de
órbitas equatoriais e congeladas.

Órbitas congeladas são aquelas que apresentam a característica de conservar o argumento do
pericentro e a excentricidade. Elas apresentam bastante interesse científico quando se trata de
órbitas lunares, pois elas permitem que o veículo passe sempre por uma dada latitude com uma
mesma altura em relação a superfície do satélite natural (Carvalho et al., 2010). Assim como
elas, as órbitas quase polares e de baixa altitude são extremamente relevantes na realização de
missões de observação, uma vez que permitem uma boa cobertura do objeto (Carvalho et al.,
2012). Órbitas com inclinação crítica, bem como sistemas considerando os efeitos devidos
aos potenciais harmônicos zonais e setoriais, também tem sido investigadas ao longo dos anos
(Carvalho et al., 2010).

Através de um modelo de dupla média com expansão em polinômios de Legendre até se-
gunda ordem, Domingos et al. (2008) trazem uma abordagem semi-analítica em conjunto com
simulações numéricas com o objetivo de estudar a perturbação orbital produzida por um ter-
ceiro corpo sobre uma sonda espacial. Esse estudo ajuda no cenário dessas missões, pois supre a
ausência de formulações que considere a influencia da excentricidade do perturbador, de forma
explicita, na função perturbadora, assim como executa também um estudo numérico de sistemas
de três corpos onde o corpo perturbador se encontra em órbita elíptica. O presente trabalho,
com base em estudos anteriores (de Almeida Prado, 2003); (Broucke, 2003) e (Murison, 1989),
estuda a permanência de um satélite artificial em órbitas quase circulares e tridimensionais em
torno da Lua considerando a ação da Terra, como terceiro corpo, levando em conta, na expres-
são da função perturbadora, a excentricidade do corpo perturbador, e o fato do satélite natural
apresentar uma distribuição heterogênea de massa. Os resultados permitiram concluir que o
incremento de excentricidade na órbita do perturbador é responsável por provocar oscilações
na excentricidade da órbita do veículo espacial. Entretanto, essas oscilações agem de forma a
reduzir as oscilações já apresentadas no caso onde o perturbador tem uma órbita circular. Os
resultados também focaram no estudo de inclinações críticas e órbitas congeladas.

Carvalho et al. (2009) apresentam parte do estudo dos efeitos gravitacionais devido a um
terceiro corpo sobre uma sonda que orbita a Lua, considerando nesse cenário os efeitos devidos
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a distribuição não uniforme da massa do satélite natural. Nesse sentido, os termos J2 e C22
são considerados. Parte das investigações foram realizadas com o uso do método de dupla
média, técnica essa já utilizada em outros trabalhos. Como continuação dos estudos realizados,
Carvalho et al. (2010) também realizaram o estudo da dinâmica de um satélite artificial em torno
da Lua considerando a não esfericidade da mesma, além dos efeitos da perturbação proveniente
de um terceiro corpo, neste caso a Terra. Entretanto, em Carvalho et al. (2010) a órbita descrita
pelo corpo perturbador não era circular e apresentava uma excentricidade. Em ambos os casos
o sistema de referência foi centrado na Lua. Para estudar a evolução temporal da dinâmica,
uma teoria analítica, utilizando os polinômios de Legendre expandidos até a quarta ordem na
excentricidade, foi mesclada com simulações numéricas e o método perturbativo de Lie-Hori.
Foram obtidos resultados que mostram condições bastante próximas de órbitas congeladas que
podem ser usadas em missões a satélites naturais.

Considerando o uso de satélites em regiões de médias altitudes, Lara et al. (2012), apresen-
tam o estudo dos efeitos sobre o veículo espacial devido a não esfericidade do corpo central e da
perturbação de um terceiro corpo, considerando altas ordens na expansão da função perturba-
dora. Essa investigação apresenta aspectos importantes, uma vez que, tratando-se de dinâmicas
de períodos longos, as perturbações provenientes do terceiro corpo podem apresentar efeitos im-
portantes. Essa expansão em um maior número de termos é importante, mesmo para órbitas
de baixas altitudes, que em geral são estudadas com a função perturbadora do terceiro corpo
expressa em termos dos polinômios de Legendre apenas até segunda ordem, dado o longo tempo
estudado. Já no estudo de órbitas médias e altas, o efeito do terceiro corpo é sentido de forma
mais acentuada, demonstrando uma maior importância de um maior número de termos nessas
regiões, podendo esse efeito ser comparável a outros efeitos, como o J2 do corpo central. Além
disso, os resultados demonstram que o truncamento da função perturbadora em ordens mais
altas apresenta uma melhor descrição para o estudo da evolução temporal das órbitas do veículo
espacial ou sonda, (Lara et al., 2012); (de Almeida Prado, 2003); (Laskar & Boué, 2010)).

Liu et al. (2012) estudaram os efeitos perturbativos de longo prazo nas órbitas de altas
altitudes devido ao terceiro corpo considerando na função perturbadora a inclinação do corpo
perturbador. Baseado em estudos anteriores, (Broucke, 2003), (de Almeida Prado, 2003), (Do-
mingos et al., 2008), eles propuseram retirar o corpo perturbador do plano equatorial de refe-
rência fixo no corpo central. Sua abordagem foi feita utilizando o modelo analítico de dupla
média, realizadas sobre os movimentos médios da partícula e do terceiro corpo, e expandindo
os polinômios de Legendre até a segunda ordem. Validando o método, ele apresenta compa-
rações dos resultados obtidos pela dupla média com a integração do problema de três corpos
restrito e elíptico completo, assim como usando também modelos com a média realizada ape-
nas sobre o movimento médio da partícula. Seu algoritmo foi validado utilizando um sistema
Veículo-Marte-Sol.

Considerando o crescente interesse na realização de missões em torno de diversos satélites
naturais do sistema solar, Carvalho et al. (2012) estudaram o comportamento de uma sonda
orbitando em torno de Europa, em órbitas baixas, considerando nesse cenário as perturbações
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gravitacionais provenientes de Júpiter, terceiro corpo, e a não uniformidade na distribuição de
massa de satélite. Os termos J2, J3 e C22 do potencial gravitacional do corpo foram considera-
dos. Em sua abordagem, utilizou o formalismo hamiltoniano considerando uma hamiltoniana
com dependência explicita do tempo, bem como o método de médias sobre órbitas elípticas
para a sonda espacial. Os resultados apresentaram a comparação da vida útil das órbitas es-
tudadas mediante cálculos com uma e duas médias sobre o movimento médio. O estudo de
órbitas congeladas também foi realizado.

Destacando os gêiseres detectados em Enceladus, durante a realização da missão Cassini,
bem como as composições químicas encontradas neles, Konstantinidis et al. (2015) apresentam
uma missão que consiste em realizar a implantação de uma sonda sobre umas das fissuras na
superfície congelada de Enceladus, onde se originam os gêiseres, de forma a ser possível que
dispositivos derretam a crosta congelada do satélite ao mesmo tempo em que realizam buscas
por micro-organismos vivos nos líquidos que compõem as erupções, antes que essas estruturas
possam ser comprometidas pelo contato com o vácuo do espaço. Nesse sentido Konstantinidis
et al. (2015) apresentam a estrutura de um destes dispositivos, bem como a dinâmica da órbita
de rastreamento escolhida para a realização da missão.

dos Santos et al. (2017) propuseram investigar o tempo de estabilidade de uma sonda espacial
em torno de um satélite natural em um sistema de três corpos tendo o sistema Callisto-Júpiter
como referência, mas atribuindo diferentes valores para a excentricidade do corpo perturbador,
considerando nesse caso que o satélite natural seja o centro do sistema de referência e Júpiter
o terceiro corpo. Toda a abordagem foi realizada considerando que o perturbador tinha uma
órbita elíptica e levando em conta a não esfericidade do satélite natural.

Cinelli et al. (2019) apresentam um estudo, de forma analítica e numérica, realizado con-
siderando o tempo de vida de uma sonda ao redor de Europa na presença de Júpiter como
terceiro corpo. As órbitas de interesse foram órbitas com baixa altitude mas altamente inclina-
das, devido ao fato desse tipo de órbita se aproveitar da rotação do corpo celeste para observar
toda sua superfície mais rapidamente. As simulações levaram em conta a não coplanaridade de
Júpiter e Europa. Foram realizados cálculos de dupla média e considerados os termos da não
esfericidade do satélite (J2 e J4). Seus resultados mostraram mapas de tempo de vida para
diferentes condições para o pericentro e nodo inicial da sonda e apresentaram condições favo-
ráveis a prolongar a vida útil dessas órbitas utilizando sistemas propulsivos. No mesmo intuito
de estudar luas de Júpiter, Massarweh (2020) realizou estudos para Enceladus, em busca das
condições de órbitas favoráveis a realização das missões propostas para o satélite natural.

Dependendo da complexidade do sistema em estudo, não é possível a obtenção de resultados
sem uma implementação computacional. Problemas a partir de três corpos não apresentam uma
solução analítica fechada.; a menos de casos muito particulares nas condições iniciais. Assim,
muitos estudos, como visto, alternam entre uma análise analítica e simulações computacionais.
Com isso passa a ter grande importância o uso dos integradores numéricos. Um dos integradores
bastante utilizado nos últimos anos é o pacote de integração Rebound. Projetado para simular
dinâmicas colisionais, o pacote é altamente modular e de fácil personalização para diversos
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trabalhos envolvendo muitos corpos. Entre os trabalhos apresentados com esse integrador, um
destaque vai para Rein & Liu (2012), que discute as estruturas apresentadas no código do
integrador, bem como apresenta os resultados realizados para a verificação da precisão. Esses
resultados demonstraram a gama de sistemas que podem utilizar o integrador. Entre algumas
aplicações do uso do integrador estão os sistemas de anéis planetários e outros sistemas orbitais
((Siqueira, 2019), (Lattari, 2019) e (de Sousa et al., 2019)). Entres seus integradores, o IAS15,
um integrador de 15a ordem para simulações de dinâmicas gravitacionais, é capaz de desenvolver
sistemas com encontros próximos e órbitas excêntricas. Resultados apresentados por Rein &
Spiegel (2015) demonstram a eficiência do integrador frente a integradores conhecidos.

Como apresentado, existe uma gama de missões propostas para observar, mapear e coletar
dados e objetos nos mais diversos corpos no espaço. A literatura também mostra muitos traba-
lhos buscando estudar sistemas perturbativos, com o objetivo de investigar o comportamento
orbital de veículos espaciais. Nesse sentido, o presente trabalho tem o objetivo de contribuir
com futuras missões espaciais através do mapeamento e previsão do comportamento das órbitas
para sondas em missões de observação de varias luas do sistema solar.
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3 O Problema de dois corpos e o achatamento do corpo

central

Um problema muito utilizado nos estudos em mecânica celeste é o problema de dois corpos
(P2C). Nele, sendo conhecidas as configurações iniciais, como as posições (~ri(t) e ~rj(t)) e as
velocidades (~̇ri(t) e ~̇rj(t)), de duas partículas de massa não nula, em um determinado instante de
tempo t0, e considerando que elas se movimentam sob a ação de uma força gravitacional mútua,
temos o problema de determinar a localização dessas massas em qualquer instante de tempo t
(Roy, 2004). Esse problema também pode ser abordado considerando elementos orbitais, que
serão apresentados nesse capítulo. Todo o sistema do P2C pode ser construído através da lei da
gravitação universal de Newton. Longe de possíveis perturbações, o P2C é singular no que diz
respeito a solução, pois, ele apresenta uma solução geral e completa, sendo possível resolver o
problema de forma analítica. Esse fato torna o modelo propício de ser utilizado em uma gama
considerável de sistemas, uma vez que muitas dinâmicas podem ser adaptadas e estudadas,
pelo menos em primeira aproximação, através do problema de dois corpos. O movimento dos
Planetas, asteroides ou partículas em torno do Sol e o estudo do movimento de satélites naturais
ou artificiais em torno de um Planeta exemplificam situações que são possíveis de serem estudas
usando P2C (Murray & Dermott, 2000). Existe também a versão chamada de "Problema de
dois corpos reduzido", onde é considerado que a massa do corpo primário é muito maior do
que a do segundo corpo envolvido no estudo (Morbidelli, 2002). Nesta perspectiva, tratando-se
de um problema bastante conhecido na literatura, baseado em Murray & Dermott (2000) e
Roy (2004), algumas considerações sobre o problema de dois corpos podem ser vistas no Anexo
Teórico.

3.1 Problema de dois corpos perturbado.

No problema de dois corpos, verifica-se que, dadas as condições no momento t0 do sistema,
é possível determinar os elementos orbitais para o objeto que orbita o corpo de maior massa.
Entretanto, devido a ausência de perturbações, esses parâmetros são constantes para qualquer
tempo t. Porém, diversos tipos de perturbações podem interferir na dinâmica do sistema. A
não esfericidade do corpo central, ou mesmo do corpo secundário, forças de arrasto atmosférico,
marés planetárias e, dependendo dos corpos envolvidos no sistema, a pressão de radiação solar
podem ser exemplos de perturbações as quais o sistema pode ser submetido (Burns, 1976).
Além disso, perturbações provenientes de outros corpos próximos a região de estudo também
contribuem para a evolução da dinâmica. O caso da presença de um terceiro corpo é particular-
mente importante para o presente estudo e será tratado com mais detalhes no Capítulo 4. Como
as pertubações provenientes da não uniformidade do corpo central também são fundamentais
para o presente trabalho uma breve abordagem será apresentada a seguir.
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3.2 O problema da não esfericidade dos corpos.

Para o estudo dos efeitos da atração gravitacional de muitos corpos é, normalmente, por
medidas de simplificação e primeiros estudos, considerado que exista uma homogeneidade na
distribuição de suas massas. Nesses casos, na ausência de perturbações, as órbitas descritas
pelos objetos que podem orbitar esses corpos são, keplerianas e bem comportadas. Entretanto,
ainda que muitos corpos presentes no Sistema Solar sejam aproximadamente esféricos, existem
desuniformidades na distribuição de suas massas. Nesse sentido, para o estudo de satélites e
sondas espaciais, que se encontram em regiões extremamente próximas aos corpos, os efeitos
devidos a essas configurações da massa, e assim dos campos gravitacionais, são considera-
velmente sentidos e importantes. Portanto, realizar estudos considerando a distribuição não
uniforme dos corpos a serem orbitados configura-se como um tema importante para a realização
de missões espaciais. Assim, nessa subseção, consideramos a não esfericidade do corpo central,
apresentando uma breve abordagem do formalismo matemático e os efeitos provocados pelo
achatamento sobre os elementos orbitais das partículas.

3.2.1 O problema do achatamento do corpo central.

Para entendermos como uma distribuição contínua e arbitrária de massa para o corpo central
age sobre o potencial sobre uma partícula p, e assim sobre as equações do seu movimento,
consideremos um esquema, como o apresentado na FIGURA (3.1), no qual um sistema de
referencial é colocado sobre um corpo de distribuição finita de massa, sendo que o centro de
massa do corpo coincide com a origem dos eixos coordenados. Dessa forma, as coordenadas
de um elemento de massa, dM , e da partícula p, externa ao objeto, são (X, Y, Z) e (x, y, z),
respectivamente.

Figura 3.1: Esquema do potencial sobre uma partícula p devido a um corpo limitado com
distribuição de massa ρ.
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Onde, os ângulos λ e λ′ correspondem as longitudes, em relação ao eixo x, do elemento
de massa dm e da partícula P. ϕ′ e ϕ exprimem os ângulos das colatitudes da partícula e do
elemento de massa e

r2p = x2 + y2 + z2

r2c = X2 + Y 2 + Z2

42 = (x−X)2 + (y − Y )2 + (z − Z)2

(3.1)

Com base nas definições, para um corpo de dimensões finitas, cada elemento de massa
dM produz, sobre uma partícula p, um potencial dU . O potencial total experimentado pela
partícula, p, devido a este objeto, é apresentado por Broucke (2003), de modo que a atração de
cada elemento de massa da distribuição é contabilizado (Kuga et al., 2011):

U = G

∫
dM

4
(3.2)

Através da Eq (3.1) é possível distribuir os termos do módulo da distância relativa entre os
corpos, como apresentado no Anexo Teórico, para obter uma solução para o potencial U em
termos dos polinômios de Legendre de forma que:

U = U0 + U1 + U2 + U3 + ...Un + ... (3.3)

Sendo que Un = G
r

∫
Pnα

ndM , onde Pn são os polinômios de Legendre. Assim, é possí-
vel observar que o potencial gerado por um corpo finito sobre uma partícula qualquer pode
ser escrito como a soma de funções potenciais (Roy, 2004). As observações derivadas desses
resultados podem ser encontrada no Anexo Teórico.

Ao considerarmos que a distribuição de corpos apresentada seja descrita por um sistema
de referência em coordenadas esféricas, também presente na FIGURA (3.1), é possível obter,
(Kuga et al., 2011), que o potencial para cada elemento de massa, juntamente com a expansão
em coordenadas esféricas, pode ser reescrito na forma:

dU =
GdM

r

∞∑
n=0

n∑
m=0

(2− δm0)
(n−m)!

(n+m)!
αnPmn(senφ)Pmn(senφ′)cos(m(λ− λ′)) (3.4)

Onde os Pnm são os polinômios associados de Legendre. A utilidade desse formalismo está
na possibilidade da localização da partícula, e dos elementos de massa, através dos módulos
dos raios contidos em α e das suas longitude λ e latitude φ. Integrando a Eq(3.4) é obtida a
solução apresentada por Kuga et al. (2011):

U =
GM

rp

∞∑
n=0

∑
m=0

(
R

rp

)n
(Cnmcos(mλ) + Snmsen(mλ))Pmn(senφ) (3.5)

Onde R é o raio equatorial do corpo central e os coeficientes Cnm e Snm dizem respeito
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aos harmônicos esféricos. Para cada distribuição de massa apresentada pelo objeto central
esses coeficientes são estabelecidos de modo a expressar o potencial gravitacional do objeto.
Considerando corpos que apresentem simetrias azimutais, m = 0, temos que seus harmônicos
apresentam a característica de serem polinômios de grau n, possuindo n raízes reais (Kuga et al.,
2011). Esse harmônicos, por sua vez, não dependem da longitude e, desta forma, recebem
o nome de harmônicos zonais. Os coeficientes Cmn e Smn, da Eq(3.5) estão relacionados a
esses harmônicos e devido a simetria azimutal, apresentam a característica de que Sn0 = 0 e
Jn = −Cn0.

Restringindo ainda mais a geometria do corpo central, para que o mesmo possua uma forma
de esferoide, é possível considerar, além da geometria azimutal, que há simetria em torno do eixo
equatorial. Desta forma,o potencial pode ser escrito como uma série de harmônicos esféricos
(Roy, 2004). Através de Kuga et al. (2011) é conhecido que o potencial gravitacional pode
ser obtido através do potencial de força pela relação: V = −U . Desta forma obtemos que o
potencial gravitacional devido a um corpo central com distribuição de massa não uniforme é
da forma:

V =
GM

rp

[
∞∑
n=2

Jn

(
R

rp

)n
Pn(senφ)

]
(3.6)

Considerando os alvos de estudo do presente trabalho, restringimos nossas investigações
sobre as distribuições de massa com achatamento dos polos. Como o coeficiente J2 é o harmônico
responsável por esse comportamento, o potencial considerado neste trabalho tem a forma:

V = J2
GM

rp

(
R

rp

)2

P2(senφ) (3.7)

Considerando apenas os termos com o efeito dos harmônicos zonais. Outra consequência
presente nessa definição é que a aceleração total pode ser dada pela relação:

~̈rp = −gradV (3.8)

Se partirmos da definição para o módulo da posição da partícula, em coordenadas cartesia-
nas, juntamente com o conhecimento dos polinômios de Legendre e do gradiente em coordenadas
cartesianas, é possível obter as componentes da aceleração, devido ao achatamento do corpo
central:

ẍp = −î

[
3GMJ2

2r3p

(
1− 5z2

r2p

)(
R

rp

)2
]
x

ÿp = −ĵ

[
3GMJ2

2r3p

(
1− 5z2

r2p

)(
R

rp

)2
]
y

z̈p = −k̂

[
9GMJ2

2r3p

(
1− 5z2

3r2p

)(
R

rp

)2
]
z

(3.9)
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A determinação dessas componentes se faz necessária neste trabalho para facilitar a imple-
mentação desses efeitos no integrador Rebound.

Relacionado com o estudo do achatamento do corpo central, Murray & Dermott (2000)
apresentam a presença de três frequências. Tais frequências são o movimento médio (n), a
frequência radial (κ) e a vertical (ν). Os efeitos provenientes da inclusão dos termos do achata-
mento no potencial estão relacionados de tal forma, com o movimento médio que, para um dado
valor para o semieixo da partícula, ela se move de maneira mais rápida do que a taxa esperada
se o movimento fosse apenas kepleriano, provocando assim alterações no semieixo maior da ór-
bita da partícula, o qual não poderá ser mais determinado pela terceira lei de Kepler (Murray
& Dermott, 2000). Como consequência geométrica, também devido a inclusão dos termos do
achatamento, decorre que as novas órbitas possuem movimento do pericentro e do nodo que,
por consequência, correspondem ao fato da órbita da partícula não mais ser um caminho orbital
fechado. Deste modo, a taxa para a precessão ocorrida no pericentro e nodo podem ser obtidas
através das frequência, de modo que:

ω̇ = +n0

[
3J2

(
R

a

)2

− 9

4
J2
2

(
R

a

)4
]

Ω̇ = −n0

[
3

2
J2

(
R

a

)2

− 9

4
J2
2

(
R

a

)4
] (3.10)

Onde n0 =
(
Gmp
a3

) 1
2 .

Resultados semelhantes podem ser obtidos através das equações de Lagrange (Murray &
Dermott, 1999), pois elas são válidas também para os casos no qual a função perturbadora
surge de um objeto não esférico.
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4 O problema restrito de três corpos

No presente capítulo, abordaremos o formalismo para o problema restrito de três corpos.
Ele visa determinar o movimento possível de uma terceira partícula, assumindo que sejam
conhecidas as massas e as posições dos outros dois corpos (Roy, 2004). Para estudarmos o
problema de três corpos, de interesse desse trabalho, consideremos que um terceiro corpo seja
incluído na dinâmica de dois corpos. Como o problema de três corpos pode assumir diversas
configurações, no presente Capítulo, as deduções matemáticas serão realizadas considerando
que o corpo incluído na dinâmica tenha uma massa muito menor do que as dos demais corpos.
Desta forma é considerado que este objeto não interfere gravitacionalmente na órbita dos dois
outros corpos, sendo sua massa considerada desprezível em relação as demais. Além disso,
considerando que o movimento das massas, em relação ao centro comum, é circular e é realizado
sobre o mesmo plano, pode-se chamar o presente problema de "problema circular restrito de
três corpos".

4.1 Formalismo matemático do problema circular restrito de três cor-

pos.

Para desenvolver as equações desse problema considere o esquema apresentado na FIGURA
(4.1). Nela estão representados dois sistemas de referência, que têm como origem o centro de
massa dos dois corpos. Um sistema não girante, cujos eixos coordenados são (ξ, η, ζ), e um
sistema girante no qual o eixo x intercepta os dois corpos massivos. Para o sistema inercial
os eixos (ξ, η) são coplanares e perpendiculares e o eixo (ζ) é perpendicular ao plano formado
por (ξ, η) (Roy, 2004). Já para o sistema girante, tomando o eixo (ξ) do sistema inercial como
direção de referência, o ângulo de giro do sistema é dado por nt, onde n é o movimento médio,
que é o mesmo entre as massas e o centro de massa do sistema (Murray & Dermott, 1999).

Figura 4.1: Diagrama vetorial do problema de três corpos, contendo as massas m1 e m2 e a
partícula p, com massa infinitesimal. Dois sistemas coordenados, centrados no centro de massa
do sistema, estão presentes no diagrama. Um sistema é inercial, com eixos (ξ, η) e eixo ζ
perpendicular a estes, e um outro sistema girante com eixos (x, y, z) e taxa angular de nt.

Fonte: (Murray & Dermott, 1999).
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Se considerarmos que as massas dos corpos são m1 e m2, a unidade de massa do sistema
pode ser normalizada de modo a ser definida de forma que:

G (m1 +m2) = 1 (4.1)

É possível determinar também que n2a3 = G (m1 +m2), sendo a o semieixo maior. Assim,
considerando que a massa do primeiro corpo é muito maior do que a do corpo secundário, é
possível definir a razão de massa para o corpo de massa m2 como:

µ2 =
m2

m1 +m2

(4.2)

Pela Eq.(4.1), podemos escrever na forma µ2 = Gm2. As razões de massa definidas acima,
podem ser relacionadas de modo que:

µ1 = 1− µ2 (4.3)

Sendo µ2 < 0, 5. A dimensão de comprimento também pode ser normalizada ao considerar que
a distância entre as duas massas seja unitária (Murray & Dermott, 1999).

Como estamos interessados em investigar a evolução orbital da partícula de massa des-
prezível, Roy (2004) apresenta que a aceleração resultante que age sobre uma partícula, em
um sistema de 3 corpos, pode ser expressa, para o caso onde a massa da partícula pode ser
desconsiderada na forma:

~̈Ri =
3∑
j=1

µj
r3ij
~rij (4.4)

Através do sistema proposto e considerando que as coordenadas das massas e da partícula
são (ξ1, η1, ζ1), (ξ2, η2, ζ2) e (ξ, η, ζ), respectivamente, é possível escrever as componentes da
aceleração resultante e através das expressões que relacionam o dois sistemas, inercial e girante,
demonstradas no Anexo Teórico, é possível por meio de algumas manipulações matemáticas
obter as três equações diferenciais de segunda ordem que descrevem o movimento da partícula
infinitesimal:

ẍ− 2ẏ − x = −
[
µ1
x+ x2
r3j

+ µ2
x− x1
r3j

]
ÿ + 2ẋ− y = −

[
µ1

r31
+
µ2

r32

]
y

z̈ = −
[
µ1

r31
+
µ2

r32

]
z

(4.5)

Os termos que não apresentam a variável temporal explicitamente podem ser reorganizados de
modo a definirmos uma função U = U(x, y, z), (Roy, 2004), na forma:

U =
(x2 + y2)

2
+

1− µ2

r1
+
µ2

r2
(4.6)
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Nela estão presentes tanto o potencial gravitacional devido as duas massas, como o poten-
cial centrífugo (Murray & Dermott, 1999). Sendo assim, as Equações diferenciais podem ser
reescritas considerando derivadas parciais da função U.

ẍ− 2ẏ = ∂xU

ÿ + 2ẋ = ∂yU

z̈ = ∂zU

(4.7)

Diferente do problema de dois corpos na ausência de perturbações, o problema de três corpos
não pode ser resolvido de forma fechada, obtendo assim uma solução geral para o problema.
Entretanto, é possível obter informações que ajudem a determinar possíveis trajetórias para
a evolução temporal da partícula no sistema. Em muitos casos isso pode ser feito através da
integral ou constante de Jacobi. Ela pode ser obtida ao multiplicarmos cada componente das
equações diferenciais, Eq.(4.7), pela velocidade de sua componente correspondente.

ẋẍ+ ẏÿ + żz̈ =
∂U

∂x
ẋ+

∂U

∂y
ẏ +

∂U

∂z
ż

ẋẍ+ ẏÿ + żz̈ =
dU

dt

(4.8)

Desta forma, ao integrarmos a Eq.(4.8), é obtido como resultado a expressão:

ẋ2 + ẏ2 + ż2 = 2U − C (4.9)

Onde C é uma constante de integração. Assim é possível reorganizar, considerando as
Eq.(4.7) e Eq.(4.9), e obter uma a expressão para a constante de Jacobi:

C =
(
x2 + y2

)
+ 2

(
1− µ2

r1

)
+

2µ2

r2
− ẋ2 − ẏ2 − ż2 (4.10)

Essa constante é conhecida como integral da energia relativa, já que no problema restrito
nem a energia nem o momento angular são conservados (Murray & Dermott, 2000). Ela pode
ser também representada em função das coordenadas do sistema inercial apresentado anterior-
mente.

Outras abordagens que visam determinar informações do sistema são as superfícies ou curvas
de velocidade zero. Considerando a Eq.(4.10), que descreve a integral de Jacobi, é possível
conhecer as regiões sobre as quais a velocidade da partícula teria um valor nulo. Através dessa
abordagem a Eq.(4.10) toma a forma.

C =
(
x2 + y2

)
+ 2

(
1− µ2

r1

)
+

2µ2

r2
(4.11)

Determinadas tais superfícies é possível investigar quais regiões seriam proibidas para o
movimento da partícula, restringindo desse modo o tipo de prováveis trajetórias da mesma.
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Outros estudos podem ser considerados ao serem determinadas regiões de estabilidades conhe-
cidas como pontos de Lagrange. Eles são obtidos ao considerar a configuração dos corpos e
as curvas de velocidade zero. Podem ser realizadas também abordagens que tenham como ob-
jetivo estudar o problema de três corpos através das funções perturbadoras ((Broucke, 2003),
(de Almeida Prado, 2003), (Domingos et al., 2008) e (dos Santos et al., 2017)). Através de algu-
mas restrições dessas funções é possível investigar o comportamento dos elementos orbitais das
partículas, considerando, todas ou algumas; perturbações seculares, de curto e longo período.
Entretanto, em muitos casos são aplicadas médias e expansões até determinadas ordem para
a realização dessas abordagens, que são utilizadas soluções semi-analíticas e implementações
computacionais. Nesse sentido, a evolução geral do problema de três corpos pode ser obtida
através de métodos computacionais e integradores numéricos. No presente trabalho utilizare-
mos ferramentas computacionais para determinar o comportamento das sondas nos sistemas
escolhidos.
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5 Levantamento de dados e uso do integrador Rebound

Como apresentado no Capítulo 1, o objetivo desse trabalho é estudar a dinâmica e as
regiões de estabilidade de sondas espaciais em torno de satélites naturais, estando esse sistema
sob a ação da perturbação de um terceiro corpo. Realizaremos, posteriormente, em alguns
casos, estudos considerando o achatamento desses satélites naturais. Para a realização das
simulações foi necessário primeiramente realizar um levantamento de dados sobre os principais
satélites naturais do Sistema Solar. Após esse estudo foram determinados os parâmetros e
os intervalos de interesse para o presente estudo, visando ser possível envolver no estudo não
somente satélites naturais conhecidos como também possíveis outros corpos e sistemas que se
enquadrem nas condições de investigação. Sendo assim, o presente capítulo irá apresentar o
levantamento de dados realizado e, posteriormente, a modelagem computacional e a validação
do integrador utilizado no trabalho.

5.1 Modelagem do problema e banco de dados.

Para realizar a implementação computacional se faz necessário determinar o sistema em es-
tudo, que consiste em determinar os corpos envolvidos e suas configurações. Para isso considere
os esquemas apresentados na FIGURA (5.1).

Figura 5.1: Esquemas dos sistemas de referências utilizados no presente trabalho. Em (a) o
satélite natural é a origem do sistema e no esquema em (b) é o planeta.

(a) Sistema centrado na lua. (b) Sistema centrado no planeta.

Através de algumas matrizes de rotação o sistema constituído por três corpos, o Planeta,
o satélite natural e a sonda espacial de massa negligenciável, tem como centro do sistema de
referência o satélite natural como mostra a FIGURA (5.1)(a). Estabeleceremos um sistema de
coordenadas cartesianos no centro de referências para obter os vetores de posição para a sonda
(~rps) e o Planeta (~rs), bem como a distância relativa entre ambos (~rp). Os esquemas das órbitas
descritas por esses corpos são apresentados na FIGURA (5.2).
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Figura 5.2: Esquemas das órbitas descritas pela sonda, corpo perturbador e satélite natural.
(a): satélite natural como centro do sistema de referência e (b): planeta como centro do
sistema de referência.

Com base no modelo apresentado na FIGURA (5.2) podemos considera que o planeta,
corpo responsável pela perturbação das órbitas da sonda no sistema, pode ser tratado como
um terceiro corpo do sistema. Deste modo, podemos mensionar, em alguns casos, o planeta
ou corpo perturbador como o terceiro corpo do sistema. Entretanto, para o presente estudo,
considerou-se, que o terceiro corpo, planeta, fosse o centro do sistema de coordenadas do nosso
sistema, como na FIGURA (5.1)(b) e (5.2)(b). Assim o satélite natural descreve uma órbita
circular e coplanar, em relação ao plano equatorial do planeta. O caminho orbital descrito pela
sonda espacial pode assumir diversas configurações de acordo com a necessidade da investigação.
Portanto, de modo geral é possível classificar a órbita, osculadora inicial, descrita pela sonda
como tridimensional e configurada para orbitar apenas o satélite natural. Considerando a massa
dos corpos envolvidos, a sonda pode ser considerada com uma partícula de massa negligenciável.

Desta forma, podemos determinar que as condições iniciais dos corpos envolvidos no sistema
são:

• Planeta: massa (MP ), raio equatorial (RP ).

• Satélite natural: massa (Ms), raio equatorial (Rs) e semieixo maior (as) da órbita em
torno do planeta.

• Sonda: semieixo maior (a0), excentricidade (e0), inclinação (I0), argumento do pericentro
(ω0) e longitude do nodo (Ω0).
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Sendo que todas as condições para a órbita inicial da sonda são genéricas, uma vez que não
foram utilizados dados de uma data particular. Um levantamento bibliográfico foi realizado
para catalogar as características de cada satélite natural clássico e seus respectivos planetas.
Todos os dados são apresentados considerando um sistema de referência centrado nos Planetas,
veja a FIGURA (5.1)(b). As transformações para o sistema de referência do problema, quando
necessárias, foram realizadas dentro do pacote de simulações desenvolvido.

Visando tornar o sistema adimensional, alguns processos de normalização foram realizados.
A normalização sobre as massas foi realizada com base na Seção (4.1) e Eq.(4.2) e (4.3), onde as
razões de massa normalizadas passaram a ser denotadas por µP e µs, para o Planeta e satélite
natural, respectivamente. Todas as dimensões de comprimento, por sua vez, foram normalizadas
com base no semieixo maior da órbita do satélite natural em torno do seu respectivo planeta
de acordo com a Equação (5.1):

σn =
σi
as

(5.1)

Em que σi é qualquer comprimento ou distância utilizada no sistema, como raios dos corpos,
módulos de componentes da posição ou o próprio semieixo maior e as diz respeito ao semieixo
maior inicial da sonda em torno do planeta ou corpo perturbador.

A partir dos dados coletados os raios dos corpos centrais foi determinado através das razões
de massa, µs, e das densidades normalizadas, ρn, dos objetos. Para isso, considerando, inici-
almente, que a densidade desses satélites fossem uniforme, os raios normalizados (Rn) desses
corpos, podem ser obtidos como

Rsn = γµfsρ
−f
n (5.2)

em que γ =
(

3
4π

) 1
3 e f é o fator 1

3
.

Desta forma, assim como a massa, a densidade dos corpos foram normalizadas no sistema.
Para isso, considerando que as densidades dos corpos ρ foram determinadas em g/cm3, seu
valor normalizado é dado por:

ρn =
ρa3P

(MP +Ms)
(5.3)

Sendo Mp e Ms respectivamente as massas do planeta e do satélite, em gramas, e as o
semieixo maior do satélite em cm. Realizados os cálculos necessários, os dados obtidos foram
então organizados na Tabela(1).

20



Ta
be

la
1:

D
ad

os
co
le
ta
do

s
pa

ra
os

pr
in
ci
pa

is
sa
té
lit
es

na
tu
ra
is
co
nh

ec
id
os
.
A
s
co
lu
na

s
co
nt
êm

os
ra
io
s
do

s
sa
té
lit
es

na
tu
ra
is
(R

s
),
su
as

m
as
sa
s

(m
s
)
e
se
us

se
m
ie
ix
os

m
ai
or
es
,(
a
s
),
em

un
id
ad

e
co
nv

en
ci
on

ai
s.

A
lé
m

da
s
ra
zõ
es

de
m
as
sa

(µ
s
),
m
os
tr
a-
se

su
as

de
ns
id
ad

es
no

rm
al
iz
ad

as
(ρ
n
)
e

os
ra
io
s
eq
ua

to
ri
ai
s
no

rm
al
iz
ad

os
do

sa
té
lit
e
(R

sn
)
e
do

pl
an

et
a
(R

p
n
).

S
at
él
it
es

R
s
(k
m
)

m
s
(k
g)

a
s
(k
m
)

µ
s

ρ
n

R
sn

R
p
n

Jú
p
it
er

Io
1,

82
15

0
×

10
3

8,
93

19
00
×

10
2
2

4,
21

70
0
×

10
5

4,
70

57
32

2
×

10
−
5

1,
39

39
97

11
×

10
2

4,
31

94
21
×

10
−
3

1,
65

78
37

3
×

10
−
1

E
ur
op

a
1,

56
08

0
×

10
3

4,
8
×

10
2
2

6,
71

03
4
×

10
5

2,
52

89
13

9
×

10
−
5

4,
79

77
45

92
×

10
2

2,
32

59
63
×

10
−
3

1,
04

18
39

9
×

10
−
1

G
an

ím
ed
es

2,
63

12
0
×

10
3

1,
48

19
×

10
2
3

1,
07

04
1
×

10
6

7,
80

70
82

8
×

10
−
5

1,
25

48
49

09
×

10
3

2,
45

81
19
×

10
−
3

6,
53

12
23

5
×

10
−
2

C
al
is
to

2,
41

03
0
×

10
3

1,
07

59
×

10
2
3

1,
88

27
1
×

10
6

5,
66

82
77

2
×

10
−
5

6,
44

90
94

88
×

10
3

1,
28

02
30
×

10
−
3

3,
71

33
19

5
×

10
−
2

S
at
u
rn
o

M
im

as
1,

98
00

0
×

10
2

4
×

10
1
9

1,
85

53
9
×

10
5

7,
03

85
35

5
×

10
−
8

1,
38

26
22

94
×

10
1

1,
06

71
61
×

10
−
3

3,
13

85
31

5
×

10
−
1

E
nc
él
ad

o
2,

52
00

0
×

10
2

1,
1
×

10
2
0

2,
37

94
8
×

10
5

1,
93

55
97

0
×

10
−
7

3,
89

01
90

69
×

10
1

1,
05

90
55
×

10
−
3

2,
44

72
57

4
×

10
−
1

T
ét
is

5,
31

00
0
×

10
2

6,
2
×

10
2
0

2,
94

61
9
×

10
5

1,
09

09
71

9
×

10
−
6

4,
44

86
02

90
×

10
1

1,
80

23
28
×

10
−
3

1,
97

65
18

8
×

10
−
1

D
io
ne

5,
61

50
0
×

10
2

1,
1
×

10
2
1

3,
77

39
6
×

10
5

1,
93

55
93

6
×

10
−
6

1,
40

30
33

94
×

10
2

1,
48

78
27
×

10
−
3

1,
54

29
94

6
×

10
−
1

R
ei
a

7,
63

50
0
×

10
2

2,
3
×

10
2
1

5,
27

10
8
×

10
5

4,
04

71
41

8
×

10
−
6

3,
17

93
00

01
×

10
2

1,
44

84
70
×

10
−
3

1,
10

47
45

1
×

10
−
1

T
it
ã

2,
57

50
0
×

10
3

1,
35
×

10
2
3

1,
22

18
7
×

10
6

2,
37

49
41

70
×

10
−
4

6,
05

76
98

50
×

10
3

2,
10

74
26
×

10
−
3

4,
76

58
09

8
×

10
−
2

Já
pe

to
7,

35
00

0
×

10
2

1,
8
×

10
2
1

3,
56

08
2
×

10
6

3,
16

73
31

2
×

10
−
6

8,
59

79
10

28
×

10
4

2,
06

41
31
E
×

10
−
4

1,
63

53
53

7
×

10
−
2

U
ra
n
o

M
ir
an

da
2,

35
80

0
×

10
2

65
9,

0
×

10
1
7

1,
29

39
0
×

10
5

7,
59

12
85

6
×

10
−
7

2,
99

43
14

79
×

10
1

1,
82

23
97
×

10
−
3

1,
96

01
20

6
×

10
−
1

A
ri
el

5,
78

90
0
×

10
2

13
53
,0
×

10
1
8

1,
91

02
0
×

10
5

1,
55

85
51

9
×

10
−
5

1,
33

67
75

68
×

10
2

3,
03

05
73
×

10
−
3

1,
32

77
14

4
×

10
−
1

U
m
br
ie
l

5,
84

70
0
×

10
2

11
72
,0
×

10
1
8

2,
66

30
0
×

10
5

1,
35

00
56

6
×

10
−
5

3,
04

49
32

02
×

10
2

2,
19

56
44
×

10
−
3

9,
52

38
45

3
×

10
−
2

T
it
ân

ia
7,

88
40

0
×

10
2

35
27
,0
×

10
1
8

4,
35

91
0
×

10
5

4,
06

27
30

9
×

10
−
5

1,
63

93
81

76
×

10
3

1,
80

86
30
×

10
−
3

5,
81

81
73

5
×

10
−
2

O
be

ro
n

7,
61

40
0
×

10
2

30
14
,0
×

10
1
8

5,
83

52
0
×

10
5

3,
47

18
29

7
×

10
−
5

3,
73

07
69

56
×

10
3

1,
30

48
40
×

10
−
3

4,
34

63
80

6
×

10
−
2

N
et
u
n
o

P
ro
te
u

2,
10

00
0
×

10
2

50
35
,0
×

10
1
6

1,
17

64
6
×

10
5

4,
91

69
89

8
×

10
−
7

2,
06

38
79

36
×

10
1

1,
78

50
16
×

10
−
3

2,
09

28
88

8
×

10
−
1

Tr
it
ão

1,
35

26
0
×

10
3

21
40
,8
×

10
1
9

3,
54

75
9
×

10
5

2,
09

01
88

00
×

10
−
4

9,
00

30
33

41
×

10
2

3,
81

27
29
×

10
−
3

6,
94

04
86

4
×

10
−
2

P
lu
tã
o

C
ar
on

te
6,

03
50

0
×

10
2

1,
58

6,
0
×

10
2
1

1,
95

71
0
×

10
4

1,
04

32
39

5
×

10
−
1

8,
49

38
12

20
×

10
2

3,
08

36
44
×

10
−
2

6,
07

17
38

8
×

10
−
2

21



5.2 Integrador Rebound

É conhecido que os problemas gravitacionais de N-corpos, para N ≥ 2, não possuem solu-
ções analíticas. O que existem são alguns casos particulares que envolvem pontos de estabili-
dade, curvas de velocidade zero, e outras abordagens para casos especiais (Murray & Dermott,
1999). Sendo assim, se faz necessário o uso de ferramentas computacionais para que sejam
obtidas as informações sobre a evolução de sistemas de N corpos. Nesse trabalho utilizamos
o pacote do integrador Rebound, um integrador de N-corpos de código aberto, disponível em
(https://github.com/hannorein/rebound), que embora tenha sido desenvolvido para es-
tudo de eventos colisionais, pode ser adaptado de maneira a atender os mais diversos problemas
físicos e estatísticos (Rein & Liu, 2012). Seu código fonte é escrito em linguagem de programa-
ção C, sendo possível também realizar simulações em Python.

O pacote Rebound é composto de diversos integradores numéricos que visam atender as
necessidades de cada problema em estudo, sendo possível escolher integradores para dinâmica
de sistemas conservativos ou mesmo dissipativos mantendo, em todos eles, a precisão em seus
resultados. Sendo assim, é possível realizar a integração não só de sistemas que estejam sob
ação da força gravitacional, mas também sistemas que apresentem N forças dissipativas. Outras
vantagens apresentada pelo Rebound são a possibilidade de calcular efeitos de auto-gravidade
dos objetos; sua configuração modular, permite um melhor gerenciamento na construção do
código para o simulador; assim como o uso de sistemas de diferentes condições de contorno
(Rein & Liu, 2012). Ele consegue manter seus erros sistemáticos abaixo da precisão da máquina,
mesmo realizando a integração de movimentos de corpos que apresentem excentricidades altas.

5.3 Implementação computacional

Através do esquema apresentado na Seção (5.1), juntamente com o levantamento de dados
realizado e os resultados apresentados por de Almeida Prado (2003), foi desenvolvida, utilizando
o pacote de integração Rebound, uma rotina computacional para descrever a evolução temporal
da dinâmica das sondas. Dentro dos pacotes de integradores apresentados, o integrador IAS15,
(Integrator with Adaptive Step-size control, 15th order), foi selecionado para ser utilizado (Rein
& Spiegel, 2015), pois, ele é um integrador, de 15ª ordem, com controle variável de passo. Com
base no desenvolvimento realizado na Seção (4.1) sobre o problema de três corpos é possível
determinar a constante gravitacional do sistema por:

G =
µi
mi

[kg−1] (5.4)

Onde mi é a massa do objeto central. Considerando que, pela normalização do sistema, as
massas são normalizadas em função da soma das massas do planeta e do satélite temos que:

G =
µi
mi

(mi+mP )

[kg−1]

[kg−1]
(5.5)

Observando o denominador da Equação (5.5) e a definição da razão de massa apresentada
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pela Equação (4.2), é possível concluir que o sistema normalizado possui uma constante gravi-
tacional de valor unitário para todos os sistemas considerados. Assim como o Integrador IAS15,
a constante gravitacional normalizada foi implementada no código.

De modo geral a estrutura do código de integração pode ser dividida nos seguintes blocos:
Configurações gerais do sistema, leitura dos dados de entrada, cálculos secundários necessários
para a implementação dos objetos, implementação dos corpos na dinâmica, evolução temporal
do sistema verificando colisões e ejeções e registo da dinâmica das partículas, quando solicitado.
As configurações gerais do sistema dizem respeito a escolha do integrador do pacote, o valor da
constante gravitacional do sistema, o tempo canônico da evolução temporal e, em alguns casos,
o valor do harmônico zonal J2.

5.3.1 Dados de entrada.

Para realizar as simulações numéricas, com base nos dados apresentados na Tabela (1),
os dados das configurações do planeta e do satélite natural foram implementados no código
através de arquivos de entrada de dados. Para a implementação do planeta, com base na
Eq.(4.3), a razão de massa µP foi calculada internamente no programa, que recebeu o valor µs
para o satélite natural. Devido a normalização e as condições estabelecidas, o semieixo maior
da órbita do satélite em torno do planeta tem valor unitário. É fornecida ainda a densidade
normalizada dos satélites, para que sejam determinados, internamente através da Eq.(5.2), os
raios equatoriais dos mesmos. O raio normalizado do planeta também é fornecido, assim como
os elementos orbitais iniciais da sonda. Através dessas condições é construída uma grade de
condições que realiza a simulação considerando as combinações de razão de massa e densidade
normalizada dos satélites naturais. Do mesmo modo, as condições iniciais para a sonda, que
orbita o satélite natural, também são implementadas construindo uma grade que, dependendo
das condições escolhidas, varre as combinações dos elementos osculadores genéricos iniciais a0,
e0, I0, ω0 e Ω0 a partir do tempo inicial t = 0.0.

5.3.2 O Achatamento do corpo central e os critérios de colisão e ejeção.

A inclusão do achatamento do corpo central na rotina de simulação foi realizada com base no
formalismo apresentado no Capítulo 3. As equações para as componentes da aceleração devido
ao achatamento foram implementadas de modo a incrementar a aceleração já experimentada
pelas partículas de acordo com Siqueira (2019).

Com base nos estudos realizados por de Almeida Prado (2003), foi estabelecida uma condição
de colisão para a dinâmica das sondas. Ele estabelece um critério de colisão verificando, a
cada intervalo dt, com base no valor do raio do satélite e do seu semieixo maior, o valor da
excentricidade necessária, Eq.(5.6), para que, caso a sonda estivesse em uma órbita kepleriana,
houvesse uma colisão com a superfície do satélite quando a sonda estivesse no pericentro de
sua órbita. Sendo assim, para as verificações iniciais com de Almeida Prado (2003), o critério
de colisão determinado pela excentricidade da órbita foi utilizado.

23



e =
ap(t)−Rp

ap(t)
(5.6)

Entretanto, para os estudos posteriores, para os diversos sistemas, foi estabelecido um cri-
tério de colisão pela altitude da sonda, configurando-se a colisão quando a altitude da partícula
for igual a zero. Uma verificação da ejeções das partículas também foi implementada nas si-
mulações, considerando como uma ejeção as partículas que apresentassem uma excentricidade
superior a 1 (ep > 1.0). Neste caso, as órbitas que apresentaram uma excentricidade maior
que 1, 0 foram retiradas do sistema, encerando assim a evolução orbital de tal condição. As
simulações consideraram apenas a verificação da excentricidade devido ao fato de que levando
em conta o cenário de missões em torno dos satélites naturais, mesmo uma órbita com energia
menor que zero, o fato da excentricidade dessa órbita atingir um valor maior que 1, 0 já irá
gerar condições que afastaram muito o objeto do satélite natural.

5.3.3 Fluxograma das simulações.

As simulações podem ser divididas em dois grandes conjuntos. Em primeiro momento as
simulações foram realizadas considerando os efeitos perturbativos do terceiro corpo, e, posteri-
ormente, realizadas sobre a ação do terceiro corpo e o achatamento do satélite. Os esquemas
gerais das simulações são mostrados nos fluxogramas nas FIGURAS (5.3) e (5.4).
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Figura 5.3: Fluxograma das simulações sujeitas apenas aos efeitos devido ao corpo perturbador.
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Figura 5.4: Fluxograma das simulações considerando a perturbação do terceiro corpo e o acha-
tamento do corpo central.
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5.4 Validações e testes dos simuladores.

Para validar o código implementado foram realizadas simulações numéricas, essas simulações
podem ser divididas em dois conjuntos. Inicialmente, com base em resultados apresentados por
de Almeida Prado (2003), foram realizadas simulações para diferentes satélites naturais em
condições específicas visando validar as condições de colisão e ejeção. Posteriormente, para
validar a implementação do J2 foram realizadas simulações para três casos sujeitos a ação do
achatamento, esses resultados são apresentados nos gráficos abaixo.

5.4.1 Simulações - de Almeida Prado (2003)

Seguindo de Almeida Prado (2003), os dados apresentados na Tabela (2), foram utilizados
para determinar as densidades normalizadas dos oito satélites naturais investigados por ele.
Esses dados foram implementados no simulador e os resultados obtidos são apresentados nos
mapas de tempo de vida das FIGURAS (5.5) a (5.7). As simulações foram realizadas sobre as
mesmas condições presentes em de Almeida Prado (2003). Para cada razão de massa e densidade
normalizada das luas, verificou-se a evolução orbital de sondas na faixa de 60◦ ≤ I ≤ 85◦ com
intervalos de 5◦ para a inclinação, 0, 00 ≤ e ≤ 0, 50 com passo de 0, 05 para a excentricidade e
um valor de semieixo maior igual a 4 vezes o raio equatorial do satélite natural. Em todas as
simulações o tempo canônico das simulações foi de 3000, o que corresponde a aproximadamente
477 órbitas dos satélites naturais em torno de seus respectivos planetas. Nessas simulações
apenas a condição de colisão por meio da excentricidade foi verificada. Nas FIGURAS (5.5) a
(5.7) os dados são apresentados através dos mapas de tempos de vida em função da inclinação
e excentricidade iniciais da órbita da sonda, sendo esses tempos de vida expressos em dias e
estabelecidos como o intervalo de duração da órbita desde um momento inicial t0 = 0.0 até o
momento da colisão com o satélite natural, ejeção da região próxima ao satélite ou sobrevivência
da sonda pelo tempo total de integração.

Figura 5.5: Mapas da estabilidade das sondas em torno da Lua expressa em dias em função da
inclinação e excentricidade iniciais.
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Figura 5.6: Mapas de tempos de vida das sondas em torno dos satélites naturais Io, Europa,
Ganímedes, Callisto, Titã e Titânia em uma escala de dias em função da inclinação e excentri-
cidade iniciais.

(a) Io. (b) Europa.

(c) Ganimede. (d) Callisto.

(e) Titã. (f) Titânia.
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Figura 5.7: Mapas de tempos de vida das sondas em torno dos satélites naturais Tritão e
Caronte em uma escala de dias em função da inclinação e excentricidade iniciais.

(a) Tritão. (b) Caronte.

Tabela 2: Tabela das condições normalizadas para os satélites naturais Io, Europa, Ganímedes,
Callisto, Titã, Titania, Tritão, Caronte e a Lua, utilizados nas simulações com o Rebound.

Satélites Naturais Tempo Sideral (Dias) as (Km) Rs (Km) µ Rsn ρn

Lua 27,321661 384400 1738 0,0121505 0,0045213 31383,86
Io 1,769137 422000 1815 4,68E-05 0,0043009 140,43

Europa 3,551181 671000 1569 2,52E-05 0,0023383 470,55
Ganímedes 7,154552 1070000 2631 7,8E-05 0,0024589 1252,54
Callisto 16,689018 1883000 2400 5,66E-05 0,0012746 6525,96
Titã 15,91029 1221830 2575 0,000238 0,0021075 6070,00

Titania 8,705871 435910 800 6,8E-05 0,0018352 2626,27
Tritão 5,876843 354290 1600 0,001298 0,0045161 3364,36
Caronte 6,3871 19700 600 0,111111 0,0304569 938,88

Fonte: Adaptado de Almeida Prado (2003)

Os resultados das FIGURAS (5.5) a (5.7) demonstram a convergência das simulações, utili-
zando o integrador Rebound, para os resultados encontrados para os tempos de vida das sondas
no estudo das luas por de Almeida Prado (2003). Como os resultados das simulações são gera-
dos em função dos períodos orbitais dos satélites naturais em uma escala logarítimica de base
10, a comparação desses resultados com os apresentados por (de Almeida Prado (2003)) pode
ser realizada ao considerarmos que, por comparação, os resultados das simulações realizadas
podem ser transformados para escala em dias pela expressão:

tDias = (TempoSideral) 10t (5.7)

Onde tDias é o tempo em dias, como apresentado na FIGURA (5.8) e t diz respeito ao
tempo em períodos orbitais em uma escala em logaritmo de base 10. Os tempos siderais de
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cada satélite natural podem ser obtidos da TABELA (2).

Figura 5.8: Mapas de tempos de vida, em dias, para alguns satélites naturais do Sistema Solar.
Resultados apresentados por de Almeida Prado (2003), nas simulações o semieixo maior inicial das
sondas é igual a 4 vezes o raio equatorial dos satélites.

Fonte: de Almeida Prado (2003).
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5.4.2 Validação das Simulações - J2

Como apresentado no Capítulo 4, devido ao achatamento do corpo central, as órbitas das
partículas devem apresentar uma regressão da linha dos nodos e uma progressão da linha dos
apsides. Portanto, para validar a implementação do J2 na rotina desenvolvida, foram realizadas
simulações considerando uma partícula cujas condições iniciais estão descritas na Tabela (3).
Para diminuir os efeitos da perturbação do planeta, diferentes valores para o semieixo maior
entre o satélite natural e o planeta foram considerados. Para essas simulações considerou-se a
razão de massa e a densidade normalizada para a Lua, como apresentado na Tabela (2), tendo
em todas as simulações que a inclinação, a longitude do nodo e o argumento do pericentro do
satélite natural são iguais a zero e a inclinação inicial da sonda é igual a 10 graus em todas as
simulações.

Tabela 3: Condições iniciais para a sonda e o sistema satélite-planeta para as simulações
incluindo os testes do achatamento.

a e
Simulação I

Sonda 0, 018085328 0, 001
Satélite Natural 5, 00 0, 00
Simulação II

Sonda 0, 018085328 0, 01
Satélite Natural 5, 00 0, 00
Simulação III

Sonda 0, 018085328 0, 01
Satélite Natural 10, 00 0, 00

As taxas teóricas para a progressão ocorrida no pericentro e regressão na linha do nodo
podem ser obtidas através da Eq.(3.10). Desta forma, foi possível gerar os gráficos das Fig.(5.9)
à (5.11) contendo a evolução temporal do pericentro e do nodo para simulações realizadas e o
modelo teórico.

Figura 5.9: Gráficos do comportamento do pericentro (ω) e do nodo (Ω) no tempo, em um
intervalo de 14000 dias, considerando a ação do J2 da Lua para a primeira condição de simulação.

(a) Evolução temporal do pericentro - Simulação I. (b) Evolução temporal do nodo - Simulação I.
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Figura 5.10: Gráficos do comportamento do pericentro (ω) e do nodo (Ω) no tempo, em um
intervalo de 14000 dias, considerando a ação do J2 da Lua para a segunda condição de simulação.

(a) Evolução temporal do pericentro - Simulação II. (b) Evolução temporal do nodo - Simulação II

Figura 5.11: Gráficos do comportamento do pericentro (ω) e do nodo (Ω) no tempo, em um
intervalo de 14000 dias, considerando a ação do J2 da Lua para a terceira condição de simulação.

(a) Evolução temporal do pericentro - Simulação III. (b) Evolução temporal do nodo - Simulação III.

Observa-se que os resultados obtidos demonstram que a implementação dos efeitos devido
ao achatamento do satélite encontram-se dentro da faixa esperada pelos estudos teóricos. As
existentes variações apresentadas em relação a curva teórica podem ser explicadas pelo fato de
que, mesmo com o corpo perturbador tendo sido afastado da região, ainda existem resíduos dos
seus efeitos, mas que não comprometem a observação dos efeitos sobre o pericentro e o nodo
devido ao achatamento do satélite.

6 Regime de simulações

Com base nas fundamentações teóricas apresentadas, nos Capítulos de 3 à 4, e nos dados
reunidos, foram realizados, inicialmente, estudos visando mapear a estabilidade das órbitas de
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sondas espaciais em torno de diversos satélites naturais levando em consideração as perturbações
de terceiro corpo proveniente de seus respectivos planetas. Posteriormente, visando expandir
o estudo dos efeitos nas órbitas de sondas espaciais devido a presença de um terceiro corpo,
foram investigadas as dinâmicas em torno de diversos sistemas, mesmo que hipotéticos, com
razões de massa no intervalo de 10−1 à 10−8. Nessa seção, apresentaremos as considerações
adotadas, os regimes e critérios para as simulações realizadas. Para os capítulos de resultados
que serão apresentados posteriormente algumas considerações foram estabelecidas:

a) Entende-se por sistema, no presente trabalho, o conjunto composto por um satélite
natural, de razão de massa µs e raio Rs, uma sonda de massa negligenciável que orbita o
satélite natural, e um corpo perturbador cuja razão de massa pode ser escrita como (1 − µs).
No caso de órbitas em torno dos satélites naturais, o corpo perturbador foi o respectivo planeta
em torno do qual o satélite natural orbita. Desta forma, nos capítulos de resultados de 7 à 12,
que se seguem, será adotado o termo sistema para referir-se a essa configuração.

b) Nos sistemas simulados, o satélite natural, descreve uma órbita circular, coplanar, de
raio unitário em torno do corpo perturbador. Exceto para a seção (7.3) do Capítulo 7.

c) Os raios equatoriais de cada satélite natural, foram estabelecidos considerando a Equa-
ção (5.2), onde seu valor é determinado pela razão de massa do corpo orbitado pela sonda e
da densidade normalizada do mesmo. Sendo que, no caso dos satélites naturais clássicos as
razões de massa e as densidades normalizadas utilizadas foram os valores reais apresentados na
TABELA (1).

d) Todas as simulações foram integradas por um intervalo de tempo total de 3000 unidades
canônicas, que corresponde a aproximadamente 477 revoluções do satélite natural em torno do
corpo perturbador. Durante o tempo de integração foi verificada a possível colisão da sonda com
o satélite natural, pela verificação da altitude, assim como a possível ejeção da região próxima
ao satélite natural ou sobrevivência da mesma ao tempo de integração total. Em todas as
simulações não foram verificadas possíveis colisões da sonda com o corpo perturbador, pois as
integrações das órbitas consideradas como ejetadas da região próxima ao satélite natural foram
interrompidas.

e) Entende-se por órbitas mais estáveis, além das condições que sobrevivem ao tempo total
de integração, as órbitas das sondas em torno do corpo as quais, considerando todas as órbitas
simuladas em seu regime de integração, possuem os maiores tempos registrados.

f) Entende-se por ilhas de estabilidade as regiões de condições iniciais as quais possuem
valores de tempos de vida superiores as registradas em toda a sua vizinhança. Essas ilhas
correspondem as regiões em branco nos mapas.

g) Os resultados obtidos nas simulações são apresentados nos mapas de tempos de vida.
Neles, os tempos das órbitas da sonda são apresentados em termos de períodos orbitais do
satélite natural em torno do corpo perturbador, em uma escala logarítmica de base 10, através
das escalas de cores e isolinhas.

Nas simulações apresentadas nos capítulos de resultados, diversas configurações de razões de
massa, densidade do satélite natural e configurações dos elementos orbitais inicias para a órbita
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da sonda foram consideradas. De modo geral, as simulações foram realizadas considerando
intervalos de razões de massa.

µmin ≤ µs ≤ µmax (6.1)

Sendo µmin e µmax o valor mínimo e máximo da razão de massa para o intervalo de simulação.
Desta forma, cada valor de razão de massa compreendido nesses intervalos corresponde a razão
de massa de um corpo a ser orbitado pela sonda e, consequentemente, a um sistema. Assim,
para cada sistema (satélite natural-sonda-corpo perturbador) é necessário determinar o valor da
densidade escolhida para o satélite natural que será orbitado pela sonda, para assim determinar
seu raio, pela Equação (5.2). Os valores das densidades normalizadas utilizados em todo o
trabalho estão descritos na TABELA (1).

Tabela 4: Blocos de simulações, para os sistemas genéricos, contendo os limites, inferior e superior,
para os intervalos de razão de massa e as densidades normalizas consideradas nos estudos. Sendo µmin,
µmax e ∆µ corresponde a menor e maior razão de massa e o passo dentro do intervalo, ρ é a densidade
utilizada no intervalo expressa em ternos do satélite natural correspondente ao valor da densidade.

µmin µmax ∆µ ρ Satélite Natural

0, 2µCaronte 1, 6µCaronte 0, 2µCaronte Caronte

5, 0µT itan 30µT itan 5, 0µT itan Titã

5, 0µT itan 30µT itan 5, 0µT itan Tritão

0, 2µGan 1, 2µGan 0, 2µGan

Ariel
Calisto
Europa

Ganimedes
Oberon
Titânia
Umbriel

0, 2µReia 1, 6µReia 0, 2µReia

Dione
Reia
Tétis

0, 2µMir 1, 6µMir 0, 2µMir

Enceladus
Miranda
Proteu

0, 2µMimas 1, 4µMimas 0, 2µMimas Mimas

Tendo essas considerações como base, os satélites naturais apresentados na TABELA (1)
foram reunidos em grupos, tendo como critério a mesma ordem de razão de massa. Desta
forma, foi possível estabelecer os limites para os intervalos de razões de massa e os valores de
densidade a serem considerados nas simulações. A escolha das densidades, a serem utilizadas
nas simulações, foram feitas tomando como critério o valor da densidade do satélite natural
com maior razão de massa de cada intervalo. A TABELA (4) apresenta os regimes utilizados
nas simulações. A escolha destes regimes buscou englobar tanto as razões de massa para os
satélites naturais conhecidos quanto para os sistemas genéricos, que foram determinados com
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base nos satélites naturais conhecidos com as maiores razões de massa para cada ordem de
grandeza.

Os resultados expostos nos próximos capítulos foram reunidos de forma a apresentar inicial-
mente os estudos realizados em torno dos satélites naturais mais conhecidos e, posteriormente,
apresentados em conjuntos de mesma ordem de razão de massa, em torno de outros siste-
mas, mesmo que hipotéticos, contendo também um satélite natural, uma sonda e um corpo
perturbador, em torno do qual o satélite natural orbita.
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7 Mapeamento da estabilidade de órbitas ao redor de luas

do Sistema Solar.

No primeiro bloco da presente seção de resultados, visando estudar os efeitos da perturbação dos
planetas sobre as órbitas, inicialmente circulares, das sondas em torno dos satélites naturais, foi
simulada uma grade de condições de inclinações e semieixos maiores iniciais. Considerando os
resultados apresentados por de Almeida Prado (2003), os intervalos de simulação para a incli-
nação foram escolhidos visando estudar as regiões com o efeito Kozai. Tendo em vista que suas
considerações mostraram que órbitas menores do que 60° apresentaram comportamentos que
produziram órbitas sobreviventes ao tempo de integração de 477 períodos orbitais, o intervalo
de [60, 0−85, 0]◦ para a inclinação inicial foi utilizado nas simulações realizadas neste trabalho.
O limite superior de 85° foi estabelecido devido ao fato de órbitas quase polares serem úteis para
realizar mapeamento de corpos, considerando que nessas inclinações é possível obter melhores
registros dos objetos enquanto estes realizam sua rotação em torno de seus eixos. A faixa de
estudo do semieixo maior inicial da órbita da sonda foi de [1, 5 − 10, 0]Rs, onde Rs é o valor
do raio equatorial do satélite natural. Esse intervalo foi escolhido tendo como base investigar
regiões orbitais mais próximas a superfície dos satélites, assim como faixas maiores do que os
estudos realizados por de Almeida Prado (2003). Em todas as simulações considerou-se que o
satélite natural descrevia, em torno do planeta, uma órbita circular e equatorial em relação ao
planeta. Posteriormente, o estudo das órbitas foi aprofundado, estudando o comportamento
dos tempos de vida das órbitas da sonda a partir da variação da excentricidade inicial dessas
órbitas, considerando a mesma faixa de [60, 0 − 85, 0]◦ para a inclinação inicial da órbita da
sonda e um intervalo de [0, 0− 0, 5] para a excentricidade, mantendo nessas simulações, o valor
do semieixo maior inicial fixo e igual a a0 = 2, 3, 4 e 5 Rs. Com esse intervalo para a excen-
tricidade inicial buscou-se invertigar os efeitos da ação de terceiro corpo sobre orbitas iniciais
circulares e excêntricas. Não foram escolhidas excentricidades iniciais maiores do que 0, 5 pois
a ação do efeito Kozai, nessas condições, tendem a incrementar a excentricidade dessas órbitas
mais rápido, favorecendo assim possíveis colisões. Os resultados obtidos foram reunidos por
ordem das razões de massa dos satélites naturais. Realizadas as integrações no intervalo de
tempo definido, os resultados obtidos são apresentados abaixo.

7.1 Estudo de órbitas iniciais circulares em torno dos satélites naturais.

Considerando os resultados das simulações, foi observado que, de modo geral em torno
dos diversos satélites naturais, os tempos de vida das órbitas tendem a aumentar a medida
que a inclinação, com limite inferior de 60°, e o semieixo maior iniciais diminuem, dentro dos
intervalos de simulação utilizados, como mostram as FIGURAS (7.1) e (7.2) e FIGURAS (B.1)
e (B.2) no anexo I. Esse comportamento para a inclinação tem relação com o maior efeito
Kozai, que tende a ser mais forte a medida que as órbitas são mais inclinadas. Deste modo,
as órbitas iniciais com menor inclinação, próximas a 60°, sentem menos o efeito Kozai, em
relação as órbitas com inclinação próximas a 85°, e assim o acoplamento da inclinação com
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a excentricidade não é grande, favorecendo a permanência da sonda por mais tempo. Já as
razões para o comportamento observado para o semieixo maior estão relacionadas a altitude
de implementação dessas órbitas pois, órbitas mais baixas tendem a sentir menos as ações de
terceiro corpo, devido a proximidade com o satélite natural.

Esse comportamento geral mencionado é melhor observado nos mapas de tempos de vida
que são apresentados pois tais mapas foram ajustados de modo a destacar as regiões com órbitas
com tempos de vida muito altos ou sobreviventes ao tempo de integração total, região em cinza
nos mapas, e as órbitas em regiões de ilhas de estabilidade, em branco nos mapas, que possuem
tempos de vida altos em relação a toda a sua vizinhança. Desta forma, é possível observar
o comportamento geral de todo o mapa, pois sendo essas regiões identificadas e separadas é
possível observar o comportamento das demais regiões.

A análise das regiões em cinza nos mapas em torno dos satélites naturais, FIGURA (7.1)
e FIGURAS (B.1) e (B.2) no Anexo B, permitiu localizar diversas condições sobre as quais
as órbitas, inicialmente circulares, sobreviviam ao tempo total de integração, menos em torno
de Ariel, onde nenhuma órbita sobreviveu até o tempo total das integrações. Ainda sobre
essas regiões, as órbitas que não sobreviveram ao final da integração apresentaram durações de
vida altos em Titã, Ganimedes e Oberon, com órbitas que duraram o tempo correspondente a
aproximadamente 318 períodos orbitais desses satélites naturais em torno de seus respectivos
planetas, e nos satélites naturais Caronte, Tritão, Europa, Calisto, Ariel, Umbriel, Titânia e
Reia, que tiveram tempos máximos na faixa de 85 à 306 períodos orbitais de cada satélite,
respectivamente.

Figura 7.1: Mapas de tempos de vida em função da inclinação e semieixo maior inicial da sonda,
considerando órbitas iniciais circulares, em torno dos satélites Caronte e Reia.

(a) Caronte (b) Reia

Considerando os tempos siderais de cada satélite, presentes na TABELA (1), foi possível
obter, em escala de dias ou anos, os tempos aproximados ao quais esses dados correspondem. As
análises mostraram que, em torno de Caronte, foram obtidas órbitas estáveis com intervalos de
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duração de 6,5 à 8,0 anos. Condições de tempos de 2,9 à 19,0 anos foram obtidas para Titã. Em
torno de Tritão, foram encontrados períodos de tempo de 1,9 à 3,3 anos. Já em Europa, uma
órbita com duração de 2,7 anos foi observada, enquanto que em torno de Ganimedes tempos
orbitais na faixa de 1,4 à 9,2 anos foram registrados.

As sondas em torno de Calisto chegaram a marcar duração das órbitas de até 8,6 anos,
enquanto Ariel registrou condições entre 89,8 e 648,2 dias. As simulações em torno de Umbriel
registraram tempos entre 227,3 à 362,6 dias. As condições ao redor de Titânia permitiram
órbitas com vida de 1,7 à 7,4 anos, Já em torno de Oberon foram obtidas órbitas com tempos
entre 9,0 à 15,9 anos. Por fim, no sistema de Reia foram obtidas condições orbitais com
aproximadamente 3,4 anos. Os mapas dos demais sistemas podem ser observados nas FIGURAS
(B.1) e (B.2) presente no Anexo B. Nas demais condições orbitais iniciais, externas aos intervalos
em cinza nos mapas, foram registrados tempos máximos em Caronte de 2,3 anos, em Titã as
órbitas se concentraram entre 26 dias e quase 3 anos. Europa, Ganimedes, Calisto e Ariel
apresentaram tempos máximos de 152, 464, 1611 e 24 dias, respectivamente.

Figura 7.2: Mapas de tempos de vida para inclinação e semieixo maior inicial da sonda, considerando
órbitas iniciais circulares em torno dos satélites Titã e Ariel, considerando circular a órbita dos satélites
em torno dos Planetas.

(a) Titã (b) Ariel

Condições maiores de tempo foram registradas em Titânia e Oberon, com 276 e 1279 dias,
respectivamente. Tritão, Reia e Umbriel registraram tempos máximos de 298, 141 e 41 dias,
respectivamente. Entretanto, algumas dinâmicas apresentaram tempos de vida consideravel-
mente baixos, chegando a 27 dias para Dione, 12 para Tétis e 18 dias em torno de Encélado.
As órbitas em torno de Tétis, Proteu, Miranda e Mimas não apresentaram tempos superiores
a 4 dias. Essa diminuição nos tempos de vida evidencia a dependência do tempo de duração
das órbitas com as razões de massa µs, uma vez que razões de massa menores promoveram a
diminuição geral dos tempos de vida. Isso se deve ao fato de satélites naturais com menores
razões de massa apresentarem uma diferença entre sua massa e a massa do planeta considera-
velmente grande. Desta forma, as perturbações de terceiro corpo são fortes e o satélite natural
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não possui massa, e desta forma um campo gravitacional, suficiente para manter a sonda em
órbita por muito tempo.

As simulações permitiram observar também que, em torno dos diversos satélites naturais,
existem faixas de condições iniciais, regiões em cinza nos gráficos, em função do semieixo maior
inicial das órbitas, nas quais foram encontradas órbitas com a maior duração de tempo. Essas
faixas, em termos da razão de massa dos corpos, podem ser observadas no gráfico da FIGURA
(7.3), onde as barras verticais indicam os limites do intervalo. No gráfico da FIGURA (7.3)
os satélites naturais são identificados por letras, que correspondem aos corpos apresentados na
TABELA (5), sendo apresentados em ordem crescente de razão de massa.

Figura 7.3: Gráfico das faixas de maiores tempos de vida das órbitas, em função do semieixo maior
inicial. Os satélites naturais associados as letras podem ser identificados na TABELA (5).

A análise do gráfico, juntamente com os mapeamentos, apresentados nas FIGURAS (7.1),
(7.2) e FIGURAS (B.1) e (B.2) no Anexo B, mostram que a medida que a razão de massa do
satélite natural aumenta pode ocorrer um pequeno alargamento do intervalo de semieixo maior
inicial onde são localizadas as condições com as órbitas com a maior duração.
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Tabela 5: Satélites naturais presentes no gráfico da FIGURA (7.3)

Satélite Natural Satélite Natural

A Mimas J Europa

B Encélado K Oberon

C Proteu L Titânia

D Miranda M Calisto

E Tétis N Ganimedes

F Dione O Tritão

G Reia P Titã

H Umbriel Q Caronte

I Ariel

Mostra-se também que, em termos do raio equatorial desses satélites, os corpos com razões
de massa maiores apresentam essas faixas mais afastadas do satélites natural. Isso se deve ao
fato de que para os corpos com menor razão, por exemplo entre A e D, devido a forte perturbação
gravitacional do terceiro corpo, as sondas necessitam serem implementadas próximas ao satélite
natural, para que o campo gravitacional do mesmo possa mante-lá. Já os satélites com razões de
massa maiores, como exemplo N, O e P que correspondem a Ganimedes, Tritão e Titã, possuem
maior massa e uma região maior sobre a ação de seu campo gravitacional, o que permite que as
sondas implementadas em altitudes maiores possam ser mantidas, mesmo com as perturbações
de terceiro corpo.

7.2 Estudo de órbitas iniciais circulares e excêntricas em torno dos satélites naturais.

A seguir, faremos um estudo detalhado da duração de órbitas em torno de luas do Sistema
Solar. Os resultados das simulações em torno dos satélite naturais nessa seção foram reunidos
de modo a manter na mesma subseção os satélites naturais com a mesma ordem da razão
de massa, sendo possível assim encontrar satélites de sistemas diferentes no mesmo subgrupo.
Além de mapear as órbitas em torno desses corpos, o objetivo dessa abordagem foi investigar
como as perturbações de terceiro corpo se apresentam de acordo com a ordem da razão de
massa.

7.2.1 Caronte.

De modo geral, nas simulações em torno de Caronte, FIGURA (7.4) e FIGURA (B.3) no
Anexo B, para todas os valores de a0 considerados foi observado que os maiores tempos de vida
encontram-se nas regiões de menores valores de I0 e e0, devido a menor influência da ressonância
Kozai e da perturbação de tercceiro corpo nessas órbitas, com exceções para os casos de a0 =

3, 4 e 5 Rs, onde foram encontradas ilhas de estabilidades em regiões de altas inclinações e/ou
excentricidades iniciais. Entretanto, o comportamento geral é mantido. Nas simulações com
a0 = 4 e 5 Rs, condições com altos tempos e sobrevivência ao tempo total de integração foram
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encontradas, nas regiões baixas de I0 e e0. Para o semieixo maior inicial a0 = 5Rs, o mapa
perde um pouco o comportamento dos resultados.

Figura 7.4: Mapa de tempos de vida em função de I0 e e0 da órbita da sonda em torno de Caronte
para diferentes valores de semieixo maior inicial da sonda, sendo Rs o raio equatorial de Caronte. A
duração das órbitas é expressa em períodos orbitais do satélite natural em torno do planeta, sobre uma
escala logarítima de base 10.

(a) a0 = 3, 0Rs (b) a0 = 4, 0Rs

De modo geral, no intervalo das simulações para o semieixo maior inicial entre 2, 0 e 5, 0,
os maiores tempos de vida registrados foram 100, 46, 76 e 94 dias, respectivamente, para as
regiões externas as ilhas de estabilidade. Já as órbitas nas regiões das ilhas obtidas apresentam
tempos de 76 e 343 dias para os casos de a0 = 3,0 e 4,0 Rs, e até 2949 dias nas simulações para
a0 = 5,0 Rs.

7.2.2 Titã e Tritão.

Nas simulações ao redor de Titã, FIGURA (7.5) e FIGURA (B.3) no Anexo B, para todos
os semieixos maiores iniciais simulados os mapas mantiveram o comportamento, apresentando
um aumento na vida das órbitas a medida que I0 e e0 diminuem. Como já mencionado, tanto
em torno de Caronte como em torno de Titã e Tritão, os efeitos relacionados a inclinação se
devem ao efeito Kozai. Já quando as órbitas iniciais mais elípticas possuem menores tempos,
se deve ao fato dessas órbitas apresentarem um apoapsis mais próximo do terceiro corpo, o que
faz com que seja mais perturbada, além disso, a proximidade de seu periapsis com o satélite
natural favorece a colisão.

Para as simulações considerando a0 = 5,0 Rs há uma região de altos tempos e sobrevivência
ao tempo de integração total para baixos valores de I0 e e0, devido aos mesmos fatores descritos
para as órbitas em torno de Titã e Tritão, sendo encontradas, nessa região, órbitas com até
861 dias. De modo geral, não foram registradas ilhas de estabilidade e os tempos máximos
observados foram de cerca de 735, 64, 110 e 118 dias, respectivamente, para os semieixos
maiores inicias simulados entre 2, 0 e 5, 0Rs.
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Figura 7.5: Mapa de tempos de vida em função de I0 e e0 da órbita da sonda em torno de Titã para
diferentes valores de semieixo maior inicial da sonda.

(a) a0 = 3, 0Rs (b) a0 = 5, 0Rs

Os resultados das simulações em torno de Tritão, FIGURA (7.6) e FIGURA (B.4) no Anexo
B, mantém o comportamento para I0 e e0, ao menos para os casos de a0 = 2, 3 e 4 Rs. Nas
simulações com a0 = 3, 4 e 5 Rs foram encontradas ilhas de estabilidade, destacando as ilhas
em a0 = 3,0 Rs, que, encontram-se em regiões de órbitas iniciais quase circulares mas, que
estende-se até as altas inclinações.

Figura 7.6: Mapa de tempos de vida em função de I0 e e0 da órbita da sonda em torno de Tritão para
diferentes valores de semieixo maior inicial da sonda.

(a) a0 = 3, 0Rs (b) a0 = 4, 0Rs

Já as órbitas das ilhas para a0 = 4,0 e 5,0 Rs estão localizadas em inclinações baixas,
entretanto, são bem excêntricas. Condições com altos tempos e sobreviventes ao tempo de
integração também foram observados nas simulações com a0 = 4,0 e 5,0 Rs. Considerando
apenas as regiões fora das ilhas, os tempos de vida máximos registrados foram de cerca de
75, 34, 22 e 110 dias, respectivamente para os semieixos iniciais entre 2, 0 e 5, 0Rs. Sobre as
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regiões de ilhas, para a condição de a0 = 3,0 Rs, os tempos observados foram entre 34 e 43 dias.
Entretanto, em altitudes maiores, a0 = 5,0 Rs, os tempos encontram-se na faixa de 1 à 5 anos.

7.2.3 Ariel, Calisto, Europa, Ganimedes, Oberon, Titânia e Umbriel.

Considerando que as investigações foram concentradas nos sistemas com a mesma ordem de
razão de massa, a presente subseção apresentará os resultados obtidos em torno dos satélites
naturais com razão de massa da ordem de 10−5.

O estudo em torno de Calisto, FIGURA (7.7)(a) e FIGURA (B.5) no Anexo B, mostrou
que os mapas de tempos de vida mantiveram o comportamento já observado para I0 e e0.
Nos mapas obtidos não foram encontradas ilhas de estabilidade, apenas uma região com altos
tempos de vida e regiões de sobrevivência ao tempo de integração para a0 = 5,0 Rs. Entretanto,
os resultados mostram a perda precoce, por colisão ou ejeção, das órbitas implementadas com
excentricidade inicial e0 = 0, 5. No conjunto das simulações, no intervalo de a0 de 2, 0 a 5, 0, as
órbitas com maiores tempos de vida apresentaram tempos de aproximadamente 795, 387, 235
e 130 dias, respectivamente.

Figura 7.7: Mapas de tempos de vida em função de I0 e e0 da órbita da sonda em torno de Calisto e
Europa para o semieixo maior da sonda a0 = 3, 0Rs.

(a) Calisto - a0 = 3, 0Rs (b) Europa - a0 = 3, 0Rs

A dinâmica em torno de Europa, FIGURA (7.7)(b) e FIGURA (B.5) no Anexo B, permitiu
a criação de mapas que mantiveram o aumento nos tempos para cada condição de I0 e e0,
sendo esse comportamento melhor observado para as condições a0 = 2,0 e 3,0 Rs, embora seja
possível ver o regime também nas demais condições de a0. Na região com a0 = 2,0 Rs, assim
como outros sistemas, as órbitas para e0 = 0, 5 foram ejetadas ou colidiram com a lua assim que
implementadas, registrando tempos muito inferiores a 15% de um período orbital de Europa.
Pequenas faixas de ilhas foram observadas para a0 = 3,0 e 4,0Rs. E apenas nas condições de
semieixo inicial mais externa, 4,0 e 5,0 Rs, foram registradas órbitas sobreviventes ao tempo
total de integração. De modo geral, os tempos de vida das órbitas chegaram a valores de cerca
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de 38 e 29 dias para as duas simulações com semieixos mais baixos e faixas entre 31 à 1246 dias
para 4Rs e 46 à 346 dias para 5Rs.

Os mapas ao redor de Ganimedes, FIGURA (7.8)(a) e FIGURA (B.6) no Anexo B, man-
tiveram os comportamentos observados para a inclinação e excentricidade inicial em todas as
condições de semieixos maiores simuladas. Foram encontradas condições de sobrevivência ao
tempo total de integração em valores de semieixo maior inicial iguais a 4,0 e 5,0 Rs. Os maiores
tempos de vida encontrados foram 116, 87, 83 e 113 dias, respectivamente, para cada valor
de semieixo maior inicial simulado. Nas regiões em destaque, intervalos em cinza nos gráficos,
podem ser encontradas também órbitas com tempos de até 659 e 3107 dias para os valores de
4,0 e 5,0Rs.

Figura 7.8: Mapas de tempos de vida em função de I0 e e0 da órbita da sonda em torno de Ganimedes
e Oberon para diferentes valores de semieixo maior inicial da sonda.

(a) a0 = 4, 0Rs (b) a0 = 4, 0Rs

Em Oberon, FIGURA (7.8)(b) e FIGURA (B.6) no Anexo B, os comportamentos para I0 e
e0 são mantidos em todas as simulações. Não foram localizadas ilhas de estabilidade em altas
inclinações ou excentricidades e apenas em a0 = 5Rs existem condições de sobrevivência ao
tempo total de integração. As órbitas com e0 = 0, 5, para a0 = 2Rs, colidiram ou ejetaram
do sistema em tempos muito menores do que 15% de um período orbital do satélite natural
Oberon. Os tempos máximos de vida observados foram de 447, 213, 172 e 941 dias, para os
semieixos maiores iniciais de 2,0 à 5, 0Rs. Nas órbitas em Umbriel, o bom comportamento dos
resultados é melhor visto para as condições de a0 = 2, 0Rs e 3, 0Rs. Entretanto, são encontradas
condições de sobrevivência ao tempo de integração para o caso a0 = 4, 0Rs. Os maiores tempos
de vida registraram 32, 26, 631 e 207 dias, respectivamente, para cada faixa de semieixo maior
simulado. Também foram obtidos resultados para Titânia e Ariel. Todos os mapas descritos
foram catalogados nas FIGURAS (B.3) à (B.7) no Anexo B.
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7.2.4 Encélado, Miranda e Proteu.

As órbitas em torno de Encélado, Miranda e Proteu, FIGURA (7.9) e FIGURAS (B.9) e
(B.10) no Anexo B, apresentam um comportamento diferente para I0 e e0.

Diferentemente dos sistemas considerados anteriormente essas luas mantiveram os maiores
tempos de vida em baixas inclinações e excentricidades iniciais apenas para o caso de a0 = 2Rs,
onde são observadas ilhas e regiões de sobrevivência ao tempo total de integração, além de
tempos de vida de 337, 618 e 317 dias para essas luas, respectivamente, como mostra a FIGURA
(7.9) e FIGURAS (B.9) e (B.10) no Anexo B.

Figura 7.9: Mapas de tempos de vida em função de I0 e e0 da órbita da sonda em torno de Encélado
e Miranda para diferentes valores de semieixo maior inicial da sonda.

(a) Encélado - a0 = 2.0Rs (b) Encélado - a0 = 3.0Rs

(c) Miranda - a0 = 2.0Rs (d) Miranda - a0 = 3.0Rs

Nessas luas e condições simuladas as órbitas com excentricidade de 0, 5 também apresen-
taram alta instabilidade, gerando órbitas com tempos bem abaixo do que 15% de um período
orbital dos satélites naturais. Para as simulações com semieixos maiores iniciais mais altos foi
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observado a inversão do comportamento. Os maiores tempos de vida não são observados nas
regiões de baixa inclinação e excentricidade iniciais. Assim, para os mapas de a0 = 3, 4 e 5 Rs,
as órbitas de maiores tempos encontram-se em regiões de altas inclinações e/ou excentricidades
iniciais. Entretanto, seus tempos de vida não são altos, não ultrapassando 30 dias em Encé-
lado, por exemplo. Embora as verificações dessas órbitas tenham mostrado que, grande parte
das condições iniciais para órbitas mais circulares levam a colisão da sonda com os satélites
naturais, o comportamento localizado nessas regiões de razão de massa pode ser explicado pela
alta perturbação proveniente do terceiro corpo. Sendo assim, apenas mais uma unidade de
raio dos satélites, para o semieixo maior inicial da órbita, é suficiente, nesses casos, para que a
perturbação do terceiro corpo perturbe a órbita a ponto de derrubá-la.

7.2.5 Dione, Reia e Tétis.

As simulações em torno de Reia e Dione, FIGURAS (7.10) e FIGURAS (B.8) e (B.9)
no Anexo B, mantiveram o comportamento geral observado, apresentando as órbitas com os
maiores tempos em condições iniciais mais circulares e menos inclinadas. Os mapas obtidos
em torno de Tétis apresentaram o mesmo comportamento observado em Encélado, Miranda
e Proteu. Os mapas de todos as condições simuladas encontra-se no Anexo B e na FIGURA
(7.10).

Figura 7.10: Mapa de tempos de vida em função de I0 e e0 da órbita da sonda em torno de Dione e
Reia para diferentes valores de semieixo maior inicial da sonda.

(a) Dione - a0 = 2, 0Rs (b) Reia - a0 = 2, 0Rs
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Figura 7.11: Mapa de tempos de vida em função de I0 e e0 da órbita da sonda em torno de Tétis para
diferentes valores de semieixo maior inicial da sonda.

(a) Tétis - a0 = 2, 0Rs (b) Tétis - a0 = 3, 0Rs

7.2.6 Mimas.

Os resultados das simulações em Mimas, FIGURA (B.11) no Anexo B, ao menos para os
valores de a0 simulados, apresentaram comportamentos diferentes dos observados nos sistemas
com maiores razões de massa. Nota-se que a medida que as órbitas iniciais ganham altitude,
as melhores condições de tempo encontram-se nas condições de altas inclinações e/ou excentri-
cidades. Foram observadas pequenas ilhas de estabilidade. Entretanto, em todas as simulações
os tempos de vida das órbitas não ultrapassaram 2, 5 dias. No caso de Minas, devido a razão
de massa da ordem de 10−8 os comportamentos podem ser explicados pela alta perturbação
promovida pelo terceiro corpo.

7.3 Estudo da influência da excentricidade dos satélites naturais nas órbitas das sondas.

Visando observar os efeitos devido a excentricidade da órbita do satélite natural em torno
de seu respectivo planeta foram realizadas simulações considerando o valor dessas excentrici-
dades. O objetivo desse estudo foi investigar se o valor real das excentricidades das órbitas
dos satélites naturais em torno de seus planetas promoveria uma perturbação de terceiro corpo
capaz de modificar os comportamentos dos mapas de tempos de vida observados para a sonda
em torno de cada satélite natural. Sendo assim, não foram realizadas simulações considerando
valores diferentes, maiores ou menores, do que os correspondentes a excentricidade real de cada
satélite natural. Deste modo, a grade dessas simulações considerou os mesmos intervalos das
condições simuladas nas seções anteriores do presente capítulo, alterando apenas o valor da
excentricidade da órbita do satélite natural em torno do corpo perturbador, o planeta. Os
resultados observados estão presentes na FIGURA (7.12) e FIGURAS (B.1) a (B.11) no Anexo
B, em termos do períodos orbitais do satélite natural em torno dos planetas sobre uma escala
logarítmica de base 10.
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Figura 7.12: Mapas de tempos de vida para as condições iniciais de inclinação e semieixo maior para
a sonda em torno de Caronte e Calisto, considerando o satélite natural em uma órbita circular e com
suas respectivas excentricidade.

(a) Caronte e = 0.0 (b) Caronte e = 0.0022

(c) Calisto e = 0.0 (d) Calisto e = 0.0074

Comparando os resultados obtidos nas simulações considerando a excentricidade real dos
satélites naturais com os mapas considerando essas órbitas como sendo circulares, observou-
se que o comportamento geral dos mapas foi mantido em ambas condições mostrando que o
modelo, considerando tais órbitas como circulares, descreve bem o comportamento das órbitas
da sonda em torno dos satélites naturais. Mesmo sobre as regiões de altos tempos de vida,
regiões em cinza nos gráficos, o comportamento foi mantido para grande parte dos resultados.
Para uma maior validação dos resultado, foi obtida a diferença entre os dois tipos de sistemas
simulados, com órbitas circulares e excêntricas para os satélites naturais, considerando que
as diferenças positivas indicam um ganho no tempo para as órbitas das sondas em torno dos
satélites considerando suas excentricidades e diferenças negativas correspondem a perdas de
tempo de vida das órbitas da sonda considerando o modelo que leva em conta a excentricidade
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dos satélites naturais. Em uma visão geral, os ganhos ou perdas dos tempos de vida das órbitas
foram relativamente pequenos, não chegando em muitos casos, a duração de 15% de um período
orbital dos satélites naturais considerados. Entretanto, condições pontuais apresentaram ganhos
e perdas significativas em suas órbitas. As condições mais significativas são listadas na Tabela
(11) no Anexo B, sendo que os satélites naturais Oberon, Ganimedes e Titã apresentaram o
maior número de órbitas com altos ganhos e perdas nos tempos de vida das órbitas, considerando
a diferença entre o modelo onde a órbita dos satélites naturais em torno dos planetas são circular
e o modelo que considera a excentricidade real dessas luas.
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8 Mapeamento da estabilidade de órbitas perturbadas

pelo terceiro corpo em torno de satélites naturais com

razão de massa da ordem de 10−1 e 10−2.

Visando continuar os estudos dos efeitos de um corpo perturbador sobre a órbita de uma sonda em torno de um
satélite natural, foram realizadas simulações considerando o intervalo de razão de massa, µs, na faixa da ordem
de 10−1 e 10−2. Para esse estudo foi utilizado como padrão a razão de massa e a densidade do satélite natural
Caronte, pois, esse satélite natural tem sua razão de massa da ordem do intervalo de estudo. Assim, o intervalo da
razão de massa escolhido, como mostra o esquema da FIGURA (8.1), foi entre 0, 2 µCaronte ≤ µs ≤ 1, 6 µCaronte

com passo de 0, 2 µCaronte. Os raios equatoriais são determinadados pela razão de massa e pela densidade dos
corpos. Os sistemas considerados levaram em conta a densidade de Caronte para determinar os raios de cada
um deles, pelos mesmos motivos que a razão de massa foi escolhida.

Figura 8.1: Esquema do intervalo de razão de massa da ordem de 10−1 e 10−2 considerado nas
simulações, enfatizando o satélite natural que faz parte da faixa de simulações.

As simulações realizadas foram reunidas em três blocos de estudos. Inicialmente foram realizadas simulações
em função da inclinação e semi-eixo maior inicial da sonda, em torno do satélite natural, buscando estudar como
as órbitas com essas condições iniciais se comportavam devido a perturbação de um terceiro corpo no sistema,
sendo considerado que as órbitas iniciais das sondas eram circulares. Posteriormente, para regiões específicas
de a0 da sonda, foram simuladas condições iniciais de inclinação e excentricidade. Finalizando o estudo desse
conjunto de razões de massa, foi investigado o argumento do pericentro, ω0, e a lonquitude do nodo inicial, Ω0,
das órbitas das sondas. Todas as simulações foram realizadas para o tempo de integração determinado, que
corresponde, aproximadamente, a 477 períodos orbitais do satélite natural em torno do corpo perturbador, e
mantido que a órbita do satélite natural em torno do perturbador seja circular e de raio unitário.

8.0.1 Estudo de I0 e a0

Nesse primeiro bloco de estudos foi considerado que as órbitas das sondas em torno dos satélites naturais
seram implementadas com excentricidade inicial, e0, igual a zero, pois, essas órbitas tendem a produzirem,
nos primeiros momentos, órbitas com uma mesma altitude, o que podem favorecer determinadas missões e
observações. Assim, as simulações foram realizadas para o intervalo de inclinação inicial de [60, 0 − 85, 0]◦,
seguindo o mesmo interesse das simulações do capítulo anterior de investigar regiões com efeito Kozai e que
também contenham órbitas quase polares, e semi-eixo maior inicial entre 1, 5Rs ≤ a0 ≤ 10, 5Rs, onde Rs é
o raio equatorial do corpo orbitado, visando com isso investigar as mais diversas altitudes. Sendo a grade de
simulação realizada para todo o intervalo de razão de massa de 0, 2µCaronte ≤ µs ≤ 1, 6µCaronte com passo de
0, 2µCaronte. Os mapas, em função de I0 e a0, da sonda, são apresentados nas FIGURAS (8.2) no texto e na
FIGURA (C.1) no Anexo C, onde os tempos de vida são expressos em período orbital do satélite natural sobre
uma escala logarítimica de base 10.
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Tabela 6: Tabela contendo os tempos máximos obtidos nas regiões de maior estabilidade, regiões em
cinza, para os mapas no intervalo de 10µT itan ≤ µs ≤ 30µTitan, FIGURA (C.1) no Anexo C em termos
de períodos orbitais dos satélites naturais.

Razão de Massa µs T

0, 2µCaronte 127

0, 4µCaronte 59

0, 6µCaronte 455

0, 8µCaronte 148

1, 0µCaronte 436

1, 2µCaronte 402

1, 4µCaronte 307

1, 6µCaronte 205

Os resultados mostram que, para todo o intervalo de 0, 2µCaronte ≤ µs ≤ 1, 6µCaronte simulado, os mapas
apresentam um comportamento similar, onde próximo a região para a0 entre 3, 5Rs e 6, 0Rs, e em alguns casos
6, 5Rs, foram encontradas condições orbitais sobreviventes ao tempo total de integração e as condições, que
resultaram em colisões ou ejeções, com os maiores tempos de vida das órbitas. Essa região está representada
em cinza nos gráficos das FIGURAS (8.2) e (C.1). Os maiores tempos de vida das órbitas, presentes nessa
região, são de órbitas que foram ejetadas ou colidiram com o satélite natural entre 59 e 455 períodos do satélite
natural, dependendo do satélite natural orbitado. Esses tempos obtidos para cada satélite natural podem ser
melhor observados na TABELA (6).

Figura 8.2: Mapa de tempos de vida das órbitas em função da inclinação inicial, I0, e semi-eixo maior
inicial, a0, da sonda em torno de um satélite natural com razão de massa µs = 0, 2µCaronte e raio
equatorial Rs = 1, 803326× 10−2. Considerando as órbitas iniciais da sonda circulares, logo e0 = 0, 0.

De modo geral, as demais condições iniciais orbitais simuladas, externas as regiões em cinza, apresentaram
o comportamento de registrar os melhores tempos de vida das órbitas nas regiões de menor inclinação e semi-
eixo maior inicial. Assim como no caso dos satélites naturais clássicos, o comportamento observado para todo o
intervalo de razão de massa simulado está relacionado ao fato de que o efeito Kozai tende a ser mais forte a medida
que as órbitas são mais inclinadas. Deste modo, as órbitas iniciais com menor inclinação sentem menos o efeito e
assim favorecendo a permanência da sonda por mais tempo. Do mesmo modo, o comportamento observado para
o semi-eixo maior está relacionado a altitude de implementação dessas órbitas pois, órbitas iniciais mais altas
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tendem a sentir mais as ações de terceiro corpo, devido a proximidade com o corpo perturbador, promovendo
maiores variações nas órbitas, levando a colisão ou ejeção em um menor tempo. Esse comportamento é evidente
nos mapas das FIGURAS (8.2) no texto e na FIGURA (C.1) no Anexo C. Considerando as razões de massa
simuladas, no intervalo de 0, 2µCaronte ≤ µs ≤ 1, 6µCaronte, e as condições iniciais propostas, os maiores tempos
de vida registrados nessas regiões encontraram-se na faixa de 25 à 127 períodos orbitais, dependendo do sistema
escolhido.

8.0.2 Estudo de I0 e e0

Para observar o comportamento devido a escolha da excentricidade inicial da sonda, e0, frente as pertur-
bações de um terceiro corpo, foram realizados estudos considerando determinadas condições para o semi-eixo
maior inicial, a0, entre 2, 0 e 6, 0Rs, visando as regiões mais próximas do satélite e faixas dentro do intervalo de
maiores tempos de vida observados na investigação anterior em função de I0 e a0, permitindo assim varrer uma
faixa de inclinação e excentricidade iniciais de [60 : 85]◦ com passo de 2.5◦ para I0 e [0, 0 : 0, 5] com passo de
[0, 01] para e0. Mantendo, para as órbitas iniciais excêntricas, ω0, Ω0 e M0 fixos e iguais a zero, as simulações
foram feitas para todas as condições do intervalo de razões de massa e os resultados são expressos nos mapas
das FIGURAS (8.3) à (8.6) no texto e nas FIGURAS (C.1) à (C.3) no Anexo C.

Para as simulações com a0 = 2, 0Rs, para a órbita da sonda, os mapas obtidos, FIGURAS (8.3) e (C.1),
apresentaram um bom comportamento quanto ao aumento dos tempos de vida à medida que I0 e e0 diminuem.
Os resultados mostraram que, a medida que as razões de massa aumentam, em todo o intervalo, a duração das
órbitas, em termos do período orbital dos satélites naturais, também aumentam. Os tempos máximos obtidos
para as órbitas em torno de cada satélite natural encontram-se no intervalo de 13 a 17 revoluções do satélite
natural, como mostram os mapas de tempos de vida. O valor de 15 períodos orbitais do satélite corresponde ao
valor máximo obtido em torno de Caronte considerando as perturbações de Plutão. O mapa da FIGURA (8.3)
apresenta os resultados para um satélite natural com razão de massa µs = 0, 2µCaronte.

Figura 8.3: Mapa de tempos de vida em função de I0 e e0 da órbita da sonda em torno de um satélite
natural com µs = 0, 2µCaronte e raio equatorial Rs = 1, 803326× 10−2.

(a) a0 = 2, 0Rs

Não foram obtidas ilhas de estabilidade e, em algumas condições, as órbitas obtidas ao longo de e0 = 0, 50

apresentaram tempos muito menores do que 15% de um período orbital dos satélites naturais simulados. As
simulações considerando o semi-eixo maior inicial a0 = 3, 0Rs, FIGURAS (8.4) no texto e FIGURAS (C.1) e
(C.2) no Anexo C, também apresentaram um bom comportamento, como nos casos anteriores. Porém, foram
observadas ilhas de estabilidade, registradas em branco, nos mapas de todos os sistemas simulados, FIGURAS
(8.4) no texto e FIGURAS (C.1) e (C.2) no Anexo C. Nas regiões externas as ilhas, os tempos máximos obtidos
encontraram-se na faixa de duração entre 5 a 7 períodos orbitais dos satélites naturais, que são valores abaixo
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dos encontrados nas simulações para o semi-eixo maior inicial a0 = 2, 0Rs. Embora os valores dos tempos de
vida observados, em cada sistema, tenham sido próximos, as ilhas obtidas em torno de cada satélite natural
foram encontradas em diferentes regiões no intervalo de [0, 00 : 0, 05] para a excentricidade inicial, ao longo de
diversas inclinações simuladas. Os tempos nessas ilhas chegaram a valores máximos de duração no intervalo
de 8 a 14 períodos dos satélites naturais, como pode ser visto nos mapas das FIGURAS (8.4)(b) no texto e
FIGURAS (C.1) e (C.2) no Anexo C.

Figura 8.4: Mapas de tempos de vida e ilhas de estabilidade em função de I0 e e0 da órbita da
sonda, para a0 = 3, 0Rs, em torno de um satélite natural com µs = 0, 2µCaronte e raio equatorial
Rs = 1, 803326× 10−2

(a) a0 = 3, 0Rs (b) Ilha µs = 0, 2µCaronte e a0 = 3, 0Rs

Figura 8.5: Mapa de tempos de vida e ilhas de estabilidade em função de I0 e e0 da órbita da
sonda, para a0 = 4, 0Rs, em torno de um satélite natural com µs = 0, 2µCaronte e raio equatorial
Rs = 1, 803326× 10−2.

(a) µs = 0, 2µCaronte e a0 = 4, 0Rs (b) Ilha I
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Figura 8.6: Ilhas de estabilidade em função de I0 e e0 da órbita da sonda, para a0 = 4, 0Rs, em torno
de um satélite natural com µs = 0, 2µCaronte e raio equatorial Rs = 1, 803326× 10−2.

(a) Ilha II (b) Ilha III

(c) Ilha IV

Aumentando o semi-eixo maior inicial para a0 = 4, 0Rs os mapas de tempos de vida mantiveram o com-
portamento para I0 e e0. Entretanto, condições inicias para e0 em um intervalo de [0, 00 : 0, 20] para baixas
inclinações, em torno de [60, 0◦ : 65, 0◦], mostraram algumas órbitas sobreviventes ao tempo total de integração.
Esse comportamento foi observado em todas as razões de massa simuladas.

Entre as órbitas iniciais desse conjunto também foram identificadas ilhas de estabilidade, registradas em
branco nos mapas das FIGURAS (8.5) e (8.6) no texto e FIGURAS (C.2) e (C.3) no Anexo C. Os satélites
naturais, determinados pelas razões de massa µs, apresentaram quantidades e localizações diferentes para essas
ilhas de estabilidade. Entre as condições externas a essas ilhas, os maiores tempos encontrados correspondem a
aproximadamente 3 períodos orbitais do satélite natural, com exceção do primeiro sistema, µs = 0, 20µCaronte,
que apresentou órbitas com duração de até 13 períodos do satélite genérico. Já as ilhas observadas apresentaram
diferentes valores para os tempos de vida das órbitas. Os resultados para as simulações com semi-eixo inicial
igual a 5Rs mantiveram o comportamento para I0 e e0 como observado nas outras condições apresentadas e
também apresentaram regiões de sobrevivência das órbitas ao tempo total de integração e ilhas de estabilidade.

Como já mencionado, e reforçado no estudo do intervalo de razão de massa, embora existam regiões de
sobrevivencia ao tempo total de integração ou ilhas de estabilidade, o comportamento geral observado no
intervalo de razão de massa foi o de registrar órbitas com maiores tempos de vida nas regiões de baixa inclinação
e excentricidade. Esses efeitos estão relacionados as intensidades experimentadas pelo efeito Kozai, na variável
da inclinação, e ao fato das órbitas iniciais mais elípticas apresentarem um apoapsis mais próximo do terceiro
corpo, produzindo assim uma maior perturbação. Além disso, a proximidade de seu periapsis com o satélite
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natural favorece a colisão.

8.0.3 Estudo do ω0 e Ω0

Posteriormente ao estudo e mapeamento das órbitas em função da inclinação, excentricidade e semi-eixo
maior iniciais, as simulações passaram a investigar o efeito sobre os tempos de vida devido a escolha do argumento
do pericentro, ω0, e longitude do nodo, Ω0, iniciais. Para tal fim, foram realizadas simulações em torno do
satélite natural com µs = 0, 2µCaronte, pois é a menor razão de massa do intervalo em estudo, considerando
intervalos do semi-eixo maior inicial, a uma inclinação inicial da órbita da sonda de 65◦ e excentricidade inicial no
intervalo de [0, 1 : 0, 4], sendo que a escolha dessas condições para inclinação e excentricidade buscaram estudar
o comportamento em regiões de inclinações baixas e não englobar os extremos no intervalo da excentricidade,
que no caso da região de 0, 5 não produziram bons mapas. Essas condições foram mantidas para toda a grade
do argumento do pericentro e longuitude do nodo iniciais no intervalo de [0 : 360]◦, para ambos, com um passo
de 20◦, mantendo sempre o marco 0◦ para o valor da anomalia verdadeira. Os mapas obtidos são apresentados
nas figuras abaixo. Esses resultados permitiram observar que, para excentricidade inicial de 0, 1 e uma grade de
semi-eixos maiores iniciais entre 2, 0 e 16, 0Rs, com passo de 1, 0Rs, dois intervalos para o semi-eixo maior inicial
onde comportamentos bem demarcados são observados. Esses comportamentos encontra-se nos intervalos entre
[2, 0 : 4, 0]Rs e [7, 0 : 16, 0]Rs.

Figura 8.7: Mapa de tempos de vida em função de ω0 e Ω0 da sonda em torno de um satélite natural com
razão de massa µs = 0, 2µCaronte e raio equatorial Rs = 1, 803326 × 10−2 a uma excentricidade de e0 = 0, 1,
inclinação I0 = 65, 0◦ e semi-eixo maior inicial igual a a0 = 2, 0Rs.

As simulações considerando um semi-eixo maior inicial na faixa de [2, 0 : 4, 0]Rs mostraram que existem
regiões para o argumento do pericentro ω0 e longitude do nodo Ω0 iniciais dispostos nos mapas em várias faixas
verticais, que promovem órbitas com maiores tempos de vida. Para a0 = 2, 0Rs, em termos do argumento do
pericentro inicial, essas regiões estão limitadas a faixa de [80 − 160]◦ e [280 − 340]◦, para todo o intervalo de
[0 : 360]◦ para Ω0. A medida que o semi-eixo maior inicial cresce, até o valor de a0 = 4, 0Rs, as regiões verticais
são mantidas, havendo um leve extreitamento da região a cada aumento do semi-eixo maior inicial, como mostra
as FIGURA (8.7) no texto e FIGURA (C.4) no Anexo C. Os tempos de vida das órbitas obtidos, no intervalo de
a0 entre [2, 0 : 4, 0]Rs com passo de 1, 0Rs, registraram órbitas da sonda com duração de até 11, 7 e 5 períodos
do satélite natural em torno do perturbador, respectivamente. Os maiores tempos encontram-se em ilhas dentro
das faixas verticais. Esses resultados mostram que para o presente intervalo, até 4, 0Rs para o semi-eixo maior,
há uma maior influência do valor do argumento do pericentro inicial da órbita da sonda. Dessa forma, para
órbitas mais próximas ao satélite natural existem um desequilíbrio em relação a escolha de ω0 e Ω0, pois ainda
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que o valor da longitude do nodo não apresente muita diferença nos tempos de vida, uma boa escolha para o
argumento do pericentro pode promover ganhos consideráveis.

As simulações para os semi-eixo maiores iniciais na faixa de 7, 0Rs a 16, 0Rs com passo de 1, 0Rs, FIGURA
(8.8)(b) no texto e FIGURA (C.4) no Anexo C, mostram uma mudança de comportamento das regiões de
maiores tempos de vida, em função da escolha de ω0 e Ω0 da sonda. Nessas condições para a0 as faixas
contendo os maiores tempos de vida encontram-se em faixas inclinadas, como mostra os mapas das FIGURA
(8.8)(b) no texto e FIGURA (C.4) no Anexo C. Esses comportamentos mostram que para regiões mais altas, as
quais estão sujeitas a maior perturbação do terceiro corpo, existe um equilíbrio entre a escolha do argumento
do pericentro e a longitude do nodo inicial, não havendo uma dominância de apenas um dos elementos órbitais.
Dessa forma, para que sejam obtidas órbitas com melhores tempos de vida, uma filtragem, para permitir uma
boa escolha, deve ser feita, buscando encontrar os valores para ω0 e Ω0 que promovam esse equilíbrio, e assim
as melhores órbitas.

Figura 8.8: Mapas de tempos de vida em função de ω0 e Ω0 da sonda em torno de um satélite natural com
razão de massa µs = 0, 2µCaronte e raio equatorial Rs = 1, 803326 × 10−2 a uma excentricidade de e0 = 0, 1,
inclinação I0 = 65, 0◦ e semi-eixo maior inicial igual a a0 = 5, 0Rs e a0 = 7, 0Rs,

(a) a0 = 5, 0Rs (b) a0 = 7, 0Rs

Considerando que, a medida que o semi-eixo maior inicial da sonda aumenta os tempos de vida, de forma
geral, diminuem os tempos de vida as órbitas, nesse intervalo, chegaram a durar até, aproximadamente, 9

revoluções do satélite natural em torno do perturbador para o semi-eixo maior inicial de 7, 0Rs e valores entre 1

e 3 períodos orbitais do satélite, para os demais valores de semi-eixo maior, respectivamente. Isso se deve ao fato
das órbitas mais altas serem mais perturbadas pelo terceiro corpo e, mesmo iniciando mais distantes do corpo
orbitado, colide com ele mais rapidamente que as órbitas mais baixas. Os mapas para os semi-eixos maiores
iniciais iguais a a0 = 5, 0Rs e a0 = 6, 0Rs, FIGURA (8.8)(a) no texto e FIGURA (C.4) no Anexo C, mostram
regiões com ilhas de estabilidade distribuidas, sem um comportamento geral obseravado. Visando estudar os
efeitos nos mapas em função de ω0 e Ω0 da implementação da sonda em órbitas mais excêntricas, os mapas da
FIGURA (C.4)(a)-(d) apresentam as simulações realizadas para a0 = 2, 0Rs no intervalo para a excentricidade
entre 0, 1 à 0, 4 com passo de 0, 1. Os resultados mostram que, a medida que a excentricidade inicial cresce o
comportamento dos mapas é mantido havendo apenas a diminuição, de forma geral, dos tempos de vida das
órbitas. Isso se deve ao fato de órbitas mais excentricas terem um periapsis mais baixo, facilitando a colisão, e
um apoapis mais alto, favorecendo uma perturbação mais forte.
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9 Mapeamento da estabilidade de órbitas perturbadas

pelo terceiro corpo em torno de satélites naturais com

razão de massa da ordem de 10−3.
Buscando estender os estudos sobre os efeitos de um corpo perturbador sobre a órbita de uma sonda em torno
de um satélite natural ou satélite natural de interesse, foram realizadas simulações considerando diferentes
intervalos de razão de massa, µs, em uma faixa da ordem de 10−3. No conjunto de resultados foram utilizadas
as razões de massa e as densidades de Titã e Tritão pois, esses satélites naturais tem suas razões de massa da
ordem do intervalo de interesse. Sendo estabelecido os intervalos de razão de massa e o raio equatorial de cada
sistema através da escolha das densidades, foram realizados três blocos gerais de simulações para cada conjunto
de razões de massa e densidade escolhida. Inicialmente, foram estudados os efeitos da inclinação e semieixo maior
inicial da órbita das sondas, considerando órbitas iniciais circulares. Posteriormente, para regiões específicas de
a0, foram simuladas condições iniciais de inclinação e excentricidade, visando estudar os efeitos da perturbação
de terceiro corpo em órbitas iniciais excêntricas. O estudo foi finalizado com o mapeamento do comportamento
devido a escolha do argumento do pericentro e a longitude do nodo inicial das órbitas excêntricas das sondas,
buscando determinar as melhores condições e os comportamentos observados.

9.1 Sistemas com razão de massa da ordem de 10−3 - Densidade de Titã.

Para o presente bloco de simulações foi considerado o intervalo para a razão de massa de 5µTitan ≤ µs ≤
30µTitan com passo de 5µTitan, sendo os raios dos satélites naturais determinados considerando a densidade
do satélite natural Titã. Nas simulações para I0 e a0 da sonda, as grades de simulações para as condições
iniciais da sonda em torno dos sistemas genéricos foram adotadas considerando os mesmos critérios utilizados
nas simulações anteriores para as órbitas iniciais circulares. Sendo assim, um intervalo de [60, 0 − 85, 0]◦ para
a inclinação e semieixo maior entre 1, 5Rs ≤ a0 ≤ 10, 5Rs, onde Rs é o raio equatorial do corpo orbitado,
escolhidos.

9.1.1 Estudo de I0 e a0

Os resultados considerando um sistema com razão de massa de µs = 5µTitan mostram que existe uma região
com sobrevivência das órbitas ao tempo total de integração e/ou tempos de vida altos, gerando órbitas com
duração entre 140 e 401 períodos orbitais do satélite natural em torno do perturbador. Essa região, mostrada
em cinza no mapa da FIGURA (9.1), encontra-se no regime de órbitas iniciais circulares com I0 entre 60◦ e
67, 5◦, para a0 compreendido no intervalo entre 4, 0Rs e 10, 5Rs.

O comportamento observado para as regiões externas a essa faixa, externa a região em cinza, mostram
que órbitas iniciais circulares com valores menores para o semieixo maior e menos inclinadas geram órbitas
com maiores tempos de vida, sendo observadas órbitas com tempos de até 75 períodos do satélite natural, que
corresponde no mapa a 1, 87 em log10. Isso ocorre porque órbitas baixas são menos perturbadas pelo terceiro
corpo e as menos inclinadas tem um menor efeito Kozai.
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Figura 9.1: Mapa de tempos de vida das órbitas em função de inclinação inicial, I0, e semieixo maior
inicial, a0, da sonda com relação a um satélite natural com razão de massa µs = 5µTitan e raio equatorial
Rs = 3.603647× 10−3, e considerando as órbitas iniciais da sonda circulares, e0 = 0, 0.

Tabela 7: Tabela contendo os tempos máximos e mínimos, em períodos do satélite natural em torno do
perturbador, obtidos nas regiões de maior estabilidade, regiões em cinza, nos mapas no intervalo de 10µTitan ≤
µs ≤ 30µTitan, FIGURA (C.5) no Anexo C.

Razão de Massa µs tmin tmx

10µTitan 107 471

15µTitan 124 359

20µTitan 86 359

25µTitan 136 392

30µTitan 87 462

Através dos tempos obtidos nas simulações para os sistemas com razão de massa entre 10µTitan ≤ µs ≤
30µTitan, com passo de 5µTitan, foi possível obter os mapas em torno de cada sistema, FIGURA (C.5) no Anexo
C. As diferenças entre os tempos de vida observados foram calculados em relação ao sistema com µs = 5µTitan.
Esses resultados mostram que, para o semieixo maior inicial entre 1, 5Rs ≤ a0 ≤ 6, 0Rs, as diferenças nos tempos
de vida em relação ao sistema µs = 5µTitan são pequenas, não utrapassando uma duração de 2 períodos orbitais
dos satélites naturais em torno dos perturbadores, ao menos para a faixa de 1, 5Rs ≤ a0 ≤ 6, 0Rs. Foram
registrados tempos máximos de vida, externos as regiões em cinza, no intervalo de 76 a 77 períodos do satélite
natural em torno do perturbador para os casos da TABELA (7). Entretanto, no intervalo 6, 0Rs ≤ a0 ≤ 10, 5Rs,
foram encontradas algumas condições que apresentaram perdas ou ganhos consideráveis de tempos de vida em
algumas condições orbitais iniciais, em comparação ao caso de µs = 5, 0µTitan. Os intervalos de duração das
órbitas não sobreviventes ao tempo total de integração, presentes nas regiões em cinza para os demais sistemas
entre 10µTitan ≤ µs ≤ 30µTitan são apresentados na TABELA (7).

9.1.2 Estudo de I0 e e0

Considerando o comportamento observado para a0 e I0 da órbita da sonda nesses sistemas, o estudo das
órbitas foi direcionado a observar o comportamento dos tempos de vida das órbitas em relação a escolha da
excentricidade inicial dessas órbitas. Mantendo, para isso, os corpos com razão de massa da ordem de 10−3 e
a mesma densidade. Nesse sentido, foram realizadas simulações levando em consideração determinados valores
para o semieixo maior inicial entre 2, 0 e 6, 0Rs e uma grade de condições iniciais para excentricidade, [0, 0 : 0, 5]

com passo de [0, 01], e inclinação, [60 : 85]◦ com passo de 5◦. Sendo mantidos os elementos ω0, Ω0 e M0 fixos e
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iguais a zero para as órbitas iniciais elípticas da sonda. Essas simulações foram realizadas para todo o intervalo
de razões de massa considerado na subseção anterior desse estudo.

Registrando tempos máximos no intervalo de 46 à 47 revoluções do satélite natural em torno do corpo per-
turbador, os mapas para as simulações considerando a0 = 2, 0Rs, FIGURA (C.5) no Anexo C, não apresentaram
ilhas ou regiões onde houveram órbitas que sobreviveram ao tempo total de integração. Devido a proximidade
dos tempos obtidos, os seis sistemas simulados no intervalo de 5µTitan ≤ µs ≤ 30µTitan, tem seus mapas de
órbitas em torno desse corpos expostos na FIGURA (C.5). Com os maiores tempos de vida nas inclinações e
excentricidades iniciais mais baixas, as órbitas em torno dos satélites naturais, considerando a0 = 3, 0Rs regis-
traram tempos máximos de vida dentro de um intervalo de 22 à 23 revoluções do satélite natural, para todas
as razões de massa analisadas. Devido a semelhança no comportamento e aos valores próximos dos resultados,
os sistemas simulados podem ser bem representados pelo mapa da FIGURA (9.2). Sendo também observado o
mapa dos demais sistemas na FIGURA (C.5) no Anexo C.

Figura 9.2: Mapa de tempos de vida em função de I0 e e0 da sonda em torno de um satélite natural com
razão de massa µs = 5µTitan, o raio equatorial Rs = 3.603647× 10−3 e um semieixo maior inicial a0 = 3, 0Rs.

Figura 9.3: Mapa de tempos de vida em função de I0 e e0 da sonda em torno de um satélite natural com
razão de massa µs = 5µTitan, raio equatorial Rs = 3.603647× 10−3 e semieixo maior inicial a0 = 5, 0Rs.

A dinâmica de todos os seis sistemas genéricos simulados, considerando o semieixo maior inicial igual
a a0 = 4, 0Rs pode ser observada no mapa da FIGURA (C.5) no Anexo C. A análise dos tempos obtidos
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e do comportamento geral observado permitiu concluir que os tempos de vida observados foram próximos,
apresentando tempos máximos de duração correspondente a 13 períodos orbitais do satélite natural e mantendo
o comportamento de órbitas mais duradouras nas regiões de menor inclinação e excentricidade inicial, pelas
razões já explicadas.

Figura 9.4: Mapa de tempos de vida em função de I0 e e0 da sonda em torno de um satélite natural com
razão de massa µs = 5µTitan, raio equatorial Rs = 3.603647× 10−3 e semieixo maior inicial a0 = 6, 0Rs.

Tabela 8: Tabela contendo as durações, mínimas e máximas, das órbitas, em períodos orbitais do satélite
natural, obtidos nas regiões de maior estabilidade, regiões em cinza, nos mapas no intervalo de 10µTitan ≤ µs ≤
30µTitan para um semieixo maior inicial a0 = 5, 0Rs, FIGURA (C.6) no Anexo C.

Razão de Massa µs tmin tmax

10µT itan 11 53

15µT itan 10 123

20µT itan 10 277

25µT itan 10 67

30µT itan 10 67

Tabela 9: Tabela contendo as durações, mínimas e máximas, das órbitas, em períodos orbitais do satélite
natural, obtidos nas regiões de maior estabilidade, nos mapas no intervalo de 10µTitan ≤ µs ≤ 30µTitan para
um semieixo maior inicial a0 = 6, 0Rs, FIGURA (C.6) no Anexo C.

Razão de Massa µs tmin tmax

10µT itan 16 276

15µT itan 16 157

20µT itan 26 68

25µT itan 46 47

30µT itan 46 353

Os resultados para as simulações considerando a0 = 5, 0Rs e 6, 0Rs, FIGURAS (9.3) e (9.4) no Anexo C, há
regiões no intervalo de [0, 00 : 0, 27] e [0, 00 : 0, 40], respectivamente, para a excentricidade em baixas inclinações
iniciais, onde determinadas condições orbitais iniciais proporcionaram a sobrevivência, pelo tempo total de
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integração destas órbitas. As condições, dentro dessas duas regiões mencionadas, que não sobreviveram as 477

revoluções do satélite natural em torno do corpo perturbador, registraram durações longas, que são apreentados
na TABELAS (8) e (9). Devido a proximidades dos tempos obtidos em cada sistema, os mapas da FIGURAS
(9.3) e (9.4) representam bem, de forma geral, os sistemas simulados, considerando as condições iniciais vigentes.
Os mapas das simulações realizadas reforçam os comportamentos já observados para a inclinação e excentricidade
iniciais das órbitas, os quais implicam que as órbitas iniciais mais excêntricas apresentam menores tempos de
vida, e isso se deve ao fato dessas órbitas apresentarem um apoapsis mais próximo do terceiro corpo, o que faz
com que seja mais perturbada. Enquanto, as inclinações mais baixas estão menos sujeitas as ações do efeito
Kozai.

9.1.3 Estudo do ω0 e Ω0

Realizados os estudos do comportamento da inclinação, excentricidade e semieixo maior inicial, as simulações
passaram a investigar o efeito sobre os tempos de vida devido a escolha do argumento do pericentro, ω0, e
longitude do nodo, Ω0, iniciais. Para isso, as simulações foram realizadas considerando intervalos do semieixo
maior inicial, a uma inclinação inicial da órbita da sonda de 65◦ e excentricidade inicial no intervalo de [0, 1 : 0, 4].
Essas condições foram mantidas para toda a grade do argumento do pericentro e longuitude do nodo inicial no
intervalo de [0 : 360]◦ para ambos Ω0 e ω0 com um passo de 20◦, mantendo sempre o marco 0◦ para o valor da
anomalia verdadeira.

• Primeiros comportamentos observados e a influência de e0

As simulações considerando um semieixo maior inicial igual ao dobro dos raios equatoriais, a uma inclinação
inicial de 65◦ e excentricidade inicial no intervalo de [0, 1 : 0, 4], FIGURA (C.7) no Anexo C, mostram que existem
regiões, para o argumento do pericentro ω0 e longitude do nodo Ω0 iniciais dispostos nos mapas em várias faixas
verticais, que promovem órbitas com maiores tempos de vida, em termos do argumento do pericentro inicial.
Essas regiões estão limitadas a faixa de [100 − 175]◦ e [275 − 350]◦, para toda a faixa de [0 : 360]◦ para Ω0,
considerando sempre o marco 0◦ para o valor da anomalia verdadeira. Foi observado que a medida que as
órbitas iniciais das sondas tornam-se mais excentricas, no intervalo de [0, 1 : 0, 4], há uma diminuição no tempo
de vida das órbitas, como mostram os mapas da FIGURA (C.7), no Anexo C, o que verifica o comportamento
já mencionado entre o tempo de vida das órbitas e o valor da excentricidade inicial da órbita da sonda.

• A influência de a0 e o comportamento geral observado

Visando estudar como os mapas de ω0 e Ω0 se comportavam considerando diferentes altitudes iniciais para
as sondas, foram realizadas simulações considerando um intervalo de 2, 0 à 16, 0Rs para o semieixo maior inicial,
com passo de 1, 0Rs. Essas condições foram simuladas para uma excentricidade inicial de 0, 1 para e0, I0 = 65, 0◦

e um intervalo de [0 : 360]◦ para ω0 e Ω0 da sonda.
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Figura 9.5: Mapas de tempos de vida em função de ω0 e Ω0 da sonda em torno de um satélite natural com
razão de massa µs = 5µTitan e raio equatorial Rs = 3.603647 × 10−3 e semieixo maior inicial a0 = 2, 0Rs e
a0 = 7, 0Rs, com excentricidade e0 = 0, 1 e inclinação I0 = 65, 0◦

(a) a0 = 2, 0Rs (b) a0 = 7, 0Rs

Para as simulações considerando a razão de massa µs = 5µTitan e as órbitas iniciais com uma excentricidade
de 0, 1, os mapas de tempos de vida encontrados permitiram observar a existência de três comportamentos
gerais. Para a0 entre a faixa de [2, 0 : 6, 0]Rs, o comportamento observado nos mapas mantem as obervações já
mencionadas sobre a presença de blocos verticais, predominantemente entre [100− 175]◦ e [275− 350]◦ para o
argumento do pericentro, onde se encontraram as órbitas de maiores tempos de vida com a presença de algumas
ilhas de estabilidade, como mostra a FIGURA (9.5) e FIGURA (C.7) no Anexo C. Esse comportamento, no
intervalo de [2, 0 : 6, 0]Rs para o semieixo maior, apresenta a dominância do argumento do pericentro inicial
sobre os tempos de vida das órbitas. Logo, o valor da longitude do nodo inicial não apresenta muita diferença
nos tempos de vida das órbitas, ao menos para as regiões orbitais mais próximas ao satélite natural.

Figura 9.6: Mapa de tempos de vida em função de ω0 e Ω0 da sonda em torno de um satélite natural com
razão de massa µs = 5µTitan e raio equatorial Rs = 3.603647× 10−3 e semieixo maior inicial a0 = 15, 0Rs, com
excentricidade e0 = 0, 1 e inclinação I0 = 65, 0◦

Entretanto, para as simulações realizadas para valores de semieixo maior inicial iguais a 7, 0 e 8, 0Rs, observa-
se uma mudança no comportamento dos mapas. As faixas que, para os valores de a0 mais baixos estavam
localizados verticalmente, passam a ser encontrados em regiões horizontais entre os intervalos de [0 − 30]◦,
[150− 210]◦ e [345− 360]◦ para o valor de Ω0, para toda a faixa do argumento do pericentro inicial simulada.
Esse comportamento pode ser observado nos mapas da FIGURA (9.5) e FIGURA (C.7) no Anexo C. Sendo
assim, observa-se que, no intervalo de [7, 0 : 8, 0]Rs para o semieixo maior, a dominância, sobre os tempos de vida
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das órbitas, passa a ser da longitude do nodo inicial. Logo, o valor do argumento do pericentro inicial passa a
não apresentar muita diferença nos tempos de vida das órbitas, ao menos para as regiões orbitais intermediárias
entre o satélite natural e o corpo perturbador.

O terceiro comportamento geral é melhor observado nas simulações na região de [12, 0 : 16, 0]Rs para o
semieixo maior inicial, onde as faixas contendo os maiores tempos de vida registrados estão dispostas nos mapas
de forma inclinada, como exemplifica a FIGURA (9.6). Os mapas obtidos mostram que para regiões mais altas,
as quais estão sujeitas a maior perturbação do terceiro corpo, existe um equilíbrio entre a escolha do argumento
do pericentro e a longitude do nodo inicial, não havendo uma dominância de apenas um dos elementos órbitais.
Nessa região, para que sejam obtidas órbitas com melhores tempos de vida deve ser feita uma busca por valores
de ω0 e Ω0 que promovam esse equilíbrio, e assim as melhores órbitas. Os mapas obtidos entre 9, 0 e 11, 0Rs,
FIGURA (C.8), apresentam ilhas de estabilidade distribuidas em diversas regiões e monstram o processo de
mudança do comportamento das órbitas.

• Tempos de vida obtidos:

Com base nos resultados obtidos e considerando os três principais comportamentos observados, temos que os
maiores tempos de vida registrados no intervalo do primeiro regime, [2, 0 : 6, 0]Rs, encontraram-se na faixa entre
[7 : 25] períodos orbitais do satélite natural, sendo a duração de, aproximadamente, 25 revoluções observado
para a0 = 2, 0Rs. Esses tempos foram registrados em condições de ω0 e Ω0 diferentes de zero. Para os valores
de a0 presentes nesse regime dos mapas, o aumento de a0 proporcionou a diminuição do tempos.

Muitas órbitas sobreviventes ao tempo de integração foram localizadas nas simulações com a0 = 7, 0Rs

e a0 = 8, 0Rs, regiões contendo os regimes horizontais. Além das regiões de sobrevivência, foram localizadas
órbitas com tempos máximos entre 154 e 475 revoluções do satélite natural. Em relação as órbitas inicializadas
com argumento do pericentro e longitude do nodo iguais a zero, os resultados mostram o ganho na duração do
tempo de vida dessas órbitas.

Para a região de transição, a0 = 9, 0Rs a a0 = 11, 0Rs, boas órbitas com tempos entre 234 e 461 períodos
orbitais do satélite natural. Havendo, entre as condições iniciais simuladas com a0 = 9Rs, regiões com órbitas
sobreviventes ao tempo de integração. Em relação as órbitas iniciais com argumento do pericentro e longitude do
nodo iguais a zero, esses resultados monstram um aumento na duração das órbitas equivalente a 231 revoluções
do satélite natural em torno do corpo perturbador.

Entre as condições iniciais de [12, 0 : 16, 0]Rs para o semieixo maior inicial da sonda, os resultados também
evidenciam a diminuição dos tempos de vida a medida que o semieixo maior inicial cresce. Para esse intervalo
de simulações, os tempos máximos de vida encontram-se no intervalo de [3 : 147] períodos orbitais do satélite
natural. Resultados que representam um aumento, na órbita da sonda, correspondente a duração de até 147

revoluções do satélite natural, se comparado com µs = 5µTitan.

9.2 Sistemas com razão de massa da ordem de 10−3 - Densidade de Tritão.

Para o presente bloco de simulações, foi considerado o intervalo para a razão de massa de 5µTitan ≤ µs ≤
30µTitan com passo de 5µTitan, sendo os raios dos satélites naturais determinados considerando a densidade do
satélite natural Tritão. Nas simulações em função de I0 e a0 da sonda, foram mantidos os mesmos intervalos das
condições iniciais para os sistemas genéricos utilizados nas simulações com base na densidade de Titã. Sendo
considerado, nesse conjunto de resultados, que a órbita inicial dessas sondas eram circulares.

9.2.1 Estudo de I0 e a0

Através dos mapas obtidos para inclinação e semieixo maior iniciais da sonda foi observado que os mapas
para os sistemas genéricos na faixa de 5µTitan ≤ µs ≤ 30µTitan, com a mesma densidade de Tritão, possuem
uma região de sobrevivência das órbitas e tempos de vida altos em regiões de baixa inclinação e semieixo maior
inicial entre 3, 5Rs e a vizinhança de 6, 0Rs. Essa região, destacada em cinza, pode ser observada no mapa
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das órbitas em torno do satélite natural com µs = 5µTitan, FIGURA (9.7), e nos mapas dos demais sistemas
genéricos, FIGURA (C.9) no Anexo C.

Figura 9.7: Mapa de tempos de vida das órbitas em função da inclinação inicial, I0, e semieixo maior
inicial, a0, da sonda em torno de um satélite natural com razão de massa µs = 5µTitan e raio equatorial
Rs = 6, 803230× 10−3, considerando as órbitas iniciais da sonda circulares, e0 = 0, 0.

Os intervalos de tempo observados, em cada sistema, para essa região de maior estabilidade estão listados
na TABELA (10).

Tabela 10: Tempos máximos e mínimos obtidos nas regiões de maior estabilidade, regiões em cinza, nos
mapas dos satélites naturais no intervalo de 5µTitan ≤ µs ≤ 30µTitan, considerando a densidade dos corpos a
mesma densidade de Tritão. A duração das órbitas são expressas em termos de períodos orbitais dos respectivos
satélites naturais em torno de seus corpos perturbadores.

Razão de Massa µs tmin tmax

10µTitan 67 166

15µTitan 169 428

20µTitan 131 353

25µTitan 83 160

30µTitan 112 297

Analisando o comportamento geral desses mapas é observado que, desconsiderando as regiões com órbitas
locais sobreviventes e com maiores tempos de vida, os tempos de vida tende a crescer a medida que as órbitas
iniciais são menos inclinadas e possuem um a0 menor. Os maiores tempos de vida observados nos mapas para
os seis sistemas possuiam valores correspondentes a faixa de 21 a 22 períodos do satélite natural em torno do
corpo perturbador.

9.2.2 Estudo de I0 e e0

Para investigar o comportamento devido a escolha da inclinação e excentricidade iniciais das órbitas das
sondas, foram realizadas simulações para determinados valores de semieixo maior inicial entre 2, 0Rs e 4, 0Rs e
uma grade de condições iniciais para excentricidade, [0, 0 : 0, 5] com passo de [0, 01], e inclinação, [60 : 85]◦ com
passo de 5◦. Mantendo sempre, para as órbitas iniciais excêntricas, os demais elementos orbitais fixos e iguais
a zero, foram simuladas órbitas, em torno de todos os satélites naturais considerados nessa subseção.

O comportamento dos mapas de tempos de vida em torno dos seis satélites naturais, considerando o semieixo
maior inicial da sonda igual a 2, 0Rs evidenciou que as órbitas com maior duração de tempo de vida são as
menos excêntricas e implementadas com baixas inclinações, como mostram a FIGURA (9.8), e nos mapas dos
demais sistemas genéricos, FIGURA (C.9) no Anexo C. Nessas configurações, não foram encontradas ilhas de
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estabilidade ou regiões de sobrevivência, produzindo mapas bem comportados. Os tempos máximos observados
obtiveram órbitas com duração equivalente a 13 revoluções do satélite natural. Entretanto, regiões de maior
inclinação inicial ou muito excentricas mostram alta instabilidade, não registrando órbitas com maior duração
do que 15% de um período orbital dos satélites naturais.

Figura 9.8: Mapa de tempos de vida em função de I0 e e0 da sonda em torno de um satélite natural com
razão de massa µs = 5µTitan o raio equatorial Rs = 6, 803230× 10−3 e semieixo maior inicial a0 = 2, 0Rs.

As simulações para a grade de inclinações e excentricidades iniciais para um semieixo maior inicial igual
a a0 = 3, 0Rs mantiveram o comportamento esperado, como mostra a FIGURA (9.9). Em todas os sistemas
genéricos simulados, para a mesma região, foi localizada uma ilha de estabilidade, a região em branco nos
mapas da FIGURA (9.9) e nos mapas dos demais sistemas genéricos, FIGURA (C.9) no Anexo C. Entretanto,
os tempos de vida obtidos nessas ilhas foram diferentes, tendo uma duração dentro de um intervalo de 7 à 8

períodos dos satélites naturais. As órbitas externas as regiões das ilhas registraram tempos de vida entre 5 e 6

períodos orbitais dos sistemas genéricos.

Figura 9.9: Mapas de tempos de vida e ilhas em função de I0 e e0 da sonda em torno de um satélite natural
com razão de massa µs = 5µTitan, o raio equatorial Rs = 6, 803230× 10−3 e semieixo maior inicial a0 = 3, 0Rs.

(a) µs = 5µTitan (b) Ilha em torno do sistema µs = 5µTitan

Os mapeamentos realizados considerando o semieixo inicial a uma distância de quatro vezes o raio equatorial
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dos satélites naturais, FIGURA (9.10) e FIGURA (C.10) no Anexo C, permitiram localizar dois grupos gerais
com regiões onde algumas órbitas sobreviveram ao tempo de integração e/ou apresentaram tempos altos de
vida. Essas regiões foram localizadas entre o intervalo de [0, 00 : 0, 20] e [0, 00 : 0, 25] para a excentricidade e
no regime de baixas inclinações.

Figura 9.10: Mapa de tempos de vida e ilhas em função de I0 e e0 da sonda em torno de um satélite natural
com razão de massa µs = 5µTitan, o raio equatorial Rs = 6, 803230× 10−3 e semieixo maior inicial a0 = 4, 0Rs.

Além desses intervalos, pequenas ilhas também foram localizadas. As órbitas externas as regiões de ilhas e
maior estabilidade registraram duração de até 22 períodos orbitais dos satélites naturais para todos os sistemas.
Entretanto, na região de maior estabilidade, foram localizadas faixas de condições entre 24 e 414 revoluções do
sistema genérico em torno do perturbador.

9.2.3 Estudo do ω0 e Ω0

Para o estudo do comportamento dos mapas de tempos de vida em função da escolha do argumento do
pericentro e da longitude do nodo iniciais, foram realizadas simulações considerando uma inclinação inicial
da órbita da sonda de 65◦ e um valor para a excentricidade inicial dentro do intervalo de [0, 1 : 0, 4], sendo
essas condições mantidas dentro de uma faixa para o semieixo maior inicial. A escolha das condições para a
inclinação e a excentricidade inicial foi feita visando estudar o comportamento em regiões de inclinações baixas
e não englobar os extremos no intervalo da excentricidade, que no caso da região de 0, 5 apresentaram tempos
muito baixos. Sendo escolhidas todas as condições acima, uma grade de condições iniciais para o argumento do
pericentro e a longitude do nodo foi estabelecida como o intervalo de [0 : 360]◦ para ambos ω0 e Ω0 com um
passo de 20◦. Em todas as simulações foi escolhido o marco 0◦ para o valor da anomalia verdadeira.

As simulações com a0 = 2, 0Rs, I0 = 65° e excentricidade inicial no intervalo de [0, 1 : 0, 4], FIGURA (C.9)
no Anexo C, mostram que existem regiões, para o argumento do pericentro ω0 e longitude do nodo Ω0 iniciais
dispostos nos mapas em várias faixas verticais, que promovem órbitas com maiores tempos de vida. Em termos
do argumento do pericentro inicial, essas regiões estão limitadas a faixa de [100−175]◦ e [275−350]◦, ao longo da
faixa de [0 : 360]◦ para Ω0, considerando sempre o marco 0◦ para o valor da anomalia verdadeira. Foi observado
que, a medida que as órbitas iniciais das sondas tornam-se mais excêntricas, no intervalo de [0, 1 : 0, 4], há uma
diminuição no tempo de vida das órbitas. Como já comentado sobre os efeitos sobre órbitas mais excêntricas.

Os resultados das simulações, em função de ω0 e Ω0, considerando um satélite natural com razão de massa
µs = 5µTitan, que é a menor razão de massa do intervalo em estudo, inclinação inicial de 65°, excentricidade
inicial de 0, 1, por ser uma órbita inicial não muito excêntrica, e uma grade de semieixos maiores iniciais entre
2, 0 e 16, 0Rs com passo de 1, 0Rs permitiram observar a presença de duas faixas com comportamentos bem
demarcados, [2, 0 : 4, 0]Rs e [7, 0 : 16, 0]Rs, e uma região de transição dos comportamentos, [5, 0 : 6, 0]Rs.
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Figura 9.11: Mapas de tempos de vida em função de ω0 e Ω0 da sonda em torno de um satélite natural com
razão de massa µs = 5µTitan, raio equatorial Rs = 6, 803230 × 10−3 e semieixo maior inicial a0 = 2, 0Rs e
a0 = 7, 0Rs, com excentricidade e0 = 0, 1 e inclinação I0 = 65, 0◦.

(a) a0 = 2, 0Rs (b) a0 = 7, 0Rs

Os mapas de tempos de vida em função de ω0 e Ω0 obtidos para a faixa de semieixo maior inicial entre
[2, 0 : 4, 0]Rs permitiram observar a presença dos blocos verticais, localizados no intervalo de 100◦ ≤ ω0 ≤ 175◦

e 275◦ ≤ ω0 ≤ 350◦, ao longo da faixa de longitude do nodo inicial simulada. Esse comportamento pode ser
visto no mapa da FIGURA (9.11)(a) e (C.11) no Anexo C. Isso mostra que para o presente intervalo, até 4, 0Rs

para o semieixo maior, existe uma dominâcia do valor do argumento do pericentro inicial em relação ao valor
da longitude do nodo pois, as maiores diferenças de tempos de vida das órbitas são observados quando o valor
de ω0 é variado, mesmo que em poucos graus. Assim, para órbitas mais próximas do corpo orbitado uma boa
escolha para o argumento do pericentro pode promover órbitas com maiores tempos de vida.

Figura 9.12: Mapa de tempos de vida em função de ω0 e Ω0 da sonda em torno de um satélite natural com
razão de massa µs = 5µTitan, raio equatorial Rs = 6, 803230 × 10−3 e semieixo maior inicial a0 = 6, 0Rs, com
excentricidade e0 = 0, 1 e inclinação I0 = 65, 0◦.

Entretanto, as simulações para semieixo maiores iniciais na faixa de 7, 0Rs à 16, 0Rs, FIGURA (9.11)(b)
e (C.11) no Anexo C, mostram uma mudança de comportamento das regiões com os maiores tempos de vida,
em função de ω0 e Ω0. Nessas condições, as faixas contendo os maiores tempos de vida encontram-se em faixas
inclinadas, o que implica que tanto ω0 como Ω0 participam ativamente do processo. O comportamento evidencia
que, para regiões mais altas, as quais a sonda está sujeita a maior perturbação do terceiro corpo, existe um
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equilíbrio entre a escolha do argumento do pericentro e a longitude do nodo inicial, não havendo uma dominância
de apenas um dos elementos órbitais, o que implica que tanto Ω0 como ω0 participam ativamente do processo.

• Tempos de vida das órbitas:

Considerando as três principais regiões observadas, foi visto que os tempos de vida das órbitas para a região
de semieixo maior inicial entre [2, 0 : 4, 0]Rs ficaram entre o intervalo de duração de 4 a 10 períodos orbitais do
satélite natural em torno do perturbador, sendo o maior valor observado entre as condições para a0 = 2, 0Rs.
Os resultados mostraram que, a medida que o semieixo maior inicial aumentava, o comportamento era mantido,
dentro do intervalo de [2, 0 : 4, 0]Rs, ocorrendo apenas a diminuição dos tempos de vida e o extreitamento das
faixas verticais. Embora os mapas em função de ω0 e Ω0, para os casos de semieixo maior inicial a0 = 5, 0Rs

e a0 = 6, 0Rs, não tenham apresentado um comportamento geral definido, nessa região foram encontradas as
órbitas com os maiores tempos de vida e os maiores ganhos devido a escolha de ω0 e Ω0 da sonda. Esses tempos
de vida encontram-se na faixa de 10 a 190 revoluções do satélite natural, para a0 = 5, 0Rs, e de 10 a 90 períodos
orbitais do satélite natural, para a0 = 6, 0Rs. Por fim, os mapas para o intervalo de condições iniciais entre
a0 = 7, 0Rs e a0 = 16, 0Rs registram os maiores tempos de vida em torno de 8 períodos do satélite natural,
sendo essas órbitas encontradas nas simulações considerando a0 = 7, 0Rs. Os mapas para os semieixos maiores
inicias maiores do que a0 = 7, 0Rs, registraram diminuições nos tempos de vida das órbitas a medida que a0
aumenta, chegando a registrar órbitas com duração de apenas uma revolução do satélite natural.

68



10 Mapeamento da estabilidade de órbitas perturbadas

pelo terceiro corpo em torno de satélites naturais com

razão de massa da ordem de 10−5.
Visando continuar os estudar do efeito de um corpo perturbador sobre a órbita de uma sonda em torno de um
satélite natural com razão de massa da ordem de 10−5, foram realizadas simulações considerando o intervalo de
0, 2µGan ≤ µs ≤ 1.2µGan com passo de 0, 2µGan, onde µGan corresponde a razão de massa de Ganimedes, como
mostra o esquema da FIGURA (10.1). A escolha desse intervalo fixo foi feita tendo como base o satélite natural
com maior razão de massa no intervalo da ordem de 10−5. Como os raios equatoriais dos satélites naturais,
Rs, são determinados pela razão de massa e a densidade do corpo, no presente capítulo estão presentes mapas
considerando que os satélites naturais possuiam as diferentes densidades dos satélites naturais com razão de
massa da ordem de 10−5 conhecidos.

Figura 10.1: Esquema do intervalo de razão de massa da ordem de 10−5 considerado nas simulações,
enfatizando o satélite natural que faz parte da faixa de simulações.

Desta forma, embora as simulações tenham sido realizadas com o mesmo intervalo de razão de massa, as
densidades e conseguentemente, os raios desse objetos são diferentes, gerando assim o mapeamento de diversos
sistemas. Sendo todos os estudos realizados para uma grade de condições de inclinações e excentricidades iniciais
dentro de um intervalo de [60, 0− 85, 0]◦, para a inclinação, e [0, 0− 0, 5] para a excentricidade. As dinâmicas
consideraram também um semieixo maior inicial da órbita da sonda entre 2,0Rs e 4,0Rs sendo, em alguns casos,
considerados múltiplos mais elevados. Todos os intervalos foram estabelecidos visando manter as regiões de
interesse, que são regiões com efeito Kozai e que também contenham órbitas quase polares, já mensionadas
nas investigações anteriores. Destacando que os valores para o semieixo maior inicial da órbita da sonda foram
escolhidos visando implementar sondas nas regiões mais próximas aos satélites naturais.

10.1 Sistemas com a densidade de Ariel.

Mantendo as seis razões de massa contidas no intervalo de 0, 2µGan ≤ µs ≤ 1.2µGan, os raios desses corpos
foram determinados com base na densidade de Ariel e os mapas obtidos nessas simulações, em torno de cada
satélite natural, podem ser observados na FIGURA (C.12) no Anexo C. Nas simulações com a0 = 2, 0Rs os
tempos de vida foram registrados em regiões de menores inclinações e excentricidades iniciais. Entretanto,
em todos os sistemas foram encontradas regiões de extensas ilhas localizadas em órbitas quase circulares, mas
que estenderam-se a todas as inclinações simuladas. Em alguns casos também foram observadas regiões com
e0 = 0, 5, onde as órbitas colidiram ou ejetaram em bem menos do que 15% de um período orbital dos satélites
naturais em torno de seus respectivos corpos perturbadores, sendo que as órbitas com maiores durações se
encontraram no intervalo entre 6 e 7 períodos orbitais dos satélites naturais em torno do perturbador.

As dinâmicas em torno de cada satélite natural, considerando um semieixo maior inicial igual ao triplo
dos raios dos corpos orbitados, registraram regiões de sobrevivência das órbitas ao tempo total de integração.
Entretanto, o comportamento observado para a inclinação e excentricidade iniciais foi alterado. As condições
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com altos tempos de vida, encontradas próximas as órbitas que sobreviveram ao tempo total de integração,
apresentaram duração de até 113, 134, 433, 246, 295 e 131 períodos orbitais dos respectivos satélites naturais,
para cada um dos seis casos simulados. Os resultados das investigações em torno de cada um dos seis satélites
naturais mostraram ainda que as órbitas externas a essas regiões de maior sobrevivência não foram superiores a
faixa de 5 à 9 períodos orbitais do satélite natural. Para os mapas simulados considerando um semieixo maior
inicial a0 = 4, 0Rs, foram encontradas órbitas sobreviventes ao tempo total de integração em torno de cada um
dos seis sistemas simulados, bem como foram localizadas ilhas de estabilidade. As condições de inclinação e
excentricidade inicial que não sobreviveram ao tempo final ou fizeram parte das ilhas localizadas não registraram
tempos superiores a 5 revoluções orbitais do satélite natural.

10.2 Sistemas com a densidade de Calisto.

De modo geral, os seis casos simulados considerando a densidade de Calisto apresentaram um bom com-
portamento quanto ao aumento dos tempos de vida em órbitas iniciais mais circulares e menos inclinadas, ao
menos para a faixa de a0 de 2, 0Rs à 4, 0Rs. Em todos os cenários simulados não foram observadas ilhas ou
regiões de sobrevivência ao tempo total de integração das órbitas. Devido a proximidade dos tempos registrados
nas simulações considerando a0 = 2, 0Rs, os dois mapas da FIGURA (C.17) no Anexo C, representam bem o
comportamento dos tempos de vida das órbitas em torno de cada um dos seis sistemas.

Figura 10.2: Mapas de tempos de vida para I0 e e0 da sonda em torno dos sistemas genéricos da ordem de
10−5, considerando o movimento do corpo orbitado pela sonda em uma órbita circular.

(a) a0 = 3, 0Rs (b) a0 = 4, 0Rs

Os maiores tempos de vida observados para a0 = 2, 0Rs encontram-se na faixa de duração de 47 períodos
orbitais do satélite natural. Órbitas com duração entre 22 e 23 revoluções orbitais do satélite natural em torno
do perturbador foram registradas nas simulações com a0 = 3, 0Rs. Já para os casos de órbitas implementadas
com a0 = 4, 0Rs, os tempos máximos não foram maiores do que 13 períodos dos satélites naturais. Como os
tempos de vida registrados nas simulações em torno de cada um dos seis satélites naturais considerando a0 igual
a 3, 0Rs e 4, 0Rs foram muito próximos os mapas da FIGURA (10.2), apresentam o comportamento geral para
todos os seis sistemas em cada semieixo maior inicial, respectivamente.

10.3 Sistemas com a densidade de Europa.

A análise das simulações dos seis sistemas genéricos considerando a densidade de Europa mostraram que
para as órbitas com a0 = 2, 0Rs as condições com maiores tempos de sobrevivência encontram-se nas regiões de
baixa inclinação e excentricidade. Devido a regiões com registros de colisões ou ejeções em baixos tempos de
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vida, os seis sistemas analisados podem ser representados por três mapas de tempos de vida, FIGURA (C.13)
no Anexo C. Destacando que em todos os mapas construídos os maiores tempos de vida registrados pertencem
ao intervalo de 10 à 11 períodos orbitais do satélite natural.

Figura 10.3: Mapa de tempos de vida para I0 e e0 da sonda em torno dos sistemas genéricos no intervalo
0, 2µGan ≤ µs ≤ 0, 6µGan e com a densidade de Europa, para a0 = 3, 0Rs.

(a) a0 = 3, 0Rs

Devido a proximidade dos registros o comportamento geral dos tempos de vida para as órbitas iniciais
considerando a0 = 3, 0Rs dos seis sistemas analisados pode ser visto no mapa da FIGURA (10.3). Em todos
os sistemas foram observadas ilhas de estabilidade sobre a mesma região, como mostra a FIGURA (C.13) no
Anexo C. Em todos eles a região externa as ilhas de estabilidade apresentaram tempos máximos de duraçã de
3 períodos orbitais do satélite natural, o que corresponde aproximadamente a 1, 35 em log10. As simulações
para o semieixo maior inicial das sondas igual ao quádruplo do raio dos corpos orbitados não mantiveram o
comportamento anteriormente observado para e0 e I0, como mostram os mapas da FIGURA (C.13) no Anexo
C. Entretanto, condições de órbitas sobreviventes ao tempo total de integração foram registradas em todos os
casos simulados, além de regiões de ilhas. Entre os tempos registrados nos mapas, órbitas com tempos de até
56, 421, 155, 28 e 17 períodos orbitais dos satélites naturais em torno dos perturbadores, respectivamente, foram
registradas em torno dos sistemas genéricos simulados.

10.4 Sistemas com a densidade de Ganimedes.

Os dois mapas presentes na FIGURA (10.4)(a)-(b) foram resultantes dos estudos a um semieixo maior
inicial de 2, 0Rs para os seis sistemas com a densidade de Ganimedes. Eles descrevem bem o comportamento
dos corpos que apresentaram tempos menores de vida a medida que a inclinação e a excentricidade inicial
das órbitas aumentavam. O maior tempo de vida registrado nas órbitas em torno de cada satélite natural foi
correspondente a 16 períodos orbitais dos sistemas genéricos em torno de seus perturbadores, o que corresponde
aproximadamente a 1, 21 em log10. Entretanto, em alguns sistemas foram observadas órbitas com tempo menor
que 8% de um período orbital dos satélites naturais, que ejetaram ou colidiram com a superfície do satélite
orbitado.

Devido a proximidade dos tempos obtidos o mapa da FIGURA (10.4)(c) registra o comportamento geral
em torno dos seis sistemas simulados. A ilha destacada, localizada em região de órbitas quase circulares mas
que estendi-se a toda a faixa de inclinação simulada, é observada em todos os seis sistemas simulado. Os tempos
de vida das órbitas nas ilhas foram de aproximadamente 12 revoluções do satélite natural, o que corresponde
aproximadamente a 1, 08 em log10. Já as regiões externas as ilhas apresentaram condições com duração de até
7 períodos orbitais do satélite natural. Para as órbitas simuladas considerando a0 = 4, 0Rs o mapa da FIGURA
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(10.4)(d) é eficiente para descrever o comportamento dos mapas nos seis casos simulados em torno de cada
satélite natural. Em todos eles foram localizadas regiões de sobrevivência e ilhas de estabilidade, localizadas
sobre a mesma região. Sempre registrado um valor de até 8 períodos orbitais do satélite natural para as regiões
externas as ilhas em todos os sistemas, o que corresponde aproximadamente a 1, 07 em log10.

Figura 10.4: Mapas de tempos de vida para I0 e e0 da sonda em torno de sistemas genéricos da ordem
de 10−5, para diferentes a0.

(a) a0 = 2, 0Rs - 0, 2µGan ≤ µs ≤ 0, 6µGan (b) a0 = 2, 0Rs - 0, 8µGan ≤ µs ≤ 1, 0µGan

(c) a0 = 3, 0Rs - (d) a0 = 4, 0Rs

Os mapas apresentados até o momento reforçam os comportamentos já observados e comentados para a
inclinação e excentricidade iniciais das órbitas. Os quais implicam que as órbitas iniciais mais excêntricas
apresentam menores tempos de vida, e isso se deve ao fato dessas órbitas apresentarem um apoapsis mais
próximo do terceiro corpo, o que faz com que seja mais perturbada. Enquanto, as inclinações mais baixas estão
menos sujeitas as ações do efeito Kozai. Dentro do presente intervalo de simulações, os próximos sistemas do
presente capítulo também apresentaram seus mapas dentro dos comportamentos já observados.

10.5 Sistemas com a densidade de Oberon.

Os seis sistemas simulados podem ser bem representados por dois mapas de tempos de vida gerais, FIGURA
(10.5). Não foram localizadas condições de sobrevivência ou ilhas para as simulações a a0 = 2, 0Rs. De modo
geral os maiores tempos de vida observados não foram superiores a 33 períodos orbitais do satélite natural. O
comportamento do tempo de vida das órbitas para as simulações considerando a0 = 3, 0Rs para todos os sistemas
simulados é bem descrito pelo mapa da FIGURA (10.5). Onde os maiores tempos de vida são encontrados em
condições com órbitas pouco inclinadas e quase circulares.
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Figura 10.5: Mapa de tempos de vida para I0 e e0 da sonda em torno de um satélite natural com µs = 0, 2µGan

e densidade de Oberon, considerando o movimento do corpo orbitado pela sonda em uma órbita circular, para
a0 entre 3, 0Rs e 4, 0Rs

(a) a0 = 3, 0Rs (b) a0 = 4, 0Rs

As órbitas com maiores tempos de vida apresentaram tempos na faixa de 16 períodos orbitais do satélite
natural, o que corresponde aproximadamente a 2, 01 em log10. Assim como as simulações com a0 = 3, 0Rs,
os casos simulados considerando a0 = 4, 0Rs podem ser bem representados pelo mapa da FIGURA (C.18) no
Anexo C, onde o comportamento para a inclinação e excentricidade inicial também são observados. Existem
ilhas de estabilidade com tempos de 13 períodos orbitais do satélite natural em todos os sistemas. Para as
regiões externas as ilhas as órbitas com maior duração apresentaram cerca de 9 períodos orbitais do satélite
natural, o que corresponde aproximadamente a 0, 95 em log10.

10.6 Sistemas com a densidade de Titânia.

Após a análise das simulações, o comportamento dos tempos de vida das órbitas das sondas em torno
dos satélites naturais nos seis casos simulados, considerando o semieixo maior inicial da sonda igual ao dobro
dos raios dos satélites, puderam ser apresentado pelos quatro mapas da FIGURA (C.14) no Anexo C. Esses
conjuntos foram determinados devido as diferentes regiões de baixos tempos de vida apresentados em cada
sistema. Em todos eles foram observadas condições com órbitas máximas de 19 períodos orbitais do satélite
natural, não existindo regiões de ilhas, nem órbitas sobreviventes ao tempo total de integração. As simulações
com a0 = 3, 0Rs, apresentaram um bom comportamento nos tempos, sendo que todos os sistemas podem ser
estudados considerando o mapa da FIGURA (C.14) no Anexo C. Em todos os sistemas foram localizadas ilhas
de estabilidade com duração de vida de 11 períodos orbitais do satélite natural. Assim como as órbitas externas
as regiões de ilhas, em todos os sistemas, registraram tempos de até 6 períodos orbitais do satélite natural.
Tendo órbitas com tempos máximos na faixa de 27 à 63 períodos orbitais do satélite natural, os seis sistemas
orbitados considerando um semieixo maior inicial de 4, 0Rs apresentaram um bom comportamento no aumento
do tempo de vida das órbitas a medida que a inclinação e a excentricidade inicial eram menores.

10.7 Sistemas com a densidade de Umbriel.

Sendo possível reunir os seis casos simulados em dois mapas de tempos de vida geral, as simulações para
a0 = 2, 0Rs mostraram que os maiores tempos de vida encontram-se nas regiões de baixa excentricidades, mas
podem ser registradas em condições de altas inclinações, sendo que em todos os sistemas os tempos de vida das
órbitas não excederam 8 períodos orbitais do satélite natural. Nos mapas com semieixo maior inicial de 3, 0Rs,
o comportamento para a inclinação e excentricidade iniciais é mantido até certo ponto. Foram registradas
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ilhas de estabilidade em todos os sistemas onde os tempos máximos de vida observados foram de 6, 14, 23,
25 e 22 períodos orbitais dos satélites naturais, respectivamente, em torno de cada caso simulado. As órbitas
com a0 = 4, 0Rs não mantiveram um bom comportamento nos mapas de inclinação e excentricidade iniciais.
Entretanto, órbitas que permanecem ao final do tempo de integração foram registradas, assim como ilhas de
estabilidade encontram-se espalhadas por todo o mapa. Os tempos de vida das órbitas externas as regiões de
maiores tempos não foram maiores do que 13 períodos orbitais do satélite natural. Entretanto, entre as órbitas
com maior duração de vida encontram-se condições com correspondentes a 120, 311, 380, 378, 80 e 166 períodos
orbitais dos satélites naturais, respectivamente, para cada sistema. Os mapas presentes na FIGURA (C.15), no
Anexo C, mostram os resultados observados.
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11 Mapeamento da estabilidade de órbitas perturbadas

pelo terceiro corpo em torno de satélites naturais com

razão de massa no intervalo orden entre 10−6 à 10−8.
Para estudar os efeitos de um corpo perturbador sobre a órbita de uma sonda em torno de satélites naturais com
razão de massa no intervalo entre 10−6 à 10−8, foram realizadas simulações para intervalos de razão de massa
de acordo com as condições apresentadas na TABELA (1). As simulações foram realizadas para uma grade de
condições de inclinações e excentricidades iniciais dentro de um intervalo de [60, 0− 85, 0]◦ para a inclinação e
[0, 0− 0, 5] para a excentricidade. Essas dinâmicas foram simuladas para o mesmo intervalo de semieixo maior
inicial utilizado anteriormente, entre 2, 0Rs e 4, 0Rs, que corresponde a órbitas com altitudes mais baixas, bem
próximas a superfície do satélite natural, sendo as simulações realizadas para o mesmo intervalo de integração
total que nos outros intervalos de razão de massa.

11.1 Estudo dos sistemas com razão de massa da ordem de 10−6.

Para o primeiro grupo de simulações foi considerado o intervalo para a razão de massa de 0, 2µReia ≤
µs ≤ 1, 6µReia, como mostra o esquema da FIGURA (11.1). Sendo os raios dos satélites naturais determinados
considerando a densidade dos satélite naturais Dione, Reia e Tétis.

Figura 11.1: Esquema do intervalo de razão de massa da ordem de 10−6 considerado nas simulações,
enfatizando o satélite natural que faz parte da faixa de simulações.

11.1.1 Sistemas com a densidade de Dione.

As simulações em torno de cada um dos satélites naturais presentes nos 8 sistemas considerando a densidade
de Dione mostram que para um semieixo maior inicial de 2, 0Rs os resultados podem ser divididos em três mapas
de tempos de vida, FIGURA (11.2)(a) e FIGURA (C.21) no Anexo C. Os mapas mostram o aumento dos tempos
de vida a medida que as condições iniciais de inclinação e excentricidade diminuem.

Em todos os sistemas simulados foram localizadas pequenas ilhas de estabilidade, entre a faixa de excen-
tricidade de [0, 0 : 0, 05], com órbitas com tempos de vida de 8 períodos orbitais dos satélites naturais. Já a
duração das órbitas exteriores a região das ilhas não foram superiores a 4 períodos orbitais dos satélites naturais
em todos os sistemas. Os mapas obtidos considerando um semieixo maior igual ao triplo dos raios dos satélites
naturais orbitados pela sonda apresentaram regiões de sobrevivência ao tempo total de integração e/ou con-
dições com órbitas com tempos consideravelmente altos, considerando as demais regiões dos sistemas que não
apresentaram tempos de órbita superiores a 10 períodos orbitais dos satélites naturais. Essas regiões, FIGURA
(C.21) no Anexo C, estenderam-se de órbitas iniciais circulares até órbitas com excentricidades de 0, 30, para
inclinações entre [60 : 65]◦.
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Figura 11.2: Mapas de tempos de vida para I0 e e0 da sonda em torno dos sistemas genéricos no intervalo de
0, 2µReia ≤ µs ≤ 1.6µReia e densidade de Dione para a0 = 2, 0Rs e a0 = 4, 0Rs.

(a) a0 = 2, 0Rs (b) a0 = 4, 0Rs

As órbitas presentes nessas regiões, nos diferentes sistemas, que não sobreviveram ao tempo de integração,
apresentaram condições com tempos de vida entre [108 : 337] revoluções orbitais dos satélites naturais. Para
as simulações considerando órbitas com a0 = 4, 0Rs, os maiores tempos de vida registrados não mantiveram o
comportamento de estarem presentes em regiões de órbitas mais circulares e menos inclinadas e os resultados
dos oito casos simulados são apresentados na FIGURA (11.2)(b). Os maiores tempos observados então na faixa
de [7 : 8] períodos orbitais dos satélites naturais.

11.1.2 Sistemas com a densidade de Reia.

A FIGURA (C.21) apresentam os dois mapas para a grade de simulações considerando a0 = 2, 0Rs que
descrevem de forma consistente o comportamento dos tempos de vida para todos os sistemas simulados. Não
foram localizadas regiões de sobrevivência e em todos os sistemas uma região com os maiores tempos de vida
foi localizado entre a faixa de [0, 0 : 0, 05] para a excentricidade inicial ao longo de toda a faixa de inclinação
simulada. Em todos os sistemas o tempo máximo de vida registrado foi de 8 períodos orbitais dos satélites
naturais.

Figura 11.3: Mapa de tempos de vida para I0 e e0 da sonda em torno dos sistemas genéricos da ordem de
10−6, no intervalo de 0, 2µReia ≤ µs ≤ 1.6µReia, considerando a densidade de Reia e a0 = 3, 0Rs.
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Considerando os resultados obtidos para as órbitas iniciais com a0 = 3, 0Rs, o mapa da FIGURA (11.3)
representa bem o comportamento dos tempos de vida para os casos considerados. As órbitas com maiores
tempos de vida são registradas em regiões de baixa inclinação e órbitas iniciais mais circulares. Em todos as
simulações foi localizada uma ilha de estabilidade próxima a região de e0 = 0, 15 e inclinações iniciais próximas
a 60◦. Nas regiões externas as ilhas o tempo máximo de vida das órbitas registraram duração de dois períodos
orbitais dos satélites naturais, para todos os valores de razão de massa considerados. Já as regiões internas as
ilhas, tempos entre 11 e 19 períodos orbitais do satélite natural foram registrados.

Para as simulações com a0 = 4, 0Rs, FIGURA (C.21) no Anexo C, os tempos de vida continuam a ser
registrados para menores inclinações e excentricidades. Entretanto, os mapas não mostram um comportamento
bem apresentado como em outras condições. Foram registradas regiões de sobrevivência ao tempo de integração
e as órbitas que não sobreviveram registraram tempo no intervalo de [109 : 430] períodos orbitais do satélite
natural. Foram registradas também pequenas regiões com maiores tempos de vida em algumas regiões dos
mapas. Externamente a essas regiões de maior sobrevivência, tempos de vida até 20 períodos orbitais do
satélite natural foram observados.

11.1.3 Sistemas com a densidade de Tétis.

Os resultados considerando a0 = 2, 0Rs mostraram a existência de regiões de órbitas com altos tempos e
sobreviventes ao tempo total de integração. Essa região estende-se de órbitas iniciais circulares a condições
com excentricidade inicial de 0, 25, em todos os sistemas simulados. Dentro deste intervalo, as órbitas que
não sobreviveram registraram tempos na faixa de [29 : 281] períodos orbitais do satélite natural. Os mapas dos
sistemas considerados foram divididos em três mapas gerais que descrevem bem o comportamento dos tempos de
vida das sondas implementadas, FIGURA (C.19) no Anexo C. Em todos os sistemas foram localizadas pequenas
ilhas espalhadas pelos mapas.

Figura 11.4: Mapeamento do tempos de vida de sondas em torno de sistemas com razão de massa da ordem
de 10−6, no intervalo 0, 2µReia ≤ µs ≤ 1.6µReia, considerando que os sistemas possuem a mesma densidade de
Tétis e a0 = 3, 0Rs.

O mapa para órbitas iniciais com a0 = 3, 0Rs, FIGURA (11.4), apresenta bem o comportamento para os oito
sistemas considerados, onde em todos os sistemas simulados existe uma ilha de estabilidade nas proximidades
da condição de e0 = 0, 2 e I0 = 65◦. Para todos os sistemas genéricos o maior tempo de vida registrado foi
de 2 períodos orbitais do satélite natural. De modo geral, o comportamento dos mapas para excentricidades e
inclinações menores não foi observado, uma vez que os maiores tempos encontram-se na faixa de [0, 10 : 0, 30]

para e0, ao longo de todo o intervalo de I0 simulado. Esse comportamento, localizado nessas regiões de razão de
massa, pode ser explicado pela alta perturbação proveniente do terceiro corpo, pois ainda que mais uma unidade
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de raio dos satélites, para o semieixo maior da órbita, nos casos anteriores, não gerando grandes mudanças, para
corpos em razão de massa pequenas, a perturbação proveniente do terceiro corpo pode ser grande o suficiente
para derrubar a sonda ou ejetá-la depois de pouco tempo. Seguindo o mesmo comportamento, com tempos
máximos de vida na faixa de [2 : 3] períodos orbitais do satélite natural, as simulações considerando um semieixo
maior inicial de 4, 0Rs podem ser bem representadas pelo mapa da FIGURA (C.19).

11.2 Sistemas com razão de massa da ordem de 10−7.

Figura 11.5: Esquema do intervalo de razão de massa da ordem de 10−7 considerado nas simulações,
enfatizando o satélite natural que faz parte da faixa de simulações.

Os resultados expostos a seguir foram obtidos nos estudos da estabilidade das órbitas das sondas em torno
de corpos considerando uma faixa de razão de massa de 0, 2µMir ≤ µs ≤ 1, 0µMir, onde µMir corresponde a
razão de massa do satélite natural Miranda, como mostra o esquema da FIGURA (11.5). Nesse conjunto de
simulações foi considerada a densidade dos satélites naturais Miranda, Proteu e Enceladus.

11.2.1 Sistemas com a densidade de Enceladus.

Nas simulações para órbitas iniciais, considerando um semieixo maior com o dobro do raio dos satélites
naturais orbitados regiões de sobrevivência foram observervadas para todas as condições simuladas na faixa de
[0, 05 : 0, 25] para a excentricidade inicial e inclinações até 65◦. As órbitas, nessas regiões que não sobreviveram,
registraram tempos presentes no intervalo de [8 : 404] períodos orbitais do satélite natural.

Figura 11.6: Mapas de tempos de vida para I0 e e0 da sonda em torno dos sistemas genéricos da ordem de
10−7 e densidade de Enceladus, considerando o movimento do corpo orbitado pela sonda circular em torno do
corpo perturbador.

(a) 0, 2µReia e a0 = 2, 0Rs (b) 0, 2µReia e a0 = 3, 0Rs

Para as condições iniciais externas a essas regiões não foram encontrados tempos superiores a 5 períodos
orbitais do satélite natural. Para semieixos maiores iniciais com valor do triplo dos raios dos corpos orbitados
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pela sonda, os mapas da FIGURA (11.6) descrevem bem o comportamento dos casos simulados. Assim como em
outros sistemas com razões de massa pequenas, os resultados registraram que as órbitas mais circulares e com
baixas inclinações, principalmente no intervalo de [0, 0 : 0, 15] não registraram os maiores tempos, provavelmente
devido as altas perturbações que já podem ser sentidas a partir dessa região.

O registro dos maiores tempos, em todos os sistemas, encontrou-se no intervalo de [0, 15 : 0, 35] para a
excentricidade inicial, principalmente próximo a inclinação de 65◦. Entretanto, os tempos de duração registrados
em todos os sistemas não foram superiores a uma revolução do satélite natural em torno do perturbador. Para
as simulações com órbitas para a sonda considerando a0 = 4, 0Rs, FIGURA (C.22) no Anexo C, pode ser
observado um comportamento muito parecido com os resultados para uma unidade do raio equatorial mais
baixo para o semieixo maior inicial. As maiores órbitas nesses sistemas registraram tempos de até 2 períodos
orbitais do satélite natural, sendo esses tempos registrados em regiões de ilhas.

11.2.2 Sistemas com a densidade de Miranda.

Divididos em dois mapas de estabilidade gerais, FIGURA (11.7) e (C.23) no Anexo C, os sistemas simulados
com a densidade de Miranda e semieixo maior inicial de 2, 0Rs, apresentaram, em todos os sistemas, uma região
de sobrevivência ao tempo de integração. Delimitada entre o intervalo de excentricidade igual a [0, 05 : 0, 30]

e para baixas inclinações, as órbitas não sobreviventes presentes no intervalo registraram tempos de vida entre
25 e 30 períodos orbitais do satélite natural.

Figura 11.7: Mapas de tempos de vida para I0 e e0 da sonda em torno de um satélite natural com
razão de massa da ordem de 10−7, a densidade de Miranda e o intervalo 2, 0Rs ≤ a0 ≤ 4, 0Rs.

(a) a0 = 2, 0Rs e µs = 0, 2µMir (b) a0 = 3, 0Rs e 0, 2µMir ≤ µs ≤ 1, 0µMir

(c) a0 = 4, 0Rs e 0, 2µMir ≤ µs ≤ 1, 0µMir

79



Já as simulações considerando a0 = 3, 0Rs, FIGURA (11.7) e FIGURA (C.23) no Anexo C, registraram
pequenas faixas de órbitas de maior duração entre as excentricidades iniciais de [0, 0 : 0, 05] e baixas inclinações
entre 60◦ e 65◦ e e0 no intervalo [0, 3 : 0, 4] para vários valores de I0. As órbitas com a0 = 4, 0Rs também
apresentaram regiões com mais tempos de permanência das sondas em regiões mais inclinadas e excêntricas.
Entretato, para ambos semieixos maiores as órbitas registradas não tiveram tempos maiores do que a duração
de um período orbital do satélite natural.

11.2.3 Sistemas com a densidade de Proteu.

Registrando as órbitas com maior tempo de vida no intervalo de [0, 1 : 0, 2] para a excentricidade e inclinação
inicial próxima de 65◦, os sistemas com a densidade de Proteu e semieixo maior inicial de 2, 0Rs registraram
mapas que seguiram o comportamento de registo de boas órbitas fora de regiões de baixas inclinações e excentri-
cidades iniciais. Essas órbitas com durações adequadas para missões espaciais, presentes ao longo dos diversos
sistemas, chegaram a tempos de vida no intervalo de [109 : 357] períodos orbitais do satélite natural. O com-
portamento observado para as órbitas com a0 = 2, 0Rs extendeu-se a todas as condições simuladas, incluindo os
casos com semieixos com o triplo e o quádruplo do raio equatorial dos corpos orbitados. Entretanto, os tempos
de vida registrados nessas configurações iniciais permaneceram na faixa de 1 e 2 períodos orbitais do satélite
natural. Esses resultados são apresentados na FIGURA (C.24) no Anexo C.

11.3 Sistemas com razão de massa da ordem de 10−8 - Densidade de Mimas.

Considerando a razão de massa e a densidade do satélite natural Mimas, foram simulados sistemas no
intervalo de 0, 2µMimas ≤ µs ≤ 1, 4µMimas com passo de 0, 2µMimas, como mostra o esquema da FIGURA
(11.8), dando um total de seis casos genéricos, sem considerar o sistema de Mimas que faz parte do intervalo.
Os raios equatoriais de cada sistema foram determinados através do intervalo de massa escolhido e da densidade
do satélite natural Mimas.

Figura 11.8: Esquema do intervalo de razão de massa da ordem de 10−8 considerado nas simulações,
enfatizando o satélite natural que faz parte da faixa de simulações.

Para as simulações considerando um semieixo maior inicial igual a 2, 0Rs, os tempos de vida das sondas
não mantiveram o comportamento de maiores tempos de vida para I0 e e0 menores, FIGURA (C.25) no Anexo
C, devido as altas perturbações sentidas a partir dessa região. Os maiores tempos de vida foram obtidos na
faixa de [0, 2 : 0, 35] para a excentricidade e, principalmente, nas regiões com altas inclinações. Entretanto, os
tempos de vida encontrados mantiveram se na faixa entre [2 : 3] períodos orbitais dos satélites naturais. O
mesmo comportamento foi observado para órbitas iniciais com semieixo maior igual a 3, 0Rs, onde as regiões
com maiores tempos de vida encontraram-se entre [0, 20 : 0, 30] e [0, 45 : 0, 50] para a excentricidade ao longo de
algumas condições para a inclinação. As dinâmicas sobre os seis sistemas simulados podem ser bem representadas
pelo mapa da FIGURA (11.9)(a), sendo que em todos as razões de massa consideradas o maior tempo de vida
registrado foi de 2 períodos orbitais do satélite natural.
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Figura 11.9: Mapas de tempos de vida para I0 e e0 da sonda em torno dos satélites naturais da ordem de
10−8, para a0 = 3, 0Rs e a0 = 4, 0Rs, considerando a densidade de Mimas e a órbita do satélite natural circular
em torno do perturbador.

(a) a0 = 3, 0Rs - 0, 2µMimas ≤ µs ≤ 1.2µMimas (b) a0 = 4, 0Rs -

O mapa da FIGURA (11.9)(b) apresenta o comportamento geral para todos os sistemas simulados consi-
derando 4, 0Rs. Os tempos de vida não foram superiores a um período orbital do satélite natural e os maiores
tempos de vida encontram-se em regiões de órbitas iniciais excêntricas e inclinadas.
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12 Estudo da evolução orbital das trajetórias e do achata-

mento dos satélites
O objetivo dessa parte do trablalho é mostrar em detalhes alguns exemplos de trajetórias emcontradas no

presente trabalho, com isso, pretende-se dar uma visão física dos resultados obtidos.

12.1 Estudo das regiões de ilhas de estabilidade
Com base nos comportamentos e resultados observados anteriormente foram investigadas algumas ilhas de

estabilidade que foram encontradas nos diversos sistemas simulados. Para isso, foram analisadas as evoluções
temporais dos elementos orbitais das condições iniciais que promoveram órbitas com diversos tempos de vida.
Os gráficos observados são apresentados nas FIGURAS (12.1) a (12.3).

Figura 12.1: Evolução temporal dos elementos orbitais osculadores da órbita da sonda em torno de um corpo
com razão de massa µs = 5µTitan, densidade de Caronte, e condições orbitais iniciais da sonda a0 = 4, 0Rs,
e0 = 0, 20 e I0 = 60◦. Sendo A(t) a altitude da sonda em relação a superfície do satélite natural.

Os gráficos da FIGURA (12.1) mostram a colisão da sonda com a superficie do satélite natural após 15
períodos orbitais do satélite natural em torno do perturbador. Nesse intervalo foi visto que a inclinação da órbita
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da sonda decresce rapidamente, a medida que a excentricidade da órbita aumenta. No caso do argumento do
pericentro e da longitude do nodo é possível observar que eles circulam lentamente com o período de circulação
de aproximadamente 7 revoluções do satélite natural.

Figura 12.2: Evolução temporal dos elementos orbitais osculadores da órbita da sonda em torno de um satélite
natural de razão de massa µs = 0, 2µTitan, densidade de Titã, e condições orbitais iniciais da sonda a0 = 4, 0Rs,
e0 = 0, 25 e I0 = 60◦. Sendo A(t) a altitude da sonda em relação a superfície do satélite natural.

Nas evoluções temporais dos elementos orbitais mostradas nas figuras (12.2) a (12.3) observa-se o mesmo
comportamento para a inclinação e a excentricidade das órbitas, ou seja, com o passar do tempo é obserdado um
acoplamento da inclinação com a excentricidade. Foi visto também que esses elementos ao longo da evolução
temporal possuem uma grande amplitude de variação, o que evidencia o fato de órbitas circulares se tornarem
demasiadamente excentricas em um curto período de tempo. Esse comportamento é característico em órbitas
que sofrem a ação do efeito Kozai-Lidov (de Almeida Prado, 2003). Esse fenômeno foi estudado por Lidov
em 1961 na dinâmica de satelites perturbados por corpos externos, e por Kozai durante seus estudos com a
perturbação proveniente dos planetas gigantes em um asteroide (Kinoshita & Nakai, 2007). O mecânismo vem
sendo estudado também pelos recentes trabalhos de Silsbee & Tremaine (2017) e Farago & Laskar (2010),
considerando as perturbações de terceiro corpo e a dinâmica de uma partícula de massa disprezível , além
de pesquisas nas diversas áreas da astronomia . Predito na teoria do mecânismo de Kozai-Livod e também
observados nos gráficos estão as librações do argumento do pericentro e longitude do nodo, sendo que, em
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alguns casos, essas librações ocorrem dentro de um evento de circulação realizado em determinados períodos.

Figura 12.3: Evolução temporal dos elementos orbitais osculadores da órbita da sonda em torno de um satélite
natural de razão de massa µs = 5µTitan, densidade de Titã, e condições orbitais iniciais da sonda a0 = 4, 0Rs,
e0 = 0, 21 e I0 = 60◦. Sendo A(t) a altitude da sonda em relação a superfície do satélite natural.
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12.2 Primeiros resultados considerando o achatamento dos satélites
Visando estudar os efeitos devido ao achatamento dos satélites, foram realizadas simulações, para alguns sis-

temas genéricos, considerando valores fictícios para o achatamento dos corpos, buscando com isso, ver os efeitos
devido a magnitude de cada J2. As simulações foram realizadas para as razões de massa 0, 2 µCaronte, 0, 2 µMir

e 0, 2 µReia e densidade de Caronte, Miranda e Dione, respectivamente, buscando observar o comportamento
em corpos com razões de massa extremos, para órbitas iniciais circulares no mesmo intervalo de inclinação e
semieixo maior iniciais das simulações nos capítulos de 8 à 10. Foi escolhido um intervalo de 10−4 ≤ J2 ≤ 10−1

com passo de 10−1 para o achatamento. Os mapas sem o achatamento dos corpos são mostrados na FIGURA
(12.4) e os resultados das simulações com o J2 são apresentados nas FIGURAS (12.5) à (12.7).

Figura 12.4: Mapas de tempos de vida para I0 e a0 da sonda em torno dos corpos com razões de massa iguais
a 0, 2 µCaronte, 0, 2 µMir e 0, 2 µReia.

(a) 0, 2 µCaronte (b) 0, 2 µReia

(c) 0, 2 µMir
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Figura 12.5: Mapas de tempos de vida para I0 e a0 da sonda em torno de um corpo com µs = 0, 2 µCaronte

achatado no intervalo de 10−4 ≤ J2 ≤ 10−1 e densidade de Caronte.

(a) J2 = 1, 0× 10−4 (b) J2 = 1, 0× 10−3

(c) J2 = 1, 0× 10−2 (d) J2 = 1, 0× 10−1

De modo geral, os resultados considerando o achatamento do corpo orbitado pela sonda mostram que os
comportamentos vistos em função da inclinação e do semieixo maior iniciais da órbita da sonda são mantidos,
como observados nas simulações realizadas anteriormente sem os efeitos do achatamento. Entretanto, devido
a não homogeneidade do satélite, as órbitas implementadas em regiões mais baixas e para baixas inclinações
possuem um efeito do J2 dominante sobre a dinâmica, acelerando o sonda nas passagens pelo equador e amor-
tencendo os efeitos do terceiro corpo, promovendo assim um aumento no tempo de vida das órbitas. Entretanto,
as órbitas iniciais colocadas em altas altitudes e bastante inclinadas, podem, dependendo do corpo em estudo,
não se equilibrar ou dominar sobre os efeitos do terceiro corpo. Nesses casos as órbitas continuam a ter tempos
de vida baixos pois, as perturbações de terceiro corpo e o efeito Kozai continuam a derrubar ou ejetar essas
órbitas.
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Figura 12.6: Mapas de tempos de vida para I0 e a0 da sonda em torno de um corpo com µs = 0, 2 µMir

achatado no intervalo de 10−4 ≤ J2 ≤ 10−1 e densidade de Miranda.

(a) J2 = 1, 0× 10−4 (b) J2 = 1, 0× 10−3

(c) J2 = 1, 0× 10−2 (d) J2 = 1, 0× 10−1

Os mapas também mostram que a medida que o achatamento do corpo orbitado aumenta as regiões com
maiores tempos de vida também tendem a aumentar, região em cinza nos gráficos. Entretanto, para algumas
condições orbitais a combinação das perturbações devido ao achatamento do satélite e ao terceiro corpo também
podem promover diminuições nos tempos de vida. Foi observado ainda que para corpos com um J2 grande, da
ordem de 10−1, começam a surgir órbitas com altos tempos de vida e sobreviventes ao tempo total de integração
em regiões de órbitas circulares e baixas altitudes iniciais para diversas inclinações, incluindo valores iguais a
85°, esses comportamentos podem ser vistos nos mapas das FIGURAS (12.5) à (12.7).
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Figura 12.7: Mapas de tempos de vida para I0 e a0 da sonda em torno de um corpo com µs = 0, 2 µReia

achatado no intervalo de 10−4 ≤ J2 ≤ 10−1 e densidade de Dione.

(a) J2 = 1, 0× 10−4 (b) J2 = 1, 0× 10−3

(c) J2 = 1, 0× 10−2 (d) J2 = 1, 0× 10−1
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13 Conclusões

Os resultados apresentados reforçam a importância do estudo das órbitas para missões de
sondas espaciais próximas a satélites naturais e outros possíveis sistemas. Assim, o trabalho
buscou apresentar os comportamentos gerais observados nos mais diferentes regimes de condi-
ções iniciais. Também foi visto que, devido a particularidade de cada corpo celeste, a evolução
temporal dessas órbitas pode ter comportamentos locais diferentes, como foi observado nas
seções de resultados. Nesse sentido, um estudo das condições para a realização dessas missões
é importante, pois permite entender e planejar de forma mais segura as missões.

As dinâmicas em torno dos diversos satelites naturais do Sistema Solar, considerando as
órbitas iniciais das sondas circulares, foram localizados intervalos de semieixo maior inicial da
órbita da sonda onde os tempos de vida observados foram altos, fazendo com que essas sondas
orbitassem esses satelites naturais por períodos de meses ou anos. Essas regiões estão dispostas
em diferentes intervalos, dependendo da razão de massa do satélite natural, podendo extender-
se até semieixos maiores de 10, 0Rs. No estudo de I0 e a0, observou-se que, de modo geral,
a escolha do semieixo maior inicial da sonda afeta no tempo de vida das órbitas com maior
intensidade do que a escolha da inclinação. Os mapas mostraram que para os satélites naturais
com razão de massa até a ordem de 10−7, a escolha de semieixos maiores iniciais menores,
consequentemente órbitas com menor altitude inicial, tendem a gerar dinâmicas que produzem
maiores tempos de vida para a órbita da sonda. Esse comportamento está relacionado ao fato
dessa proximidade permitir que o campo gravitacional do satélite atue de forma mais forte
sobre as órbitas das sondas. Além disso, órbitas mais baixas tendem a sentir menos as ações
de terceiro corpo, devido a proximidade com o satélite natural. Da mesma forma, órbitas
com semieixos maiores mais altos sofrem mais as perturbações do terceiro corpo e por isso são
levadas a colidir com a superfície do satélite ou serem ejetadas do sistema.

Os mapeamentos em função de I0 e e0 da sonda em torno dos satélites naturais permitiu
identificar que, de modo geral, a escolha da excentricidade inicial da órbita da sonda tem papel
importante na duração dos tempos de vida das órbitas. Uma vez que o efeito Kozai tende
a tornar as órbitas excentricas, as órbitas iniciadas com maior excentricidade apresentaram
tempos de vida baixos. Desta forma, as órbitas com os maiores tempos de vida foram, em
sua maioria, encontradas em órbitas iniciais próximas a circulares e menos inclinadas. Esse
resultados podem ser explicados pelo fato das órbitas iniciais mais elípticas apresentarem um
apoapsis mais próximo do terceiro corpo, promovendo assim uma maior perturbação, além
disso, a proximidade do periapsis, dessas órbitas, com o satélite natural favorece a colisão.

Além disso, os resultados mostraram a existência de ilhas de estabilidade nos sistemas
Caronte, Titã e Tritão. Essas ilhas apresentaram um conjunto de órbitas com tempos de
vida altos, e foram encontradas em regiões de inclinação baixas e, em alguns casos, órbitas
iniciais excêntricas. Além dessas ilhas, faixas orbitais sobreviventes ao tempo de integração
total também foram encontradas. A obtenção dessas órbitas com maiores tempos de vida em
regiões de baixa inclinação está relacionada com o efeito Kozai, que tende a ser mais forte a
medida que as órbitas são mais inclinadas. Assim, as órbitas iniciais com menor inclinação,
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sentem menos o efeito Kozai e assim o acoplamento da inclinação com a excentricidade não é
grande, favorecendo a permanência da sonda por mais tempo.

A comparação entre os resultados das simulações utilizando as excentricidades reais dos
satélites naturais e o modelo considerando suas órbitas circulares em torno dos planetas permi-
tiram concluir que as simulações para o modelo circular representam bem o comportamento das
órbitas da sonda em torno dos satélites naturais, pois, a diferença entre os tempos de vida obti-
dos considerando os dois casos não apresentaram, de modo geral, grandes variações. Houveram,
apenas em algumas condições locais, ganhos ou perdas de tempos de vida consideráveis.

Foram realizados estudos de órbitas em torno de diversos sistemas genéricos dentro de um
intervalo de razão de massa entre 10−1 e 10−8. De modo geral, esses resultados permitiram
concluir que razões de massa de maior ordem tendem a amortecer mais as perturbações de
terceiro corpo, pois a massa do perturbador não é muito discrepante da massa do corpo que é
orbitado pela sonda. Para os casos onde a diferença, entre essas massas é muito grande, pode
ser visto que os tempo de vida dessas órbitas, no geral, são curtos devido a alta perturbação
gravitacional que essa configuração proporciona. Entretanto, esse é um comportamento geral,
pois nos diversos sistemas, foram encontradas condições orbitais locais que apresentaram bons
tempos de vida para as órbitas da sonda.

Os resultados também reforçaram o comportamento já observado nos estudos em função
do semieixo maior inicial em órbitas iniciais circulares, pois os mapas nos sistemas de ordem
entre 10−1 e 10−3 apresentaram os mesmos intervalos de maiores tempos de vida para determi-
nadas faixas de semieixo maior inicial, o que evidência que esse comportamento está presente
no intervalo de razões de massa considerado. Os estudos realizados em função da inclinação e
excentricidade inicial da órbita da sonda permitiu verificar os efeitos sobre o tempo de vida das
órbitas devido a escolha dessas condições iniciais. Os comportamento gerais observados podem
ser divididos em três. Muitos sistemas apresentaram, para altitudes mais baixas, mapas onde o
aumento do tempo de vida era registrado a medida que as órbitas iniciais eram menos inclina-
das e mais circulares. Esse comportamento foi observado entre as razões de massa entre 10−1 à
10−7. Como no estudo dos satélites naturais, os resultados apresentados nos sistemas genéricos,
reforçaram os comportamentos para a inclinação, semieixo maior e excentricidade inicial. O
efeito Kozai tende a ser menor a medida que as órbitas são menos inclinadas, favorecendo a per-
manência da sonda por mais tempo. Para o semieixo maior, que está relacionado a altitude de
implementação dessas óbitas, as órbitas mais altas tendem a sentir mais as ações perturbativas
do terceiro corpo e as órbitas iniciadas com excentricidades maiores tendem a gerar órbitas com
menor tempo de vida, devido as maiores perturbações, do terceiro corpo, sentidas no apoapsis
e a maior próximidade com a superfície do corpo em seu periapsis. Entretanto, alguns sistemas
considerados entre as razões de massa 10−7 e 10−8 mostraram que para pequenas variações da
altitude da sonda as perturbações devido ao terceiro corpo se fornam grandes, fazendo com
que mesmo órbitas com baixa inclinação e pouco excentricas sejam ejetadas ou colidam com a
superfície do satélite em pouco tempo.

Os resultados também mostraram que a medida que a altitude inicial das sondas eram acres-
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cidas, os mapas de I0 e e0 apresentaram regiões de ilhas de estabilidade localizadas em regiões
de órbitas iniciais mais excêntricas e, em alguns casos, mais inclinadas. Esses resultados são
importantes, pois apresentam a possibilidade de missões com maiores durações em condições
de altas excentricidades e/ou inclinações. Essas ilhas de estabilidade foram encontradas em
muitas condições simuladas, o que indica a existência dessas regiões em outros sistemas. Além
das regiões de sobrevivência e das ilhas de estabilidade, foram determinadas também regiões de
alta instabilidade sobre as quais as sondas seriam perdidas nos primeiros momentos da imple-
mentação. Desta forma, a escolha da excentricidade inicial da sonda tem um papel importante,
assim como a escolha do semieixo maior inicial.

Os estudos realizados em função do argumento do pericentro e da longitude do nodo também
mostraram a importância da escolha desses parâmetros. Os mapas obtidos apresentaram três
comportamentos gerais, nos mais diversos sistemas simulados, estando esses padrões ligados
a altitude na qual a sonda seria implementada. Os comportamentos observados mostram que
a depender da altitude da órbita inicial há uma dominância ou equilíbrio entre o argumento
do pericentro e a longitude do nodo inicial. Para as regiões próximas ao corpo orbitado,
foi observado que há um domínio do argumento do pericentro inicial da órbita, pois existem
intervalos ao longo de ω0 que promovem órbitas com maiores tempos de vida. Entretanto, para
regiões mais altas, mais próximas ao corpo perturbador, existe um equilíbrio entre a escolha
do argumento do pericentro e a longitude do nodo inicial, não havendo uma dominância de
apenas um dos elementos órbitais. Nessa região, para que sejam obtidas órbitas com melhores
tempos de vida deve ser feita uma busca por valores de ω0 e Ω0 que promovam esse equilíbrio, e
assim as melhores órbitas. Por fim, em alguns casos, existem regiões intermediárias, nas quais
a dominância, sobre os tempos de vida das órbitas, passa a ser da longitude do nodo inicial.
Logo, o valor do argumento do pericentro inicial passa a não apresentar muita diferença nos
tempos de vida das órbitas.

De modo geral, o presente trabalho apresentou o mapeamento dos tempos de vida para
órbitas em torno dos satélites naturais do Sistema Solar e para sistemas genéricos que foram
simulados considerando características conhecidas em outras luas. Os resultados também mos-
tram os comportamentos previsto na literatura para as perturbações do terceiro corpo, além
de mapear o quanto esses efeitos afetam as órbitas nas diversas faixas de razões de massa.
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A Anexo Teórico.

No presente anexo serão expressos complementos para o formalismo matemático do pro-
blema de dois e três corpos, apresentados no Capítulo 3 e 4, assim como breves discursos sobre
o problema de dois corpos perturbado e os efeitos devidos ao achatamento dos corpos.

A.1 Modelo matemático do problema de dois corpos (P2C).

Considerando o movimento da massa mj com respeito a mi podemos escrever a distância
relativa como mostra a Eq.(A.1):

~r(t) = ~rj(t)− ~ri(t) (A.1)

É possível, pela lei da gravitação de Newton, escrever, na ausência de outros corpos e de
termos perturbativos, a força que age sobre cada uma das massas (Roy, 2004):

~Fi = +G
mimj

r2
r̂ (A.2)

~Fj = −Gmimj

r2
r̂ (A.3)

Figura A.1: Esquema do problema de dois corpos

Onde G é a constante gravitacional. Note que o versor r̂ e o módulo r estão escritos em
termos do vetor posição relativa dos corpos e a oposição de sinal diz respeito a direção de
atuação das forças (Roy, 2004), que são atrativas. Sendo assim, as expressões (A.2) e (A.3)
podem ser reescritas de forma a explicitar as acelerações experimentadas pelos corpos (Murray
& Dermott, 1999):

mi~̈ri = +G
mimj

r3
~r (A.4)

mj~̈rj = −Gmimj

r3
~r (A.5)
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Tomando a derivada temporal duas vezes sobre Eq.(A.1), obtemos a aceleração relativa
entre os corpos:

~̈r = ~̈rj − ~̈ri (A.6)

Através das Eq.(A.4) e (A.5), obtemos que a aceleração relativa sobre mj tem a forma:

~̈r = −Gmj

r3
~r − (G

mi

r3
~r)

~̈r = −G(mi +mj)
~r

r3

(A.7)

Ao considerar que:

µ = G(mi +mj) (A.8)

É obtida a equação do movimento relativo para o problema de dois corpos:

~̈r = −µ ~r
r3

(A.9)

Ao considerarmos a dinâmica relativa entre os objetos é possível simplificar o problema
sem, no entanto, perder nenhuma das características do mesmo. Através da equação do movi-
mento relativo, Eq(A.9), é possível conhecer informações do sistema e determinar a evolução
da dinâmica relativa para a massa secundária mj.

Tomando o produto vetorial da Eq.(A.9) temos que:

~r × ~̈r = ~0 (A.10)

Através da integração da expressão resultante na Eq.(A.10) obtemos a integral do momento
angular:

~r × ~̇r = ~h (A.11)

Ela permite concluir que os vetores posição e velocidade, em qualquer instante de tempo
t, serão sempre coplanares. Vemos também que o vetor momento angular total (~h) é sempre
constante e perpendicular ao plano que contém os vetores posição e velocidade. Seu valor, por
ser calculado a partir dos vetores relativos da posição e velocidade.

A energia orbital, assim como o momento angular, pode ser obtido ao fazermos o produto
entre a velocidade radial com a expressão para o movimento relativo, Eq(A.9). No caso da
energia, através do produto interno, obtemos:
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~̇r.(~̈r − µ~r

r3
) = 0

~̇r.~̈r − µ~̇r.( ~r
r3

) = 0

~̇r.~̈r − µ ~̇r
r2

= 0

(A.12)

A Eq (A.12) pode ser integrada para obter a integral de vis viva ou energia orbital:

C =
v2

2
− µ

r
(A.13)

Os resultados obtidos para o momento angular e a energia orbital demonstram que, em um
sistema de dois corpos, ambos são conservados, o que é um resultado muito importante.

Considerando a coplanaridade da velocidade e da posição é possível determinar o módulo
da posição relativa entre os dois corpos. Para isso, considere um sistema de referencia em
coordenadas polares centrado no corpo mais massivo, que neste caso consideramos como a
massa mi, e considerando sobre ele uma linha de referência. A Fig(A.2) apresenta o esquema
proposto.

Figura A.2: Sistema de dois corpos em coordenadas polares.

Sendo conhecido que, em coordenadas polares, a componente radial do vetor posição pode
ser escrito na forma (Thornton & Marion, 2011):

~̈r = (r̈ − rθ̇2)r̂ (A.14)

É possível, através de algumas manipulações algébricas, reescrever a equação do movimento
relativo apresentada na Eq.(A.9) e determinar que a componente radial da expressão resultante
determina que:

r̈ − rθ̇2 = − µ
r2

(A.15)

Considerando o raio entre os objetos como uma função de dependência angular, é possível
reescrever a Eq.(A.15). As manipulações algébricas realizadas nesse processo permitem concluir
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que a solução geral da equação diferencial resultante é o que conhecemos como solução geral
das cônicas:

r =
p

1 + ecos(θ −$)
(A.16)

Onde e e $ são constantes do movimento. Através da expressão Eq.(A.16) é possível deter-
minar a forma da órbita que o corpo secundário descreve quando observado relativamente ao
corpo primário. Como a Eq.(A.16) é a solução geral das cônicas, o movimento descrito por esses
corpos pode assumir um comportamento parabólico, hiperbólico, elíptico, e, em alguns casos,
circular, a depender das características do sistema. Como muitas das órbitas dos corpos do
Sistema Solar apresentam o comportamento de órbitas elípticas (Murray & Dermott, 1999), um
destaque é dado a solução para o caso elíptico. Isso permite reescrever a solução do movimento
na forma:

r =
a(1− e2)

1 + ecos(θ −$)
(A.17)

.
Através da Eq.(A.17) e do esquema apresentado na FIGURA (A.3), podemos determinar

três constantes de integração. O semieixo maior (a) da elipse, a excentricidade (e) e a longitude
do pericentro $, que é um ângulo medido a partir de uma linha de referência inercial e o
pericentro1 da órbita. O sistema permite ainda determinar um parâmetro angular, f = θ − ω,
como sendo a anomalia verdadeira do corpo, que determinara o ângulo da posição do objeto
na elipse.

Note que, até o presente momento, toda a abordagem foi realizada para um movimento
sendo realizado em regime coplanar. Se considerarmos que existe um plano de referência pré-
fixado o qual apresenta uma direção de referência também estabelecida, três novas contantes
do movimento são incluídas ao sistema, como representa a Fig(A.3).

Figura A.3: Movimento orbital sobre o plano da órbita e com respeito a um referencial tridi-
mensional.

(a) Elementos orbitais sobre o plano da elipse. (b) Elementos orbitais no espaço.

Fonte: Adaptado de Murray & Dermott (1999)
1O pericentro de uma órbita diz respeito ao ponto mais próximo do corpo central.
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Esses novos parâmetros localizam o plano da órbita da massa m2 no espaço, sendo I a incli-
nação em relação ao plano de referência, (Ω) a longitude2 do nodo ascendente3, que determina
o ângulo entre a direção de referência e a linha dos nodos4 e (ω) é o argumento do pericen-
tro, que determina a abertura angular entre a linha dos nodos e o pericentro da órbita. Esses
seis parâmetros (a, e, I, ω,Ω, f), conhecidos como elementos orbitais, descrevem o movimento
relativo do corpo considerando as propriedades geométricas de sua órbita (Morbidelli, 2002),
cumprindo assim o papel de caracterizar a forma da cônica, bem como determinar a posição
da massa mj nessa órbita. Essa representação é usualmente utilizada nos estudos em mecânica
celeste e podem ser facilmente convertida em outros sistemas, como o cartesiano, através de
matrizes de rotação já previamente estabelecidas. Através do formalismo apresentado é possível
também determinar as leis do movimento orbital apresentadas por Kepler ((Morbidelli, 2002),
(Roy, 2004) e (Murray & Dermott, 1999)). De forma geral, para um problema onde só existem
os dois objetos, sem nenhuma perturbação, esses elementos são constantes.

A.2 Problema de dois corpos perturbado

Essas perturbações são responsáveis por causar mudanças nos elementos orbitais, deixando
de ser constante. As novas coordenadas podem ser obtidas através da solução da dinâmica do
sistema contendo as perturbações, mas não possuem soluções analíticas, fazendo-se necessário
simulações numéricas. Entretanto, existem outras abordagem que buscam determinar os regi-
mes de variação dos elementos orbitais em função do tempo. Burns (1976) apresentou como
obter as taxas de variação desses elementos conhecendo previamente as componentes radial,
tangencial e normal da força perturbadora a qual o sistema está submetido, ou seja, sendo
conhecida uma força descrita na forma:

d~F = RêR + T êT +NêN (A.18)

Onde R, T e N correspondem aos módulos da componente radial, tangencial e normal
da força perturbativa. Considerando que a perturbação seja pequena, em relação as demais
forças do sistema, ele derivou as equações para os parâmetros orbitais. Tal abordagem se
mostra interessante, dado que, sendo conhecido o comportamento da força, é possível também
determinar em quais elementos orbitais haverá maiores e menores perturbações, bem como
de que modo essas forças afetam cada parâmetro. Sendo assim, é possível prever as novas
características da órbita. As equações gerais obtidas são apresentadas por Burns (1976) e Roy
(2004).

Outra forma de determinar a variação dos elementos orbitais no tempo é através das Equa-
ções planetárias de Lagrange. Diferente da abordagem apresentada por Burns (1976), as equa-
ções de Lagrange não utilizam o conhecimento das componentes das forças de perturbação para

2Chamamos de longitude todo ângulo descrito a partir de uma linha de referência.
3O nodo ascendente representa o ponto onde a órbita do objeto intercepta o plano orbital de referência,

quando o corpo passa do hemisfério sul para o hemisfério norte.
4A linha dos nodos é a linha gerada pela intersecção do plano de referência com o plano da órbita do objeto.
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derivar a evolução dos elementos. Elas derivam as taxas de variação orbital através de uma
função perturbadora, que é obtida através do gradiente do potencial perturbador F. Os proces-
sos para a obtenção das equações planetárias de Lagrange, através do método da variação dos
parâmetros, podem ser encontrados em Broucke (2003) e suas expressões finais são dadas por:

da

dt
=

2

na

∂F
∂ε

de

dt
=

√
1− e2
na2e

{(
1−

√
1− e2

) ∂F
∂ε
− ∂F
∂$

}
dε

dt
= − 2

na

∂F
∂a

+

√
1− e2

(
1−
√

1− e2
)

na2e

∂F
∂e

+
tg( I2)

na2
√

1− e2
∂F
∂I

dΩ

dt
=

1

na2senI
√

1− e2
∂F
∂I

d$

dt
=

√
1− e2
na2e

∂F
∂e

+
tg I2

na2
√

1− e2
∂F
∂I

dI

dt
= −

tg I2
na2
√

1− e2

(
∂F
∂ε

+
∂F
∂$

)
− 1

na2sinI
√

1− e2
∂F
∂Ω

(A.19)

Onde ε é a longitude média da época, que se relacionada com os parâmetros angulares pela
expressão:

λ = nt+ ε (A.20)

Sendo n o movimento médio e λ a longitude média5.

A.3 O problema do achatamento do corpo central.

A.3.1 O potencial da força.

Consideremos o caso de duas partículas Pc e p, como apresentado na FIGURA (A.4). O
potencial de força, por unidade de massa, que age sobre a partícula p pode ser dado por (Kuga
et al., 2011):

Figura A.4: Diagrama vetorial para o potencial, sobre uma partícula de massa M , gerado por
uma partícula de massa Mc separadas pelo vetor distância relativa ~rp.

5A longitude média é o ângulo a qual um corpo em órbita elíptica teria se este fosse colocado em uma órbita
circular e livre de perturbações.
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U =
GMc

rp
(A.21)

Onde G é a constante gravitacional, Mc é a massa da partícula Pc e rp é o módulo da
distância entre as duas partículas. Desta forma, é possível expressar a aceleração como o
gradiente do potencial U:

~̈rc = gradU (A.22)

Figura A.5: Diagrama vetorial para o potencial, sobre uma partícula de massa M , gerado por
N partículas.

Com base no princípio da superposição, caso o sistema, apresentado anteriormente, fosse
composto por um número N de partículas, ele seria como o sistema mostrado na FIGURA
(A.5), com as partículas distribuídas em uma região limitada do espaço. Temos que o potencial
U , sobre a partícula p, teria a forma (Roy, 2004):

U = G

N∑
n=1

Mn

rnp
(A.23)

A.3.2 A expansão em polinômios de Legendre.

Considerando o esquema da FIGURA (3.1) e com base no potencial total experimentado
por uma partícula, p, devido a um corpo finito e na Eq (3.1) podemos distribuir os termos do
módulo da distância relativa entre os corpos para obter:

42 = x2 − 2xX +X2 + y2 − 2yY + Y 2 + z2 − 2zZ + Z2

=
(
x2 + y2 + z2

)
− 2 (xX + yY + zZ) +

(
X2 + Y 2 + Z2

) (A.24)
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Evidenciando o módulo da posição da partícula, podemos reescrever a Eq (A.24) na forma:

42 = r2p

[
1− 2rc(~rc.~pc)

rpr2c
+

(
rc
rp

)2
]

(A.25)

Com uma troca de variáveis do sistema, definidas por Roy (2004), temos:

cosθ =
(~rc.~pc)

rprc
= q

α =
rc
rp

(A.26)

Sendo θ o ângulo formado entre os vetores posição do elemento de massa e da partícula,
obtemos que:

42 = r2p
[
1− 2αq + α2

]
4 = rp

[
1− 2αq + α2

] 1
2

(A.27)

Ao substituirmos a Eq (A.27) na definição do potencial total, Eq (3.2), e considerando que
α < 1 e q � 1, é possível trabalhar o denominador da integral de forma a expressa-lo em termo
dos polinômios de Legendre, como descrito por Broucke (2003), na forma:

(
1− (2αq − α2)

)− 1
2 =

∞∑
k=0

(−1)k
(−1/2)(−3/2)...(1/2− k)

k!
(2αq − α2)k

(
1− (2αq − α2)

)− 1
2 = P0 + P1α + ...+ Pnα

n + ...

(A.28)

Onde os polinômios encontrados são da forma Pn(q). Assim, é possível obter o potencial U
da Eq (3.3):

U = U0 + U1 + U2 + U3 + ...Un + ... (A.29)

Sendo que Un = G
r

∫
Pnα

ndM .

Entre os termos presentes no potencial obtido, o termo U0 apresenta uma expressão co-
nhecida, que determina o valor do potencial como se toda a massa do corpo central estivesse
concentrada em seu centro de massa. A consideração de que o centro de massa do sistema
coincide com a origem das coordenadas traz como consequência imediata que o termo U1 é
igual a zero. Vale ressaltar que esse resultado é obtido exclusivamente pelo fato do centro de
massa e da origem do sistema de coordenadas coincidirem.

Estão relacionados a U2 os momentos de inercia do corpo central (Brouwer & Clemence,
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2013). Os demais termos ímpares, (n ≥ 3), do potencial estão relacionados com a simetria
do corpo em relação aos planos coordenados. Caso o corpo em estudo apresente simetrias em
relação a esses planos, esses termos serão todos nulos, não contribuindo assim para o potencial
(Roy, 2004). A contribuição dos demais termos pares, (n ≥ 4), são determinadas de acordo
com o corpo em estudo.

Como muitos corpos do Sistema Solar são aproximadamente esféricos, é uma boa aproxi-
mação utilizar a expressão para o potencial contendo os termos até U2, uma vez que esse termo
já apresentam um valor relativamente menor ao termo U0. A expressão, considerando apenas
a solução desses elementos, dada pela Eq (A.30), é conhecida como fórmula de MacCullagh e é
suficientemente precisa para a maioria dos corpos estudados (Roy, 2004).

U = G

[
M

r
+

1

2r3
(A+B + C − 3I)

]
(A.30)

Os termos A, B, C e I presentes na expressão correspondem aos momentos de inércia em
relação aos eixos Ox, Oy, Oz e Op, respectivamente.

A.3.3 As taxas de precessão e regressão.

Relacionado com o estudo do achatamento do corpo central, Murray & Dermott (1999)
apresentam a presença de três frequências. Tais frequências são o movimento médio (n), a
frequência radial (κ) e a vertical (ν). Elas são obtidas, pela expansão até primeira ordem
na inclinação e excentricidade, através de derivadas parciais em termos do raio e fatores do
semieixo maior, resultando, para um potencial até o termo de J2, em:

n2 =
Gmp

a3

[
1 +

3

2
J2

(
R

a

)2
]

κ2 =
Gmp

a3

[
1− 3

2
J2

(
R

a

)2
]

ν2 =
Gmp

a3

[
1 +

9

2
J2

(
R

a

)2
] (A.31)

A taxa para a precessão ocorrida no pericentro e nodo podem ser obtidas através das
frequência, de modo que:

ω̇ = − (κ+ ν)

Ω̇ = n− ν
(A.32)

Como as frequência podem ser escritas como na Eq(A.31), as taxas para o nodo e o pericentro
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podem ser reescritas na forma:

ω̇ = +n0

[
3J2

(
R

a

)2

− 9

4
J2
2

(
R

a

)4
]

Ω̇ = −n0

[
3

2
J2

(
R

a

)2

− 9

4
J2
2

(
R

a

)4
] (A.33)

Onde n0 =
(
Gmp
a3

) 1
2 .

A.4 Formalismo matemático do problema circular restrito de três

corpos.

Através do sistema proposto, no esquema da FIGURA (4.1), e considerando que as coorde-
nadas das massas e da partícula são (ξ1, η1, ζ1), (ξ2, η2, ζ2) e (ξ, η, ζ), respectivamente, é possível
escrever as componentes da aceleração resultante como:

ξ̈ =
2∑
j=1

µj
ξj − ξ
r3j

η̈ =
2∑
j=1

µj
ηj − η
r3j

ζ̈ =
2∑
j=1

µj
ζj − ζ
r3j

(A.34)

onde r1 e r2 são:

r21 = (ξ1 − ξ)2 + (η1 − η)2 + (ζ1 − ζ)2

r22 = (ξ2 − ξ)2 + (η2 − η)2 + (ζ2 − ζ)2
(A.35)

Se considerarmos agora o movimento da partícula a partir do sistema de referência girante,
Roy (2004) apresenta que as coordenadas dos corpos sobre o sistema podem ser consideradas
como (−µ2, 0, 0) para o corpo m1, (µ1, 0, 0) para o corpo m2 e (x, y, z) para a partícula infini-
tesimal. Como os sistemas de coordenadas possuem a origem no centro de massa, eles podem
ser relacionados pela expressão:

ξ = xcos(nt)− ysen(nt)

η = xsin(nt) + ycos(nt)

ζ = z

(A.36)

Deste modo, ao incluirmos que, pela configuração do sistema, o movimento médio tem valor
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unitário, as expressões das componentes na Eq.(A.36) podem ser derivadas no tempo, afim de
obter as componentes que relacionam as acelerações sobre os dois eixos coordenados.

ξ̈ = [ẍ− 2ẏ − x] cos(t)− [ÿ + 2ẋ− y] sen(t)

η̈ = [ẍ− 2ẏ − x] sen(t) + [ẍ+ 2ẋ− y] cos(t)

ζ̈ = z̈

(A.37)

Obtidas as equações que relacionam as componentes da aceleração e da posição, nos dois
sistemas de eixos, é possível substituir as Eq.(A.36) e (A.37) nas componentes expressas na
Eq.(A.34) de modo a obter as expressões apresentadas por Murray & Dermott (1999):

[ẍ− 2ẏ − x] cos(t)− [ÿ + 2ẋ− y] sen(t) =

[
2∑
j=1

µj
xj − x
r3j

]
cos(t) +

[
2∑
j=1

µj
r3j

]
ysen(t)

[ÿ − 2ẋ− y] sen(t) + [ÿ + 2ẋ− y] cos(t) =

[
2∑
j=1

µj
xj − x
r3j

]
sen(t)−

[
2∑
j=1

µj
r3j

]
ycos(t)

z̈ = −

[
2∑
j=1

µj
r3j

]
z

(A.38)

Através de algumas manipulações matemáticas é possível obter então as três equações dife-
renciais de segunda ordem, apresentadas na Eq (4.5) que descrevem o movimento da partícula
de massa desprezível.
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B Anexo I- Satélites naturais

Figura B.1: Mapas de tempos de vida em função da inclinação e semi-eixo maior inicial para son-
das em órbitas iniciais circulares em torno dos satélites naturais Caronte, Titã, Tritão, Ganimedes,
Europa,Calisto, Ariel e Umbriel, que se encontram em órbitas circulares e excentricas em torno dos pla-
netas. Nos presentes mapas e corresponde a excentricidade real dos satélites naturais em torno dos seus
respectivos planetas.

(a) Caronte e = 0.0 (b) Caronte e = 0.0022 (c) Titã e = 0.0 (d) Titã e = 0.0292

(e) Tritão e = 0.0 (f) Tritão e = 0.000016 (g) Europa e = 0.0 (h) Europa e = 0.009

(i) Ganimedes e = 0.0 (j) Ganimedes e = 0.0013 (k) Calisto e = 0.0 (l) Calisto e = 0.0074

(m) Ariel e = 0.0 (n) Ariel e = 0.0012 (o) Umbriel e = 0.0 (p) Umbriel e = 0.0039
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Figura B.2: Mapas de tempos de vida em função da inclinação e semi-eixo maior inicial para sondas
em órbitas iniciais circulares em torno dos satélites naturais Titânia, Oberon, Tétis, Dione, Reia, En-
célado, Proteu, Miranda e Mimas, que se encontram em órbitas circulares e excentricas em torno dos
planetas. Nos presentes mapas e corresponde a excentricidade real dos satélites naturais em torno dos
seus respectivos planetas.

(a) Titânia e = 0.0 (b) Titânia e = 0.0011 (c) Oberon e = 0.0 (d) Oberon e = 0.0014

(e) Tétis e = 0.0 (f) Tétis e = 0.0001 (g) Dione e = 0.0 (h) Dione e = 0.0022

(i) Reia e = 0.0 (j) Reia e = 0.0010 (k) Enceladus e = 0.0 (l) Enceladus e = 0.0045

(m) Proteu e = 0.0 (n) Proteu e = 0.0005 (o) Miranda e = 0.0 (p) Miranda e = 0.0013

(q) Mimas e = 0.0 (r) Mimas e = 0.0202
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Figura B.3: Mapas de tempos de vida para as condições iniciais de inclinação e excentricidade para a
sonda em torno de Caronte, (a)-(h), e Titã, (i)-(p),considerando os satélites naturais em uma órbita
circular e com suas respectivas excentricidade. Nos presentes mapas e corresponde a excentricidade
dos satélites naturais em torno dos planetas. Nos presentes mapas e corresponde a excentricidade dos
satélites naturais em torno dos planetas

(a) Caronte a0 = 2.0Rs - e = 0.0 (b) Caronte a0 = 2.0Rs - e = 0.0022 (c) Caronte a0 = 3.0Rs - e = 0.0 (d) Caronte a0 = 3.0Rs - e = 0.0022

(e) Caronte a0 = 4.0Rs - e = 0.0 (f) Caronte a0 = 4.0Rs - e = 0.0022 (g) Caronte a0 = 5.0Rs - e = 0.0 (h) Caronte a0 = 5.0Rs - e = 0.0022

(i) Titã a0 = 2.0Rs - e = 0.00 (j) Titã a0 = 2.0Rs - e = 0.0292 (k) Titã a0 = 3.0Rs - e = 0.00 (l) Titã a0 = 3.0Rs - e = 0.0292

(m) Titã a0 = 4.0Rs - e = 0.00 (n) Titã a0 = 4.0Rs - e = 0.0292 (o) Titã a0 = 5.0Rs - e = 0.00 (p) Titã a0 = 5.0Rs - e = 0.0292
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Figura B.4: Mapas de tempos de vida para as condições iniciais de inclinação e excentricidade para
a sonda em torno de Tritão, (a)-(h), e Ariel, (i)-(p),considerando os satélites naturais em uma órbita
circular e com suas respectivas excentricidade. Nos presentes mapas e corresponde a excentricidade
dos satélites naturais em torno dos planetas. Nos presentes mapas e corresponde a excentricidade dos
satélites naturais em torno dos planetas

(a) Tritão a0 = 2.0Rs - e = 0.00 (b) Tritão a0 = 2.0Rs - e = 0.000016 (c) Tritão a0 = 3.0Rs - e = 0.00 (d) Tritão a0 = 3.0Rs - e = 0.000016

(e) Tritão a0 = 4.0Rs - e = 0.00 (f) Tritão a0 = 4.0Rs - e = 0.000016 (g) Tritão a0 = 5.0Rs - e = 0.00 (h) Tritão a0 = 5.0Rs - e = 0.000016

(i) Ariel a0 = 2.0Rs - e = 0.00 (j) Ariel a0 = 2.0Rs - e = 0.0012 (k) Ariel a0 = 3.0Rs - e = 0.00 (l) Ariel a0 = 3.0Rs - e = 0.0012

(m) Ariel a0 = 4.0Rs - e = 0.00 (n) Ariel a0 = 4.0Rs - e = 0.0012 (o) Ariel a0 = 5.0Rs - e = 0.00 (p) Ariel a0 = 5.0Rs - e = 0.0012
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Figura B.5: Mapas de tempos de vida para as condições iniciais de inclinação e excentricidade para a
sonda em torno de Calisto, (a)-(h), e Europa, (i)-(p),considerando os satélites naturais em uma órbita
circular e com suas respectivas excentricidade. Nos presentes mapas e corresponde a excentricidade
dos satélites naturais em torno dos planetas. Nos presentes mapas e corresponde a excentricidade dos
satélites naturais em torno dos planetas

(a) Calisto a0 = 2.0Rs - e = 0.00 (b) Calisto a0 = 2.0Rs - e = 0.0074 (c) Calisto a0 = 3.0Rs - e = 0.00 (d) Calisto a0 = 3.0Rs - e = 0.0074

(e) Calisto a0 = 4.0Rs - e = 0.00 (f) Calisto a0 = 4.0Rs - e = 0.0074 (g) Calisto a0 = 5.0Rs - e = 0.00 (h) Calisto a0 = 5.0Rs - e = 0.0074

(i) Europa a0 = 2.0Rs - e = 0.00 (j) Europa a0 = 2.0Rs - e = 0.009 (k) Europa a0 = 3.0Rs - e = 0.00 (l) Europa a0 = 3.0Rs - e = 0.009

(m) Europa a0 = 4.0Rs - e = 0.00 (n) Europa a0 = 4.0Rs - e = 0.009 (o) Europa a0 = 5.0Rs - e = 0.00 (p) Europa a0 = 5.0Rs - e = 0.009
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Figura B.6: Mapas de tempos de vida para as condições iniciais de inclinação e excentricidade para a
sonda em torno de Ganimedes, (a)-(h), e Oberon, (i)-(p),considerando os satélites naturais em uma
órbita circular e com suas respectivas excentricidade. Nos presentes mapas e corresponde a excentricidade
dos satélites naturais em torno dos planetas

(a) Ganimedes a0 = 2.0Rs - e = 0.00 (b) Ganimedes a0 = 2.0Rs - e = 0.0013 (c) Ganimedes a0 = 3.0Rs - e = 0.00 (d) Ganimedes a0 = 3.0Rs - e = 0.0013

(e) Ganimedes a0 = 4.0Rs - e = 0.00 (f) Ganimedes a0 = 4.0Rs - e = 0.0013 (g) Ganimedes a0 = 5.0Rs - e = 0.00 (h) Ganimedes a0 = 5.0Rs - e = 0.0013

(i) Oberon a0 = 2.0Rs - e = 0.00 (j) Oberon a0 = 2.0Rs - e = 0.0014 (k) Oberon a0 = 3.0Rs - e = 0.00 (l) Oberon a0 = 3.0Rs - e = 0.0014

(m) Oberon a0 = 4.0Rs - e = 0.00 (n) Oberon a0 = 4.0Rs - e = 0.0014 (o) Oberon a0 = 5.0Rs - e = 0.00 (p) Oberon a0 = 5.0Rs - e = 0.0014
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Figura B.7: Mapas de tempos de vida para as condições iniciais de inclinação e excentricidade para a
sonda em torno de Titânia, (a)-(h), e Umbriel, (i)-(p),considerando os satélites naturais em uma órbita
circular e com suas respectivas excentricidade. Nos presentes mapas e corresponde a excentricidade dos
satélites naturais em torno dos planetas.

(a) Titânia a0 = 2.0Rs - e = 0.00 (b) Titânia a0 = 2.0Rs - e = 0.0011 (c) Titânia a0 = 3.0Rs - e = 0.00 (d) Titânia a0 = 3.0Rs - e = 0.0011

(e) Titânia a0 = 4.0Rs - e = 0.00 (f) Titânia a0 = 4.0Rs - e = 0.0011 (g) Titânia a0 = 5.0Rs - e = 0.00 (h) Titânia a0 = 5.0Rs - e = 0.0011

(i) Umbriel a0 = 2.0Rs - e = 0.00 (j) Umbriel a0 = 2.0Rs - e = 0.0039 (k) Umbriel a0 = 3.0Rs - e = 0.00 (l) Umbriel a0 = 3.0Rs - e = 0.0039

(m) Umbriel a0 = 4.0Rs - e = 0.00 (n) Umbriel a0 = 4.0Rs - e = 0.0039 (o) Umbriel a0 = 5.0Rs - e = 0.00 (p) Umbriel a0 = 5.0Rs - e = 0.0039
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Figura B.8: Mapas de tempos de vida para as condições iniciais de inclinação e excentricidade para
a sonda em torno de Dione, (a)-(h), e Reia, (i)-(p),considerando os satélites naturais em uma órbita
circular e com suas respectivas excentricidade. Nos presentes mapas e corresponde a excentricidade dos
satélites naturais em torno dos planetas.

(a) Dione a0 = 2.0Rs - e = 0.00 (b) Dione a0 = 2.0Rs - e = 0.0022 (c) Dione a0 = 3.0Rs - e = 0.00 (d) Dione a0 = 3.0Rs - e = 0.0022

(e) Dione a0 = 4.0Rs - e = 0.00 (f) Dione a0 = 4.0Rs - e = 0.0022 (g) Dione a0 = 5.0Rs - e = 0.00 (h) Dione a0 = 5.0Rs - e = 0.0022

(i) Reia a0 = 2.0Rs - e = 0.00 (j) Reia a0 = 2.0Rs - e = 0.0010 (k) Reia a0 = 3.0Rs - e = 0.00 (l) Reia a0 = 3.0Rs - e = 0.0010

(m) Reia a0 = 4.0Rs - e = 0.00 (n) Reia a0 = 4.0Rs - e = 0.0010 (o) Reia a0 = 5.0Rs - e = 0.00 (p) Reia a0 = 5.0Rs - e = 0.0010
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Figura B.9: Mapas de tempos de vida para as condições iniciais de inclinação e excentricidade para a
sonda em torno de Tétis, (a)-(h), e Encélado, (i)-(p),considerando os satélites naturais em uma órbita
circular e com suas respectivas excentricidade. Nos presentes mapas e corresponde a excentricidade dos
satélites naturais em torno dos planetas.

(a) Tétis a0 = 2.0Rs - e = 0.00 (b) Tétis a0 = 2.0Rs - e = 0.0001 (c) Tétis a0 = 3.0Rs - e = 0.00 (d) Tétis a0 = 3.0Rs - e = 0.0001

(e) Tétis a0 = 4.0Rs - e = 0.00 (f) Tétis a0 = 4.0Rs - e = 0.0001 (g) Tétis a0 = 5.0Rs - e = 0.00 (h) Tétis a0 = 5.0Rs - e = 0.0001

(i) Encélado a0 = 2.0Rs - e = 0.00 (j) Encélado a0 = 2.0Rs - e = 0.0045 (k) Encélado a0 = 3.0Rs - e = 0.00 (l) Encélado a0 = 3.0Rs - e = 0.0045

(m) Encélado a0 = 4.0Rs - e = 0.00 (n) Encélado a0 = 4.0Rs - e = 0.0045 (o) Encélado a0 = 5.0Rs - e = 0.00 (p) Encélado a0 = 5.0Rs - e = 0.0045
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Figura B.10: Mapas de tempos de vida para as condições iniciais de inclinação e excentricidade para a
sonda em torno de Miranda, (a)-(h), e Proteu, (i)-(p), considerando os satélites naturais em uma órbita
circular e com suas respectivas excentricidade. Nos presentes mapas e corresponde a excentricidade dos
satélites naturais em torno dos planetas.

(a) Miranda a0 = 2.0Rs - e = 0.00 (b) Miranda a0 = 2.0Rs - e = 0.0013 (c) Miranda a0 = 3.0Rs - e = 0.00 (d) Miranda a0 = 3.0Rs - e = 0.0013

(e) Miranda a0 = 4.0Rs - e = 0.00 (f) Miranda a0 = 4.0Rs - e = 0.0013 (g) Miranda a0 = 5.0Rs - e = 0.00 (h) Miranda a0 = 5.0Rs - e = 0.0013

(i) Proteu a0 = 2.0Rs - e = 0.00 (j) Proteu a0 = 2.0Rs - e = 0.0005 (k) Proteu a0 = 3.0Rs - e = 0.00 (l) Proteu a0 = 3.0Rs - e = 0.0005

(m) Proteu a0 = 4.0Rs - e = 0.00 (n) Proteu a0 = 4.0Rs - e = 0.0005 (o) Proteu a0 = 5.0Rs - e = 0.00 (p) Proteu a0 = 5.0Rs - e = 0.0005
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Figura B.11: Mapas de tempos de vida para as condições iniciais de inclinação e excentricidade para a
sonda em torno de Mimas, considerando o satélite natural em uma órbita circular e com sua respectiva
excentricidade em torno do planeta, sendo, nos mapas, e correspondente a excentricidade dos satélites
naturais em torno dos planetas.

(a) Mimas a0 = 2.0Rs - e = 0.00 (b) Mimas a0 = 2.0Rs - e = 0.0202 (c) Mimas a0 = 3.0Rs - e = 0.00 (d) Mimas a0 = 3.0Rs - e = 0.0202

(e) Mimas a0 = 4.0Rs - e = 0.00 (f) Mimas a0 = 4.0Rs - e = 0.0202 (g) Mimas a0 = 5.0Rs - e = 0.00 (h) Mimas a0 = 5.0Rs - e = 0.0202
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Tabela 11: Condições orbitais com maiores diferenças entre as simulações considerando a órbita
do satélite em torno do planeta circular e com sua excentricidade real. As diferenças temporais
são expressas em termos de períodos orbitais dos satélites naturais e as diferenças positivas
correspondem a ganhos nos tempos de vida das órbitas ao considerar a excentricidade real dos
satélites naturais.

satélite a0(Rs) I0 (°) ∆t satélite a0(Rs) I0(°) ∆t

Caronte

4.5 62.5 136.65 Ariel 3.0 60.0 -700.70
5.0 60.0 164.15

Calisto

8.0 67.5 215.17
5.0 62.5 -16.12 8.5 70.0 -33.25
5.0 65.0 313.38 9.0 67.5 -588.02
5.5 62.5 491.56 9.0 70.0 -39.67
5.5 60.0 -132.88 9.5 67.5 1494.52
6.0 60.0 -188.99

Europa
3.5 60.0 -928.04

6.0 62.5 55.16 4.0 62.5 82.51
6.0 67.5 13.46 4.5 62.5 57.37
6.0 65.0 -15.01

Ganimede

5.5 65.0 -124.35
6.5 60.0 -2156.84 6.0 62.5 -1733.92
6.5 62.5 -242.41 6.0 65.0 -2187.56

Titã

7.5 67.5 -199.97 6.0 67.5 25.82
8.0 67.5 27.68 6.0 70.0 -46.92
8.5 67.5 52.67 6.5 72.5 13.89
9.0 67.5 -713.16 7.0 62.5 207.75
9.5 65.0 -1107.49 7.0 65.0 -144.28
9.5 67.5 -2691.45

Oberon

7.5 67.5 -27.80
9.5 70.0 -90.36 7.5 70.0 48.68
9.5 72.5 -22.47 8.5 62.5 -1457.81
9.5 75.0 17.29 8.5 65.0 189.13
9.5 80.0 17.13 8.5 72.5 59.66
10.0 62.5 -2648.89 9.0 60.0 -1439.94
10.0 65.0 192.86 9.0 62.5 -1360.72
10.0 67.5 363.93 9.0 65.0 67.15
10.0 70.0 294.91 9.0 67.5 -101.27
10.0 72.5 -20.84 Dione 3.5 62.5 38.36
10.0 75.0 12.38

Titânia

6.0 65.0 2189.44

Tritão

5.5 65.0 -1008.60 6.5 62.5 -1373.53
6.0 60.0 -2478.81 7.0 62.5 779.65
6.0 62.5 -180.48 7.0 65.0 -25.07
6.0 65.0 -44.66 7.5 60.0 -77.36
6.5 60.0 -2149.35 7.5 62.5 -344.31

Umbriel

4.0 62.5 -251.29

Reia

4.0 60.0 -1038.38
4.5 60.0 494.74 4.0 62.5 -1583.97
5.0 62.5 -35.79 4.5 60.0 1087.67
5.0 65.0 -18.91 4.5 65.0 30.75

5.0 67.5 -32.95
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C Anexo II - Sistemas genéricos

C.1 Razões de massa da ordem de 10−1 e 10−2

Figura C.1: (a)-(g): Mapas de tempos de vida das órbitas em função de I0 e a0 da sonda em torno de
corpos genéricos com razão de massa no intervalo de 0, 4µCaronte ≤ µs ≤ 1, 6µCaronte, considerando as órbitas
iniciais da sonda circulares e a densidade dos corpos genéricos igual a densidade de Caronte; (h)-(r): Mapas de
tempos de vida em função de I0 e e0 da sonda em torno de corpos genéricos com razão de massa no intervalo de
0, 4µCaronte ≤ µs ≤ 1, 6µCaronte a um semi-eixo maior inicial na faixa de 2, 0Rs ≤ a0 ≤ 3, 0Rs.

(a) 0, 4µCaronte (b) 0, 6µCaronte (c) 0, 8µCaronte (d) 1, 0µCaronte

(e) 1, 2µCaronte (f) 1, 4µCaronte (g) 1, 6µCaronte (h) 0, 4µCaronte e a0 = 2, 0Rs

(i) 0, 6µCaronte e a0 = 2, 0Rs (j) 0, 8µCaronte e a0 = 2, 0Rs (k) 1, 0µCaronte e a0 = 2, 0Rs (l) 1, 2µCaronte e a0 = 2, 0Rs

(m) 1, 4µCaronte e a0 = 2, 0Rs (n) 1, 6µCaronte e a0 = 2, 0Rs (o) µs = 0, 4µCaronte e a0 = 3, 0Rs (p) Ilha 0, 4µCaronte e a0 = 3, 0Rs

(q) µs = 0, 6µCaronte e a0 = 3, 0Rs (r) Ilha 0, 6µCaronte e a0 = 3, 0Rs
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Figura C.2: (a)-(g): Mapas de tempos de vida em função de I0 e e0 da sonda em torno de corpos genéricos com
razão de massa no intervalo de 0, 4µCaronte ≤ µs ≤ 1, 6µCaronte a um semi-eixo maior inicial na faixa de 4, 0Rs

(a) µs = 0, 8µCaronte e a0 = 3, 0Rs (b) Ilha 0, 8µCaronte e a0 = 3, 0Rs (c) µs = 1, 0µCaronte e a0 = 3, 0Rs (d) Ilha 1, 0µCaronte e a0 = 3, 0Rs

(e) µs = 1, 2µCaronte e a0 = 3, 0Rs (f) Ilha 1, 2µCaronte e a0 = 3, 0Rs (g) µs = 1, 4µCaronte e a0 = 3, 0Rs (h) Ilha 1, 4µCaronte e a0 = 3, 0Rs

(i) µs = 1, 6µCaronte e a0 = 3, 0Rs (j) Ilha 1, 6µCaronte e a0 = 3, 0Rs (k) µs = 0, 4µCaronte e a0 = 4, 0Rs (l) Ilha 0, 4µCaronte e a0 = 4, 0Rs

(m) Ilha 0, 4µCaronte e a0 = 4, 0Rs (n) µs = 0, 6µCaronte e a0 = 4, 0Rs (o) Ilha 0, 6µCaronte e a0 = 4, 0Rs (p) Ilha 0, 6µCaronte e a0 = 4, 0Rs

(q) µs = 0, 8µCaronte e a0 = 4, 0Rs (r) Ilha 0, 8µCaronte e a0 = 4, 0Rs (s) Ilha 0, 8µCaronte e a0 = 4, 0Rs

Legenda: A órbita do corpo genérico em torno do perturbador é circular, os valores de a0 são expressos em função do raio equatorial do sistema, Rs, e
os tempos de vida estão dispostos no mapa em uma escala logarítmica de base 10. Os raios equatoriais dos sistemas simulados são Rs = 2.272048×10−02,
Rs = 2.600846 × 10−02, Rs = 2.862602 × 10−02, Rs = 3.083644 × 10−02, Rs = 3.276861 × 10−02, Rs = 3.449639 × 10−02 e Rs = 3.606652 × 10−02

para os corpos genéricos no intervalo de 0, 4µCaronte ≤ µs ≤ 1, 6µCaronte com passo de 0, 2µCaronte.121



Figura C.3: (a)-(g): Mapas de tempos de vida em função de I0 e e0 da sonda em torno de corpos genéricos
com razão de massa no intervalo de 0, 4µCaronte ≤ µs ≤ 1, 6µCaronte a um semi-eixo maior inicial na faixa de
3, 0Rs ≤ a0 ≤ 4, 0Rs;

(a) µs = 1, 0µCaronte e a0 = 4, 0Rs (b) Ilha 1, 0µCaronte e a0 = 4, 0Rs (c) Ilha 1, 0µCaronte e a0 = 4, 0Rs (d) Ilha 1, 0µCaronte e a0 = 4, 0Rs

(e) Ilha 1, 0µCaronte e a0 = 4, 0Rs (f) µs = 1, 2µCaronte e a0 = 4, 0Rs (g) Ilha 1, 2µCaronte e a0 = 4, 0Rs (h) Ilha 1, 2µCaronte e a0 = 4, 0Rs

(i) Ilha 1, 2µCaronte e a0 = 4, 0Rs (j) µs = 1, 4µCaronte e a0 = 4, 0Rs (k) Ilha 1, 4µCaronte e a0 = 4, 0Rs (l) Ilha 1, 4µCaronte e a0 = 4, 0Rs

(m) Ilha 1, 4µCaronte e a0 = 4, 0Rs (n) Ilha 1, 4µCaronte e a0 = 4, 0Rs (o) Ilha 1, 4µCaronte e a0 = 4, 0Rs (p) Ilha 1, 6µCaronte e a0 = 4, 0Rs

(q) Ilha 1, 6µCaronte e a0 = 4, 0Rs (r) Ilha 1, 6µCaronte e a0 = 4, 0Rs (s) Ilha 1, 6µCaronte e a0 = 4, 0Rs (t) Ilha 1, 6µCaronte e a0 = 4, 0Rs
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Figura C.4: (a)-(d): Mapas de tempos de vida das órbitas em função de ω0 e Ω0 da sonda em torno de um corpo
genérico com razão de massa µs = 0, 2µCaronte e raio equatorial Rs = 1, 803326 × 10−02. Simulações realizadas
para as condições iniciais I0 = 65◦, a0 = 2, 0Rs e excentricidade no intervalo de 0, 0 ≤ e0 ≤ 0, 4, (e)-(p): Mapas
de tempos de vida das órbitas em função de ω0 e Ω0 da sonda em torno de um corpo genérico com razão de massa
µs = 0, 2µCaronte e raio equatorial Rs = 1, 803326 × 10−02. Simulações realizadas sobre as condições iniciais
I0 = 65◦, e0 = 0, 1 e semi-eixo maior inicial na faixa de 3, 0Rs ≤ a0 ≤ 16, 0Rs.

(a) e0 = 0, 1 (b) e0 = 0, 2 (c) e0 = 0, 3 (d) e0 = 0, 4

(e) a0 = 3, 0Rs (f) a0 = 4, 0Rs (g) a0 = 6, 0Rs (h) a0 = 8, 0Rs

(i) a0 = 9, 0Rs (j) a0 = 10, 0Rs (k) a0 = 11, 0Rs (l) a0 = 12, 0Rs

(m) a0 = 13, 0Rs (n) a0 = 14, 0Rs (o) a0 = 15, 0Rs (p) a0 = 16, 0Rs
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C.2 Razões de massa da ordem de 10−3

Figura C.5: (a)-(e): Mapas de tempos de vida das órbitas em função de I0 e a0 da sonda em torno de corpos
genéricos com razão de massa no intervalo de 10µTitan ≤ µs ≤ 30µTitan, considerando as órbitas iniciais da sonda
circulares e a densidade dos corpos genéricos igual a densidade de Titã; (f)-(t): Mapas de tempos de vida em
função de I0 e e0 da sonda em torno de corpos genéricos com razão de massa no intervalo de 10µTitan ≤ µs ≤
30µTitan a um semi-eixo maior inicial na faixa de 2, 0Rs ≤ a0 ≤ 4, 0Rs e densidade de Titã.

(a) µs = 10µTitan (b) µs = 15µTitan (c) µs = 20µTitan (d) µs = 25µTitan

(e) µs = 30µTitan (f) µs = 10µTitan e a0 = 2, 0Rs (g) µs = 15µTitan e a0 = 2, 0Rs (h) µs = 20µTitan e a0 = 2, 0Rs

(i) µs = 25µTitan e a0 = 2, 0Rs (j) µs = 30µTitan e a0 = 2, 0Rs (k) µs = 10µTitan e a0 = 3, 0Rs (l) µs = 15µTitan e a0 = 3, 0Rs

(m) µs = 20µTitan e a0 = 3, 0Rs (n) µs = 25µTitan e a0 = 3, 0Rs (o) µs = 30µTitan e a0 = 3, 0Rs (p) µs = 5µTitan e a0 = 4, 0Rs

(q) µs = 10µTitan e a0 = 4, 0Rs (r) µs = 15µTitan e a0 = 4, 0Rs (s) µs = 20µTitan e a0 = 4, 0Rs (t) µs = 25µTitan e a0 = 4, 0Rs
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Figura C.6: (a)-(k): Mapas de tempos de vida em função de I0 e e0 da sonda em torno de corpos genéricos
com razão de massa no intervalo de 10µTitan ≤ µs ≤ 30µTitan a um semi-eixo maior inicial na faixa de 4, 0Rs ≤
a0 ≤ 6, 0Rs.

(a) µs = 25µTitan e a0 = 4, 0Rs (b) µs = 10µTitan e a0 = 5, 0Rs (c) µs = 15µTitan e a0 = 5, 0Rs (d) µs = 20µTitan e a0 = 5, 0Rs

(e) µs = 25µTitan e a0 = 5, 0Rs (f) µs = 30µTitan e a0 = 5, 0Rs (g) µs = 10µTitan e a0 = 6, 0Rs (h) µs = 15µTitan e a0 = 6, 0Rs

(i) µs = 20µTitan e a0 = 6, 0Rs (j) µs = 25µTitan e a0 = 6, 0Rs (k) µs = 30µTitan e a0 = 6, 0Rs

Figura C.7: Mapas de tempos de vida das órbitas em função de ω0 e Ω0 da sonda em torno de um corpo
genérico com razão de massa µs = 5µTitan e raio equatorial Rs = 3, 603647 × 10−03. Simulações realizadas para
as condições iniciais I0 = 65◦, a0 = 2, 0Rs e excentricidade no intervalo de 0, 0 ≤ e0 ≤ 0, 4.

(a) e0 = 0, 1 (b) e0 = 0, 2 (c) e0 = 0, 3 (d) e0 = 0, 4
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Figura C.8: (a)-(e): Mapas de tempos de vida das órbitas em função de ω0 e Ω0 da sonda em torno de um
corpo genérico com razão de massa µs = 5µTitan e raio equatorial Rs = 3, 603647× 10−3. Simulações realizadas
sobre as condições iniciais I0 = 65◦, e0 = 0, 1 e semi-eixo maior inicial na faixa de 3, 0Rs ≤ a0 ≤ 16, 0Rs.

(a) a0 = 3, 0Rs (b) a0 = 4, 0Rs (c) a0 = 5, 0Rs (d) a0 = 6, 0Rs

(e) a0 = 8, 0Rs (f) a0 = 9, 0Rs (g) a0 = 10, 0Rs (h) a0 = 11, 0Rs

(i) a0 = 12, 0Rs (j) a0 = 13, 0Rs (k) a0 = 14, 0Rs (l) a0 = 15, 0Rs

(m) a0 = 16, 0Rs
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Figura C.9: (a)-(e): Mapas de tempos de vida das órbitas em função de I0 e a0 da sonda em torno de corpos
genéricos com razão de massa no intervalo de 10µTitan ≤ µs ≤ 30µTitan, considerando as órbitas iniciais da sonda
circulares, e0 = 0, 0, e a densidade dos corpos genéricos igual a densidade de Tritão; (f)-(s): Mapas de tempos
de vida e ilhas de estabilidade em função de I0 e e0 da sonda em torno de um corpos genéricos com razão de
massa no intervalo de 10µTitan ≤ µs ≤ 30µTitan, e densidade de Tritão, a um semi-eixo maior inicial na faixa de
2, 0Rs ≤ a0 ≤ 3, 0Rs.

(a) µs = 10µTitan e a0 = 2, 0Rs (b) µs = 15µTitan e a0 = 2, 0Rs (c) µs = 20µTitan e a0 = 2, 0Rs (d) µs = 25µTitan e a0 = 2, 0Rs

(e) µs = 30µTitan e a0 = 2, 0Rs (f) µs = 10µTitan e a0 = 2, 0Rs (g) µs = 15µTitan e a0 = 2, 0Rs (h) µs = 20µTitan e a0 = 2, 0Rs

(i) µs = 25µTitan e a0 = 2, 0Rs (j) µs = 30µTitan e a0 = 2, 0Rs (k) µs = 10µTitan e a0 = 3, 0Rs (l) µs = 10µTitan e a0 = 3, 0Rs - Ilha

(m) µs = 15µTitan e a0 = 3, 0Rs (n) µs = 15µTitan e a0 = 3, 0Rs - Ilha (o) µs = 20µTitan e a0 = 3, 0Rs (p) µs = 20µTitan e a0 = 3, 0Rs - Ilha

(q) µs = 25µTitan e a0 = 3, 0Rs (r) µs = 25µTitan e a0 = 3, 0Rs - Ilha (s) µs = 30µTitan e a0 = 3, 0Rs (t) µs = 30µTitan e a0 = 3, 0Rs - Ilha
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Figura C.10: Mapas de tempos de vida em função de I0 e e0 da sonda em torno de um corpos genéricos com
razão de massa no intervalo de 10µTitan ≤ µs ≤ 30µTitan, e densidade de Tritão, a um semi-eixo maior inicial de
4, 0Rs.

(a) µs = 10µTitan (b) µs = 15µTitan (c) µs = 20µTitan (d) µs = 25µTitan

(e) µs = 30µTitan
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Figura C.11: (a)-(d): Mapas de tempos de vida das órbitas em função de ω0 e Ω0 da sonda em torno de um
corpo genérico com razão de massa µs = 5µTitan e raio equatorial Rs = 6, 803230× 10−3. Simulações realizadas
para as condições iniciais I0 = 65◦, a0 = 2, 0Rs e excentricidade no intervalo de 0, 0 ≤ e0 ≤ 0, 4, (e)-(q): Mapas
de tempos de vida das órbitas em função de ω0 e Ω0 da sonda em torno de um corpo genérico com razão de massa
µs = 5µTitan e raio equatorial . Simulações realizadas sobre as condições iniciais I0 = 65◦, e0 = 0, 1 e semi-eixo
maior inicial na faixa de 3, 0Rs ≤ a0 ≤ 16, 0Rs.

(a) e0 = 0, 1 (b) e0 = 0, 2 (c) e0 = 0, 3 (d) e0 = 0, 4

(e) a0 = 3, 0Rs (f) a0 = 4, 0Rs (g) a0 = 5, 0Rs (h) a0 = 6, 0Rs

(i) a0 = 8, 0Rs (j) a0 = 9, 0Rs (k) a0 = 10, 0Rs (l) a0 = 11, 0Rs

(m) a0 = 12, 0Rs (n) a0 = 13, 0Rs (o) a0 = 14, 0Rs (p) a0 = 15, 0Rs

(q) a0 = 16, 0Rs
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C.3 Razões de massa da ordem de 10−5

Figura C.12: Mapas de tempos de vida para I0 e e0 da órbita da sonda ao redor dos sistemas genéricos
da ordem de 10−5 e densidade de Ariel para a0 = 2Rs, (a)-(f), 3Rs, (g)-(l), e 4Rs, (m)-(r).

(a) µs = 0, 2µGan e Rs = 3, 032428 × 10−3 (b) µs = 0, 4µGan e Rs = 3, 820620 × 10−3 (c) µs = 0, 6µGan e Rs = 4, 373518 × 10−3

(d) µs = 0, 8µGan e Rs = 4, 813680 × 10−3 (e) µs = 1, 0µGan e Rs = 5, 185380 × 10−3 (f) µs = 1, 2µGan e Rs = 5, 510288 × 10−3

(g) µs = 0, 2µGan e Rs = 3, 032428 × 10−3 (h) µs = 0, 4µGan e Rs = 3, 820620 × 10−3 (i) µs = 0, 6µGan e Rs = 4, 373518 × 10−3

(j) µs = 0, 8µGan e Rs = 4, 813680 × 10−3 (k) µs = 1, 0µGan e Rs = 5, 185380 × 10−3 (l) µs = 1, 2µGan e Rs = 5, 510288 × 10−3
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(m) µs = 0, 2µGan e Rs = 3, 032428 × 10−3 (n) µs = 0, 4µGan e Rs = 3, 820620 × 10−3 (o) µs = 0, 6µGan e Rs = 4, 373518 × 10−3

(p) µs = 0, 8µGan e Rs = 4, 813680 × 10−3 (q) µs = 1, 0µGan e Rs = 5, 185380 × 10−3 (r) µs = 1, 2µGan e Rs = 5, 510288 × 10−3

Figura C.13: Mapas de tempos de vida para I0 e e0 da órbita da sonda ao redor dos sistemas genéricos
da ordem de 10−5 e densidade de Europa com a0 = 2Rs, (a)-(b) e 4Rs, (c).

(a) 0, 2µGan ≤ µs ≤ 0, 6µGan e 1, 2µGan (b) 0, 8µGan ≤ µs ≤ 1, 0µGan
(c) 0, 2µGan ≤ µs ≤ 1, 2µGan
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Figura C.14: Mapas de tempos de vida para I0 e e0 da órbita da sonda ao redor dos sistemas genéricos
da ordem de 10−5 e densidade de Titânia com a0 = 2Rs, (a)-(c), 3Rs, (d), e 4Rs, (e)-(g).

(a) 0, 4µGan (b) 0, 6µGan; 1, 0µGan e 1, 2µGan (c) 0, 2µGan e 0, 8µGan

(d) 0, 2µGan ≤ µs ≤ 1, 2µGan (e) 0, 2µGan e 1, 0µGan (f) 0, 4µGan e 1, 2µGan

(g) 0, 6 e 0, 8µGan
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Figura C.15: Mapas de tempos de vida para I0 e e0 da órbita da sonda ao redor dos sistemas genéricos
da ordem de 10−5 e densidade de Umbriel a0 = 2Rs, (a)-(b), 3Rs, (c)-(h), e 4Rs, (i)-(n).

(a) 0, 2µGan ≤ µs ≤ 0, 6µGan e 1, 2µGan (b) 0, 8µGan ≤ µs ≤ 1, 0µGan (c) 0, 2µGan e Rs = 2, 304717 × 10−3

(d) 0, 4µGan e Rs = 2, 903761 × 10−3 (e) 0, 6µGan e Rs = 3, 323976 × 10−3 (f) 0, 8µGan e Rs = 3, 658510 × 10−3

(g) 1, 0µGan e Rs = 3, 941010 × 10−3 (h) 1, 2µGan e Rs = 4, 187948 × 10−3 (i) 0, 2µGan e Rs = 2, 304717 × 10−3

(j) 0, 4µGan e Rs = 2, 903761 × 10−3 (k) 0, 6µGan e Rs = 3, 323976 × 10−3 (l) 0, 8µGan e Rs = 3, 658510 × 10−3
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(m) 1, 0µGan e Rs = 3, 941010 × 10−3 (n) 1, 2µGan e Rs = 4, 187948 × 10−3

Figura C.16: Mapas de tempos de vida para I0 e e0 da órbita da sonda ao redor dos sistemas genéricos
da ordem de 10−5 e densidade de Ganimedes para a0 = 2Rs, (a)-(b), 3Rs, (c), e 4Rs, (d).

(a) a0 = 2, 0Rs (b) a0 = 2, 0Rs (c) 0, 2µGan ≤ µs ≤ 1, 2µGan (d) 0, 2µGan ≤ µs ≤ 1, 2µGan

Figura C.17: Mapas de tempos de vida para I0 e e0 da órbita da sonda ao redor dos sistemas genéricos
da ordem de 10−5 e densidade de Calisto para a0 = 2Rs, (a)-(b), 3Rs, (c), e 4Rs, (d).

(a) a0 = 2, 0Rs (b) a0 = 2, 0Rs (c) 0, 2µGan ≤ µs ≤ 1, 2µGan (d) 0, 2µGan ≤ µs ≤ 1, 2µGan
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Figura C.18: Mapas de tempos de vida para I0 e e0 da órbita da sonda ao redor dos sistemas genéricos
da ordem de 10−5 e densidade de Oberon para a0 = 2, (a)-(b), 3, (c) e 4Rs, (d), considerando que o
corpo orbitado pela sonda encontra-se em uma órbita circular em torno do corpo perturbador.

(a) µs = µReia (b) µs = µReia (c) 0, 2µGan ≤ µs ≤ 1, 2µGan (d) 0, 2µGan ≤ µs ≤ 1, 2µGan
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C.4 Razões de massa da ordem de 10−6

Figura C.19: Mapas de tempos de vida em função de I0 e e0 da órbita da sonda ao redor dos corpos
genéricos da ordem de 10−6 e densidade de Tétis para a0 = 2Rs, (a)-(c), 3Rs, (d), e 4Rs, (e).

(a) a0 = 2, 0Rs (b) a0 = 2, 0Rs (c) a0 = 2, 0Rs (d) µs = 0, 2µReia ≤ µs ≤ 1, 6µReia

(e) µs = 0, 2µReia ≤ µs ≤ 1, 6µReia
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Figura C.20: Mapas de tempos de vida para I0 e e0 da órbita da sonda ao redor dos sistemas genéricos
da ordem de 10−6 e densidade de Reia para a0 = 2Rs, (a)-(b), 3Rs, (c), e 4Rs, (d)-(k).

(a) a0 = 2, 0Rs (b) a0 = 2, 0Rs (c) µs = 0, 2µReia ≤ µs ≤ 1, 6µReia (d) µs = 0, 2µReia

(e) µs = 0, 4µReia (f) µs = 0, 6µReia (g) µs = 0, 8µReia (h) µs = 1, 0µReia

(i) µs = 1, 2µReia (j) µs = 1, 4µReia (k) µs = 1, 6µReia
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Figura C.21: Mapas de tempos de vida para I0 e e0 da órbita da sonda ao redor dos sistemas genéricos
da ordem de 10−6 e densidade de Dione para a0 = 2Rs, (a)-(c), 3Rs, (d)-(k), e 4Rs, (l)-(s).

(a) (b) (c) (d) µs = 0, 2µReia

(e) µs = 0, 4µReia (f) µs = 0, 6µReia (g) µs = 0, 8µReia (h) µs = 1, 0µReia

(i) µs = 1, 2µReia (j) µs = 1, 4µReia (k) µs = 1, 6µReia (l) µs = 0, 2µReia

(m) µs = 0, 4µReia (n) µs = 0, 6µReia (o) µs = 0, 8µReia (p) µs = 1, 0µReia

(q) µs = 1, 2µReia (r) µs = 1, 4µReia (s) µs = 1, 6µReia
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C.5 Razões de massa da ordem de 10−7

Figura C.22: Mapas de tempos de vida em função de I0 e e0 da órbita da sonda ao redor dos corpos
genéricos da ordem de 10−7 e densidade de Encélado para a0 = 2Rs, (a)-(e), 3Rs, (f)-(g) e 4Rs, (h)-(i).

(a) µs = 0, 2µMir (b) µs = 0, 4µMir (c) µs = 0, 6µMir (d) µs = 0, 8µMir

(e) µs = 1, 0µMir
(f) a0 = 3, 0Rs (g) a0 = 3, 0Rs (h) a0 = 4, 0Rs

(i) a0 = 4, 0Rs
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Figura C.23: Mapas de tempos de vida para I0 e e0 da órbita da sonda ao redor dos sistemas genéricos
da ordem de 10−7 e densidade de Miranda para a0 = 2Rs, (a), 3Rs, (b), e 4Rs, (c).

(a) µs = 0, 2µMir ≤ µs ≤ µs = 1, 0µMir (b) µs = 0, 2µMir ≤ µs ≤ µs = 1, 0µMir (c) µs = 0, 2µMir ≤ µs ≤ µs = 1, 0µMir

Figura C.24: Mapas de tempos de vida para I0 e e0 da órbita da sonda ao redor dos corpos genéricos
da ordem de 10−7 e densidade de Proteu para a0 = 2Rs, (a)-(e), 3Rs, (f)-(g), e 4Rs, (h)-(j).

(a) µs = 0, 2µMir (b) µs = 0, 4µMir (c) µs = 0, 6µMir (d) µs = 0, 8µMir

(e) µs = 1, 0µMir
(f) a0 = 3, 0Rs (g) a0 = 3, 0Rs (h) a0 = 4, 0Rs

(i) a0 = 4, 0Rs (j) a0 = 4, 0Rs
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C.6 Razões de massa da ordem de 10−8

Figura C.25: Mapas de tempos de vida para I0 e e0 da órbita da sonda ao redor dos sistemas genéricos
da ordem de 10−8 e densidade de Mimas para a0 = 2, 3 e 4Rs, considerando que o corpo orbitado pela
sonda encontra-se em uma órbita circular em torno do corpo perturbador. Os semi-eixos maiores estão
organizados de modo que (a)-(f): a0 = 2, 0Rs; (g): a0 = 3, 0Rs e (h): a0 = 4, 0Rs.

(a) µs = 0, 2µMinas (b) µs = 0, 4µMinas (c) µs = 0, 6µMinas (d) µs = 0, 8µMinas

(e) µs = 1, 2µMinas (f) µs = 1, 4µMinas (g) µs = 0, 2µMinas ≤ µs ≤ 1, 4µMinas (h) µs = 0, 2µMinas ≤ µs ≤ 1, 4µMinas
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