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Resumo

Este trabalho de conclusao de curso de graduagao tem como propésito apresentar sucin-
tamente a modelagem da placa de Kirchhoff para aplicagoes com o Método dos Elementos
Finitos (MEF). O MEF tem sido uma importante ferramenta de anélise, e permite discreti-
zar estruturas para se realizar diferentes tipos de estudos, incluindo em estética e dinamica,
principalmente durante o desenvolvimento de produtos. O trabalho também apresenta os fun-
damentos do MEF, bem como as principais informagoes para se obter as matrizes de massa
e rigidez globais, que representam uma placa discretizada com o elemento de Kirchhoff. Sao
apresentadas simulacGes computacionais implementadas em linguagem OCTAVE, com dis-
cussao de resultados para a placa com elementos discretos do tipo mola, conectados em alguns
nos estruturais. Os resultados demonstram funcoes de resposta em frequéncia, com discussoes

sobre os principais aspectos fisicos envolvidos.

Palavras-chave: Placa de Kichhoff, Método dos Elementos Finitos, Matriz Elementar, Ma-

trizes Globais.
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1 Introducao

A teoria classica de placas de Kichhoff foi desenvolvida por volta do ano de 1888, e permite
obter resultados adequados para placas finas, para as quais o efeito da deformagao cisalhante
ao longo da espessura pode ser desprezado. Essa teoria tem sido cada vez mais utilizada na
solucao de problemas de engenharia especialmente devido o desenvolvimento do Método dos
Elementos Finitos (MEF), tipicamente empregado para a andlises a partir de discretizagao.

Ares (2016) apresenta as bases tedricas da placa de Kirchhoff e, com elementos infinitesi-
mais, sao deduzidas as equagoes diferenciais governantes. O Método dos Elementos de Con-
torno é aplicado, apresentando bons resultados de convergéncia com outras solugoes analiticas
disponiveis. Segundo os autores, a abordagem possibilita reducoes no tempo de processamento
e uso de memoéria computacional. de Oliveira Ribeiro (1992) também utiliza do Método dos
Elementos de Contorno e da teoria de Reissner para o problema de flexao de placas. Por
meio da implementagao computacional de elementos de geometria linear com aproximacao
parabdlica do segundo grau, o trabalho propoe formulacoes integrais como uma alternativa
viavel e segura, em comparagao ao Método dos Elementos Finitos.

Outra forma abordada para a andlise da placa de Kirchhoff é por meio de elementos
infinitesimais triangulares, como abordado por Costa & Rodrigues (2018). Para o estudo, os
autores desenvolvem um algoritmo computacional para os calculos de esforgos, deslocamentos
e reacoes de apoio em uma placa delgada, submetida a carregamentos uniformes em sua
superficie. Os autores concluem que, para a placa engastada, a convergéncia ocorre para
valores superiores, e apresenta um pico de deflexdo, possivelmente devido a utilizacao de
elementos conformes. Além de Costa & Rodrigues (2018), Mesquita (1998) também utiliza
o elemento triangular, que é resultado do acoplamento entre um elemento de flexdo de placa
(DKT) e um elemento de tensao plana, que é baseado na formulagao livre (FF).

Também utilizando elementos finitos triangulares, DST (do inglés, Discrete Shear Trian-
gle) e DKS (do inglés, Discrete Kichhoff Triangle), Viana & Vieira (2008) estudam a anélise
vibratéria de placas. Os autores abordam as estratégias linear e pseudoconsistente para com-
por as fungoes dos deslocamentos ao longo do dominio do elemento. Assim, concluem que o
segundo modelo proposto é mais estavel para a determinacao da matriz de massa. Os auto-
res destacam que as respostas sao diferentes para qualquer tipo de vinculacao utilizada. O
Método dos Elementos Finitos é utilizado para o problema nao linear de cascas. Eles concluem
que o elemento adotado é adequado, mas ressaltam a necessidade de se utilizar mais de trés
progressoes de Gauss.

da Rocha (2004) estuda placas para aplicagoes em vibragao estrutural e acistica empre-

gando materiais com propriedades piezelétricas. O autor implementa um programa compu-



tacional para modelagem, empregando o Método dos Elementos Finitos, de vigas e placas
com materiais piezelétricos (PZTs) incorporados. Os resultados das aplicagoes reproduzem o
efeito do acoplamento das estruturas com os transdutores. Da mesma maneira, Torres (2008)
também discute a andlise de placas laminadas compostas por materiais piezelétricos. No es-
tudo, o autor desenvolve uma formulacao aproximada por meio do Método dos Elementos
Finitos Generalizados (MEFG) e da Teoria de Deformacao Cisalhante de Ordem Superior.

Dias (1998) desenvolve e implementa computacionalmente uma metodologia de solucao
numérica para o problema de equilibrio de placas, com a descretizacao das placas em elemen-
tos infinitesimais. As restricoes de contato sdo apresentadas pela autora por bases eldsticas,
unilaterais e bilaterais. O estudo concluiu que a solugao obtida apds operagoes de pivotea-
mento é equivalente a solugao do problema original. Outro método de estudo de estruturas
utilizando a Teoria das Placas e o Método dos Elementos Finitos é por meio de modelagens
computacionais que determina os deslocamentos previstos, tensoes e forcas atuantes nas pla-
cas, que representam estruturas maiores, comumente vistas na industrias offshore. Como
conclusao, os resultados analiticos se aproximam daqueles verificados pelo Método dos Ele-
mentos Finitos, sendo, portanto, satisfatérios. Leal (2015) apresenta uma formulagao baseada
no Método dos Elementos Finitos para andlise de placas, cujos elementos sao providos de 4
nos, com 3 graus de liberdade para cada. Aproximado o campo de deslocamento para um
polinémio de 12 termos e de terceiro grau, consta-se a aproximagao do modelo implementado
com o Método dos Elementos de Contorno, o que ilustra o correto desenvolvimento do estudo
e a eficiéncia do programa computacional desenvolvido.

Neste contexto, o presente trabalho apresenta um estudo do elemento finito tipo placa
de Kirchhoff, e os aspectos fundamentais para sua implementacao computacional. Também,
apresenta-se uma breve introducgao sobre o método dos Elementos Finitos, com destaque para
a montagem das matrizes de massa e rigidez globais, para uma placa fina. Sao introduzidas in-
formacoes sobre a implementacao computacional, realizada em ambiente OCTAVE, bem como
o0s processos para se incluir efeito de engaste ou molas, conectadas em nés previamente escolhi-
dos. Este documento também apresenta simulagoes computacionais, com foco em fungoes de
resposta em frequéncia obtidas, com algumas discussées da fisica envolvida. Assim, a seguir

sao apresentados os objetivos do trabalho, além da organizacao deste documento.

1.1 Objetivo do Trabalho

Este trabalho tem como objetivo estudar e apresentar a modelagem da placa de Kirchhoff
para aplicacoes envolvendo o Método dos Elementos Finitos. Entre os objetivos especificos,
destaque-se a apresentacao do processo para se incluir efeitos de engastes, bem como a inclusao

de molas conectadas a nés da malha e a montagem das matrizes globais.

1.2 Organizacao do Documento
Este documento é organizado na seguinte forma:

e O Capitulo 1: apresenta uma breve introducao ao tema do trabalho, o objetivo e a



organizacao do texto.

O Capitulo 2: apresenta uma introducao aos fundamentos da modelagem de problemas

de vibragoes, em particular para sistemas massa mola, com 1 (um) e 2 (dois) graus de

liberdade.

O Capitulo 3: apresenta a modelagem da placa de Kirchhoff e outros aspectos relevantes

para o uso do método dos Elementos Finitos.

O Capitulo 4: apresenta resultados de simulagoes computacionais e anélises de resul-

tados.
O Capitulo 5: apresenta consideracoes finais e sugestoes para trabalhos futuros.

O Apéndice A: descreve as matrizes de massa e rigidez do elemento de placa, entre

outras matrizes utilizadas neste trabalho.



2 Fundamentos de Vibracoes

Este capitulo apresenta informacoes bésicas sobre a dinamica vibratéria de estruturas. Com
isso, pretende-se contemplar os fundamentos para compreender o uso do elemento de placa de
Kirchhoff, mostrado no Capitulo 3.

2.1 Sistema massa-mola

A equagdo do movimento de um sistema massa mola, mostrado na Figura 2.1, com massa
m, rigidez k e coeficiente de amortecimento ¢ é dada por [mii(t) + cu(t) + ku(t) = F,(t)].
Aplicando a transformada de Laplace se tem [mLii(t) + cLu(t) + kLu(t) = LF,(t)], sendo

F,(t) uma forca externa. Assim, tem-se
m[s2Lu(t) — su(0) — (0)] + c[sLu(t) — u(0)] + k[Lu(t)] = LF,(t) (2.1)
Considerando as condigoes iniciais nulas, pode-se escrever
ms?U(s) + csU(s) + kU (s) = F,(s) (2.2)

Rearranjando a equacdo com U(s) em evidéncia, tem-se U(s)[ms? + cs + k] = F,(s). Assim,

tem-se a seguinte funcao de transferéncia

U(s) 1
= 2.
Fy,(s) (s?m+sc+k) (23)
Uma vez que s = jw e j2 = —1, tem-se:
1
Ulw) _ (2.4)

sendo w a frequéncia angular em rad/s.



Figura 2.1: Sistema massa-mola

lu(t)

Fonte: Proprio autor

2.2 Lumped mass system
Para o Lumped mass system mostrado na Figura 2.2, tem-se o seguinte desenvolvimento:
mii(t) + ci(t) + ku(t) = —Miy(t) (2.5)

Como considerado para o sistema massa-mola-amortecedor, aplica-se a transformada de La-
place, tal que [mLii(t) + cLu(t) + kLu(t) = —M Liiy(t)]. Entao,

m[s?Lu(t) — su(0) — u(0)] + c[sLu(t) — u(0)] + kLu(t) = —M[s2Luy(t) — suy(0) — 4(0)]

(2.6)
Para condigdes inicial nulas, [ms2U(s) + csU(s) + kU(s) = —Ms?*U,(s)]. Colocando U(s)
em evidéncia se obtém U(s)[ms? + cs + k| = —Ms?U,(s). Assim, a fungdo de transferéncia

é, portanto, U(s)/U,y(s) = —Ms?/(s*m + sc + k). Substituindo s = jw e j2 = —1 se tem
Ulw) —M(—1)w?
Ugw) — (—w?m + jwe + k)

= H(w), ou seja,

w2M

Hw) = (—w?m + jwe + k)

sendo M e m as massas.



Figura 2.2: Lumped Mass System
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Fonte: Proéprio autor

2.3 Resultados Preliminares e Discussoes

A Figura 2.3 apresenta o comportamento de H do sistema massa-mola-amortecedor para a
faixa de frequéncia de 0 até 5 Hz, com um incremento de 0,001 Hz. As cores indicam diferentes
valores do coeficiente de amortecimento, sendo que a azul representa ¢ = 0,001 Ns/m, para a
preta ¢ = 0,01 Ns/m e para a vermelha ¢ = 0,1 Ns/m. Nota-se que o pico da magnitude da
funcao de resposta em frequéncia H cresce a medida que o amortecimento ¢ diminui. Por outro
lado, a Figura 2.4 representa uma simulacao de H para diferentes valores de rigidez da mola
k, sendo 0,25 N/m (azul), 0,5 N/m (preto) e 1 N/m (vermelho). Nota-se que o pico da curva,
que ocorre na frequéncia de ressonancia do sistema, desloca-se para frequéncias superiores a
medida em que a rigidez aumenta.

Da mesma forma para o Lumped Mass System, a Figura 2.5 apresenta H para diferentes
valores de coeficiente de amortecimento ¢, 0,001 Ns/m linha azul, 0,01 Ns/m linha preta, e
0,1 Ns/m linha vermelha. Como no sistema massa-mola, observa-se que o pico da funcao de
resposta em frequéncia H é maior com menores valores de amortecimento. Entretanto, a curva
apresenta maior magnitude, o que mostra que o Lumped Mass System demora mais a atingir

o ponto de ressonancia.



Figura 2.3: Funcao de resposta em frequéncia para o sistema massa-mola
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Fonte: Proéprio autor.

Figura 2.4: Grafico Sistema massa-mola para valores de 0,25k (azul); 0,5k (preto); e k (ver-
melho)
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Fonte: Proéprio autor.



Figura 2.5: Funcao de resposta em frequéncia para o Lumped Mass System
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3 Modelagem da Placa de Kirchhoff

Este capitulo apresenta os principais aspectos deste trabalho. Apresenta-se preliminarmente
uma visao geral do método dos Residuos Ponderados, comumente empregado nas solugoes
envolvendo o método dos Elementos Finitos. Sao também apresentados detalhes da formulagao

do elemento de placa de Kirchhoff.

3.1 Meétodo dos Residuos Ponderados

Entre as metodologias mais comumente aplicadas para a resolugcao numérica de equagoes
diferenciais parciais, ou ordinarias, com valores de contorno, estao o Método de Diferencas
Finitas; Método de Elementos Finitos; Método de Volumes Finitos; e Método dos Residuos
Ponderados (Moreira de Lemos 2007).

O Método dos Residuos Ponderados consiste na realizacdo de formulagoes para obtencao
de solugbes aproximadas, suficientemente precisas, de problemas de valor de contorno (PVC).
Essas formulagoes sao feitas por meio da integragdo ponderada da equagao diferencial que
representa o problema. Caso essa solucao aproximada nao satisfaca a equacao em todos seus
pontos, gera-se um residuo decorrente do erro de aproximacao. Dessa forma, quanto menor
for o residuo, melhor é a aproximacao obtida. Portanto, caso a funcao aproximada for igual
a funcdo que satisfaz a equagao diferencial em todos os pontos, o residuo é nulo. Assim, o
método (combinado ou nao com processos nao-convencionais de enriquecimento da funcao
aproximada) é uma boa alternativa para diminuir a dificuldade na resolucao de problemas.

Os métodos mais conhecidos e utilizados dentro do Método dos Residuos Ponderados sao:
método dos momentos; método de Galerkin; método dos minimos quadrados; e método da
colocacao ortogonal. As aplicagoes do método descrito sao variadas. Entre elas se tem, por
exemplo, a anélise de estruturas de tubos submetidos a carregamentos hidrostaticos, como Ma-
cedo & Persival (2008) apresentam em seus estudos. No trabalho, busca-se aplicar sobre a
formulacao em residuos ponderados a técnica de enriquecimento das fung¢ées aproximadas defi-
nidas no Método dos Elementos Finitos Generalizados. Além disso, sdo analisadas alternativas
formuladas pela combinacao do Método dos Minimos Quadrados com divisao do dominio de

integracao.

3.2 Modelo de Placa de Kirchhoff

O modelo de placa de Kirchhoff é descrito por quatro nés e trés graus de liberdade por né,

conforme ilustra a figura 3.1, sendo u; o deslocamento transversal e 0 as rotagoes de cada
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j-ésimo nd. Na figura, cada né possui um deslocamento transversal u,;), i = 1,..,4, na diregao
z, uma rotagao 6, em torno do eixo y e um 6, em torno de x. Além disso, { e 77 sao coordenadas

generalizadas do elemento das coordenadas x e y, respectivamente.

Figura 3.1: Ilustragao do elemento de placa de Kirchhoff, sendo u.(; o deslocamento trans-
versal, 6,;) e O¢(;) as rotagdes, e (1, £) o sistema local de coordenadas, para i = 1,..,4.

Fonte: Adaptado da referéncia (Marqui 2007)

A hipéteses de Kirchhoff, valida para placas finas com isotropia total e submetidas a
forgas normais ao plano médio, é a seguinte: um plano normal ao eixo neutro permanece o
mesmo, antes e apds a deformagao, ou seja, os segmentos das normais ficam com os mesmos
comprimentos. Assim, nao ha variacao da espessura durante a deformagao. Portanto, pode-se
dizer que os efeitos de inércia de rotagao e cisalhamento sdo despreziveis. (de Oliveira Ribeiro
1992)

A figura 3.2 apresentada abaixo esquematiza as hipOteses listadas. A partir dela sao

descritas as equagoes de deslocamento, para cada né da placa, através das seguintes equagoes:

ou, Ou,

—z Uy = —2

Ox v dy
Similarmente, as equacoes de deformacao sao escritas em funcao dos deslocamentos transver-
sais u, tal que (da Rocha 2004):

Uy = uy = uy(z,y) (3.1)

_ Ouy 0%u,

—— 3.2
Oz § 0%z (32)

€
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Figura 3.2: Tlustracao do elemento de placa de Kirchhoff deformada.

z

2z x,y

Fonte: Adaptado da referéncia (da Rocha 2004)

Ouy 0%u,,
_ 9y _ 3.3
€ oy 2z 2, (3.3)

_ Oug . % _ 0%u,
Foy = oy or _ ~ 0xdy

(3.4)

Para o elemento de placa apresentado cada né tem um deslocamento transversal u, na
direcao z, uma rotacao ¢, em torno do eixo y e uma rotacao ¢, em torno do eixo x. Assim,

tem-se o seguinte vetor deslocamento u:

u={u; uz ug u4}T (3.5)

Sendo cada subvetor de deslocamento u; dado por:

T
wp = {usk) Ouiry Oyi } (3.6)

para k = 1, 2, 3, 4. Além disso, expressa-se também a deformacao mecanica da seguinte

forma:

e=L,urL,N,u, (3.7)

e, de forma equivalente, L, N,u,, = B,uy,. Na equacao acima, L, é obtida por um rearranjo
matricial das equagoes (3.1) a (3.5), sendo, portanto, um operador diferencial para o problema
particular da elasticidade. Além disso, N, é a funcao polinomial para a aproximacao do vetor
u, o que explica a mudanca deste para o vetor aproximado ug,. Rearranjando a equagao,

tem-se By, calculado a partir da aplicacao de L, a fungao de interpolagao N,,.

Considerando a e b como comprimento e largura da placa, respectivamente, tem-se a

seguinte funcao de interpolagao N, para os deslocamentos da placa:



12

1—&n—(3-29)(1—n)—(1-£B-2)n
(1=&n(1—n)%
—£(1 = &)*(1 —n)a
(1=9B—2mn* +£1 -1 -2
~(1 =9 =n)n*
—£(1—¢&)*na
(3 —26)&%n —&n(1 —n)(1 — 2n)
—&(1 = n)n°b
(1-¢)&*na
(3 —26)&%(1—n) +&n(1 —n)(1 — 2n)
&n(1—n)%b
(1-8& 1 —n)a o1

Substituindo as relagoes de deslocamento na equagao (3.5), obtém-se o seguinte:

9’N,, 6°N,, 82NU]T

B, =~ 0%x 0%y ~ Oxdy

(3.9)

Tendo como referéncia as matrizes de massa e de rigidez do elemento estrutural, e fa-
zendo as devidas substituicoes de N, e B,, tem-se as seguintes matrizes de massa e rigidez,

respectivamente, para o elemento de placa:

M® = pabt [} N'N,d¢ (3.10)
ge— P [ BIB,d¢ (3.11)
S 12(1 = v2)ab YO T '

Integrando as equagoes (3.10) e (3.11) na diregao de & obtém-se as matrizes de massa e rigidez

para o elemento de placa, apresentadas no Apéndice A.

3.3 Condicao de um N6 Engastado

Definidas as matrizes elementares de massa e rigidez, pode-se representar inicialmente uma
placa com 1 (um) elemento, especialmente para comparacao de resultados com a modelagem

usando diversos elementos. Assim, para a rigidez da placa tem-se que
F=ku (3.12)

sendo que Fiax1 é o vetor de forca elastica, kiox12 é a matriz de rigidez e ujax1 é o vetor

deslocamento. Assim, tem-se que

F ={F, F, F3 F,}7 (3.13)
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kit ki2 kiz ki
ko1 koo koz ko

k= (3.14)
k31 k32 ki3 ksu
ki1 kao kuz ku
u={u; u2 ug u4}T (3.15)

A partir da matriz de rigidez apresentada, percebe-se que a forca aplicada em determinado

né i (i = 1,...,4) da placa é proporcional aos deslocamentos em todos os nds, ou seja:

4
F,L' = Zkijuj (316)
J=1

Considerando o né 1 engastado, e os demais livres para o movimentos, tem-se

F={Fp F;}" (3.17)

k = ! kpp ke ] (3.18)
kpr kro

u = {uE uL}T (3'19)

Nas equactes acima, o subindice E é referente ao né engastado e o subindice L é referente
aos nods livres. Ou seja, Fp = F1, ug = wy, Fp = {F3 F3 F4}T9Xl eur = {uy ug u4}T9X1.
Similarmente, tem-se kppsy3, Krpsxe, Keroxs € Kingxg. A partir das equagdes (3.17) a

(3.19), tem-se que a forca eldstica nos nds livres é dada por
Fr=kgrup+krrug (3.20)
Para um engaste ideal, ug = 0 e, portanto, tem-se
Fr=krrug (3.21)

Note que, como exemplo, o caso de uma forga externa na vertical sobre o né 3, tem-se o

seguinte vetor para forca externa:

Feot = {03x1 O3x1 fexrzx1 O3x1}" (3.22)

sendo fepr = {fext 0 O}T.
Caso 1: Considerando apenas a forga elastica
O somatorio de forcas se da por —F; + F.,; =0, ou uy = kE}J |
Caso 2: Considerando a forca elastica e a forga de inércia:
Neste caso se tem —Fp, — F% + Fere = 0. Assim, kppup, + Mpr iy = Feye. Aplicando a

transformada de Laplace, tem-se:
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(kpr —w?*Mpr) up(w) = Fege(w) (3:23)

ur(w) = H(w) Feyt(w) (3.24)

sendo H(w) = (krr — w?Mpz)~! a matriz de funcdes de respostas em frequéncia.

3.4 Matrizes globais de massa e rigidez

Para se obter as matrizes globais de uma representacao de placa discretizada tem-se como
o primeiro passo a organizacao dos elementos que a compoée, incluindo a definicdo de uma
origem, uma sequéncia de numeracao dos elementos, além de uma sequéncia de nés internos
de cada elemento. Assim, define-se a origem da placa como o canto inferior esquerdo, e a
sequéncia dos nés internos conforme Figura 3.3. Com isso, tem-se a matriz de dimensao n X n
ao se considerar n graus de liberdade de acordo com a discretizagao da placa. A sequéncia

definida deve corresponder as posicoes dos nés no vetor de deslocamentos u.

Figura 3.3: Origem e direcao dos nds internos de cada elemento

® )

C@ ©

Origem

Fonte: Proéprio autor.

- Elemento na Linha 1 da placa

Entenda como primeira linha a sequéncia horizontal, inferior, de elementos que compoe
a placa discretizada. Tem-se, entao, que ¢ = 1, tal que a seguinte regra de formacgao pode
ser considerada para programar computacionalmente a montagem das matrizes globais da
placa. Considera-se IV, elementos na linha, sendo portanto j = 1,..., N, conforme ilustrado
na Figura 3.4. Por exemplo, para a linha 1 e trés elementos (N, = 3), tem-se i = 1 e j = 1,2,3.

tem-se os seguintes elementos mostrados na Figura 3.5.



Figura 3.4: Sequéncia dos nés dos elementos da primeira linha de elementos da placa.

2j+2 Nx 2Nx+2
2j+1 2Nx-1 2Nx+1

Fonte: Proéprio autor.

Figura 3.5: Linha 1 da placa para trés elementos na direcao x.

2(1) 2(1)+2 2(2) 2(2)+2 2(3) 2(3)+2
2(1)-1 2(1)+1 2(2)-1 2(2)+1 2(3)-1 2(3)+1

Fonte: Proéprio autor.
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Na Figura 3.6 se tem a primeira linha de elementos da placa, com indicacao dos nés

internos e externos de cada um. Repare que os nds externos 3 e 4 do elemento 1 coincidem

com os nos internos 1 e 2 do elemento 2. Da mesma forma, os nds externos 5 e 6 do elemento

2 coincidem com os nods internos 1 e 2 do elemento 3. Essa coincidéncia continua caso existam

mais elementos na linha.

Figura 3.6: Linha 1 do exemplo para trés elementos na direcao x

2 4 4 6 6 8
1 3 3 5 5 7

Fonte: Proéprio autor.

- Elemento na Linha 2 da placa

Para a segunda linha de elementos da placa (i = 2), tem-se a regra de formacao mostrada

na Figura 3.7. O primeiro elemento da linha 2 corresponde ao seguinte ao ultimo elemento da

linha 1 (ou seja, Ny + 1). Ainda, o dltimo dessa linha é dado pelo dobro do tltimo da linha

1 (2N;). Entao, na sequéncia do exemplo anterior, para trés elementos na linha 1 se tem a
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seguinte linha 2 conforme Figura 3.7. Assim, forma-se a segunda linha de elementos da placa,

conforme ilustrado na Figura 3.8.

Figura 3.7: Lei de formacgao para a segunda linha da placa.

2(Nx+1)+1 2(Nx+1)+2 2(Nx+1)+3 2(Nx+1)+Nx  3Nx+1
AR

Fonte: Proéprio autor.

Figura 3.8: Linha 2 da placa para trés elementos na direcao x

2(3+1)+1 2(3+1)+2 2(3;1)1;3 3(3+1)

G+ () @)

Fonte: Proéprio autor.

A Figura 3.9 mostra um exemplo particular para 3 elementos compondo a primeira linha
de elementos da placa, ou seja, 3 elementos na direcao x. Note que os nds externos inferiores

dos elementos da segunda linha coincidem com os nds externos superiores da primeira linha.
Figura 3.9: Linha 2 do exemplo para trés elementos na direcao x.

9 10 10 11 11 12

Fonte: Proéprio autor.

- Elemento na Linha > 3 da placa
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Para a terceira linha de elementos da placa (i = 3), tem-se a formacao apresentada na
Figura 3.10. Seguindo a mesma légica da linha anterior, o primeiro elemento da linha 3 esta
na sequéncia do ultimo da linha 2 (2Nx + 1), e o tltimo dessa linha é o triplo do dltimo
elemento da linha 1 (3Nxz). Dessa forma, tem-se os seguintes elementos apresentados na

Figura 3.11, cuja numeragao é especificamente apresentada na Figura 3.12.

Figura 3.10: Lei de formacao para a terceira linha da placa.

3(Nx+1)+1 3(Nx+1)+2 3(Nx+1)+3 3(Nx+1)+Nx 4Nx+1
l [/ \] [ ] [

Fonte: Proéprio autor.

Figura 3.11: Linha 3 da placa para trés elementos na direcao .

3(3+1)+1 3(3+1)+2 3(3+1)+3 4(3+1)

P \] [/ \] [

Fonte: Proéprio autor.

Figura 3.12: Linha 3 do exemplo para trés elementos na diregao z.

13 14 14 15 15 16

Fonte: Proéprio autor.

As relagoes de coincidéncia sao as mesmas mencionadas para as linhas anteriores. Para as
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outras linhas em diante, a légica de formagao segue sendo a mesma. Segundo o exemplo, 3

elementos na direcao x, tem-se a placa mostrada na Figura 3.13.

Figura 3.13: Ilustragao de uma placa discretizada por nove elementos: nimeros dos elementos
e dos nds.

13 14 15 16

1 3 5 7
Fonte: Proéprio autor.
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A partir dos resultados anteriores pode-se apresentar uma descrigdo geral, que permite
a implementagao computacional de um algoritmo para obtencao da matriz de conectividade

nodal para a placa de Kirchhoff, conforme se mostra a seguir:

e Para i=1: Elemento: j =1,...,N,
no 1: 25 —1 no 2 a 2j
no 3: 25 +1 né64a2j+2
e Para i=2: Elemento: (j + N,.), ..., 2N,
né 1: 2j n62a2(Ny,+1)+j
no6 3: 2(j +1) n64a2(N,+1)+j+1
e Para i > 3: Elemento: (i —1)N,; +j
n6 1: (1 —1)(Nx+1)+j né62ai(Ny,+1)+j
n63: (i—1)(Ne+1)+j+1 né64ai(Ny+1)+j5+1
Matrizes globais
Construida a matriz de conectividade nodal, cuja funcao é montar as relagoes de elementos
e nds na placa, calcula-se as matrizes de massa e rigidez globais. Para tanto, sao utilizadas

matrizes obtidas anteriormente, ou seja, as matrizes de massa e rigidez do elemento de placa

(Apéndice A), e as matrizes de massa e rigidez para quatro elementos de placa (Apéndice
AT).
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3.5 Efeito da Discretizacao

A discretizacao da placa de Kirchhoff é ideal para sua analise, uma vez que sua divisdo em
varios elementos aprimora a andlise, aumentando a acurdcia dos resultados. Dessa forma,
nesta secao se discute a placa dividida em quatro elementos, para ilustrar a discretizacao.
Placa com Quatro Elementos

A Figura 3.14 apresenta os quatro elementos de placa, cujos nds e elementos estdo nume-
rados. Assim, a placa é constituida por 9 nés, com 3 graus de liberdade por né, que entao

resulta em matizes de massa e de rigidez globais com dimensao 27 x 27.

Figura 3.14: Tlustracao de placa discretizada por quatro elementos: ntimeros dos elementos e
dos nos.

Fonte: Proéprio autor.

O elemento da placa, por sua vez, segue o padrao apresentado abaixo, cujas matrizes
de massa e rigidez, ambas de dimensao 12 x 12, sao dividas em 16 submatrizes de ordem 3
(descritas no Apéndice A.1). As posi¢oes dos nds do elemento acima sao fixas. Dessa forma,
o vetor de deslocamento u é da forma u = {u134] U23x1 U33x1 u43X1}T, sendo cada subvetor
dado por u; = {uz; 0,1 le}T.

A seguir sdo apresentadas as matrizes de massa e rigidez elementares, sendo cada termo

uma submatriz de dimensao 3 x 3.

MO — (3.25)

(3.26)

O numero 1 indica que se analisa o elemento 1. Para os demais elementos, o procedimento

é analogo. Além disso, cada linha das matrizes apresentadas acima corresponde a um né do
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elemento. Dessa forma, tem-se que a forca elastica da placa elementar é dada por
FO =K q® (3.27)

No qual FO o éa forca eldstica no elemento 1; Kél)mu é a matriz de rigidez elementar

do elemento; e u(1)12><1 é o vetor de deslocamentos nodais no elemento 1. Assim, tem-se

(1 1) (1 1) T
F(l) - {Fl )3><1 F; 3x1 F3 )3><1 FZ(L 3><1} (3’28)

Cada subvetor acima ¢ a forga eldstica no né correspondente do elemento 1. Similarmente,

tem-se

T
1 1 1 1
ul) = {ug )3><1 ug )3><1 ué )3><1 uz(L )3><1} (3.29)

em cada subvetor correspondente ao deslocamento de cada né do elemento 1. Portanto, para

o elemento 1 se tem que

FIV = KV w + K wo + K g + K wy (3.30)
F =K wy + KD wp + K g + K uy (3.31)
FY = K uy+ K up + K ug + K uy (3.32)
Fil) = Kflll) u; + KSZ) us + K%) us + Kz(él) uy (3.33)

Cada equacao acima corresponde a forca elastica de cada nd, representado pelo subindice.
O primeiro elemento de cada uma delas condiz a for¢ca no né correspondente devido ao deslo-
camento do né 1. O segundo é a forca no né correspondente devido ao deslocamento do né 2.
E assim por diante. O procedimento é o mesmo para os demais elementos.

Finalmente, para a construgao da matriz global de dimensao 27 x 27, apresentada no
Apéndice, a primeira etapa é dividi-la em 9 espagos, cujas linhas representam o né a ser
analisado e as colunas representam em qual né estd tendo deslocamento. Cada espaco é
preenchido por uma ou mais submatrizes elementares de dimensao 3 x 3. O procedimento
¢é analisar os elementos separadamente, verificando a correspondéncia de seus nds com os da

(1)

placa. Por exemplo, o termo Mll1 da matriz (A.7) corresponde & submatriz referente as linhas

de 1 a 3 e colunas de 1 a 3 da matriz (A.2).

3.6 Molas nos No6s dos Elementos de Placa

Similarmente ao conteido apresentado no Capitulo 3.3 deste documento, tem-se nesta segao o
efeito do acoplamento de molas nos vértices da placa. No entanto, diferentemente do engaste,
para o qual é restringido o deslocamento de translagao e rotagao no nd, a mola tem o efeito
de adicionar uma rigidez ao sistema. Esta, por sua vez, é incrementada a matriz de rigidez
elementar da placa. Considerando uma mola de rigidez k£ adicionada verticalmente ao né 1 de

uma placa de quatro elementos, cuja submatriz de rigidez Kh é apresentada na equacao A.8,



22

tem-se a seguinte matriz K; da rigidez adicionada :

K, = (3.34)

o o
oS O O
o O O

Assim, a submatriz de rigidez 11 no né 1, ou seja, a submatriz referente ao deslocamento
L1 2 1 . .
transversal no né 1 é alterada para K*;; = Ki; + K;. O procedimento é o mesmo para a

adicao de molas em outros nds da placa.



4 Resultados e Discussoes

Este capitulo apresenta os resultados de simulagoes computacionais realizadas considerando a

modelagem da placa de Kirchhoff introduzida neste trabalho.

4.1 Dinamica de um elemento com né engastado em flexao

Considere um elemento de placa com engaste parcial no né 1 (um), restringindo apenas o
movimento de flexao (translagdo). Assume-se uma placa elementar de 10m x 10m, de aluminio,
com espessura de 0,002m. Assim, tem-se as seguintes FRFs (fungao de resposta em frequéncia)
no né 2 (linha azul), né 3 (linha preta) e né 4 (linha vermelha). Embora seja possivel apresentar
tais resultados, sabe-se que a adequada representagao de uma estrutura, usando o método dos
Elementos Finitos, exige a discretizagao por um substancial nimero de elementos, em vez de
apenas um. No entanto, este resultado tem sua importancia didatica, principalmente para se

exercitar a programagao computacional usando a modelagem em estudo neste trabalho.

Figura 4.1: Funcao de resposta em frequéncia (FRF) para t de 0,002m em um elemento de
placa com né 1 engastado em translacao

0 500 1000 1500 2000
f(Hz)

Fonte: Proéprio autor.

Além da anélise de todos os pontos da placa, é interessante também perceber o efeito que a
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mudancga de espessura pode ocasionar. Dessa forma, na Figura 4.2 apresenta a FRF para o né
3, escolhido arbitrariamente, para espessuras de placa de 0,002m (linha azul) e 0,001m (linha
preta). Considera-se entrada e saida em flexao, correspondendo & posi¢ao i =4 e j = 4, para
(1,7) indicando respectivamente as posigoes na linha e coluna da matriz de FRFs. Nota-se nos
resultados que as diferentes FRFs observam distintos modos do sistema, que naturalmente
nao sao fisicamente bem representados ao se considerar apenas um elemento de placa.

Figura 4.2: FRF Hyy para diferentes espessuras de placa elementar com engaste para
translacao no no 1

10°
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- = =t=0,001m
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E Lot ‘ - r 1 . A - l
o A oo S e § B I -
A I PRl v\ | o
:\ > | T L\ J'/
N | W~ i N
\/ L\ /
A W 4
L)
10-% '
]
]
]
104
10-°
0 500 1000 1500 2000

f(Hz)
Fonte: Proéprio autor.

Sabe-se que as fungoes de resposta em frequéncia (FRF) para uma entrada no GDL i e
saida no GDL j corresponde a FRF para entrada no GDL j e saida no GDL i, conforme
estabelecido pelo Principio da Reciprocidade.

4.2 Placa com um elemento cujo né 1 é engastado na translagao

e rotagao (3 graus de liberdade)

Para a simulagao computacional do elemento de placa com o né 1 engastado, em todos os
graus de liberdade, sendo a espessura t igual a 0,002m, tem-se na Figura 4.3 as FRF's dos nés
2 (linha azul), 3 (linha preta) e 4 (linha vermelha). Similarmente, na Figura 4.4 se tem os
resultados para as espessuras de 0,002m (linha azul) e de 0,001m (linha preta). Ao se observar
as curvas, nota-se que ao reduzir a espessura do elemento de placa, em relacao ao resultado
mostrado na Figura 4.1, a curva se desloca para a esquerda, expressando a diminuicao de
rigidez e, consequentemente, a reducao das frequéncias dos modos observados.

Fisicamente, ao engastar o né em todos os graus de liberdade, é como se o mesmo nao

existisse. Portanto, a diferenga entre essa e curva da Figura 4.1 é que a resposta em frequéncia
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considera a placa com um né a menos, sendo, portanto, maior em comparacao ao caso em que
o nd nao é engastado.

Figura 4.3: Fungao de resposta em frequéncia (FRF) para t de 0,002m em um elemento de
placa cujo né 1 é engastado na translacao e rotacao
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Fonte: Proéprio autor.
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Figura 4.4: FRF Hyy para diferentes espessuras de placa elementar com engaste para
translacdo e rotagao no né 1
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Fonte: Proéprio autor.

4.3 Efeito da Discretizacao

Considere a placa discretizada em quatro elementos, com engaste no né 1 do elemento um.
A Figura 4.5 apresenta uma comparacao de FRFs obtidas ao se discretizar a placa com 1
(um) elemento (linha azul) e com 4 (quatro) elementos (linha preta), para uma espessura ¢ de
0,002m. Nota-se claramente que a maior discretizagao permite se capturar mais informacoes
da dinamica da placa, sendo em particular observados 4 modos adicionais para a faixa de
frequéncia de até 2000H z. Também note que o nimero de picos da funcdo de resposta em
frequéncia corresponde ao ntimero de graus de liberdade do sistema, bastando se considerar a

faixa de frequéncia suficientemente adequada para observa-los.

4.4 Adicao de molas aos nés do elemento de placa

Considere um elemento de placa com adigdo de molas (em flexdo) as suas extremidades,
ao invés de engaste. Como discutido no secao 3.6, adiciona-se a nova rigidez a matriz K
correspondente a cada né. Dessa forma, sao simuladas computacionalmente as FRF's incluindo
as molas em todos os quatro nés do elemento, para uma placa de 10m x 10m, de aluminio e
espessura t de 0,002m, e para diferentes valores de rigidez. Nas Figuras 4.6 a 4.8, apresentadas
abaixo, as cores representam os quatro nés do elemento, sendo que a cor preta representa o
no 1, a vermelha o né 2, a verde o né 3, e a azul o né 4.

Nota-se que, ao se adicionar molas aos nds do elemento de placa se tem um aumento

rigidez total, visto que cada novo valor de rigidez k da mola é adicionado as linhas e colunas



Figura 4.5: FRF da placa discretiza por um e quatro elementos, com engaste no noé 1

quatro nos

Figura 4.6: FRFs para a placa elementar com adigdo de molas de rigidez k& = 100N/m aos
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dos nos e graus de liberdade correspondentes. Assim, com maior rigidez, a placa apresenta

maior resisténcia ao deslocamento, como expressa a Lei de Hooke, tendo entao um menor nivel
de resposta quando submetida a forgas externas.
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Figura 4.7: FRFs para a placa elementar com adigdo de molas de rigidez k = 1000N/m aos
quatro nds
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Figura 4.8: FRF's para a placa elementar com adigdo de molas de rigidez k& = 10000N/m aos
quatro nés
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4.5 Placa de quatro elementos com adigcao de mola ao n6 1

Considerando uma mola conectada verticalmente ao né 1 da placa discretizada por quatro

elementos e, atribuindo diferentes valores para a rigidez k£ dessa mola, tem-se as FRF da
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Figura 4.9, obtidas para espessura de 0,002m. Comparando as curvas para a placa de quatro
elementos com engaste no né 1 (Figura 4.5) com as curvas da Figura 4.9, obtém-se o resultado
mostrado na Figura 4.10. A linha preta representa a FRF para a condigdo de um engaste no
no6 1, e as linhas tracejadas coloridas sao as FRFs obtidas ao se adicionar a mola. Cada cor
equivale a uma rigidez, previamente apresentadas na Figura 4.9.

Como descrito anteriormente, a diferenca fisica entre a placa cujo né 1 é engastado com a
placa cujo né 1 é adicionado uma mola, é que para o primeiro caso a rigidez do né é anulada.
Ou seja, a resposta em frequéncia é proporcional aos outros trés nés do elemento. E para o
segundo cendrio, uma rigidez é adicionada. Portanto, tem-se que a resposta em frequéncia
sera maior quanto menor for a rigidez do elemento, seguindo uma proporc¢ao inversa. Maior
rigidez (adigdo de molas) significa maior estabilidade, menos resposta frente & interferéncias

externas.

Figura 4.9: FRF para uma placa discretizada com quatro elementos, com mola linear de
rigidez k acoplada ao né 1
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Figura 4.10: Comparacao da resposta em frequéncia para uma placa de quatro elementos com
engaste e mola de rigidez k acoplada ao né 1
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5 Consideracoes Finais

Este trabalho teve como finalidade estudar os fundamentos da modelagem de placas delgadas,
seguindo a Teoria de Kirchhoff, cujos elementos sdo compostos por 4 (quatro) nés com 3 (trés)
graus de liberdade cada. A ideia geral é considerar que as estruturas podem ser representadas
de forma discretizada, no contexto das aplicacoes envolvendoo Método dos Elementos Finitos

A discretizacao dos elementos é normalmente realizada para a otimizacao de formas, em
que aspectos geométricos, geracao de malhas e processamento de resultados sao envolvidos.
Em particular neste estudo foram considerados apenas poucos elementos, pois o foco foi avaliar
e compreender conceitualmente a formulacao e estrutura de obtencao das matrizes globais. No
entanto, sabe-se que a discretizagao da malha com um maior nimero de elementos permite
obter resultados mais precisos, enriquecendo a andlise final de uma dada estrutura.

Além da discretizacado da placa, foram estudadas situacoes de engaste e adicdo de molas,
observando os efeitos na resposta dinamica, através da funcao de resposta em frequéncia do
sistema, por meio de simulagoes computacionais. Com isso, a comparagao preliminar entre
adicao de engaste tedrico com o efeito incluido por uma mola conectada, sugere que este é um
importante topico de estudos para bem representar condigoes reais de engaste das diferentes

aplicacoes de engenharia.

5.1 Sugestoes para Trabalhos Futuros

A seguir sao apresentadas algumas sugestoes para trabalhos futuros:

e Aplicar os conceitos envolvidos no método de Elementos Finitos, considerando outros

elementos, como os de barra, de trelica, entre outros.

e Realizar simulagoes computacionais empregando o método de Elementos Finitos através
de softwares comerciais, visando envolver analises para aplicagoes de demandas de mer-

cado, como do automobilistico, aerondutico, entre outros.
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Apéndice A Matrizes de Massa e Rigidez
do Elemento de Placa

A matriz de massa do elemento de placa é descrita como

€= thmLJ (A.1)
176400
sendo a matriz my ; dada por:
24178 |
32270 560b2
—3227a —44lab  560a>
8582  1918b —1393a 24178
—1918b —4206> 294ab  —3227b  560b° simétrica
| —1393a —294ab 280a®> —3227a 44lab  560a>
MIT o758 8126 —812a 8582 —1303b —1918a 24178
—812b  —2100® 196ab —1393b 280>  294ab —3227b  560b
812a 196ab  —210a® 1918a —294ab —420aa 3227a —44lab 560aa
8582  1393b —1918a 2758  —812b —812a¢ 8582 —1918b  1393a 24178
13936 28002 —294ab 8120  —2100> —196ab 1918b —4200>  294ab  3227b 560b°
| 1918a¢  294ab —420a> 812¢  —196ab —210a> 1393 —294ab  280a>  3227a 44lab 560a® |
(A.2)
Por sua vez, a matriz de rigidez do elemento de placa é dada por
k;; simétrica
K¢ = k (A.3)
ki ki

Na matriz acima, ky 7, krrr e Krr 77 sao matrizes dos coeficientes de rigidez, definidas a

seguir, respectivamente.

4(B2 + B3) + %
(283 + 2)b
| @28+ B)a
’ 2082 — 203) — %
(285 + )b
(=B2 + %)a

43 4
O

—vab

4 4 2
(% + o

—(283+ %) (=Bo+2)a 4B+ ps)+ B

(%

186 \1,2
3 _T;)b

0

0
2 4
N

(283 + 2
(262 + %)a

simétrica

e+ G
4
vab (752 +
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[ 2883+ B (BT (et T)a
(B =% (5 + 0
k= (=P2+ %)a 0 (% + %)”2
T 2Rk -F (B 28+ R
(B =% (3 - 0
—(2B2+ £)a 0 (3 — H2)a?
[ 4B+ 85) + &
—(285+ By (M 4 sy
R (282 + ‘%5)11 —vab (% + %)a2
’ 20— 263) — 2 (285 + 8 — (Bt P)a
—(2Bs+ 2y (2 - oy 0
—(—B2+2)a 0 (22 — 20)q2

~2(28:— B3) — 5 (B~ B)b
—(Bs =2 (-
—(282+ £)a 0

2B+ B3) + % (BB
(=Bs+ 50 (15 + 5
(B2 + %)a 0

simétrica

4(B2 + B3) + %4
(283 + %)b
(262 + 2)a

R

vab

(282 + 2)a
0
R
~(=B2+ F)a
0
(122 4 )a?

(A.5)

(A.6)

Nas matrizes acima, 31 = b/a, B2 = 82, B3 =1/B2, fs = 14—4dv, s = 1+4ve B =1—v.

A.1 DMatrizes de Massa e Rigidez para Quatro Elementos de

Placa

A seguir s@o apresentadas as matrizes de massa e rigidez ao se considerar quatro elementos

para representar a placa.

[ M1, Mi, 0 M1, Mi, 0 0 0 0
M, My, +Mj, M, M3, M, + M7, M, 0 0 0
0 M3, M3, 0 M3, M2, 0 0 0
My, M, 0 My +Mj, Mj; + M, 0 M3, M, 0
M= | M} My +M;;, Mj, M, +M3 M +Mj,+M,+M{, Mi+M{, M}, Mj+Mj, Mj (A7)
0 M3, M3, 0 M3, + M3, Mj;+Mj, 0 M3, M3,
0 0 0 M3 M3, 0 M3, M3, 0
0 0 0 M, M3, + M, Mj, M3, M3 +Mi, M
L 0 0 0 0 Mg, M, 0 Mj, Mg |
[ K, K}, 0 Kl, Kl, ] 0 0 0 ]
K} K +Ki K K, Kj; +Ki, Ki; Y 0 0
0 K% K%, 0 K2, K3, 0 0 0
K} K, 0 Ki+K} Kis + K}, 0 K}, K, 0
K=| Ky KiL+Kj K Ky +K3 Ki+Ki+Kh+Kj, Ki;+Ki, K Ki;+Ki Kij; (A8)
0 K3 K3 0 K3, + K, Ki;+Kj 0 Ky K3
0 0 0 K3, K3, 0 K3, K3, 0
0 0 0 K3 K + Ky Ki, K3, K3 +Ki, Ki
L O 0 0 0 K3 K3, Y Ky Ki; |
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A.2 Matriz de Rigidez para Elementos de Placa com Molas

conectadas aos NoOs

Como descrito no Capitulo 3.6, o procedimento pratico empregado para adicao de molas nos
noés dos elementos de placa consiste em adicionar um novo valor de rigidez & rigidez atual, na
posicao da matriz correspondente a cada grau de liberdade no qual a mola deve atuar.
Considerando um elemento de placa, cuja matriz de rigidez é apresentada na Eq. (A.3), e
supondo a adigdo de molas de rigidez k, (matriz na Eq. 3.34), nos quatro nés do elemento, a

nova matriz de rigidez é a seguinte:

k K
K= | LT (A.9)
ki +Ki ki + Ky

Similarmente, em uma placa discretiada por quatro elementos, a matriz de rigidez Ky (Eq. 3.34)

¢é adicionada as submatrizes correspondentes da matriz de rigidez K, A.8, resultando em:

K* =K + diag (Kk, K, Ki, K, Ki, Ki, K, Ky, K, ) (Al())
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