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Resumo

Neste trabalho estudamos a equacao de Klein-Gordon linear. Definimos
solucao generalizada do Problema de Cauchy para tal equagao. Provamos a
existéncia e a unicidade da solugao no espago H. (R? T 1) e demonstramos o

decaimento local de energia da solugao.

Palavras Chave: Equacao de Klein-Gordon, Solucao Generalizada, Decai-

mento Local de Energia.



Abstract

In this work we studdy the linear Klein-Gordon equation. We define the
notion of generalized solution to the Cauchy problem for such equation. We

prove existence and uniqueness of solution in H. (R? *1). We also prove local

loc

decay of energy for the solutions to the Cauchy problem.

Key Words: Klein-Gordom Equation, Generalized Solution, Local Decay

of Energy
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Capitulo 1

Distribuicoes e Espacos de Sobolev

1.1 Introdugao: Neste capitulo vamos estabelecer algumas notacoes e resul-
tados preliminares a serem utilizadados nos capitulos seguintes.

1.2 Distribuicoes: Seja N o conjunto dos niimeros naturais e n € N um
natural nao nulo. Um multi-indice @ € uma n-upla de naturais, isto é, a =
(v, g, ..., ) € N™. Seja 2 C R” um dominio e u uma fungao definida em Q.

Dado um multi-indice «, denotamos por 0“u a derivada parcial

a,, aloly
O%u = oz{1..0zy™

onde || =1+ ... +a,, e = (T1,...,Tp).
Dada uma fungao u : 2 — R denota-se supp u ao fecho, na topologia do

R", do conjunto de pontos de 2 onde u nao se anula, isto é :

supp u = {zx € Q : u(z) # 0}

O conjunto C§°(2) é composto por todas as fungdes u : 2 — R que
sao infinitamente diferencidveis e possuem suporte compacto em 2. Com as

operagoes usuais de fungoes, C§°(£2) é um espaco vetorial sobre R.
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Seja (p,)>, uma sequéncia em C§°(Q2) e ¢ € C§°(2) uma fungao dada.
Dizemos que (¢,,)2° ; converge para ¢ em C§°(€2) se forem satisfeita as seguintes
condigoes:

(i) todas as ,, possuem suportes contidos em um compacto fixo K de §.

(ii) para todo multi-indice o = (o, ..., ) € N" a sequéncia (0%p,,)%
converge uniformemente em K para 0%¢p.

Uma distribuicao em 2 é uma transformacao linear
T:C°(Q) —R

continua, isto &, se (p,, ), converge para ¢ em C§°(2) entao (T'p,)22; con-
verge para T em R. O valor de uma distribuicao 7" numa funcao ¢ serd
denotado por (T, p).

O espago de todas as distribuigdes sobre 2 é denotado por D'(€2). Neste
espago, diz-se que uma sequéncia (7,,)° ; converge para uma distribuigao 7" se
(T, ©))52, converge em R para (T, ), para toda ¢ € C§(Q).

Dado uma distribuicdo 7" € D'(2) e ¢ € C°(Q) é facil verificar que a

aplicagao

Ce(Q) — R
¢ — (T, 09)

define uma distribuicao . Esta distribuicao ¢ denotada ¢T'.

1.3 Os espagos L”'s : Seja Q € R” um conjuto mensurdvel a Lebesgue e

p € R tal que p > 1. Define-se o conjunto LP(2) como o conjunto das fungoes
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mensurdveis ( classes de equivaléncia) a Lebesgue em . tais que |f[” tem
integral de Lebesgue em () finita. Munido das operacoes usuais de fungoes, os

conjuntos LP()) sao espagos de Banach com a norma definida por

£l = (fol F(2)[P d)?

O espago L%() é um espago de Hilbert com o produto interno definido

por:

(f,9) L2(Q) — fn

Seja [ : 2 — R uma funcao mensurdvel. Dizemos que f é localmente

integrdavel em € se:

fK|f(x)|dx < 00

para todo compacto K de Q. O espago dessas fungoes é denotado por L},.(€2).

Para todo p > 1 vale
LP(Q) C L;,. ().
Cada fungao f € L;,.(Q) define uma distribuigao Ty em € por:
(Tr, ) = o f( x)dz , ¢ € C§°(Q).
A proposicao seguinte afirma que a correspondéncia

f < Lloc(Q) — Tf € DI(Q)



¢ injetiva.
Proposigao 1.3.1:( Du Bois Raymond ) Dado f € L, () tal que [, f(2)¢(x)dz =
0, para todo ¢ € C§°(Q2) entdo f =0 quase sempre em ).
Demonstracao: Veja [ 4 ].
A proposi¢ao acima permite identificar LP(€2) com um subespago de D'(€2).
A partir desse ponto usaremos a mesma notacdo para f € LP(Q)) e para a
distribuicao Ty € D'(€2), isto é, (T}, ) = (f, ) para toda ¢ € C§°(Q).
Uma consequéncia da desigualdade de Holder ¢ que se (f,)re, C LP(Q2)
converge para f em LP({2) entao a convergéncia também ocorrera em D’(€2).
Para finalizar esta segdo observamos que C§°(£2) é denso em LP(§2) ( ver |
ljou[4]).
1.4 Espacgos de Sobolev: Seja T uma distribuicao num dominio 2 C R".

Seja « € N” um multi-indice. Facilmente verifica-se que:
C5o(Q) 29— (=1)*I(T, 0%p)

define uma distribuicao em 2. Tal distribuicao é a a-ésima derivada de T,

denotada por 0*T', dessa forma a distribuicdo 7" tem derivada 0“T definida
por :
(0°T, ) = (=1)P(T,0%¢) , ¢ € C5°().

Se f € C§°(f2) entdo para todo o € N™ a derivada usual 0* f coincide com

a respectiva derivada distribucional de f, isto é :

T@af = 6an.
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Isto é consequéncia de integracao por partes.
Vejamos um exemplo motivador da préxima defini¢ao. Sejam 2 =] —1,1[C

R e H € L*(Q) a fungao definida por

0sexe|—1,0]
H(z) =

lsexel01]
A fungao H estd em L*(9)) , mas sua derivada distribucional H’ nao est4
em L?(9).

De fato:

(H', ) = — [} ¢/ ()dz = ¢(0).

A distribuicao definida por

(6,0) = ©(0)

nao provém de fungao localmente integravel. Logo H' ¢ L*(Q).

Definigao 1.4.1: Sejam 2 C R"” um dominio e m um nimero inteiro positivo.

(a) O espago de Sobolev H™(£2) é definido por:

H™(Q) = {u € L*(Q);0%u € L*(Q), |a] < m},
HO(Q) = L*(Q)

(b) O espago das distribuigoes f € D’(Q)) tais que pf € H™({2), para toda
p € C(Q) ¢ denotado H;7.(2).00
Munido das operagoes usuais com fungoes o espaco H™(2) é um espago de

Hilbert com produto interno
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(W) gy = 20 (0, 0%0) 2y = D Jo O%u(@)0%v(x)dw.  ver [4]

laj<m la|<m

A norma de H™(£2) é denotada por ||| zm g, -

Proposicao 1.4.1: O espago H™(f2) é um espago de Hilbert, isto é, toda
sequencia de Cauchy em H™(2) é convergente.
Demonstracao: Veja [ 4 |.H

Seja
S={¢:0Q— R/ 0% & continua para todo |a| < m e |[¢||zmq) < o0}

O teorema de Meyers e Serrin ([1]) afirma que S é denso em H™(2).

Se Q2 # R" o conjunto C§°(€2) nao é denso em H™(2).Nesse caso definimos
o subespago HJ"(2) de H™(£2) como sendo o fecho de C§°(£2) em H™((2), isto
é:

Hg () = 3o (©)
Se 2 = R™ tem-se HJ'(R") = H™(R"). Em geral, se v € H™(Q) tem
suporte compacto em €2 entao u € HJ'(12).

Proposicao 1.4.2: Seja 2 C R™ um dominio limitado. Se u € H™(S2) possui
suporte compacto em € entdao u € HJ ().

Demonstracao: Veja [4 ] .1
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Capitulo 2

Propriedades da Equacao de
Klein-Gordon

2.1. A equacgao de Klein-Gordon: Consideremos uma membrana horizon-
tal uniformemente distendida em todas as dire¢oes, por meio de uma tensao 7.
Vamos assumir que a membrana em seu estado de repouso ocupa uma regiao
Q). Suponhamos que nenhuma forga vertical e nenhuma forga horizontal (além
da tensao) esteja atuando sobre a membrana, e que os pontos desta podem ter
somente deslocamentos transversais. Suponhamos ainda que a membrana nao
oferece resisténcia a forcas de cisalhamento ou momentos de torcao, e que suas
deformagoes estao controladas apenas por sua resisténcia a distensoes subse-
quentes. Suponhamos que a membrana sofreu uma deformacao num instante
incial, que assumimos ser t = 0 e que se encontra vibrando. Seja u = u(x, 1)
a posigao ocupada pelo ponto x = (z1,x2) da membrana, no instante ¢ > 0.
Assim 2%(z,t) = w(z,t) representa a velocidade do ponto z da membrana

no instante t. Para estudar a vibragao supoe-se conhecidos a posicao e a ve-

locidade inicial de cada ponto x da membrana, isto é, conhecemos um par de
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fungoes (ug, u1) tal que u(x,0) = up(z) e ui(x,0) = uy(z) para todos x € Q.
Se 11 é a massa por unidade de drea da membrana verifica-se que a fungao u
satisfaz a equacao da onda ,u% = 7Au em todo x € €, t > 0. Se a membrana
estiver imersa em um meio que exer¢a alguma influéncia no movimento entao
a equacao apresentard termos adicionais. Vamos supor que o meio aplique na
membrana uma forga restauradora proporcional ao deslocamento. Tal forca é
dada por —Kwu onde K > 0 ¢ uma constante que depende do meio. Neste caso

a funcao u deve satisfazer a equagao
2
/L% = 17Au — Ku,

que apés mudanca conveniente na varidvel independente x passamos a escreve-

la no formato

9%u 2,
Se — Au+mu =0,

onde m é uma constante real.

O problema de Cauchy para a equagao de Klein-Gordon consiste de de-
terminar a solugao da equagao acima em todo o espago R*™1 = {(zy,xq, 1) :
x1, 22 € R, t > 0} supondo conhecidos os dados iniciais, ou seja, a posigao e a
velocidade de cada particula = = (x1, z2) no instante ¢ = 0. Mais precisamente

o problema de Cauchy para a equacao de Klein-Gordon é colocado na forma

Uy — Au+mPu=0 em R?>TY
u(zy,9,0) = f(z1,72) em R?

ug(w1,72,0) = g(x1,75) em RZ
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Na proxima secao obtemos a férmula para a solucao deste problema.
2.2. A férmula explicita da solugdo: Sejam f e g fungdes de C5°(R?) e

seja u = u(xy,x2,t) a tnica solugdo do problema de Cauchy:

Uy — Au+mPu=0 em R
u(z1,,0) = f(r1,72) em R?,

us (1, 9,0) = g(x1,72) em R

Defina agora, em R? * ! a funcdo complexa v dada por
v(x1, Ta, w3, 1) = €3y, X9, t).

Um célculo direto nos mostra que v satisfaz o seguinte problema para a equacao

da onda

Vit — Av=0 em R2+1,
U(Il,IQ,IEg,O) = 6imx3f(xlux2) €1l R2)

imxs

v(T1, T, 13,0) = €™ g(x1,29) em R

A férmula explicita para este tltimo problema de Cauchy é dada pela

conhecida férmula de Kirchhoff (veja [5]). Assim temos

U(l‘l7$27$37t> = ﬁ f eimy?)g(ylayZ)dSy +

ly—z|=t

+ 4= [ ey p2)dS,y |,

ly—=|=t
onde |.| denota a distancia euclidiana e dS, é o elemento de drea da esfera

ly —af =t

15



Agora, procedemos como no método da descida de Hadamard [ 5 ]. Fazendo

w3 = 0 e denotando r = |z — y| = \/(y1 — #1)? + (y2 — £2)? obtemos

u(xth? _ % f zm\ys\ + e—im\y3|]g(y1’y2>mdy1dy2 +
r<t

+ 57 o J el e F(yn, y) S dyidys |
r<t
onde |ys| = V12 — r2.
Observando que v(x1,x2,0,t) = u(xy, x2,t) € [eimwsl + e—im\ysl} —

2 cos(my/t? — r?) obtemos
u(xy, Ta,t) = 5 [, [2 cos(mv/t? — )91, y2) = dyrdya+

+§ [ﬁ fr<t [2 COS(m 2 — TQ)]f(yh y2> mdyld?ﬁ

Da tltima expressao segue a férmula que procuramos, ou seja, para todos

r = (71, 72) € R? e todos t > 0 temos

u(zy,x2,t) = 5= [ g 91,2/2)‘:05(:/”_ cos(mvB—r2) o dayo+
r<t
cos(m+/t2—r2)
+% % f f(yhyQ) (\/% dyldy2

r<t
No capitulo 4 faremos uso desta férmula para provar o decaimento local de

energia da solugao do probema de Cauchy para a equacao e Klein-Gordon.

Uma observacao importante sobre a equacao de Klein-Gordon é a pro-
priedade de propagacao de sinal com velocidade finita. Este fato é observado

facilmente da férmula explicita obtida aqui e traduz-se na seguinte afirmacao:

Se supp(f), supp(g) C B(0,r) entdo temos

16



suppu(.,t), suppuy(.,t) <  B(0,r +1)

para todo t > 0.
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Capitulo 3

Existéncia de Solucao Generalizada

3.1. Introducao: Neste capitulo obteremos algumas estimativas que nos
permitirao definir solucao da equagao de Klein-Gordon quando os dados iniciais
estao em espacos de Sobolev. Permitirao também provar que o problema de
Cauchy para a equacao de Klein-Gordon é bem posto no sentido de que possui

uma tnica solucao que depende continuamente dos dados iniciais.

3.2. As estimativas de Energia. Seja v uma solugao da equagao de Klein-

Gordon,
Uy — Au+mPu=0, m>0.
Multiplicando a equagao acima por u; obtemos
Uty — U AU + uym?u = 0

Agora observando que
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temos
2 , m?
180w + [21|Vul"] — Div, [, Vu] + & [7“2} =0
ou seja,
(3.2.1) 2 [%u? + 1 vu + %2112} — Div, [uyVu] =0

Esta tltima equacao é denominada equacao de Klein-Gordon na forma
divergente por ter seu lado esquerdo exatamente igual ao divergente na varidvel

(x,t) do campo F = (—uVu, Lu? +1|Vu® + Z?).

Suponhamos agora que a solucao u da equacao de Klein-Gordon satisfaca

as seguintes condigoes iniciais

u(r,0) = ¢(z) em R?

u(r,0) = (z) em R2

e que as fungoes ¢ e 1 possuam suporte compacto. Mais precisamente:

supp (), supp(y) C B(0,r)

para algum r > 0. Entao, conforme observamos no final do capitulo anterior,

para cada t > 0 temos

suppu(.,t), suppuy(.,t) C B(0,r +t).

19



Agora, integrando (3.2.1) em relagdo & x = (z1,x3) na bola B(0,r+t+4),

6 > 0 obtemos

0 |1 1 m2 .
// a |:§u? + 5 ’vU/P + 7u2:| (1’, t) dr — / Div, [utVu] (q;, t) dr =
B(0,r+t+9) B0 445)
0.

Usando o teorema da divergencia no plano escrevemos

/ Div, [uyVu| (x,t) de = // wVu.dds

B(0,r+t+6) OB(0,r+t+8)

Como u e suas derivadas se anulam na 0B(0,r +t + §) entao

// wVu.dds =0

AB(0,r+t+6)

logo, para todo t > 0 temos

0 |1 1 2
// 5 [Euf +3 |Vaul? + m?uQ] (x,t)dx = 0.
)

B(0,r+t+6
Como o integrando ¢é identicamente nulo fora de B(0,r + t) podemos escr-

ever

0|1 1 2
// 5 kuf t3 |Vul® + %zﬂ] (z,t)dx =0
R2

ou seja,

1 1 2
2 // [Euf +5 |Vul? + m?lf] (x,t)dx =0
R2

Assim, a funcao que a cada t associa o ntimero real

1 1 2
// kuf +3 IVul® + m?uQ} (x,t)dx
R2
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¢ uma funcao constante. Logo existe A € R tal que
1 9 1 2 m2 2
QU+ 3 |Vu|” + U (x,t) dz = X para todo t € R.
R2
Em particular, fazendo t = 0 obtemos
A= S U (x,0) + 3 |Vu(x,0)]” + TU(% 0)%| dx
R2
1 1 m?
= [[ |30r + 3 1Ve@P + Golar | do.
2 2 2
RQ

A discussao acima pode ser resumida no seguinte teorema.

Teorema 3.2.1: Sejam p, ¥ € C5°(R?) e u a solugao do problema de Cauchy

Uy — Au+mPu=0 em R,
u(r1,79,0) = p(71,72) em R?,

us (71, T2,0) = P21, 22) em RZ

Entao, para todo t > 0 vale

J[ |5+ 51wt m;uz} (o, 1) di =
@2+ Lo + 2 p@)?] de. .
[ oo

Sejam B C R? um conjunto qualquer, ¢ > 0 um real positivo e u como no

teorema acima. A quantidade
1 2 1 2 m2 2
E(B,u,t) = —uy + — |Vu|” + —u*| (z,t) dx
2 2 2
B
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representa a energia da solugdo u no instante ¢ confinada na regiao B. O

teorema 3.2.1 afirma que

E(R?, u,t) = E(R?, u,0)

ou seja, a energia total da solugao u se mantem constante com passar do tempo.

Agora definamos para o mesmo terno (B, u,t) a quantidade
E(B,u,t) = //(uf + |Vul? 4+ u?)(z, t)dx.
B

Lembrando as defini¢oes das normas dos espagos de Sobolev introduzido

no primeiro capitulo vemos que

2 2
E(B,u,t) = [lu(., )| 720p) + w71 ()

Para todo t > 0 vale a seguinte desigualdade

(3.2.2) CoE(B,u,t) < E(B,u,t) < C1E(B,u,t)

onde Cy = min{%, %2 e O = max{%, mTQ} De fato, da definicao de Cy e C4

segue

Co(u? + |Vul? +u?) < (3u? + 1 |Vu|* + Zu?) < Oy (u2 + [Vaul* + u?)

que integrada em B fornece para todo t a desigualdade

Co //(uf + [Vul + u?)(, )z < E(B,u,t) < Cy //(u§+ Vul? 42 (x, £)da
B B

de onde segue o resultado.

Uma conseqiiéncia de (3.2.2) e da conservagdo de energia é a seguinte

desigualdade:
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2 2 2 2
(3.2.3) Hut<'7t)HL2(R2)+Hu("t)HHl(RQ) <C (Hut('7o)HL2(R2) + ”u('70)”H1(R2))
onde C' = g—é De fato, fazendo B = R? temos
CoE(R? u,t) < E(R% u,t) = E(R? u,0) < C1E(R?, u,0)
que acarreta CoF(R? u,t) < C1 E(R?,u,0), de onde segue

E<R27 u? t) S g_(l)E(R27 u7 0)7

que se traduz em (3.2.3).
Se os dados iniciais do problema de Cauchy considerado possuir suporte

compacto contido na bola B(0,r) entao temos
suppu(.,t), suppuy(.,t) C  B(0,r +t) para todo t > 0.
Logo, a estimativa (3.2.3) pode ser melhorada e escrita como
(3.2.4) (o ) 20y + 1 DI B0y <
<C (“Ut(-amHiz’(B(o,r)) + HU(wO)H?{l(B(o,r)))-
Seja agora T > 0 um real qualquer. Para todo 0 <t < T temos
B(0,r+t) C B(0,r+1T).

Integrando membro a membro a desigualdade

2 2
lwe (s Ol 220y T 10 Ol o) <
2 2
< C (fluel, 0)||L2(B(o,r)) + ||u('>0)||H1(B(O,r)))

em relagao a varigvel ¢ no intervalo [0, 7] obtemos
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T 2 2
fo {Ifue(., t>||L2(B(0,r+T)) + flul, t)||H1(B(0,r+T))}dt <
2 2
< O T(J|lwd., 0)||L2(B(o,r)) + ||“(~70)HH1(B(0,7~))>-
Agora, usando o teorema de Fubini e lembrando as definigbes das norma

dos espagos de Sobolev obtemos

Hqul(B(O,rJrT)x]O,T[) <C T(Hut(wo)ﬂi?w(om)) + HU(-70)||§{1(B(0,T)))~
Esta discussao pode ser resumida no seguinte teorema.
Teorema 3.2.2. Sejam ¢, 1) € C§°(R?) fungoes com suporte contido na bola
B(0,7 +t) e u a solugdo do problema de Cauchy
Uy — Au+mPu=0 em R,
w(@1,22,0) = p(21,72) em R?

ug (21, T2,0) = Y(21,22) em R2Z

Entao, vale

2 2 2
(3.2.5) el 2 porrmxg0.rp < € TN 2500 O (B0.):
para todo T" > 0. |

A estimativa (3.2.5) expressa a colocagao correta do problema de Cauchy
para a equacao de Klein-Gordom na topologia dos espacos de Sobolev. Com
efeito; sejam u = u(p, 1) e u = u(gp, 12) solugoes dos problemas

Uy — Au+mPu=0 em R>TH Uy — AU+ m?u=0 em R>TL

u(ry,79,0) = o(z1,72) em R? €9 U(zry,22,0) = p(x1,22) em R2

uy (21, 72,0) = P(21,22) em R?, uy(21,22,0) = Y(x1,72) em R?,

Entao w = u — u é solucao da equacao de Klein-Gordon com dados iniciais

© — p e Y — 1) respectivamente. Logo, (3.2.5) aplicada a w resulta

24



~112 ~|2 ~112
lv = ulln Borrmyxj0p < € T(H¢ - ¢HL2(B(O7T)) e = lm@on):

mostrando que u =u se ) =1 e @ = p, ou seja, a solucao do problema de
Cauchy ¢é tinica. Mais ainda, se os dados inciais dos dois problema de Cauchy
acima estao préximos, nas normas dos espacgos de Sobolev envolvidos, entao
as respectivas solucoes também estardo préximas em cada compacto do R3.
No que segue usaremos (3.2.5) para definir solugdo generalizada de tal

problema de Cauchy.

3.3. Solucgoes Generalizadas: Nosso objetivo agora é definir e provar a
existencia de solugao generalizada do problem de Cauchy para a equacao de
Klein-Gordon quando os dados iniciais estao nos espagos H!(R?) e L*(R?) e
possuem suporte compacto.
Definigao 3.3.1: Sejam uy € H*(R?) e u; € L*(R?) fungoes com suporte
compacto contidos na bola B(0,7). A fungao u € H}_(R*x]0,00)) é solugao
de
uy — Au+mPu=0 em R?x [0,00),
u(wy, 22,0) = ug(21,22) em RZ
we (w1, T2,0) = uy (w1, 72) em R2

se existirem seqiiéncias (¢,,), (¢,,) C C3°(B(0,r)) tais que
(i) ¢, — up em H(R?),
(i) ¢, — uy em L?*(R?),

as solugoes classicas u™ dos problemas de Cauchy
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uf, — Au™ +m*u" =0 em R?x [0,00),
u™(x1,29,0) = o, (71, 72) em R2
u(z1,79,0) =, (r1,72) em RZ

formam uma sequencia (u") tal que
u" — u em H'(B(0,r + T)x]0,T]).

para cada T > 0. n

E importante observar que a soluciio generalizada u ndo depende das se-

qiiéncias (v,,), (¥,,) € C§°(B(0,r)). De fato; sejam (@), (v,,) C C§°(B(0,r))
tais que 3, — uo em H'(R?),1,, —> uy em L2(R?) e sejam u” as respectivas
solugoes dos problemas de Cauchy com dados ¢,, e @71” Suponhamos que existe

ue H.,

(R2x]0,00)) tal que u® — & em H'(B(0,r + T)x]0,T]) para todo

T > 0. Observe que para cada n a funcio u"— u” é solugio da equacio de

Klein-Gordon com dados iniciais ¢, — ¢, € ¥, — 1, respectivamente. Logo,
(3.2.5) aplicada a u”— u™ resulta

| — i

<o

I; +10m = BlPision)
HY(B(0,r+T)x]0,T7) L2(B(0r) n ~ PnllH1(B(O,r) )

Aplicando o limite quando n — oo nesta tltima desigualdade obtemos
|lu — ﬁ”?{l(B(o,rJrT)x}o,T[) = 0 mostrando que u = u em todo cilindro B(0,r +

T)x]0,T[, T > 0. Logo u = u em R?x]0, c0).

Teorema 3.3.1: Sejam uy € H'(R?) e u; € L*(R?) com suporte compacto
contidos na bola B(0,r). Entao existe uma tinica fungao u € H. _(R?x]0, 00))

que é solucao de
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uy — Au+mPu=0 em R?x [0,00),
U(./L'l, T2, 0) - UO(LUl, 132) em R27

ui(w1,T2,0) = ui (w1, 72) em R2

Demonstracao: Como wuy tem suporte compacto na bola  B(0,7), da
proposigao 1.4.1 segue que vy € H}(B(0,r)).Logo existe uma seqiiéncia (p,,) C
Cs°(B(0,7)) tal que @, — ug em H'(B(0,7)). Seja ¢, a extensio de
®,, para todo o plano, nula no exterior de B(0,r). Entao ¢, € C°(R?),

suppy,, C B(0,7) e

©, — up em H'(R?).

Sendo C§°(B(0,7)) denso em L?*(f2) entdo existe uma seqiiéncia (¢,) C
Ce°(B(0, 1)) tal que ¥, — uy em L2(Q). Seja 1, a extensdo de 1, para todo
o plano, nula no exterior de B(0,7). Entao v, € C5°(R?), suppyy,, C B(0,7).

e
¥, — uy em L*(R?).
Seja u™ a solugao do problema de Cauchy
ul — Au" +m*u" =0 em R?x[0,00),
u™(x1,79,0) = o, (71, 72) em R2
uf (11, 22,0) = 1, (71, 72) em R
Para cada par de naturais m e n a funcao u™ — u"™ é solugao da equacao

de Klein-Gordon com dados inciais ¢,, — ¢,, € ¥,, — ¥,,. Fixe um valor 7" > 0

arbtrério. Aplicando a estimativa (3.2.5) em u™ — u" obtemos
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2 2 2
[t — Un||H1(B(o,r+T)x]o,T[) < CT(|v, — ¢n||L2(B(o,r)) + llom — S0n||H1(B(o,r))):

o que motra que (u,) é seqiiéncia de Cauchy em H'(B(0,r+T)x]0,T[). Como
este espago ¢ um espago completo, entao existe ur € H'(B(0,r + T)x]0,T][)

tal que
u, — ur em HY(B(0,r +T)x]0,T[).
Para cada n temos

2 2 2
Hun|lH1(B(0,r+T)><]0,T[) <C T(||¢n||L2(B(o,r)) + HSOn”Hl(B(o,r)))-

Fazendo n — oo obtemos

2 2 2

(3.2.6) ||UT||H1(B(O,T+T)><}O,T[) <C T(||u0||L2(B(O,r)) + ||U1||H1(B(o,r)))
Sejam 0 < T) <T,. Entao B(O,T’ + Tl) X [O,Tl] C B(O,T’ + Tg) X [O,TQ] e
ug, estende ug, para o cilindro B(0,7 + T3) x [0,T3]. De fato; da construcao

acima temos

wvlm = un|B(0,r+T1)><[O,T1] — U, em Hl(B(O,T + TI)X]O’TlD
Wy = Un|porimy oy — Un em HY(B(0,r +T3)x]0, Tx[).

A diferenga wl — w? em B(0,7 + Ty) x [0,T1] converge em H'(B(0,r +
T1)x]0,T}[) para up, — up,. Mas, em B(0,r 4+ T}) x [0, T] a diferenca w), — w?

¢ identicamente nula. Logo up, — up, = 0 em B(0,7 + 17) x [0, T1].
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Segue do argumento acima que existe uma funcao u definida em R? x [0, 0o)
tal que para todo T' > 0 tem-se
(3.2.7) Ul p(o,r11)xj0,7] = UT € HY(B(0,r + T)x]0,T])

Logo u € H} (R?x]0,00)). Claramente temos
u"” — u em H'(B(0,r+ T)x]0,T])

para todo T" > 0. Isto prova a existéncia de solucao do problema de Cauchy.
De (3.2.6) e (3.2.7) segue que para todo T > 0 tem-se
2 2 2
(3.2.8) HuHHl(B(O,rJrT)x]O,T[) <C T(HUOHH(B(O,T)) + ”Ul”Hl(B(o,r)))-
Esta estimativa mostra que se ug = u; = 0 entao u = 0. Assim, se u €

Hl

L (R*x]0,00)) é outra solugao generalizada para o mesmo problema de

Cauchy entao u — u serd tambem solucao generalizada, porém com dados
inciais nulos. Logo u — u = 0 mostrando que a solugao generalizada é tnica.

Finalizando este capitulo observamos que a estimativa (3.2.8) prova que
a solucao generalizada depende continuamente dos dados iniciais. Assim, o

problema de Cauchy é bem posto.
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Capitulo 4

Decaimento de energia

4.1. Introdugao: O objetivo principal deste capitulo é provar que a energia
local da solugao do problema de Cauchy para a equacao de Klein-Gordom
decai na razo €2t Aqui seguiremos de perto os trabalhos [2] e [3]. Faremos
uso da férmula explicita da solucao do problema de Cauchy para a equagao de
Klein-Gordon obtida no capitulo 2

4.2 Decaimento local de energia para solugao cldassica: O resultado
principal desta secao é o seguinte lema:

Lema 4.2.1: Seja U C R? um dominio limitado e f, g € C§°(R?) fungoes

com suporte compacto em U. Seja u € C*(R*!) a solugao do problema de

Cauchy
Uy — Au+mPu=0 em R
u(w1,72,0) = f(r1,22) em R?,
ug(w1,22,0) = g(x1,72) em RZ
Para cada Ty > diam(U), existe K = K(m, Ty, U) > 0 tal que para todo
multi-indice o = (o, az, a3) € N3, com |a| = a; + as + as < 1 temos
(4.2.1) s, 22,0 < KL g o) + 191 20}
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para todo x € U e t > Tj.

Demonstracao: De acordo com o capitulo 2, para cada t > 0 a funcao u é

dada por
(3:2.2) ulry, a,t) = 5 ftg yl>yz)ms($— dyydys +
r<
cos(my/t2—r2
+% % f f(y17y2> (\/ﬁ% )dyldyZ
r<t

onde r = |v — y| = \/(?Jl —1)? + (Y2 — 12)%.

Agora observe que para cada x € U et > Ty a bola de centro em z e
raio ¢ inclui U no seu interior. Como os dados iniciais possuem suporte em U

podemos escrever

— % f g1,y cos(m\/ r2)

u(zy, 2, ) \/tz— dy1dys +
U

cos(mv/t2—r2
+ 2 [, ye) 2 dy dys
U
para todo x = (z1,22) € U et > Tj.

A fim de estimar todas as derivadas de u listadas em (4.2.1) é suficiente

estimar a funcao

cos(mV/t2—r2
C(z,y,t) = %Tz)

e suas derivadas parciais

Or1’ Oxg’ Ot Ox10t’ Oxo0t’ Ot2)
uniformemente em z,y € U e t > Tj.

A simetria entre x; e vo reduz a tarefa em estimar apenas
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¢, X _02¢ o 9%
) 89:1’ 8t’ 0x10t ot? -

Seja

Um calculo direto nos leva a
C(x,y,t) = $x(%) cos(mt/x (%)),

Fe(a,y, 1) = H{mx(5)? B sen(mt /x(5))+2x(£)? B4 cos(mt /x(4))},

% (z,y,t) = H{—mx(5)2sen(mt/x(%)) — 1x (%)% cos(mt/x (%))},

s (2., 1) = Hm?x(5)? 252 cos(mt /x(5))—
—&x(5)°> B cos(mt/x (%)) —
3m oy (B)E D= Ssen(mt/x (%))},
P& (w,y,t) = LBmix(5) sen(mt /x (%)) —mix(5)2sen(mt/x (L))~

—=x(5)? cos(mt/x(3)) + Zx(5)° cos(mt/x (%)) — m?x(3)? cos(mt/x($))}-

Observe que se x,y € U e t > Tj entao

r< diajr}l(U) <1
0

~+

Agora fixamos 1 > 0 tal que

diam(v)
T <n< 1
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e consideramos a fungao x no intervalo [—n, 7n]. Se definimos

obtemos
X(%)k < Ky,paratodox,yc U, t>Tyge k=1,2,...,5.
Agora, observando que
[l s p<n <t
obtemos

|<($,y,t)| < %Kla
9 gy t)| < LK {m+ L}
oz1 Y = 3 ToJ?

|6X(x’y7 t)‘ < %K1{m + 41,

ot T
o2
Bxlcat(x7yut)’ < %Kl{m2+ ?,}1_7: :,2132},

para todo x,y € U e t > Tj.
Para cada o« = (a1, e, a3) com || < 1 derivamos (4.2.2), tomamos o valor

absoluto em ambos os lados e usamos as estimativas acima para obter

[t < K2 @) dy + Jy lo(w)]dy)
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para todo x € U e t > T}, onde K5 é uma constante dependendo de m, K; e
Th.
Para finalizar usamos a desigualdade de Cauchy-Schwartz juntamente com

Il fllz2 < |Ifll;: para obter

lo| Ka|U|3

onde |U| denota a medida de Lebesgue de U, uniformemente em = € U e
t > Tp.

1
. K- 2 . ~
Definimos K = % e concluimos a demonstracao.ll

Uma conseqiiéncia imediata de (4.2.1) é a desigualdade

2 2 2
(4.2.2) ||ut('7t>||i2(U) +uC Ol < (||g||L2(U) + ||f||H1(U)>7 t>To
onde C depende apenas de Ty, U e m. Esta desigualdade expressa o que

chamamos de decaimento local de energia da solucao u pois, como observado

no capitulo 3, a quantidade
2 2
EU, u,t) = [lu(, )l 2 @) + 1wl Oz

se relaciona com a energia
2

1 1
EWU,u,t) = // {iuf +5 IVul® + mTu2 (x,t)dz

U

atravéz da desigualdade

CoE(U,u,t) < E(U,u,t) < CLE(U,u,t).
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4.3 Decaimento local de energia para solucao generalizada: Nesta
secao estendemos a estimtiva (4.2.2) da segdo anterior para as solugdes gen-
eralizadas da equacao de Klein-Gordon.

Sejam ug € H'(R?) e u; € L?(R?) fungdes com suporte compacto contidos

na bola B(0,7) e seja u € H} (R?*x]0,00)) a solugao de

uy — Au+mPu=0 em R?x [0,00),
u(x1, 29,0) = ug(z1,22) em R?,

us (1, T9,0) = uy (w1, 15) em R2Z
Sejam (p,,), (¥,,) C C§°(B(0,7)) seqiiéncias tais que

pp — g em H'(R?),

¥, — uy em L*(R?),

e sejam u" as solugoes dos problemas de Cauchy

ul — Au" +m?*u" =0 em R x]0,00),
u™(x1,79,0) = o, (71, 72) em R2

up (1,22,0) = 1, (v1,22) em R?

de tal forma que
u" — u em HY(B(0,r +T)x]0,T]).

para cada 1" > 0.

Trabalhando com a estimativa (3.2.4) em u™ — u" obtemos
[[(ud® = u)(, t)”i?(B(O,r-&-T)) + [[(u™ = u")(, t)”?’—ﬂ(B(O,r—f—T)) <
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< C (|tm, — ¢n||i2(3(0,r)) + llom — QonH?{l(B(O,r)))
védlida para todo t > 0. Isto mostra que para cada t > 0 podemos definir a
restrigdo de u e u; ao conjunto bidimensional B(0,7 + T') x {t}. Denotaremos
estas restrigoes por u(.,t) e uy(.,t) respectivamente. Isto permite definir para

a solucao generalizada u as expressoes

E(U,u,t) = [lue, ) 720y + [l )z o

1 1 2
S(U,u,t):// {—u?+—|Vu|2+ﬂu2 (2,1) do
2 2 2
U

para todo 0 <t < T e todo U C B(0,r +T).
Agora considere a estimativa (4.2.2) aplicada a cada u" com U = B(0,r).
Temos
||U?(wt)||i2(3(o,r)) + ||Un(-at)||§11(3(0,r)) <
<G (IWaltawom + I1ealingon ) > T
Aplicando o limite quando n — oo na tltima desigualdade obtemos
(4.3.2) Nl Dl zan) + 186D @) <

2 2
<G (lunlZasn + lolf o) ¢ > Do,

ou seja, para a solucao generaliza u vale a estimativa de decaimento de energia:
E(B(0,r),u,t) < SE(B(0,r),u,0), t>1Ty

sempre que os dados iniciais tém suporte compacto em B(0, r).
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