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EPIGRAFE

“Life is a waterfall

We're one in the river,

and one again after the fall
Swimming through the void
we hear the word

We lose ourselves but we find it all

Cause we are the ones that want to play
Always want to go but you never want to stay
And we are the ones that want to choose

Always want to play but you never want to lose

Aerials In the sky

When you lose small mind you free your life

C.)

(trecho da musica Aerials, da banda System of a Down)



RESUMO

O sistema Plutdo-Caronte € um par quase binario em estado de duplo sincronismo. Hoje
sabe-se que Plutdo possui cinco satélites: Caronte, Styx, Nix, Kerberos e Hydra, onde os
tltimos quatro sdo muito menores que Caronte. A origem mais plausivel para o sistema
Plutdo-Caronte é a de um impacto de grandes proporcdes entre corpos de tamanhos
similares, onde o impactador (que viria a ser Caronte) permanece quase intacto apos o
evento. Caronte iniciaria 0 movimento orbital proximo de Plutdo (ex: a=4 R,) com ambos
rotacionando rapidamente, como consequéncia da colisdo muatua. Devido a intensa maré,
suas distancias irdo evoluir e seus equadores (provavelmente desalinhados devido ao
choque) irdo também evoluir em consonancia com seus respectivos spins. Alguns autores,
por meio de um modelo bidimensional, tomando a maré modelada por Mignard (1980) e
Peale (2007), usando dois métodos distintos, evoluiram Plutdo-Caronte a partir deste
cenario, reproduzindo os parametros orbitais e rotacionais atuais do sistema. Neste trabalho
fazemos um estudo tridimensional, usando na parte rotacional as variaveis canénicas de
Andoyer. Nesta abordagem, integramos a atitude de Plutdo e Caronte por meio das
equacBes de Hamilton, enquanto que a dindmica translacional é feita classicamente via
equaclOes cartesianas de Newton. As contribuicbes dos torques, devidas as interacbes por
efeito de maré entre Plutdo e Caronte sao inseridas nas equacdes de Hamilton. Como
resultado mostramos o alinhamento dos equadores de ambos Plutdo e Caronte,
circularizagdo da orbita de Caronte, alinhamento dos eixos de rotagdo de ambos Plutdo e
Caronte ao vetor normal a 6rbita de Caronte em torno de Plutdo, a evolucdo de todo o
sistema fazendo o semieixo de Caronte evoluir de a=4 R, até 16,5 R,. Mostramos também o
estado final de duplo sincronismo e a libracdo do angulo ressonante 1 : 1, de ambos Plutdo
e Caronte. Durante a evolucao do sistema, dependendo dos parametros de maré adotados
(k- e At) a excentricidade de Caronte pode atingir valores consideraveis. Em 2005 foram
descobertos novos satélites de Plutao: Nix, Hydra e mais recentemente, em 2011 e 2012,
Kerberos e Stix, respectivamente. A origem desses pequenos satélites é ainda um problema
ndo resolvido. Entretanto neste trabalho também fizemos algumas exploracdes tentando

examinar a sobrevivéncia desses corpos durante a evolucao de Plutdo-Caronte.

Palavras-chave: Satélites Planetarios. Rotacdo. Variaveis de Andoyer. Plutdo-Caronte.

Sincronismo. Atitude.



ABSTRACT

The Pluto-Charon system is almost a binary system in dual synchronous state. It is well
known that Pluto has five satellites: Charon, Styx, Nix, Kerberos and Hydra, where the latter
four are much smaller than Charon. The most plausible origin for the Pluto-Charon system is
an oblique impact of great proportions between bodies with similar sizes. In this scenario, the
impactor, which would later originate Charon, would remain almost intact after the collision.
Initially the satellite would be revolving very close to Pluto (ex: a=4Rp), with both bodies
rotating very fast, as consequence of the mutual collision. The strong tidal effects, due to the
initial approximation of both bodies combined with the fast rotation, expanded Charon's orbit,
so as their equators aligned (probably misaligned due to the collision), in consonance with
their respective spins. Some authors, using a two dimensional system and tidal forces
modeled by Mignard (1980) and Peale (2007), with two distinct methods, evolved Pluto-
Charon from this scenario. They were able to reproduce the current orbital and rotational
parameters of the system. In our work, a three-dimensional study was done, using the
Andoyer's variable for the rotational problem. We integrated Pluto and Charon's atitude
through Hamilton's equation, while the translational dynamics is calculated classically
through Newton's cartesian equations. Torque's contributions due to tides raised on both
Pluto and Charon are introduced in Hamilton's equations. As result we demonstrate: the
alignment of the equators of Pluto and Charon, the circularization of Charon's orbit around
Pluto, the alignment of the spin axis of both Pluto and Charon with the vector normal to the
orbit plane and the expansion of Charon's orbit to its current value (from a=4 R, to 16,5 R)).
We also demonstrate the moment where the system reaches the final point of tidal evolution,
that is, the dual synchronous state of the pair and the libration of the respective resonant
angle 1 : 1. During the evolution process of the system, some simulations showed that
depending on the tidal parameters assumed (k. e At), Charon can reach a considerable
eccentricity. In 2005 two satellites of Pluto were discovered, Nix and Hydra, and later in 2011
and 2012 another two satellites were discovered, Kerberos and Styx, respectively. The origin
of these satellites remains uncertain. Nevertheless in this work, some approaches were done
in order to study the lifespan of these bodies during the process of tidal evolution of the

Pluto-Charon system.

Keywords: Planetary satellites. Rotation. Andoyer's Variable. Pluto-Charon. Synchronism.
Attitude.
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1. INTRODUCAO

O sistema Plutdo-Caronte é um par quase binario em estado de duplo
sincronismo. O centro de massa do sistema encontra-se fora da superficie de Plutdo
(BUIE et al., 2010). Hoje sabe-se que Plutdo possui cinco satélites: Caronte, Styx,
Nix, Kerberos e Hydra, onde os ultimos quatro sdo muito menores que Caronte
(WEAVER et al., 2016).

A origem mais plausivel para o sistema Plutdo-Caronte é a de um impacto
obliquo entre corpos de tamanhos similares, onde o impactador permanece quase
intacto apos o evento (CANUP, 2005; MCKINNON, 1989), o que explicaria o alto
momento angular do sistema e a razdo das massas. Caronte iniciaria proximo de
Plutdo, com alta excentricidade, inclinacdo diferente de zero, com ambos
rotacionando rapidamente e com os equadores desalinhados. Hipotetizou-se ainda
gue os demais satélites de Plutédo teriam se originado deste mesmo evento (CANUP,
2011; STERN et al., 2006; WARD; CANUP, 2006).

Inicialmente estes corpos estariam em uma o6rbita mais proximos entre si, que
seria posteriormente expandida por transporte ressonante. Esta Ultima hipbtese
sustenta-se basicamente nos seguintes fatos: Styx, Nix, Kerberos e Hydra estéo
atualmente proximos da ressonancia de movimento médio 1:3:4:5:6 com Caronte; a
autora CANUP (2011) demonstrou por meio de simulacbes de “smooth particle
hydrodynamic” que detritos com ordem de massa similar aos satélites pequenos de
Plutdo, de uma suposta colisdo entre um Plutdo e um Caronte primordial localizar-
se-iam dentro de uma faixa de distancia inferior a extensdo da Orbita atual dos
satélites. Entretanto, foi demonstrado posteriormente que esta hipdtese ndo é

plausivel.

Primeiramente, ndo é possivel transportar ambos Nix e Hydra por transporte
ressonante até suas posi¢cdes atuais (LITHWICK; WU, 2008). Em um segundo
trabalho (CHENG; PEALE; LEE, 2014), verificou-se a possibilidade de se transportar
os satélites pequenos de Plutdo de forma que estes passassem por diversas
ressonancias, de mesma comensurabilidade. Novamente, os autores mostraram ser

pouco provavel que estes corpos atingissem suas posi¢oes atuais por meio destes
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mecanismos fisicos.

Em outros trabalho (SANTOS; MORBIDELLI; NESVORNY, 2012), foi
verificada a hipétese de que os pequenos satélites de Plutéo teriam sido capturados
durante estégios iniciais da evolucdo do sistema Plutdo-Caronte, onde o sistema
estaria penetrado em um disco de particulas mil vezes mais massivo que o cinturéo
de Kuiper (MORBIDELLI; LEVISON; GOMES, 2007). Estes corpos capturados
poderiam sofrer colisbes com planetesimais do disco, criando um disco de detritos e
posteriormente um disco de acréscimo, formando os satélites de Plutdo. Porém,
demonstrou-se que o tempo de vida colisional € muito mais longo que o tempo de

captura.

No dia 14 de Julho de 2015 a sonda New Horizons atravessou O sistema
Plutdo-Caronte, e apenas no final do ano de 2016 que toda a informacao enviada
pela sonda foi processada (“New Horizons”, [s.d.]). Com esta missdo, inimeros
dados foram obtidos, ou melhorados, principalmente aqueles mais basicos (massa
dos satélites, raios meédios, atmosfera, J», C»,, albedo, etc). Estudos da geologia,
forma e da atmosfera destes corpos puderam também ser feitos com mais precisao.
Foi também analisado a possivel existéncia de outros satélites, dentro de um raio de
precisdo (STERN et al., 2015; WEAVER et al., 2016).

Dentre varias caracteristicas muito peculiares, Plutdo apresenta do ponto de

vista dinamico, alguns dados extremamente importantes:

e Plutdo forma com seu satélite Caronte, um sistema quase binario, ambos

envolvidos numa dupla ressonancia spin-orbita.;

* 0 seu eixo de rotacao apresenta uma inclinacdo de = 120° em relacédo a normal do

plano de sua Orbita heliocéntrica (BINZEL et al., [s.d.]) ;

» sua Orbita heliocéntrica apresenta, a exemplo de Mercuario, uma excentricidade
bastante alta (= 0.2).

Esta dupla ressonancia spin-érbita € bastante singular, se comparada com
aquelas entre planetas e satélites, pois as duas massas sdo quase de mesma

ordem.

Um trabalho recente (CHENG; LEE; PEALE, 2014) traz novos resultados

referindo-se em especial sobre a evolugdo dinamica do sistema. Trata-se de um
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estudo volumoso onde os autores incluem a hipétese de que Plutdo e Caronte
evoluem exercendo mutuos efeitos de maré e também a evolugéo se faz comecando
com alta excentricidade. Embora os autores dizem ser um modelo completo, os dois
corpos evoluem sempre no plano de suas Orbitas (2 dimensdes), e portanto o
equador de ambos se confunde com tal plano. Além disso sdo feitas algumas
expansdes em excentricidades. Os autores usam variaveis de Euler e discutem
situacdes possiveis de captura na ressonancia 3 : 2 até mesmo quando Cz € nulo. E
afirmado ainda que nem sempre ocorre uma rapida sincronizacdo do spin de
Caronte (como € classicamente aceito, com baixa excentricidade). Afirmam os
autores que isso pode depender da excentricidade inicial (ndo muito pequena) de

Caronte e do modelo de maré adotado.

Nota-se que neste trabalho os autores se preocupam principalmente no pro-
cesso de captura em diferentes ressonancias de spin-Orbita via mecanismos de
maré. Por outro lado, como o problema é plano, ndo se aborda o problema da
inclinacdo do equador de Plutdo em relacdo ao plano orbital deste em relagéo ao

Sol, fazendo-se necessario um modelo tridimensional.
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2. OBJETIVOS GERAIS

Neste trabalho desejamos estudar do sistema binario Plutdo-Caronte, os

seguintes topicos:
* Modelagem da dinamica de rotacdo em variaveis de Andoyer, tridimensional;
* Ressonancia spin-orbita 1 : 1;
» Variacdo atual do equador de Plutdo e Caronte;
* Possibilidade de duplo sincronismo;
* Evolucéo do sistema até seu estado atual.

A modelagem em varidveis de Andoyer tem evidentes vantagens, estas sdo
canbnicas e as meédias sdo possiveis de serem feitas de maneira rigorosa,
separando a parte secular da parte de curto periodo. A combinacdo destas variaveis
com as de Delaunay permite também escrever claramente os termos ressonantes de
qualguer ordem de ressonancia spin-orbita. Assim, fica 6bvio que ndo € nenhuma
surpresa o fato mencionado por CHENG et al. (2014) sobre possiveis dificuldades
de capturas na ressonancia 3 : 2 quando C,, de Caronte € tomado nulo. Nas
varidveis de Andoyer isto fica claro, pois em teoria de perturbacdo de 12 ordem,
ressonancias do tipo que a velocidade angular de rotacdo é um mdultiplo semi-inteiro
do movimento médio, sdo fatoradas por C.. (GOLDREICH; PEALE, 1966). Isto &€,
corpos com simetria axial (A=B ou C»,=0) ignoram estas ressonancias spin-orbita no
caso sem maré. Na proxima secdo, formula (34), isto fica claro com o uso das
varidveis de Andoyer. Comentario idéntico se aplica sobre a questdo da
excentricidade quando se compara ressonancia 3 : 2 com 1 : 1. A segunda ocorre
mesmo que a excentricidade seja nula, ao passo que a primeira nunca ocorre se e =

0. O uso de variaveis adequadas reflete claramente estas caracteristicas.

O problema da variacdo ou precessédo do plano do equador, obliquidade, etc.,
foi estudado por DOBROVOLSKIS et al. (1997), considerando uma versao
simplificada. Estes autores tomaram o sistema Plutdo-Caronte como um Uunico
corpo, ou seja, um alteres. Desta forma, como o momento de inércia de um alteres

(duas massa unidas por uma barra de comprimento fixo) é trivialmente calculada de
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forma exata, calcula-se a variacdo do conjunto. Neste trabalho tomamos estes dois
objetos de forma realista, isoladamente cada um dos corpos com seus respectivos
momentos de inércia A, B e C. Para estudarmos a rotacdo de Plutdo, tomamos
Plutdo sendo orbitado por Caronte e perturbado também pelo Sol. Uma simplificacéo
é feita nesse momento, isto é, Caronte € considerado um corpo puntual. De forma
semelhante, para estudar a rotacdo de Caronte, tomamos este sendo orbitado por
um Plutdo puntual. Na realidade esta hipdtese de ser puntual ndo é obrigatoria,
porém isso proporciona uma enorme economia nos célculos. O Sol também é

computado.

Com esta técnica, estudamos a possibilidade do duplo sincronismo no
sistema Plutdo-Caronte. Por outro lado, se desejarmos situacdes passadas quando
Caronte esteve em distancias diversas de Plutdo, basta tomar diferentes semieixos
do par Plutdo-Caronte e evoluir o sistema inserindo intera¢cdes de maré entre os dois
corpos. Nesta ultima abordagem é necessario considerar ambos Plutdo e Caronte
como corpos finitos, uma vez que as interacdes de maré estdo intrinsecamente

relacionadas aos spins dos corpos interagentes.

3. DINAMICA SECULAR ROTACIONAL DE PLUTAO E CARONTE

3.1. Objetivos

Expressar o potencial gravitacional mutuo proveniente da interagdo entre um
corpo finito ndo esférico C1 e outros dois corpos puntuais C2 e C3, e estudar a

dindmica de rotacdo de C1 usando as variaveis de Andoyer.

Estudar a variacdo secular da obliquidade de C1, assim como o movimento
de precessao. Para o estudo da atitude de Plutéo, este sera identificado como C1 e
Caronte como C2, sendo que C3 sera sempre 0 Sol. Para o caso em que se estuda
a atitude de Caronte, inverte-se os papéis de C1 e C2.
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3.2. Métodos

Seja um corpo triaxial C1 com momentos de inércia A, B e C, com A<B<C, e
uma massa puntual C2. Este segundo realiza uma trajetoria eliptica em relacdo ao
primeiro, perturbada pela presenca de um terceiro corpo C3 (Sol) e pelo
achatamento polar e equatorial de C1. O segundo e terceiro corpo C2 e C3 exercem

um torque sobre o primeiro C1, perturbando a sua atitude.

Utiliza-se o conjunto de angulos de Andoyer /,g,h,J e K (DEPRIT, 1967) para
relacionar o sistema equatorial de C1 com um sistema de eixos centrado no centro
de massa do mesmo. O angulo de Andoyer J (Wobble) sera tomado como nulo para

simplificar as equacdes.

Em relacdo as equacdes que definem a translacdo de C2, a integracdo do
sistema serd feita via equagbes médias, através das equagbes variacionais de
Lagrange (BROUWER; CLEMENCE, 1961). Os elementos orbitais seculares de C3,
no caso o Sol, é dado segundo as equacdoes em (DOBROVOLSKIS; PEALE;
HARRIS, 1997). A atitude de C1 sera integrada a partir das equacfées de Hamilton,

onde também sera feita uma média no potencial gravitacional.

3.3. Equac¢oes do Movimento

Dado um sistema de eixos no centro de massa do corpo C1, as equacdes que
definem o movimento translacional de C2 perturbado pelo achatamento de C1 e pelo
Sol (C3) é:

d’ k*(m,+m,)
dtg:_ r13 - F+V<R®+RJZ) (1)

Onde k? é a constante gravitacional, m; e m,sdo as massas dos corpos Cl e
C2 respectivamente, r o vetor posicado de C2 e Ro e Ry as funcbes perturbadoras

referentes ao Sol (C3) e ao achatamento de C1, respectivamente.
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As funcbes perturbadoras tém a seguinte forma (BROUWER; CLEMENCE,
1961):

k*(m,+m,)R;
R, = (m, 3mz) Ly, l—ésnzq) 2)
r 2 2
2 2
R,=KMor (— L3 cos’s 3)
27272

Temos que R; e J, representam 0 raio equatorial e o coeficiente de
achatamento de C1, respectivamente, o angulo ¢ a latitude de C2 em relagdo ao
plano equatorial de C1 e S a distancia angular C2-C3. Parametros que levam o

subindice © sao aqueles referentes ao Sol.

A fim de se obter a variacdo secular do problema, sempre que possivel,
realizamos uma meédia usual na anomalia média /[, de C2 em ambas as expressdes

2) e (3).

Primeiramente, vamos definir a seguinte notacdo para indicar a média na
anomalia média /, de uma funcéo arbitraria F = F (lo, q ), onde q indica uma n-upla

de variaveis quaisquer:

2

<F(IO’Q)>:ﬁJ‘F<IOsQ)dlo 4)

0

Estas meédias nas funcdes perturbadoras sédo feitas diretamente sem
necessidade de se utilizar expansGes em poténcias de excentricidade através da
seguinte relacao:

ld[oz%df (5)

r’ a’(1-
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Aplicando (5) e realizando as devidas médias (KOZAI, 1959; YOKOYAMA,
2002):

2 2
nR,J .
<R]2>:74(1 12)23/2(3c0521—1) (6)
—e
KM.d" [a,\’|3 22 2 2 2 2
(Ro)y==—"2—|=2| |2 P(A*+B*+C*+D*+2E*— <)+
20@ rs 2 3

+% A’Zcos(2w+2f+2w,+2Q—29Q,)
+%BZZcos(2w+2f®+2wo—29+299)
+% C’Zcos(20—2f,—20,+2Q-2Q,)
+%D2ZCOS(2(D—2f@_20~)®_29+29®)

+%Z(E2+2CD)cos(2co—2f®—2 o)

+%Z(E2+2AB)cos(2m+2fo+2 W)
+3Z(—E*+AD+BC)cos2m
+3P(—E’*+AC+BD)cos (2f,+2w,)
+3P(AB+CD)cos(2Q-2Q,)
+3ACZcos(20+2Q-2Q,)
+3 ADP cos (2f o +2 0, +2Q—2Q,)
+3EP(A—D)cos(2fo+2m,+Q—Q,)
+3EP(—A—B+C+D)cos(Q—Q,)
+3EZ(A—C)cos(20+Q—Q,)
—3AEZ cos(20+2 fo+2 m,+Q— Q)
+3BCPcos (2fo+2we—2Q+2Q, )+
+3BDZcos (20 —2Q+2Q, )+
+3EP(B—C)cos(2fo+2 w, —Q+Q, )+
+3EZ(B—D)cos(2m—Q+Q,)+
—3BEZcos(2w+2fo+2w,—Q+Q, )+
+3CEZcos(2w—2fs—2m,+Q—Q, )+
+3DEZcos(2m—2f,—2w,—Q+Q,) ]

(7)



21

Onde:
_ 1
A = Z(1+cosl)(1—coslo)
B = %(1—c051)(1+c051®)
C = %(1+c051)(1+c051®)
D = %(1—cos[)(1—cos[®) (8)
1
E = =sinlsinl,
2
32
P = 1+2
Se
Z = %ez
Definamos:

a: semieixo maior da orbita de C2.

e: excentricidade da orbita de C2.

i: inclinacao orbital de C2 em relagdo a um plano no equador de C1.

n: movimento médio de C2.

lo: anomalia média de C2.

loo: anomalia média de C3.

I Inclinacdo da orbita de C2 em relagéo a um plano fundamental.

w: argumento do periastro de C2 em relacdo a um sistema fundamental.

Q: longitude do nodo ascendente de C2 em relagdo a um sistema

fundamental.

fo: anomalia verdadeira do corpo C3.

Os parametros que levam o subindice © sdo aqueles referentes ao Sol. Para
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um sistema de referéncia arbitrario, centrado no corpo C1, diferente daquele do

eguador, a expressao (6) toma a seguinte forma (Apéndice A):

2 2
(R, >:L23/2{1—3COS27+9COSZTCOSZI—3COSZI+
*8(1-¢%)

3sin’T cos(2Q—2Q)sin* I +3 siHZTcos(Q—ﬁ)siHZI}

(9)

O angulo Q elsdo respectivamente a longitude e a inclinacdo do equador

em relacdo ao sistema de referéncia.

Da geometria do problema escreve-se <R;> em relacdo aos elementos
orbitais, no sistema arbitrario, e aos angulos de Andoyer (DEPRIT, 1967) através das

seguintes relacoes:

§:h+§22
sin T sin Q,=sinJsing
~ (20)
cos I =cos K cosJ —sin K sinJ cos g

sin I cos€2,=cos Jsin K+cos K sinJ cos g

Onde Q. é um angulo auxiliar e K,J, h e g sdo angulos de Andoyer. A

definicdo dos angulos de Andoyer esta no Anexo A.

Deste modo, <R;> esta escrito como funcdo dos elementos orbitais relativo a

um sistema arbitrario e em funcdo dos angulos de Andoyer.

Aplicando-se as equaclOes variacionais de Lagrange (BROUWER,;
CLEMENCE, 1961) obtém-se a taxa de variacdo temporal secular dos elementos
orbitais: excentricidade, longitude do nodo ascendente, argumento do periastro e
inclinag&o orbital de C2.
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@> B _(1_e2)1/2 8(R)

e’ nale 0O

<£ _ cot] o(R) 1 0(R)

dt na*(1—e)"” 0w na’(1—e’)"*sin I 0Q

2\1/2 (11)

<d_og _ (1—¢?) O(R)  cotl 0(R)

dt na’e 0e na’(1—e’)'? OI
<d_§2> _ 1 o(R)

dt na*(1—e’)"’sinl 01

A funcdo perturbadora secular <R> é a soma das func¢des perturbadoras
<Rj;> e <Ro> Devido as médias realizadas em I, o semieixo a de C2 sera

constante.

Para a dindmica de rotagcdo do corpo C1 e calculo da anomalia média de C2,
utiliza-se o formalismo hamiltoniano. A Hamiltoniana em funcdo das variaveis
canbnicas de Andoyer (rotacdo) e das variaveis canbnicas de Delaunay Ip e Lo
(anomalia média do satélite C2 e o momento conjugado correspondente) tém a
seguinte forma (DEPRIT, 1967):

LZ

.2 2
sin“l  cos’I
—+— —_—
2C

2
W 1
H :_—0+_(G2_L2) A B —Uyp—Ug, (12)

O primeiro termo é a parcela da Hamiltoniana de 2 corpos (C1 e C2), onde uo
= k2 (m; + my) e L,=vu,a. O segundo e terceiro termos da equacdo (12) é a
energia de rotacéo livre de C1 e as funcbes potenciais U., e U, S80 0 segundo
termo da expansdo da energia potencial gravitacional U em harménicos esféricos
(NOYELLES; LEMAITRE; VIENNE, 2008), onde o primeiro € referente a interacédo
C1-C2 e o0 segundo a C1-C3.

Omitiu-se os termos Uz e Ueo (termos de ordem 0) por estes ndo produzirem

torques, enquanto que os termos de ordem superior foram negligenciados.

Uma simplificacéo é feita tomando J = 0. Deste modo as variaveis angulares
do conjunto candnico de Andoyer |/ e g ndo sdo bem definidas, porém suas somas

sdao. Como estamos trabalhando com um sistema Hamiltoniano, adota-se o seguinte
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conjunto candnico ndo-singular (D’HOEDT, LEMAITRE, 2004):

A = Il+g+h A, = G
A, = -1 A, = G-L (13)
Ay = —h A; = G—H
A Hamiltoniana toma a forma:
2 2
_ W Aj
HR__2—L(2)+E_U22_U®2 (14)

Explicitando a fung¢ao potencial U, (interagao entre os corpos C1-Ci, com i #
1):

_3k2m1min

2r’

1

U S (4] )+2C,,(x-y))] (15)

i2

Usando a definicdo do momento conjugado L,, da anomalia média de C2,

reescreve-se U.,:

a
r

:3k2m1m2Riug

T 1, (X +y)+2Cp, (£ y7)] (16)

U22

Para a interacdo de segunda ordem C1-C3, omite-se os termos fatorados por
C., uma vez que nao ha ressonancia do tipo spin-Orbita para este par. Sera
demonstrado a posteriori que 0s termos ressonantes spin-orbita sédo provenientes da
parcela do potencial devido ao C., sendo que termos fatorados por J-. néo
contribuem para a ressonancia spin-orbita, pois a combinacdo x2 + y2 nas férmulas

(15) e (16), quando escrita explicitamente nas variaveis de Andoyer, ndo depende do
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parametro /.

3

3k? R?
=2 oo g (x2+y?) (17)

027 3
2a,

e
rO

Aqui (x,y,z) e (Xo,Yo,Zo) S&0 as componentes cartesianas do versor com
origem em C1, que aponta para o corpo C2 e C3, respectivamente. O plano oxy

coincide com o plano equatorial de C1 e C,,é o coeficiente de achatamento de C1.

Dado um sistema de eixos OXYZ, no centro de massa de C1, relaciona-se o
sistema equatorial com o inercial através de 5 rotacdes, empregando-se 0s angulos
de Andoyer (Anexo A):

X X

y :T3(1>T1<J)T3(9)T1(K)T3(h) Y (18)
Z | Z|,

X X,

Yo| =T5()Ty(J)T5(g) T, (K) T5(h)| Y, (19)
Zo|f Zs /e

Expressam-se também as coordenadas cartesianas dos corpos C2 e C3 em
funcdo dos elementos orbitais (BROUWER; CLEMENCE, 1961):

S
Il

cos (f+m)cos(Q)— sin (f+w)sin Qcos I
Y = cos(f+m)sin(Q) +sin(f+w)cosQcosI (20)
Z sin (f+w)sin T
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Xo = c0s(fotwy)cos(Qq)—sin(fo+0m,)sinQqcos I,
Y, = cos(fotmy)sin(Qg) + sin(f,+w,)cosQ,cos I, (21)
Z, = sin(fyo+w,)sinI,

Para a obtencéo de U, e Uo, como funcdo dos elementos orbitais (a,e,/,Q,w)
e (ao,€0,l0,Q0,w0), da anomalia verdadeira f e fo e das variaveis canbnicas de
Andoyer transformadas (A;,A5/1,/3), aplicam-se as equacgbes (18) e (20) em (16) e

(19) e (21) em (17), respectivamente.

No caso C1-C3, expressédo (17), toma-se a expansédo da anomalia verdadeira
fo e de (ao/ro)® em poténcias da excentricidade até ordem 4 (i=©) (BROUWER,;
CLEMENCE, 1961; MURRAY; DERMOTT, 1999):

fi=ly+ 2ei—le,.3 sin(ly; )+ Eef—ge;1 sin(2lol.)+£e,.351n(3lm)
4 4 24 12 22)
+&e4sin(4l )
96 i 0i
3
& =1+3cos(l,)e+ §+gcos(210) e+ zcos(lo)+§cos(3lo) e+
r 272 8 8 03

+

E+Zcos 210+zcos4l0 e
8 2 8

Deste modo, U.e esta inteiramente escrito em funcdo dos elementos orbitais
(ao,€0,l0,Wwo,0mo), das varidveis candnicas de Andoyer transformadas (A;,A3A\1,A3) €
da anomalia média loo. A anomalia média /oo € calculada diretamente por meio da
terceira Lei de Kepler:

\/M 24
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loo=no(t—1,) (25)

Onde o semieixo a, € mantido constante durante a evolugéo do sistema e Uo>

toma a seguinte forma:
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3

Upyms K Mamo BT, (0
2(1@ e
A=A A=A G
%cos([e)(l—%) ?sin(I,)cos (A, +Q,)
1
1 b 1 2 1
—ZCOS(I@) +—cos(1,)*cos(2 f0+2m®)—zcos(2fo+2wo)

1 (A=A 3(A—A,)
-2 1Af 3 7 1Ai 2= cos(2f,+2m,)

3 (Al_A3)2 2 3 (A1_A3)2 2
—= 12 cos(I,) cos(2f,+2m,)+—————cos(I,)
4 Ai © © © 4 Ai 0]

+%cos(2fo+2m®—2 A2 Q®)+%cos(2fo+2w®+27\3+2 Q,)
+lcos(IO)Zcos(2f0+2wo+2k3+ZQ@)+%cos(Io)zcos(2fo+2m®—27\3—2£2®)
+1COS(I@)COS(2f®+2w®+27\.3+290)—%COS(IO)COS(2f®+2wo—2 A—2Q,)

(A1_A3
2
1

1
8

A= A5)
%¥c05(2f9+2w@—2)\3—299)

1

2
) c0s(2fo+2my +2h3+2Q,)

2
Mcos(Ie)zcos(2f®+2m®+2k3+290) (26)

1
8
A=A,
—%Mcos(IG)zcos(2f6+2w®—2k3—2QO)

A,—A,f
lgcos(I@)cos(2f®+2m®+2 Ma+2Q0)

A —AF D A—A
7( 1 3) )2 sin(I@)i1 3) cos(§2®+2f®+2wo+7\3)

—3(1- A2 A
A=A (D) A —A
A an(1 B o -uv2fe20,0
1
A—A A=A )
_%( A d COS(Io)(l_( lAz i ) sin(I,)cos (Qo+2 fo+2 o +hs)
1 1
A=A A=Ay
—%%COS(I@)(I—%) ? sin(I,)cos(—Qu+2fo+20,— ;)
1

A= A,)
¥C05(2x3+299)

1

NI

+%cos (22,+2 Q@)—%cos (I,fcos(2n,+2Q,)—

A=A,V
(lizgcos(lg)zcos(Zx3+2Q®)

1
+—
4 1
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Nas variaveis adotadas, o corpo C1 estd em ressonancia spin-orbita 1 : 1 com

o corpo C2 quando a seguinte condicdo é satisfeita:

dh _d(w+Q+l,) 27
d  dt

Para o estudo desta ressonancia entre os corpos C1 e C2, definimos a nova

variavel canobnica:
0,=h,—I, (28)

Para manter a transformag&do candnica, 0 momento conjugado da anomalia

média /o toma a seguinte forma:
A,=L,+A, (29)

As equacoes (27), (28) e (29) foram baseadas em D’HOEDT & LEMAITRE
(2004). Aplica-se (28) e (29) em U e faz-se uma média na anomalia média /, a fim
de se obter a energia potencial gravitacional de 22 ordem do par C1-C2 de longo

periodo, preservando os cossenos ressonantes fatorados por Ca.:

2n

sz M(x?+y?)df+2c2zf(% 3( l-z_yz‘z)dlo (30)

3

°(1-€*)?

Para o primeiro termo da expressao acima utilizou-se da expresséao (5) para
realizar diretamente a média na anomalia verdadeira f. No segundo termo utiliza-se
as expansdes dadas nas expressoes (22) e (23), limitando apenas aos termos de

terceira ordem na excentricidade e. Deste modo obtém-se apenas 0S cOSSenos com
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as combinacgdes ressonantes (referente ao Cassini State (NOYELLES; LEMAITRE;
VIENNE, 2008)):

0 =0;—0—Q (31)

Justifica-se a seguinte decomposicgéo:

(32)

CZZ

<U22> = <U£§> + <U22 1

Onde o primeiro termo do lado direito da equacao acima representam aqueles

fatorados por J> e o ultimo aqueles fatorados por Co..
Abaixo escrevemos as expressfes dos termos da decomposicédo de U., médio

(com seus n-indices), restrito apenas aos termos de longo periodo e ressonantes

(spin-orbita):

imn_3 kK*mym, RiugJ,

(Uy)=
2/~ (AO—A1)6(1_92)3/2
(A11_A31)2+ 3 <A11_A31)2 COS(I)z

n 2

1
T 2
4 A% 4 AL

(Au=As) . (Au—Ay)
+(1_11A7231)251n(I)nTl?’lCOS<I)COS(k31+Q> (33)
11

An—Ay)
l# cos (1) cos(2 hy+2Q)— %COS(I)ZCOS(ZMl"'ZQ)
1

1
1(A=Ay) 1
- ZHA—ZHMCOS(27\31+2Q>+ZCOS(27\,31+2 Q)




<UCZZ _ 3k2m1m2R§MgC22
n/u=

(A AT +%cos(—201—2x3+2w)
0 1

1
+1—6cos(—2 0,+20+2Q)

+1—16cos(—2ol—4x3+2w—29)

1
—EGZCOS(—2 0,—2M+20)

1
T e’cos(—20,—21,)

1
—iezcos(—2ol+2m+29)

—3—1262cos(—201—4k3+2 0—2Q)

+ie2cos(—201+29)
32

1
t25 e’ cos(—20,—41,—2Q)

—%COS(I)ZCOS(—Z 0,—20+20)

+%cos(1)2 cos(—20,+2w+2Q)

+1—16C05(I)2cos(—201—4 A2 0—29Q)

—%cos(l)cos(—201—47x3+2 0—2Q)

+%cos(1)cos(—201+2 0+2Q)

+iez (A =A,)
16 A}
. 2
—lwcos(—Z 0,—2h+2w)
8 A}

_iez (A=A,
16 AS

_iez (Al_A3)
16 Ay

1 2(/\1_/\3)2
__e —_—

32 Al

1 2(A1_A3)
+—e

16 Ay

cos(—20,—2A,+2w)

cos(—20,—2),)
cos(—20,+20+2Q)
cos(—20,—4M+20—2Q)

cos(—20,— 4N, +20—2Q)

31

(34)



A—A,)
1 2(173)cos(—201+2(o+29)

R A
A—A)
+1—16(1A—23>cos(—201+2m+29)
1

%@cos(—201—47\3+2w—29)
_%%cos(—z 0,—4h+20—2Q)
+%%cos(—2 0,+20+2Q)
LA 2
1 ZM cos(—20,+2Q)

1€ A, 2
3_12 2%@5(—20#29)
+3L262%c05(—201—47»3—29)
+1—16e2cos(1)zcos(—201—27»3)
+1—16ezcos(I)2C05(_201_27‘3+2(0)
—3—12ezcos(I)ZCOS(—201_47\3+2(”_29)
+%e2cos(1)cos(—201—47\3"'2(0_2Q)
_3—12e2cos(I)ZCOS(—201+200+29>
—%ezcos(I)cos(—201+2(D+2Q)
_3_12e2cos(1)2cos(—201+29)
—3—1262COS(I)ZCOS(—201_47\-3_ZQ)
_1_16ez%cos(ﬂzcos(—ZOl—Wg*‘Z@)

A= A,)
L 2@@5(1)%05(—201—2%3)

16 A
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cos (1) cos(—20,—2h;+2m)

A=A,
—LEZQCOS(I)COS(—Z 0,+20+2Q)

cos(I)cos(—20,—4h+20—2Q)

A —A
—LQZMCOS(DZ cos(—20,+2w+2Q)

A —A
1 eZMCOS(I)ZCOS(—201—47»3+2(1)—2 Q)

1 (A=A,
—iezlA—;cos(I)zcos(—201+2m+2£2)
A=A,
—iezgcos(ﬂzcos(—201—4k3+2w—29)
32 A

—lezwcos(l)cos(—z 0, +20+2Q)
—— e’ 3 o5 (I) cos(—20,—4 A, +20—2Q)

1 ,(A—A,) 2
~16¢ Tcos([) cos(—20,+2Q)

1 (A=A, 2 _ _ _
T — cos(I)’cos(—20,—4h,—2Q)
_iez(A1_A3)2
32 A

A=A,
—3—1262(173)COS(I)ZCOS<—201—47\.3—2 Q)

cos (I cos(—20,+2Q)

2
1
A=A,
L ( — ) —1 =" cos(I)*cos(—20,+20+2Q)
"6 A
—A,
1 (A . )cos(I)Zcos(—201—4x3+2w—2§2)
1

16

A —A
%(1A713)cos(1)cos(—2 0,+2w+2Q)
Ay

—A
i< A, 1 cos(I)cos(—20,—4 h+20—2Q)

33
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A=A,)
—%“T“D’)cos(l)cos(—Zol—47\3+2 0—2Q)
1
(A1_A3>2

+%Tcos(1)cos(—2ol+2m+29)
1
A —A
—%(1/\—3)(:05(1)2(:05(—201—4)»3+2 0—2Q)
1
+1(A1_A3)
8 Ay
_162(1_ <A1_A3)2
8 2

1

cos(I)’cos(—20,+2w+2Q)

)sin(I)*cos(—20,—2h,+20)

A=A,
#)sin([)zcos(—Zol—Nx?))
1

_(Al_A3)2

4 A

A A2

(1/\—23)) sin (I)cos(—20,—A+20+Q)
1

A2 12
—%ez(l—%) sin (I)cos(—20,—3A,+20—Q)
1

A AP 12
M) sin(I)cos(—20,—A,+2 w+Q)

)sin (I)*cos(—20,—2A,+2m)

+Z(1_ A2

+% (1_(/\1;—2/\3)2)1/2 sin(I)cos(—20,-3A+20—Q)
|

ERNIYES SRS

(Alxg\g)z )1/2 sin(1) (/\1[;/\3)

(A A G A

cos(—20,— A +2w+Q)

+%e2(1— cos(—20,—3M+2w—Q)

—

1- cos(—20,— 3N, +2w—Q)

2 1/2
A=A MCOS(—Zol—}\3+2w+Q)
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(Al—A3)2 1/2

—lezcos(l)(l— ) sin(I)cos(—20,—2;+Q)

8 Ai
(A=A

+le2cos(1)(1— ) sin(I)cos(-20,-3%,-Q)

8 Af

A — AL M2
—%cos([)(l—(lA—ZB)) sin(I)cos(—20,—3 M +20—Q)
1
A — AL M2
+%COS(I>(1_<IA—23)) sin(I)cos(—20,—A+2w+Q)
1
A —A 2 1/2 A —A
—leZ(l—q) sin(I)(1/\—3)cos(1)cos(—201—7\.3+2(o+£2)
8 Aj 1
A —A 2 1/2 A —A
—lez(l—q) sin(I)<lA—3>cos(1)cos(—201—3X3+2w—£2)
8 Aj 1
A —A 2 1/2 A —A
—%e%l—%) sin(I)%cos([)cos(—Zol—K;Q)
1 (A_A)21/2. (A—A)
—gez(l—lA—i?’) sm(I)lA—l3cos(1)C05(—201—37\3—Q)
A —A 2 1/2 A —A
+%(1—%) sin(I)(lA—lg’)cos(I)cos(—Z01—7\3+2w+£2)
A —A 2 1/2 A —A
+l(1—¥) sin(I)%cos(I)cos(—201—37\3+2m—£2)
4 Aj 1

Para obter a evolucdo dos parametros orbitais e rotacionais basta integrar
numericamente as equacdes de (11), relativas ao movimento orbital de C2 em torno

de C1 e as equacdes de Hamilton, relativas a atitude de C1 e anomalia média de
C2, isto é:

do, _0(H,) dA,_ o(Hy
dt  OA d 00,
dh, 0(Hy) dA,  O(Hy (35)
dt = 0A; dt Ok,

Observa-se que agora I, € coordenada ciclica, portanto seu momento

conjugado Ao € constante no tempo. Reitera-se que <Hg> é a média de Hr na
anomalia média de C2, dado na expressao (14).
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A variavel canbnica g; contém I, implicitamente, de modo que, quando se faz
a média em /, de Hg, apenas cossenos com combinagdes ressonantes spin-orbita do
tipo 1:1 se mantém no termo de 22 ordem da energia potencial oriunda da interacdo

gravitacional C1-C2:

Wo A

—_— UJZ _ UCZZ _U
Z(AO—Al)Z 2C < 22> < 22> o2 (36)

21
1
<HR>:£{ H.dl,=—

Onde <Ux"?> e <U»“?*> sdo as energias potenciais gravitacionais médias
recém obtidas, livres de termos de curto periodo contendo s6 os termos ressonantes

011 € seculares de longo periodo.

A integracdo numérica € realizada utilizando o codigo RA15 de (EVERHART,
1985), onde definimos C1 como Plutdo (corpo finito ndo esférico) e C2 como
Caronte (satélite principal de Plutdo) e C3 como o Sol. As variacdes temporais dos
elementos orbitais de Caronte (e,/,w,2) séo obtidas integrando-se simultaneamente
as equacOes variacionais de Lagrange, explicitadas na expressdo (11). A variacao
temporal da atitude de Plutdo e da anomalia média de Caronte é obtida integrando-

se as expressdes dadas em (35).

Para o Sol, utilizam-se as equacdes seculares de (DOBROVOLSKIS; PEALE;
HARRIS, 1997), que expressam o0s elementos seculares de Plutdo visto de um
referencial no Sol, onde o plano OXY é o plano invariavel do sistema solar. Como o
sistema de referéncia do problema em questéo é plutocéntrico, devemos expressar
a posicdo do Sol relativo a Plutéo, isto é feito mediante uma corre¢do no argumento

do periastro.

Wo=Wp+TT (37)

Onde we é 0 argumento do periastro de Plutdo, visto de um referencial no Sol,

deste modo:
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e,=0,244+0,022 cosy+0,005cos 3y
®,=90,0°+24,0°sinyp+180°
I,=15,91°-1,04 °cosy
Q,=111,428°-97,209°t —1,5°sin

(38)

Note que o semieixo maior ao do Sol, visto de Plutdo, é considerado

constante no tempo, assim como de Caronte (ver Quadro 2). Na equacado acima, t é

dado em milhdes de anos (My).

3.4. Condic¢des Iniciais

Para ambos os casos: C,, nulo e diferente de zero, tomamos 0s seguintes

valores dos parametros fisicos e as seguintes condi¢des iniciais:

Quadro 1. Parametros fisicos. Fontes: (BROZOVIC et al., 2015; STERN et al., 2015)

Parametros Valores

R [ km] 1.187

R, [ km] 606

k?m; [ km3 s?] 869,6

k’m; [ km3 s7] 105,88

C: (2/5) m; Ry?
) (2/5) MR
J2! 1,25 x 10*
Cz2' 3,74 x 10°
Jo! 1,36 x 10*
Cor 4,09 x 10°

Para um corpo com densidade constante, seguindo as equacdes de (CHENG;

LEE; PEALE, 2014), temos a seguinte relacdo para o coeficiente de achatamento J-

(tomando k: = 3/2, para esfera homogénea):
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(39)

Considerando ainda o caso hidrostatico, o coeficiente C,, € (ZHARKOV;

LEONTJEV; KOZENKO, 1985):

(i) _
Cyp=

(40)

Quadro 2. Condigdes Iniciais. Fontes: (BINZEL et al., [s.d.]; BROZOVIC et al., 2015; STERN

et al., 2015)

Parametros Valores
al Ry 16,5088
ao [ U.A] 39,482117
T [d] 6,3872
T2[d] 6,3872

e 0,00005
le [ 9] (inclinagéo orb. relativa a equador) |7,0 x 10?
I1'[ 9] (incl orb. Relativa a fund.) 113,0

w [ 9] (fundamental) 236,86
Q[ 9] (fundamental) 230,08
Ki[9 113,00
hi [ 9] 230,00

€ (obliquidade) [ 9] 120,00

Onde T; e T, sdo os periodos

respectivamente.

de rotacdo sideral de Plutdo e Caronte,
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3.5. Resultados para C,. =0

Nesta secdo, para a dindmica secular, ndo serdo considerados termos
fatorados por C, assim a hamiltoniana média em I, leva apenas os seguintes

termos:

: (41)
(H=5h~(UD)=U,,

Considerando os parametros fisicos do Quadro 1 e as condi¢Bes iniciais do
Quadro 2, a integracdo numérica fornece os seguintes resultados (Apéndice E para

calculo da obliquidade):

Variagédo Secular da Obliquidade de Plutéo

A 135 T T T T B 135 T T T
130 - {1 _ 130
2 125 S 125
<5} @

- 120 - 120

< 115 S 115

g 110 g 110

S 105 g 105
100 100
95 95
135

C_ 130
S 125
<5}

2 120
S 115
g 110
S 105

100

95 1 1 1 1

0 3 6 9 12 15
i My]

Figura 1. (A) Variacdo da obliquidade de Plutdo quando perturbado por Caronte e Sol. (B)
Variacdo da obliquidade de Plutdo quando este € apenas perturbado pelo Sol.(C) Variacdo da
obliquidade de Plutdo quando este é perturbado por ambos Caronte e Sol, onde Caronte esta
em uma Orbita com inclinac¢éo orbital relativa ao equador de Plutéo /. = 5°.
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Na Figura 1 vemos como a presenca e a configuracao orbital de um satélite
influencia diretamente na atitude do planeta. No plot (A) observa-se que a
obliquidade de Plutédo varia de aproximadamente 103° a 127° e também de 103° a
128° em determinados ciclos, com um periodo de 2,85 My, enquanto que em (B),
onde n&o se considera Caronte, a obliquidade de Plutdo varia de aproximadamente
97° a 130°, na primeira oscilagdo, com um periodo de aproximadamente 3,75 My. No
plot (C) temos a variacao da obliquidade de Plutdo quando Caronte esté inicialmente
em uma Orbita inclinagdo de 5° em relacdo ao equador de Plutdo, que afeta

claramente a amplitude méaxima da obliquidade de Plut&o.

Precesséo Secular dos Polos de Plutéo

360 232
315 2318
A 7o B %16
530 231.4
= 1m0 = 2312
2 ! 231
£ 135 < 2308
%0 230.6
230.4
45 230.2
230

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t[ My] tf My]

Figura 2. Precesséo Secular dos polos de Plutédo. (A) Plutdo € perturbado por ambos Caronte e
Sol. (B) Plutédo é perturbado apenas pelo Sol, m,=0.

Nos plots (A) e (B) da Figura 2 observa-se a precessao dos polos de Plutdo
em um periodo de 100 My. Nota-se que o polo de Plutdo completa um ciclo em
aproximadamente 11,45 My quando sofre perturbacdes de ambos Caronte e Sol,
porém, quando anulamos o efeito de Caronte na atitude de Plutdo, observa-se que o

periodo de oscilacdo do Polo de Plutdo torna-se muito mais alto.
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3.6. Resultados paraC,, #0

Considera-se agora que a Hamiltoniana média em I, tem a seguinte forma, em
funcdo dos termos ja calculados:

2

2
uw A :
- + ! _<UzJ >_<U§ >11_U®2 (42)

<HR>:_ 2(A0_A1)2 2¢C

Estuda-se o comportamento do angulo ressonante definido pela equacgéo (31)
e a precessao dos polos do corpo finito C1, definido pela variavel de Andoyer h;. No
plot (A) da Figura 3 temos a libracdo deste angulo para o caso onde Plutdo é o
corpo C1 (corpo finito) e Caronte o corpo C2, assim como temos no plot (B) desta

mesma figura a precesséo dos polos de Plutdo.

Para o primeiro caso:

O,n=l+g+h—(0+Q+l,)

(43)

0,,=0,—0—Q

Na equacdo acima, os angulos de Andoyer sao relativos a atitude de Plutdo e
os elementos orbitais sédo aqueles de Caronte relativos a um sistema fundamental no
centro de massa de Pluté&o.
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Librac&o dos Angulos Ressonantes - Cassini State de Plutéo

0.8 T T T 0-1 T T T
A _ B (s N | 1
0.06 §
5 o 0.04 |
> —  0.02 |
g G 0
i '.0.02
© = 0,04
-0.06
-0.08 ]
-0.8 . L ‘ 0.1 ! . !
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
t[ years] t[ years]
180.8 : : :
c 180.6
180.4
5 1802
- 180
6 1798
179.6
179.4
179.2 ' ' '
0 500 1000 1500 2000
t[ years]

Figura 3. Libracdo do angulo ressonante e precessao dos polos de Plutdo em um periodo de
2,0 ky. (A) Libracdo de g,:; em torno de 0° (B) Libragdo do angulo ressonante h;-2 em torno de
0°. (C) Libracao de g,:; em torno de 180°.

Observa-se na Figura acima a libracdo dos angulos ressonantes relativos a
ressonancia spin-orbita 1 : 1 de Plutdo em relacdo a Caronte. Neste cenario Plutdo
tem o periodo rotacional igual ao periodo orbital de Caronte. Os plots A e C mostram
gue o angulo ressonante de tal sincronismo pode librar em torno de 0° e 180°. A
libracdo do angulo (h;-Q), plot B, € uma consequéncia da comensurabilidade entre o
movimento rotacional do corpo em questdo e o movimento médio de seu satélite.
Pode-se inferir que os angulos representados acima possuem mesmo periodo de

libracéo.

Para o segundo caso, Caronte é o corpo C1 e Plutdo C2, reiterando que C1 é

o corpo finito no qual é integrada a atitude:

O =l+g+h—(w+Q+1,)
(44)
0.y =0,—(0+1)-Q
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Na equacao acima, os angulos de Andoyer séo relativos a atitude de Caronte
e 0s elementos orbitais sdo aqueles de Plutdo relativos a um sistema fundamental
no centro de massa de Caronte. A correcdo no argumento do periastro w se deve ao

fato de que agora Plutéo é visto de um referencial em Caronte.

Librac&o dos Angulos Ressonantes - Cassini State de Caronte

04 T T T 01 T T T
A B 0.08 I
0.00 | I
2 —  0.02 .
o c 0 =
o ' 0.02
© < 004 |
-0.06
-0.08
0.1 ' L '
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
[ years] t[ years]
180.4 : . .
c 180.3
180.2
5  180.1
. 180
e 179.9
179.8
179.7
179.6 L L L
0 50 100 150 200
i[ years]

Figura 4. Libragdo dos angulos ressonantes referente ao Cassini State de Caronte em um
periodo de 200 y. (A) Libracéo de aci; em torno de 0° (B) Libragdo do angulo ressonante h;- Q
em torno de 0°. (C) Libracdo de ac;; em torno de 180°.

A Figura acima representa a libracdo dos angulos ressonantes relativos a
ressonancia spin-orbita 1 : 1 de Caronte em relacdo a Plutdo, em outras palavras,
Caronte com um periodo rotacional igual ao periodo orbital de Plutdo em relacdo a
Caronte. Quando comparamos as Figuras 3 e 4, nota-se que os periodo das
libragbes dos &ngulos ressonantes sao diferentes, de Caronte sendo mais curto. Isto
se deve ao fato de Caronte possuir uma massa menor que a de Plutdo (mym; =

12%), assim a longitude de seu equador libra mais rapidamente.
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4. MODELO DINAMICO 3-D PARA A EVOLUGCAO DO SISTEMA PLUTAO-
CARONTE

4.1. Objetivos

Obter diferentes figuras de evolucao do sistema Plutdo-Caronte através de

um modelo tridimensional.

4.2. Métodos

Considera-se Plutdo e Caronte como corpos finitos ndo esféricos, ambos com

achatamento polar e equatorial, ou seja, J> e C., diferente de zero.

O sistema de referéncia tomado sera plutocéntrico, com eixos inerciais, onde

o plano OXY ¢é paralelo ao plano invariavel do sistema solar.

A interagdo gravitacional mutua € definida pelo potencial gravitacional e pelas
forcas de maré, onde para a primeiro, toma-se apenas os termos de até ordem 2 de

uma expansao em polinébmios de Legendre.

Os efeitos de maré sdo aqueles dados por (MIGNARD, 1979) e (S. J.
PEALE, 2007).
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4.3. Equagoes do movimento

A equacgao que define o movimento translacional de Caronte em relacdo a
Plutdo, considerando efeitos de maré (MIGNARD, 1980; S. J. PEALE, 2007) tem a

seguinte forma:

d’r 1

1
?ZEVU"H(F;—FE) (45)

Onde U é o potencial gravitacional mutuo para 2 corpos finitos ndo esféricos,
F.;" é a perturbacdo em Caronte (corpo C2) devido a maré que este levanta em
Plutdo (corpo C1), Fi." a perturbagdo em Plutdo devido a maré que este levanta em

Caronte e uy a massa reduzida de Plutdo e Caronte: (m:my)/(ms+m.).

Estes dois ultimos termos tém a seguinte forma:

(46)

Temos que k2, Q; e At representam do corpo i, respectivamente, o numero de
Love de grau 2, o vetor velocidade angular instantanea e o intervalo de tempo entre
a distor¢cdo no corpo i e 0 momento que este atinge a figura de equilibrio. Este Gltimo

sera tomado como constante.

Para incluir os efeitos de maré na rotacdo de ambos o0s corpos serdo

utilizadas as equacgdes do torque.

Escrevendo as expressdes em (46) em termos das componentes cartesianas

na base fundamental (e, e;,ej3):
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3k, k’m;R}

8
r

1

(X,Y,Z):HV(UO+U2)_ m (Txl’T Tzl)+

y1»

47
3k, k’m. R} 47
+ T (TXZ: Ty2: TZZ)

Onde se define:

T, =X|1+ +AL(YQ,—ZQ, +v,)

+At,(Z QlX_XQIZ-I-Vy) (48)

+AL (X Q,~YQ +v,)

+AL(YQ,,~ZQ, +v,)

+AL(ZQ, —XQ,,+v,) (49)

2At,(FV)

r

T,=Z|1+ +AL(XQ, ~YQ, +V,)

Note que as componentes do vetor velocidade angular Q; estdo escritas na
base fundamental. O valor dessas variaveis ndo € conhecido a priori mas 0 seu
modulo €, uma vez que depende do periodo de rotagdo sideral do corpo em

guestéao.

O vetor ©; no sistema fundamental se relaciona com €Q; no sistema equatorial

do corpo i (J;= 0) através da seguinte relacéo:
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50
Q. Qsin(K;)sin(h,) 0)
Q, | =|—Qsin(K;)cos(h,)
Q, k Qcos(K;) |

A 0 Ollo
Gif;=I®Q=0 B, 0||0|=C< (51)
0 0 Clp|%]n

E evidente que:

Q—Gi 52
=C (52)

Aplicando-se (50) e (52) em (49), as equacOes diferenciais que definem o
movimento translacional de Caronte ficam inteiramente escritas como funcéo dos

angulos de Andoyer de Plutdo e Caronte e das coordenadas cartesianas (X,Y,Z).

A hamiltoniana de rotac&o do sistema toma a seguinte forma:

1 1
HRZEQI.G1+§QZ'GZ_U2 (53)

O primeiro e o segundo termo sdo as ja conhecidas energias cinéticas de
rotacdo, deduzidas no Apéndice A. O ultimo termo advém do termo de segunda
ordem da expanséo do potencial perturbador de dois corpos finitos em polinbmios de

Legendre e tém a seguinte forma (BROUWER; CLEMENCE, 1961; OLIVEIRA,
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2015):

=(A+B,+C,)—=(A,d}+B,b;+C,c’) |+

N o

(54)

3
3 E(A2+B2+C2) _E(Az ai"'Bz bi"'CzC;)

Definamos:
*  (A,B;,C): Momentos principais de inércia do corpo / (i=Plutdo ou Caronte).

* (ayb;,ci): Cossenos diretores da linha que une os centros de massa de Plutdo

e Caronte relativo a um sistema nos eixos principais de inércia do corpo i.

Os cossenos diretores (a;,bi,ci)) em funcéo de cossenos diretores dos eixos
principais de inércia relativo aos eixos fundamentais é escrito como segue (Apéndice
C):

a. X
b; :_TS(Ii)Tl(Ji)TS(gi)Tl(Ki)TS(hi) Y (55)
c Z

Onde (X,Y,Z) séo as coordenadas de Caronte visto de um referencial de eixos
fixos no centro de massa de Plutdo. Este sistema de eixos fixos é paralelo a um

sistema inercial arbitrario. Substituindo (55) em (54) e definindo:

(10.19,10)=(A,.B,.C)

(XvXz’x?,):(Xz_Xl:Y2_Y1’Z2_Zl) (56)
(X:sz):(x1:xz:x3>



49

e também:
:r'.11 Tflz wa
TS(li)Tl(‘]i)TS(gi)Tl(Ki)T3<hi): le1 lez T133 (57)
Ty Ty Ty

O segundo termo da expanséao do potencial toma a forma:

3 2 3
_ m; | ) R gl) ()
U2_k2z Z 3 I(EJ) 1-3 z (T(Ejlzxn) +TEJ11T(E]CX11XL: (58)
E=1 j,j=1 2r n.t=1
i#j E#M
Onde agora:
U2:U2(lliglihl)L1:G1’H1112:92)h21L2:GZJHZ’X’YJZ) (59)

O potencial esta escrito inteiramente em funcdo das variaveis candnicas de

Andoyer de Plutéo e Caronte e das coordenadas cartesianas.

Fazendo a transformacgéo canonica (13), e tomando J; e J;iguais a zero:

All A12
=4 —U
k2c, 2c, ° (60)

O termo de 22 ordem da energia potencial gravitacional matua € funcao

destas novas variaveis:

U2:U2(}\‘11’_:7\'31’A11:_:A31’}\‘12:_’7\‘32:AIZ’_,ABZJXJYJZ) (61)
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Ao contrario do capitulo anterior, desta vez, vamos sempre trabalhar com
equacdes exatas (nenhuma média sera feita). Mesmo assim vamos tomar ambos J;

e J, iguais a zero, pois isso diminui dois graus de liberdade do problema.

Falta-nos agora inserir as derivadas primeiras da parte rotacional de Plutdo e

Caronte oriundas dos efeitos de maré que agem mutuamente nos dois corpos.

O momento angular deste sistema de dois corpos é dador por (Apéndice D):

L=MRXR+urxr+G,+G, (62)

E o torque:

N=MRXR+urXxi+G,+G,+GT+G' (63)

O terceiro e quarto termo representam as contribuicdes das forcas devido ao
potencial gravitacional U. no torque no spin de Plutdo e Caronte, enquanto que 0s
dois ultimos representam as contribuicdes das forcas de maré para a variacdo do

momento angular rotacional de Plutdo e Caronte.

O torque total durante a evolucéo do sistema sera considerado nulo, assim:

G,+G,+G'+G + MRX R=—urx¥ (64)

Substituindo a equacéao (45) em (64) temos:

1+ G+ GI4 MRXR=| -rX FS s X ELs [-rxV U, )
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Faz-se a seguinte correspondéncia:

G,
G,

—(rXFZTI)

Y (66)

A primeira/segunda equacdo de (66) expressa 0 torque no spin de
Plutdo/Caronte devido as forcas de maré. Estas advém da reacdo do torque na
translacdo de Caronte/Plutdo, devido a forca de maré, o que justifica o sinal de (-).

Expressa-se a primeira equacao de (66) em funcdo de suas componentes na
base fundamental:

G = (X*Q, +XY Q, +XZQ,,~1’Q, +Y Z-ZY|
r
vk KmiRAL .
G = %[XYQlﬁYleﬁYZle—r291y+ZX—XZ] (67)
r _ ky K'mRIAt S
Gr=-22 TR0 X770, +YZQ, +7°Q,,~r’Q, + X VY X|

r

Para Caronte, as equacdes acima sao completamente analogas, bastando
permutar 1 - 2 e 2 - 1, lembrando que (QiQ;,Q;;) deve ser escrito segundo a
expressao (50). Estas equacdes acima foram também calculadas por CHENG et al.,
(2014) para o caso bidimensional.

Como G; é paralelo a ©,, as componentes do vetor momento angular na base
fundamental relacionam-se com o vetor momento angular na base equatorial
também da seguinte forma:

G G,sin(K,)sin(h,)
G, | =|-G;sin(K;)cos(h,) (68)
G G,cos(K,)



52

Note que as equacbBes de Hamilton dizem respeito a derivada primeira do
modulo do vetor momento angular de rotacdo, do mddulo da projecdo do vetor

momento angular em es e fs, e dos angulos /,g e h A partir das equacées de (68)

obtém-se:

Glz\/(Gix-l-Giy-'—Giz)
H,=G,,

Glx
Gl

y

(69)

1

h,=tan"

Derivando no tempo e separando as derivadas correspondentes a variacao

devido a maré:

Gle.fx-'-GlyG?y-'-Glz sz
(Gl +G), 4G,

G, =

h.{:Glefy_GIxcly (70)
2 2
G1X+G1 y

T _ T
Hl _Glz
Escrevendo em funcao das variaveis canfnicas nao singulares:

Gle{x+G1yG?y+Glz GZZ
VG, +G;,+G,

T _
All_

T :GleIX+G1yGIy+GlzGIZ_GT (71)
ToGeeee,

_ GleIy_Gfoly
G;,+Gi,

T
)‘31 -
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Como ja temos as expressdes para (Gi Gy, Gi) e (G,,G,,G,) , as equagdes

acima ficam inteiramente determinadas em funcao de parametros conhecidos.

Incluindo as contribuicbes da maré nas equacdes de Hamilton, as equacdes

gue definem a atitude de Plutdo e Caronte tomam a forma:

dh, 0H, dAH__aHR+dA1T1
d O0Ay, d  0A, dt
(72)
dx31_aHR+dx§1 dA31__8HR+dA3T1
dt  OA,  dt d  OAy  dt
dhy; _OH, dA,__0H, dAL
dt _aA12 dt - aAlz dt
(73)

dx32_aHR+dx§2 dA32__6HR+dA§2
dt  OA,, dt dt  OA, adt

A dindmica de rotacdo e translacdo de Plutdo e Caronte é dada pela
integracdo numérica das equacbes (47), (72) e (73), usando o cédigo RA15
(EVERHART, 1985)

Como 0 momento angular do sistema € constante, as condic¢des iniciais serdo
aguelas tais que as componentes cartesianas L,,L, e L, do momento angular sejam

as mesmas daquelas do sistema atual.

Das expressdes em (119) do Apéndice D e utilizando a relagcdo (93) do
Apéndice B, considerando J;=J,=0, expressa-se as componentes do momento

angular no sistema fundamental (e1,ez,e3):

L= wunda’sinIsinQv1—e’+C,sinK sinh, Q +C,sinK,sinh,Q,

Ly:—unazsinl cosQ\/l—ez—Clsin K, cosh, Q,—C,sin K, cosh,Q, (74)

L,= MnazcoslV1—eZ+C1cosK1Ql+C2cousQ2

z
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Calcula-se LL, e L, para o sistema atual utilizando dos valores contidos no

guadro abaixo:

Quadro 3. Parametros fisicos e condi¢es iniciais para calculo do momento angular. Fontes:
(BROZOVIC et al., 2015; CHENG; LEE; PEALE, 2014; STERN et al., 2015).

Parametros Valores
R.[ km] 1.187
R [ km] 606
k’m; [ km3 s?] 869,6
k’m, [ km3 s?] 105,88

Ci (2/5) My R,?
C. (2/5) mzR&
a[Ri] 16,5088
e 0,00005

le [ 9] (relativo a equador)

7 x 107 (JPL Horizon)

I [ 9] (relativo a fundamental) |131,6
Q[ 9 (relativo a fundamental) | 49,54
Ki[9] 131.52
K2[ 9 132.02
hi[9] 50,00
h> [ 9] 50,00

Segundo (CANUP, 2005; MCKINNON, 1989; STERN et al., 2006), o cenario
mais provavel para a origem do sistema Plutdo-Caronte foi uma colisdo obliqua de
grandes proporcdes entre corpos de tamanhos similares. Desta possibilidade
emergem diferentes cenarios para a formacéo do par. Em um deles (CANUP, 2011),
0 impacto geraria um satélite (Caronte) quase intacto com excentricidade inicial
diferente de zero, acompanhado de um disco de detritos. Neste cenario, 0 semieixo

de Caronte seria menor do que o atual e portanto este evoluiu por efeitos de maré
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até o valor atual.

Dado um semieixo maior inicial a = 4 R, (consistente com a origem do
sistema), calcula-se a excentricidade, o modulo da velocidade angular de rotacéo de

Plutdo e Caronte através da seguinte relacédo, conforme as equacdes em (74):

\/1—e2 o, o, O L,
Q |F|By By Bs] |Ly (75)
Q, Y1 ¥2 ¥3 |L

z

onde,

a,=una’sinI'sin Q

a,=C,sinK,sinh,

a,=C,sinK,sinh,

B,=—una’sinI cosQ

f,=—C,sinK,cos h, (76)
B,=—C,sin K,cos h,

ylzuna2 cos I

y,=C,cos K,

y;=C,cosK,

Para o célculo de J.! e J? utiliza-se a expressao (39) (tomando k; = 3/2, para

esfera homogénea), que reescrito nas novas variaveis toma a seguinte forma:

(77)

Como o spin de ambos Plutdo e Caronte evoluem no tempo devido aos

efeitos de maré, também o coeficiente de achatamento J, ir4 variar.

7

O coeficiente C., é calculado pela expressdo (40). Vale ressaltar que o

coeficiente C,’ é mantido constante durante toda a integracdo do sistema e é
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calculado para o caso em que ambos Plutdo e Caronte atingiram o estado final da

evolucédo de maré.

4.4. Condigoes Iniciais

Considerando a = 4 R, e utilizando-se das expressodes (75) e (76) obtemos
uma grade com algumas dezenas de milhares de condi¢fes iniciais plausiveis para
um cenario no passado. Escolhemos uma destas para realizar a integracéo
numeérica. Esta reflete uma possivel configuracdo orbital e rotacional de Caronte
ap0s o evento que possivelmente o originou: Orbita excéntrica e inclinada (em
relacdo ao equador de Plutdo), ambos Plutdo e Caronte rotacionando rapidamente e

com ambos os equadores dos corpos desalinhados.



Quadro 4. Condi¢des Iniciais para a = 4 R,.
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Parametros (t = 0) Valores
e 0,14440
I 131,50
le [ 9] 18,66
w[] 273,94
Q[ 37,00
Q[ ngf 4,73
Q> [ no] 3,36
Ki [ 131,52
K>[9] 61,00
hi[9 62,00
h> [ 9] 45,00
I [ 41,44
I [ ] 134,94
9:[9 41,44
9:19 134,94

Veja que o momento angular de rotacdo do sistema nd&o depende dos

parametros rotacionais /; e g;, portanto a escolha desses valores foi arbitraria. Os

spins de Plutdo e Caronte estdo em unidades referentes ao movimento médio inicial

de Caronte, quando sua aproximacao € de 4 R,.

O Numero de Love de 22 ordem do corpo i (i=1 para Plutdo e /=2 para

Caronte) foi calculado segundo a sua expressao aproximada (CHENG; LEE; PEALE,

2014):
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30,9 R,

A~ 7
2i 19 M,’ ( 8)

Onde p; é a densidade volumétrica, g o campo gravitacional na superficie do
corpo, R; o raio equatorial e u; € a rigidez do corpo i. Juntamente calcula-se o
parametro A,, que mede a taxa relativa de dissipagdo de maré em Plutdo e Caronte
(MIGNARD, 1980):

2 5

_kn Aty
ATk, At

M,
M2

R,

R, (79)

Este parametro é utilizado como controle do crescimento da excentricidade,
do semieixo maior e do spin de Plutdo (CHENG; LEE; PEALE, 2014), quanto maior o
seu valor, menor é o crescimento da excentricidade e do semieixo (para além de seu

valor atual).

Deste modo, faz-se as seguintes combinacdes de valores de maré:

Quadro 5. Parametros de Maré adotados no caso 1

Parametros de Maré Valores
K1 0,054
K2z 0,054
Aty 600 s
At, 600 s
Ant 2,34

Acima calculou-se k.; considerando-se que a rigidez de Plutédo é igual a da
adgua em estado sélido, y = 4,0 x 10° N/m?, e adotou-se k., igual ao de Plutdo. O tidal
lag considerado é igual ao da Terra (MIGNARD, 1980).
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Quadro 6. ParAmetros de Maré adotados no caso 2

Parametros de Maré Valores
K1 0,054
K2z 0,012
Aty 600 s
At, 2000 s
Ant 1,73

Nesta caso acima, utilizou-se o mesmo valor da rigidez para ambos Plutdo e
Caronte, adotando um valor maior para o tidal lag de Caronte a fim de se controlar

crescimento de parametros orbitais e rotacionais.

Quadro 7. Parametros de Maré adotados no caso 3

Parametros de Maré

K1 0,054
K22 0,208
Aty 600 s
At 600 s
An 9,0

Para este ultimo caso, adotou-se tais valores dos parametros de maré do
Quadro acima de forma que a excentricidade fosse mantida constante durante toda

a evolucao e o semieixo ndo crescesse além do valor atual.
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4.5. Resultados

Nas Figuras 5-13 a seguir, estdo representados alguns resultados de
possiveis caminhos da evolugdo do sistema Plutdo-Caronte. O objetivo destas
figuras € mostrar o comportamento bastante delicado que a excentricidade de
Caronte pode apresentar e também a possibilidade de passagem por varias
ressonancias spin-orbita. Estas figuras mostram (confirmam) que o sistema Plutédo-
Caronte € bastante instavel e pode até mesmo causar o escape de Caronte ou
outros possiveis satélites que eventualmente poderiam ter existido, mas que foram
expulsos, ja que Caronte poderia eventualmente ter adquirido alta excentricidade, e

posteriormente adquirido excentricidade nula.

45.1Casol- Ax=2,34

Considerando os parametros fisicos do Quadro 1, as condi¢des iniciais do
Quadro 4, os parametros de maré do Caso 1, explicitados no Quadro 5, e realizando
a integracao numeérica do sistema, obtém-se as seguintes figuras de evolucéo para o

sistema Plutdo-Caronte:
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Caso 1-A,; =234
. 0.6
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Figura 5. Evolugdo dos parametros orbitais de Caronte para Ax=2,34. (A) Variacdo do semieixo
maior de Caronte em unidades de raio equatorial de Plutdo; (B) Excentricidade da orbita de
Caronte; (C) Inclinacao orbital de Caronte relativa a um plano no equador de Plutéo.

Na Figura 5, nos plots (A) e (B) podemos ver que inicialmente tanto o
semieixo quanto a excentricidade da oOrbita de Caronte crescem até um determinado
valor de pico e entdo comegam a convergir até seus valores atuais: a=16,5 e e = 0.
Pode-se dizer que o semieixo tem esse crescimento subito devido ao crescimento
da excentricidade, mesmo que este em certo momento tenha atingido seu valor
atual, a excentricidade permanece crescendo, forcando o0 semieixo a crescer
conjuntamente. Isto ocorre devido a conservagdo do momento angular, ver

expressao (74).

A inclinagdo da orbita de Caronte (Figura 5 (C)) se alinha rapidamente ao
equador de Plutdo, quando comparado a escala de tempo da evolugao do sistema.
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Caso1-Ap1 =234
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Figura 6. Evolucdo dos parametros rotacionais de ambos Plutdo e Caronte para Ax=2,34. (A,B)
Spins de ambos Plutdo e Caronte, respectivamente, em unidades de movimento médio de
Caronte, ao longo da evolucéo; (C,D) Angulo ressonante 1 : 1 de ambos Plutdo e Caronte,
respectivamente; (E,F) Inclinacdo dos equadores de Plutdo e Caronte em relacdo ao plano
fundamental escolhido, respectivamente.

Os plots (A) e (B) da Figura 6 mostram o comportamento do spin relativo de
Plutdo e Caronte, respectivamente. Caronte parece ter sido capturado em diversas
ressonancias spin-orbita durante o periodo da evolucdo do sistema, diferente de
Plutdo, que aparentemente foi capturado apenas na ressonancia spin-6rbita 7:2. O
crescimento inicial dessas curvas se deve ao fato de que o movimento médio decai
mais rapidamente que a velocidade angular de rotacdo dos corpos (n, 0 movimento
médio, esta no denominador). Durante o processo de evolucdo, Caronte parece ter

sido capturado nas seguintes ressonancias spin-orbita: 3:2, 7:2, 3:1 e 5:2.

Ao final da evolucdo, nos plots (C) e (D) da Figura 6, observa-se que 0s
angulos ressonantes g; e o, referente ao cassini state (NOYELLES; LEMAITRE;
VIENNE, 2008), ou melhor, ressonancia spin-6rbita 1:1 de ambos Plutdo e Caronte,

iniciam um movimento de libracdo em torno de 0° e/ou 180°. Primeiramente Caronte
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€ capturado nesta ressonancia, com g librando em torno de 0° onde sofre uma
mudancas no ponto de equilibrio desta libracdo, que ao final do processo se
estabiliza em 0°, diferente de Plutdo, que é capturado posteriormente, com 0;

librando em torno de 0°.

Nos ultimos plots da Figura 6, ou seja, em (E) e (F) podemos ver que o
equador de Plutéo libra em torno de uma posicéo de equilibrio, que ao final, tem sua
amplitude suavizada pelos efeitos de maré. Caronte, que no inicio do processo tem
seu equador desalinhado em relacdo ao de Plutdo, em um curto intervalo de tempo,
tende a ter o seu equador librando em torno do equador de Plutdo, onde sua
amplitude também se suaviza ao final da evolucdo. Como o raio equatorial de
Caronte é aproximadamente metade do raio equatorial de Plutdo, estes processos
ocorrem em um curto intervalo de tempo. Vé-se na expressao (67), permutando-se 1
- 2e2 - 1, que o torque oriundo dos efeitos de maré em Caronte devido a Plutdo

€ proporcional ao raio equatorial de Caronte elevado a quinta poténcia.

Caso1l-Ax; =2,34

65 400
o B 350
300
250
200
150
100
50 .
0
50
-4 2 0 2 4 6 8 -4 -2 0 2 4 6 8

log t[ years] log t[ years]
Figura 7. (A,B) Evolucdo das longitudes do nodo do equador relativo a um eixo inercial, de
ambos Plutdo e Caronte, respectivamente. Caso Ax = 2,34.
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Na Figura 7 observamos a longitude dos nodos dos equadores de ambos,
Plutdo e Caronte, se alinharem em um curto intervalo de tempo, mas antes disso, 0
equador de Caronte completava diversos ciclos, variando de 0° a 360°. No Quadro 3,
das condicdes iniciais para calculo do momento angular, tomou-se inicialmente h; e
h, alinhados e depois o sistema foi evoluido com estes angulos inicialmente
desalinhados. Observa-se que as forcas de maré tendem a manter o sistema em
uma configuragdo condizente com os valores das componentes do momento

angular.
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45.2Caso02- Ax=1,73

Para este caso, foram tomadas as mesmas condi¢des iniciais e parametros
fisicos do Caso 1, contudo, utilizou-se os parametros de maré do Caso 2,

explicitados no Quadro 6.

Caso2-A,; =173

30 — 17— 0.7
A 25 | . B 0.6 7
_ 20 L 1 05 I
¢ 0.4 j
E 15 + s ) 0.3
© 10 | 1 02 |
SIS 7 0.1 .
1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 0
-4 -2 0 2 4 6 8 - 8
log t[ years] log t[ years]
25 T T T T T T T T T T
C
20 | .
= 156 t .
2 10 - i
5 L 4
0 1 1 1

log t[ years]

Figura 8. Evolucédo dos parametros orbitais de Caronte para Ax=1,73. (A) Variagdo do semieixo
maior de Caronte em unidades de raio equatorial de Plutdo; (B) Excentricidade da orbita de
Caronte; (C) Inclinacédo orbital de Caronte relativa a um plano no equador de Plutéo.

Neste caso, o parametro A (taxa relativa de dissipacdo de maré em Plutéo e
Caronte) é menor que do Caso 1 (Ax=2,34). Pode-se inferir que adotando valores
ainda menores de Ay, ocasionaria em um crescimento muito elevado do semieixo e
da excentricidade, onde a segunda poderia atingir valores proximos de 1. Nestes
cenarios, das Figuras 5 e 6, onde a Orbita de Caronte atinge altas excentricidades,
fica evidente a dificuldade de se manter os demais satélites de Plutdo estaveis

durante a evolugéo.

Nota-se nos plots (A) e (B) da Figura 8 que tanto o semieixo quanto a

excentricidade evoluem com diferentes comportamentos dentro do processo
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dindmico. Paralelo a isto, Plutdo e Caronte sao capturados em diversas

ressonancias spin-orbita, como pode-se verificar nos plots (A) e (B) da Figura 9.

Com esta escolha de Ax, observamos apenas uma sutil mudanga na escala

de tempo do alinhamento da 6rbita de Caronte com o equador de Plutdo (Figura 8

(©)).

Caso2-A =173
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Figura 9. Evolugcdo dos parametros rotacionais de ambos Plutdo e Caronte para Ax=1,73. (A,B)
Spins de ambos Plutdo e Caronte, respectivamente, em unidades de movimento médio de
Caronte, ao longo da evolucéo; (C,D) Angulo ressonante 1 : 1 de ambos Plutdo e Caronte,
respectivamente; (E,F) Inclinacdo dos equadores de Plutdo e Caronte em relacdo ao plano
fundamental escolhido, respectivamente.

Com relacdo a Figura 9, o spin relativo de Plutdo atinge um valor de pico
maior do que no Caso 1, sendo provavelmente capturado em duas ressonancias
spin-Orbita: 11:2 e 5:2. Caronte, assim como no caso anterior é capturado em

diversas ressonancias spin-orbita: 3:2, 9:2, 5:1, 19:4, 4:1, 9:4 e 2:1. Observa-se que
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ambos os corpos sdo capturados em diferentes ressonancias no processo dinamico
antes de atingirem o estado de equilibrio.

Quanto ao alinhamento dos equadores e o alinhamento dos nodos dos
equadores, ndo é possivel notar nenhuma diferenca significativa quanto ao periodo

de tempo e comportamento geral da curva (Figura 9 (E,F) e Figura 10 (A,B)).

Caso2-A, =173
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Figura 10. (A,B) Evolucdo das longitudes do nodo do equador relativo a um eixo inercial, de
ambos Plutdo e Caronte, respectivamente. Caso Ax = 1,73.

45.3Caso3 - Ax=9,0

Neste ultimo caso, considera-se também as mesmas condicdes iniciais e
parametros fisicos dos ultimos dois casos (Casos 1 e 2) e os parametros de maré
explicitados no Quadro 7.
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Caso3-A,:=9,0
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Figura 11. Evolucdo dos parametros orbitais de Caronte para A,=9,0. (A) Variacdo do semieixo
maior de Caronte em unidades de raio equatorial de Plutdo; (B) Excentricidade da orbita de
Caronte; (C) Inclinacéo orbital de Caronte relativa a um plano no equador de Plutéo.

Neste caso, pode-se observar claramente como esta escolha judiciosa dos
parametros de maré permitiram que a 6rbita de Caronte expandisse até seu valor
atual sem antes atingir um valor de pico maior que a = 16,5 R;. Como a
excentricidade nao cresceu até valores consideraveis e se manteve
aproximadamente constante durante um certo periodo da evolucdo, 0 semieixo

maior pode expandir suavemente (Figura 11 (A,B)).



68

Caso 3-A,; =90
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Figura 12. Evolucdo dos parametros rotacionais de ambos Plutdo e Caronte para Ax=9,0. (A,B)
Spins de ambos Plutdo e Caronte, respectivamente, em unidades de movimento médio de
Caronte, ao longo da evolucéo; (C,D) Angulo ressonante 1 : 1 de ambos Plutdo e Caronte,
respectivamente; (E,F) Inclinagcdo dos equadores de Plutdo e Caronte em relacdo ao plano
fundamental escolhido, respectivamente.

Do plot (C) da Figura 11, observa-se novamente que a Unica diferenca notoria
no alinhamento da 6rbita de Caronte com o equador de Plutdo, comparando com os

outros casos, € a escala de tempo.

Pode-se observar novamente, como a combinacao dos parametros de maré,
resumidos por Au, afetam o caminho da evolugdo do sistema. Neste terceiro caso
Plutdo atinge o menor valor de pico de spin relativo (Figura 12 (A)) quando
comparamos com 0s Casos 1 e 2. Tomando este numero de Love k.., Caronte entra
em sincronismo spin-Orbita 1 : 1 em aproximadamente 200.000 anos, o que pode ser

visto nos plots (B) e (D) da Figura 12.

Assim que Plutdo é capturado nesta mesma ressonancia spin-orbita (Figura
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12 (A,C), o angulo ressonante g; passa a librar em torno de 180°, mudando também

0 ponto de libragdo do angulo ressonante . (Figura 12 (D)).
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Figura 13. (A,B) Evolucédo das longitudes do nodo do equador relativo a um eixo inercial, de
ambos Plutdo e Caronte, respectivamente. Caso Ax = 1,7.

Assim como ocorreu com o comportamento da variacéo do equador de Plutdo
e Caronte (Figura 12 (E,F)), ndo houve nenhuma mudanca significativa no
comportamento da curva dos plots da Figura 13, apenas a escala de tempo foi

afetada.
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5. DISCUSSAO

5.1. Dinamica Secular de Plutao-Caronte

No presente estudo, investigou-se a possibilidade do sincronismo 1 : 1, e
considerando os dados de (BROZOVIC et al., 2015; STERN et al., 2015) simulamos
varios testes que mostram a ressonancia 1 : 1 do par Plutdo-Caronte.

Neste modelo apresentado, no sistema fundamental, o equador de Plutédo
completa um ciclo em aproximadamente 11,45 My (Figura 2 (A)), enquanto que no
modelo simplificado de (DOBROVOLSKIS; PEALE; HARRIS, 1997) o ciclo tem um
periodo de ~11,1 My. Esta pequena diferenca se deve a utilizacdo de dados atuais

dos parametros fisicos do sistema.

Quanto a obliquidade de Plutdo, no presente modelo, obtivemos um periodo
de ~2,85 My, variando de 103° a 127° sendo que DOBROVOLSKIS; PEALE;
HARRIS, (1997) obtiveram um periodo de ~2,8 My com variacdo similar. Este
periodo esta diretamente relacionado ao periodo de precessédo dos Polos de Plutdo

no plano fixo a orbita heliocéntrica.

O fato de se ter tomado Plutdo-Caronte como dois corpos diferentes, ao
contrario de um alteres como DOBROVOLSKIS; PEALE; HARRIS, (1997), ndo
afetou o calculo da variacdo da obliquidade de forma significativa (Figura 1 (A)),
contudo como esta abordagem permite separar os efeitos gravitacionais de Caronte,

foi possivel realizar outros estudos.

Isolou-se o efeito de Caronte na variagao da obliquidade de Plutdo, que como
mostram as simulagbes (Figura 1 (A,B)), sua presenca atenua a amplitude e
aumenta o periodo dessas variacfes. A Figura 2 (B) mostra a importancia de
Caronte no movimento precessional dos polos de Plutdo, nota-se que na auséncia
do satélite, 0 movimento do equador de Plutdo no plano fundamental € praticamente
nulo no intervalo de tempo considerado. Diferentemente do que afirma
DOBROVOLSKIS; PEALE; HARRIS, (1997), tal precessdo se deve a interacao

gravitacional de ambos Caronte e o Sol, e ndo o Sol apenas.

Segundo as simulagdes aqui apresentadas, € possivel utlizando os

parametros e dados atuais, reproduzir o cenario em que o par Plutdo-Caronte esta
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em dupla ressonancia spin-6rbita, com libragcdo em torno de 0° ou 180° (Figuras 3
(A,C) e 4 (A,C)), o que condiz com os trabalhos de (BUIE et al., 2010; BUIE;
THOLEN; WASSERMAN, 1997). Estes resultados ainda complementam os teste
preliminares que obtivemos em (“xXVII CBDO. XVII Coloquio Brasileiro de Dinamica
Orbital. Programa e. Caderno de Resumos. 1 a 5 de dezembro de 2014. Aguas de
Linddia - SP”, [s.d.]; L. D. S. TROTTA, M. G. OLIVEIRA, T. YOKOYAMA, 2015; L. D.
S. TROTTA, T. YOKOYAMA, 2014).
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5.2. Modelo Dinamico 3-d para a Evolucdo do Sistema Plutdo-Caronte

No cenario em que Caronte evolui sua Orbita por efeitos de maré com
excentricidade n&o nula (CANUP, 2005), verifica-se que Caronte, e Plutdo no Caso
1, passaram por diversas combinacdes ressonantes conforme seu semieixo

aumentou.

Como demonstrado na expressao (34), do potencial perturbador fatorado por
termos em C,,, 0s termos (COSSenos) ressonantes concernentes a ressonancia spin-

oOrbita 1 : 1 sdo também fatorados por poténcias pares da excentricidade: 0 e 2.

As equacdes exatas da forca e da atitude de Plutdo e Caronte sdo integradas
numericamente, de modo que nenhuma informacdo, quanto as capturas em

ressonancias de ordem superior de Plutdo ou Caronte, fosse perdida.

Foi possivel demonstrar ainda a captura do sistema Plutdo-Caronte, com
valores tedricos plausiveis do numero de Love de segunda ordem k. (Figura 6
(C,D)), em dupla ressonancia spin-6rbita assim como foi feito no trabalho de
CHENG; LEE; PEALE, (2014).

Como observado por CHENG; LEE; PEALE (2014), quanto menor o valor do
parametro Ax, maior tende a ser o valor de pico atingido pelo semieixo e
excentricidade da orbita de Caronte e spin relativo de Plutdo (ver plot (A) da Figura
9). O autor ainda estima um intervalo de valores fisicamente plausiveis para tal
parametro, considerando os possiveis valores dos parametros fisicos da equacao
(78), que seria aproximadamente de % a 3.

Diferentes valores do numero de Love k. foram adotados com o intuito de se
analisar os diferentes caminhos da evolugdo do sistema Plutdo-Caronte e
demonstrar que € possivel, por meio de controle dos parametros, obter uma
evolucdo em que a excentricidade e o semieixo orbital de Caronte ndo atinjam
valores consideraveis (Figura 11 (A,B)). Este ultimo cenério é fundamental para que
os satélites menores de Plutdo ndo sejam ejetados durante a expansao orbital de
Caronte.

Obtivemos resultados similares aqueles de CHENG; LEE; PEALE (2014) para

0 caso onde C,, é diferente de zero. Observa-se tanto um aumento do semieixo
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maior da érbita quanto da excentricidade, e depois deste aumento, a convergéncia
para os valores atuais de ambos os parametros (Figuras 5 e 8 (A,B)). Além disso,
este modelo permite-nos obter a evolucdo de outros parametros, tal como a
inclinacdo dos equadores dos corpos (Figuras 6,9 e 12 (E,F)), as longitudes do
nodos dos equadores (Figuras 7,10,13 (A,B)) e a inclinacao orbital referida ao plano
equatorial de Plutdo (Figuras 5,8,11 (C)).

Segundo as equacdes de HUT (1981), os equadores de Plutdo e Caronte se
alinhariam rapidamente, dada a escala de tempo da evolugéo do sistema. Este fato
foi confirmado nas simulac¢des das equacdes exatas, que demonstrou o alinhamento

em um curto periodo de tempo, Figuras 6, 9 e 12 nos plots (E,F).

Utilizando este mesmo modelo inserimos também os demais satélites de
Plutdo: Styx, Nix, Kerberos e Hydra e um sétimo corpo. Consideramos estes como
massas puntuais e inserimos os efeitos de J> de ambos Plutdo e Caronte em seus

movimentos orbitais.

Os autores CHENG; PEALE; LEE, (2014) realizaram mais de 1 milhdo de
integracdes, variando os parametros orbitais de Nix e Hydra. Tomou-se J. de Plutdo
tanto nulo quanto diferente de zero. Em nenhuma das integracdes os dois satélites
sobreviveram ou foram transportados até suas Orbitas atuais no processo de
evolucdo de Plutdo-Caronte. Concluiu-se que, o transporte dos satélites de Plutdo
até suas Orbitas atuais por meio do processo dinamico de transporte ressonante &

muito pouco provavel.

Visando estes resultados e de outros autores (LITHWICK; WU, 2008;
SANTOS; MORBIDELLI; NESVORNY, 2012; WARD; CANUP, 2006) hipotetizamos
gue, a presenca de um sexto satélite, durante os estagios iniciais da evolucédo do
sistema Plutdo-Caronte, fosse capaz de estabilizar as érbitas do demais satélites,
enquanto Caronte expandia a sua Orbita devido a efeitos de maré. Este satélite teria

um tempo de vida curto comparado ao intervalo de tempo do processo dinamico.

A integracao deste sistema proposto, Plutdo e Caronte como corpos finitos e
seis massa puntuais, € composta por 44 equacdes diferenciais de primeira ordem.
Diversas integracdes foram feitas nesse sentido, tomando diversos valores de
parametros fisicos, orbitais e condi¢des iniciais para os seis satélites: massas,

semieixo maior, inclinacdo, excentricidade, anomalia média, entre outros.
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Observamos que o sexto satélite, de massa ainda desconhecida, quando
expulso no processo de evolucdo do sistema Plutdo-Caronte, pode estabilizar as
orbitas dos demais satélites, uma vez que Caronte pode atingir excentricidade

consideravel durante a evolugéo.

Apesar das centenas de integracOes realizadas, variando-se 0s parametros
mencionados acima, ndo foi possivel determinar uma configuracdo orbital do
sistema que favorecesse a migracdo dos satélites menores de Plutdo no processo
de expansao orbital de Caronte. Em outras palavras, em todas as simulagbes
realizadas os satélites Styx, Nix, Kerberos e Hydra foram expulsos, juntamente com

0 sexto satélite.
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6. CONCLUSAO

6.1. Dinamica Secular de Plutao-Caronte

Usando o moderno conjunto de varidveis canénicas de Andoyer, foi feito o
estudo da dinamica de rotacdo do sistema Plutdo-Caronte. Foi obtida a
hamiltoniana de longo periodo e ressonante, que visa o estudo do comportamento
do equador de Plutdo e também a atuacdo da ressonancia spin-Orbita. Nosso
formalismo permite isolar o efeito especifico de Caronte sobre a dinamica do

equador de Plutao.

Com base nos parametros orbitais e fisicos mais atualizados do sistema e
com nosso modelo, determinamos os primeiros valores de amplitude e periodo do
movimento de libragcdo dos angulos g,:; € 0ci; do par Plutdo-Caronte, assim como
também do angulo ressonante (h; — Q). Foi possivel reproduzir os resultados de
DOBROVOLSKIS; PEALE; HARRIS, (1997), tanto para a obliquidade em um
intervalo de 15 My, quanto para a precessao dos polos de Plutdo, onde para o

ultimo, determinamos um valor ligeiramente diferente para o periodo em questéo.
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6.2. Modelo Dinamico 3-d para a Evolucdo do Sistema Plutdo-Caronte

O modelo dinamico tridimensional de maré proposto foi capaz de demonstrar
a evolucdo do sistema Plutdo-Caronte até o seu estado atual, apesar de os

caminhos deste cenario ainda serem incertos.

Em todos os casos foi possivel demonstrar qualitativamente o estado final da

evolucao de maré de Plutdo-Caronte, isto é:
1. Duplo sincronismo spin-6rbita 1 : 1;
2. Semieixo maior a = 16,5 Ry,
3. Orbita circular e ~0;

4. Alinhamento dos equadores de Plutdo e Caronte (K;=K>) e alinhamento dos

equadores com o plano orbital de Caronte (/.=0);
5. Alinhamento dos nodos dos equadores, relativo a um eixo inercial (h,=h,).

Os equadores de Plutdo e Caronte se alinham em um curto intervalo de

tempo, comparado ao tempo de evolucdo do sistema até o presente estado.

A evolucdo do spin de Caronte indica que este possivelmente foi capturado
em diferentes ressonancias spin-orbita, exceto no Caso 3, onde Ax = 9 e Caronte é
rapidamente capturado na ressonéncia spin-Orbita 1 : 1. Estas capturas
influenciaram diretamente na figura de evolucédo do semieixo maior da Orbita e dos

demais parametros orbitais.



77

REFERENCIAS

#*XVII CBDO. XVII Coléquio Brasileiro de Dinamica Orbital. Programa e.
Caderno de Resumos. 1 a 5 de dezembro de 2014. Aguas de Lindéia - SP.
Disponivel em: <http://docplayer.com.br/1015889-Xvii-cbdo-xvii-coloquio-brasileiro-
de-dinamica-orbital-programa-e-caderno-de-resumos-1-a-5-de-dezembro-de-2014-
aguas-de-lindoia-sp.html>. Acesso em: 10 jul. 2016.

BINZEL, R. P. et al. Climate zones on Pluto and Charon. Icarus, [s.d.].

BROUWER, D.; CLEMENCE, G. M. Methods of celestial mechanics. [s.|.]
Academic Press, 1961.

BROZOVIC, M. et al. The orbits and masses of satellites of Pluto. Icarus, v. 246, p.
317-329, 1 jan. 2015.

BUIE, M. W. et al. Pluto and Charon with the Hubble Space Telescope. |I. Monitoring
Global Change and Improved Surface Properties from Light Curves. The
Astronomical Journal, v. 139, n. 3, p. 1117, 2010.

BUIE, M. W.; THOLEN, D. J.; WASSERMAN, L. H. Separate Lightcurves of Pluto and
Charon. Icarus, v. 125, n. 2, p. 233-244, fev. 1997.

CANUP, R. M. A giant impact origin of Pluto-Charon. Science (New York, N.Y.), v.
307, n. 5709, p. 546-550, 28 jan. 2005.

CANUP, R. M. On a Giant Impact Origin of Charon, Nix, and Hydra. The
Astronomical Journal, v. 141, n. 2, p. 35, 2011.

CHENG, W. H.; LEE, M. H.; PEALE, S. J. Complete Tidal Evolution of Pluto-Charon.
Icarus, v. 233, p. 242-258, maio 2014.

CHENG, W. H.; PEALE, S. J.; LEE, M. H. On the origin of Pluto’s small satellites by
resonant transport. Icarus, v. 241, p. 180-189, out. 2014.

DEPRIT, A. Free Rotation of a Rigid Body Studied in the Phase Plane. American
Journal of Physics, v. 35, n. 5, p. 424-428, 1 maio 1967.

D'HOEDT, S.; LEMAITRE, A. The Spin-Orbit Resonant Rotation of Mercury: A Two
Degree of Freedom Hamiltonian Model. Celestial Mechanics and Dynamical
Astronomy, v. 89, n. 3, p. 267-283, abr. 2004.

DOBROVOLSKIS, A. R.; PEALE, S. J.; HARRIS, A. W. Dynamics of the Pluto-
Charon Binary. In: Pluto and Charon. [s.I: s.n.]. p. 159.

EVERHART, E. An Efficient Integrator that Uses Gauss-Radau Spacings. In:
CARUSI, A.; VALSECCHI, G. B. (Eds.). . Dynamics of Comets: Their Origin and
Evolution. Astrophysics and Space Science Library. [s.l.] Springer Netherlands,
1985. p. 185-202.



78

GOLDREICH, P.; PEALE, S. Spin-orbit coupling in the solar system. The
Astronomical Journal, v. 71, p. 425, 1 ago. 1966.

HENRARD, J. The rotation of lo. Icarus, v. 178, p. 144-153, 1 nov. 2005.

HUT, P. Tidal evolution in close binary systems. Astronomy and Astrophysics, v.
99, p. 126-140, 1 jun. 1981.

KOZAI, Y. The motion of a close earth satellite. The Astronomical Journal, v. 64, p.
367, 1 nov. 1959.

L. D. S. TROTTA, M. G. OLIVEIRA, T. YOKOYAMA. Introducao a Dinamica
Secular Rotacional de Sistemas Quase-Binarios: Plutao-Caronte - Relatério
PIBICICNPq. [s.l.] Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”, 2015.

L. D. S. TROTTA, T. YOKOYAMA. Introducdo a Dinamica Secular Rotacional de
Sistemas Quase-Binarios: Plutao-Caronte - Relatério PIBICICNPq. [s.|.]
Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”, 2014.

LEMOS, N. A. Mecanica Analitica. [s.l.] Editora Livraria da Fisica, 2007.

LITHWICK, Y.; WU, Y. On the Origin of Pluto’s Minor Moons, Nix and Hydra.
arXiv:0802.2951 [astro-ph], 20 fev. 2008.

MCKINNON, W. B. On the origin of the Pluto-Charon binary. The Astrophysical
Journal Letters, v. 344, p. L41-L44, 1 set. 1989.

MIGNARD, F. The evolution of the lunar orbit revisited. I. The moon and the
planets, v. 20, n. 3, p. 301-315, maio 1979.

MIGNARD, F. The evolution of the lunar orbit revisited, |I. The moon and the
planets, v. 23, n. 2, p. 185-201, out. 1980.

MORBIDELLI, A.; LEVISON, H. F; GOMES, R. The Dynamical Structure of the
Kuiper Belt and its Primordial Origin. arXiv:astro-ph/0703558, 21 mar. 2007.

MURRAY, C. D.; DERMOTT, S. F. Solar System Dynamics. [s.|.] Cambridge
University Press, 1999.

New Horizons. Disponivel em: <http://pluto.jhuapl.edu/Mission/index.php>. Acesso
em: 10 jan. 2017.

NOYELLES, B.; LEMAITRE, A.; VIENNE, A. Titan’s rotation: A 3-dimensional theory.
Astronomy and Astrophysics, v. 478, n. 3, p. 959-970, fev. 2008.

OLIVEIRA, M. G. DE. Potencial de dois corpos finitos achatados: iniciacdo ao uso de
variaveis de Andoyer. 1 jul. 2015.

S. J. PEALE. 10.14 - The Origin of the Natural Satellites A2 - Schubert, Gerald. In:
Treatise on Geophysics. Amsterdam: Elsevier, 2007. p. 465-508.



79

S. J. PEALE. 10.17 - The Origin of the Natural Satellites. In: Treatise on
Geophysics. [s.l.] Elsevier, 2015. p. 465-508.

SANTOS, P. M. P. DOS; MORBIDELLI, A.; NESVORNY, D. Dynamical capture in the
Pluto-Charon system. Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy, v. 114, n.
4, p. 341-352, dez. 2012.

STERN, S. A. et al. A giant impact origin for Pluto’s small moons and satellite
multiplicity in the Kuiper belt. Nature, v. 439, n. 7079, p. 946-948, 23 fev. 2006.

STERN, S. A. et al. The Pluto system: Initial results from its exploration by New
Horizons. Science, v. 350, n. 6258, p. aad1815, 16 out. 2015.

TOUMA, J.; WISDOM, J. Evolution of the Earth-Moon system. The Astronomical
Journal, v. 108, p. 1943-1961, 1 nov. 1994.

WARD, W. R.; CANUP, R. M. Forced resonant migration of Pluto’s outer satellites by
Charon. Science (New York, N.Y.), v. 313, n. 5790, p. 1107-1109, 25 ago. 2006.

WEAVER, H. A. et al. The small satellites of Pluto as observed by New Horizons.
Science, v. 351, n. 6279, p. aae0030, 18 mar. 2016.

YOKOYAMA, T. Possible effects of secular resonances in Phobos and Triton.
Planetary and Space Science, v. 50, n. 1, p. 63-77, jan. 2002.

ZHARKOQV, V. N.; LEONTJEV, V. V.; KOZENKO, V. A. Models, figures, and
gravitational moments of the Galilean satellites of Jupiter and icy satellites of Saturn.
Icarus, v. 61, p. 92-100, 1 jan. 1985.



80

APENDICES

Apéndice A - Deducao da funcao perturbadora R;, como funcdo dos elementos
orbitais do satélite

Como explicado na Secao 3, a fungao perturbadora devido ao achatamento
R;: pode ser escrito da seguinte forma (KOZAI, 1959) :

2 2

nRyJ .
<R12>:4(1_—1ez)23/2(3COS21—1) (80)

Utilizando de relacdes da trigonometria esférica escrevemos a inclinacéao

relativa ao plano equatorial como funcdo da inclinagcdo relativa a um plano
fundamental arbitrario.

Das relacfes da trigonometria esférica:

~

cosi=—cos I cos(180—1 )+sin T sin(180—1I)cos(Q—Q) (81)

Simplificando os termos:

cosi=sin 1 sin I cos(Q—Q)+cos T cos I (82)

Onde Q e I ja foram definidos na Secdo 3. Calculando o quadrado da
expressao acima:

cos’i=sin’T sin’I cosZ(Q—§)+ cos’ I cos’I+2cos I cosIsin I sinI cos (Q—Ez) (83)
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E utilizando as seguinte relacdes:

~

):cos(Z(Q—Q))+1
2 (84)

sin 27=2cos Tsin7

cos’(Q—Q

Obtém-se;:

3coszi—1=%cos (2(9—5))sin2TsinzI+% sin’I'sin’T+3cos” I cos’ [+

. N (85)
+Esin2 Isin2Icos(Q—Q)—1
Usando também da seguinte relagéo trivial:
EsinZIsin27=§(1—coszf)(1—coszl)
2 2
3 .2 2¥_3 3 2. 3 o2%.3  ov 2 (86)
—sin” I sin I=——§cos I—Ecos I+§cos Icos’ I

Substituindo (86) em (85) e simplificando alguns termos obtemos a expressao
de R; como fungcdo dos elementos orbitais do corpo C2 relativo a um plano
fundamental e também outros parametros como a longitude e a inclinacdo do

equador neste mesmo sistema:

2 2
n-a 273 2% 2 2
R, )=——=|1—3cos  I+9cos I cos"I—3cos I+
Ry 8(1—e2)3’2l (87)

3sin’*T cos(29—2£~2)sin21+3 SiDZTCOS(Q—Q)SiDZI}

Basta agora usar as expressoes em (10) para escrever a funcao perturbadora

do achatamento inteiramente como funcdo dos elementos orbitais de C2 relativos ao
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sistema de referéncia arbitrario.

Apéndice B - Deducao da energia cinética de rotacao como funcao dos

angulos de Andoyer

A energia cinética de rotacdo € dada pela seguinte expresséo classica:

T=-G-Q==-Q-(I®Q) (88)

Onde I é otensor de inércia e Q o vetor velocidade angular, que na base do

sistema equatorial tomam a seguinte forma:

~
[
oo
oW o
Oo o

(89)

Q=Q f,+Q,f,+Q.f,

Deste modo o vetor momento angular G é facilmente obtido:

G=AQ,f+BQ,f,+CQf, (90)

Na base do sistema normal é escrito como:

G=Gn, (91)

Da definicdo dos angulos J e / observa-se que:
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G=GsinJsinlf,+GsinJcoslf,+GcosJ f, (92)

Igualando a expressédo (90) a (92) podemos reescrever a segunda equacgéo

de (89) como segue:

Gsin Jsinl Gsin J cosl GcosJ

E, usando novamente a definicdo de energia cinética obtém-se:

L2
= 94
*3C (94)

sin’l cos’l
A B

r=L(c-1?
2

Apéndice C - Cossenos diretores a;, bie ¢c; como funcdo de cossenos diretores

dos eixos principais de inércia relativos aos eixos inerciais

Seja um sistema de eixos ligado no corpo 1 (fi,f21,f31) com origem em seu
centro de massa O; e outro ligado no corpo 2 (fi,f2,f3;), com origem em seu centro
de massa O,. Os eixos estao orientados de forma a coincidir com 0s eixos principais

de inércia dos corpos 1 e 2 respectivamente.

Se (ai,bi,c1) sdo os cossenos diretores da linha O;0;, que une o0s centros de
massa dos corpos 1 e 2, relativos a base (fi,f21,f51), entdo o vetor com origem no

corpo 1, que aponta para o centro de massa do corpo 2 é:

r=rla, fu+b,futc,fl (95)

Seja agora (a;bzcz) 0s cossenos diretores da linha O,0; relativos a base
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(fi2,F22,f32), este mesmo vetor definido acima, na base de eixos fixos no corpo 2 tem a

seguinte forma:

r=rla,fiytbfate,fr (99)

Basta agora obter os cossenos diretores dos eixos (fiy,fo1,fs1) € (fiz,fz2,152)
relativos a um sistema fundamental (e, ez e3). O vetor r nesta Ultima base é definido

como segue:

r:(XZ_XI)el+<Y2_Yl)éZ+(Z2_Zl)e3 (97)

Onde (X1,Y1,Z1) € a posicdo do corpo 1 e (X, Y,Z;) a posicdo do corpo 2 em
relagdo a um sistema inercial arbitrario. Usando relagdes triviais de produto escalar e

ortogonalidade nas expressoées (95), (96) e (97) obtém-se as seguintes relagdes:

r-fAn:ralz(X2—X1)él-fA11+(Y2—Y1)éz-f11+(Zz—Z1)é3-fA11
r'f;1:rb1:(X2_X1)él'f;1+(Y2_Y1>éz'f21+(zz_z1>é3'f;1 (98)

r'fAslerl:(Xz_Xl)él’f;1+(Y2_Y1)éz'f31+(zz_z1)é3'f;1

r'flzzrazz(Xz_Xl)é1'fA12+(Y2_Y1)éz‘f12+(zz_Zl)és'fAlz
r'f;2:r b2:(Xz_Xl)él'f;2+(Y2_Y1)éz'fzz"'(zz_zl)é?.'f;z (99)

"'f;zzrczz(Xz_X1)é1'f;2+(Yz_Y1>é2'f32+(zz_z1>é3'f;2

Os produtos escalares das expressdes acima sdo 0s cossenos diretores dos
eixos principais de inércia relativos ao sistema fundamental. Estas expressdes ainda

podem ser reescritas na forma matricial:
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a, é\l'f:ll é\z'f:u é\s’f:u X,—X,

b, :F éfy €fyn € fyl|Y,—Y, (100)
Cur, él'fAsl é‘z'ffn é3'f31 Z,=2/.

a, 1 é1'fi12 A2'f:12 éa'fiu X,—X,

bz _F él'fzz Az'fzz é3'f22 Y,-Y, (101)
GJr, é\l'f);z Az'fA?.z eAa'fAsz 2,=Z, |,

Os subindices f;, f> e e presentes nas matrizes do lado esquerdo e do lado
direito das expressdes acima indicam a qual base estes vetores estao referidos: no
sistema de eixos ligados ao corpo 1, sistema de eixos ligado ao corpo 2 e sistema

inercial arbitrario, respectivamente.

A matriz definida por estes cossenos diretores (ejfi) (j=1,2 e 3, referente aos
eixos ortogonais dos eixos de referéncia e i=1,2 referente aos corpos 1 e 2) estdo
relacionando dois vetores em bases diferentes por meio de rotacdes nos eixos de

referéncia, ou seja, pode ser representado por uma matriz de rotacao.

No presente trabalho adotou-se os angulos de Andoyer como alternativa para

relacionar os sistemas de eixos fixos com o sistema de eixos inerciais.

Usando as definicbes das matrizes de rotacdo descritas no Anexo A e
inserindo o subindice auxiliar i que indica a qual sistema de eixos principais (do
corpo 1 ou do corpo 2) a rotacdo se refere, reescreve-se as relagdes (100) e (101)
da seguinte forma:

XZ_XI
b, :FT3<I1)T1(J1)T3(91)T1(K1)T3(h1) Y,-Y, (102)
Cl f1 ZZ_ZI e
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a, 1 Xz_X1
b, :?T3(12)T1<J2) T3(92) T1(K2) T3(hz) Y,-Y, (103)
C2 fz ZZ_ZI e

Por meios das relagcdes acima os cossenos diretores (a;bi,C;) € (azbaCz)

ficam inteiramente escritos como func¢do dos angulos de Andoyer.

Apéndice D - Deducdao da expressao (74) das componentes do momento

angular total do sistema Plutao-Caronte.

O momento angular total de um sistema de N particulas pode ser decomposto
na parte translacional e rotacional (LEMOS, 2007), a parte translacional refere-se ao
momento angular do centro de massa em relacdo a origem, enquanto que a parte
rotacional refere-se ao momento angular das N particulas em relacdo a seu centro

de massa.

Neste caso, ha dois conjuntos: um de N; particulas e outro de N; particulas. O
primeiro conjunto correspondente aos infinitésimos de massa que compdem 0 corpo

1, e 0 segundo aos infinitésimos de massa que comp&em o corpo 2.

Em suma, o momento angular total do sistema é a soma do momento angular
da translacdo dos corpos 1 e 2 e da rotagédo dos corpo 1 e 2 em relagdo a seus

respectivos centros de massa.

d d -> ->
L:RlxmlaRl+R2XmZER2+Il®Ql+12®92 (104)

Onde:

* Ry vetor posicao do corpo 1 relativo a um sistema fundamental (ey,e.,es).
* Ry vetor posicdo do corpo 2 relativo a um sistema fundamental (ey,ez,e3).

* (d/dt)R;: vetor velocidade do corpo 1 relativo a um sistema fundamental
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(e1,e2,€3).

* (d/dt)R,: vetor velocidade do corpo 2 relativo a um sistema fundamental

(e1,e2,€3).

* Q;: Vetor velocidade angular do corpo 1.
* €y Vetor velocidade angular do corpo 2.
» 1. Momento de inércia do corpo 1 diagonalizado na base equatorial.

* l,: Momento de inércia do corpo 2 diagonalizado na base equatorial.

Os primeiros dois termos da expresséo acima sdo 0os momentos angulares de
translacédo e os ultimos dois os momentos angulares de rotacdo dos corpos 1 e 2,

respectivamente.

Definamos agora o vetor posicédo relativa r e o vetor centro de massa Rcw:

r= Rz - R1 (105)

m1R1+m2R2:(ml+m2>RCM (106)

Resolvendo este sistema para R; e R::

(107)

Substituindo (107) e as derivadas primeiras no tempo da mesma em (104) e

fazendo as devidas simplificacdes:



88

+u rX%r +G,+G, (108)

d
L=M(RCM><ERCM

Onde M é a soma das massa m; e my, 4 a massa reduzida e os ultimos dois
termos sdo 0os momentos angulares de rotacéo escritos como funcdo dos vetores G;
e Gz.

Da terceira Lei de Newton e da definicdo de centro de massa:

m1R1+m2R2:O:(m1+m2>R"CM (109)

E integrando-se a expresséo acima:

R.,=A+BT (110)

Com A e B sendo vetores constantes, conclui-se que o centro de massa
destes dois corpos move-se com velocidade constante em relacdo ao sistema
inercial, sendo portanto um sistema inercial. Haja vista esta afirmacdo, toma-se o

centro de massa como a origem, simplificando (108).

Em coordenadas polares a derivada primeira de r pode ser escrito da

seguinte forma:

F=iF+rff (111)

O primeiro termo é a derivada primeira da distancia radial entre os corpos 1 e

2 e f € a anomalia verdadeira da 6rbita do corpo 2 em relacdo ao corpo 1.

Tomando o produto vetorial entre r e a derivada primeira no tempo de r:
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rxi=r’f(#xf) (112)

O produto escalar entre os versores r/r e f/f fornece um versor perpendicular
ao plano orbital do corpo 2. O termo que multiplica o versor resultante pode ser

expresso em funcao dos elementos orbitais e de parametros fisicos:

rf=VIc (m+m,)(1-¢°) (113)

Da 32 Lei de Kepler:

na’=vk*(m,+m,)a (114)

Usando (112), (113) e (114) em (108) tem-se:

L=una’V1—e*(#xf)+G,+G, (115)

Nos recordando do fato de que Rcm coincide com a origem do sistema inercial
arbitrario, que é paralelo ao sistema fundamental adotado (e,e.,es), com origem no

corpo 1.

A expressao acima precisa ser reescrita em termos das componentes do

sistema fundamental.

Primeiramente, sabemos que os sistemas (e;,e.,es) € (i,j,K), onde o segundo

€ aquele onde (i,j) é paralelo ao plano orbital, relacionam-se da seguinte forma:
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Figura 14. Sistema de eixos fixos e sistema do plano orbital

onde:

(116)

Tem-se que (a,8,y)e € o0 versor perpendicular ao plano orbital escrito no
sistema fundamental. Suas componentes sédo facilmente escritas em fungédo dos
angulos Q e I, uma vez que matrizes de rotagdo sdo ortonormais, deste modo, a

inversa é igual a transposta:

o 0
Bl =T(Q)T'(I)|0
Y/e 1/, .
o (117)
a sin Isin Q
| =|—sin I cos <
Y/e cos I

e

Resta-nos agora escrever os vetores G; e G, no sistema fundamental. Como
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esta demonstrado pela Figura 16 do Anexo A, as componentes destes sao escritas

por meio das seguintes relacdes:

G 0
Gy| =T5 (R)T,'(K))| 0
Giz e Gl n
(118)
G, sin K;sin A,
G, | =G;|—sinK;cosh,
G,le cos K, e

O sistema n; é o sistema normal auxiliar (referente ao corpo i) composto pelos
versores (n,N2i',Ns), onde Ny e ns coincidem com aqueles definidos pela Figura 16.

sendo ns; paralelo ao vetor momento angular do corpo i.

Por meio das expressdes (117) e (118) pode-se escrever as componentes de

(115) no sistema fundamental (e1,e2,€s).

szunaz\/l—e2sinIsinQ+Glsin K,sinh,+G,sin K,sinh,

L,=—u na’vV1—e’sin IcosQ+G,sin K, cosh, +G,sin K, cosh, (119)

L,=un a*\1—e*cos I+G,cosK,+G,cos K,



92

Apéndice E - Célculo da obliquidade

Nesta sec¢do calcula-se a obliquidade do corpo C1 em fun¢éo dos angulos de
Andoyer e dos elementos orbitais do corpo C3. Reitera-se que o corpo C1 realiza um
movimento orbital em torno de C3, o Sol.

Segue abaixo a figura que representa o problema:

Plano perpendicular
Plano Equatorial ao momento angular

Plano orhital Sol

Plano inercial

Figura 15. Interseccdo dos planos equatorial, perpendicular ao momento angular de
rotacdo, orbital do Sol e inercial na esfera unitaria.

Onde p, g e g s&o angulos auxiliares, T a inclinagéo do equador em relac&o ao
plano inercial, € a obliquidade de C1, enquanto que 0s outros sdo os ja definidos

elementos orbitais e os angulos de Andoyer.

Observa-se que as intersec¢gfes destes planos, na esfera unitaria, formam
quatro triangulos esféricos. A partir da figura acima, utilizando relacdes da

trigonometria esférica encontram-se as seguintes relacoes:

cos€=co0sJ coso—sinJsin o cos p (120)
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sinosing=sin(h—Q,)sin I, (121)
sinocosq= cosI_ —cosK coso
q=—lcosI | (122)
c0so=—cos K cos I ,+sin K sin I, cos(h—Q,) (123)
sin o cos p=sin o cos (g —q)=sino cosq cos g+sin singsin g (124)

Aplicam-se (121), (122) e (123) em (124) de modo a obter:

sinocosp:cosg[cos Q,sin K —cos K sinI,cos(h—Q,)+sin gsin I, sin(h—Q@)} (125)

Substituindo (123) e (125) em (120) obtém-se a expressédo do cosseno da

obliquidade:

cose=cosJ |—cos K cos I,+sin K sin, cos(h—Q,) |+ (126)
—sinJ cos g|cos Q, sin K —cos K sin I, cos(h— Qg )+singsin I, sin(h—Q,)]

Nota-se que o angulo g é de curto periodo, desta forma, justifica-se fazer uma

média em g e encontrar uma equacao secular para a obliquidade do corpo C1.:

cose~cos J | —cos K cos I ,+sin K sin, cos(h—Q, )| (127)

Sabe-se que a obliquidade estara sempre entre 0° e 180°, ou seja, encontra-

se no primeiro ou no segundo quadrante, de modo que pode ser calculada



94

diretamente aplicando a funcdo arco cosseno na expressédo (126), ou na expressao

(127) para a variacéo secular.

Apéndice F — Deducdo das equacdes de movimento

Sejam trés corpos providos de massas m; m, e ms, de dimensdes N; N> e N3
(1=sN1,N2,N3<3) e um sistema inercial arbitrario O, as equacdes que definem o

movimento do centro de massa de cada um dos corpos em relagéo a origem séo:

d’R

F, = mlTZI = V,Uu+V,U,,
&R

F, = m2722 = V2U+V2U23 (128)
d’R

Foo=om dt23 = V3<U13+U23>

Definamos:

* F;: Forca gravitacional exercida no corpo 1.

* F2: Forga gravitacional exercida no corpo 2.

* F3: Forga gravitacional exercida no corpo 3.

» U: Energia potencial gravitacional matua dos corpos 1 e 2.

» Uz Energia potencial gravitacional mutua dos corpos 1 e 3.
* Uz Energia potencial gravitacional mutua dos corpos 2 e 3.

* Ry Vetor posicdo do centro de massa do corpo 1 em relagdo ao sistema

inercial arbitrario.

* R, Vetor posicdo do centro de massa do corpo 2 em relacdo ao sistema

inercial arbitrario.
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* Rj3: Vetor posicdo do centro de massa do corpo 3 em relagdo ao sistema

inercial arbitrario.

O operador gradiente com subindice i tem a seguinte forma:

V= @aXi él+ aaYi éz"' ﬁazi és (129)

Onde (e eze3) sao os versores do sistema inercial arbitrario e (X,Y;,Z) as

componentes do vetor que localiza o corpo i (i=1,2 ou 3) neste sistema.

Em um sistema fisico que o corpo 1 é um planeta (ou um planeta-ando), o

corpo 2 um satélite e o corpo 3 uma estrela (ex: o Sol), é conveniente trabalharmos

com as seguintes variaveis:

r =(X,Y,z) = R,—R,
130
ro = (XO’Y®!Z®> = R3_R1 ( )
Deste modo, reescrevemos as equacdes do movimento:
ﬁ—iv U- LV U+LV,U,-~V,U (131)
dt2 mz 2 m1 1 m2 2723 m1 1+~13
d’ro_ 1 1
dtze:EV3(U13+U23)_EV1(U+U13) (132)

Note que agora o sistema de coordenadas ndo € mais um sistema inercial.
Deste modo as equacgbes de movimento serdo reescritas de modo que a derivada
segunda no tempo do vetor posi¢do do satélite, relativo ao planeta, esteja em funcao

de um Unico potencial, que vira a ser definido.
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Em (131) temos a equacdo do movimento do satélite em relacdo ao planeta,
enquanto que em (132) temos a equacdao do movimento da estrela (ex: Sol) em

relacdo ao planeta.

No primeiro caso, considera-se um sistema com trés corpos, onde o planeta é
um esferoide com simetria de rotacdo (A=B), de densidade homogénea, e o satélite
e 0 Sol sdo massas puntuais. Deste modo, as energias potenciais gravitacionais
destas interacbes gravitacionais possuem a seguinte forma (BROUWER,;
CLEMENCE, 1961):

k2m1m2 B, .
U= 1+, — P,(sin¢) (133)
r i=1 I
k2m1m3 - Bi .
Uis= 1 Z _iPi(Sln q)@) (134)
r@ i=1 r@
k*m,m
2113
= 135
*" o] )

Onde P; sdo os polinbmios de Legendre e ¢; a latitude do corpo i (i=2 ou 3)

em um sistema de coordenadas fixo no equador do planeta.

Para a interacdo Planeta-Satélite consideramos termos de até segunda
ordem de (133) e para a interagdo Planeta-Sol (134) apenas termos de ordem zero,
de modo que a energia potencial assume a mesma forma que em (135). Veja que
para 0 caso em estudo, Plutdo-Caronte e Sol, rro < 1, o que justifica tal

simplificagéo.

A energia potencial U toma a seguinte forma:
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U= (136)

kzmlm2 3k°m m2R J (1 3.
2 2

r 2r’ 2729

Basta agora reescrever os gradientes V; e V, como funcdo do gradiente
correspondente a nova coordenada para simplificar as equacdes. Em BROUWER &
CLEMENCE (1961) fica evidente que a energia potencial gravitacional mutua do par
corpo finito/massa puntual é funcéo da distancia relativa entre o centro de massa do
corpo finito e a massa puntual e também da atitude do corpo finito. As mesmas
consideragOes valem para o caso do par corpo finito-corpo finito, salvo que tal

energia potencial depende obviamente também da atitude do segundo corpo.

Vale explicitar a seguinte dependéncia da energia potencial U nas

coordenadas antigas e novas:

U=U(R,—R,)=U(r) (137)

O que nos permite fazer as seguintes correspondéncias:

V.u=-VU 138
V., U=+VU (138)
Fazendo as devidas simplificacbes em (131) obtém-se:
d’r__ kz(m1+m2)r+v 3K (m,+my)R°J, (1 3 3o+
de’ r’ 2r° 2 2
( ) (139)
re—r) r
k2m3 e e
Iro—r

Escrevendo o ultimo termo em funcdo de um potencial:
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dzr:_l<2(m1+m2)r+V 3k2(m1+m2)RZJ2 l—ésinzq) .
dt’ r 2r’ 2 2
(140)
m 1 rre
re=rll 72
De outro modo:
2 K (m,+
d'r __K(m, mZ)r+V(RJZ+R®) (141)

O dltimo termo de (140) e (141) representam a perturbagdo solar no
movimento orbital do satélite em torno do planeta. Como neste caso r/ro < 1, pode-

se reescrever este ultimo termo da seguinte forma (BROUWER; CLEMENCE, 1961):

Kmy|r’[ 1.3 [ 3.5
R,= el —|—=+=cosS |+—|— =+=cos"S |+...
°ore |F2l 202 r2lo22 (142)
Retendo apenas os termos de 22 ordem obtém-se:
k*m 13
R®:—3®r2 — §+E cosS (143)
rO

Assim, todas as equacfes do movimento para o caso Plutdo-Caronte e Sol
foram definidas. Note que as equacdes para 0 movimento relativo do Sol ndo foram
desenvolvidas, uma vez que nao sao utilizadas neste trabalho. O movimento
heliocéntrico do planeta-ando (no caso Plutdo) sdo obtidas diretamente das
equacdes seculares de DOBROVOLSKIS et al., (1997).
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Na secdo 4, o sistema fisico consiste de dois corpos finitos providos de
massas m; e m,, onde m; é o primario (ex: Plutdo) e m, o satélite (ex: Caronte).
Ambos sdo considerados corpos finitos (ex: esferoide de momentos de inércia
A<B<C) e de densidade homogénea. O binério estd também submetido as forcas de
mare, assim o corpo 1 é perturbado pela maré que levanta no corpo 2, e o corpo 2 é
perturbado pela maré que levanta no corpo 1. Da terceira Lei de Newton, existe
também uma forca no corpo 1/corpo 2, devido a maré levantada neste pelo corpo

2/corpo 1.

As equacgdes do movimento tomam a forma:

d°R

Fl:ml dt21:v1U+(F12_F21)

5 (144)
d°R,

F,=m, a2 :V2U+(F21_F1z)

Onde F;, é a forca no corpo 1 devido a maré que o mesmo levanta no corpo
2, F>; a forca no corpo 2 devido a maré que o mesmo levanta no corpo 1 (CHENG;
LEE; PEALE, 2014; MIGNARD, 1980).

Expandindo a energia potencial gravitacional U em polinémios de Legendre e
retendo até os termos de 22 ordem (BROUWER; CLEMENCE, 1961):

Kmm, k'm,[1 3 2 2 2

= E(A1+B1+C1)—E(Alal+Blb1+Clcl)+

Km 1 (145)
ml

i E<A2+Bz+cz)_%(Aza§+Bzbg"'CzC%)

Onde A;,B; e C; sdo os momentos principais de inércia do corpo i e (a;,bs,c;) e
(az,bz,c5) 0s cossenos diretores da linha que une os centros de massa dos corpos 1

e 2 em relacdo aos seus respectivos eixos principais de inércia.

As mesmas consideracbes expressas em (137) e (138) valem para U de
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modo que as equacgOes de movimento (144) podem ser reescritas em fungédo do

vetor r e suas componentes:

2
d r_ m1+m2VU+m1+m2

2
dt mpm, m;my

(F21_F12) (146)

ANEXO A - VARIAVEIS DE ANDOYER

As variaveis de Andoyer sdo um conjunto de variaveis canbnicas. Por
intermédio delas relaciona-se um sistema modvel, no equador de um corpo, a um

sistema fundamental.

E formado por dois conjuntos de angulos de Euler: (h,K,g) e (g,J,/). O primeiro
conjunto relaciona o sistema normal ao fundamental, enquanto que o segundo
relaciona o sistema equatorial ao sistema normal (NOYELLES; LEMAITRE; VIENNE,
2008).

equatorial plane

plane penpendicular
to angular momentum

inertial plane
€,
Figura 16. Angulos de Andoyer (HENRARD, 2005).

As variaveis candnicas sao formadas pelos angulos (1,9,h) e seus respectivos
momentos conjugados sao (L,G,H). O momento conjugado L € o modulo da projecao
do momento angular de rotagédo G do corpo sobre o eixo ns, portanto L = G cos J. O
terceiro, H, € o médulo da projecéo de G sobre o eixo e;, assim, H = G cos K.
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O sistema (f,f,f;) relaciona-se com o fundamental (e;e.e;) através das
seguintes relacoes:

X X
y| =TT, (J)T4(g)T,(K)T4(h)| ¥ (147)
Z|¢ VA .

As matrizes de rotacdo tém a seguinte forma:

cosh sinh 0 1 0 0
T,(h)=|—sinh cosh 0| T,(K)=|0 cosK sinK
0 0 1 |0 —sinK cosK)|
cosg sing O 1 0 0
T,(g)= —sing cosg 0 T,(J)={0 cosJ sinJ (148)
0 0 1 10 —sinK cosK|

cosl sinl 0
T3(l): —sinl cosl 0
0 0 1



