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Resumo

Estimar os estados de um sistema é um problema que a cada dia assume maior
importancia devido ao grande interesse por conhecer com exatidao os resultados dados
pelos sistemas dinamicos em qualquer tempo. Principalmente nos casos onde o sistema
& estocastico, o problema da estimacdo apresenta uma maior complexidade. E nesse
contexto que os estudos que Kalman realizou no século XX, sobre a estimacao de
sistemas dinamicos estocésticos, ganharam maior relevancia. O filtro de Kalman foi o
principal resultado desses estudos, pela eficicia demonstrada dentro desse campo de
estudo. Este trabalho tem como eixo principal o filtro de Kalman e sua aplicacao tendo
importancia como o melhor estimador para os estados de sistemas dinamicos lineares

estocasticos em tempo discreto.

Palavras-chave: Sistemas dinamicos, Processos estocéasticos, Estimacao, Filtro de

Kalman.



Abstract

Estimating the states of a system is a problem of great importance due to interest
in knowing exactly the results given by dynamic systems at any time. Moreover, if
the system is stochastic, what causes the estimation problem to have complexity. In
this context, Kalman studies in the previous century on the estimation of stochastic
dynamical systems, whose result is the filter, which, due to its efficiency, is the most
used in this field. In this work the main focus is the Kalman filter and its application
having in view its importance as the best estimator for the states of linear dynamic

stochastic systems of discrete time.

Keywords: Dynamical systems, stochastic processes, estimation, Kalman Filter.
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1 Introducao

O algoritmo de Kalman constitui o principal método para estimar os estados dos
sistemas dinamicos representados em forma de espaco de estados (State-Space),que
pode ser aplicado por exemplo na robdtica, no processamento digital de sinais, nas
comunicagoes, entre outros. O filtro tem a sua origem no documento de Kalman,
(1960), [1] que descreve uma solugao recursiva para o problema de filtragem linear de
dados discretos. A Abordagem de Kalman estava dentro de um contexto mais amplo de
modelos de espaco de estados, onde a énfase era o estimador por minimos quadrados
recursivos. O grande progresso observado no uso desse método ocorreu devido aos
avangos tecnologicos na computagao digital. O filtro de Kalman (daqui em diante
citado como FK), é objeto de estudo de extenso nimero de pesquisas e aplicagoes, em
particular na area de navegagao autonoma e assistida em misseis de rastreamento, em
economia, além de outras.

O filtro de Kalman é um conjunto de equacoes matematicas que fornecem uma
solucao recursiva eficiente aplicando o método dos minimos quadrados. Esta solucao
permite calcular o melhor estimador linear, nao viciado do estado de um processo em
cada ponto no tempo com base nas informagoes disponivéis até o periodo anterior, [2].

A notacao de espaco de estados é essencialmente uma forma conveniente para a
estimativa de modelos estocasticos onde os erros sao assumidos na medicao do sistema,
permitindo o gerenciamento para lidar com uma vasta gama de modelos. Aplicagoes
particulares usam componentes e parametros que mudam ao longo do tempo e nao
sao observaveis. As aplicacdes do desenvolvimento e principios do filtro de Kalman
ocorreram durante a Guerra Fria entre a Uniao Soviética e a Organizacao do Tratado
do Atlantico Norte e América do Norte, ja que nos anos da década de 1950 os soviéticos
lancaram o primeiro satélite artificial e o primeiro voo espacial tripulado. Este fato
conduziu a um aumento no investimento na area aeroespacial nos Estados Unidos.
Durante o periodo de progressos tecnolégicos que permitiram a chegada do homem
a lua, foi observado que existiam problemas relacionados ao dados provenientes de
diferentes calculos de trajetorias de voos. Na década de 1960, Kalman foi convidado
como orador para explicar seu algoritmo aos engenheiros da NASA que trabalhavam no
projeto chamado Apollo 11. O uso do FK foi uma ferramenta determinante no sucesso
da missao em 1969, [3].

10
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O filtro de Kalman ¢ a ferramenta mais usada para estimar os estados de um
sistema dinamico estocastico,[4]. Este possui trés formas: a)filtro de Kalman para
sistemas linerares, b) o filtro de Kalman Estendido EFK(do inglés, FExtended Filter
Kalman), para sistemas nao lineares e c¢) o filtro de Kalman unscented UFK(do inglés,
Unscented Filter Kalman) para sistemas mais complexos.

O primeiro tipo de FK procura a melhor estimacao do estado a partir dos estados
anteriores, considerando os sistemas lineares, [4]. Ja o segundo tipo de FK, o estendido,
trata-se de uma variacao do filtro de Kalman para resolver o problema da estimativa
do estado quando o modelo é possivelmente nao linear. Para isso o EKF aproxima a
distribuicao de probabilidade real do estado X em cada instante, o EKF é, entao, uma
forma de obter aproximagoes de primeira ordem dos termos 6timos, [5].

O terceiro tipo de FK, o unscented, é o resultado da aplicacao da transformacao
unscented no FK. A transformacao unscented é um método usado para calcular os pri-
meiros momentos da funcao de distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatoria
Y = f(X) resultante da aplicagdo de uma transformacdo nao linear f a uma variavel
aleatoria X,[5].

Na atualidade, existem muitos casos onde o FK é usado em qualquer de suas trés

formas. Eles podem-se agrupar em seis categorias:

e Robotica, telecomunicagoes e processamento de sinal digital.

No caso do processamento de sinal digital, Mateos em 2007), [6], apresentou
um trabalho em reconhecimento facial usando cameras digitais. O objetivo foi
melhorar as imagens gravadas pelas cameras e as posicoes esperadas dos rostos
em cada nova imagem na seqiiéncia. Isto é, uma estimativa baseada nas posicoes
e velocidades de instantes anteriores. O método de predicao usado foi o filtro de

Kalman, obtendo uma melhora de 30% em rela¢do & imagem e cor.

Enquanto na robotica, Alezones em 2016, |7], e Maia et al.em 2010, |8], usaram
o FK com robds mobveis, tomando o sinal de informagao a partir do ambiente, a
predicao refere-se ao caminho correto que deve tomar o rob6. A mehlora atingida

foi de 10% no primeiro trabalho e 30% no segundo.

Também, Font e Batle em 2006, [9], apresentaram um método alternativo para
resolver o problema de posicionamento dinamico de um rob6. Considera um
posicionamento tipico utilizando medidas de angulo reto entre um ponto do robo
e o ambiente conhecido, obtidos por um "scanner"a laser rotativo. A partir destas
medigoes, os algoritmos de triangulacao determinam a posicao e orientacao do
robo moével. A partir dos resultados, a utilizacao do filtro de Kalman diminuiu
o valor absoluto de erro da lateral média de 5 milimetros a 3 milimetros, o que

representou uma reducio de 40%.

Outra aplicagao foi desenvolvida por Sabatini em 2011, [10], para melhorar os

modelos de sensores em 2D e 3D, que mediam sinais do corpo, como pressao,
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temperatura, entre outros. Com a aplicacao do EFK a exatidao aumentou em
40%.

Em telecomunicacoes, Castaneda et al. em 2013, [11], encontraram que o filtro
de Kalman é uma aplicacao ideal para a eliminagao de ruido e que remove seleti-
vamente sinais indesejados e permite o acesso direto a informacao encontrada no
sinal. Isto é conseguido com base nas descrigoes de probabilidade e utilizando os

modelos de espaco de estados, assim conduzindo a eliminacao das perturbacoes.

GPS e rastreamento para rotas de transporte.

E importante destacar que o primeiro Sistema de Posicionamento Global (GPS),
foi posto em servico em 1993 pelo Departamento da Defesa dos Estados Unidos
da Ameérica. A filtragem de Kalman desempenhou um papel critico no desenvol-
vimento do GPS, o que tem sido descrito como "um enorme filtro de Kalman".
Este filtro de Kalman considera um vetor de estado do sistema geral, incluindo as
trajetorias dos 24 satélites, as taxas de deriva e fases de todo o sistema de relogios,
centenas de parametros relacionados as variavéis atmosféricas e ao atraso de pro-
pagacgao, como uma funcao de tempo e de localizagao. O GPS utiliza receptores
de precisao em todo o mundo como sensores para estimar essas variaveis. Além
disso, cada receptor usa um FK para estimar a sua propria posicao e velocidade

para sincronizar o relogio do receptor com o tempo do GPS,[3].

Também, Gurgel em 2015, [12], usou o FK na estimacao de tempos de chegada de
onibus urbano considerando que esta predicao depende de uma série de fatores,
por exemplo, atrasos em cruzamento de ruas sinalizadas, ntimero de passageiros
em pontos de parada etc. Estes fatores aumentam significativamente o nivel
das incertezas associadas ao processo e & medicao. Com a implementacao, os
resultados foram satisfatorios quanto a predicao dos tempos de chegada, obtendo
erro percentual médio menor que 3%. Hager e Betaille em 2012, [13], aplicaram
o UFK para estimar o tempo da viagem da rede urbana. Com a aplicacao do

UFK as estimativas melhoraram em 20%.

O congestionamento nas redes rodoviarias ¢ uma das principais questoes a se-
rem abordadas pelos sistemas de gestao de trafego de hoje. A automatizacao
combinada com a crescente penetragao no mercado da comunicagao em linha,
navegacao e sistemas avancados de assisténcia ao condutor resultara em sistemas
de auto-estradas inteligentes (em inglés IVHS) que distribuem inteligéncia entre
infraestruturas rodoviarias e veiculos, segundo Rios em 2016, [14], e Baskar et
al. em 2016, [15], 0 EFK e o UFK, sdo usados na programacao destes sistemas

inteligentes.

Outra aplicacdo foi a desenvolvida por Bianco em 2013, [16], na qual se imple-

mentou o FK para suavizar as trajetorias de geolocalizacao, conseguindo reduzir
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o erro nas medidas feitas com dispotivos movéis como os celulares e "tablets"em

30%.

Sensores industriais e os filtros de particulas.

As aplicagoes nesta area estao concentradas em melhorar a exatidao dos sistemas
industriais, os quais usam sensores para conhecer caracteristicas do processo de
fabricagdo. Um exemplo é o trabalho de Pavkovic, Deur e Lisac de 2011, [17],
que apresentam um EFK para uma industria de tecidos, melhorando o processo

e baixando os custos de producao.

Dowi e Hanza em 2014, [18], aplicaram um UFK para obter maior exatidao nas

estimativas de redes elétricas, atingindo uma melhora de 40%.

Einike em 2012, [19], usou um FK para desenvolver um sistema de filtragem para
particulas de poeira mais eficiente, e assim evitar o dano de aparelhos expostos a
condicoes climaticas extremas. O resultado da aplicacao do FK foi um aumento
da vida util dos aparelhos em 35%.

Medicina.

Na medicina os trabalhos estao relacionado com as medidas feitas por aparelhos
que medem certos processos do corpo humano. Como é o caso do trabalho de
Samuel de 2015, [20], que a partir da forma como reage a pupila com determinados
estimulos, tenta estimar a probabilidade de que uma pessoa sofra uma doenca
mental como a esquizofrenia. A dilatacao da pupila é medida com um aparelho
e o uso do EFK neste caso, foi corrigir algumas diferencas dadas pelo aparelho e

o modelo matemético para esta pesquisa. A melhora foi de 25%.

Outro caso foi o trabalho de Sanchez de 2008, [21], que usou o FK para filtrar os
sinais biomedicos usados para estimar problemas de sono. Aplicando o algoritmo

do FK os resultados tiveram uma exatidao de 90%.

Climatologia e hidrologia.

No México foi usado para a previsao do clima em tempo real. O problema que
motivou a aplicacao do FK é que o México é classificado como um dos 30 paises
do mundo mais expostos a trés ou mais tipos de riscos naturais, especialmente
por aumento do niveis de chuva que incide proporcionalmente na hidrografia. O
objetivo consistiu em aplicar o FK para determinar um alerta contra eventos
climéticos extremos obtendo como resultados um sistema altamente confidvel na

previsao com um erro minimo, [2].

Na Colombia, foi usado na previsao da temperatura de vérias cidades. Estas
eram tomadas em uma base climatica durante os meses de maio a outubro. Ao

aplicar o FK se conseguiu aumentar a confiablidade da previsao da temperatura,
[22].
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Em Portugal foi usado para fazer um estudo comparativo entre as observacoes
de temperatura do ar a 2 metros de altura, em quatro estacoes sinoticas portu-
guesas e as suas respectivas previsoes, feitas pelo modelo de previsao numérica
do tempo do European Centre for Medium-Range Weather Forecasts (ECMWF).
Mostrou-se que existem erros sistematicos nas previsoes do modelo, que variam
conforme a hora do dia, a estacao do ano e de local para local. Desta forma,
foi desenvolvido um FK para corrigir as previsoes feitas pelo modelo do centro
europeu para as cidades de Lisboa, Porto, Coimbra e Guarda. Entre as vantagens
do Filtro de Kalman, quando comparado com outras técnicas estatisticas, esta o
fato deste poder atualizar recursivamente os parametros, permitindo adaptar-se
as alteragoes feitas no modelo de previsao numérica de tempo e também a dife-
rentes situacoes meteorologicas que podem variar significativamente ao longo do
ano, [23].

e Economia

Na economia, a maior parte dos trabalhos que usam o FK tem como principal
objetivo calcular as estimativas do PIB, inflacao, entre outros temas relacionados.
Neste tipo de aplicagao, a principal carateristica é que os trabalhos sao feitos em
séries temporais, especialmente feito por Bancos Centrais como é mostrado por
Ramirez em 2003, [24]. Também ele é aplicado para o estudo da evolugdo de

moedas locais como apresentou Millan em 2004, [25].

Os paragrafos anteriores mostram como é aplicado o FK e o seu uso frequente.

O tema do FK foi escolhido pela possibilidade de incluir o estudo teérico dos siste-
mas dinamicos assim como a aplicacao de técnicas de estimacao nesse contexto. Isso
podera ampliar as perspectivas de trabalhos futuros de pesquisa em diversas areas de
aplicagao, uma vez que a abordagem dos problemas de controle, considerando mode-
los estocasticos tem sido utilizada cada vez mais em problemas das &reas financeira,
economica, eletronica, informética, telecomunicacoes entre outros.

O primero objetivo do trabalho é estudar a teoria de sistemas dinamicos determi-
nisticos e estocasticos e o método de filtro de Kalman. O segundo objetivo é aplicar
essa técnica de estimacao a dados simulados e, se possivel, a um conjunto de dados
reais.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma: Apresentamos no capitulo 1
uma introducao, no capitulo 2 os conceitos de processos estocasticos e sistemas dina-
micos, em seguida no capitulo 3 tratamos sobre os fundamentos do FK em sua forma
discreta. No capitulo 4 apresentamos o FK como o melhor estimador linear nao viciado.
Finalmente no capitulo 5 se faz um analise de 2 exemplos de aplicacoes: a primeira,
que estuda o movimento balistico e a filtragem da posicao a partir do registro digital
gravado por uma camera. A segunda, é sobre um tanque de agua en dos situacoes,

uma com o nivel da 4gua contaste e a outra com o nivel da dgua aumentando a uma
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taxa constante. Também neste capitulo se mostram as conclusées do trabalho e as

propostas futuras.



2 Processos estocasticos e Sistemas

Dinamicos

Na natureza podem-se encontrar dois tipos de fendmenos, os deterministicos e os
estocésticos. Os fendémenos observados ou experimentos realizados sempre nas mesmas
condicoes e que apresentam os mesmos resultados, sao ditos deterministicos. Caso
contrario, trata-se de fendomenos ou experimentos estocasticos.

O trabalho aqui apresentado esta dentro da area da estimagao de processos esto-
castico, mas, para poder comprender con exatidao como sao os processos estocasticos
¢ importante destacar alguns conceitos que determinan as suas carateristicas aleato-
rias. Nesta secao é apresentado um conjunto de definicoes que servem de iniciacao do
trabalho e que ajudaram na articulacao dos elementos conceituais que se encontram

nesta dissertacao.

Defini¢ao 2.1. O espaco amostral () é o conjunto formado por todos os resultados

possiveis de um experimento ou fendémeno aleatorio.

Definicao 2.2. Uma varidvel aleatdria (v.a.) é uma func¢ao que atribui um valor nu-
meérico a cada resultado individual de uma experiéncia aleatoria. Isto €, X : Q) — R.
Uma quantidade X, associada a cada possivel resultado do espago amostral, é denomi-
nada de varidvel aleatoria discreta, se assume valores num conjunto enumerdvel, com
certa probabilidade. Por oulro lado, serd denominada varidvel aleatoria continua, se
seu conjunto de valores € qualquer intervalo dos numeros reais, o que é um conjunto

nao enumerdvel.

Definicao 2.3. Uma familia de varidveis aleatorias indezadas emt € T, {X(t),t € T}

¢ chamada de processo estocdstico. Para cada t € T, X(t) € uma varidvel aletoria.

Definicao 2.4. O espaco de estados de um processo estocastico (E) é o conjunto de

todos o0s possiveis valores que as varidveis X (t) podem assumir.

Definicao 2.5. Cada um dos valores mencionados na defini¢cao anterior € chamado de
estado do processo. Por exemplo: Se X (t) = n, dizemos que o processo estd no estado

n, no tempo t.

16



Realizacao de um processo 17

Os processos sao classificados de acordo com o seu conjunto de indices e pelo seu
espaco de estados:

- Processo a parametro discreto: Se K = {£0,+1,42,...} e denotamos por
{Xi, k € K}.

- Processo a parametro continuo: Se T'={t: —co <t <ocfouT ={t:t >0} e
denotamos por {X(t), —oo <t < oo} ou {X(¢),t > 0}.

- O espaco de estados é classificado como discreto se ele é finito ou infinito enume-
rével e classificado como continuo se consiste de um intervalo de ntmeros
reais,[26].

2.1 Realizacao de um processo

Um processo estocastico ¢ definido em um espacgo amostral €2, tal que para w € 2

existe uma colecio {X (¢)®) ¢ € T} denominada de realizacio de X em w.
- X(t)@) w € Q, é uma variavel aleatoria.

- X(t)@) t € T é uma realizacdo do processo.

08l

06

04

02

X

Figura 2.1: Realizagoes de um processo estocéstico
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2.2 Caracterizacao de um Processo Estocastico

Para um melhor entendimento dos conceitos apresentados a seguir definimos:

Definicao 2.6. Dizemos que f(x) é uma fung¢do continua de probablidade ou fun¢ao
densidade de probabilidade para uma varidvel aledtoria continua X, se satisfaz duas

condicoes:
i) f(z) > 0,Vz € (—00,0);

ii) A drea definida por f(x) é igual a 1, [27].

b
Tal que Pla < X < b) = / f(z)dz; é a probabilidade que indica a area sob a

fungao f definida pelo intervalo [a, b].

Definicao 2.7. Funcao de distribucao de probabilidade acumulada,
F(z)=P(X <1z) = / f(z)dz, sendo X uma v.a. continua.

Definigao 2.8. Seja X uma varidvel aleatéria. O wvalor E[(X — b)¥], se existe, é

chamado k-ésimo momento de X en torno de b, para be R,k =1,2,3,---.

o

EIX -0 = [ @ b)xapdo (2.)

O k-ésimo momento de X en torno de zero, E(X)*, é chamado simplesmente de
k-ésimo momento de X ou momento de ordem k de X.

Se X € integrdvel, entdo o k-ésimo momento em torno da média, E[X — E(X)]*,
se chama k-ésimo momento central de X.

O primeiro momento € a esperanca de X e o primeiro momento central € nulo:

E[X — E(X)] =0. O sequndo momento central é chamado de varincia de X, [28]:

Var(X) = E[X — E(X)]? = EX* = 2XE(X) + [E(X)]* =
= B(X?) — 2B(X)E(X) + [B(X)] =
= E(X?) - [E(X)7].

Definicao 2.9. Uma medida da dependéncia linear entre 2 varidveis aleatorias X eY

€ dada pela covaridncia:
Cov(X,Y) = oxy = E[(X — ux)(Y = py)].

Em palavras, a covaridncia é o valor esperado do produto dos desvios de cada varidvel

em relagao & sua média, [27].
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Um processo estocastico é descrito probabilisticamente por uma distribugao de pro-

babilidade conjunta:
F(xy, -+ ,x,) =P [X(tl)(“) < 14, ...,X(tn)(‘“) < xn}

para qualquer t; € T,i--- ,n, [29].

Quando X () ¢ um processo com espaco de estados continuo e F [X(t)(“’)} é
absolutamente continua, entao a definicado do processo estocéstico pode ser feita em
relacao a funcao densidade de probabilidade conjunta:

- _O"F(x1, ..., )
Ixwy = flxr, ., xn) = 0x1,...,0T,

Neste caso ele é chamado processo estocastico invariante de primeira ordem.

2.3 Valor esperado e variancia de X(t) continuo

BIXOI= [ afvo@ds = wr e B

VIX@) = [ @ fxole)ds
A condigdo para que E[X(t)] = p (constante) é:

fX(t)(x) = fX(t+r)($),75 eR,7€eR

A condicao para que a variancia seja constante é que u seja constante e que fx ) seja

invariante no tempo.
2.4 Covariancia
A covariancia de um processo estocastico é dada por:
Cov [X(t),X(t+71)] =

/ / (w1 — p) (w2 — :u)fX(t)X(tJrT)(xla To)drids.

A condigdo para que a covariancia entre X(¢) e X(¢t + 7) dependa apenas de T é
que a conjunta fy x4 (-, ) seja invariante no tempo, [30]. Quando a covariancia é

constante o processo estocastico ¢ dito invariante de segunda ordem.
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Exemplo 2.1. Processo de Wiener. Um exemplo de processo estocastico a estado
e parametro continuos é o movimento Browniano, também conhecido como processo

de Wiener.

4 No processo de Wiener a distribu¢ao de probabilidade de X (s) — X (¢),s < t; t,
s € T, é¢ normal com valor esperado E{X(s) — X (t)} = 0 e variancia V{X(s) —
X(t)}=s—t.

¢ Esse processo é muito usado em varias areas:
— Na fisica, em modelagem estocéastica da posi¢ao de uma particula imersa em
um fluido;

— Em economia, para descrever a variacao de séries financeiras;

— Em ecologia, para descrever a variacao no tamanho de uma populacao ani-

mal.

2.5 Definicoes adicionais

Defini¢ao 2.10. Sejam { Xy, k € K} um processo estocdstico discreto e
Kk = E[Xk]a

Ops = B [(Xp — ) (X — p15)]

seu valor esperado e sua covariancia. Se diz que { Xy, k € K} € estaciondrio, se jy, = p

para todo k e oy depende somente de | k — s |.
Neste trabalho temos interesse em processos estacionarios.

Definicao 2.11. Um processo estocdstico { Xy}, k € K nao estd serialmente correla-
cionado se ops = 0 para todo t > s > 0. De outra maneira se diz que o processo estd

serialmente correlacionado.

Definigao 2.12. Se { Xy, k € K} seque a mesma distribugao para todo k, dizemos que
0 processo € identicamente distribuido e se denota por I1D; além disso, se { Xy, k € K}
nao estd serialmente correlacionado, entao dizemos que € independente e identicamente
distribuido, denotado por I1D.

Defini¢ao 2.13. Seja { Xy, k € K} um processo estocdstico IID normalmente e que
satisfaz

E[X}] = 0 para todo k,

E[X}] = o para todo k.
Diz-se, entao, que trata-se de um processo de ruido branco. Se a distribu¢ao nao é

normal, dizemos que trata-se de um processo de ruido,[30)].
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2.6 Sistemas Dinamicos

Entende-se um sistema como a combinacao de elementos que trabalham juntos para
atingir uma meta especifica. Pode-se afirmar que um sistema ¢ dito dinamico. se muda
ao longo do tempo e é possivel estabelecer que os sistemas dindmicos servem para
entender como evoluem os processos da natureza. A seguir apresenta-se a classificacao

dos modelos de sistemas dinamicos:

Definicao 2.14. Sistemas a tempo discreto e sistemas a tempo continuo. Modelos
em tempo discreto descrevem a relagcao entre entradas e saidas em pontos de tempo
discreto. Assume-se que esses pontos sejam equidistantes e o tempo entre dois pon-
tos consecutivos seja usado como unidade de tempo. Nos modelos a tempo continuo,
tem-se que o indice que indica o tempo € continuo, ou seja € dado em intervalos dos
numeros reais. Normalmente, os modelos a tempo discreto sao descritos por equacoes
de diferenca, ao passo que os modelos a tempo continuo sao descritos por equacoes
diferenciais.

Definicao 2.15. Sistemas deterministicos e sistemas estocdsticos. Em um modelo
deterministico a saida pode ser calculada de forma exata tao logo se conhega o sinal de
entrada e as condicoes iniciais. Em constraste, wm modelo estocdstico contém termos
aleatorios ou perturbagoes que tornam impossivel um cdlculo exato da saida. O modelo
deterministico engloba apenas o processo, enquanto que o modelo estocdstico considera

também os ruidos.

Definigao 2.16. Sistemas SISO e MIMO. Modelos SISO ("Single input,single output”)
se referem a processos nos quais € feita a descricao da influéncia de uma entrada sobre
uma saida. Quanto tem-se mais varidveis de entrada e saida envolvidas trata-se de um
modelo MIMO ("Multiple input, multiple output”).

Definicao 2.17. Sistemas lineares e sistemas nao lineares. Um modelo € linear se
a(s) saida(s) depende(m) linearmente da(s) entrada(s) e possiveis perturbagdes, caso
contrdrio ele € nao linear. Os modelos sao lineares se as varidveis dependentes ou suas

derivadas aparecem apenas no primeiro grau.

Definicao 2.18. Sistemas paramétricos e sistemas nao paramétricos. Um modelo pa-
ramétrico utiliza em sua estrutura um conjunto de pardmetros. Neste caso, deve-se
designar primeiro uma familia de funcoes com uma determinada estrutura, determinar
a ordem dessas funcoes e o valor de seus pardimetros. Exemplos de modelos paramétri-
cos sao fungoes de transferéncia (a tempo continuo ou discreto) e modelos em espago

de estados (a tempo continuo ou discreto).

Definicao 2.19. Modelos invariantes no tempo e variantes no tempo. Um modelo é
dito invariante no tempo se seus pardmetros nao variam ao longo do tempo, o oposto

ocorre com 0s modelos variantes no tempo.
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Existem muitos exemplos de sistemas dinamicos deterministicos. Suponhamos que

X} é uma sequéncia de variaveis relacionadas pela equacao de diferencas seguinte:
Xk = OéXk_H + B, k= 1, 2,

itas vez Vi variav a A% i
Muitas vezes, o valor de uma varidvel no presente nao depende dos valores obtidos no
passado, mas do seu futuro, ou mais precisamente o que esperamos que venham a ser

os seus valores futuros.

Para estes casos, é conveniente iterar a equagao anterior para o futuro da seguinte

maneira:

Xy = a(aXpp +8)+ 8
Xy = a(a(aXys +B8) +8)+ 5

n—1

Xk = Oan]H_n + 52 Oék
k=0

A solugdo existe sempre que: |o| < 1 e lim, o @"Xg, existir. Em particular, se

lim a" Xgy, =0,
n—o0

a solucao é dada por:
n—1
_ kB
Xp=p Z o = 1—a
k=0
Essa parte chama-se parte fundamental da solugao. Se tlim a" Xpin # 0,entao a
— 00

solucao nao ¢é igual a sua parte fundamental.

Entre os modelos de sistemas deterministicos mais conhecidos temos os seguintes:

Equacao de Malthus.

Para estudar a evolucao da populacao de uma determinada espécie, denota-se
X como o nimero de individuos na populacao no momento k e Xy = aXy, k =
0,1,2,---

Esta equacao linear em primeiras diferencas, proposta para estimar o evolugao da
populacao humana, é chamada equacgao de Malthus, que foi um economista e pensador
do século XIX. Se v > 1, isto ¢, se houver um aumento natural na populacao, os
valores X}, crescem em progressao geométrica e aumentam de forma exponencial. Esta
equacao é considerada a primeira chamada de atengao do problema da superpopulacao
do planeta, [31].

Parabola Logistica de May.

Em 1976, o bidtlogo Robert May propos outra equacao para estudar o crescimento de

uma populacao de insetos em um ecossistema isolado, sistema diferente do de Malthus.
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May levou em conta os efeitos da saturacao do ecossistema. Quando a populagao esta
se aproximando do maximo possivel que o ambiente pode suportar, o parametro «
deve diminuir, o que é equivalente a considerar este parametro dependendo do ntimero
de individuos, ax,. Isto é considerado por uma equagao da forma: X1, = ax, X,
k=0,1,2,---

Pode-se tomar como unidade de medida a populacao maxima possivel, de modo que
X}, expressa a fragao da populagao existente no momento k referente ao nivel maximo
da populacao. May formulou a hipétese de que ax, deve diminuir de forma linear
quando X, crescer e tornar-se nulo quando X, atingir o valor 1. Isto significa que ax,
pode ser escrita na forma (1 — Xj) e a equacdo da parabola logistica de May pode ser
expressa por: Xy 1 = (1 — X)Xy, k=0,1,2,--- Para valores pequenos de X}, tem-se

que 1 — X, =~ 1, fazendo a equagao anterior equivalente a equagao de Malthus, [31].

A seguir, da mesma forma que [32|, apresentam-se alguns conceitos bésicos para
formular equacoes de sistemas dinamicos na forma de espaco de estados. E importante

definir o que é o estado do sistema e o vetor de estados:

Definicao 2.20. O estado de um sistema dindmico é o menor conjunto de varidveis
(chamadas de varidveis de estado), tal que o conhecimento destas varidveis em t =
to, junto com o conhecimento da entrada para t > ty, determina completamente o

comportamento do sistema para qualquer t > tg.

Definicao 2.21. O vetor de estados é composto pelas varidveis de estado necessdrias

para descrever completamente o comportamento de um sistema.

Na analise por espaco de estados interessam trés tipos de variaveis envolvidas na
modelagem de sistemas dinamicos: varidveis de entrada, varidveis de saida e variaveis
de estado.

Admita que haja r entradas uy (t), us(t),- -, u-(t); msaidas y1(t), y2(t), - -+ ,ym(t) e

que haja n varidveis de estado 1 (t), z2(t), - - - , 2, (t). Entdo o sistema pode ser descrito
por:

‘/L‘l(t) = fl(xly'er o, T, U, Uy e 7u7’7t)

xZ(t) = f2($17x27 cr T, UL, U2,y 7u7“7t)

ZCn(t) = fn(xbx% oty T, UL, Uy st Uy t)

As safdas do sistema sao dadas por:
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y1(t) = g1(z1, Ta, -+, Ty, U, Uy - -+, Uy, T)
Yo(t) = ga(@1, T, - -+, Tny Un, Uz, -+ Uy, T)
Yn(t) = gn(T1, 29, + , Ty, Ut, U,y -+, Uy, T)
Define-se
1(t)
o) = |
l“n'(t)
fi(zy, e, - Ty, ur, Uy - v Uy, T)
Flout) = fo(z, e, -+ Ty, up, Uy - -+ Uy, T)
o1, @, -+ Ty, ug, Ugy - oo Uy L)
(1)
oo = |7
Yn(t)
g1(x1, 9, Ty, U, U, - Uy, T)
o ut) = g2(x1, Ty -+ Ty UL, Uy e v Uy, )
(X1, Toy -+ Ty, Uy, Uy -+ Uy, T)
uy ()
= | "
un'(t)

Entao este sistema dinamico pode ser descrito pelas seguintes equacoes:

&(t) = Az(t) + Bu(t)i(t) = f(z,u,t) (equagoes de estado)
y(t) = g(z,u,t) (equagdes de saida)

Se as equacoes de estado e de saida sao lineares, resulta:



Equacgoes em espaco de estados 25

) : matriz de estado

) : matriz de entrada
) : matriz de saida
)

: matriz de transmissao direta
Se o sistema, além de linear, é invariante no tempo, tem-se que:

x(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

—~

De acordo com o definido anteriormente qualquer representacao de sistemas dina-
micos dada por uma ou mais equagdes diferenciais (ou a diferencas) de qualquer ordem
pode ser expressa na forma de um sistema de equacgoes diferenciais (ou a diferengas)

de primeira ordem.

2.7 Equacgoes em espaco de estados

Embora a representacao por espaco de estados nao seja tinica, ela sempre assume

a forma para o caso de dindmica em tempo continuo

{ 2(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

e para o caso de dindmica em tempo discreto

Xiy1 = AXy + Buy,
yr = C Xy

Nos casos continuo e discreto, a primeira equacao ¢ chamada de equacao de estado
e a segunda recebe a denominacao de equacao de saida.

Existem técnicas amplamente utilizadas para analisar estes sistemas como a trans-
formada de Laplace, o principio de soma vetorial, a transformada de Fourier, entre
outras. Também é comum recorrer a métodos geométricos para exibir a evolucao do
sistema ao longo do tempo.

Ao discretizar o tempo é possivel introduzir elementos estocasticos de maneira re-
lativamente simples. Em geral em um modelo discreto se usam os periodos: Primeiro

periodo , segundo periodo , etc. Considerando-se o tempo como uma variavel discreta
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que pode assumir valores k = 0, 1,2, ...,n, entao, uma funcao que depende dessa varié-
vel, X : N — R", é simplesmente uma sequéncia de vetores Xg, X1, Xo, X3, -+, X,,.
Supondo-se que cada vetor é associado com o vetor anterior, por uma relacao dada de

forma geral por:
Xk+1 - f(Xk)v (22)

sendo f : R” — R™ um campo vetorial. A imagem da funcao f é um subconjunto
de R", chamado de conjunto de estados. Em geral, pode-se dizer que os vetores X
sao tomados dentro de um conjunto de estados, £, que é um subconjunto do espaco
euclidiano R™. Assim, um sistema dinamico discreto pode ser considerado como uma
funcao f: E — E,[30].



3 Filtro de Kalman

Este capitulo apresenta o método descrito por Rudolf Kalman [1], em 1958, em um

sistema deterministico que funcionaria da seguinte forma:

B Em primeiro lugar, é construido um modelo do sistema a partir das leis que

definem sua dinamica,
B Em segundo lugar, sao estudadas sua estrutura e sua resposta,

B Finalmente, sao feitas previsoes de como o sistema é afetado pelas caracteristicas

compensadoras do sistema ou reguladoras.

Na realidade, os sistemas deterministicos sao aproximacoes, pois nao existe um mo-
delo matemaético perfeito para um sistema real. Além disso, existem perturbacdes que

nao se pode modelar de forma deterministica. Estes fatos levam a algumas questoes:

— Como desenvolver modelos de sistemas que levem em conta as incertezas?

— Como estimar de forma 6tima os estados de um sistema sujeito a ruidos?

O filtro de Kalman é um algoritmo de processamento de dados recursivo, cujo ob-
jetivo é minimizar um critério e que incorpora toda a informacao que é fornecida para
determinar a filtragem. Recursivo porque nao requer manutencao dos dados anteriores,
o que facilita a sua aplicacao em sistemas de processamento em tempo real. Por iltimo,
algoritmo de processamento de dados uma vez que é um filtro concebido para sistemas
discretos. O objetivo do filtro de Kalman é estimar os estados de uma maneira 6tima,
de modo que o erro quadratico médio é minimizado [33]. Um sistema linear pode ser

expresso em espaco de estados pelas equacoes:

Xpp1 = AXy + Bug + v (31)

27
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Vk Wk

u x Y
—k.. By —p(:‘ﬂp AK k.. Ck Yk

T Ak“

Figura 3.1: Sistema linear

Sendo:
X Estado do sistema
yr: Saida ou observacao do sistema
wg: Ruido branco associado a saida, com distribui¢do normal com média 0 (zero) e
matriz de covariancia R, denotando-se essa condi¢ao por wy ~ N (0, R), para todo k.
v: Ruido branco associado ao sistema, com distribui¢ao normal com média 0 (zero) e
matriz de covariancia ), denotando-se essa condi¢ao por v, ~ N(0,Q), para todo k.

A, B, C: Matrizes deterministicas que definem a dinamica do sistema.

Devem-se considerar as seguintes estatisticas dos ruidos e as relagoes entre ruidos

e estados:

E[X,] = X,

Elwg] = 0,Vk
Elvg] = 0,k
E[Xowg] = 0,VEk
E[Xv] = 0,VE
Elvyw;| = 0,Vk
Elwyw;] = 0,Vk # j
FElwywy] = R
Elvv] = Q
Elvgv;| = 0,Vk # 5
E[X X} = Py, VEk

Com F, sendo a matriz de covariancia dos erros inicial, () é a matriz de covariancia
dos ruidos associados ao sistema e R é a matriz de covariancia dos ruidos associados a
safda. As matrizes de covariancia ) e R sao diagonais e portanto simétricas.

Em um sistema real, podemos observar o valor da saida ¥, que incorpora uma série

de incertezas associadas ao instrumento de medida e ao sistema em si. Se necessitamos
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conhecer a evolucao dos estados Xy, teremos que estimar esses valores. O filtro de
Kalman propde um método para obter um estimador 6timo do estado. Se supomos
que X} é a estimador do estado no instante k, o filtro de Kalman procurara obter esse

valor de maneira que minimize o erro quadratico médio. Definindo o erro como:
O objetivo, portanto, é minimizar o erro quadratico médio
T
P, = E{exey }. (3.4)

Dependendo de k em (3.4), teremos distintas representagoes do filtro de Kalman, como

podemos observar na figura (3.2).

Xkz1 o xk e xk n
S S _— ol - S .
/T A N, TR
b1 LY .2
/ N \ A
/ Y \
/ / —_ i \\ N\
— g M . -~ \_,-’” e
~ — Yk Yk A Yk
| ] » | | » { »
T T L T T T —r T T T »
Predigéo Filtragem Suavizagéio

Figura 3.2: Classes de Filtros

3.1 Filtro de Kalman com filtragem

O objetivo é determinar os valores de X, conhecendo as medidas de saida Yo, Y1y - Yk
para que Py seja minima. A filtragem de Xk+1 proposta por Kalman é feita a partir
do estado anterior e de um fator de correcao, que é funcao do erro.

O algoritmo tem dois passos que sao executados de maneira iterativa. Predicao:
antes de ter a medida yg41 e correcdo ou atualizagdo do estado. A figura (3.3) mostra

o processo do calculo.
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~— T~

Etapa de predigdo Etapa de corregdo
1 Predicdc do estado Caleculn wvetor de lucro
- 0! - . - g £ ~ : 1
Xpy1 = AXy + Buy K1 =CP,, |(‘;{,_]r_ T4+ R]
2 Predicdoc da matriz ? Atualizacdo do estado
de cov = o = r - 1
N =X i Y1 — CXj
» 2 2 AT A k41 “A k41 k+1 [ Yk Sy =S |
P, =APA" +Q
3 Rtualizacdo da matriz de cov
» s Y] pf
Poia=[I = KE|PL

| \ _______,/

Valores iniciais para X, e P
A ke

Figura 3.3: Etapas do Filtro de Kalman

De acordo com a figura (3.3) o filtro de Kalman com filtragem tem dois passos, o
primeiro chamado estimacao e o segundo denominado Correcgao.

Primero passo: Estimacao

Calcula-se uma predicao do estado X1, 0 que denota-se por X; ;. O valor da

predicao é calculado a partir do valor mais atualizado do estado X5
X;,1 = AX, + Buy, (3.5)
Assim se o erro é definido por:
6;<:+1 = Xpt1 — XI,CH (3.6)
Entdo e),,, nesta etapa de predigdo, tem o valor:

62+1 = AXk +Buk —I—Uk —AXk —Buk

A matriz de covariancia do erro é dada por:

P]é+1 = E{ [A(Xk — Xk) —I— ’Uk} |:A(Xk — Xk) —f— Uk] T}

Pl = BUAG - X3) + o] (A = £0)7 + ()"}

Pl{c+1 =

BA(X, — X (A(Xe = )T + o (A(X — X)) + 0n( A — Ki)) + ve(0n) 7]}
Pli+1 =

B X = X (A = X)) |+ B {of (A = K0) f+E {on(AX = X)T h+
+ E{vw}'}

como Elvg] = 0,Vke E[vl] = 0,Vk
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X T
obtém-se portanto P}, = E{ [A(Xk - Xk)] [A(Xk - Xk} } + E{vwl}, sendo

E{vwl'}, a matriz de covariancia associada ao processo: . Portanto:
Pl =ABRAT +Q (3.7)

Segundo passo: Corregao

O valor do estado é calculado a partir do estado anterior e de uma correcao que é

funcao do erro, [34], isto é:
Xip1 = Xjy + Kt [yen — CXp ) (3.8)
Sendo que o fator de correcao é:

Ky [yk+1 - CXl/chl] (3.9)

e Yrr1 € o ultimo valor observado.

X1 € o valor mais atualizado disponivel do estado que foi calculado na fase de
predicao.

Procura-se o valor de Ky, para obter um valor 6timo de Xk+1 tal que a matriz
de covariancia do erro seja minima. Observando a equagao (3.3) onde se define o erro
como eg1 = Xpyp1 — Xk-i—l e com (3.8) tem-se:

Cht1 = Xpt1 — X;QH — Ky [3/k+1 - CX;;H]

Como, de (3.2) resulta:

Ykr1 = CXpy1 + Wi

Portanto:

Ce1 = Xpr1 — Xpyy — Kpeprwpn + K1 CXp ) — K1 C X

e finalmente:

epy1 = I — K10 (X1 — Xjy — Kiprwisn)

Assim, de acordo com (3.4) e simplificando a notagdo com K = Kjy1:

Py = B{[(I = KO) (X1 — Xjyy) — Kwpen[[(I — KO)(Xp1) — Xjiy) — Kwpen]"}

Py = B{[(I = KC)(Xp1 = Xp )T = KO)Y(Xpen = X)) +
+ B{Kw(k + w(k +1)TK}

Sendo E{wy1wf.,} a matriz de covaridncia associada a medida R, resulta
Pl = — KC| E{[ X1 — Xj1)} [ - KC" + KRKT
Anteriormente calculou-se que:
Py = E{[ X1 — X]/€+1]T}
Portanto,
Poyr=[[ - KC| P, [I - KC)" + KRKT, (3.10)
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Chamando P/, de P, e P,y de P:

P=[I- KC|P1[I - KC)T + KRKT

P =[P — KCP][I - KC|" + KRK”

P=P —PK'CT - KCP, + KCPCTKT + KRK™"

Aplicando o traco:
Tr(P)=Tr(Pl) —2Tr[KCP\) + Tr[KCPCTKT] + Tr[K RKT]

Logo, diferenciando-se a equacao em relacao a K e igualando-a a zero para obter o

minimo da expressao:

aTr(P)
oK

= =2Tr[CP] + 2Tr[CP,CT| + 2Tr[KR] = 0
2Tr[KCP,CT] + 2Tr[K R] = 2T P,C]

KCPCT+ KR = PC

K[CP.CT + R) = P,.C

K =CP [CPCT +R]™

Ou seja:

Ky = CPy, [CP,;HCT + R}_l (3.11)

Substituindo (3.9) em (3.10) obtém-se a atualizacdo da matriz de covariancia, dada

por:

Py =[I - KC| P, (3.12)

Iniciacao do algoritmo
Para iniciar o algoritmo é necessario conhecer as seguintes condicoes iniciais:

Dado um valor inicial do estado, X, como valor da matriz de covariancia do erro,
pode-se assumir que Py = @), bem como os valores das matrizes de covariancia associa-

das ao sistema e a saida: ) e R, respectivamente, o algoritmo segue os seguintes passos:
Na iteracao k:

1 Predicao:
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Xy = AX, + Buy

Pl =APAT +Q

2 Correcao:

Ky =CP [OPIQHCT + R} -
Observacao 1

Xirt = Xfoy + Kira Yo — CXppy]
Py = [[ - KC] Pl::+1

Note-se que o conceito de filtragem ¢ devido aos valores do estado 6timo X, kr1 € da

observcao yi.1 acontecem no mesmo instante.

3.2 Filtro de Kalman com predicao

Considerando o sistema linear representado pelas equacoes:

yr = CXp + wy
Como indicado nas definicoes anteriores, a solucao para o preditor do estado vem
determinada pelo cédlculo do estado no instante anterior e por um fator de correcao que

é funcao do erro entre a observacao e a estimativa.

ok = C Xy,

Assumindo as condicoes iniciais, analogas ao caso da filtragem, trata-se aqui de
determinar Xy, conhecendo as medidas yo, y1, ¥2, ..., Yk, para que a matriz Py, seja
minima.

O erro no instante k + 1 é determinado por:
Cp+1 = Xk+1 - Xk+1 (315)

Substituindo em (3.15) as equagoes (3.13) e (3.14)

€1 — AXk + B’U,k + Vg — AXk - Buk - Kk CXk + Wi — CXk
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ey = A [Xk - Xk} _ K, [Xk - Xk} — Kywg + vy
er = [Xk — )A(k}
ert1 = [A — KO e — Kpwg + vy
Chamando:
Ay =A-K,C (3.16)

Tem-se ep 1 = Arer, — Kpwy, + v
Assim, a matriz de covariancia do erro pode ser escrita como:

Pk+1 = E{ek+1ez;+1} = E{[Akek — kak + Uk] [Akek — kak + Uk]T} =

= E{AkekGZAZ — Ak€kKng + Akekv,{ - kakwkT - kakATeZ — kakv,f -+

+ v ATel — v KTw? + vpwl'}

como:
E{Awer,KTwl} = E{Kyw,ATel} =0
E{Apervl} = E{v,ATel} =0
FE{Kywywi} = Ky E{wyw{ } K} = K RK}
E{Kywpv}} = E{u,K[wl} =0
E{vrog} = @Q

Resulta portanto:

Pey = AyP AT + K RK + Q

considerando o valor de Aj, como em (3.16)

Py = [A — KO Py [A — KO + Ky RK, + Q

(3.17)
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Depois de calcular a matriz de covaridncia do erro, é necessario encontrar o valor

de K} que faz com que essa matriz seja minima:
Ppi1 = AP AT — AP K[ CT — K,OP, A" + K, CP. K} CT + K, .RK}), + Q

Aplicando o traco:

diferenciando em relacao a K

JTr(P)

T o —2Tr(CPAT) 4 2Tr(K,.CP.CT) + 2Tr(K,R)
k

Igualando a zero para encontrar o minimo:
—2T7r(CPAT) + 2Tr(K,CP,CT) + 2Tr(KyR) = 0

Considerando P e R simétricas:

K(k) [CP.C" + R] = 2C P A"

Ky, = CPRAT [CPCT + R (3.18)

Substituindo em (3.14) obtém-se Py iy

Pry1 = Q + [A — K C) P AT (3.19)

Resumindo, o processo iterativo a seguir é:
1- Calculo do ganho:

Ky, = CPA" [CP,CT + R] ™

2- Estimativa do estado:

Xip1 = AX, + Buy, — K, [yk: — CXk:]
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3- Atualizagao da matriz de covariancia do erro:
Py = Q + [A — K C| B AT

Note-se que o conceito de predicao ¢ devido a que quando temos a observagao i

os valores obtidos para o estado 6timo sao os de Xj,1.



4 Filtro de Kalman como estimador
BLUFE

O termo BLUE, do inglés: Best Linear Unbiased FEstimator, significa o melhor
estimador linear nao viciado. O FK é este tipo de estimador. Nesta secao sao analisadas
quais sao as condicoes que fazem, a partir das definicoes de estimacao linear e os

atributos de melhor e ndo viciado, o FK ser classificado dessa forma, |35].

4.1 Estimacao linear

Antes de mostrar essas propriedades para o FK, serdao apresentados conceitos pre-
liminares sobre estimacao 6tima. Dada uma observacao y que pode ser definida como
uma fungao conhecida de outra quantidade (deterministica mas desconhecida), X (es-

tado) mais um ruido w, pela equagao

=c(X)+w (4.1)

O problema da estimagao consiste em encontrar uma funcao
X = L(y),

tal que X esteja o mais perto possivel de X. A funcao £ é chamada de estimador,
e o valor X dadas as observagoes y é chamada de estimativa. Se a funcao c é inversivel
e o ruido w € zero, entao L é a inversa de c. Neste caso nao importa a interpretacao
dada a frase "o mais perto possivel". De fato, neste caso X é igual a X, portanto a
distancia entre X e X deve ser zero. Em particular, com as condigoes descritas, isto

corresponde a solugao de um sistema nao singular da forma
y=0X (4.2)

sendo C uma matriz quadrada. Neste sentido a solucao é algo trivial. Entao, o esti-
mador 6timo é representado pela matriz L* = C~! e a estimativa 6tima é X = Ly.
Um exemplo menos trivial acontece quando a matriz C' em (4.2) nao é quadrada e

portanto nao tem inversa. Para este caso é preciso definir o que significa "X o mais

37
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perto possivel & X". Para sistemas lineares, considera-se o critério no qual prefere-se
um X em particular, para o qual se faz a norma euclidiana do vetor y — C'X a menor
possivel. Esse ¢ o critério do método dos minimos quadrados. Este método resolve
um tipo particular de problemas de estimacao: Equacao de observacao y = CX + w
com C' linear e w segue o modelo normal com média 0 (zero) e matriz de covariancia
I (identidade. Um estimador se diz linear se a fungao L é linear. Note que a fungao

relacionada com as observagoes pode ser nao linear, mas L deve seguir sendo linear,

[35].

4.2 O melhor estimador

Com o objetivo de definir o que é o "melhor"estimador, é preciso definir uma medida
da bondade de uma estimacao. No enfoque dos minimos quadrados para a solucao de
um sistema linear mostrado em (4.2), esta distancia é definida como a norma euclidana
do vetor dos ruidos w =y — CX.

Reescrevendo a equac¢ao na versao com o ruido tem-se
y=0CX+w (4.3)

e isto ndao muda a natureza do problema. O que o método dos minimos quadrados

indica é que na solucao existe algum ruido dado pela expressao
w=y—CX (4.4)

e 0 que estamos procurando é que o residuo seja o mais pequeno possivel no sentido da
norma euclidiana. Portanto, as equagoes (4.2) e (4.3) representam o mesmo problema,
mas a equacao (4.3) é a que descreve o problema de melhor maneira se o sinal de
igualdade é tomado de forma literal.

O termo do ruido, porém, pode ser usado para generalizar o problema. De fato, a
norma euclidiana do ruido na equacao (4.4) trata todos os componentes igualmente, ou
seja, cada equacao é considerada com o mesmo peso no calculo da norma do residuo. No
entanto, diferentes equagoes podem ter termos de ruido com diferentes variancias. Isto
equivale a dizer que existem critérios para preferir a qualidade de algumas equacgoes
sobre outras. Do ponto de vista do método dos minimos quadrados isto pode ser

aplicado utilizando algumas transformacoes lineares

w — Wuw

Tw pode-se minimizar

assim, em vez de minimizar | w ||*= w
| Ww ||*= w' R 'w

sendo que
R'=w'w
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¢ uma matriz definida nao negativa simétrica. Este método, denominado minimos

quadrados ponderados, é um pouco diferente da versao nao ponderada. De fato
Ww=W(y—-CX)=Wy—-WCX
e sua resposta estd dada pela solugao do sistema
Wy =WCy
no sentido nao ponderado. As solucoes das equacoes normais sao:
X =(wo)"'we)y'we)'wy = (CTR'C)'\CTR™y,.

Este mesmo resultado pode ser obtido a partir de outro critério da bondade de X.
O proximo critério considerado é probabilistico e permite mostrar que o FK é 6timo
em um sentido muito util.

O novo criterio é chamado de covariancia minima. A estimativa X de X é uma
funcao das medidas y, que por sua vez estao contaminadas pelo ruido, portanto X é
também um vetor aletorio.

Portanto, faz sentido medir a qualidade de um estimador pela sua variancia. As
flutuacoes da estimacdo de X com referéncia ao verdadeiro valor (desconhecido) X, a
partir de um experimento de estimacgao deve ser tao pequena quanto seja possivel.

Formalmente, se quer encontrar um estimador linear L tal que as estimativas X =

Ly minimizam a seguinte matriz de covariancia
P=E[(X - X)(X - X)T].

Minimizar uma matriz requer a no¢ao de "tamanho"de uma matriz. Felizmente, as
normas das matrizes mais interessantes sao equivalentes, no sentido de que dadas duas
defini¢Ges diferentes || P ||y e || P ||2 para a norma de P, existem dois escalares a e f3,
tais que:

al Plh<[ Plla< Bl Pl

Portanto, pode-se tomar qualquer norma.

4.3 Estimador nao viciado
Além de desejar que o estimador seja linear e com a covariancia minima, também

se quer que seja ndo viciado, ou seja: E[X — X] = 0 = E[X] = E[X].

4.4 FEstimador BLUFE

Agora, o objetivo é encontrar o melhor estimador linear nao viciado (BLUE)
para X:
X =Ly
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Considerando que
y=0CX~+w (4.5)

Para atingir o objetivo, primeiro ¢ importante estabelecer uma condigao necessaria e

suficiente para que L seja nao viciado.

Lema 4.1. Seja w na equagcio y=CX+w com média zero, E(w)=0. Entao, o estimador

linear I € nao viciado se, somente se LC=I, sendo I a matriz identidade.

Demonstracao. Considerando na defini¢¢ao de estimador nao viciado,
E[X — X] = E[X — Ly] = E[X — L(CX + w)]

Logo, E[X — X] = E[(I — LC)X] — E[Lw] = (I — CL)E[X]
ja que E[Lw| = LE[w] = 0 uma vez que E[w] =0

entao, para que F(X — X) =0 para todo X, I — LC =0

e portanto LC' =1

]

Teorema 4.1. O melhor estimador linear néo viciado X = Ly para o modelo de medida
y = CX +w, sendo que o vetor do ruido w tem média zero e matriz de covaridncia R,
€ dado por:

L=(CTR'C)1CTR!

e a covaridncia do estado estimado €é:

P=E[(X -X)(X-X)T]=(CTR'C)™!

Demonstracao. A matriz P pode-se escrever como:
P =E[(X - X)(X - X)"] = E[(X — Ly)(X — Ly)"]
P=FE[(X-LCX—Lw)(X-LCX—Lw)T| = E[(I-LC)X — Lw)((I-LC)(X — Lw)T)]
P = E[Lww? L") = LE[ww?]LT = LRL"

como L é nao viciado, tem-se que LC' = [

portanto, Ly = (CTR™'C)"'CTR™.

Seja L outro estimador linear nao viciado, que pode-se escrever como:

L=L,+ (L— Lo



Filtro de Kalman como estimador BLUE 41

e portanto P pode ser escrito como: P = LRLT = [Ly+ (L — Lo)|R[L,+ (L — Lg)]"
P = LoRLT + (L — Lo)RLT + LoR(L — Lo)" + (L — Lo)R(L — Lo)".

Logo

RLY = RRIC(CTR™IC) ' = C(CTR'C) !

Dai

(L — Lo)RLY = (L — Ly)C(CTRC)™t = (LC — LyC)(CTR™'C)!

Mas, Ly e L sao nao viciados

portanto, LC' = LyC' = I e (L — Lo)RLY = 0.

O termo LoR(L — Ly)" é a transposta, por tanto também é zero.

Em conclusdo, P = LoRLY + (L — Lo)R(L — Lo)T, esta expressao ¢ reduzida ao

minimo quando o segundo termo desaparece
ou seja, quando L = L,.
Isso equivale a dizer que o estimador Ly é o melhor, ou seja tem covariancia minima.
Para demonstrar que a covariacia P de X & dada por:
P=E[(X-X)(X-X)|=(CTR'C)'CTR!
subtitui-se Lo por L na equagio P = LRLT :
P=LyRLY = (CTR'C)'CTR'RR'C(CTR'C)™!
P=(CTR'C)"'CTR'C(CTR™'C)™ = (CTR™'C)~ . O

4.5 Filtro de Kalman como estimador BLUFE

Temos todos os conceitos necessarios para escrever as equacoes do filtro de Kalman.

Dada uma equagao linear das medidas

y=CX +w
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sendo w segue o modelo normal com média 0 (zero) e matriz de covariancia
R,w~ N(0,R).
O melhor estimador linear nao viciado para o estado X é dado por
X =PCTR Yy

sendo a matriz de covariancia dos erros, P, é definida por

P=E[(X-X)(X-X)]=(C"R'C)™"

Dadas as equacoes do sistema e das medidas

X1 = Ap Xy + Brug + vy
yr = Cp Xy + wy

sendo que
U ~ N<07 Qk) e Wy, ~ N(07 Rk)

Assim como o melhor estimador linear, nao viciado para o estado inicial )A(O com
matriz de covariancia dos erros inicial Fy, o filtro de Kalman calcula o melhor estima-
dor linear nao viciado )?k—i-l dadas as observagoes yo, Y1, ..., Yx.O filtro também calcula
a matriz de covariancia Py, dadas essas observacoes. Para conectar a teoria de esti-
macao de estados com o que foi apresentado sobre sistemas lineares, é possivel mostrar
que a estimacao do estado inicial equivale solucionar um sistema de equacoes lineares
atribuindo pesos para cada equacao.

Pode-se expandir a equacao das observagoes como segue:

Y = CpXi + wy, = Cp(Ap—1Xp—1 + Br_1ug—1 + vp—1) + wy, =

= ChAp_1..Co Xy + Ck(Ak_l...AlBQUO + e

—|—Bk,1uk,1) + Ck(Ak,l...Alvo + ...+ kal) + Wy

ou de forma compacta

k
e = Cu®(k — 1,00 X0 + Cr Y _®(k — 1, §)Bj_quj_1 + 0, (4.6)
j=1
sendo i
4 AlLA; para [ > j ‘
®(1,5) = / e 0,=C Ok —1,75)v,1 +
(,7) { 1 para | < j k k; ( J)vj—1 + wy

O importante é notar que a expressao (4.6) é um sistema de equagoes lineares em
Xp e que é possivel escrever um sistema como este para qualquer £ = 0, ..., M, sendo

M o 1dltimo instante considerado. Assim, obtém-se um sistema na forma:
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v =V Xo+gu+Aup (4.7)

sendo

Yo
ZM =

Ym

0
\PM _ ClAOUO
Cy®(M —1,0)

Co
Ci1Ao By
gm =

C]V[[q)(M - ]_, 1)U0 + ...+ BM_luM_l

do
Ay =
Onm

Sem conhecimento sobre as estatisticas de Aj;, o melhor a fazer é resolver o sistema

2 = VY Xo + gu

no sentido dos minimos quadrados para obter uma estimativa de X, a partir das

observacoes 1o, ..., Y :

Xo =}, (2a — gm1)
sendo \I/}LW a pseudo-inversa e W ,,. Sabe-se que se W), tem posto completo, o resul-

tado com a pseudo-inversa é o mesmo que seria obtido resolvendo as equagoes normais,

entao:

Ul = (U7, 0,) 0],

A solugao por minimos quadrados de (4.7) minimiza o residuo entre lado esquerdo
e o lado direito sob a suposicao de que todas as equagoes devem ser tratadas com a
mesma importancia. No entanto, conhecemos as covariancias de todos esses termos
de ruidos e podemos dar pesos para cada equacao com base nisso. Intuitivamente,
um valor baixo para covariancia significa que "acreditamos"naquela medida e portanto
podemos dar peso maior para aquela equacao do que para outras. Em resumo, o filtro
de Kalman para um sistema linear é equivalente & solucao de uma equacao linear,

sob a suposi¢ao de que os ruidos que afetam cada um das equacoes seguem a mesma
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distribuicao de probabilidade, ou seja, que todos os termos em A,, tem a mesma
importancia. No entanto, o filtro de Kalman difere desta solucao pois os termos em
A nao sao considerados com a mesma importancia, as medidas vem com matrizes
de covariancia e o filtro faz um uso 6timo dessas informacoes para atribuir pesos as
equagoes do sistema: informacgoes melhores devem produzir resultados mais acurados

e este é o0 caso.



5 Aplicacoes

Neste capitulo analiza-se dois exemplos de aplicacoes do Filtro de Kalman. A
primeira aplicacao é para o caso de filtragem sobre o movimento balistico e a segunda
¢ sobre o nivel da agua em um tanque. No tultimo caso, inicialmente com o nivel
constante e depois com nivel aumentando a uma taxa constante. O objetivo é analizar

como o FK atua em determinadas condig¢oes a partir dos valores das matrices @) e R.

5.1 Movimento balistico

Neste exemplo de aplicagao se faz uso do FK para filtragem de um sinal. O objetivo
é mostrar como é possivel reduzir as diferencas entre as medidas de uma camera e o
modelo que descreve o movimento.

Foi gravado um video da trajetéria de uma esfera com cerca de 4 cm de didmetro
arremessada manualmente com um certo angulo, de modo que a trajetoria se comporte
como um movimento balistico. Para registrar o experimento foi utilizada uma camera
digital capaz de capturar imagens com 1920x1080 pixels de resolucao e 30 quadros por
segundo, direcionada a um fundo de cor clara de tal forma que capturasse a imagem
da esfera quando esta ja estava em movimento. O movimento da esfera foi modelado
usando equacoes da cineméatica que relacionam posicao, velocidade, aceleracao e tempo.
A modelagem fica muito mais simples analisando o movimento balistico separadamente
em dois eixos, s e h, conforme a figura 5.1. Cabe notar que essas equacoes sao validas
se desprezarmos o efeito do ar e considerarmos a esfera como um objeto pontual, mas
que mesmo assim formam um bom modelo para o propésito deste trabalho, pois as ve-
locidades envolvidas sdo baixas suficientes para que o arrasto devido ao ar e efeitos de
rotacdo nao alterem de forma significativa o movimento, este experimento foi realizado

por Luz e Barrero, apresentado em [36].

45
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Figura 5.1: Trajétoria movimento balistico

As equacoes para posicao e velocidade sdo respectivamente:

s(t) = so + Vost
Vi(t) = Vos

1
h(t) = ho+ Von — §9t2

Vi(t) = Vor, — gt

Sendo s(t) a posi¢ao no eixo horizontal no instante ¢, h(t) a posi¢ado no eixo vertical no
instante t, so a posi¢ao inicial no eixo s, hg a posicao inicial no eixo h, Vj, a velocidade
inicial no eixo s, Vp, a velocidade inicial no eixo h e g a acelerecao da gravidade.

O seguinte grafico mostra as diferencas entre as medidas tomadas pela camera e a
trajetoria segundo o modelo fisico

trajetdria tedrica
: —&— trajetdria obsenada - foto :
SRS R Y ey ey O R T 4

I I i i i
0 100 200 300 400 500 600 700

Figura 5.2: Trajetoria do modelo versus medidas da camera

A figura 5.2 mostra que existem algumas diferencas entre as posicoes que se espera
a partir do modelo fisico e as obtidas pela cAmera para os intervalos de tempo [200, 300]
e [400, 500].
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Devido a esta situacao aplica-se o algoritmo do FK para estebelecer uma melhor
aproximacao das posicoes e velocidades reais da esfera.

Considerando o caso discreto do Filtro de Kalman, para isso as equagoes anteriores
sao dadas por:

s(t) =s(t—1)+ Vos(t — 1)At
Vilt) = Vilt = 1)
B(t) = h(t — 1) + Va(t — )AL %gAt2

Vi(t) = Va(t — 1) — gAt

As quais podem ser expressas de forma matricial como:

s(t) s(t—1) Vas(t—1AL 0 0 0

vl | o ve-n o o |l ,°

h(t) 0 0 h(t—1) Vi(t—1)At —§gAt2

Vi(t) 0 0 0 Vi(t —1) —gAt

Ajustando a equacao matricial anterior ao modelo no espaco de estados dados pela
equagao:
X1 = AXy + Bug + v
Yy = OXi + wy

Tem-se que:

- Vetor do estados:

s(t)
Vs(t)
h(t)
Vi(t)

- Matriz A:

k

At

At

o O O

o O =

o = O O
o

- Matriz B:

o O o O
o O o O
o = O O
- o O O
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- Matriz C"
1 000
0100
C —
0010
0001

- Vetor de entradas:

0
0
—%gAtQ
1gAt

U —

As condicoes iniciais para posicao e velocidade, podem ser obtidas dos primeiros
quadros do video de forma aproximada, de tal forma que a matriz de covariancia do
erro de estimacao, P, seja escrita com os valores da sua diagonal proximos de 0,1 ,

dada a certeza de uma boa estimativa inicial,

20
5 12
X, — 00
50
3000
01 0 0 O
1
Py — 0 0 0 0
0 0 01 O

0 0 0 01

Além disso as matrizes Q e R foram escolhidas respectivamente como:

01 0 0 0
0 01 0 0
Q= 0 0 01 0
0 0 0 0.1]
03 0 0 0]
0 03 0 0
R —
0 0 03 0
0 0 0 03]

Com a definicao das matrizes e com a implementagao do FK se obtem os seguintes
resultados:

A aplicacao do FK pode ser vista nos 3 graficos da Figura 5.3, considerando diferen-
tes valores para a variancia do ruido wy. A matriz de covariancia de wy, é denotada por

R e portanto seus elementos da diagonal principal sao denotados por r;;,i =1,--- 4.
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Trajetdnia tedrica | (‘- .......... il
2 Trajetdria observada - fotos \\
FiKcom r=0075, i=1,.4. oo b

Trajetdria tedrica
2 Trajetdria observada - fotos ~
Flk com rii=1 L=

=5 I / ............... Trajetdria tedrica ... G _
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|l e FReoome=10,iF1,.4. | ek, 4
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Figura 5.3: Filtragem com R=0,0075; R=1 e R=10
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Nota-se que a medida que sdo tomados valores "altos"para r;,i = 1,---,4; o
resultado do FK se aproxima do modelo teérico. Por outro lado, ao tomar valores
"baixos"para r;,1 = 1,--- ,4; o resultado do FK se distancia do modelo tebrico e se

aproxima das observagoes.

5.2 Nivel da Agua em um tanque

Serd estudado um caso referente ao nivel de dgua em um tanque. Esta aplicacao
faz parte do material do curso do professor Welsh da University of Central Florida,
[37]. No experimento ha um aparelho (boia) que envia um sinal do nivel do liquido em
qualquer momento. O objetivo do exemplo é analizar certos aspectos que ajudarao a
entender melhor como pode ser aplicado o FK, para o qual é necessario estabelecer as

seguintes etapas:

Compreender a situacao

Modelar o processo de estados

Modelar o processo da medicao

Modelar o ruido

Aplicar o filtro

Aprimorar o filtro.

Como foi mencionado anteriormente, o filtro de Kalman reduz a variancia do erro
(chamada de matriz P), assumindo uma defini¢ado prévia de um modelo do sistema.
Consequentemente, o modelo de FK a ser aplicado deve ser coerente com o sistema
fisico que descreve o fenémeno. Cabe destacar que para este exemplo se tomam as
aquacoes do caso de FK para estimacao.

De acordo com as etapas descritas, primeiro deve-se compreender a situacao. Tenta-
se estimar o nivel de 4gua no tanque, o que é desconhecido. As medidas sao obtidas pelo
nivel da boéia. O nivel do tanque pode estar aumentando ou estatico (nivel constante).
A situacao é mostrada na Figura 5.4.

A segunda etapa consiste em modelar o processo de estados. Descreve-se a situagao
em que o nivel é constante (isto é, a verdadeira medida do tanque é L. = C). Utilizando

as equacoes de estados para predicao:

X/;-l-l = AXk + Buk
P, =APAT +Q
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Figura 5.4: Exemplo do Tanque

O fato de considerar o nivel de dgua constante leva a tomar a variavel de estado como
escalar (isto é, X = X, onde X ¢é a estimativa de L). Portanto , Xj,1 = X , de modo
que A = 1 para todo k maior ou igual a 0. B e ugx nao sao utilizadas (isto ¢, sao ambos

iguai a 0).

A terceira etapa é modelar o processo de medida, ou seja o nivel da boia. Este é
representado por Y = y. Para simplificar, considera-se que a medida é exatamente na

mesma escala que o estado estimado X (isto ¢ , C'=1).

Como quarta etapa tem-se a modelagem do ruido. Para este modelo, assume-se
que ha ruido de medi¢ao que se denotara por wy e sua variancia por r (ou seja R =r).
Lembrando que o processo ¢ assumido como um escalar, se tomara P = p. Uma vez que
o processo nao estd bem definido ajusta-se o ruido vg. A ideia é mostrar os efeitos das

alteracoes desses parametros do ruidos no sistema. Logo, a quinta etapa é testar o filtro
Para predicao

X = Xi1
Pr=DPr-1t4q

Para atualizacao

X = Xp—1 + Ki(ye — Xg—1)
Ky = pr-1(pg—1 + 7)1
pr = (1 — Ky)pr—

Com isso o filtro estd completamente definido. Subtituindo alguns valores no mo-
delo. Para o primeiro teste consideramos L = 1.
A sexta etapa é aprimorar o filtro o que é feito com varias iteracoes, mudando os

valores de ¢ ou r. Inicializa-se o estado com um valor arbitrario, com uma variancia do
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erro extremamente elevada uma vez que este é completamente desconhecido, ou seja,
Xo =0 e py = 1000. Para a variancia do ruido do sistema utiliza-se um valor baixo,
q = 0,0001, pois acredita-se que seja um modelo preciso.

Condicoes iniciais:

X() — 0
po = 1000
Primeira iteracao para predicao

X/ =0
p, = 1000 + 0, 0001

A medida hipotética que temos é y; = 0,9 (devido ao ruido). Assume-se uma vari-

ancia do ruido r =0, 1
Primeira iteracao de atuzalizacao

K = 1000, 0001(1000,0001 + 0,1)~! = 0,999

X; =0+0,9999(0,9 — 0) = 0,8999
p1 = (1-0,9999)1000,0001 = 0, 1000

Entao, pode-se ver que na primeira iteracao, o valor obtido foi trazido para perto
do valor real do sistema. Além disso, a variancia foi reduzida para um valor que pode
ser considerado razoavel.

Fazendo-se mais uma iteracao para predicao:

X, = 0,8999
pl, = 0,1000 + 0,0001 = 0, 1001

Nova iteracao de atualizacao

A medida hipotética no tempo é y, = 0,8 (devido ao ruido)
K, =0,1001(0,1001 + 0,1)~! = 0, 5002

X, =0,8999 + 0, 5002(0,8 — 0,8999) = 0, 8499

P2 = (1 —0,5002)0,1001 = 0,0500

Os resultados das proximas iteracoes podem ser visto na tabela 5.1:

Pode-se notar que a variancia se reduz a cada iteracao e observa-se que o modelo
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Tabela 5.1: Iteracoes caso do tanque nivel constante

Yk

Xy

1,1

0,9339

1

0,9501

0,95

0,9501

1,05

0,9669

1,2

Y

1,0006

0,9

0,9878

QOO || DO | W |

0,85

0,9722

—
jas)

1,15

0,9905

funciona corretamente. Apos a estabilizagao (cerca de k = 4) os estados estimados nao

se desviam de mais que 0,05 do valor "verdadeiro", mesmo que as medidas estejam

entre 0,8 e 1,2. Com mais iteracoes vemos os resultados na figura 5.5.

Modelo basico - Nivel do tangque constante

Nivel do tanque

Mivel verdadeiro do tangue
—+— Medidas da bdia
—+— Filtro de Kalman

Periodos de Tempo

Figura 5.5: Nivel de tanque constante

A figura 5.5 mostra como os estados estimados a partir do FK se aproximam a

medida real do tanque, ou seja ao valor constante. O que se estabeleceu até agora foi

que se for criada uma situacao com base no modelo verdadeiro, o estado estimado vai

estar perto do valor real.

Se a situagao real for diferente e for mantido o mesmo modelo (ou seja, um mo-

delo estatico), os resultados do filtro se aproximarao das observagoes e ndo do modelo

incorreto. Desta vez, a situacao real ¢ que o nivel do tanque estd aumentando a uma

taxa constante: Ly = Ly 1 + f.
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Assumindo que o tanque estd aumentando seu nivel a uma taxa f = 0,1 a cada

periodo de tempo, e iniciou-se com Ly =0e g =0,001 e r=0,1.

Nivel do tanque
T

Tempo
a

8
T

Nivel do tanque
T

Figura 5.6: Filtragem com q=0,001 e q=0,01

A figura 5.6a mostra que as estimativas do estado dadas pelo FK. Pode-se ver que
o resultado do FK é crescente, mas bem abaixo do real, em outras palavras, quando
a variancia ¢ é muito baixa, na realidade significa que confiamos no modelo. A figura
5.6b mostra como variam os estados dados pelo FK com um valor de ¢ maior, a dife-
renca com a figura 5.6a é que o resultado do FK esta mais perto do valor real. Pode-se
estudar o que acontece quando os valores de ¢ forem aumentados, ou dito de outra
maneira, pode-se observar que acontece quando nao se acredita no modelo. Para isto,

assume-se valores maiores iniciando com ¢ = 0, 01.



Nivel da 4gua em um tanque 55

S
T F

Nivel do tanque
T

Nivel do tanque
T

Figura 5.7: Filtragem com q=0,1 e q=1

As figura 5.7a e 5.7b mostram que quase nao ha diferenca entre os valores das me-
didas e os estados estimados pelo FK quando for mudado o valor de ¢ de 0,1 para 1. O
que o exemplo mostra é o seguinte: se existe confianca no modelo, se atribui variancia
pequena para o ruido do modelo. Também é possivel alterar a variancia do ruido das
medidas, diminuindo seu valor. Os resultados do FK se aproximam dessas medidas,

como pode ser visto nos graficos a e b da figura 5.8.

S
R

Nivel do tanque
T

—#— Me
1.4 |- | —F—FK oom ¢=0,001 € r=0,001

Nivel do tanque
T

Figura 5.8: Filtragem com R=0,01 e R=0,001
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5.3 Conclusao e propostas futuras

Neste trabalho foram apresentados os elementos carateristicos do método do FK
para estimar os estados de um sistema dinamico estocéstico, sendo considerado como
a melhor estimativa possivel.

O filtro se distingue pela sua capacidade de prever o estado de um modelo no
passado, presente e futuro, mesmo que a natureza exata do sistema modelado seja
desconhecida. A modelagem da dindmica de um sistema é uma das principais caracte-
risticas do método de FK. Os modelos lineares considerados no FK sao em realidade
uma transicdo de um periodo para o outro descritos pelas matrizes A e B.

O FK utiliza o0 método dos minimos quadrados para gerar recursivamente estima-
tivas de estado. O estimador FK é linear, nao viciado e de variancia minima. Dai o
seu poder para resolver uma ampla gama de problemas de estimagao. O FK tem suas
limitacgoes, ele somente é valido quando o sistema ¢é linear e os processos de ruidos sao
gaussianos.

O método permite diminuir a variancia do erro de estimagao. Em termos mais
simples, o funcionamento do FK esta associado com o valor que pode tomar o vetor
do ganho K} o qual é um fator de corregao do estado e seu valor pode variar entre 0 e
1. Quando o valor de K, for proximo de zero (K} = 0), os valores dados pelo sistema
sao estaveis ou seja a variancia do erro é minima. Quando o valor de K} for proximo
de um (K = 1), os valores dados pelo sistema apresentam uma alta variancia, o que
diminue sua confiabilidade.

Como propostas futuras consideramos a aplicacao do FK para um problema real de
estimacdo da temperatura interna de secadores solares utilizados para alimentos,|38|.

Consideramos também o estudo dos métodos FK estendido e FK "unscented”, [39].
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