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Prefacio

Para a redacao desta dissertagao, muitas referéncias bibliograficas foram consultadas.
Os resultados nao foram simplesmente extraidos ou recortados destes textos, mas sim
foram estudados, compreendidos, reescritos e muitas vezes tiveram suas demonstracoes
revisitadas e refeitas. A principal contribuicao deste trabalho estd na forma da apre-
sentacao de resultados classicos com outros pouco difundidos sobre a tematica estudada,
compondo assim, um texto inédito em sua natureza e formulagdo. Os contetidos que
aqui estao presentes foram cuidadosamente escolhidos e trabalhados de forma detalhada,
trazendo inclusive demonstragoes para resultados que nenhuma bibliografia que pudemos
encontrar trazia (por exemplo os teoremas da se¢do 2.6.2) ou propondo demonstragoes
diferentes das apresentadas por todas as bibliografias que consultamos (por exemplo o
Teorema 4.4).

No inicio de cada capitulo, apontamos as referéncias que foram consultadas para a
sua elaboracao. Essa foi uma forma que encontramos para creditar as bibliografias que
estudamos, porém sem extrair diretamente contetdos especificos das mesmas. Todavia,
em algumas partes, quando se fez necessario se dar crédito para conteidos diretamente
ligados a algumas obras, as citagoes foram feitas nas partes do texto que lhes cabem,
informando as paginas onde sao encontrados tais contetidos nas obras originais, a fim de
que o leitor tenha uma maior elucidagao dos conceitos apresentados.

Na parte de aplicagdes, analisamos alguns sistemas fisicos que nao foram tao explorados
na literatura, como o galvanémetro, um circuito utilizado dentro de um amperimetro ou
voltimetro com a finalidade de medir corrente ou tensao. Além disso, também foi estudado
um circuito R-L-C (Resistor, Indutor e Capacitor), em que foi utilizado Transformada de
Laplace para encontrar a tensao do Capacitor, demonstrando uma forma extremamente
util para resolugoes de circuitos elétricos em série ou em paralelo.

As figuras e graficos que foram inseridos no trabalho tem como objetivo de facilitar a
intelecgao do que estd sendo estudado. Todas elas (com excegdo apenas das que aparecem
na Introdugao) foram elaboradas pelo autor. Utilizou-se softwares como o GeoGebra e o
CircuitLab para a criagdo de todas as ilustragoes.

Para finalizar, ressalta-se que o leitor devera ter alguns conhecimentos prévios como,
por exemplo, Andlise Real, Anélise Complexa, Mecanica e Eletromagnetismo, para uma
leitura mais fluida.






Resumo

O proposito deste trabalho é estudar a solucao de equacoes diferenciais sob acao de
funcoes forcantes descontinuas ou impulsos, contextualizadas em problemas Fisicos ou de
Engenharia, utilizando Transformadas de Laplace. Para tanto, a metodologia utilizada se
da no desenvolvimento teérico, rico em detalhes, dessa transformada. Os conceitos abor-
dados incluem integrais impréprias com parametro complexo, transformadas integrais,
defini¢do e propriedades das Transformadas de Laplace (direta e inversa), convolugao,
equagoes diferenciais sob acao de fungoes forcantes descontinuas ou impulsos e, por fim,
aplicagoes contextualizadas.

Palavras-chave: Transformadas de Laplace, Equagoes Diferenciais, Descontinuidade,
Impulso, Métodos Matematicos.






Abstract

This work studies the solution of differential equations under the action of disconti-
nuous forcing functions or impulses, contextualized in Physical or Engineering problems,
using Laplace Transforms. Therefore, the methodology used is a theoretical development,
rich in detail, of this transform. The concepts covered include improper integrals with
complex parameters, integral transforms, definition and properties of Laplace Transforms
(direct and inverse), convolution, differential equations under the action of discontinuous
forcing functions or impulses and, finally, contextualized applications.

Keywords: Laplace Transforms, Diferential Equations, Descontinuity, Impulse, Mathe-
matical Methods.
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Introducao

As equagobes diferenciais podem descrever a maneira como certas quantidades variam
com o tempo, por exemplo, sistemas massa-mola, circuitos elétricos em série, oscilacoes
de membranas vibrantes ou fluxos de calor por meio de condutores isolados [25]. Em geral
essas equacgoes estao vinculadas a condigoes iniciais que apresentam o estado inicial de
tais sistemas. Segundo [33], equagoes diferenciais do tipo

d?x dx
mos +ﬁ$ + kx = f(t)
ou
L@+R@+l = E(t)
dt2 a el

sao exemplos de modelos de sistemas que possuem “funcoes forcantes” que podem repre-
sentar tanto uma forca externa f(t) como uma tensdo aplicada E(t). E muito comum
essas fungoes forcantes serem descontinuas e, assim, os métodos mais tradicionais para
solucionar esse tipo de equagao podem se tornar muito laborosos. Por exemplo, a tensao
aplicada em um circuito pode ser continua por partes e periddica, e se comportar como
as fungoes “degrau” ou “dente de serra”, exemplificadas na Figura 1.

Figura 1: Exemplos de fungoes forcantes descontinuas.

=

J Jn}

nor s

I

(a) Funcdo Degrau (b) Fungdo Dente de Serra
Fonte: Zill [32].

Também é comum equacgoes diferenciais estarem sob a influéncia de fungoes forcantes
que sofrem algum tipo de “impulso”, como o exemplificado na Figura 2.
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24 Introducao

Figura 2: Exemplo de fungao forcante com impulso.

| \ | /\ ’[-\\L
;

il I s
T T . 7
e \\_/ . ”

Fonte: Zill [32].

Em casos como esses, em que as equagoes estao sob acao de fungoes forcantes descon-
tinuas ou com impulsos, solucionar a equacao diferencial pode ser trabalhoso.

A Transformada de Laplace fornece uma ajuda importante na resolucao de problemas
deste tipo. O nome se deve ao matemadtico Pierre-Simon Laplace (1749 - 1827) que
trabalhou com Mecanica Celeste e Teoria das Probabilidades. Na historia, de acordo com
[31], o desenvolvimento das transformadas integrais se inicia com a busca de solugdes
de certos tipos de equacgoes diferenciais na forma de integrais reais definidas, contudo,
mais tarde, foi descoberto que essas transformadas sdo integrais de contorno no plano
complexo.

O primeiro a estudar transformadas integrais como ferramentas para solucionar equa-
¢oes diferenciais foi Euler (1707 - 1783) [23]. Os resultados obtidos por Euler foram
incorporados por Laplace em um artigo chamado Théorie Analytique des Probabilités no
inicio do século XIX [31]. Segundo [25], foi Spitzer (1737 - 1880) quem associou o nome
de Laplace a transformada

Y(s) = / " ety (t)dt

que foi elaborada por Euler, mas bastante usada por Laplace.
Também, de acordo com [25], em 1910, Bateman (1882 - 1946) aplicou a seguinte
transformada

mais tarde batizada de Transformada de Laplace por Berntein (1880 - 1968), na equagao
de decaimento radioativo de Rutherford (1871 - 1937)

dy
dt
Tal transformada passou a ser discutida para justificar de forma precisa algumas regras
operacionais, as quais foram utilizadas por Heaviside (1850 - 1925) no final do século
XIX, com o intuito de resolver as equagdes da Teoria Eletromagnética de Maxwell (1831
- 1879) [31]. Com isso, contribuiu fortemente para a Teoria Eletromagnética de Maxwell
diminuindo as 38 equagoes para apenas 4 equagoes fundamentais de tal teoria [31].

_/\y



Introducgao 25

No inicio do século XX, depois de muitas tentativas, essa forma de resolver equacgoes
obteve sucesso ap6s muito trabalho e dedicagdo de matematicos como Bromwich (1875 -
1929), Carson (1886 - 1940) e Van der Pol (1889 - 1959) [29].

A Transformada de Laplace é uma transformada integral com nitcleo K(s,t) = e~
e constitui uma ferramenta fundamental para solucionar problemas de valor inicial em
equagoes diferenciais. Por este motivo é muito utilizada como ferramenta nos estudos de
Circuitos Elétricos, Sistemas e Sinais, Controle e Automagcao, Probabilidade e Estatistica,
Bioengenharia, Engenharia Mecanica e outras areas [23].

O método funciona basicamente transformando uma equacgao diferencial complicada
na variavel ¢ em uma equagao algébrica, mais simples de lidar, na variavel complexa
s. Por exemplo, considerando as notagoes F'(s) = L(f(t)) e Y(s) = L(y(t)) para as
Transformadas de Laplace das fungoes f e y na variavel ¢, o Problema de Valor Inicial
(PVI):

st

y'+ 4y + 5y = [(t)
com y(0) =0 e y/'(0) =0, é levado em

Vo= PO
s +4s+5

Conseguir a solugao y(t) do PVI de forma explicita é possivel por meio da aplica¢ao
do conceito de transformada inversa, uma vez que y(t) = L71(Y(s)).

O propdsito deste trabalho é estudar a solucao de equacoes diferenciais sob acao de
fungoes forcantes descontinuas ou impulsos, contextualizadas em problemas tipicos da
Fisica ou Engenharia, utilizando Transformadas de Laplace.

Estudaremos a Transformada de Laplace a partir da sua definicdo e calcularemos a
transformada de intmeras fungoes em detalhes, além de demonstrarmos alguns dos prin-
cipais teoremas relacionados. Para isso, este texto estd dividido da seguinte forma: No
Capitulo 1 é feito um estudo sobre integrais improprias, incluindo pardmetros comple-
xos. Este capitulo é finalizado com alguns teoremas sobre a convergéncia da integral que
define a Transformada de Laplace. No Capitulo 2, apresenta-se a definicdo formal de
Transformada de Laplace, bem como seus principais teoremas. No Capitulo 3, define-se
a transformada inversa, de forma simples e sem o uso da Formula da Inversao Complexa.
No Capitulo 4 apresenta-se a convolucao e algumas fungoes especiais oriundas da Fungao
Gamma. Ja o Capitulo 5 versa sobre as fungoes degrau unitario e delta de Dirac, trazendo
PVI’s com equacgoes diferenciais sob acao de fungoes forcantes descontinuas ou impulso,
sendo solucionadas com auxilio da Transformada de Laplace. Por fim, o Capitulo 6 tras
algumas aplicagoes em Fisica ou Engenharias do conteiido estudado no capitulo anterior.

Para a leitura deste texto, considera-se que o leitor possua familiaridade com resul-
tados de Mecanica Classica e Eletromagnetismo, além de Célculo Diferencial e Integral
(com fungoes de uma ou multiplas varidveis reais), Equagoes Diferenciais, Analise Real e
Complexa.






1 Integrais Improéprias

Este capitulo possui o proposito de fundamentar conceitos matematicos essenciais
para o desenvolvimento da dissertacao. Resultados aqui estabelecidos serao amplamente
requisitados ao longo do trabalho. Para a elaboracao deste capitulo, foram consultadas
as seguintes referéncias: [5],[10], [14], [15], [16], [25], [27] e [30].

1.1 Funcoes Complexas de uma Variavel Real

1.1.1 Limite e Continuidade

Definicao 1.1. Uma funcao do tipo f : A € R — C pode ser representada como
f(t) =u(t)+iv(t) onde u: A — Rewv: A— R sdo fungdes chamadas de componentes
de f. A componente u é a parte real de f e a componente v é a parte imaginaria de f.

Definigao 1.2. Seja f: A C R — C. Dizemos que f possui limite L € C quando t € A
tende a ty € R, e escrevemos tllgl f(t) = L, quando:
0

Ve>0,30>0 | 0<|t—ty| <d = |f(t) —L| <e

Definicao 1.3. Seja f : A C R — C uma fungdo com o conjunto A ilimitado superior-
mente. Dizemos que f possui limite . € C quando t € A tende a infinito, e escrevemos
lim f(t) = L, quando:

t——+o0

Ve>0,3k>0 | t>k = |f(t) - L| <e.

Observagao 1.4. As Definigoes 1.2 e 1.3 nos fornecem as seguintes equivaléncias:

lim f(t) = L <= lim|f(t)—L| =0

t—to t—to

(S

lim f(t) =L < tlgrnoo|f(t)—L|:0.

t—+00

Teorema 1.5. Sejam f : A C R — C uma funcio em que f(t) = u(t) + v
L = ug+ivg € C. Temos que lim f(t) = L se, e somente se, Jim u(t) =wug e hm v(t)
0 0

u(t ) €
Demonstracao. De forma direta:

lim f(t) = L <= llmf()—U0+ZUO = hm( (t) + iv(t)) = up + ivg

t—to t—to t—to

27
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<~ lim u(t) + z'tli_gl v(t) = up + vy <= tlim u(t) =ug e limo(t) =y
0

t—to —to t—to
]
e—(s—a)t
Exemplo 1.6. Sendo s = z + iy € C e a € R, provemos que tEer — = 0 para
©  s—a
Re(s) =z > a.
Demonstragao. Pela Observacgao 1.4:
ef(sfa)t 1
lim — =0 < lim —— =0 <
t—+o00 S—a t—+o00 (3 — a) e(s—a)t
li ! O' =0 < 1 ! =0
t—g‘rnoo (3 — a) e(S*G)t o t—g-noo (5 — a) e(sfa)t -
Note que:
1 s=z+iy 1 . 1
(s —a)els—akt - (z — a + iy) ell@—a)+iy)t (z — a+ iy) et ele=a)t
B 1 B 1
o —a iyl et et o —a+iy| [ cos (yt) + isen (yt)] o)t
_ 1 _ 1
e(x—a)t\/(x —a)? + y? \/C082 (yt) +sen? (yt) el@=at /(z —a)? + y2.
Assim, se x > a:
. ) 1
lim W = lim =0
t=+too|(s —a)e t=400 p(e—a)t, /(3 — q)2 + 2
j4 que e~@= @ — 0 quando t — +o0.
O]

Definig¢ao 1.7. Seja f : A C R — C. Dizemos que f é continua em ty € A quando

75lixgl f(t) = f(to). Dizemos que f é continua, quando for continua em todos os pontos de
—to

A.

Teorema 1.8. Seja f : A C R — C fungao em que f(t) = u(t) + iv(t). Entio f é
continua em tqg € A se, e somente se, u e v sdo continuas em ty € A.

Demonstragdo. f continua em ¢, PeL LT }E{l F(t) = Flto) = ulto)+iv(ty) "&b }H{l u(t) =
0 0
u(ty) e Jim v(t) =v(ty) <= u e v sdo continuas em t,
0
[l

As regras operatorias de limite e continuidade para fun¢ées complexas sao semelhantes
as para as funcoes reais. O leitor pode conferir nas referéncias [5] e [27].
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1.1.2 Diferenciabilidade

Definicao 1.9. Seja f : A C R — C. Dizemos que f é diferencidvel em ty € A caso
exista o limite

f(t)— fto) lim f(to + At) — f(to)

tto t—ty  AlS0 At

onde At =t — t5. Esse limite chama-se derivada de f em ¢, e possui notacao f’(ty) ou
o)
dt

Teorema 1.10. Se f: A C R — C ¢ diferencidavel em ty € A, entdo f é continua em
to € A.

Demonstragdo. De fato, temos:

lmﬂ()—ﬂmm=hm<vw_fmmu—m>

t—to t—to t—1to
t)— J(t
= lim M lim (t — to)
t—to t— to t—to

Da diferenciabilidade da f em t; e sabendo que }E{l (t — tg) existe e é igual a zero.
0

Logo obtemos,

lim |(f(2) = f(to))| = f'(ts) - 0 =0

t—to

o que nos mostra, pela Observagao 1.4, que f é continua em t. O

Teorema 1.11. Sejam f: A C R — C uma fungio com f(t) = u(t) + iv(t) ety € A.
Entao f € diferencidvel em ty se, e somente se, f'(to) = u'(to) + iv'(to).

Demonstracao. Note que:

J(8) = f(t) _ ult) +iv(t) = (ulto) +iv(t) _ ult) —ults) (v(t) - v<t0)> |

t—ty t —to  t—t t—to

Pela Definicao 1.9,

R R = C =]
= f(to)_}%W“}%w = [(to) = u'(to) + v (to).

]

As regras de derivacao para funcgoes complexas sao semelhantes as para as fungoes
reais. O leitor pode conferir nas referéncias [5] e [27].
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1.1.3 Integrabilidade

Defini¢ao 1.12. Sejam f : [a,0] C R — C uma fungdo e P = {to,t1,...,tn—1,t,} uma
partigao de [a,b], em que t; € [a,b],0 <i<n,coma=ty<t; <ty <..<t, 1 <t,=0.
Considere, aleatoriamente, ¢; € [t;_1,t;] e denote At; =t; —t;_1, 1 <i < n.

n

a) A soma Y f(¢;)At; é chamada soma de Riemann de f em relagdo a particio P.
i=1

n

b) O limite lim > f(c;)At;, quando existe, é chamado de integral de f em [a, b).

max At; —0 i1
n

b
Nesse caso, usamos a notacao / f@®)dt = lim > f(e;)At; e dizemos que f ¢

max At;—0 =1

integravel em [a, b].

Teorema 1.13. Seja f : [a,b] C R — C fungio em que f(t) = u(t) +iv(t). Entdo f é
integravel em [a,b] se, e somente se, u e v sao integrdveis em [a,b]. Além disso:

/abf(t)dt_/abu(t)dtJri/abv(t)dt.

Demonstragao. Por hipotése f(t) = u(t)+iv(t) é integravel em [a, b]. Assim, nas condigoes
da Definicao 1.12:

b n n
/a f(t)dt = ma)}ﬁ%; fle))At; = ma}}gg%o;(u(cj)&j +iv(c;) At;)
n n b b
= lm Y u(e)At;+i1 lLm Y wv(cy)At :/ u(t) dt—i—i/ v(t) dt

max At;—0 = max Atj—>0j7

1 1

O

As regras de integracao para fungoes complexas sdo semelhantes as para as fungoes
reais. O leitor pode conferir nas referéncias [5] e [27].

Devido a proposta deste trabalho, selecionamos alguns teoremas interessantes sobre
integrabilidade complexa para demonstrar.

Teorema 1.14. Dada f : [a,b] C R — C wuma fungio integravel em [a,b] em que
f(t) = u(t) +iv(t). Entdao |f| € integrdavel em [a,b] e

[ rwa < [

Demonstragio. Por hipétese, f é integravel em [a, b], entdo, pelo Teorema 1.13, as fungoes
u e v também sdo integraveis em [a,b]. Assim, u? 4+ v? ¢ integrdvel em [a,b]. Como a
composicao de fungoes reais integraveis é integravel, segue também que |f| = vu? +v? é
integravel.

Agora vamos demonstrar a desigualdade proposta no enunciado.
b b
Se / f(t) dt = 0 nao ha o que demonstrar. Entao suponha que / f@t)dt = x+iy # 0.

Na forma polar: ¢
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b b
/af(t)dt: /af(t)dt - (cos () +isen(0)) =

/abf(t)dt = (cos (#) +isen (¢ / f(t) (1.1)

em que 6 é o argumento principal de x + iy. Denotemos k = (cos () + isen (6))~!, entdo

/abf(t)dt — Re (/fkf(t)dt), pois

Re (/abk:f(t) dt) — Re <k:/b £(t) dt)

= Re ((cos (0) +isen (0))*

—Re(/abf(t)dt)

b
/a F(t)dt|.
Dessa maneira, como Re (/ k f(t) ) / Re (k f(t)) dt, segue que:

/ab £(¢) dt

Sabendo! que |k| =

- (cos (0) + isen (0)))

b Re(2)<|z|Vz €
= ["Retk popar T [k potae= [k dn

cos (f) — isen (6)
cos? () + sen? (6)

/abf(t) dt g/ab]f(tﬂdt.

= |cos (—0) + isen (—60)| = 1, obtemos:

]
Teorema 1.15. Se f : [a,b] C R — C ¢ integrdvel em [a, x| para todo x € |[a,b], entdo

F(z) = /ax f(t)dt é diferencidvel e F'(x) = c;i; {/j f(t) dt} = f(x) para cada x € [a,b.

Demonstragio. Sendo f(t) = u(t) +iv(t), com f integravel em [a, z], entdo u e v também
sao integraveis em [a, x] pelo Teorema 1.14. Assim,

:/zf
/ —i—w
_/ dt—l—z/vt)dt.

'Note que (cos(f) + isen(f))(cos(f) — isen(f)) = cos(0)? + sen(6)2.
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xT X

Sabemos? da teoria de integrais em uma varidvel real que / u(t)dt e / v(t) dt sao

derivaveis e que ;; [/; u(t) dt] =u(z) e jx [/j v(t) dt] = v(z). Entao,
Fl(z) = CZC _/jf(t) dt]
-2 [Cutwyae+i ["ot
:;; /ju(t)dt}—kijx{/jv(t)dt}

]

Teorema 1.16. Se f : [a,b] C R — C ¢ diferencidvel e f" é integrdvel em [a,b], entdo
b
| rwdt= s - fla).

Demonstragio. Sendo f(t) = u(t) +iv(t) diferencidvel, temos f'(t) = '(t) +v'(t). Sendo
f' integravel em [a, b], pelo Teorema 1.14, v’ e v/ também sao integraveis. Pelo Teorema

u'(t) dt = u(b)—u(a) e /b V'(t)dt = v(b)—v(a), assim:

a

b
Fundamental do Célculo® temos /

a

b b
/a F() dt = / (W/(t) +iv' (1)) dt
b

b
u'(t) dt—l—i/ v'(t) dt

I
T

]

Com base nos Teoremas 1.15 e 1.16, calcular integrais de fungdes complexas de uma
variavel real é um processo muito similar ao calculo de integrais de fungoes reais. Podemos,
por exemplo, levar em conta o que conhecemos sobre integracao por primitivas e o Teorema
Fundamental do Célculo.

Observagao 1.17. Considere I C R um intervalo real e 2 C C. Ao longo deste trabalho,
muitas vezes sera util considerar uma funcao f : I C R — C, complexa de uma varidvel
real, dada da seguinte forma f(t) = K(s,t)g(t) em que g é uma fungao real ou complexa
e K : Q) x I — C ¢é uma funcdo onde s € 2 C C é um parametro fixado. Neste caso,

dizemos que uma integral da forma G(s) = / K(s,t)g(t) dt estd indexada pelo pardmetro
I

s e, com certa frequéncia, sera de nosso interesse apontar as possibilidades de s para os
quais a integral exista.

20 leitor pode conferir o Teorema 8, pagina 255, do livro [14].
30 leitor pode conferir o Teorema 9, pagina 256, do livro [14].
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1.2 Integrais Impréprias

1.2.1 Definicoes e Primeiros Resultados

Para as defini¢oes e resultados dessa se¢ao, considere f uma funcao do tipo f: A C
R — C.

Definicao 1.18. Seja a € R. Se / f(t) dt existe para todo u > a, definimos:

+Oof( dr = hm/f

a uU—r+00
desde que o limite exista e seja finito.

b
Definicao 1.19. Seja b € R. Se / f(t) dt existe para qualquer —u < b, definimos:

/b F(t)dt = Tim_ ") dt

desde que o limite exista e seja finito.

+o00 b
As integrais / f(t)dt e / f(t) dt, apresentadas nas Defini¢oes 1.18 e 1.19, sao

a —0o0

chamadas improprias e serao ditas convergentes caso os limites existam e, caso contrario,
as integrais serao divergentes.

" rw dt, / f(t)dt,/:oof(t)dt

Teorema 1.20. Sejam a e b reais arbitrdrios. Se/

a

b
e / f(t)dt sao convergentes entao:

/_aoof(t)dwr/amf(t)dt:/_boof(t)dt+/b+°°f(t)dt

Demonstracio. Suponha a < b, sem perda de generalidade. Pelas Defini¢oes 1.18 e 1.19:

[ f(t)dt+/+oof(t)dt: lim af(t)dt+ lim uf(t)dt

uU—r+00 uU—r+00

— lim f Jdt+ lim Vf dt+/ (¢ dt]

U—>-+00

— lim f dt+/f )dt + hm/f

U—-+00

:ugglm[/ dt+/ ] / £t dt

— lim f(t)dt+/b

u—+00 J_q

:/boof(t)dw/bmft dt

Definicao 1.21. Considere a € R. Se as integrais improprias /

a

]

—+00 a

F(t)dt e / £(t) dt

—0o0

sao convergentes, definimos:

/_:o F(t)dt = /_aoo £() dt + /a+°° (1) dt
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Pelo Teorema 1.20, a Definicao 1.21 independe da escolha do a € R.

Teorema 1.22. Considere uw > 0 e f uma fungdo integravel em [—u,u]. Entdo

+oof :hm/f

— u—-+00

Demonstracdo. Sabemos pela Defini¢ao 1.21 que:

/;OO f(t)dt = /OOO f(t) dt+/0+oo f(t)dt

u

= lim ' f()dt + lim f(t)dt

u—+00 Uu—r—+00

:uﬁlfoo[/ jous [ 0

= lim f(t)dt.

u—+o00 J_

1.2.2 Alguns Exemplos

Agora vejamos alguns exemplos para aplicarmos os conceitos anteriores.

—+00

1
Exemplo 1.23. Provemos que / e *'dt = — (Re(s) > 0), onde s € C.
0 s

—+o0o u
/ e stdt = lim e St dt.
0

u——+00 J0

Temos:

Aplicando o limite:

lim
UuU—+400

S

para Re(s) > 0, pois e ** — 0 conforme u — +o0.

Portanto,

+o00 1
/ e stdt = =
0 S

quando Re(s) > 0.
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+o00 1
Exemplo 1.24. Provemos que / e " tdt = = (Re(s) > 0), onde s € C.
0 s

Por definicao,

+oo uw
/ e Sttdt = lim e St tdt.
0

u——+00 /0

Utilizando integracao por partes:

/Oue—sttdt = —=(e) Z+i/0ue—5tdt
u 1 . u
1

t
s
t —s
= (™) )
u
s

() =@ ().

Aplicando o limite:

lim
U—>-+00

—su 1 —su 1
() ) =

u
para Re(s) > 0, pois e ** — 0 e —— (¢~*") — 0 conforme u — +o0.
s

Portanto,

quando Re(s) > 0.

“+o0o
Exemplo 1.25. Provemos que / t"e S dt = (s>0),ondenceNesecR.
0

Sn+1
Neste caso iremos demonstrar pelo Principio da Inducao®.

1. Paran =1:

+o00 1
/ e st dt =
0

—» conforme Exemplo 1.24.
s

2. Supondo valido para n:

8n+1'

+o0 n!
/ the st dt =
0

3. Provando para n + 1:

—+o00 U
/ e st dt = lim / the=st dt.
0 0

U——+00

40 leitor pode conferir a se¢io 1 do Capitulo 1, pdgina 2, do livro [16].
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Com a utilizagdo da integragao por partes:

u 1 u S u
/ tne—st dt = (B_Sttn+1> + / e—sttn-l-l dt
0 n+1 0

0 n-+1
1 S u
—su_ n+1 —styn+1
= — t dt.
n+1(e U )+n+1/0 e

Aplicando o limite quando u — +o0:

u “+o00
lim e St dt = / t"e St dt
0 0

U—>+00
S +oo
= / et gt
n+1Jo

1
para s > 0, pois (e’suunﬂ) — 0 quando u — +oc.
n+1

|

Too n:
Como et dt = ——, temos:
0 Sn—i—l

n! s +o0
o n+1_—st
e e /0 t"re Tt dt

“+oo
Isolando / t" et dt, obtemos:
0

/—i-oo thrlefst dt = (TL + 1)”‘
0 S<Sn+1)
(n+1)!
=

Por indugao, segue o resultado.

+o0
Exemplo 1.26. Provemos que/ e e dt = (Re(s) > a),onde v € Re s € C.
0

S —«

O st Yo st at
/ e te*dt = lim e e dt.
0 u——+o00 Jo

Usando substituicao

/u e Stett dt = /u ela=9)t gy
0 0

1 U
= /ewdw
a— s Jo

1 —s)u
:a—s[e(a ) —1}.

Aplicando o limite:
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lim{ 1 {e(a_s)“—l]}: 1
u—+oo (¥ — S S —

para Re(s) > a, pois e~ (=" — () conforme u — +o0.

Portanto,

+OO,t . 1
/ e edt =
0 s —«

quando Re(s) > a.

S

+oo
Exemplo 1.27. Provemos que / e * cos (at) dt = R (Re(s) > 0), onde a € R
0 s+«

eseC.

u

+o0
/ e * cos(at)dt = lim e * cos (at) dL.
0

u——+400 /0

Com a utilizagdo da integracao por partes, realizada duas vezes, segue que:

” —st t
/ e~ cos (at) dt = % _|_ / “sen (at) dt
0 Q@
—st t t u u
_ Ln(a) L8 <_€COS() =2 [ et eos (at) dt)
a 0o« « o aJo
st £ Ju u 2 ru
_ e”*sen (at) |* _ % (e_St cos (ozt)) - % e~ cos (at) dt
o 0 0% 0 (6] 0
Q —su s 5 —su
T (e sen (au)) T2 +52 o+ s (e o (au)) '
Aplicando o limite:
a —su 5 5 U = i
ul—lffoo {cﬂ + 52 <e sel (au)) + 2+ 82 a+s? (6 cos (au))] Ca’+s?

para Re(s) > 0, pois e *"* — 0 conforme u — +o0.

Portanto,

too —st d S
A (& COS (Oét) t = m
quando Re(s) > 0.
+o0
Exemplo 1.28. Provemos que / e *'sen (at) dt = % (Re(s) > 0),onde « € Re
0 a?+s

s eC.

u

+o0o
/ e * sen(at)dt = lim e * sen (at) dt.
0

u——+00 J0
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Com a utilizacao da integracao por partes, realizada duas vezes, segue que:

” —st t
/ e *'sen (at) dt = —M — —/ "cos (at) dt
0 [0
—st t) v t u
_ __€ "cos (O[ ) _ = (SGH(O[) + E/ e St sen (at) dt)
o 0 « 0] 0 @ JO
—st t) |* u 2 u
- _eC(O)éSm) - % (e‘St sen (at)) N % ; e * sen (at) dt
[0 —su « S —su
= e (e Cos (au)) + P12 s (6 sen (au)) :
Aplicando o limite:
. o —su « _ 5 —su = 704
LU [_M (e cos (au)) T +52 a2+ s? (6 sen (au))} o+

sSu

para Re(s) > 0, pois e ** — 0 conforme u — +o0.

Portanto,

«

+oo "
e sen(at)dt = ———
/o (o) o? + 52

quando Re(s) > 0.

1.3 Convergéncia de Integrais Improéprias

1.3.1 O Critério da Comparacao (para Integrais Improéprias de
Funcgoes Reais)

Teorema 1.29. Dada f : [a,+00[C R — R integravel em [a,z], para qualquer x > a
com f(t) > 0 no intervalo [a,+oc[, considere a fun¢io F(x) = / f(t)dt, x > a. Entao:

a) F(x) € crescente em [a,+00|;

b) lim F(x) existe se, e somente se, existir M > 0 tal que F(x) < M para todo

T—r+00
T > a.

Demonstracao. a) Considere 1 e x5 dois niimeros reais tais que a < x; < z5, entao:

F(zs) — /f dt—/ F(t dt_/ F(t)dt >0

uma vez que f(t) > 0 para t > a.

Assim, para quaisquer x, T2 em [a,+00[, com z; < T, temos que:

T < Ty — F(l’l) < F(l‘g)

Portanto F'(x) é crescente.
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b) (=) Se lim F(x)= A, entdo:

T—+00
Ve>0,3k>0 | >k = |F(z)— Al <e.

Em particular, para ¢ = 1:

dk>0 | 2>k = |F(x) - Al < 1L

Ou seja:

A-1<F(z)<A+1, Va>k.

Entao, F' é limitada para x > k. Podemos dizer que existe M > 0 tal que F'(z) < M,
Vo> k.

Sek>a: F(z) <M, Y >k>a.
Sek<a: F(x) <M, Y >a>k.

De todo modo: 3M > 0 tal que F(x) < M,VYx > a. No caso em que z = a,
F(z) = / f(t)dt = 0. Logo, F(x) < M para este caso também.

Portanto, existe M > 0 tal que F'(z) < M para todo = > a.

(<=)Sea>0,definal ={F(x) | ©>a}ese, a<0,definal ={F(x) | z>0}.
De todo modo, o conjunto I é limitado superiormente, pois existe M > 0 tal que
F(z) < M,Vz > a. Denote A =sup/ e provemos que Erf F(z) = A.

Como A = sup I, temos que:

Ve>0,Jwel | A—e<w<A.

Como w € I, entdao w = F(k), para algum k > 0. Dessa maneira:

Ve>0,3k>0 | A—e< F(k) < F(x) (1.2)

onde z > k, pois como F' ¢é crescente (Teorema 1.29 (a)):

x>k = F(z) > F(k). (1.3)

Assim, pelas Equagoes (1.2) e (1.3):

Ve>0,3k>0 | o>k = A—¢ < F(k)
Isto é,

Ve>0,3k>0 | >k = |F(z)—A| <e
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Portanto,

lim F(z) = A.

Tr——+00

]

Observagao 1.30. Uma consequéncia do item b) do Teorema 1.29 é: Considere f :

[a, +0o[C R — R positiva e integravel em [a, 2|, para qualquer x > a. Entao / f(t)dt

x
é convergente se, e somente se, existir M > 0 tal que / f(t)dt < M para todo = > a.

a

Teorema 1.31 (Critério da Comparagao). Sejam duas fungoes f,g : [a, +oo[C R — R

positivas e integraveis em [a, x|, para qualquer x > a, em que f(t) < g(t) para todo t > a.
+00

+o0
Se / g(t)dt é convergente, entdo / f(t)dt também é convergente.
a a

400 +o0
Demonstragio. Por hipotese / g(t) dt é convergente. Logo / g(t)dt = M > 0, pois

a

g(t) > 0 para t > a. Uma vez (aue f(t) < g(t) para qualquer t > a:

[f(t)dtg/;g(t)dtg/:wg(t)dt:M.

+
Da Observacao 1.30, segue que / f(t)dt é convergente. ]

a

Observacao 1.32. Pelo Teorema 1.31 é possivel escrever: Sejam duas fungoes f,g :

[a, +00]C R — R positivas e integraveis em [a, x|, para qualquer x > a, em que f(t) <
+o0 +oo
g(t) paratodot > a. Se / f(t) dt é divergente, entao / g(t) dt também é divergente.

Teorema 1.33. Sao verdadeiras as afirmagoes:

+oo ]
a) / o dt é convergente se a > 1 e divergente se a < 1.
1

+oo
b) / e~ dt é convergente se o > 0 e divergente se o < 0.
0

Demonstragio.  a) Para a = 1, calculemos a integral:

+001 u
/ Sdt = lim (/ 1dt>.
1 t u—+oo \J1 ¢

Sabendo que

Portanto,
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+oo ]
/ Edt: lim In(u) = +o0
1

Uu——400

e a integral diverge.

Para o # 1 temos:

w1 1o
| wit= o ]

1 1
_ [ _1]
1—a lue!

Dessa maneira, efetuando o limite quando u — +oo,

1

1 1 , a>1
(i) -{
1 —a \ue!

1 0, a>1
lim =

lim
U——+00

Uma vez que:

u—too 1 +oo , a< 1

sea >1e

+oo 1
Consequentemente, a integral / o dt converge para o valor ]
1 a—

diverge se o < 1.

b) Para a = 0, temos:

+00 +oo
/ e %dt = / dt
0 0

= lim / dt
u——+00 /0

= lim u
u——+00

:+Oo

e a integral diverge.
Se o # 0,
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Por conseguinte,

“+o0 U
/ e dt = lim e dt
0

u—+00 /o
1 1 ! >0
e RE
@ € +o00,a<0
Uma vez que:
1 {0 , a>0
lim — =
u—r+o0 U +o00 , a<0

+oo 1
Dessa maneira, a integral / e~ dt converge para o valor — se a > 0 e diverge
0 @
se a < 0.

]

Teorema 1.34. Seja f : [a,+oo[C R — R integravel no intervalo |a,x], para qualquer
x > a, com f(t) > 0 em [a,+oo[. Suponha que exrista um nimero real o e uma fungao

1
g : [a,+oo[C R — R tais que, para todo t > a ocorra f(t) = t—ag(t). Além disso,

+o0o
considere que tngrn g(t) =L com L > 0. Entao f(t)dt é convergente quando o > 1

e divergente quando o < 1.

Demonstragdo. Da hip6tese t£+m g(t) = L, entao:

Ve>0,3k>0 | t>k = |g(t) — L| <e.

Abrindo o médulo,

lg(t) — L| <e <= L—e<g(t) < L+e.

L
Tomando € = 3 obtemos:

L <g(t) < 3L
g =9 2
1
Por hipétese que f(t) = . (t), para t > a, entdo:
L 3L
— < f(t) < —.
2t 1) 2t

Integrando esta tltima desigualdade em [a, +00],

L+ 1 o0 3L oo 1
i S gt < tdt<—/ =gt
2/a ta .0 2 Jo 1o

+oo ]

3
Do Teorema 1.33 a integral o> / o dt é convergente para a > 1 e pelo Teorema
a

“+o0o
1.31 (Critério da Comparagao), a integral / f(t) dt é convergente nesse caso.
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L +oo
Do mesmo modo, do Teorema 1.33, a integral 3 / o dt é divergente para a <1 e

pela Observacao 1.32, a integral / t) dt é divergente nesse caso.
[

1.3.2 O Critério de Cauchy

Teorema 1.35 (Critério de Cauchy). Seja f : [a, +oo[C R — C integrdvel em |a, x|, para

+oo
todo x > a. Entdo / f(t)dt é convergente se, e somente se, para qualquer € > 0, existe
a
(&
| s
b
x

Demonstra¢io. (=) Denotemos F(z) = / f(t)dt. Sendo / f(t)dt convergente,

podemos dizer que 1_131 F(x) = L, para algum L € C. Dessa maneira,

A >0 tal que b,c > A resulta

< €.

Ve>0,3A>0 | 2> A — yF<x>—Ly<§.

Sejam b, c > A, assim:

e dt] — |F(0) = Fb)
F(c)— L+ L—F(b)|
F(O) - L+ 1F0) - I

(<) Seja (y,) uma sequéncia de ntimeros reais tal que limy,, = +00. Pela hipotese:

Ve>0,3A>0 | yn,ym > A = |Flym) — Flya)| < e
Note que a sequéncia (F(y,)) ¢ de Cauchy e portanto convergente®. Logo lim F'(y,) =
L, para algum L € C.
Provemos agora que qualquer sequéncia (z,) com lim 2z, = 400, temos lim F'(z,) = L,

com o mesmo L. Suponha que exista uma sequéncia (z,) com lim z, = +o00 e lim F'(z,)
Lo # L. Pela hipdtese:

Ve>0,3A>0 | bjc>A = |F(c)— F(b)| <e.
L—L
Em particular, para € = ‘32‘:
|L — Ly
s
Tomando n; € N tal que: n >n; = y, > Ae z, > A, temos pela Equagao (1.4):

JdJA>0 | be>A = |F(c) — F(b)| < (1.4)

|L — Ly

n>n = |[F(z,) — F(y,)| < 3

(1.5)
Como L = lim F(y,) e Ly = lim F(z,), entao:

50 leitor pode conferir o Teorema 4.8, pagina 119, do livro [27].
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Ve>0,dns €N | n>ny = |F(yn) — L| <€ e |F(z,) — Lo| <e.

L—L
Em particular, para € = |32|:
|L — Ly
3

Tomando nyg = max {ny, ny}, segue das Equagdes (1.5) e (1.6):

|L — Ly|

n>ny = |Fly,) —L| < 3

e |F(z,)— Lo| < (1.6)

n>ny = |L—Ls|=|L—F(y,) + F(yn) — F(zn) + F(z,) — La|
< |F(yn) = LI+ |F(2n) = F(yn)| + |F(2n) — L
Eq. (1.5) e (1.6) |L — Lo| |L — Lo| |L — Lo
< 5 3 T3

= |L - Ly

Isto é: |L—Ls| < |L—Ls| que é um absurdo! Portanto nao existe (z,) com lim z, = +00
e lim F(z,) = Ly # L. Logo, toda sequéncia (z,) com lim 2, = 4+00 possui lim F'(z,) = L.
Por fim, provemos que lim F(z) = L. Suponha que 1_1}111 F(z) # L. Entao existe

T—+00
uma sequéncia (z,) com lim z, = 400 e lim F(z,) # L. Mas isso é impossivel, uma vez

que provamos que nessas condigoes lim F'(z,) = L. Sendo assim, liIJP F(z) = L, em
T—r+00

+oo
outras palavras, / f(t)dt = lim F(z) é convergente. O

T—+00

1.3.3 Convergéncia Condicional e Absoluta

Definicao 1.36. A integral / t)dt é chamada de absolutamente convergente se a

+oo
integral / (t)| dt é convergente. Se / f(t)dt é convergente, mas / |f(t)|dt é

a
“+00

divergente, entao / f(t) dt é chamada condicionalmente convergente.
a

+oo
Teorema 1.37. Se / f(t)dt é absolutamente convergente, entdo também é conver-
a

gente.

+o0o
Demonstragio. Se / |f(t)] dt converge, pelo Teorema 1.35 (Critério de Cauchy):
Ve>0,3A>0 | b,c > A = ‘/ \f(t)|dt‘ < €.
b

[is@na] =| [ rar

Ve >0, 3A>O|bc>A:>‘/ dt‘<e (1.7)

Como

, entao

+oo
Da Equacao (1.7), novamente pelo Teorema 1.35 (Critério de Cauchy), / f(t)dté

a
convergente.

]
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1.4 A Convergéncia de /0+00 e " f(t)dt

Para toda essa segao, considere a funcao f : [0, +oco[C R — C e s € C.

1.4.1 Fungoes de Ordem Exponencial v

Definicao 1.38. Uma funcao f tem ordem exponencial v se existirem constantes M > 0
e 7 > 0 tais que para algum ¢y, > 0,

If(t)] < Me™,  Vit>t,.

Para alguns teoremas, precisaremos garantir que uma funcao f e algumas de suas
derivadas tenham ordem exponencial. Isto, quando for necessario, precisa estar explicito
nas hipoteses, uma vez que o primeiro fato nao implica o segundo, conforme pode ser
conferido no proximo exemplo.

Exemplo 1.39. f(t) = sen (¢’’) possui ordem exponencial, mas f'(t) = 3t%¢" cos (")
nao possui.

. : N » o 3\ 4 pes
Demonstragio. O lim |sen (e )e ™| = 0, j4 que lim e = 0 e sen (e") ¢ limitado.
t—+o00 t—+00

Entao, existem constantes v > 0 e M > 0 tais que para algum ¢ > 0,

|sen (¢7)|

< M.
et -

. 3 3 _ . ~ .
Da mesma forma, o thgrn |3t%" cos (e )e | = +oo. Assim, nio existem constantes
—+00

v > 0e M > 0 tais que para algum ¢ > 0,

|3t2"” cos ()] o
et -

Dessa forma, concluimos que f(t) = sen (et?’) ¢ de ordem exponencial e a funcao
F'(t) = 3t2%e"’ cos (") ndo é de ordem exponencial. O

Teorema 1.40. Seja f : [0, +oo[C R — C derivdvel. Se f' é continua em [0,400] e de
ordem exponencial y, seque que o mesmo vale para a fungio f.

Demonstragdo. Da hipétese, f’ é de ordem exponencial, entao:

If'(t)] < Me,  t>t,.

Como f’ é continua, do Teorema 1.16,
[ rrydr = 1) - ) = 50 = [ £+ si) (18)

t
onde / f'(7) dr é continua pelo Teorema 1.15. Dessa forma, da Equagao (1.8), também
to

concluimos que f é continua.
Portanto



46 Integrais Improprias

501 =| [ mar + s
[ rmydr| + 1£o)

Ord Exp.

<7 et

<

M,

L+ 1f(to)
=2 (=) + 17t

M

<~ +[f(to)]
v

M_p

= L+ f(to)l.

Assim, |f(t)] < Le™ + |f(to)| e assim é possivel encontrar K suficientemente grande
tal que |f(t)] < Ke. Portanto f é de ordem exponencial ~.
[l

1.4.2 Continuidade por Partes

Definicao 1.41. Uma fun¢ao f possui um salto de descontinuidade em um ponto t, se
os limites,

lim f(t) = f(tg) e tlirgf(t):f(té)

existem (como nimeros) e sdo distintos, isto é, f(tg) # f(td).

+oo
Defini¢ao 1.42. Seja F(s) = / K(s,t)f(t)dt. Dizemos que F converge uniforme-
0

mente em algum dominio 2 no plano complexo se para todo ¢ > 0 existe 75 € R tal
que

<€ (1.9)

F(s) - /O K (s, ) (1) dt

/ T K (s, ) (1) dt

para todo 7 > 15 e s € .

Teorema 1.43. Considere a,b,c € R coma <be0 <c. Se f(x,t) é continua em cada

retangulo a < x < b, 0 <t < ¢, exceto por possivelmente um numero finito de saltos de
+00

descontinuidade, e se / f(z,t)dt converge uniformemente para todo x em [a,b], entdo
0

/ab/:mf(x,t)dtda::/(foo/abf(x,t)dmalt'

Demonstragao.

/ab/om f(a,t) dt de = /ab/on(a:,t) dtd:c+/ab/;oo fle,t)dtde.  (1.10)



+o0
A Convergéncia de/ e "t f(t)dt 47
0

+o0
Uma vez que / f(z,t) dt é uniformemente convergente, dado qualquer € > 0, existe

To > 0 tal que para todo 7 > 9,

" ) dt ¢
| @t <

para todo x em |[a, b]. Portanto, para 7 > 7o,

(b—a)/TJroof(x,t)dt <e = /ab/:oof(x,t)dtdx <e€

isto é,

T—+00

b p4oo
lim / / f(z,t)dtdx = 0.

Tomando 7 — +o0 na Equagao (1.10),

/CLb/OJrOOf(x,t)dtdx: lim /ab/OTf(x,t)dtdx_

T—+00

Dada a hipétese de continuidade da f e a teoria de integracao duplaS:

/[)T/abf(x,t)dxdt—/ab/;f(x,t)dtdx_

/ab/o+°°f(x,t)dtd:c:/O+°°/abf(x,t)dxdt

Teorema 1.44. Considere a,b,c € R com a < b e 0 < c. Suponha que f(x,t) e a%f(x, t)
sejam continuas em cada retangulo a < x < b, 0 <t < ¢, exceto por possivelmente um
numero finito de saltos de descontinuidade. Considere também que das integrais

Portanto,

]

F(z) = /0+00 flx,t)dt

+oo )
/0 o f(.t)dt

a primeira € convergente e a sequnda € uniformemente convergente. Entao

Lr@) = [T fwnd (a<e<h)

Demonstracio. Seja

Gu) = | m(,i (u, ) dt.

A funcdo G é continua’. Empregando o Teorema 1.43 temos:

60 leitor pode conferir o Teorema 4, pagina 43, do livro [15].
70 leitor pode conferir a Proposigao 6.7, pagina 57, do livro [15].
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/;G(u)du:/ax/omaauf(u,t)dtdu

:/Om/:i (u, 1) du dt
= [f(z,t) — fa,t)] dt

d T
Assim®, como %/ G(u)du = G(x),

4 pa) = Gla) = / +°°8‘1 (2, 1) dt.

Defini¢ao 1.45. Uma fungdo f é continua por partes no intervalo [0, +o00][ se,
1) I t) = f(0);
) lim f(t) = f(0);

2) f é continua em todo intervalo [0, z[, para todo x > 0, exceto, possivelmente, por
um ntmero finito de pontos 71, 7o, ..., 7, em [0, z[, nos quais f possui um salto de
descontinuidade.

Observacao 1.46. Na Defini¢ao 1.45 estamos assumindo a continuidade de f em ¢ = 0,
embora nao seja totalmente necessario. De fato, basta que h%ﬁ f(t) = f(0) exista (como
t—

nimero) para que a Defini¢ao 1.45 funcione e os Teoremas 2.26, 2.27 e 2.30 continuariam
verdadeiros mesmo trocando f(0) por f(07) (ou andlogo para as derivadas). No entanto,
optamos pela continuidade em ¢t = 0 para reduzir e simplificar as notagoes.

A Figura 1.1 mostra um exemplo de uma funcao f continua por partes com alguns
pontos que apresentam saltos de descontinuidade.

Figura 1.1: Exemplo de funcao continua por partes com saltos de descontinuidade.

f@)

Fonte: O autor.

80 leitor pode conferir o Teorema 8, pagina 255, do livro [14].
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Observacao 1.47. Uma consequéncia interessante da continuidade por partes de uma
funcdo f é que em cada possivel subintervalo produzido pelo item 2) da Definigao 1.45,
f é também limitada. Isto é, para cada subintervalo |7;, 7;11[, existe M; > 0 tal que
lf(t)] < M;, 7, <t <Tiy1,ondei € {1,2,...,n—1}.

Sendo f continua por partes em [0, +00|, para integrar f de 0 a x, onde x > 0, basta
simplesmente calcular a integral em cada possivel subintervalo produzido pelo item 2) da
Definigdo 1.45 e somar os resultados. Ou seja,

/0z ft)dt = /OT1 f(t)dt + /: ft)dt+ ...+ /Tj F(t)dt.

Teorema 1.48. Sejam f,g : [0, +o0[C R — C fungoes continuas por partes e de ordem
exponencial v, e Yo, respectivamente. Entdo:

(i) c1f + cag € continua por partes e possui ordem exponencial max{vyi,V2}, para c; e
cy constantes arbitrarias,

(ii) fg € continua por partes e possui ordem exponencial 1 + 7a.

Demonstrag¢io. Como a soma e o produto de fungdes continuas sao continuas e f e g

possuem finitos saltos de descontinuidade, segue que a soma e o produto também terao

essas mesmas caracteristicas, isto é, ¢ f + cog e fg serao também continuas por partes.
Em relagao a ordem exponencial:

(i) Note que |f(t)] < Mie™t e |g(t)] < Mye™'. Para v = max{7y,72}, segue que
If ()] < Mie e |g(t)] < Mye. Entao

[(erf + e29) ()] = lea f(t) + cag(t)]
< lerf(O)] + [eag(t)]
= lea|[f(t)] + |ea|lg(2)]
< ler|Mie" + |eo| Mye™
= (lex| My + [ My)e™
= Me"

onde M = |¢1| M+ |ca| My. Portanto ¢; f+cag possui ordem exponencial max{vyi, y2}.

(ii) Também,

[(fa)@®)| = [f(t)g(?)]
= [f(®)|lg(?)]

< Mle%t . Mzewt
- MlMQe('“*”)t
— MOt

onde M = M;M,. Portanto fg possui ordem exponencial v; + 7.
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1.4.3 Condicoes Suficientes para a Convergéncia

A seguinte observacao sera muito importante ao longo do texto, pois serd utilizada
diversas vezes.

Observagao 1.49. Considere s = = + 1y. Entao:

1)

cos (—yt) + isen (—yt)‘
cos (yt) — isen (yt)‘

= \/COS2 (yt) + sen? (yt)
1

= ‘ei

1_) —xt

Teorema 1.50. Seja f de ordem exponencial vy e continua por partes em [0, z] para todo
+oo

x> 0. Entdo / e f(t)dt é absolutamente convergente (e também convergente) para
0

Re(s) > 7.
Demonstragio. Sendo f de ordem exponencial v, temos:

IM; >0, tg>0ey >0 | |f(t)| < Me"* Vt>t,. (1.11)

Como f é continua por partes em [0, ¢y, da Observacao 1.47, segue

AMy >0 | |f(t)| <My 0<t<ty. (1.12)

Uma vez que €* é sempre positivo, podemos dizer da Equacao (1.12) que

IM; >0 | |[f(t)] < Mse™ 0<t<to. (1.13)

Das Equagoes (1.11) e (1.13) fica garantido que

IM >0 | |f()] <M vt > 0. (1.14)

+00
Considerando s = = + iy, provemos agora que f(t)e " dt é absolutamente con-
0

vergente para Re(s) =x > 7

+oo u
/ et f(£)| dt = lim / et f(¢)| dt
0 0

U——+00
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v Obs. 149 [* _,
| lep@lar = [T e at
Eq. (1.14) u
< M/ et dt
0
= M/u e~ @t gy
0
Mef(zf')/)t u

—(z =) lo

T =7 T =7
Logo

+o0 M Me—(@=7)u
/ e~ f(t)|dt < lim ( =L )
0

U—>+00

desde que Re(s) =x > 7.

+oo
Portanto / e *' f(t) dt é absolutamente convergente, e pelo Teorema 1.37, conclui-
0

“+oo
mos que / e * f(t) dt também é convergente para Re(s) > 7.
0
[

Teorema 1.51. Seja f de ordem exponencial ~y e continua por partes em [0, z] para todo

+oo
x> 0. Entao / e " f(t) dt é uniformemente convergente para Re(s) > 7.
0

Demonstragio. Sendo f de ordem exponencial 7, segue que:

IM>0,7>0ev>0 | |[f(t)] <M, t>T.

Considerando que s = x + iy, temos:

Obs. 1.49 +oo
< [ e ar

+oo
< [ ey

u

/T T gt f(t)dt

Mef(xf'y)t
= lim ——
wreo —(w—7)

(Me—(w—v)T Me—(x—v)u>
= lim
Uu——+00 x€r — fy xr — fy
Me—(@=n7

r—v
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desde que x = Re(s) > «. Supondo x > =, para qualquer € > 0, sempre pode ser tomado
7 suficientemente grande, de forma que

Me_(m_'Y)T
T =
Sendo assim, dado qualquer € > 0, sempre existe um valor 5 > 0 tal que

< €.

< €, T > T

/T T gt f(t)dt

+00
para z = Re(s) > 7. Pela Definigao 1.42, / e "' f(t) dt é uniformemente convergente.
0
O



2 Transformadas de Laplace

Neste capitulo definiremos a Transformada de Laplace e, a partir dele, calcularemos a
transformada de diversas func¢oes. Um resumo de todas as transformadas calculadas nesse
texto pode ser encontrado nas Tabelas C.1, C.2 e C.3 no Apéndice C. Para a elaboragao
deste capitulo, foram consultadas as seguintes referéncias: [2], [6], [9], [16], [25] e [29].

2.1 Transformadas Integrais

Definigao 2.1. Dada uma fungdo f : I C R — C, onde [ é um intervalo real, uma
transformada integral de f é uma funcdo definida por

F(s) = /IK(s,t)f(t)dt

em que F(s) é denominada transformada integral da fungao f, K(s,t) é chamado de
ntcleo da transformada e s é um parametro complexo.

(2.1)

2.1.1 Exemplos de Transformadas

Considerando uma funcao f : I C R — C, a Tabela 2.1 nos mostra alguns exemplos
de transformadas de f, em que mudamos apenas o nucleo e o intervalo I (dominio da f):

Tabela 2.1: Exemplos de transformadas integrais.

Nicleo I Férmula Transformada
+oo
K(s,t)=e | I=1[0,400[| F(s)= / f(t)e*tdt Laplace
0
+oo
K(s,t) = tDo(st) | I =1[0,400] | F(s)= / F(6)t Ju(st) dt Hankel
0
+o0o
K(s;t) =t | I=[0,400] | F(s) :/ Fotdt Mellin
K(st) =~ [=R | F(s)= +Omf(zs)l Lo Hilbert
Y T i s B VT ) 7T1t—s mhet
K(s,t) = N ist I=R F(s) = /_OO f(t) me”t dt Fourier

Na Tabela 2.1, J,(t) é chamada de Fungao de Bessel de primeira espécie de ordem n

e é representada, para n =0,1,2,... como J,(¢)

(e 9]

k=0

23

(1)
2 kl(n + k)! (

t
2
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2.2 Transformadas de Laplace

+oo
Na Secao 1.4 do Capitulo 1, estudamos a convergéncia de integrais do tipo / e "t f(t)dt.

Como o leitor pode conferir na Secao 2.1.1, tal integral trata-se da Transformada de La-
place de uma funcao f, definida para valores nao negativos de t. Agora, vamos nos
aprofundar nos estudos desta transformada.

2.2.1 Definicao e Convergéncia

Defini¢ao 2.2. Sejam f : [0,+oo[C R — C uma func¢do e s um pardmetro real ou
complexo. Definimos a Transformada de Laplace de f como:

“+o0o
Fls)= LW = [ e f(t)de (22)
quando a integral imprépria for convergente.

Podemos fazer um paralelo com o Capitulo 1, onde, na Secao 1.2.2; calculamos alguns
exemplos de integrais do mesmo tipo da integral da Definicao 2.2.

Exemplo 2.3. No Capitulo 1 calculamos as seguintes Transformadas de Laplace. Sendo
aeR:

c) L(t") = /0 T et gt = :Ljrl neN (s>0)
d) L(e) = /0 e~ et dt = —— (Re(s) > o)
e) L(cos(at)) = /O+OO e cos (at) dt = Wsoﬂ (Re(s) > 0)
f) L(sen(at)) = /0+oo e *'sen (at) dt = OFL—FSZ (Re(s) > 0)

Além dessas transformadas, no Capitulo 1, Secao 1.4.3, também foram demonstrados
alguns teoremas sobre a convergéncia da Transformada de Laplace.

Teorema 2.4. Seja [ de ordem exponencial v continua por partes em [0,z] para todo
+oo

x> 0. Entio F(s) = L(f(t)) = / e S f(t)dt é absolutamente convergente (e também
0

convergente) para Re(s) > .

Demonstragio. A demonstracao segue do Teorema 1.50. O
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Teorema 2.5. Seja f de ordem exponencial vy e continua por partes em |0, z] para todo
+o0

x > 0. Entao F(s) = L(f(t)) = / e "' f(t)dt é uniformemente convergente para
0

Re(s) > 7.

Demonstracio. A demonstracao segue do Teorema 1.51. [

Um fato interessante ue pode ser verificado no exemplo a seguir, é que diferentes
) )
fun(;()es podem ter a mesma transformada.

Exemplo 2.6. Seja
sen (at), t >0
t) =
g(t) L t=0

visto que um tnico ponto nao altera o valor da integral da Transformada de Laplace,
segue que:

L) = 57

resultando exatamente na mesma transformada de f(t) = sen (at).

2.2.2 Funcoes Admissiveis

Defini¢ao 2.7. Definimos L. como o conjunto de todas as fungdes do tipo f : [0, +oo[C
R — C tais que a transformada de Laplace existe para algum valor de s.

Defini¢ao 2.8. Uma fungao f : [0, +00[C R — C é dita admissivel se ela for continua
por partes em [0, x] para todo x > 0 e possuir ordem exponencial .

Pelo Teorema 2.4, fung¢oes admissiveis pertencem a L. No entanto, certamente existem
fungoes em L que nao satisfazem uma ou ambas das condigoes para ser admissivel. Confira
o Exemplo 2.9.

Exemplo 2.9. Considere

Ft) =2te” cos ().
Para todo v > 0, como o tLler 12t ¢ cos (¢ )e ™| = 400, ndo existe M > 0 tal que
para algum ty > 0,

/()]

et

<M, Vt>t.

Dessa maneira, concluimos que a funcao f(t) = 2te!” cos (e!’) nao é de ordem expo-
nencial v para nenhum v > 0.

Assim f é continua por partes em [0, +00|, mas nao é de ordem exponencial. Contudo,
a transformada de Laplace de f,

+oo 2 2
L(f(t)) = /0 e 2te’ cos(e")dt,

existe, uma vez que da integracao por partes tem-se
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2, |a +oo 2
L(f(t)) = lim e *'sen (e’ )‘0 + s/ e *'sen () dt
0

a——+400

= —sen (1) 4+ sL(sen (etQ)) (Re(s) > 0).

Agora perceba que L(sen (e!’)) existe, pois g(t) = sen (etQ) ¢ admissivel.
Para todo v > 0, como o tkgl |sen (e") e ™| = 0, existe M > 0 tal que para algum
tO 2 07

l9(2)]

et

<M, Yit>t

Desse modo concluimos que a funcao g(t) = sen (e!’) é de ordem exponencial.
Obviamente g(t) = sen (etz) é continua e, portanto, continua por partes em [0, +o0/.
A Transformada de Laplace de g(t) existe pelo Teorema 2.4.

Logo, £(2t " cos (¢"”)) = —sen (1)4sL(sen (¢")), onde L(sen (¢’)) certamente existe.

Teorema 2.10. Se f € L e L(f(t)) = F(s) entdo

lim F(s)=0.

Re(s)—+o0

Demonstragdo. Sendo s = x + iy e f admissivel, temos que existem v > 0 e M > 0 tais
que

Teo. eo. 1.50

1.14 f+oo T M
< [T letrwla <
0 T —

+oo
/ e S f(t) dt
0

para r > .
Assim:

M M M M
_ — < F(s) < = — lim ( ) < lim F(s) < lim < >
xr — f}/ xr — f)/ r—+o0o \ 1 — fy T——+00 r—+o0o \ 1 — fy

M
Como lim < ) =0, segue que lim F(s) =0.
z—too \ 1 — 7y T—+00
Para os casos em que f € L, mas nao ¢ admissivel, o leitor pode encontrar uma
demonstragao no Teorema 23.2, na pagina 141, na referéncia [6]. [

Observacao 2.11. Como consequéncia do Teorema 2.10, podemos afirmar que qualquer
fungao F(s) que nao tende a zero conforme Re(s) tende a infinito, ndo pode ser a Trans-
formada de Laplace de nenhuma fungao f : [0, +00[C R — C.
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2.3 Linearidade

Teorema 2.12 (Linearidade). Se f; € L para Re(s) > « e fo € L para Re(s) > 3, entdo
c1fi + cafs € L para Re(s) > max{«, B}, e

Lcifi+eafz) = al(fi) + c2L(f2)

para constantes c¢i e co arbitrdrias.

Demonstragao. Pela Definicao 2.2 de Transformada de Laplace, obtemos:

400
Lleh®) +eh®) = [ (@ hl) +ehH)e ™ d.

Usando a linearidade das integrais,

L(cy fi(t) +c2 fo(t)) = & /OJFOO fit) e dt + cy /;oo fa(t) e "t dt
=1 L(f1(t)) + ca L(f2(t)), Re(s) > max{a,[}.

Exemplo 2.13. Calculemos L(cosh(wt)).
A funcao cosseno hiperbélico é:

cosh(wt) = e
Pelo Teorema 2.12,
L(cosh(wt)) = ; (L) + L) = ; (S ! 4 - +1 w) -
desde que Re(s) > 0.
Exemplo 2.14. Calculemos L(senh(wt)).
A funcao seno hiperbdlico é:
wt _ p-wt
senh(wt) = 5
Pelo Teorema 2.12,
1 1 1 1 w
Llsenhwt)) = §[£(€M) — L] = 2 <s —w s+ w) T 52— w2

desde que Re(s) > 0.

Exemplo 2.15. Calculemos L(sen? (wt)).
1

Da trigonometria segue que sen? (wt) = 5~ 508 (2wt). Pelo Teorema 2.12:
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£y — ;E(COS (2u1))
)3 ()

s
4w? 4+ 32)
4w? 4 s* — §*
s(dw? 4 s?) )
2w?
s(4dw? + s?)

L(sen? (wt)) =

N N RN RN
e N

A/‘_\/_\
V)
|

desde que Re(s) > 0.

Exemplo 2.16. Calculemos £(cos? (wt)).
1

1
Da trigonometria segue que cos? (wt) = 3 + 5 c0s (2wt). Pelo Teorema 2.12:

L(cos? (wt)) = =L(1) + =L(cos (2wt))

N~ NI~ NP NRND -

desde que Re(s) > 0.

Exemplo 2.17. Calculemos £(cosh? (wt)).
Sabemos que:

cosh (wt) = ; (ewt + e‘“’t) :

Elevando os dois lados da igualdade anterior ao quadrado:

cosh? (wt) = (e”t + e““)Q

(62”t + 2evtewt 4 e_QWt)

>

_ Z (€2wt 4 672wt + 2) )

Aplicando a Transformada de Laplace e usando o Teorema 2.12:
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(em e 4 2)

Al\‘b

L(e™") + L(e7") +2£(1))

L1
§—2w s+ 2w s
s(s+2w) + s(s — 2w) + 2(s? — 4w?)
s(s —2w)(s + 2w)
252 4 252 — 8w?
s(s? — 4w?) )
B 52 — 2w?

582 — 4w?)

e Rl S B e I e e e

e R

desde que Re(s) > 0.

Exemplo 2.18. Calculemos £(senh? (wt)).
Sabemos que:

senh (wt) = ; (e“’t - e""t) :

Elevando os dois lados da igualdade anterior ao quadrado:

senh? (wt) =

2
(ewt o e—wt)

(€2wt . zewtefwt 4 672wt)

e S

— Z (€2wt 4 ef2wt o 2) )

Aplicando a Transformada de Laplace e usando o Teorema 2.12:

)

L(senh? (wt)) = iﬁ (ezm 4 et 2)
_ i (L(e*) + (e — 2£(1))
R
4\s—2w s+2w s
1 (s(s+2w)+ s(s —2w) — 2(s* — 4w?)
T4 ( s(s —2w)(s + 2w)
1 252 — 25% + 8w?
T4 ( s(s? — 4w?) )
B 2w?
582 — 4w?)

desde que Re(s) > 0.

)
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Exemplo 2.19. Seja f(t) = ap+ait+...+a,t"™ um polindémio de grau n com coeficientes
arbitrarios. Calculemos sua Transformada de Laplace.

L(f(t) = L(ap+ art + ...+ a,t").

Pelo Teorema 2.12,

Lag+art+ ...+ apt”) = aoL(1) + a1 L(t) + ... + a, L(t")
k=0
" k!
desde que Re(s) > 0.

Teorema 2.20. Se

+oo
FE) = ant"
n=0
onde a; sao coeficientes arbitrdrios, converge para t > 0, com

ka™

para todo n suficientemente grande, o > 0 e k > 0, entdo

L) =3 0l) = 3 955 (Re(s) > )

n=0

com s =z + 1y.
Demonstragcio. Como f é representada por uma série de poténcias convergente, entao, f

¢ continua em [0, +-00].
Para mostrar que

LU(D) = i’zanw)

podemos provar que para N — +o00, a diferenga

L(f(t) — E_Zoanﬁ(t”)

converge para zero.
Note que
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L{F(8) = 3 anl(t™)] 1=

n=0

(e - i o) ‘

+o0 N
/ (f ()= > an t”) e dt
0 n=0
Teo. 1.14 [+oo N n —st
< /0 (f(t)—;_%ant)e dt
+oo N
Obs. 1.49 / (f(t) - a, t”) et dt.
n=0

0

Isto é,

dt. (2.3)

L) - Z%anﬁ(t”)

(0 )

+o00 N
Definindo L, (h(t)) = / h(t)e~" dt, e tomando h(t) = f(t) — Y a,t", temos da
0 n=0

Equacao (2.3):

) — 0 conforme N — +oo. Para isso,

LIF®) = D anl(t")

n=0

N
<Ly <|f<t) - Z an t"
n=0

N
Agora, provemos que L, ( f@) => a,t"
n=0

notemos que:

—+00

Z a, t"

n=N+1

+oo

< 8 Jur]
n=N+1
+oo

= 3 Jaal
n=N+1
+oo

t%() Z ‘an‘tn
n=N-+1

Hip. +0oo ko™

N +o0o N
‘f(t)—Zant” Y ant" =Y a,t"
n=0 n=0 n=0

< t"
nz%:ﬂ nl
+0o0 (O{t)n
- %: !
n=N+ .
400 (at)" N (at)”
:k<nz::0 n! _nz::() n! )

Entao:
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N N t n €0. 1. a
‘f(t)—Zant” <k<e°‘t—z(o;|) >T =2
n=0 n=0 :

Y oraN" - o e
Observe que g — ] ¢ uma série geométrica de razao —, a qual converge quando
x
n=0

x > «, quando N — +00.
Neste caso:

Assim, para N — +oo e Re(s) =z >

)%0.

— 0 quando N — +00 e Re(s) =z > a.

LU) = 2 anl(t)) < Lo (|f(t) =2 ant"

L(f(t) = > anl(t")

n=0

Portanto,

Ou seja:

= = nl
L) = 2 anllt”) = X an g

quando Re(s) =z > a.

Exemplo 2.21. Calculemos £ (

sen(t) > .
t

Temos que:
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-1 nt2n
Considere x,, = )7 Entao, pelo Teste de d’Alembert':
(2n+1)!
Tpg1| | (1) 20D (2p 4+ 1))
T, | |(2n+1)+ 1) (=1)n¢2n

()" (=1) 2 (2n+1)!
(2n—+3)l  (=1)nen

1
(2n+3)(2n+2)|

— 42

Aplicando o limite quando n — +oo:

2. lim ! =t2.0=0<1.
n—+o0 (2n 4 3)(2n + 2)

+o0 -1 nt2n
Entao, pelo Teste de d’Alembert, a série Z (2)+1) ¢é absolutamente convergente e,
portanto, é convergente para todo ¢t > 0.
(="
Também, note que, denotando aq, = ————
’ aue, 7 2n 4 1)

3| 1 - 1
Aon| = n
T 2n 1) T (2n)!

Dessa maneira, podemos utilizar o Teorema 2.20. Assim:

sen(t)) X (—1)"L(t*")
E( t >_nzo (2n+1)!

=0,1,2,...,

_ Z —1)"(2n)!
2n+ 1)lg2ntl

] +Z°° -1y
(2n + 1)s2nt+1

1
= arctg () sl >
s

Nesta tltima igualdade usamos o fato? de que:

—_

10 leitor pode conferir a pagina 41 do livro [16].

2Podemos expandir 5 por série de poténcias. Se |z| < 1 temos:

1+=2
1 =

=1-a?+2t -2+ + .+ (=) . =) (=)™

s (-1) > -y
| 1 =

Desse modo, como /0 7 e dt = arctg(z) e i nz::o(—l)"t%, ao integrarmos a série termo a
termo, obtemos:
3 5 2n+1 2n+1
x
arctg(z) =2 — — 4+ — — ...+ (— )n —Z
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z dt
arctg(x) :/0 T

S

_ Jio (_1)n$2n+1’ |:L‘| -1
= 2n+1

1
com x = —, integrando a série termo a termo.
S

2.4 Primeiro Teorema de Translacao

Provemos no seguinte teorema que a translagao horizontal da Transformada de Laplace
de uma determinada func¢ao coincide com a Transformada do produto dessa mesma funcao
por uma exponencial.

Teorema 2.22 (1° Teorema de Translacdo). Seja f € L com F(s) = L(f(t)) para
Re(s) > 0, entdo para a € R

F(s—a) = L(e™f(t)), Re(s)>a.

Demonstracao.
+oo
F(s—a) = / =G £(1) dt
0
+o0o
= e e f(t)dt
0
= L(e™ f(t))
desde que Re(s —a) > 0, isto é, Re(s) > a. O

Exemplo 2.23. Uma vez que, para n € N,

n!

L(t") = xS, (Re(s) > 0)
entao
n!
L(t"e™) = o (Re(s) > a).

Exemplo 2.24. Uma vez que, para Re(s) > 0,

w
L(sen (wt)) = "
(§]
L(cos (wt) = 5——
COS (W = 82 +w2

entao
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E(eat sen ((,ut)) = m
e
u s—a
L(e" cos (wt)) = m
para Re(s) > a.
Exemplo 2.25. Uma vez que, para Re(s) > 0,
w
L(senh (wt)) = R
e
s
L(cosh (wt)) = Ep—
entao
L(eat senh (Wt)) = m
e

S—a

Lle cosh (wt) = 5

para Re(s) > a.

2.5 Transformada de Laplace das Derivadas e da In-

tegral de uma Funcao

2.5.1 Transformada das Derivadas de Primeira e Segunda Or-

dem

Nesta se¢ao e na préxima também, estudaremos ferramentas que sao de grande uti-
lidade para a resolucdo de Problemas de Valor Inicial, quando se conhece as condig¢oes

iniciais.

Teorema 2.26. Seja f uma fungdao diferenciavel de ordem exponencial vy, com [’ continua

por partes em [0, x| para todo x > 0. Entao
L(f'(t)) = sL(f(1)) — f(0)
para Re(s) > 7.

Demonstracao. Sabendo que,

() = | et dt = lim ( /()ue_Stf’(t)dt)

0 u——+00

basta calcularmos a integral dentro do parénteses e aplicarmos o limite. Usando integragao

por partes:
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[etrwyd=etyo)|
0 0

+ s/ou e F() dt = e f(u) — F(0) + 3/0" et (1) dt.

Aplicando o limite,

lim (wu Fw) = 1) +s [ e ) dt) =5 e i) dt — £(0)

U——+00

para Re(s) > ~ pois, assim?®, (e™*“f(u)) — 0 conforme u — +o00.
Temos:

/ et Py dt = s Ji T sty dt — £(0)
para Re(s) > v, ou seja,
L(f'(t) = sL(f(t)) — f(0).
]

Teorema 2.27. Sejam f e f' fungoes diferenciaveis e de ordem exponencial v, com f"
continua por partes em [0, z|, para todo x > 0. Entdo:

L(f"(t)) = s*L(f(t)) = s£(0) = f'(0)
para Re(s) > 7.

Demonstragao. Utilizando a mesma linha de raciocinio do Teorema 2.26, obtemos:

/()+ooe_8tf”(t) dt = lim ( /ue—stf”(t)dt>.

U—>~+00 0

Usando integracao por partes

u

/ Yoty dt = et ()] + s / Lot dt

0 0 0
=e " f'(u) — f(0) + S/O e S f(t) dt
Re(s)>y

L ) = £1O) s () = 50 s [T 0 )
= e f'(u) — f'(0) +se*f(u) — sf(0) + s* /0“ e " f(t)dt.

Aplicando o limite,

lim (6_5” Fl(w) = F10) + s e~ f(u) — sf(0) + &2 /0 0 dt)

u—-+00

= [T - s£(0) - £(0)

. . Ord. Exp.
3ss0 ocorre porque: e f(u)| = [e@ || f(u)| = |emu||e= || f(u)| PP=1 e flu)] <

e T Me = Me~(*=M% 5 0 se u — 400 para x — v > 0.
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para Re(s) > v pois, assim?, (e™*“f(u)) — 0 e (e™**f’(u)) — 0 conforme u — +o0.
Portanto:

+00 +oo
| e dr =t [T e (@) dt = sf(0) = £(0)

para Re(s) > v, ou seja,

L(f"(1)) = s*L(f(t)) = sf(0) = £(0).

[
Exemplo 2.28. Calculemos L(sen® (wt)).
Com a utilizagdo do Teorema 2.27, temos:
L(f"(t) = s"L(f(t)) — sf(0) — f'(0) (2.4)
em que
f(t) =sen® (wt) = f(0)=0
f'(t) = 3wsen? (wt) cos (wt) = f(0) =0
f"(t) = 3w?(cos (wt) sen (2wt) — sen® (wt)).
Substituindo as expressoes acima na Equagao (2.4)
L(3w?(cos (wt) sen (2wt) — sen® (wt))) = s*L(sen® (wt))
L(3w?(2sen (wt) cos (wt) cos (wt) — sen? (wt))) = s*L(sen® (wt))
L(3w?(2sen (wt) cos? (wt) — sen® (wt))) = s*L(sen® (wt))
L(3w*(2sen (wt)(1 — sen® (wt)) — sen® (wt))) = s>L(sen® (wt))
L(3w*(2sen (wt) — 2sen® (wt)) — sen® (wt))) = s2L(sen® (wt))
L(6w?sen (wt) — 6w? sen® (wt) — 3w? sen® (wt)) = s*L(sen® (wt))
Pelo Teorema 2.12,
6w L(sen (wt)) — 6w L(sen® (wt)) — 3w L(sen® (wt)) = s*L sen® (wt)
s L(sen® (wt)) + 9w? L(sen® (wt)) = 6wL sen (wt)
L(sen® (wt)) = 52?:}:)@)25 sen (wt).
Como a L(sen (wt)) = ﬁ, obtemos
6w’
Llsen® (wh) = g a2 1 o)

‘Isso ocorre porque: e ()] = eV ()] = fem ]|V |f (u)] =
Ord. Exp.
e~ f!(u)] < e T Me™ = Me @M% 5 (0 se u — 400 para x — > 0.
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Apods fracoes parciais®

3w n 3w
4(s? 4+ 9w?)  4(s?+w?)

L(sen® (wt)) = —

Exemplo 2.29. Calculemos £(cos” (wt)).
Com a utilizagdo do Teorema 2.27, temos:

L(f"(t) = s*L(f(t)) = sf(0) = f'(0) (2.5)
em que
f@#) = cos® (wt) = f(0) =1

f'(t) = —3wcos® (wt) sen (wt) = f/(0) =0
f"(t) = —3w?(— sen (wt) sen (2wt) + cos® (wt)).

Substituindo as expressoes acima na Equagao (2.5)

L(—3w?(— sen (wt) sen (2wt) + cos® (wt))) (cos® (wt)) — s
L(—3w?(—2sen (wt) sen (wt) cos (wt) + cos® (wt))) = s>°L(cos® (wt)) — s
L(—3w?(—2sen? (wt) cos (wt) + cos® (wt))) = s*L(cos” (wt)) — s
L(—3w?(—=2(1 — cos? (wt)) cos (wt) + cos® (wt))) = s2L(cos® (wt)) — s
L(—3w?(—2cos (wt) + 2 cos® (wt)) + cos® (wt))) = s*L(cos” (wt)) — s
L(6w? cos (wt) — 9w? cos® (wt)) = s*L(cos” (wt)) — s.

Pelo Teorema 2.12,

6w?L(cos (wt)) — Iw?L(cos® (wt)) = s°L cos® (wt) —

s2L(cos® (wt)) + 9w?L(cos® (wt)) = 6w>L cos (wt) + s

L(cos® (wt)) = 670J2£ cos (wt) + S
524 9w? s2 + 9uw?’
s
Como a L(cos (wt)) = T obtemos
2
L(cos® (wt)) = O i

P+ 92 1a?) 20

Apés fracoes parciais®

S n 3s
A2+ 0?) A2+ w?)

50 leitor pode conferir o Capitulo 3 dessa dissertacio.
60 leitor pode conferir o Capitulo 3 dessa dissertacio.

L(cos® (wt)) =
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2.5.2 Transformada da n-ésima Derivada

Teorema 2.30. Suponha que f, f',..., "V sejam diferencidveis em [0, +oo[ e de ordem
exponencial v com ™ continua por partes em [0, 2] para todo x > 0. Entao,

LIM®) = s"L{f(1) = "1 (0) = s"72f(0) = .. = ["7D(0).
Demonstracdo. A prova serd por indugao finita.

e Paran=1,

L) = [ e a2 e () - S0,

o Suponha que a expressao seja valida para n,

L) = LU (1)) = 8" F(0) = 5" 21/(0) = 573 7(0) — .. = f* D (0).

e Provando para n + 1:

Usando integragao por partes e aplicando a hipotése de inducao,

L) = [ e
= lim [_Stf(” }b

b—+oo

+oo
+ s/ e st (1) dt

0

=—f”><0>+s£< RI0))
<0> s(s"L(f(t)) — s"7f(0) = s"2f1(0) — s f7(0)—

~(0))
= ”+1£< F(£)) = s"f(0) = 5" f'(0) — 8" 2 f(0)—
=D (0) — £ (0)

o que termina a demonstracao pelo principio de inducao finita.

]

Exemplo 2.31. Discutiremos a Transformada de Laplace dos Polinémios de Laguerre”,

definidos por,
—— ("), n=0,1,2...

Seja y(t) = t"e~'. Entao

LI () = £ (et;!y(”)) |

Como y(0),%'(0),y"(0),...,y™ Y(0) sdo todos nulos, do Teorema 2.30, temos:

70 leitor pode encontrar um estudo sobre estes polindmios em [9].
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s"n!
Liy™) =s"L(y) =
(y"™) = s"L(y) S
|
uma vez que L(t"e™ ") = (+nl)+1 Assim, do Teorema 2.22, segue que:
S n

— — Lty
17 (s—=1)"nl
ol (s — 1+ 1)nH

B (s—1)"
- Sn+1

(Re(s) > 1).

2.5.3 Transformada da Integral

Teorema 2.32. Se [ € admissivel e

entao

L(g(t)) =-L(f(#)  (Re(s) > ).

Demonstragio. Uma vez que ¢'(t) = f(t), exceto nos possiveis saltos de descontinuidade
de f, integrando por partes, temos:

400 —st
/ e *tg(t)dt = lim [g(t)e
0

T—+00 —3S

4l /0 et E () dt] . (2.6)

0 S
Como ¢(0) = /00 f(u) du = 0, para provar que L (g(t)) = iﬁ (f(t)), da Equagao (2.6),

: Log(n)e™
precisamos apenas mostrar que lim ———
T—r+00 —S

=0.

Para este fim, veja que

lg(T)e™"] = lg(7)l]e™""]
Obs. 1.49 er
=" g(7)]

Teo. 1.14

.
< e [N ()] du
0

Ord. Exp. T
< Me’“’”/ e’ du
0

_ ]f\f (ef(xf'y)‘r . efx‘r>
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g(T)e "

que tende a zero quando T — 400 para © = Re(s) > . Dessa forma Er+n — =0,
T [e'S) —S
para Re(s) > 7.
Portanto,
1
L(g(t) = L)
para Re(s) > 7. O

Exemplo 2.33. Usando o Teorema 2.32, note que:

L(Si(t) = £ (/Otsenlfu)du> L <ser;<t>> — Laretg (D

conforme Exemplo 2.21. A fungdo Si(t) é chamada seno integral.

Exemplo 2.34. Sendo L (sen (wt)) = ol obtemos:
t w
L (/0 sen (wu) du) = NEEwE
Bem como, sendo £ (cos (wt)) = % obtemos:

52 + w?’

t s 1
£ </0 cos (wu) du) Cos(s24w?) 824 w?

conforme Teorema 2.32.

2.6 Resultados para s € R

2.6.1 Derivacao e Integracao de Transformadas de Laplace

Teorema 2.35. Seja f : [0,+00[C R — R uma funcgiao admissivel e L(f(t)) = F(s)
com s um parametro real. Entdao

j;;F(s) = L((~)""f(8) (s >7)

onden=1,2,3,...
Demonstragdo. A prova sera por indugao.

e Paran=1:

Sendo s > 7, pelo Teorema 1.44, temos:

d _ d oo —st
(s = o | f(t) dt
. too 8 —st

+oo
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e Supondo que vale para n:

dn

e Provando para n + 1:

g1 d (d
P = s ()
d +oeo nyn —st
_ £/0 (—1)™" f(t) e dt
eo._ L. oo 9 nyn —st
r :144/0 %((—1) () e ™) dt

—t) " f(t) e " dt

n+1 tn+1f( ) —st dt
)”W“ﬂm

Il
h\c\

para s > 7.

Exemplo 2.36. Pelo Teorema 2.35

L(t cos (wt)) = —jsﬁ(cos (wt))

__d(49>
 ds \ 82+ w?

B s2 + w? — s(2s)
_< (s? + w2)? )
287 — (s + W)
(2 +w?)?

&2 2

(52 + w2)?

bem como

L(t sen (wt)) = —;iﬁ(sen( t))

__d<‘v>
 ds \ 82 + w?

:‘Q§f§;>

2ws
(82 +w?)?

R = [T e it = L0 0) (5> ),
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Exemplo 2.37. Pelo Teorema 2.35

L(t cosh (wt)) = _d ﬁ(cosh (wt))

()
< —w —828)>
(s —w —23)
(=)

B s? + w?

(52—w2)2

bem como

L(tsenh (wt)) = —C;iﬁ(senh (wt))

__d<w>
 ds \ 82 —w?

Exemplo 2.38. Pelo Teorema 2.35

2

L(#* cos (wt)) = jQE(cos (wt))

d> s
T ds? (82+w2)
d [P 4w —s(29)
_d8< (2 + w?)? )

_d w? — §?
ds \ (824 w?)?

_—25(s% + w?) + 4s(s? — w?)(s* + w?)

(s2 4+ w?)4

25(8? + w?)[—s* — w? + 2(s* — w?)]

(s2 + w?)?
_ 25(—s* —w? +25% — 2w?)
(s2 4+ w?)3
_ 2s(s? — 3w?)
- (52 + w2)3
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bem como

2

L(t*sen (wt)) = C;;E(sen (wt))

_d2< w >
T ds? \ 82 + w2

_d —25w
T ds <(32 + w2)>
o (2w(s? + w?)? — 85%w(s® + w?)
T < (52 + w?)? >
_ 85%w(s? + w?) — 2w(s® + w?)?
B (52 + w?)?
2w (s + w?)[4s* — (s* + w?)]
(82 + w?)?
_ 2w(3s* —w?)

Exemplo 2.39. Pelo Teorema 2.35, temos:

£ <t6at) B _acli’ <s —1 a) B (s —1a)2

d> 1 2
2 at\ __ —
E(te )_ds2<s—oz>__(s—oz)3'

Nesse caso, por inducao, chegamos em:

(—1)"*n!

n _at\ __ _
E@e)—@_QWH n=1,234,...
De fato,
e Paran=1:
E (t at) ( 1)21' 1
(A o g
(s—aP ~ (s—ap

e Provando para n + 1:
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1 ot d ((=1)""n!
eene) = g (o Zap)

— n+1 n+1
- o (=)

1
TS Y U L S
= (=D)""( 1)n'<s_a)(n+1)+1

= (—1)mFDH <n(ji)g)l()§fl)_+1l)!

(n+1)!
(s — a)m+D+1

_ (_1)(n+1)+1

Portanto, é valida para todo n € N.
Teorema 2.40. Se [ é admissivel com F(s) = L(f(t)), sendo s parametro real, e tal que
f(t)

lim =——= existe, entao
t—0t+

F(z)de =L () (s > 7). (2.7)

Demonstragio. Sendo

F@) = [ et dt (v e R).

Segue que

/:OO F(z)dx = lim ) (/OOO e " f(t) dt) dx.

w—+00 Jg

+00
Do Teorema 1.51, a integral / e f(t) dt converge uniformemente para v < s <

x < w, assim podemos inverter a ordem de integragao conforme Teorema 1.43, o que nos

da

+o0 _ . +o0 w ot >
/S F(z)dx = wgr—&l-loo ; </$ e " f(t)dxr ) dt

) +00 e—:ct @
= lim _Stf / —wtf
w—+00 w—>+oo

[ ,stf 0
s
(1),
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sen (wt)

Exemplo 2.41. Note que lilgl+ = w. Assim, podemos usar o Teorema 2.40:
t—

400
£ [sen (wt) :/ W
t s x? + w?

u
. w
= lim ——dx
u—+oo Js 12 + w?

) x
= lim arctg <>
w

Uu——+00

u

S

=t (et (5) —ercts (5))
= Jm | arctg arctg o
:—arctg( )

= arctg (i) (s >0).

h (wt
Também, note que hr(JJa+ M = w. Entao, pelo Teorema 2.40:
t—
r senh (wt) _ /+°° W
t s 12— w?
o L
1 qu 1 1
= lim — ( — ) dx
u=to 2 Js \r—w TH+w

u

1 1
= lim (21n|x—w|—21n\x+w|>

Uu—>-+00

S
u

. 1 Tr—w
= lim ( In D
u—+o00 \ 2 r+wl/ s

) 1 U — W 1 S —w
= lim (ln ‘—ln D
u——+00 \ 2 U+ w 2 S+ w
1 1 —

e e Y “"

2 2 s+ w

1 S—w
=——In

2 s+ w
1 S+ w
= -1 ‘ >
e I ™)

cos (wt) e lim cosh (wt)

Observacao 2.42. Como lim
t—0+ t t—0+

h
o Teorema 2.40 para calcular £ (COS fwt)) e [ (COSW>

divergem, nao podemos utilizar

t

2.6.2 Teoremas do Valor Inicial e do Valor Final

Os proximos teoremas fornecem informagoes sobre a funcao f, parat — 0 out — 400,
através da transformada de f, mesmo desconhecendo explicitamente a funcao.

Teorema 2.43 (Teorema de Valor Inicial). Seja f uma funcgio diferencidvel de ordem
exponencial v, com f' continua por partes em [0,z] para todo x > 0 e F(s) = L(f(t)).
Entao,
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f(0) =lim f(t) = lim sF(s) (s€R).

t—0 s——400

Demonstragio. Conforme os Teoremas 2.10 e 2.26, sabemos que para s > v

lim (sF(s)— f(0))=0.

s——400

O que implica

f(0) = lim sF(s).

s——+00
Sendo f continua por partes, th%i f(t) = f(0), segue o resultado. O
—
s+1 s+1
E lo 2.44. t)) = ——, enta = i — =1
xemplo Se L(f(t)) (8_1)(S+2),enaof(0) s—1>£—noos(s—1)(s—|—2)

Teorema 2.45 (Teorema do Valor Final). Seja f uma funcao diferencidvel de ordem
exponencial v, com f' continua por partes em [0,x] para todo x > 0 e suponha que

lim f(t) exista. Entao, o valor do limite é dado por
t—+o00

lim f(t) =limsF(s) (seR)

t——+o00 s—0

em que F(s) = L(f(t)).

Demonstragao. Sendo f de ordem exponencial 7, pelo Teorema 2.26, para s > v

L(f'(t)) = sF(s) = f(0).

Aplicando o limite,

lim (sF(s) — £(0)) = lim [ e~ f(t) dt

5s—0 s—0.J0

= /O+O° () dt
— lim /Ou £(t) dt

u——+00

= lim (f(u) = £(0)).

Uu—r—+00

Desse modo, obtemos:

lim (sF(s) — f(0)) = lim (f(u)— f(0)) = lim f(u)=limsF(s).

s—0 u——+00 U—>—+00 s—0

]

Teorema 2.46 (Generalizagdo do Teorema do Valor Inicial). Sejam f e g funcgoes dife-
rencidveis de ordem exponencial v, com derivadas continuas por partes em [0, x| para todo

x>0 onde F(s) = L(f(t)) e G(s) = L(g(t)), com s pardmetro real. Se tlirgl+ ]gcg)) =1,

entdo lim
s%lJroo G(S)
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Demonstracao.

]

Teorema 2.47 (Generalizagdo do Teorema do Valor Final). Sejam f e g fungoes dife-
rencidveis de ordem exponencial y, com derivadas continuas por partes em [0,t] para todo

t >0 onde F(s) = L(f(t)) e G(s) = L(g(t)), com s parametro real. Se tl&ﬁmw% =1,
entdo lim F(s)
s—0 G(S)

=1.

Demonstracao.

Teo.:2.45 tﬁlgrnoo f(t)
lim ¢(t)

t——+o0

f(t)

=1.



3 Transformadas Inversas de Laplace

Estudamos anteriormente a Transformada de Laplace de uma funcao f definida em t €
[0, +00], transformando-a, quando possivel, em uma funcao F' definida em s € Q C C. De
agora em diante, faremos o inverso, conhecendo a priori uma fun¢ao F'(s) encontraremos
f(t), se possivel.

A Transformada de Laplace Inversa é muito importante para o método de solucao
de Problemas de Valor Inicial (PVI) que estudaremos mais adiante. Tal ferramenta nos
auxiliara a solucionar problemas que modelam situagoes dinamicas.

Existem duas formas para se abordar a transformada inversa. Uma delas é por meio
da Formula da Inversao Complexa, que pode ser conferida, por exemplo, no capitulo 4
do livro [25]. N&o é nosso intuito usar tal abordagem aqui, pois o contetido é extenso e
uma dissertacao inteira poderia ser redigida sobre ele. Aqui abordaremos simplesmente
como, sendo F(s) = L(f(t)), entdo definimos f(t) = L7'(F(s)). Tal definigao faz sentido
se pudermos garantir a unicidade. Isto faremos sob determinadas condi¢oes pelo Teorema
de Lerch.

Vimos no Teorema 2.10 que sendo F(s) = L(f(t)), entao i (l%m F(s) = 0. Desse
e(s)—+oo

modo, s6 faz sentido procurar £L7(F(s)) quando a funcio F(s) — 0 conforme Re(s) —
+00, caso contrario F(s) ndo pode ser a transformada de nenhuma f(¢).
Para a elaboragao deste capitulo, foram consultadas as referéncias [8] e [25].

3.1 Definicao e o Teorema de Lerch

Definigao 3.1. Considere f : [0, +00[C R — C com s um pardmetro complexo. Sendo
F(s) = L(f(t)), definimos a Transformada Inversa de Laplace de f como:

L7H(F(s) = f(t)

Um problema para ponderar na Defini¢ao 3.1 é que L7!(F(s)) pode resultar em mais de
uma funcao!. Todavia, sob determinadas condicoes, o Teorema a seguir garante unicidade.

Teorema 3.2 (Teorema de Lerch). Sejam f, g : [0,400|C R — C fung¢ées continuas com
L(f(t))=F(s) e L(g(t)) = G(s) tais que F(s) = G(s), Re(s) > a. Entao f(t) = g(t).

Demonstragio. Defina h : [0,+00[C R — C, continua, por h(t) = f(t) — g(t). Para
provarmos que f(t) = g(t), basta provarmos que h(t) = 0. Note, primeiramente, que:

H{(s) = L((t)) = L(f(1) = L(g(t)) = F(s) = G(s) =0

Veja o Exemplo 2.6 do Capitulo 2.

79
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ou seja, H(s) =0, para Re(s) > a.
Com isso, para n € N:

“+o00 “+00
H(a+n) = /0 e~ @) dt = 0 = /0 e~"te=0th(t) dt = 0.

Usando integracao por partes, temos:

u(t) =e™ dv=e "h(t)dt

t
du = —ne ™dt v(t) = / e “h(y) dy.
0

Logo

a;+oo a——+00
lim e’”“/ e Yh(y)dy — 0+ n/ e "u(t)dt =0
a——+00 0

Como lim e ™w(a) =0 e v(0) =0, segue que:

a—+00
+oo
n/ e "u(t)dt =0
0

para todo n € N.
Desse modo,

/ T ety dt = 0 (3.1)

du(t
Queremos provar que h(t) = 0. Note que h é continua e que Zi) = e *"h(t). Se

du(t
provarmos que v(t) = 0, teremos ZES) = 0 = e *h(t) e, uma vez que, e~ # 0,

concluiremos que h(t) = 0.
Provemos que v(t) = 0. Na Equagao (3.1) considere a mudanga de varidavel t = —In ()

v(t
e m(z) =v(—1In(z)). Entao:

1
/ z"m(z)dx =0, VneN.
0

2 .3 n
, X7, .., ,... €

Como todo polindémio é uma combinacdo linear finita de 2% 2!,z
usando a linearidade das integrais, segue que:

/01 p(x)m(z)dez =0 (3.2)

para qualquer polinémio p(x).
Por outro lado, pelo Caso Complexo do Teorema da Aproximacdo de Weierstrass?,

para todo € > 0, existe um polindémio p.(x) tal que |m(z) — p(x)| <€, ¥V z € [0,1].

20 leitor pode conferir o Corolario 1.4 pagina 8 da dissertagdo [17].
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Da Equacao (3.2), para todo € > 0, temos:
1
/ pe(z)m(z) dz = 0. (3.3)
0

Assim:

1
:>/m(:c)2d:c<62, Ve>0 =
0

1
— / (m(z))?dz =0 = m(z) =0,Y z € [0, 1].
0
Desse modo, v(t) = 0,V t € [0, +o0[ e, portanto, h(t) = 0, como querfamos provar.

Exemplo 3.3. Do Exemplo 2.3, segue que:

]
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3.2 Linearidade

Teorema 3.4 (Linearidade). Considere f,g : [0,+o00[C R — C. Se F(s) = L(f(t)) e
G(s) = L(g(t)), entao

L' (aF(s)+bG(s)) =af(t)+bg(t)

com a e b constantes quaisquer.

Demonstragao. De fato,

Exemplo 3.5.

] 1 1 1 _1< 1 1 )
£ (2(5—1)+2(s+1) =k =1 s+l

€0. O. 1 1 —
T :34 §€t + 56 t
= cosh (1).
Exemplo 3.6. Do Exemplo 2.23, vimos que
n at n'
£(t€ ):m, n:0,1,2,... (R€($)>@)
Entao:
1 1
[’71 g at
((8_a>n+1> n! €
Exemplo 3.7.

I
o

2 o
ﬁe senh (v/3t).

Exemplo 3.8. Usando o Teorema 2.35 e considerando n = 1, obtemos a seguinte férmula:

10 =—1£7 (1F6). (3.4
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Essa formula é 1til, por exemplo, com ela podemos calcular f onde

-2 (n(323))

d(l (s+a>)_ 11
ds o s+b s+a s+b

obtemos da Equacao (3.4), que:
1 1 1 1
t:_g—l( _ ): bt _ -at)
/) t s+a s+b t (6 c )

3.3 Fracoes Parciais

De fato, uma vez que,

Em muitos casos, quando L£(f(t)) = F(s) é uma fungao racional, as fragoes parciais
podem ser primordiais para encontrar a inversa de uma determinada transformada F(s).

3.3.1 Decomposicao de Fracoes Parciais

Neste tépico estaremos preocupados com o caso em que F(s) é o quociente entre dois
polinémios, chamado de fungao racional

P(s)

Q(s)

em que o grau do polindmio @(s) é maior que o grau do polinémio P(s) e ambos nao
possuem fatores comuns. Neste caso, F'(s) pode ser expresso como uma soma finita de
fragdes parciais, onde:

F(s) =

» Cada fator linear na forma as + b de Q(s), corresponde a uma fragao parcial na
forma

A
as+b

em que A é uma constante.

« Cada fator linear repetido na forma (as + b)", corresponde a uma soma de fragoes
parciais na forma

A + A + +L
as+b  (as+b)? ~ (as+b)"

em que Aj, A, ..., A, sdo constantes.

o Cada fator quadratico irredutivel na forma as? + bs + ¢, corresponde a uma fracao
parcial na forma

As+ B
as? +bs + ¢

em que Ae B sdo constantes.
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« Cada fator quadrético irredutivel repetido na forma (as® + bs + ¢)", corresponde a
uma soma de fra¢des parciais na forma

A18 + Bl A28 + BQ AnS + Bn
+...+
as?+bs+c (as®?+bs+c)? (as? + bs + c)n

em que Ay,..., A, By,..., B, sdo constantes.

O objetivo é encontrar as constantes, uma vez que, o polinémio tem sido repre-

S
sentado por uma decomposicao de fragoes parciais. Isso pode ser alcangado por diferentes

formas, como ilustraremos nos Exemplos que seguem.

Exemplo 3.9. Para encontrar

é necessario aplicarmos fragoes parciais

1 _ A B
(s—a)(s—b) s—a s—b
:A(s—b)+B(s—a)
(s —a)(s—0b)
_ As— Ab+ Bs — Ba
 (s—a)(s—Db)
(A+ B)s — Ab — Ba

(s —a)(s—b)

O que implica:

A+B=0
—Ab— Ba=1

Depois de algumas manipulagoes algébricas, obtemos:

Aplicando a transformada inversa

L1(@-qﬁl+—m>::A£1(sia>*_351(sib>
:<aib>ﬁA<sia>+<_aib>£4(sib>
:(aib>€w_<aib>&#
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Exemplo 3.10. Para encontrar

< wramem)

utilizamos fragoes parciais

s _As+B CUs+D
(s2+a?)(s2 +b2)  s%+a? M 52 4 b2
(As + B)(s* + b*) + (Cs + D)(s* + a?)
(2 + a?)(s2 1 1)

_ As® + Asb® + Bs® + Bb* + Cs* + Csa® + Ds* + Da?
B (52 +a?)(s? + b?)
(A+C)s* + (B + D)s* + (Ab* + Ca?)s + Bb* + Da?

(s +a?)(s? +b?) '

Logo

A+C=0
B+D=0
Ab? +Ca? =1
Bb? 4+ Da* =0

Apébs algumas manipulagoes algébricas encontramos

1
T2
B=0
1
C_az_bz
D:

Aplicando a transformada inversa

-1 S —1 S -1 1 )
: <(s2+a2)(52+b2)> £ <52—|—a2>+ . <52+a2 N
—1 S -1 1 )
Ok (32+62)+D£ (82+62
(L N 1 1( i )
_< a2_b2>£ (82+a2) + <a2—b2>£ S2+b2
1 1
= (=) st + (G ) con

Exemplo 3.11. Para encontrar

o)
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utilizamos fragoes parciais

S S

(s +a?)(s? — b?) - (s2+a?)(s+b)(s—Db)
As+ B C D
= + +
s24+a2 s+b s—b
(As + B)(s +b)(s —b) + C(s* + a®)(s — b) + D(s* + a*)(s + D)
(s2+a?)(s+b)(s—Db)

Assim:

s = (As+ B)(s> = b*) + C(s* + a*)(s — b) + D(s* + a*)(s +b). (3.5)

Tomando s = b na Equagdo (3.5) temos:

1
D(v? 22b = D=—F7—0.
(b*+a”)26 =0 = 2+ 17)
Tomando s = —b na Equagao (3.5) temos:
C? 4 a?)(—2) = —b —> O = — L
2(a® + b%)’

Expandindo um pouco mais a Equagao (3.5) e reordenando os termos,

s=(A+C+ D)s* + (B — Cb+ Db)s* + (Ca* — AV* + Da®)s — Bb* — Ca*b + Da’b.
O que implica:

A+C+D=0
B—-Cb+Db=0

Ca®> — Ab* + Da* =1
—Bb* — Ca*b+ Da*b =0
1

a2+b2eB:

Sabendo que C' = D = , chegamos em A = —

1
2(a? + b%)

Aplicando a transformada inversa:

1 S o 1 S 1 1 )
£ ((52+a2)(32—b2)>_A£ (52+a2>+B£ <82+a2 +

Lo <1 ) + DL (1 >
s+b s—b

(s )

) (cosh (bt) — cos (at)) .

_< 1
 \aZ+ 2
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Exemplo 3.12.

. S
£ (232—1—3—1)'

Aplicando fragoes parciais,

%u% - ; ((s— 1/28)(s+1)>

S A B
(s —1/2)(s+ 1) _5—1/2+5+1
_ A(s+ 1)+ B(s—1/2)

(s —1/2)(s+1)
_ As+ A+ Bs—B)/2
o (s=1/2)(s+1)
(A+ B)s+ A— B/2
(s—1/2)(s+1)

O que implica
A+B=1
A—B/2=0

Depois de algumas manipulac¢oes algébricas, obtemos

S
I

S
Il
Wl N W =

Aplicando a transformada inversa

1 s _
£ <232—|—s—1>

Exemplo 3.13. Para encontrar
s+1
C_l
(.92(3 — 1))

s+1 _é E C

2(s—=1) s 2 s-—1

escrevennlos

ou ainda

s+1=As(s—1)+ B(s — 1) + Cs*
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que é uma identidade para qualquer que seja s. Tomando s = 0 encontramos B = —1,
s = 1 encontramos C' = 2. Com os valores de B e C encontramos A = —2.
Aplicando a transformada inversa

e (lg) e () nen (8 e (1)

— oL (i) - (sl2> v (s - 1)

= —2—t+2¢".

Exemplo 3.14. Para encontrar
= 25>
(s2+1)(s—1)2

252 _As+B+ C N D
(2+1)(s—1)2 241  s—1 (s—1)2

temos

ou ainda

25 = (As+ B)(s — 1)+ C(s* + 1)(s — 1) + D(s* + 1).

Tomando s = 1 encontramos D = 1. Da mesma forma, tomando s = 0 encontramos
B—-C+D=0,o0 que da

B—-C=-1. (3.6)
Além disso, considerando os coeficientes de s® e s, temos
A+C=0
A-2B+C=0

Estas duas tltimas equagoes implicam em B = 0. Logo da Equacao (3.6), C = 1,
finalmente, encontramos A = —1. Aplicando a transformada inversa, obtemos

Exemplo 3.15.

Por fragoes parciais,
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s +1 —é—i- B n C n D
s(s—1)p3 s s—1 (s—12 (s—1)3

A(s—1)>+ Bs(s —1)>+ Cs(s — 1) + Ds

s(s—1)3
_ As® —3As* +3As — A+ Bs® — 2Bs® + Bs + Cs> — Cs + Ds
B s(s —1)3
 (A+B)s’+(-3A—-2B+()s*+ (3A+B—-C+D)s— A
N s(s —1)3
A+B=0

—3A-2B+C=1
34+B-C+D=0
—A=1

Depois de algumas manipulac¢oes algébricas, obtemos

A=-1
B=1
C=0
D=2

Aplicando a transformada inversa

2
1 sc+1 B 1
. <s<3_1>3>—’4£

Exemplo 3.16. Para encontrar

s+ 2 s+ 2

§5 — 351+ 253 s3(s—2)(s—1)
5+ 2 A B (C D E
$3(s—2)(s—1) :§+?+?+3—72+3—1
As?(s —2)(s—1)+Bs(s—=2)(s— 1)+ C(s—2)(s — 1)+ Ds*(s — 1) + Es*(s — 2)
$3(s —2)(s—1)
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As* —3As® + 2452 + Bs® —3Bs? +2Bs+ (Cs? —3Cs+2C + Ds* — Ds3 + Es* — 2FEs3

- $3(s —2)(s—1)
(A+ D+ E)s* + (—3A+ B — D —2E)s* + (24 — 3B + O)s> + (2B — 3C)s + 2C
$3(s—2)(s—1)

Logo

A+D+E=0
—3A+B-D—-2E=0

2A-3B+C=0

2B-3C=1

20=2

Apos algumas manipulagoes algébricas

A=?
2
B =2
C=1
1
D==
2
E=-3

Aplicando a transformada inversa

o <5+2 >:A£‘1 i)+

s% — 35t + 283 ( B
+DL7 (3 i 2) +BL7 (s i 1)
e (e (3) e (3)-
1 1 1
+ 55_1 (s — 2) —sL” (s — 1)
— ;@2'5 — 3¢t + ;tQ + 2t + 2

3.3.2 Pdlos Simples
Teorema 3.17. Considere F(s) = L (f(t)) onde
P(s) P(s)
Q(s) (s—a)(s—aa)...(s—ay)

com constantes® tais que a; # aj para i # j e P(s) um polinémio com grau menor que n.
Entao

f(t) = £71(F(s)) = Zlgn( — ;) F(s)e™!

3Na terminologia de varidveis complexas, os a;’s sdo denominados pélos simples de F(s).
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Demonstrag¢io. Usando a decomposigdo em fragoes parciais em F'(s),

A A A,
F(s)=—— 4+ -2 4+ 4

Ss—ap  S—am 5—

(3.7)

Multiplicando ambos os lados da Equagao (3.7) por s — «; e tomando s — «;, obtemos

A; = lim (s — o) F(s). (3.8)

S—Qy;

Desse modo,

n

f(t) = £ =3 e (S_al) ZAea’

Utilizando a Equagao (3.8) para A; conseguimos um método muito rapido para en-
contrar a inversa,

fit) =L (F(s)) = isli)rgi(s — ;) F(s)e™". (3.9)

Exemplo 3.18. Seja

entao:

como visto no Exemplo 3.9.

Exemplo 3.19. Seja

£ () - ; ((S - 1/;)(” 1)>

1
f(t) = lim (s - ) F(s)e’? + lim (s + 1)F(s)e™
s—1 2
1 —1
2 2
1 2
_ get/2 4 ge—t

entao:
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s 1/1 9
o () =3 e )
02 1s_1) 2\3° T3¢

1 1
_ et/2 4 Tt

6 3

como visto no Exemplo 3.12.



4 A Funcao Gamma

Neste capitulo sera estudado um importante resultado chamado de Teorema da Con-
volugao, o qual nos permitira trabalhar com o produto de duas funcgoes ja transformadas
no dominio s € C.

Também serd definida e calculada a Transformada de Laplace da Funcao Gamma,
funcao essa que pode ser utilizada como forcante descontinua em um Problema de Valor
Inicial. A partir do estudo da Fungao Gamma, outras func¢oes especiais serao derivadas,
tais como as Fungoes Erro, Erro Complementar, Beta e de Bessel.

Para a redagao deste capitulo, foram consultadas as seguintes referéncias: [1], [25] e
[29].

4.1 Convolucao

Definicao 4.1. Sejam f(t) e g(t) duas func¢oes admissiveis definidas para ¢ nao negativo.
Definimos a convolugao de f e g como:

(Fo)0) = [ F(r)glt = 7)dr (4.1
Teorema 4.2. Sejam f, g e h fungoes admissiveis definidas para t nao negativo. Entao,
(i) ¢(fxg) =cfxg=f=*cg, em que c é uma constante;
(i6) (f % 9) = (g% ) (comutativa)
(iii) fx(g*xh)=(fxg)=*h (associativa);
(v) fx(g+h)=(f=*g)+ (fxh) (distributiva).

Demonstragio. (i) Como

e [ 1)t =rdr = [(ef gt~y dr = [ 17)(eqlt =) dr.

Segue que (c(f * g))(t) = (cf * g)(t) = (f * cg)(1).
(ii) Fazendo uma mudanca de varidveis, com u =t — 7 e —du = dr, temos:

93
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(Fx)®) = [ fgle =) ar
= [ £t~ wg(w) (~du)
=~ [ o) (e — wpau
= [[otw (e~ ) du
= (g* f)(®).
(i)
(F(0)+ g(0) < (t) = [ (f 5 g)(r)h(t = 7)dr

—/ Uf g(T —u)du| h(t —1)dr
:// g(T —u)h(t — 7) dudr

- // Fw)g(r — w)h(t — ) dudr

0<u<lr<t
—/ / g(T —uw)h(t — 1) dr du.

Fazendo a mudanga de variaveis, x = 7 — u, onde dx = dr, temos:

(£ (g + M)W = [ SN glt =)+ bt = 7)) dr

_ /Otf(T)g(t —7) d7+/0tf(r)h(t —1)dr
= (f*g)(t)+ (fxRh)(1).

Exemplo 4.3. Se f(t) = e e g(t) = €%, com a e b constantes, entio
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(Fo)t) = [ et dr

:/ eaTebte deT

t
:/ ebte(a—b)TdT
0

ebte(a b)T |t
- a — b 0
bt p(a—b)t bt
" a—-b  a—b
bt pat p—bt bt
T a—-b  a—b
eat o 6bt
- a—b

Note que:

£(%m) = e - )

BN
NS
a—b 1(3—@)(3—1))

O proximo teorema nos dard uma opcao para calcular a transformada de uma convo-
lugao.

Teorema 4.4 (Teorema da Convolugao). Sejam f, g : [0, +00[C R — C fungoes admis-
stveis com F(s) = L(f(t)) e G(s) = L(g(t)). Entao

Demonstracao.

AR /o+oo e [/otf (T)g(t — 7)dr| dt
[ et - arar

// e~ f(r)g(t — 7) dr di

0<7<t<+00

://t et f(r)g(t — 1) dt dr.



96 A Funcao Gamma

Mudanca de variavel:

Logo

]

Exemplo 4.5. Pelo Teorema 4.4 calcularemos novamente a mesma transformada do
Exemplo 4.3.

L(e™ % ey = L(e™) - L(e™)

:(sia?.(sib)
(s —a)(s =)’

Observacao 4.6. O Teorema 4.4 nos permite também calcular a inversa do produto de
duas transformadas de Laplace

L7(F(s) - Gls)) = (f *9)(1)
em que L(f(1)) = F(s) e L(g(t)) = G(s).

Exemplo 4.7. Pela Observacao 4.6 e Exemplo 4.3, temos:

£ ) e x et = i ebt.
(s —a)(s—b) a—1>b

4.2 Funcao Gamma

Sabemos do Exemplo 1.25 que

n!
Sn+1

L(t") = n=123,... (4.2)
Agora considere a Equacao (4.2). Estendendo-a para valores nao inteiros de n, temos

+oo
L(t) = /0 et dt. (4.3)
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Provemos que a integral da Equacao (4.3) converge quando v > —1 e s € R¥:
De fato,

“+o00 1 “+00
/ e SV dt = / e S dt + / e StV dt .
0 0 1

1) 2)

Provemos a convergéncia das integrais.

1) Sendo s € R%, t"e~*" < t”. Com isso:

1 1
/ e St dt < / t dt.
0 0

(4.4)

Para v > —1, a integral do lado direito da Equagao (4.4) é convergente. Portanto,

1
nessas condigoes, / e *'t” dt também converge.
0

2) Sendo s € RY e v > —1, para t suficientemente grande:

st

st st
tr<er = tle M <ere ™ = te T <e 2.

Desse modo,

+oo +oo st
/ tre st dt < / e 2 dt
1 1
u st
= lim e 2 dt
u—-+o00 J1

. 2 s
= lim (—e 2)
Uu—r+00 S

u

1

+00
Portanto / te~*" dt converge nessas condicoes.
1

Fazendo uma mudanca de varidveis x = st, com s > 0, na Equacao (4.3),

oo /x\V1
E(ty):/o e <5> gd"L’

—+oco
/ z’e " dx
0

8V+1

Se denotarmos

(4.5)

(4.6)
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Figura 4.1: Funcao Gamma.

T()

4 4

s 7 ¥ ﬂﬁq B3 2 A0 1 2 3 4 5 p

-2

Fonte: O autor.

A Equagdo (4.6) define a Fungao Gamma', que é representada na Figura 4.1.
Provemos algumas propriedades interessantes:

1) T(v+1)=vl(v)
Demonstracao.

+oo
F'v+1)= /0 e " dx

U
= lim e " dx

u—-+o00 Jo
u u
= lim (—x”em + V/ e da;)
u—+00 0 0
U
= lim (—u”e‘“—i—u/ x”_le_mdx)
uU—r+00 0
+oo 1
:0+u/ ' e dr
0

=vl'(v).

[]

1Segundo [33], essa fungdo foi definida por Euler em seu texto “Institutiones Calculi Integralis” em
1768.
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2) T'(n)=(n—-1)! n=12.3,...
Demonstracao. Por inducao,
e Sendo n = 1:
+0o0
Ir'a) = / e “dx
0
= lim e Ydr
u—-+o00 Jo
= lim —e |
u——400 0
= dm e
=1.
Logo,
1) =1=0
e Assumindo valido para n:
[(n) = (n—1)!
e Provemos para n + 1:
Fin+1)=nl'(n) =n(n—1)! =nl
m
1
9 r(g)=va
Demonstragio. Sabendo que
1 +o0
r () = / e " dy
2 0
e tomando z = u?, onde dr = 2udu, temos:
1 +o0 2
r () = 2/ u e udu
2 0
o0 2
= 2/ e " du
0
5 <ﬁ>
2
=7
+oc0 9
em que / e du= \/;, conforme Apéndice A. n
0

4) T(1) =1
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Demonstracao. De fato,

= lim e Tdx
u—-+o00 Jo

= lim —e™®

Uu——+00

= lim 1—¢e*
U——+00

5) I'(—n) = o0 paran =0,1,2,...

Demonstragio. Por induciao?®:

e I'(0) = oo, pois I'(1) = 0-T'(0), com I'(1) = 1 e 1 = 0-T'(0), logo I'(0) = +oo.
o I'(—1) = +o0, pois I'(0) = —1-T'(—1), com I'(0) = 00 e 00 = —1-T'(—1),

logo I'(—1) = +o0.
e Hipotése de indugao: I'(—(n — 1)) = £oo.

e Provemos que I'(—n) = +00 :

I'(—(n—1)) = —n-I'(—n), como I'(—(n—1)) = oo e oo = —n-I'(—n), logo

I'(—n) = £o0.

Na Figura 4.1 a propriedade anterior pode ser observada, uma vez que em 0, —1,

encontram-se assintotas verticais.

Exemplo 4.8. Provemos que

S

E(zﬁ»):r(;): -/

1 1
S2 S2 S

[]

—2,-3, ...

2A notagdo I'(—n) = +oo trata-se de um abuso consciente e proposital de linguagem para simplificar

notagdo, significando que I'(z) — +oo conforme © — —n paran =0,1,2,....
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Exemplo 4.9. Sabemos que

I'(n+1) =nl(n).

1
Dessa maneira, calculemos I" (—2) tomando n = —5

Entao,

1
ja que I’ <2> = /7.
Exemplo 4.10. Sabemos que

I'(n+1) =nl(n).

Dessa maneira, calculemos I" (—2) tomando n = —2

Entao,

ja que I’ <;> =rel <—;> = —2/7.

Teorema 4.11. Seja f uma fungdo derivdvel de ordem exponencial v, com derivadas
continuas por partes em [0, x] para todo x > 0 onde F(s) = L(f(t)), com s parametro

t F
real. Se lim M =1, onde p > —1, entdo lim ﬂ =
=0 ctp s=oo )

Demonstracao.

y F(s) . sF(s)
sﬁlinoo cL(p+1) sigloo s (cF(p+1))
sl spT1

lim sF(s)

s$—+400

(T2

s—+00 sp+1

lim f(¢)

Teo 2.43 t—0

lim ct?
t—0

= lim @
t—0 ctP

=1

onde A+l = L(ctP). O

gp+1
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O teorema seguinte traz um resultado similar, porém alterando a tendéncia dos limites.

Teorema 4.12. Seja f uma fungdo derivdavel de ordem exponencial v, com derivadas
continuas por partes em [0, x] para todo x > 0 onde F(s) = L(f(t)), com s parametro

f(t) F(s)

real. Se tlgrnoo e 1, onde p > —1, entdo }GI_I’%W =1.
Demonstracao.
. F(s) , sF(s)
I ey = 1y < (T
3T—’+1 Sp+1

llg(l] sF(s)

iy (T2

5—0 gpt1
f(t)

lim ct?
t—+o00
t
= lim —f(>

540 ctp
=1

lim
Teo 2.45 t—+o00

cI'(p+1)
gpt+1

onde = L(ctP). O

Exemplo 4.13. Provemos que

L (t”’l ln(t)) = M) = T(v) ln(s)’ s>0, v>0.

SV

+oo
Primeiro, note que sendo I'(v) = / e 2" tdx, temos
0

V)= Tw) = | T e n(e) de (4.8)

=1 — 6(ufl) Int

uma vez que sabemos que e aplicando a regra da cadeia

0 v—1 __ 0 (v—1) In(¢)
at =gl )
= W~ DIn(®) 5ay ((v—1)1In(t))
= =IO (t)
= 20" In(t)
=t"""In(t).

Sendo assim, tomando z = st, com s > 0:
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“+00 v—1 1
= e " <x) In <x> —dx
0 s s/ s
+00 v—1 1
= e’“"‘x T In x) —dz
0 sV~ S/ 8
+oo 1 1
= e T 1 n (x) T dx
0 s/ s¥7ts
+o0 1
= e 2’ 'n (:1:) —dz
0 s/ sY
1 ptoe
= — e 2’ 'n (x dz
s¥ Jo S
1 +oo too
= — (/ e "2’ In(x) dx — / e 2" 1 In(s) dx)
s¥ \Jo 0
Bq. (4.8) 1

Exemplo 4.14. Provemos que

£(n(t) =~ (7 + In(s))

S

+oo
onde 7 = —/ e Yln(y) dy ~ 0,577215. ..

Para v = (i em:
“+o00 v—1
)= e (1) ()
E( n( )) /0 e . n .

w | =

temos

[V I e SV I VAR

|

@ 1
|
=}
&

—_

I
|
w |
)
+
=4
S

+o0
onde v = —/ e Yln(y) dy.
0

Note que, quando restrita a niimeros naturais, o resultado da fun¢do gamma é idéntico
ao fatorial do antecessor deste niimero. Sendo assim, podemos considerar a fungdo gamma
como uma generalizacao do fatorial. Isso permite estender a ideia de fatorial para niimeros
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1 3 1 1
nao naturais, usando a relacao I'(v) = (v —1)!. Por exemplo: <2>! =T <2) = §F (2) =
T
5

Observacao 4.15. Apresentaremos agora uma forma de se aproximar o valor de In (n!)
para valores grande de n utilizando a Fun¢ao Gamma. E verdade que

: I'(n+1)
lim ——
n—+oo \/2rnnte "

Tal férmula é conhecida como Férmula de Stirling®. Usando I'(n + 1) = n!, esta férmula
significa que

=1.

n! =~ n"e " 21n.

Essa relacao é util para o calculo de valores de grandes fatoriais. Uma aproximacao
mais segura é representada pela seguinte férmula

1
n! =~ n"e "\ 2mn (1 + > i

12n

De acordo com Schoroeder [26] (Apéndice B.3 - péagina 389), este termo adicional
torna a aproximagao mais precisa. Em Fisica Estatistica, por exemplo, a Férmula de
Stirling é comumente utilizada para calcular a aproximac¢ao de um logaritmo fatorial, a
qual se encontra a evolugao da entropia em termos da multiplicidade, como em um sélido
de Einstein. O logaritmo de n! é:

In(n!) = nln(n) —n+In(v2mn),

que pode ser reduzido desprezando o tltimo termo*

In(n!) = nln(n) —n.

4.2.1 Funcao Erro

Na Probabilidade, Estatistica, Fisica e problemas de Engenharias como conducao de
calor ou vibragoes de vigas, apresenta-se uma fun¢ao chamada de fungao erro [1] definida
como

2 [t
erf(t) = —/ e dr, t>0
V7 Jo
onde, pelo Apéndice A,

. 2 +o0 g2 .
tl}grnoo erf(t) = ﬁ/o e " dr = 1. (4.9)

Exemplo 4.16. Calculemos L(erf(v/1)).
Sabemos do Exemplo 4.8 que

30 leitor pode consultar o Teorema 4, pagina 45, do artigo [18].
4Note que nln (n) cresce muito mais rapidamente que In(y/27n), conforme n — +oc.
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NERWES
vat) /s
e também

1
(5-1)

Logo, pela Definicao 4.1 e pelo Teorema 4.4,

L(e) =

dr.

TJo T

Fazendo uma substituigdo de varidveis em que u = /7, obtemos

Ou seja,

L(e! 6’7’f(\/¥)) = = 1N
Utilizando o Teorema 2.22 temos

1
svs+1

Teorema 4.17. Sendo a € R uma constante, é verdade que

1 ptee e ™ gen (a/x) a
- dx = — t .
7T/O x=erf i) >0

Llerf(Vt) =

T

Demonstracao. Denotando

1 +o00 —tu?
/ e~ """ sen (au) o0 dut
0

y(a7 t) = — 2

s u

e fazendo uma mudanca de varidveis dentro da integral, onde x = 42, temos:

y(a,t) = — du. (4.10)

2 /+<>° e~ sen (au)
7 Jo

u

0
Aplicando o Teorema 1.44 na Equacgao (4.10) para calcular a—y:
a
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Jdy 2/+°° ue " cos (au)
— = du
Ja

2 Foo
- / e " cos (au) du

™

u

_ iY(a,t) (4.11)

+oo
onde Y (a,t) = / e~ cos (au) du.
0

Resolvendo a integral por partes na Equagao (4.11):

= lim e~ cos (au) du
b—+4o0
—tu? b 2t
= lim | S sen (au) + = [ e ™ usen (au) du
b—+o0 a a Jo
i b) 2t fb
= lim (esen(a) + 7/ e " usen (au) du)
b—+o0 a a Jo
2t [too 2
:O—f—f/ e " usen (au) du
a Jo
2t oY
-7 4.12
a da (4.12)
onde — = —/ “usen (au) du.

Resolvendo a equagao diferencial produzida pela Equagao (4.12) por separagao de
variaveis, obtemos:

CL2

Aplicando a exponencial na ultima igualdade,

= 6_(4117 ec
= Ke @ (4.13)
onde K = e“. Agora, note que,
+o00 2
Y(0,1) = / et du. (4.14)
0

Fazendo uma mudanga de varidveis na Equacio (4.14), onde tu? = 2 o que implica
z = v/tu e usando o Apéndice A, obtemos:
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_ VT (4.15)

Das Equacoes (4.13) e (4.15), temos:

VT
Y(o,t)_K_m

e encontramos, novamente pela Equacao (4.13),

Da Equacao (4.11),

— W (4.16)

e resolvendo a equagao diferencial produzida pela Equagdo (4.16) por separagao de varié-
veis, obtemos:

yla,t) = —= | e 4 dw. (4.17)

2
Fazendo uma mudancga de variaveis na Equagdo (4.17), onde u? = yry o que implica

w
u = ——=, encontramos:

2Vt

y(a,t) = \/_/e4tdw

e du

:ﬁ/o
erf(M)

o que termina a demonstracao. O

4.2.2 Funcao Erro Complementar

Do Apéndice A, temos que:
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A funcao
= e =gt
— e r=-erfc
N
¢ chamada de erro complementar. Dessa maneira, temos que:

erf(t)+erfe(t) = 1.

Os gréficos das fungoes erro e erro complementar podem ser conferidos na Figura 4.2.

Figura 4.2: Funcao erro e erro complementar.

erfe(t)

Fonte: O autor.

Exemplo 4.18. Provemos que

Sabemos que

erf(Vt) +erfe(v/t) = 1.

Entao

erfe(Vt) =1 —erf(Vt). (4.18)

Aplicando a Transformada de Laplace em ambos os lados na Equagao (4.18), temos

Llerfe(Vt)) = L(1) = L(erf(V1))
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4.2.3 Funcao Beta

Sejam f(t) =t e g(t) = t*"1, com a,b > 0, entdo, pelo Teorema 4.4

(f*xg)t) = /Ot 7t — 1) dr.

Fazendo uma mudanca de variaveis com 7 = ut,

(Fra))= [ ) (L = ) = ! / a1 — )P da,

0 0

Da Equacao (4.19), o termo

1
B(a,b) = / w1 —u)  du
0
é conhecido como funcao beta. Assim:

ta—l " tb_l — t(H—b_lB(a? b)

Entao pelo Teorema 4.4 e a Equagao (4.7),

Lt B(a,b)) = L)L)
_T(@re)

Saer

Aplicando a transformada inversa dos dois lados na ultima igualdade, temos

$a+b

ta+b_lB((l, b) — £—1 (F(a)r(b)>

ta+b—1

= F(a)F(b)m

. 1 taerfl

de L~ = )

onde £ (Sa+b) NCE)

Por fim, obtemos a férmula de Euler para a funcao beta

['(a)T'(b)

B(a,b) = ———.
(@5 =T+

4.2.4 Funcoes Bessel

As Fungoes Bessel

+oo —1)" (¢t 2n+v
) =2, 2§n+u3ﬂi2 + )]

n=0

(4.19)

(4.20)

onde (n + v)! = I'(n + v + 1), s@o encontradas pela solugao da equagao diferencial de

Bessel® de ordem v. Seu grafico pode ser conferido na Figura 4.3.

5Veja mais detalhes no Apéndice B.
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Figura 4.3: Funcao Bessel de ordem zero de primeira espécie com a = 1.

J()(at)

Fonte: O autor.

Para v = 0, dizemos que Jy(t) = Jio w
| T el
1

é funcao de Bessel de ordem zero de

primeira espécie. Provemos que L(Jy(at)) =

—+o0 (_ 1) 2nt2n

Jo(at) = Ty Z agnt™"
n=0
—1)» 2n
onde ag, = 22”275)2’ Perceba que
|a|2n |a|2n

|a2n| =

22n(p)2 = (2n)!

Entao, pelo Teorema 2.20 podemos aplicar a Transformada de Laplace de Jy(at) termo
a termo.

Portanto®,

6Para calculo de £(Jy(at)) foi necessario usar uma expansio em séries de Taylor,

1 X (=D (20)! ,,
e L <)

(0%
comr = —.
S
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X (-1)ma®

L(Jo(at)) = Z T
-3 G
ii"(ﬁl);( n)! (;)"
25 e ()

L)

o) @1
b







5 Equacoes Diferenciais com
Funcoes Forcantes Descontinuas ou
Impulsos

Neste capitulo estudaremos como a Transformada de Laplace pode ser utilizada para
a resolucao de Problemas de Valor Inicial. Além disso, apresentaremos exemplos com as
fungoes degrau e impulso unitario como forgantes, bem como fungoes periddicas.

Para a redagdo desse capitulo foram consultadas as referéncias: [4], [25], [29], [32] e
(33].

5.1 Solucionando PVIs com Transformadas de La-
place

No decorrer do trabalho, mostramos que £ (y(”) (t)), quando existe, depende de y(t)
e de suas n — 1 derivadas para t = 0. Dessa maneira, a Transformada de Laplace é bem
adequada para problemas de valor inicial com coeficientes constantes, podendo transfor-
mar y(t) em uma funcgao algébrica simples Y'(s). Entdo, consideremos um problema de
valor inicial

I ™Y ) = g0 (5.1)

d™y(t Ay (t
(079 dzi ) + Ap—1 y( )

y(0) =y () =vp,...,y" D(0) =y

onde ay,...,an € Yo,Yp, - - ,yén_l) sdo constantes, bem como ¢,y,v,...,y"™ € L. A

funcao g é chamada de funcao forgante e a solucao y = y(t) recebe o nome de resposta.
Pela Linearidade da Transformada de Laplace, obtemos:

onl (T2 s (T b e 0(0) = £ a0

dtm dgn—1

Pelo Teorema 2.30 encontramos

a, [S”Y(s) — 5" y(0) — ... — y(”_l)(O)} + Ay {s"‘lY(s)sn_zy(O) - = y("_Q)(O)}
+...+aY(s) =G(s), onde G(s) = L(g(t)) e Y(s) = L(y(t)).
Isto é,

(08" + @p_ 18"+ ..+ agl Y(s) = an [s”_lyo +...+ y((]nfl)}

113
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+a, 1 [3”_2yo +...+ y(()nﬂ)} + ...+ G(s).

Desse modo, isolando Y'(s), obtemos y(t) da seguinte forma:

y(t) = L7 (Y (s)).

O esquema apresentado na Figura 5.1 nos indica o passo a passo para solucionarmos
um PVI conforme explicado.

Figura 5.1: Procedimento para solucionar PVIs com Transformada de Laplace.

. -1
Aplicarﬁ Apllcarﬁ
oV Equagio SEIugauﬂ da Solugio
Transformada quagao do PVI
Transformada

Fonte: O autor.

No PVI apresentado na Equagao 5.1, no caso de g possuir ordem exponencial v e for
continua (ou continua por partes), é possivel garantir que a solu¢ao y = y(t) também tera
essas mesmas propriedades, conforme mostraremos no Teorema 5.1.

Teorema 5.1. Para a equacao diferencial ordinaria de ordem n, linear, nao homogénea

any™ () + any ") + -+ aoy(t) = f(2), (5.2)

ag, ai, . ..,a, constantes, se f(t) é continua em [0,+oc[ e de ordem exponencial, entdo
qualquer solugdo é também continua em [0, +o00| e de ordem exponencial.

Demonstra¢io. Demonstraremos para n = 2, a prova segue da mesma forma para equa-
¢oes diferenciais de ordem superior [25]. Dessa forma, temos:

ay”(t) +by'(t) + cy(t) = f(1).

Seja yp(t) a solugdo da equagdo homogénea, ou seja, solugao de ay” (t)+by'(t)+cy(t) =
0, que ¢ dada por

yn(t) = 1y (t) + coya(t)

onde y;(t), y2(t) sdo duas solugoes linearmente independentes da equagao homogénea.
Segundo [33], tais solugbes sao da forma:

o (1) n(t) = ™!, yo(t) = em,
o (i) y1(t) = €™, yo(t) = te™,

o (iii) y1(t) = e cos (bt), ya(t) = e™ sen (bt).
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Como cada termo acima tem ordem exponencial, pelo Teorema 1.48 a y;,(t) também
¢ de ordem exponencial e continua no intervalo [0, +o0[.

Pelo método da variagao de pardmetros, de acordo com [33], uma solugao particular
yp(t) da Equacdo (5.2) é da forma

Yp(t) = ur )y (t) + ur (t)y2(),

onde

! - _yQ(t)f(t) u/ _ Y1 (t>f(t)
= W@ T a0, )
e W(y1(t),y2(t)) é o Wronskiano' dado por

W(yi(t), y2(t)) = ’ E % ) 8

Nos casos (i), (i), (iii), W(y1(t),y2(t)) pode ser determinado e visto como sendo
da forma Me?*. Assim, conforme Teorema 1.48, como o produto de funcdes de ordem
exponencial é de ordem exponencial, concluimos que u/(t) e u5(t) tém ordem exponencial
e ainda continuas em [0, +o0o[. O mesmo vale para u;(t), us(t) e y,(t) pelo Teorema 1.40.

Finalmente, a solugao geral da Equagao (5.2), dada por

] — OB — v (Oa(t) £0.

2
/
Ya
2

y(t) = yn(t) + yp(t),

é continua e é de ordem exponencial. O

Exemplo 5.2. Encontremos a solugdo y = y(t) do PVI:

v +2y=1
y(0) =3

Aplicando a transformada e o Teorema 2.26

¥ (5) — 9(0) + 2V (5) = ©
SY(s) —3+2Y(s) = i
Y(s)(s+2) = i +3

Vi) - 3

Apos fragoes parciais
1 1 3
2s  2(s+2) s+2

Aplicando a transformada inversa, obtemos:

Y(s) =

1O leitor pode conferir o Teorema 4.2, pagina 149, do livro [33].
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() -3 () e ()
2£ <s> 2£ s+2 +3L s+2
1

+;€_2t.

N |

Exemplo 5.3. Encontremos a solu¢ao y = y(t) do PVIL:

y 43y =¢e
y(0) =2

Aplicando a transformada e o Teorema 2.26

L) +3L0y) =L()

Y (5) — (0) + 3V (5) = - ! 1
Y(s)(s+3)—2— sir
Logo
1 2
YO =56+ Tirs
Apos fragoes parciais
Y(s) = 11 9

4(s —1) 4(5+3)+s+3'

Aplicando a transformada inversa

1 1 1 1 1
- Lo ()t (e
yt) =L (Fs) =37 (7)) 28 s33) t s+3

I SR

VA

Exemplo 5.4. Encontremos a solucao y = y(t) do PVI:

y// . 4y/ + 4y — t3€2t
y(0)=0 ¥'(0)=0

Aplicando a transformada e os Teoremas 2.26 e 2.27

s2L(y(t)) — sy(0) —y/'(0) — 4(sL(y(t)) — y(0)) +4L(y(t)) = L(t°*)

s2Y (5) — sy(0) — /' (0) — 4(sY (s) — y(0)) +4Y (s) = (s —2)
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6
YO = i 2y
Y=g

Aplicando a transformada inversa

0= (125
=0¢ (235

1. (
“o52 (1205

. 1 5 2t
6

_ O s
120" €
1

LT
20" ¢

Exemplo 5.5. Encontremos a solucao y = y(t) do PVI:

y//+4y — e—t
y(0)=3 y(0)=-1

Aplicando a transformada e o Teorema 2.27
L(y") +4L(y) = L(e™")

1
s+1

s?Y () — sy(0) — ¢/'(0) +4Y(s) =

1
s+1

s%Y (s) —3s +14+4Y (s) =

1
s+ 1

Y(s)(s*+4)=3s—1+

3s 1 n 1
244 s2+4  (s+1)(s2+4)

Y(s) =

Apos fragoes parciais

1

1 1 1 S 1 1 S
V()= (——) =2 (= V4= (=——)+3 -
() 5<s+1) 5<32+4>+5<52+4>+ <s2+4>

Aplicando a transformada inversa

s24+4
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ylt) = éﬁ_l <s%1—1> a Fl)E_I <82j-4> * éﬁ_l <3214> *
+3L7 (5214> —L (52:—4>

%ﬁ_l (sil) * 154£_1 <5214> a ;l . éﬁ_l (322—1—4)

5

14 2
et + 5 cos (2t) — - sl (2t).

5.2 Funcao Degrau Unitario

Nesta secao iremos desenvolver um conceito muito utilizado, principalmente na fisica
elétrica, chamado fung¢ao degrau unitario.

Definigao 5.6. Considere a € R. Definimos u, a fun¢ao degrau unitario de indice a (ou
fungao degrau de Heaviside), como

0, 0<t<a

ua(t) - { (5'3)

1, t>a

Uma outra notagdo, também bastante util, é u,(t) = u(t — a). Se a = 0, podemos
denotar ug(t) = u(t).
Depois de definirmos a funcao degrau podemos calcular sua transformada:

£ut) = [ T et () dt

a “+00
— / =0 dt + / et dt
0 a

400
= / e st dt
e

—st |4+o00

S

—as

a
€

S

desde que Re(s) > 0.

Dessa forma, também podemos escrever

L1 (e::a> = u,(t).

Definicao 5.7. Considere a,b € R com 0 < a < b. Definimos u,;,, a funcdo degrau de
indice ab, como:

0, t<a

Uab(t) =

1
ORI R
0, t>0
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Figura 5.2: Exemplos de funcao degrau.

ug(t)

Q Jemmcmmcc e e e e c e,

(a) Exemplo de fun¢do degrau unitdrio de indice a.

uab(t)

S b mmmmm e — e ——————

O a

(b) Exemplo de fungdo degrau de indice ab.

Fonte: O autor.

Assim

Llua(t)) = /0 T st (1) dt

a b G*St +00

- / =50 dt + / dt + / e=50 di
0 a b —Qa b
b eft

S

= dt
a b —a
€_St b
- “s(b—a)la
B =45 _ e—bs
- s(b—a)

Dessa forma, também podemos escrever
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As fungdes degrau, graficadas na Figura 5.2, sdo utilizadas para denotar de forma mais
simplificada algumas fungoes que possuem saltos de descontinuidade, conforme veremos
mais adiante. Tais fung¢oes também podem representar uma dualidade “ligado/desligado”;
Uq, por exemplo, serve como ferramenta para descrever uma funcao ligada a partir de um
valor a € R e desligada antes disso (ou vice-versa).

5.3 Segundo Teorema de Translacao

Teorema 5.8 (2° Teorema de Translagdao). Sejam a > 0 e F(s) = L(f(t)), entao

L(ua(t)f(t = a)) = e F(s).

Demonstragio. Pela Definicdo de Transformada de Laplace

L@ ft—a) = [ e st -aldi= [ et u—ad (5

a

Tomando 7 =t — a, o lado direito da Equagao (5.4) torna-se

—+o00 —+o00
/ 6_8(T+a)f(7') dr = e‘“s/ e *Tf(r)dr
0 0

=e “F(s). (5.5)
Pelas Equagoes (5.4) e (5.5), segue o resultado. O
E lo 5.9. Seja f(t) b Ustsd da na F 5.3
xemplo 5.9. Seja f(f) = , representada na Figura 5.3.
p j o1 is g

Primeiramente, note que f pode ser reescrita como f(t) = uy(t)(t — 1)2. Logo, sua
transformada é

desde que Re(s) > 0.
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Figura 5.3: Grafico de f(t) = uy(t)(t — 1)%.

0 1 t

Fonte: O autor.

0, 0<t<?2

Exemplo 5.10. Seja f(t) = , representada na Figura 5.4.

at
e, t>

Note que f pode ser reescrita como f(t) = us(t)e®. Logo sua transformada de Laplace
pode ser calculada usando o Teorema 2.22.

Figura 5.4: Grafico de f(t) = ua(t)e.

Fonte: O autor.

Exemplo 5.11. Seja f(t) = u,(t) cos (t — 7), representada na Figura 5.5.
Sua transformada de Laplace, pelo Teorema 5.8, é
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L(f(1)) = L (ur(t) cos (t — 7)) = ——.

Figura 5.5: Grafico de f(t) = u,(t) cos (t — ).

o- /t

Fonte: O autor.

0, 0<t<=—
Exemplo 5.12. Seja f(t) = 2 representada na Figura 5.6.
sen (t), t>7

Note que f(t) = uz(t)sen(t). Além disso, sen(t) = cos (g - t) = cos (t - g) Pelo
Teorema 5.8

LU0 = £ (us)5en () = £ (g rcos (1- ) ) = 5

s24+1

Figura 5.6: Grafico de f(t) = uz(t) sen(t).

Fonte: O autor.
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5.4 Funcoes Periddicas
Defini¢ao 5.13. Uma fungdo f é periddica com periodo T' > 0 quando f(t) = f(t +T).

As fungoes cos (t) e sen (t) sdo periddicas com periodo 7" = 27, enquanto a fungao
tg (t) é periddica e apresenta um periodo de T' = .

Teorema 5.14. Seja F(s) = L(f(t)) onde f é uma fungdo periddica de periodo T, entdo

1
1 —esT

F(s) = Fi(s) (5.6)

T
onde Fi(s) :/0 e S f(t)dt.

Demonstragdo. Pela Definicao 1.21, temos

Fs)= | et (1) di = | Do) dt + / e () dt.

Fazendo uma mudanca de variaveis com 7 =t — 1", obtemos

+oo +oo
| et = [T et p(r 1 Ty
T 0

+oo
= e_ST/ e T f(r+T)dr
0
=e*TF(s)

pois f(r+T) = f(r). Logo

F(s) = /OT e St f(t)dt + e T F(s)

que por sua vez implica

5.4.1 Ondas Quadradas

Uma onda quadrada é produzida por uma funcao periédica nao senoidal na qual a
amplitude maxima e minima sdo constantes e se alteram entre si de forma instantanea
possuindo a mesma duragao. Sao comumente utilizadas na modelagem de circuitos de
chaveamento digitais.

Vamos estudar as trés ondas quadradas representadas na Figura 5.7. Observe que a

fase da segunda estd invertida em relagdo a primeira e todas possuem o mesmo periodo
T = 2a.
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Figura 5.7: Exemplos de ondas quadradas.

f(t)
1 : :
0] a I 2a 3a | 4a t
(a) 12 Exemplo de Onda Quadrada.
9()
1 1
(@) | a 2a | 3a 4a I ' t I
(b) 2° Exemplo de Onda Quadrada.
h(t)
l 44— - . -
a 2a 3a da t
—1 |

(¢) 3° Exemplo de Onda Quadrada (Fun¢do Meandro).

Fonte: O autor.
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Em relagdo a Figura 5.7 (a) temos um periodo T = 2a para uma onda quadrada
produzida pela fun¢ao

0, 0<t<a
0-|

1, a<t<2a

seguida por f(t) = f(t + 2a). A sua Transformada de Laplace, segundo o Teorema 5.14,
é:

em que

Obtemos entao

e~as _ 672(15

s(1 — e—2as)
efas(l _ efas)

s(1 —e ) (1 4 e)

—as

G
—s(1+em®)

e—as

e—as

e—as

S(e}as —I— efas)
B 1
T os(1 4 e

Agora, em relacao a Figura 5.7 (b), obtemos

0 1, 0<t<a
= 0, a<t<2a

seguida por g(t) = g(t + 2a). Pelo Teorema 5.14, com periodo T' = 2a, temos:

Gls) = —G(s)

- 1 — 672as

onde
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= —tdt
0
efst a
=
1
— _ —as 1
;=)
B 1 e_(ls
s s
Logo, temos como G(s)
1—e79%
G(s) = ————=
(s) s(1 — e—2as)
B 1—e79%
©s(1 —emas)(1 + eas)
B 1
~ s(14emas)’

Observagao 5.15. Observe que podemos escrever a Equagao (5.6) como

F(s) = i)e"TsFl(s) (x = Re(s) > 0).

Para a onda quadrada da Figura 5.7 (a), sua fungdo pode ser expressa da seguinte
maneira

f(t) = ua(t) - u2a(t> + u3a<t) - u4a(t) +. (57>
1
S(efas _ 672(15)

Como Fi(s) =

reescrevemos a Equagdo (5.7) na forma,

X —2nas 1 —as —2as
F(s)=> e g(e —e )
n=0

— 1 io (ef(2n+1)as _ e*(2n+2)as)
s n=0

1, _ _ _ -
:*(6 as_€2as+€3as_e4as_|_“.>
S

= L(ug(t)) — L(tza(t)) + L(uza(t)) — Lrugalt) + ...

isto é, a Transformada de Laplace, nesse caso, poderia ser calculada termo a termo. O
mesmo vale para a onda quadrada da Figura 5.7 (b):

G(s) = Jize_”TsGl(s) (x = Re(s) > 0)

com g(t) =1 — ug(t) + uga(t) — uga(t) + uaa(t) — ...
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A fungdo meandro, ilustrada na Figura 5.7 (c¢), é dada por
1, 0<t<a
h(t) =
-1, a<t<a

seguida por h(t) = h(t+2a). Tal fun¢do também constitui um exemplo de onda quadrada.
Nesse caso, pelo Teorema 5.14, com periodo T = 2a, obtemos

H(s) = ——_Hy(s)

- 1 _ 672as
onde

a 2a
Hi(s) :/0 e‘“dt—/ e dt

—st

B e a N e—st 2a
- S 0 S a
1 1
I —as _ 1 - —2as __ _—as
(=) (e —e)
B } e as e—2as e~ as
N S S S S
1 2
—— —2as 2 —as 1
S (e + )
1 2
=2(1= —as
S(1=e)
Logo, temos como H(s)
(1 _ e—as)2
H(s) = s(1 — e—2as)
B (1 _ e—as)Z
s(1 —emas)(1 + eas)
B 1 _ e—as
s(1 4 ema9)

1 as
= —tgh|{—|.
sg(2>

as as
em que a notagao tgh (2> indica tangente hiperbdlica de 5

5.4.2 Ondas Triangulares

Uma onda triangular é produzida por uma funcao peridodica nao senoidal e recebe esse
nome por “formar tridngulos” em seu grafico a cada periodo. Tal fun¢ao pode ou nao ser
continua.

Apresentaremos trés exemplos de ondas triangulares, uma continua e outras duas que
nao, ilustradas na Figura 5.8.

No caso da onda triangular da Figura 5.8 (a), temos

, 0<t<a

, a<t<a
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Figura 5.8: Exemplos de ondas triangulares.

ft)
1 4
o a 2a 3a 4a t
(a) Exemplo de onda triangular continua.
9(t)
1
0 ' a 2a ‘ 3a 4a ' ot

(b) Fungao meio dente de serra (onda triangular descontinua.)

h(t)

0 ' b ' 2 ' 3b T

(¢) Fungéo dente de serra (onda triangular descontinua).

Fonte: O autor.

seguida por f(t) = f(t + 2a). Pela Teorema 5.14 com periodo T' = 2a,

F(s) = l_i_mﬂ(s)

onde
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a 2a t
Fi(s) = / ae_St dt +/ <2 — a) e dt
0 a

=) [ el <2

—9¢as N e—2as N 1
as? as? as?
1 + 6—2a5 — Qe—as
as?
(1 _ e—as)Q
as?

Logo, temos como F'(s)

L (1— e
(1 . 6—as)2
as?(1 —e=)(1 + e=9)

1 _ pas

as?(1 4 e—2s)

1 as
-t h<>
as? & 2

Em relagdo a onda da Figura 5.8 (b), formada pela Fungdo Meio Dente de Serra,
temos:

t
-, 0<t<a

0, a<t<2a

seguida por ¢(t) = g(t + 2a). Tal fungdo produz uma onda triangular descontinua. Pelo
Teorema 5.14, com periodo T = 2a, segue

onde
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Logo, temos como G(s)

1—e7% —qse™ %

G(s) = as?(1 — e299)

A Fungao Dente de Serra, representada na Figura 5.8 (¢), também produz uma onda
triangular descontinua. Sua féormula é:

h(t):%t L 0<t<b
seguida por h(t) = h(t +b). Pelo Teorema 5.14, com periodo T' = b, temos

Hs) = 1_16_bsH1(s)

onde

>
>

te St dt

(1 b1 b
——(te_St) + = / e‘“dt]
L S 0 S JO

-3 0 - )]

e ole ole ole S—

H(s)

5.4.3 Ondas Senoidais

A funcgao seno meia-onda retificada é dada por

2 2 1
t) = W w n=0,1,2,...
/) 0. 2n+ 1)m e (2n +2)7

W W
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2
Esta funcao é periddica de periodo T = I, como vemos na Figura 5.9 (a). Logo, pelo
w

Teorema 5.14,

1
£(f(t>> = _ 2m7s F1(8>
l—e"w
em que
21
Fi(s) = [@ e () at
0
= /; e * sen (wt) dt
0
1 w >
=3 (e_St sen (wt)) —1—%/ e * cos (wt) dt
0 0

_Y /Z e " cos (wt) dt
s Jo
wl 1, 4 v w5
= — |—— (e *"cos (wt - — e *'sen (wt) dt
S [ s( ( )) 0 s Jo ( ) ]
-2 1 o
_ Y [6 -2 e sen (wt) dt]
s s s s.Jo
_ s 2 jus
we o woowe o _g
- - - — e *"sen (wt) dt.
52 +s2 s2 Jo (t)

Apos algumas manipulagdes algébricas

Fi(s) = /07 e *'sen (wt) dt

Consequentemente

TS

cift) = 21t

P+ wrl —e
w l4+e %

s+w(l+e 9)(1—e %)
w

(24+w?)(1—e )

Graficada na Figura 5.9 (b), a fungdo seno de onda completa retificada é dada por

g(t) = |sen (wt)].

T
Tomando G(s) como a Fi(s) do exemplo anterior, com 7' = —, temos
w
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Figura 5.9: Exemplos de ondas senoidais.

f@®)

0 il 2m 3 t
w w w
(a) Onda senoidal semi-retificada.
9()
1
0 E 2m 3 t
w w w

(b) Onda senoidal retificada.

Fonte: O autor.

5.5 Funcoes Forcantes Descontinuas

Na modelagem de algumas situagoes da Fisica, como circuitos elétricos ou vibragoes
mecanicas, é comum se utilizar EDOs nao homogéneas com coeficientes constantes. O
termo nao homogéneo recebe o nome de forgante (ou for¢a externa) e comumente é uma
funcdo continua por partes apresentando saltos de descontinuidade (portanto desconti-
nuas). Podemos utilizar a Fungao Degrau unitario para representar os saltos de descon-
tinuidade sem ter que escrever a funcao por partes. Assim, a Transformada de Laplace
facilita a resolugao de problemas de valor inicial envolvendo tais equacoes.

Nesta secao, apresentaremos alguns exemplos de PVIs envolvendo EDOs sob agao de
fungoes forcantes descontinuas, ainda sem nos preocuparmos com interpretagoes fisicas.

Exemplo 5.16.
y" + 16y = f(t)
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5 = cos (4t), 0<t<m
ft) = 0. s
);

Sabendo que f(t) = cos (4t) — cos (4t)u,(t), graficada na Figura 5.10. Como o periodo
S

do cosseno é 27, temos que cos (4t) = cos (4t — 4w) = cos (4(t — 7)), ou seja, f(t) =
cos (4t) — cos (4(t — 7)), (t). Assim,

L(y") +16L(y) = L(f(1))-

Entao
2y (s) =1+ 16Y(s) = —0 — 5 -ms
SY(s) =14 16Y () = 56~ 16"
2416V (s) =14+ - — —
(5" 1Y (s) =1+ 5 16~ o 6"
1
Y(s) = g e

2416 (2416 (2 +16)°
Aplicando a transformada inversa, a solu¢ao do PVI é

y(t) = L7(Y ()
L oo 8s 1., 8s —7s
=i () 5 (e) 5 (e )
411 n (4t) + tsen (4¢) — 51;(75 — m) sen (4(t — ) Jux(t).

Como sen (4(t — 7)) = sen (4t — 47w) = sen (4t), pois o periodo do seno é 2, segue que

y(t) = isen (4t) + ;t sen (4t) — ;(t — 1) sen (4t )u(t)

Figura 5.10: Gréfico de f(t) = cos (4t) — cos (4t)u(t).
f@®)

Fonte: O autor.
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Exemplo 5.17.
y" =5y + 6y = ui(t)

Temos
L(y"(t)) = 5L (t) + 6L(y(t)) = L(ui(t))

s (s) — sy(0) — 3/'(0) — 5(sY(s) — y(0)) + 6Y (s) = -

—S

s*Y (s) — 1 —5sY(s) + 6Y (s) = .

—S

Y (s)(s* — 55 +6) =

+1
S

1 1
Y(s)=(—— e+ ——.
(s) <5(52—5s—|—6)>6 +52—55—|r6

Uma vez que s> —5s + 6 = (s — 3)(s — 2), ap6s fracdes parciais

1 1 1 1 1
Y(S>:<63_2(s—2)+3(3—3)>6 LIPS S

Aplicando a transformada inversa e o Teorema 5.8:

=L7(Y(s))
= e’ 1. f e 1( 1 )_ 1(
6£ ( ) <s—2>+3£ <3—3>+£ s—3 £
(11 Q201 4 L 3(t—1)) 3t ot
_<6 3¢ +3e uy(t) + e —e”.

Exemplo 5.18.
y" + 4y = sen (t)ua, (¢)

y(0)=1 ¢'(0)=0.
A fungao f(t) = sen (t)ug, () estd graficada na Figura 5.11. Note que

L(y"(t)) +4L(y(t)) = L(sen (t)uax(t))

s2L(y(t)) — sy(0) — y'(0) + 4L (y(t)) = 362_:81
s2Y (5) — s +4Y(s) 2+ 1
Y( )(32 N 4) e~ 27s L
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6—271'5 + s
(s2+1)(s24+4) s24+4
1 .
(s2+1)(s2+4)

Y(s) =

Apos fragoes parciais em

1 1 s
Y — . —27s )
(s) <3<s2 )32 +4)> ¢ tea

Aplicando a transformada inversa, a solucao do PVI é

(Y (s))

—27s —27s
[ e Ll (fe 1< s )
£ <32—|—1> 3£ <s2+4>+£ s2+4

sen (t — 27m)ug, (1) — (15 sen (2(t — 27))ug, (t) + cos (2t).

y(t) =

Wl wl—= N

Figura 5.11: Grafico de f(t) = sen (t)ua,(t).

) AN ya

Fonte: O autor.

Exemplo 5.19.

onde
0, O<t<m
ft) =« 1, T <t<2rm
0, t> 27

Sabendo que f(t) = u,(t) — ua(t), graficada na Figura 5.12, temos

L(y") + L(y) = L(un(t)) — L(uzq (1))

—Ts —27s

e €

s*Y (s) — sy(0) —¢/(0) + Y (s) =

S S
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e~ s e—27rs
Y(s)(s*+1)—1= —
(5)(s* + 1) R
e~ s 6727rs 1
Y(s) = - .
() s(s2+1)  s(s24+1) * s2+1
1
Apés frago iai —_—
pos fragoes parcials em S+ 1)

1 S 1 S 1
1% _ 7 [ = _ ,—2ms (_ > .
(5)=e (s 32—1—1) ¢ s 8241 +32—1—1

Aplicando a transformada inversa, a solugao do PVI é

s —Ts —27s —27s
a1 (€ a1 se a1 _ [ se _1 1
y(t) =L ( s ) £ <s2~|—1) £ ( s >+£ <32+1>+£ (32+1

= Ur(t) — cos (t — m)ux(t) — ugr(t) + cos (t — 2m)ua, + sen (1).

Figura 5.12: Grafico de f(t) = ux(t) — uax(1).

Fonte: O autor.

Exemplo 5.20.
y" + 4y/ + 3y =1- U2<t> — U4<t) + U6<t>

Note que

L(y") +4L(y) +3L(y) = L(1) = L(ua(t)) = L(ua(t)) + L{us(t))

6723 6743 6763

Y (s) — sy(0) — 1/ (0) + 4(sY (s) — y(0)) + 3Y (s) = i R AL

6—25 6—45 6—65

1
2y 48Y 3Y(s) =~ — —
sV (s) +4sY(s) +3Y(s) = - — — T
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—2s —4s —6s
Y(s)(s2+4$—|—3):——‘8 _e ¢
S S S S
1 6—25 6—48 6—65

Y(s) = — — .
(5) s(s2+4s+3) s(s2+3s+4) s(s2+3s+4) * s(s? +4s+ 3)

Como s? +4s + 3 = (s + 1)(s + 3), segue que

1 6725 6745 6763

Vo) = D6+ S0+ s+ | s+ +3)

Apos fracoes parciais e aplicando a transformada inversa

1 1 1 1 1
D ety Bt ( P —3(t—2)> A _
yit) =g —5¢ tge (35 e u(?)

1 1 1 1 1 1
— (3 - 56_(t_4) + 66_3(t_4)> uy(t) + (3 - 56_“_6) + 663(t_6)> ug(t).

5.6 Impulso Unitario

A funcao
0, 0<t<ty—a
1
do(t —to) = % to—a<t<ty+a (5.8)
a
0, t2t0+a

é chamada de Impulso Unitario, com a > 0 e ty > 0. Geralmente utilizada para modelar
matematicamente forcas externas de grandes amplitudes e em curtos periodos, princi-
palmente em sistemas mecanicos e elétricos sujeitos a agoes de forgas externas. Para
pequenos valores de a, d,(t — tg) é uma fungao praticamente constante de grande intensi-
dade agindo por um pequeno intervalo de tempo proximo ao instante to. A Figura 5.13
ilustra o comportamento de d,(t — 2) conforme a — 0.

Tal fungao pode ser utilizada para aplicar um impulso em um sistema. Por exemplo,

uma asa de avidao ser atingida por um raio, uma martelada em uma mola, uma bola
atingida por uma tacada e etc [33].

O nome impulso unitario vem da seguinte propriedade:

+o00o to—a tota 1 +o00
/ 5a(t—t0)dt:/ 0dt+/ “dt+ [ oat
0 0 t

o—a 204 to+a
1

tota 1 2a ]
= —1 = —(t —t = —=1.
% (o+a o—l-a) %

to—a 20/
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Figura 5.13: Exemplos Fung¢oes Impulso.

a1 a=0,5
1= ! —
2-0,5 ! !
05— : i
S : 5 : :
0 1 2 3 0 L5 2 25
(a) Fungdo Impulso para a = 1. (b) Fungao Impulso para a = 0, 5.
1
°T 301 N
[ o 1
0=570.01
a=0,1
a=0,01
O 2 0 P)
(¢) Fungdo Impulso para a = 0, 1. (d) Fungao Impulso para a = 0, 01.
Fonte: O autor.
5.6.1 Funcao Delta de Dirac
O limite
(S(t - to) = lim (5a(t - to) (59)
a—0

é caracterizado por duas propriedades

o0, t:to

mau—mz{ 0t

) [ TS —ty)dt = 1

O impulso unitario d(t—to) é chamado de fungao delta de Dirac?. Embora nio seja uma
funcao propriamente dita, ainda assim conseguimos obter sua transformada de Laplace
supondo

LO(t — ) = lim £(3,(¢ — t0))
o que faremos no Teorema a seguir.
Teorema 5.21 (Transformada da Funcao Delta de Dirac). Para ty > 0,

L(5(t —ty)) = e ",

2Na verdade 6(t —tp) ndo é uma fungdo no sentido usual da palavra, pois nesse caso ndo existe fungao
que satisfaga as propriedades (I) e (IT) observadas.
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Demonstra¢io. Podemos escrever d,(t — tg) em termos da fungdo degrau unitério, assim

Sult —10) = ol -a(1) — (1))

Pela Linearidade

‘C((Sa(t - tO)) = 27

a

1 e—s(to—a) e—s(tg—i—a)
s s '

Colocando e~*% em evidéncia obtemos

LBt —t9)) = e <H> (5.10)

2sa

Na Equacio (5.10), para a — 0, ao calcular L(5(t — t,)), aplicamos L’ Hépital?,

L(6(t —to)) = lim L(da(t — to))

a—0

sa —Ssa
o et —e

= e %0 lim | —————
a—0 2sa

— e_StO )

Observagao 5.22. Pelo Teorema 5.21, se ty = 0, obtemos L£(4(t)) = 1.

Exemplo 5.23.
y' +y=104(t—2nm)

Temos

Y (s) = sy(0) =3/ (0) +Y(s) =™
Y (s) =14+ Y(s) = e 2™

Y(s)(s*+1)=1+¢ 7™

1 6—271'5

s2+1+52+1'

Y(s) =

Aplicando a transformada inversa

y(t) = sen (t) + sen (t)ua, (t).

30 leitor pode conferir a se¢io 4.4.4, pagina 192, do livro [19].
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Exemplo 5.24.
y" 42y + 3y =sen (t) + (t — 3m)

Temos

L(y") +2L(y") +3L(y) = L(sen (1)) + L(6(t — 3))

s*Y (s) — sy(0) — /(0) + 2(sY (s) — y(0)) + 3Y (s) = o 4 e73m

]‘ 4 —37s
(&
s24+1

s%Y (s) + 2sY (s) + 3Y (s) =

1 4 —37s
e
s2+1

Y(s)(s* +2s+3) =

1 N 6—37r5
)

Y(s) = .
) = D2+ 2553) T 212513

Apos fragoes parciais

¥(s) 1( s >+1< 1 >+1 s+1 N e 3ms
§)=—|5— N\ 5 - .

4\s?+1 4\s?2+1 4\ (s+1)2+2 (s+1)2+42
Aplicando a transformada inversa

y(t) = —le cos (t) + lesen (t) + leet cos (V2t) + (e’(t’?’”) sen (V2(t — 371'))) ui;éﬂ

Exemplo 5.25.
Y+ 3y + 2y = (t — 5) + uip(t)

Temos
L(y") +3L(y") +2L(y) = L(5(t = 5)) + L(u10(?))

67103

$Y () = sy(0) =/ (0) +3(sY () = (0)) + 2V (s) = ¢ ™ + ——

67103

1
s*Y (s) — 5t 3sY(s) +2Y (s) = e +
s

—10s 1

S +§'

Y(s)(s*+3s+2) = e +

Como s? +3s+2=(s+1)(s+2),
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6—58 6—105 1

Yis)= (s+1)(s+2) * s(s +1)(s+2) * 20s + (s +2)

Apos fragdes parciais

v(s) _5S< 1 1)+_1OS L1 +1( 1 1)
== —_— 6 —_— p— — .
TC\sTL sr2 25 s+1 2(s+2)) 2\s+1 s+2

Aplicando a transformada inversa






6 Aplicacoes

Depois da fundamentacao tedrica precedente, neste capitulo serao apresentadas algu-
mas aplicagdes utilizando a Transformada de Laplace como ferramenta matematica para
resolucao de equagoes diferenciais ordinarias que regem fenémenos fisicos como sistema
massa-mola e circuitos elétricos.

Para a elaboragao deste capitulo, foram consultadas as seguintes referéncias: [2], [11],
[12], [13], [20], [21], [22] e [24].

6.1 Discutindo a 22 Lei de Newton

Conforme [20] (Capitulo 4 - pagina 60), temos como principio fundamental da dindmica
a 2% Lei de Newton que nos permite caracterizar varios fendmenos da mecénica classica.
Um deles, por exemplo, a 1* Lei de Newton, que pode muito bem ser determinada pela
2% Lei no caso em que uma forca resultante que atua em uma particula seja nula. Desse
modo, a particula estd ou em movimento retilineo uniforme ou em repouso ja que nao
existe aceleracao (a = 0).

Em muitos momentos essa Lei é reduzida apenas a uma definicdo de forga, mas isso
diminui seu teor fisico, uma vez que tal definicdo nao é verdadeira, pois as forcas de
uma particula sao descritas através de sua interagao com outras particulas para um dado
referencial inercial. Logo, a forca F que define a resultante dessas forcas determina a
situacdo na qual a particula se encontra.

Alguns exemplos desse fendmeno sdo a Lei da Gravitagdo Universal (que qualifica
a interagdo gravitacional entre corpos com grandes massas) e a Lei de Coulomb (que
descreve a atuagao elétrica entre particulas carregadas). Para nao acontecer esse redu-
cionismo, pode-se expandir o conceito da 22 Lei ao expressarmos todas as leis de forcas
correspondentes a todas interagoes possiveis da particula em questao.

Na mecanica classica, consegue-se com a 2% Lei definir o conceito de massa inercial m,
j& que nessa area da fisica a massa nao costuma ser considerada variavel, mantendo-se
fixa como caracteristica da particula. Ja na relatividade restrita, a massa m varia com
a velocidade, o que exclui a aplicabilidade da 2® Lei do escopo da mecanica classica, en-
trando em conceitos da mecanica relativistica a qual incorpora particulas com velocidades
gigantescas perto da velocidade da luz do vacuo.

A equacao

F =ma (6.1)

nao caracteriza a formulagao original do préprio Newton em relacao a 2 Lei. Newton
iniciou seu estudo definindo-a a partir da quantidade de movimento ou momento linear
que diz:

143
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“A quantidade de movimento é a medida diretamente pela velocidade e sua massa”.
Isto é, o momento linear de uma determinada particula é o produto de sua massa por sua
velocidade:

p =mv. (6.2)

Ao derivar a Equagao (6.2) em relagdo a t e supondo que a massa m nao varie com o
tempo, obtemos:

o _ N
e dt

Utilizando a Equacao (6.1) chega-se na seguinte expressao:

dp
X _F
dt

a qual evidencia a formulacao dada por Newton sobre a 2% Lei:
“A variacao do momento é proporcional a forca impressa, e tem a direcao da forga.”
Ou seja, a forca é a taxa de variacao temporal do momento.
A partir dessa definicao pode-se discutir uma aplicacao utilizando a 2% Lei de Newton
e a Transformada de Laplace para a sua resolu¢ao matematica.

6.1.1 Forca Impulsiva

Segundo [2] (Capitulo 15 - pagina 739), uma forca impulsiva agindo sobre uma parti-
cula de massa m, pela 2% Lei de Newton, é

d*x
mog = F(t) (6.3)

em que x(t) é a posigdo da particula, F' = PJ(t) e P é uma constante. Aplicando a
Transformada de Laplace em ambos os lados da Equagao (6.3), pela Observagao 5.22,
obtemos:

mL(x") = PL((t))
ms*X (s) — msz(0) — ma’(0) = P.
Dadas as condigoes iniciais para a posigao x(0) = 0 e a velocidade 2/(0) = 0, temos:
ms?X(s) = P.
Logo,
P

ms?’

X(s) =

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace,

z(t) = —t. (6.4)
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Derivando a Equagdo (6.4) em relagdo a ¢, obtemos:

dx(t) P

= —. 6.5
dt m (65)
Desse modo concluimos da Equagao (6.5) que o efeito da forga impulsiva é transferir

a cada instante P unidades de momento linear a particula.

6.1.2 Galvanometro Balistico

Segundo [3] (Capitulo 5 - pagina 287), o Galvandémetro Balistico é utilizado para a
medicao de corrente elétrica que é fluida sobre ele, principalmente em amperimetros e
voltimetros. Ele possui um bobina conectada aos seus terminais. Desse modo, assim que
h& uma mudanga de fluxo na bobina, uma f.e.m. (forga eletromotriz) ¢ é induzida. Logo,
a corrente elétrica ¢ é proporcional a f.e.m. medida pelo galvanometro.

Esse tipo de galvanémetro também é chamado de D’Arsonvall. A corrente que passa
pelo galvanometro balistico é uma corrente transitéria, ou seja, impulsiva por natureza.
Ela existe somente quando ha variacao de fluxo magnético que esta associado a bobina.
Dessa maneira, o galvanometro nos indica um pulso a medida que a corrente flui instan-
taneamente por ele. O processo de medi¢ao nao nos dd uma deflexdo constante, isto é,
a escala do galvandémetro balistico ¢ calibrada de tal maneira que, a partir de seu pulso
produzido, consegue-se medir a corrente e a variacao do fluxo que a produz.

A deflexao angular (sistema movel) do galvanémetro é indicada quando ela for pro-
porcional a corrente elétrica. Isso ocorre apenas quando o fluxo magnético produzido pela
corrente ¢ maximo. Logo, o sistema moével do galvandmetro é realizado a partir de um
momento de inércia I muito grande, e devido a isso, o sistema continua vibrando entre 10
a 15 segundos. O momento de inércia é originado pela adicao de pesos ao sistema movel.
Desse modo, as oscilagoes desse sistema sao amortecidas por um grande periodo de tempo
em uma infima razao de amortecimento. Esse pequeno amortecimento nos garante que a
primeira deflexao seja de grande amplitude, visto por uma escala numérica.

Por fim, esse efeito pode ser caracterizado matematicamente, onde o torque resultante
7 encontrado nesse dispositivo elétrico é ki, em que ¢ é um pulso de corrente e £ é uma
constante. Sabendo que 7 é uma corrente de rapida duragao, temos:

ki = kqd(t) (6.6)

onde ¢ é a carga total e §(t) é a fungao delta de Dirac. Pelo principio fundamental da
dindmica para rotagoes [3], obtemos:

d*0
T= e
d?0
1= = kqd(t 6.7
7z = kad(?) (6.7)

em que 6(t) é o deslocamento angular do ponteiro do galvandémetro e I é momento de
inércia.
A partir da Equacao (6.7), pode-se aplicar a Transformada de Laplace:

1L(0") = kql(5(t))

'Para mais detalhes o leitor pode consultar o livro [3], pagina 76, segao 2.7.
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I(s*0(s) — s0(0) — 6'(0)) = kq

onde O(s) = L(A(t)). Como H(0) = 0 e #'(0) = 0 o deslocamento angular e a velocidade
angular, respectivamente, nos instantes iniciais, temos:

15°0(s) = kq
kq 1

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace,

_ kg

0t) = =t (6.8)

Derivando a Equagao (6.8) em relacao a t, temos:

do(t) kg
dt I
dot)
=g =ha
ITw = kq (6.9)

onde L = [w é chamado momento angular.
Portanto, a partir da Equagao (6.9) certificamos que a fungdao do pulso de corrente i
é de transferir kg unidades de momento angular ao galvanometro.

Figura 6.1: Exemplo de um galvandémetro.

//—’—"_——’—\\
II\|IIII|H1I|IIIU—LU_LLJM Escala

Espelho Ponteiro
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ima Campo Peso
permanente magnético radial de equilibrio

Fonte: O autor.
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A Figura 6.1 nos mostra a configuracao do galvanometro balistico. A bobina movel
(protegida por um cilindro de ferro) é envolvida por um campo magnético produzido pelo
ima permanente. Com uma corrente consegue-se impor outro campo magnético, que a
partir do campo magnético produzido pelo ima tem-se um campo resultante. Esse campo
é responsavel por gerar uma forca magnética e como consequéncia um torque capaz de
mover o ponteiro, o qual estd conectado a um eixo ligado também a bobina moével. O
Peso de equilibrio ajuda a equilibrar o torque do ponteiro e o espelho auxilia na medicao
da corrente elétrica.

6.2 Sistemas Acoplados

A Transformada de Laplace pode ser aplicada para determinarmos a solucao de um
sistema excitado por uma funcao forcante, o que inclui sistemas harmonicos e peridédicos,
transformando equacoes diferenciais em equacoes algébricas mais simples de lidar. Outra
vantagem muito importante é o fato de tratar equagoes descontinuas com muita facilidade
além de levar em conta as condigoes iniciais.

Discutiremos um sistema de equagoes diferenciais acopladas, em que z1(t) e zo(t)
estdo misturadas, conforme modelado em [24] (Capitulo 5 - pagina 192). Contudo, ao
empregar o método da Transformada de Laplace é possivel desacoplé-las em duas equagoes
algébricas simples na variavel s. Com a aplicacdo da Transformada Inversa de Laplace
encontra-se as duas solugoes x1(t) e zo(t).

6.2.1 Sistema Massa-Mola com Dois Vagoes

Figura 6.2: Dois vagbdes presos a uma mola de constante elastica K.

x, () x, ()

— —_—

K
o (000000 "2

Fonte: O autor.

Considere dois vagdes com massas m; = M e my = m que estao ligados por uma mola
de constante elastica K, conforme Figura 6.2. O vagao de massa m; = M esta sujeito a
uma forga impulsiva F' = Fyd(t). Vamos determinar as solugoes x1(t) e z5(t) utilizando
o método de Transformada de Laplace, considerando que os deslocamentos e velocidades
sejam nulos no instante inicial.

Pelo principio fundamental da dindmica, as equag¢oes de movimento dos dois vagoes
podem ser explicitadas como
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—Kxy +maly + Kxg = 0. (6.11)
Na Equacgao (6.10) aplicando a Transformada de Laplace, obtemos:

Pela Observagao 5.22,

M(s*X,(s) — s21(0) — 2(0)) + KX1(s) — KX5(s) = F.
Como z1(0) =0 e 24(0) =0,

Ms*X1(s) + KX,(s) — KXy(s) = Fp.

Da mesma forma na Equacao (6.11)
—KL(x1) + mL(xy) + KL(x2) =0
—KX1(s) +m(s*Xy(s) — s22(0) — 25(0)) + K X5(s) = 0.
Como z5(0) =0 e x4,(0) =0,

—KX(s) +ms*Xy(s) + KX5(s) = 0.

Depois de algumas manipulacoes

Fy(ms* + K)
X = 6.12
1(s) s2(Mms? + K(M +m)) (6.12)
FoK
X = . 6.13
2(s) s2(Mms? + K(M +m)) (6.13)
Apés fragoes parciais nas Equagoes (6.12) e (6.13), obtemos:
FO 1 m 1

Xae) = ( i ( )) .14

M+m\s M 32_}_[((&4_%)

£, 1 1
Xo(8) = ——— (2 — ) : (6.15)
M+m\s 32_{_[((%4_%)

) 11 o .

Tomando w® = K (M + > como a frequéncia angular do sistema massa-mola, te-
mos: m
Fy 1 m w
X = -+ — | 6.16
1(s) M—i—m(s2+wM <s2—|—w2>> (6.16)
F() 1 1 W

X = - —|—=—=1]. 6.17
2(5) M—l—m(32 w <s2+w2)> (6.17)

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace nas Equagoes (6.16) e (6.17), temos:
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o1(f) = MTm <t+ I sen (wt)) (6.18)
To(t) = M}ji—b p- (t — i}sen (wt)) : (6.19)

Conseguimos, portanto, as solugoes do deslocamento do sistema massa-mola com dois
blocos unidos a uma mola com constante elastica K.

6.3 Circuitos

Os circuitos sdao aplicagoes primordiais na area do Eletromagnetismo, como circuitos
que operam com poténcia em grandes escalas ou ainda circuitos de microcomputadores que
possuem baixa voltagem [21]. Nesta se¢ao, no desenvolvimento teérico, é imprescindivel
apresentar os principais componentes de um circuito.

6.3.1 Componentes de um Circuito
Resistor

A Figura 6.3 ilustra um resistor representado pela letra R. Pode ser chamado de
Ohmico ja que obedece a Lei de Ohm, tendo uma queda de potencial na direcao da
corrente elétrica ¢ por meio de seus extremos, em que V = V; — V5. Dessa forma, o
potencial é dado por:

V = Ri. (6.20)

Por efeito Joule, o resistor transforma energia elétrica em energia térmica e sua po-
téncia dissipada é:

P =iR. (6.21)

Figura 6.3: Resistor.

2

Fonte: O autor.
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Capacitor

A Figura 6.4 mostra um capacitor, outro elemento importante definido pela letra C'
sua capacitancia. Uma das suas placas ou ainda armaduras tem carga ¢ e a outra tem
carga —q, sendo que essas cargas podem variar ao decorrer do tempo, desde que estejam
em regime quase-estacionario. Seu potencial ou também queda de potencial V = V] — V1,
entre as placas é dada:

q
= —. 22
v=1 (622

A funcao de um capacitor é de ser armazenador de energia elétrica. Logo sua energia

2

|
U =30V = 2%. (6.23)

Figura 6.4: Capacitor.

1§ A

2 [ TETTA " 4

Fonte: O autor.

Indutor

A Figura 6.5 indica um indutor representado pela letra L, um solenoide infinito que
contém um campo magnético que induz uma corrente elétrica ¢ com resisténcia desprezivel.
Tomando o circuito fechado 1234, e sabendo que 3 e 4 sao consideravelmente proximos de
1 e 2, temos:

di 4
e= E-dl:—L—Z:/E-dl:—(V4—V3):—(V1—V2):—V (6.24)
1234 dt 3
isto é,
di
v=r1% 6.25
= (6.25)

a queda de potencial nos extremos do indutor no sentido da corrente 4.
Em um indutor ha armazenamento de energia magnética dada por:

1
U= ELz’Q. (6.26)
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Figura 6.5: Indutor.
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Fonte: O autor.

Gerador

A Figura 6.6 exemplifica um gerador, uma fonte de forca eletromotriz representado
pela letra €. Ele é responsavel por dar energia ao sistema enquanto os outros elementos
recebem energia. O gerador é atravessado por uma corrente elétrica ¢ no sentido inverso
em relagao a queda de potencial, de modo que:

Vi—Vo=V=—¢ (6.27)

que é a queda de potencial para esse caso. O gerador fornece energia a uma taxa de .

Figura 6.6: Gerador.

Fonte: O autor.
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6.3.2 As leis de Kirchhoff
12 lei de Kirchhoff ou lei das malhas

Considere o circuito representado pela Figura 6.7 com apenas uma malha, em que
cada retangulo ilustra um componente elétrico passivo R, L ou C'. Sabe-se que

2 2
/E-dlz—/ AV =V, — Vs = —¢ (6.28)
1 1
é a queda de tensao entre os extremos 1 e 2.

Figura 6.7: Circuito com uma malha.

L 1

© I
} T

Fonte: O autor.

e1+ertest...te, =) g, =0. (6.29)
k=1
A partir da Equagao (6.29) podemos enunciar que a soma de todas as quedas de tenséo
ao longo de uma malha de um circuito é nula.

Essa é uma soma algébrica, em que a queda de tensao é positiva se adotarmos um
caminho no sentido da corrente e é negativa caso tomemos um caminho inverso da corrente.

22 lei de Kirchhoff ou lei dos nds

Figura 6.8: Circuito com duas malhas.

T - isl i, izl

© I

1l F— 1
| B | O

Fonte: O autor.
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Considere agora um circuito conforme Figura 6.8 o qual tem duas malhas. Os pontos
A e B sao chamados nos e representam a juncao de dois ou mais elementos de um circuito.
Desse modo, podemos enunciar a seguinte lei:

A soma algébrica de todas as correntes que saem de um né é nula. Ou seja,

i1+i2+i3+...~|—in:z¢k:0. (6.30)
k=1

Aplicando a Equagao (6.30) no circuito da Figura 6.8 a partir do né B (pode ser a
partir do né A, ja que obterfamos o mesmo resultado), temos:

iy = i) — ig.

Assim, as correntes i1 e io S0 as variaveis independentes, isto é, correntes circulantes
nas malhas conforme Figura 6.9.

Figura 6.9: Corrente no circuito com duas malhas.

Fonte: O autor.

6.3.3 Circuito R-C em Série

Figura 6.10: Circuito R-C.

Fonte: O autor.

Seja um circuito formado por um capacitor e por um resistor, conforme Figura 6.10.
Considere que no instante ¢ = 0 o capacitor esteja descarregado e conectado em uma
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bateria de fem e. Ligando a chave podemos utilizar a 12 lei de Kirchhoff para obter a
equacao diferencial que rege tal circuito:

Ri(t) — e + @ =0 (6.31)
C
em que i(t) corresponde a corrente elétrica no instante t e ¢(t) a carga do capacitor
armazenada no mesmo instante.
Na Figura 6.11 (a) observamos que a corrente de carga do capacitor cai exponencial-
mente com o passar do tempo. Caso o capacitor esteja inicialmente carregado e se por
acaso removermos a bateria, o capacitor descarrega com a mesma lei exponencial.

Figura 6.11: Gréaficos de ¢(t) e i(t) para circuito R-C.

(b) i(t).

Fonte: O autor.

Considerando ¢(0) = 0 e i(0) = % as condigoes iniciais da Equacao (6.31) e sabendo
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. dgq
ue ¢ = —, obtemos:
q dt

R+ —=q—¢e=0

1
Rq + ci=e (6.32)

Aplicando a Transformada de Laplace na Equagao (6.32), a condigao inicial ¢(0) = 0
e utilizando o Teorema 2.26, temos:

1 1
RsQ(s) — Ra(0) + £Q(s) = &
Apos algumas manipulacoes:
eC

Utilizando fragoes parciais na Equagao (6.33)

Q@p40<i—<&:%>>. (6.34)

Logo, efetuando a Transformada Inversa de Laplace na Equacao (6.34), temos:

q(t) = eC(1 — ¢~ 7o), (6.35)

Conseguimos a func¢ao da carga do Circuito R-C. Percebe-se que quando t — +00 a
q(t) = eC, conforme Figura 6.11(a) e a Equacao (6.35).

Ao se fazer uma derivada temporal na Equacao (6.35) encontra-se a funcao da corrente
elétrica. Assim,

i(t) = —¢ Fe. (6.36)

Por fim, a corrente elétrica decai exponencialmente com o tempo e vai a zero quando
t — +o0. Tal conclusdo também notamos na Figura 6.11(b).
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6.3.4 Circuito R-L em Série

Figura 6.12: Circuito R-L.

Fonte: O autor.

Considere agora um circuito formado pela resisténcia R e por um indutor L, con-
forme Figura 6.12. Ao ligar a chave e aplicando a 1? lei de Kirchhoff obtemos a equagao

diferencial que rege esse sistema
di(t)
dt

em que i(t) corresponde a corrente elétrica no instante t.
Considerando i(0) = 0 como condigao inicial da Equacao (6.37), obtemos:

L——" +Ri(t)—ec=0

L'+ Ri—e=0

L'+ Ri=e¢.

Aplicando a Transformada de Laplace na Equacao (6.38) e o Teorema 2.26

LL() + R(i) = eL(1)

L(sI(s) — i(0)) + RI(s) = 5;

Apos algumas manipulagoes

I(s):m.

Utilizando fragoes parciais na Equagao (6.39)

1 L
Is)=¢ (Rs B R(3L+R)> '

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)

Ao efetuar a Transformada Inversa de Laplace na Equacao (6.40) encontra-se a funcao

que rege a corrente, assim
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i(t) =4 (1—e71). (6.41)

Figura 6.13: Grafico de i(t) para R-L

Fonte: O autor.

A Figura 6.13 e a Equagdo (6.41) indicam que a corrente se aproxima exponencialmente

€
do valor assintético dada pela lei de Ohm, ja que quando ¢ — 400 a corrente i = —.

R

6.3.5 Circuito R-L-C

Conforme [11], [12], [13] e [22], circuitos R-L-C, ou seja, circuitos que possuem um
resistor, indutor e capacitor sao normalmente chamados de lineares, podendo utilizar
a Transformada de Laplace para transformar as fungoes i(t) (corrente elétrica) e wv(t)
(tensdo) no dominio ¢ € R em fungdes no dominio s € C (este também chamado de
dominio de frequéncia). Pode-se analisar um circuito nessa variavel tanto qualitativamente
quanto quantitativamente. Por fim, as tensoes que dao energia ao circuito sao func¢oes na
forma do degrau unitario u(t).

Modelos para os elementos no dominio s € C
Resistor

Na Figura 6.14 configura a tensao de um resistor no dominio de s.
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Figura 6.14: Tensao do resistor no dominio de s.

i
]

Fonte: O autor.

Neste tépico apresenta-se a tensao v(t) do resistor tanto no dominio do tempo ¢ e apds
a aplicacao da Transformada de Laplace no dominio de s. Logo,

u(t) = Ri(t) (6.42)

representa a tensao no resistor que obedece a Lei de Ohm.
V(s) = RI(s). (6.43)

Indutor

A Figura 6.15 representa a configuragao da tensao do indutor no dominio de s.

Figura 6.15: Tensao do indutor no dominio de s.

l I(s)

1

sL

V(s)

b

Fonte: O autor.

A tensao v(t) do indutor no dominio ¢ é:
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di

t) = L—(t). A4

ot) = L5 1) (6.44)

Apos a aplicagdo da Transformada de Laplace e utilizando o Teorema 2.26 temos como

tensao do indutor no dominio s:

V(s) = LsI(s) — Li(0).

Capacitor

A Figura 6.16 nos mostra a tensao do capacitor no dominio de s.

Figura 6.16: Tensao do capacitor no dominio de s.

it

1/sC GO}

A

Fonte: O autor.

A corrente i(t) do capacitor no dominio ¢ é:

dv

i) = 0

().

Apoés aplicar a Transformada de Laplace e o Teorema 2.26, obtemos:

I(s) = CsV(s) — Cv(0).

(6.45)

(6.46)

(6.47)

Passo a passo para analise de um circuito linear com Transformada de Laplace

e Transformar circuito do dominio do ¢t para o dominio s usando os elementos apre-

sentados;

e Analise do circuito no dominio s com as mesmas leis e 0os mesmos métodos do

dominio do t;

» Transformar a solugao obtida (tensao ou corrente) de volta para o dominio t.
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Solugao e Analise de um circuito R-L-C utilizando Transformada de Laplace

Considere o circuito R-L-C representado na Figura 6.17. Vamos determinar a tensao
no capacitor v(t) para t > 0, considerando as condigdes iniciais i(0) = —1A4 e v(0) = 5V
e que vy(t) = 10u(t)V, onde vy(t) é a tensao da fonte e u(t) é fungao degrau unitario.

Figura 6.17: Circuito R-L-C no dominio ¢.

3,333Q

Ve (’_*") 5H ——041F

B

Fonte: O autor.

A Figura 6.18 exemplifica o circuito transformado para a varidvel s utilizando a Trans-
formada de Laplace.

Figura 6.18: Circuito R-L-C no dominio s.

3,333Q

—

,‘\
O ] @
©:

B

Fonte: O autor.

Pela 22 lei de Kirchhoff, obtemos:

R ()
130(V(s)—1;)> ;(v<s)—5)+1zv<s)—;:o



Circuitos 161

3s (V(s) - 13) +2(V(s) = 5) +s°V(s) =55 =0

(82 4+ 35 +2)V(s) =30 —10 — 55 =0

(s +3s+2)V(s) —40 — 55 =0

ds + 40
V(s) = 5——F——.
() s? 4 3s 4 2
Apébs decomposicao por fragoes parciais, temos:
35 30
Vi(s) = — :
() s+1 542
Aplicando a Transformada Inversa de Laplace:

v(t) = 35 "u(t) — 30e”*u(t).

Para t > 0:

v(t) = 35¢" — 30e .






7 Consideracoes Finais

Em conclusao, os fundamentos matematicos sobre Transformada de Laplace foram
explorados, com o intuito de facilitar o entendimento dos interessados que podem utilizar
os topicos desenvolvidos os auxiliando em seus estudos e pesquisas. Além da fundamenta-
¢do matematica, foram apresentadas aplicagoes nas areas de Fisica, Engenharia Mecanica
e Engenharia Elétrica, usando como base referéncias de exceléncia para compreensao e
modelagem dos fenémenos naturais. Os softwares GeoGebra, CircuitLab e o Photoscape
foram utilizados na construcao das figuras, que procuram facilitar o entendimento dos
conceitos matematicos e fenémenos fisicos.

No decorrer do trabalho foram apresentados os conceitos de limite, derivada e integral
em fungdes f : A C R — C como conhecimentos fundamentais a fim de definir e de-
monstrar teoremas de integrais improprias, as quais sao de suma importancia na definicao
de Transformada de Laplace que é uma transformada integral.

Dessa forma, a partir da defini¢do de Transformada de Laplace, foram calculadas varias
transformadas de func¢oes na variavel ¢ € R transformando-as em funcoes na variavel
s € C, além de teoremas importantes como os teoremas da derivada primeira, segunda,
do valor inicial, do valor final e suas generaliza¢oes. Foi trabalhada uma demonstragao do
Teorema de Lerch, resultado imprescindivel para garantir a unicidade da Transformada
de Laplace de uma func¢ao, permitindo calcular a transformada inversa.

Abrangendo a gama de aplica¢oes de Transformada de Laplace, foram apresentadas
algumas funcgoes especiais, tais como a funcao Bessel, funcao erro, funcao erro comple-
mentar, funcao beta e a fung¢ao gamma.

Como tépico principal do trabalho, a Transformada de Laplace das funcoes delta de
Dirac e degrau unitario, as quais sao substanciais para aplicagoes em Fisica e Engenha-
ria, foram exemplificadas equagoes diferenciais ordinarias para aplica-las em PVI’s que
contenham tais fungdes como forcantes.

Por 1ultimo, com essa série de conceitos foi possivel entender alguns fenémenos fisicos
utilizando PVI's com equacoes diferenciais ordinarias com funcao impulso ou degrau,
resolvendo-os com Transformada de Laplace, transformando fungoes e suas derivadas na
variavel ¢ em funcoes algébricas simples na variavel s. Logo apds essa transformacao,
aplica-se a Transformada Inversa de Laplace para se obter as fungdes que regem tais
fenomenos.
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A Apéndice: Calculo de ;"> et dt

Provemos que

<[5

-1-00_2
/ e du=
0

Figura A.1: Regides Rp formada pelo quadrado OACE, R; formada pelo quarto de
circulo OAE e R, formada pelo quarto de circulo OBD.

P\V2

Fonte: O autor.

P P
Demonstragdo. Seja Ip = / e dy = / eV’ dy e Phrf Ip = I o valor da integral que
0 0 —+o00

queremos encontrar. Logo,

2= </OP e’ dx) (/OP e’ dy>

= /P /P e~ @) dy dy
o Jo

://e_(x2+y2)d:vdy.
Rp
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0

Em que Rp é a regiao representada pelo quadrado OAC'E com lado P conforme Figura
Al

Assim, sabendo que R; é a regidao do quarto de circulo OAE com raio P e Ry é a
regido do quarto de circulo OBD com raio P+/2, temos:

//e_(r%”f)dx dy < I3 < //6_(x2+y2)dx dy. (A.1)

Com a utilizacao de coordenadas polares e a regra da substituicao para o calculo das
integrais duplas em (A.1),

3 (P 5 PV,
/ / e_TrdrdQSII%S/ / e " rdrdf
0o Jo o Jo

%(L—aﬂ)gligg(r—fﬂﬂ (A2)

em que 0 < 0 < 7, pois a regiao Rp ¢ limitada no primeiro quadrante. Em (A.2) aplicando
o limite quando P — +o0o e o Teorema do Confronto!, obtemos:

lim 12=1%="
P—+o00 4
i que e 5 0e e 2 0, quando P — +00. Dessa forma,

1O leitor pode conferir o Teorema 2, pagina 63, do livro [16].



B Apéndice: Equacao de Bessel

A equacao diferencial

d? d
t2d—tf+td—i+(t2—u2)y:o (B.1)
é chamada de Equacdo de Bessel'! de ordem v € R. Nosso objetivo nesse Apéndice é
associar as Fungdes de Bessel, vistas no Capitulo 4, como solugoes da Equagao (B.1).
Faremos isso conforme a referéncia [7].
O ponto tg = 0 é um ponto singular regular. Com a utilizagdo do método de Frobe-
nius?, procuramos uma solucao do tipo,

+00 +00
y=1t"Y a,t" =Y a,t""",  com ag # 0. (B.2)
n=0 n=0

Substituindo a Equagao (B.2) na Equagao (B.1), encontramos:

+o0o 400 +oo 1o
Z(n +r)n+1r—1)a,t"™ + Z(n +r)a,t™t" + Z a, 1 Z V2, i = 0.
n=0 n=0 n=0 n=0
(B.3)

Unindo o primeiro, o segundo e o quarto somatérios na Equagao (B.3), temos:

+0o0 “+00

(04 1) = a4 Y =0 (B.4)

n=0 n=0

Substituindo k£ = n + 2 no segundo somatorio da Equacdo (B.4) e efetuando algumas
manipulacoes algébricas,

+00 I
Sntr+v)(ntr—v)at" + > apoth T =0. (B.5)
n=0 k=2

Na Equacgao (B.5), substituindo o indice k£ por n no segundo somatério e no primeiro
somatoério separando os dois primeiros termos, encontramos:

L Aplicacdes interessantes dessa equacio podem ser conferidas em [28].
20 leitor pode conferir a pagina 427 do livro [2].
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170 Apéndice: Equagao de Bessel

(r+v)(r —v)agt" + (r+v+1)(r — v+ Dat"™ +
+o00
+> ((n+r+v)(n+r—rv)a, + a,2)t""" =0.

n=2

Sabendo que ag # 0, segue que:

(r+v)(r—v)=0
(r+v+1)(r—v+1)a; =0
(n+r+v)(n+r—v)a,+a,2=0

A Equacao (B.7) é chamada equagao indicial, com raizes 1 = v e 1y = —v.

Para r = v > 0, encontramos da Equagao (B.8),

(2v+1)a; = 0.

Com isso,

CL1:O

A partir da Equacao (B.9) encontramos a férmula de recorréncia

(n+2v)na, +a, o =0, n=2,34,...

Da Equagao (B.10), temos:

Ap—2

—_ =2,3,4...
n(n+2v)’ e

ap = —

Da Equagao (B.11) e sabendo que a; = 0, obtemos:

a1:a3:a5:...:a2n+1:0.
Logo,

Qo

g = ——————

2T 22+ w)
Qo

ay =
2-4(2+2v)(4+ 2v)

Qo

g = _2.4.6(2+2u)(4+2V)(6+2V>

Fatorando as expressoes acima, temos:

%
1(1+v)-22

a9 = —

(B.6)

(B.10)

(B.11)
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Qo
as =
T 1204+ 024 ) - 28
Qo
Ag =
T 1230+ )2+ )3 +v) 26
Em geral,
(=1)"ao
n = B.12
“n = A+ )2+ ). (n )2 (B-12)
Escolhendo aqg como:
__ 1 (B.13)
0T 2T1 1) ‘
Com a utilizagdo de varias vezes a seguinte identidade,
I'(n+1)=nl(n) (B.14)
temos:
n+v)...2+v) 1+ v)I(1+v) =
=n+v)...24+v)I2+v) =
=Mn+v)...34+v)I'B+v) =
=...=In+v+1) (B.15)

Depois dessas manipulacoes asq,, resulta:

B (=n"
nl(n 4 v + 1)220+v°

Qop =

Que, finalmente, obtemos a seguinte solugao:

J (t) B -iio (_1)71 E2n+u
=l +r+1)2

A Equacao acima é chamada de funcao de Bessel de primeira espécie de indice v e é

obtida a partir da substitui¢do de as, na Equacao (B.2).






C Apéndice: Tabela das
Transformadas

Tabela C.1: Transformadas calculadas no trabalho (parte 1).

f(t) L(f(t)) = F(s) Secdo
1
1 — 2.2
s
1
t 2 2.2
n!
t", neN e 2.2
1
et 2.2
55—«
s
t _ 2.2
cos (at) o
«
t _ 2.2
sen (at) pERE
s
cosh(at) R 2.3
o
senh(at) R 2.3
202
2(at _ 2.3
sen(at) s(4a? + s?)
2a2 + s?
2(at _ 2.3
cos”(at) s(4a? + s2)
s —2a?
h?(at _— 2.3
cosh”(at) Ny
202
2
Senh (O{t) m 23
" n okl
k
kz:;)akt , neN ,;)73’““ 2.3
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Tabela C.2: Transformadas calculadas no trabalho (parte 2).

[0 LU®) = F() Segio
+o0 " +oo ann;
nzzjoant . neN ;) prs| 2.3
t 1
sen(t) arctg () 2.3
t S
n!
et —_— 2.4
€ (5 — a)n1
at o
t _— 2.4
e sen (at) G-aita
at s—a
t _ 2.4
e cos (at) Goafta
Q@
at senh (ot - 2.4
e senh (at) G af_a
s—a
@ cosh (ot Y T — 2.4
e cosh (at) Goaf—a2
3a 3a
3 (at — 2.5
sen (at) 4(s% 4+ 9a?) + 4(s? + a?)
5 s 3s
t 2.5
cos” (at) 4(s? + 9a?) * 4(s? 4+ a?)
(s—1)"
L,(t) pEs 2.5
1
Si(t) —arctg <> 2.5
S
t d a 2
_ 5
/0 sen (au) du STt )
t d L 2.5
/0 COS (Oéu) U m .
2 — o2
t t —_— 2.6
cos (at) (27 )2
2as
t t —_ 2.6
sen (at) (2 1 )2
52 + o
tCOSh (O[t) m 26
2as
tsenh (Oét) m 26
25(s? — 3a?)
2
t° cos (O[t) W 26
20(3 2 _ 2
t? sen (at) 20(35" — o) 2.6

(s2 4 a?)3
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Tabela C.3: Transformadas calculadas no trabalho (parte 3).

ft) L{f(t)) = F(s) Segdo
sen (at) arctg (S) 2.6
t «Q
senh (at) lln s+ oz’ 96
t 2 |Is—a«a
at __ bt
e e 1 i1
a—>b (s—a)(s—b)
1
at bt 4.1
e (s —a)(s — b)
r 1
. ve]l—1,+oo (S”y: ) 49
3 u 4.2
s
I"v) —T(v)l
"~ n(t) , v €]0, +o0] v) (v) In(s) 4.2
Sl/
1
In(t) —;(’y +1In(s)), y~ 0,58 4.2
1
t t —_— 4.2
eter f(\/t) N
1
t 4.2
erf(V?) svs+1
v/ 1-1
er fe(V/t) v+ o —- 4.2
svs+1
Jolat) ! 42
a —_— :
’ N
6—(15
all 5.2
) :
e—as—e bs
Uab(t> m 5.2
2e™°
up (t)(t — 1)2 3 5.2
—2(s—a)
ug(t)e™ 68 — 5.2
H(t) cos (t — } 2
ur(t) cos (t — ) 21 5
se”2°
uz (t) sen (t) 211 5.2

o(t — to) e sto 5.6




