AVA
u n e s AVAVAY UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
p “JULIO DE MESQUITA FILHO”

I1ha SOlteiI‘a Campus de Ilha Solteira - SP

JOAO HENRIQUE PEREIRA SILVA

CONTROLE ROBUSTO H.,, CHAVEADO PARA
SISTEMAS LINEARES

IlTha Solteira - SP
2013



JOAO HENRIQUE PEREIRA SILVA

CONTROLE ROBUSTO H.,, CHAVEADO PARA
SISTEMAS LINEARES

Dissertagao apresentada a Faculdade de
Engenharia do Campus de Ilha Solteira
- UNESP como parte dos requisitos para
obtencao do titulo de Mestre em Engen-
haria Elétrica.

Especialidade: Automagao.

Prof. Dr. Marcelo Carvalho Minhoto
Teixeira

Orientador

Ilha Solteira - SP
2013



FICHA CATALOGRAFICA
Desenvolvido pelo Servigo Técnico de Biblioteca e Documentagao

Silva, Jodo Henrique Pereira.

S586¢ Controle robusto h-infinito chaveado para sistemas lineares / Joao Henrique
Pereira Silva. - Ilha Solteira : [s.n.], 2013
69 f.:il.

Dissertacao (mestrado) - Universidade Estadual Paulista. Faculdade de
Engenharia de Ilha Solteira. Area de Conhecimento: Automacio, 2012

Orientador: Marcelo Carvalho Minhoto Teixeira

Inclui bibliografia

1. Controle robusto H-infinito. 2. Controle chaveado. 3. Desigualdades de
Lyapunov-Metzler. 4. Falhas estruturais.







A toda a minha familia,

pelo carinho, compreensao, confianca e incentivo em todos os momentos.



AGRADECIMENTOS

Primeiramente a Deus, por estar sempre comigo. Fortalecendo-me nos momentos de
fraqueza. Dando-me sabedoria nos momentos de duvida. Dando-me a vitoria nos mo-
mentos em que tudo parece derrota.

A minha mée Regina, pela forca, incentivo e amor depositados em mim.

Ao meu pai Joao Batista, pelo apoio e incentivo incondicionais nos momentos mais im-
portantes da minha vida e a minha madrasta Maria Nilva, por ter participado da minha
vida durante este periodo.

Aos meus avés Procides e Maria, pelos valiosos ensinamentos de vida e aos meus irmaos
Flavio e Leandro, pela companhia e momentos de descontragao vividos a cada dia.

A UNESP, pela excelente estrutura de trabalho e pelo alto nivel de pesquisa que desen-
volve.

Ao Prof. Dr. Marcelo C. M. Teixeira, pela excelente orientagao e confianca depositados.
O entusiasmo com que se dedica a pesquisa, a competéncia profissional e o espirito critico
somados ao seu bom humor e camaradagem nao sao apenas notaveis como me inspiram
a continuar a seguir na carreira de pesquisador.

Ao Prof. Dr. Edvaldo Assuncéo, brilhante professor e pesquisador, pelo acompanhamento
nas bancas examinatoérias, pelas valiosas sugestoes técnicas no decorrer do mestrado e
pelas palavras de paz e incentivo.

A professora Dra. Neusa A. Pereira da Silva pelo acompanhamento nas bancas exami-
natorias deste trabalho e pelas valiosas sugestoes técnicas.

Ao amigo e colega do Laboratério de Pesquisa em Controle (LPC), Wallysonn Alves de
Souza, professor do Instituto Federal de Goids (IFG), pela especial participacao e su-
gestoes na realizacao deste trabalho. Excelente pesquisador e companheiro.

Aos meus amigos e colegas do LPC, Edson, Manoel, Marinez, Emerson, Rodolfo, Her-
bert, Luiz Buzachero, Luiz Antonio e Luciano, do Laboratério de Eletronica de Poténcia
(LEP), pelo apoio técnico, cordialidade e companheirismo. Sucesso sempre!

A Fundacdo de Amparo & Pesquisa do Estado de Sao Paulo (FAPESP) e ao Conselho

Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq) pelo apoio financeiro.



“A tarefa nao é tanto ver aquilo que ninguém viu,
mas pensar o que ninguém ainda pensou sobre aquilo

que todo mundo vé.”

Arthur Schopenhauer



RESUMO

Neste trabalho sdo propostas condigoes suficientes para o controle Ho, chaveado de sis-
temas lineares incertos continuos no tempo. A técnica abordada para este estudo consiste
na utilizacao de uma funcao quadratica de Lyapunov e em um caso mais especifico, uma
funcao quadratica de Lyapunov por partes. A andlise de estabilidade é descrita por meio
de Desigualdades Matriciais Lineares (em inglés: Linear Matriz Inequalities), LMIs, que,
quando factiveis, sao facilmente resolvidas por meio de ferramentas disponiveis na liter-
atura de programacao convexa. Assim é apresentada uma metodologia de chaveamento do
ganho de realimentacao do vetor de estado, que assegura também o critério de desempenho
H~o, cuja estratégia busca a obtencao do minimo valor da derivada de uma funcao de Lya-
punov quadratica. O método foi estendido com o emprego de uma fungdo de Lyapunov
quadratica por partes, cujo projeto é baseado nas desigualdades de Lyapunov-Metzler. E
demonstrado que esta nova estratégia de chaveamento, além de uma implementagao sim-
ples, oferece uma flexibilizacao das LMIs em comparagao com os métodos convencionais
que também utilizam o controle Ho,. A teoria é ilustrada através de exemplos, que per-
mitem comprovar o bom desempenho dos métodos propostos, incluindo a implementacao
em laboratério do controle de um helicéptero 3-DOF de bancada da QUANSER, sujeito

a falhas estruturais.

Palavras-chave: Estabilidade quadratica. Sstemas incertos. Sistemas chaveados. Escalo-
namento do ganho de controle. Controle robusto Hs. Desigualdades de Lyapunov-

Metzler. Falhas estruturais.



ABSTRACT

Sufficient conditions for the switched Hoo control of continuous-time uncertain linear sys-
tems are proposed. The technique discussed in this study is based on quadratic Lyapunov
functions and a piecewise quadratic Lyapunov functions. The stability analysis is de-
scribed by LMIs that, when feasible, are easily solved by available tools in the convex
programming literature. Thus, a methodology for designing the switching of state vector
feedback gains, which also ensures H,, performance criterion, is presented. This new
procedure chooses the state feedback gain that returns the minimum value of the time
derivative of the Lyapunov function. The method was extended to a piecewise quadratic
Lyapunov function and is designed from the solution of Lyapunov-Metzler inequalities.
It is shown that this switching strategy, beyond a simple implementation, offers a relax-
ation in the LMIs, when compared with the conventional methods used in H, control.
The procedure are illustrated by means of examples, including an implementation in the

control of a 3-DOF helicopter, subject to structural failures.

Keywords: Quadratic stability. Uncertain systems. Switched systems. Gain scheduling

of control. H robust control. Lyapunov-Metzler inequalities. Structural failures.
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1 INTRODUCAO

Sistemas chaveados sdo, na sua esséncia, sistemas dinamicos hibridos compostos por
um numero finito de subsistemas e uma regra légica que é projetada para orquestrar o
chaveamento entre estes subsistemas, assegurando estabilidade e desempenho
(BRANICKY, 1998). Nas tltimas décadas, tem-se observado um crescente interesse da
comunidade cientifica no estudo da estabilidade de sistemas lineares chaveados, no que
se refere a andlise de estabilidade e projeto de controle (GEROMEL; COLANERI, 2006.;
WICKS; PELETIES; DECARLO, 1994; ZHAI; LIN; ANTSAKLIS, 2003). Esta moti-
vagao se deve ao fato de que a comutacao entre subsistemas pode melhorar o desempenho
global e fornecer propriedades importantes que nao sao encontradas nos subsistemas isola-
dos, e portanto ter inimeras aplicagoes em varios sistemas praticos, como sistemas mecani-
cos, sistemas elétricos de poténcia, controle de aeronaves, industria automotiva, eletronica
de poténcia (CARDIM et al., 2009, 2011; DEAECTO; GEROMEL, 2008; MAZUMDER,;
NAYFEH; BOROJEVIC, 2002).

A associacao da andlise da estabilidade e sintese de controle para sistemas lineares
chaveados ja tem sido abordado na literatura. Ha condigoes suficientes, baseadas em
diferentes técnicas, como por exemplo, aquelas baseadas na funcdo quadratica de Lya-
punov (JI; WANG; XIE, 2005; SKAFIDAS et al., 1999), fun¢oes multiplas de Lyapunov
(BRANICKY, 1998; ZHAO; HILL, 2008), e fungoes quadraticas de Lyapunov por partes
(GEROMEL; COLANERI, 2006.; HU; MA; LI, 2006). Estas técnicas diferem entre si no

grau de conservadorismo e também na técnica numérica de solugao.

Supondo agora que condi¢oes adicionais sejam consideradas, como robustez e atenu-
acao de disturbios, o problema de projeto de controle que utiliza o critério de desem-
penho Hs surge como uma possibilidade (DEAECTO; GEROMEL; DAAFOUZ, 2010).
O controle Hoo ¢ um campo promissor de pesquisa na teoria de controle, assim como o
desempenho Hoo é também de extrema importancia. Hespanha (2003), Zhai et al. (2001)
apresentam estudos sobre atenuacao de disturbios de sistemas chaveados. Diversos outros
trabalhos, como Lall e Dullerud (1997) e Nie e Zhao (2003) também se dedicaram ao es-
tudo de problemas relacionados ao projeto de controle Ho,. Dentro do interesse presente
neste trabalho, devem ser mencionados os trabalhos que utilizam o projeto de controle
H~o para sistemas continuos no tempo, com chaveamento da realimentacao do vetor de
estado, como visto nos trabalhos de Geromel e Deaecto (2009), Ji et al. (2006) e Zhao e
Hill (2008).
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A motivacao principal deste trabalho é propor condicoes suficientes para o controle
H~ chaveado de sistemas lineares incertos continuos no tempo. A técnica abordada para
este estudo utiliza inicialmente uma funcao de Lyapunov quadratica e, em um caso mais
especifico, uma funcao quadratica de Lyapunov por partes. A analise da estabi-lidade
é descrita por meio de LMIs que, quando factiveis, sao facilmente resolvidas por meio
de ferramentas disponiveis na literatura de programacao convexa, como por exemplo o
tolboox do MATLAB descrito por Gahinet et al. (1994).

Assim, é apresentada uma estratégia de chaveamento do ganho de realimentacao do
vetor de estado, que assegura também o critério desempenho H. E demonstrado que
esta nova modelagem oferece, em geral, um melhor desempenho quando comparado com

o controle robusto cléssico definido a partir de um tinico ganho de realimentacao.

Este procedimento produziu alguns resultados, um deles que culminou em uma pub-
licagdo na XIX edicao do Congresso Brasileiro de Automatica, em Campina Grande-PB,
2012,(SILVA et al., 2012).

Posteriormente, esta lei de chaveamento também é estendida para uma fungao quadra-
tica de Lyapunov por partes, cujo projeto ¢ baseado nas desigualdades de Lyapunov-
Metzler. Nesse caso, a lei de controle proposta ¢ composta de dois estagios, que utilizam
duas regras de chaveamento distintas. A primeira destas regras seleciona uma func¢ao de
Lyapunov quadratica enquanto que a segunda, posteriormente, seleciona os ganhos que
retornam o menor valor para a derivada da funcao de Lyapunov selecionada. A validade

e eficacia deste método sao comprovados através de exemplo numérico.

Exemplos comprovam a validade e eficicia dos métodos propostos, incluindo a imple-

mentacao em laboratério para o projeto de controle de um helicoptero 3-DOF de bancada
da QUANSER (QUANSER, 2002).



27

2 PRELIMINARES

Neste capitulo serao apresentados alguns resultados preliminares, baseados em estudos
ja consolidados e disponiveis na literatura, que serao fundamentais no decorrer desta

dissertacao.

2.1 SISTEMAS LINEARES INCERTOS E INVARIANTES NO TEMPO

Considere o sistema linear incerto e invariante no tempo representado pela seguinte

equacao em espacos de estados:

w(t) = A(B)x(t)+B(B)u(t)+ H(B)uw(t), (0) =0,

y(t) = CB)z(t)+ D(B)ult)+G(Bw(t), (1)

sendo x(t) € R™ o vetor de estado, u(t) € R™ a entrada de controle, w(t) € RP a entrada
externa tal que w(t) € L2[0,00), y(t) € RY é a saida e A(B),B(5),C(B), D(5), G(5) e
H(p) sdo matrizes de dimensoes adequadas que descrevem o sistema e pertencem a um

conjunto convexo de natureza politépica, isto é, (A, B,C,D,G,H)(B) € P,

N
P {(A,B,C’,D,G,H)(ﬂ) :(A,B,C,D,G,H)(B)=>_Bi(A,B,C,D,G,H);, f € /\N}, (2)

i=1
sendo An o simplex unitario definido como
N
/\NI{ﬁERNiZ&:L5i20,i€KN}, (3)
i=1

cujos vértices sdo denotados por (A;, B, Ci, D, Gy, H;), i € Ky. O ntmero de vértices é
igual a N = 2%, sendo ¢ o nimero de pardmetros incertos distintos das matrizes. A lei
de controle tradicional para a realimentacao do vetor de estado, supondo que este esteja

disponivel para realimentacao, é dada por:
u(t) = —Kux(t), (4)

sendo K € R™*" a matriz de ganho fixo de realimentacao do sistema.

Substituindo (4) no sistema (1), o seguinte sistema em malha fechada é obtido:

w(t) = ApB)x()+H(B)w(t), Ar(B) = (AF)—B(P)K),
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2.1.1 Condicdes de estabilidade

Considere o sistema (1) com w(t) =0,

2(t) = A(B)z(t)+B(B)u(t),

_ (6)
y(t) = CBzt)+D(B)ult).

Substituindo a lei de controle (4) em (1), o seguinte sistema em malha fechada é
obtido

p(t) = Ap(B)x(t),

_ (7)
y(t) = Cp(B)x(t).

Para este sistema, defina a funcao de Lyapunov quadratica

v(a(t)) = (t) Pa(t), (8)

sendo a matriz P € R™"™ simétrica positiva definida. A derivada de (8), em relagdo ao
tempo, é dada por:
0(x(t)) = z(t) Px(t)+x(t) Pz(t)

2t (A (8 P+ PA(8))a(t). ®)

Para a estabilidade de (7), uma condigao necesséria e suficiente é que v(x(t)) seja negativa
definida, isto é, (0) =0 e v(z(t)) < 0, para todo z(t) # 0 e 5 € An. Portanto,

Af(ﬁ)/P—I—PAf(B) <0, pBEAN. (10)

As condigoes de estabilidade para o sistema (7) s@o obtidas através do conceito de
estabilidade quadratica, visto em Bernussou, Peres e Geromel (1989), e apresentadas no

lema a seguir.

Lema 2.1. O sistema (6)-(7) € quadraticamente estabilizdvel se existe uma matriz simétrica
positiva definida X € R™*"™ e M € R™*™ tais que as sequintes LMIs sejam factiveis, para
todo 1 € Ky :

A X —BM+ XA —MTB! < 0,

X > 0. (11)

O ganho do controlador, quando (11) é factivel, é dado por
K=Mx"1 (12)

Demonstra¢ao. Multiplicando as desigualdades (11) por f; e realizando o somatorio de
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i=1...N, pré e pés multiplicando por P~!, com as substituicoes de varidveis M = KX
e X = P!, é obtido a desigualdade (10), que é condi¢ao necessaria e suficiente para

garantir a estabilidade quadratica de (11). O]

H& pacotes computacionais de otimizagdo para resolver as LMIs (11), tais como o
LMI control tolbox (GAHINET et al., 1994), pacote do software MATLAB.

2.1.2 Controle robusto Ho

Sera aplicado agora o conceito de estabilidade robusta com a teoria de otimizacgao
Hoo. Para isso, considere o sistema (1), pertencente ao conjunto (2) e o seu sistema

realimentado dado por (5).

O custo garantido Ho 6timo do sistema é definido como o valor minimo de ~, v >0

finito, tal que
ly(@)lly < llw®)ll, (13)

para qualquer saida y(t) € L2 computada como resposta a qualquer entrada w(t) € Lo,
para todo (A, B,C,D,G,H)(3) € P. O menor valor de «y corresponde a norma H, asso-
ciada ao pior caso no politopo e pode ser computado por meio de uma busca exaustiva

do parametro f3.

A estabilidade do sistema (5) com o custo garantido Ho, é assegurada, se, dada a
funcdo de Lyapunov quadratica (8), a seguinte desigualdade é verdadeira (BOYD et al.,
1994)

0 (1) +2y(8) y(8) —w(t)w(t) < 0. (14)

O objetivo consiste em obter um ganho K € R"™*" que estabilize o sistema (1) e

minimize, simultaneamente, o custo garantido H, para todo (A, B,C,D,G,H) € P.

Teorema 1 ((BOYD et al., 1994)). O sistema (5) é assintoticamente estdvel se, dado um
escalar > 0, existirem matrizes X = X1 >0 e M, de dimensées adequadas, satisfazendo

o sequinte problema de otimizacao

min g
s.a X=X>0
(15)
AX+XA—BM-MDB, H XC/—MD;
* —ul G <0, ieKy,

* * -1
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sendo u=~%>0. A matriz de ganho de realimentacio é dada por
K=MXx"1 (16)

€ assegura

I1H (B, 8) oo < Vi (17)

O projeto de controle robusto Hs, que utiliza o ganho fixo estabilizante K pode
simplificar o problema de controle. Entretanto as condi¢des do Teorema 1 podem gerar
resultados conservadores, e muitas vezes as condicoes sao infactiveis. Logo, estratégias
de controle baseadas em ganhos dependentes de parametros se tornam uma opgao para
reduzir o conservadorismo, sob o custo de se conhecer o parametro  em tempo real. Esta

formulagao sera apresentada na Subsecao 2.1.3.

Varios artigos ja publicaram estudos acerca do procedimento de ganho escalonado
para sintese de controle. Alguns trabalhos focados neste assunto podem ser encontrados
nas obras de Shahruz e Behtash (1992), Rugh e Shamma (2000), Apkarian e Adams (1998)
e Montagner et al. (2007).

2.1.3 Controle robusto H, com realimentacdo escalonada

Considere agora a seguinte subclasse de sistemas lineares incertos invariantes no
tempo, tal que B(3) = B e D() = D, para todo 5 € Ay:

@(t) = AB)z(t)+ Bu(t)+ H(B)w(t),  x(0)=0,

(18)
y(t) = C(B)z(t) + Dult) +G(B)w(t),
e a lei de controle que possui a seguinte forma
N
u(t) =up(t) = —K(B)z(t) = =>_ BiKz(t), B € AN. (19)

i=1

Note que este controlador nao é possivel de ser implementado, devido a natureza
incerta dos parametros 3;. Entretanto, esta etapa do projeto é necessaria para o projeto do
controlador chaveado a ser proposto, que nao utiliza os parametros incertos. Substituindo

(19) em (18), obtém-se o sistema realimentado

p(t) = AP+ HPB)w(t),  Af(B) = (AB)—-BK(S)),

yt) = OB+ GBw(),  CiB) = (C(3)—DK(B)). (20)

Uma condigao suficiente para a estabilidade do sistema (20) é definida pela estabi-

lidade quadratica, apresentada através do Lema 2.1, fazendo a substituicdo de K por
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K;.

O objetivo é projetar um ganho dependente de pardmetros K (3), utilizando a fungao
quadrética de Lyapunov, de modo que o sistema (20) seja estavel e, simultaneamente,
minimize o custo garantido Heo. O teorema abaixo é um caso particular do resultado
apresentado por Montagner et al. (2005), considerando B(/) = B e D(f) = D.

Teorema 2. O sistema (20) é assintoticamente estdavel se, dado um escalar p > 0,
existirem matrizes X = XT >0 e M;, i € Ky, de dimensées adequadas, satisfazendo

o sequinte problema de otimizacao

min
s.a X=XT>0

21
A X+XA—BM;—M!B" H; XC/—MD (21)
* —ul G, <0, 1eKy.
* * —1I
As matrizes de ganho de realimentacdo sao dadas por
Ki=M;X1 (22)
e assequram
IH (B, 8) oo < V1 (23)

sendo pu=~%>0.

Demonstragao. Multiplicando as LMIs (21) por seu respectivo ;, realizando o somatorio
parai=1,2,..., N e aplicando o complemento de Schur em relacao a ultima linha e coluna,
com M; = K; X, obtém-se

I'y1 H(B)+X(C(B)—DK(B))G(B)

. 2L+ GBYE(B) <0 (24

sendo
11 = (A(8) — BK(8))X + X (A(8) - BK(8))'
+X(C(B) - DEK(8))(C(8) —DK(8))X. (25)

Pré-multiplicando e pés-multiplicando as desigualdades (24) por diag{ X!, I}, com X =
P~ obtém-se

Ap(B)'P+PAf(B)+Cp(B)Cr(8) PH(B)+Cp(B)G(B)

. coyae -¢r |70 ®
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sendo Af(3) e Cy(f) definidos em (20). Multiplicando (26) a esquerda pelo vetor

[z(t) w(t)'] e & direita pelo seu transposto, e rearranjando os termos, obtém-se

(Ap(B)x(t) + H(B)w(t)) Px(t)
+a' () P(Ap(B)a(t) + HB)w(t)) < —y(t)y(t) +7*w(t)w(t), (27)
o(z(t)) < —y®)y(t) + 7 w(t)w(t).

Integrando ambos os lados de (27) de t =0 a t — o0, obtém-se, para v(z) = 2’ Pz,

| W@y - Pe@weyd <~ [~ o) (28)
o(@(0)) - v(a(x0)
= 0,

pois considerando a estabilidade assintética do sistema (note que (26) implica que
A¢(B) P+ PAs(B) <0) e condigdes iniciais nulas z(0) = 0, é verificado que v(z(c0)) =
v(x(0)) =0, levando a

ly(@)lly < yl[w®)lly, (29)

]

Portanto, se uma solugdo factivel existe, o ganho K(f) garante a estabilidade do
sistema (20), simultaneamente com a minimizagao do custo Heo. As condigoes do Teorema
2 permitem um grau extra de liberdade, que é fornecido pelas variaveis M; e reduzem o

conservatismo das condigoes relacionadas ao Teorema 1.

Através da imposigdo de que a matriz de entrada B(f) = B, isto é, que seja fixa,
as condi¢oes do Teorema 2 permitem uma adequacao do sistema (18) a lei de controle

chaveada que sera proposta no Capitulo 3.

Especificagcoes como alocagao dos polos podem ser impostas para cada vértice de
ambos os sistemas (1) e (18), permitindo alguma melhoria nas propriedades dindmicas

dos sistemas realimentados (5) e (20).

2.1.4 Alocacio de polos - D-estabilidade

Uma propriedade desejavel do sistema em malha fechada é que os polos estejam aloca-
dos em uma determinada regiao do plano complexo, para assegurar algumas propriedades

dindmicas como overshoot e tempo de estabecimento do sistema.

Esta secao discute formulagoes baseadas em LMIs para uma ampla classe de regioes
onde se deseja fazer um agrupamento de polos, bem como uma extensao do teorema de
Lyapunov para estas regioes. As principais motivagoes para que se restrinja os polos

em uma regiao localizada na metade esquerda do plano convexo ¢é garantir uma resposta
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transitoria satisfatéria. As regides de interesse podem incluir a-estabilidade (Re(s) < —a),

setores cOnicos, entre outras regioes.

Uma regiao do plano complexo S(a,r,0) é definida por Chilali e Gahinet (1996). Nesta

regiao, os polos complexos de um sistema da forma z + jy satisfazem
r<—a<0, |zxjy|<r, tan(d)z < —|y| (30)

como esta ilustrado na Figura 1. Através da restricao dos polos nesta regiao, sao garan-
tidos uma taxa de decaimento « minima, bem como um coeficiente de amortecimento

minimo ¢ > cos(f), e uma maxima frequéncia natural amortecida wy < rsen(#), sendo
Wy = wny/1—C2.

Figura 1 - Regiao S(a,r,0)

) A
P Im

v

Fonte: Chilali e Gahinet (1996)

O objetivo é alocar os polos de cada vértice do politopo, para o sistema em malha
fechada (5) dentro da regiao S, garantindo um certo desempenho para a resposta tran-
sitoria.

Uma condigao suficiente para restringir todos os autovalores de (A(8) — B(f)K) na

regiao S(a,,0) é dada pelo teorema a seguir.

Teorema 3. O sistema em malha fechada (5), com a lei de controle u(t) = —Kx(t) possui
polos na regidgo S(a,r,0) se existir uma matriz simétrica definida positiva X e uma matriz
M tais que

A X + XA, — B;M — M B} +2aX <0, (31)
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—rX AZX - BiM

<0, 32
XA, —M'B] —rX (32)

sen(0)(A; X + XA, — B;M — M'B!) cos(0)(A; X — XA} — B;M + MT B

<0. (33
cos(0)(X AL — A;X — M'B]+ B;M) sen()(XA,+ A; X — M’'B!— B;M) (33)

Demonstragio. A demonstracao é igual aquela detalhada por Chilali e Gahinet (1996),
substituindo-se a matriz A pela matriz (A(S) — B(B)K). O

De maneira analoga a feita para o sistema com ganho K tnico, as restri¢oes de D-
estabilidade podem ser perfeitamente aplicadas para os sistemas com ganhos K(f3). O
objetivo é alocar os polos de cada vértice do politopo, para o sistema em malha fechada

(20) dentro da regiao S, garantindo um certo limite para a resposta transitoria.

Uma condigao suficiente para restringir todos os autovalores de (A(8) — BK(8)) na

regiao S(a,,0) é dada pelo teorema a seguir.

Teorema 4. O sistema (20), com a lei de controle u(t) = —K(5)x(t) possui polos na
regiao S(a,r,0) se existir uma matriz simétrica definida positiva X e matrizes M;, i € Ky,
tais que

A; X + XA, —BM; — M]B'+2aX <0, (34)

—rX AZX — BMZ'

<0, 35
XA -M/B —rX (35)

sen(0)(A; X + XA, — BM; — M/B') cos(0)(A; X — XA, — BM; + M/B')

<0. (36
cos(0)(X A, — A; X — M!B'+ BM;) sen(0)(X AL+ A; X — M!B'— BM;) (36)

Demonstragio. A demonstracao decorre do Teorema 3, substituindo-se (A(8) — B(B)K)
por (A(8) = BK(f))- =
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Neste capitulo é apresentada uma metodologia de chaveamento do ganho de reali-
mentacao do vetor de estado, que assegura também o critério desempenho Ho. Este
procedimento realiza uma busca do minimo valor da derivada de uma funcao de Lya-
punov quadratica. E demonstrado que a estratégia de chaveamento proposta, além de
uma implementacao simples, consegue oferecer uma maior flexibilizacao das LMIs, em

comparacao com métodos convencionais que também utilizam o controle Hxo.

3.1 PROJETO DO CONTROLADOR CHAVEADO H,

O proposito desta secao é projetar uma lei de controle chaveada, tal que o sistema

(18) seja estavel e também minimize o custo funcional H.

3.1.1 Custo funcional H

O custo funcional H,, é um importante indice de desempenho utilizado para quan-
tificar a qualidade do projeto de controle de sistemas que utilizam alguma estratégia de
chaveamento, uma vez que a norma H, comumente utilizada na literatura nao pode
ser definida para estes sistemas. O custo funcional H, ¢é definido a seguir (DEAECTO;
DAAFOUZ; GEROMEL, 2012)

Joo(0) := sup HyHg’ (37)

wels [|wlf3
sendo que o representa a regra de chaveamento. E importante ressaltar que, quando a
regra de comutagao é fixa, o(t) =i, ¢ fixo, para todo ¢ > 0, o custo funcional se iguala
ao quadrado do custo garantido Hs do sistema (1). Entretanto, quando a func¢ao de
comutagao o(-) é variante no tempo o custo (37) torna-se bastante dificil de calcular e,

por este motivo, a ideia consiste em determinar um limitante superior do mesmo, ou seja,

lylla 5
7, (38)

sup
weks ||lw])3

e certificar o desempenho do sistema através da minimizagao deste limitante.
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3.1.2 Sistema com a matriz B fixa

Suponha que as desigualdades (21), do Teorema 2 sejam factiveis para todo i € Ky e

sejam os ganhos K; = M; X!, i € Ky, e a matriz de Lyapunov P = X1,

Considere a lei de controle chaveada definida a seguir:
u(t) =uy(t) = —Kyz(t), (39)
sendo 0 : R4 — Ky a regra de chaveamento tal que

o(t)= argirenﬂi{?\[(—x(t)’PBKix(t)). (40)

Esta func¢ao seleciona em um dado instante de tempo um ganho K, entre outros N ganhos
disponiveis, que retorna o menor valor da derivada da funcao de Lyapunov quadratica,

conforme o esquema da Figura 2.

Figura 2 - Esquema de controle chaveado

N L Kl |
Sistema /
Incerto
U(U) X N ;

Fonte: Geromel e Deaecto (2009)

Substituindo a lei de controle chaveada (39) no sistema (20), o seguinte sistema em
malha fechada é obtido:

p(t) = Ap(Bz)+H(B)w(t), Ap(5) = (A(S)—BKo),

W) = Ci(Balt)+GBu®, CHF) = (C3)-DK,). )

A seguir sdo propostas condigdes de estabilidade para o sistema (41) utilizando a lei de
controle (39).

Teorema 5. Suponha que as condigoes do Teorema 2, relativas ao sistema (20) com a
lei de controle (19), sejam satisfeitas e obtenha K; = M; X' ieK, e P=X"1. Entio
a lei de controle chaveada (39)-(40) torna o ponto de equilibrio x =0, do sistema (20),

assintoticamente estdvel e garante Joo(0) < \/J1.



3.1 PROJETO DO CONTROLADOR CHAVEADO H 37

Demonstragao. Considere a fungao de Lyapunov quadrética v(x) = 2’ Pz. Defina vz (x(t))
e V(1) (2(t)) as derivadas da fungdo de Lyapunov, em relagdo ao tempo, para os sistemas

(20) e (41), com as leis de controle (19) e (39), respectivamente. Entao, segue que

oy (x(t)) = 22(t) P(A(B)x(t) + Bug(y + H(B)w(t))

= 2u(t) PA(B)x(t) — 22(t) PBK yyyx(t) + 22(t) PH(B)w(t). (42)

N
De (3), sabe-se que »_f; =1e 3; >0, i € Ky. Assim, note que
i=1

min {z(t)' PB(—K;)x(t)} < x(t Zﬁz (43)

€Ky

Vo) (2(t)) = 2x(t)’P(A(5)x(t)+H(ﬂ)w(t))+2zr€nﬁrjlv{$(t) PB(=K;)x(t)}

K;
N
< 2z(t) P(A(B)z(t) + H(B)w(t)) +2x(t) ( ; Pl ) (44)

= 2z(t)'P(A(B) — BK(B))=(t) + H(B)w(t)
= 2z(t)P(A(B)z(t)+ Bug + H(S)w(t)) = vg(z(t)).
Portanto,
by (2 (1)) < vp(x(t)). (45)

De, (45) segue que

O (1) (@) +y(8) y(t) = v*w(t) w(t) < 0p(x(t) +y(t)y(t) —Vw(t)w(t).  (46)

Tendo em vista que 9g(x) = v(x), decorrente da demonstracao do Teorema 2, equagoes
(27)-(29), entao tem-se de (46) que a factibilidade da LMI (21) garante que o sistema
(41), com a lei de controle chaveada (39)-(40) obtenha J(0) < /1. O

3.1.3 Sistema com a matriz B(3) utilizando integrador

E notéavel que a regra de chaveamento (40), por exigir que a matriz B seja fixa, tem sua
aplicagao restrita apenas aos subsistemas descritos em (18). Contudo, é possivel reduzir
essa restricao, utilizando-se uma formulacao com integrador, ao custo de se aumentar a

dimensao do sistema.

Para o sistema (1), considere a nova variavel, v € R™ como sendo a derivada temporal

da entrada de controle u(t) € R™. Definindo x,1(t) e v(t), tais que, &,(t) = 4 (t) =
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v(t), L=1,2,...,m e reescrevendo o sistema (1), obtemos o seguinte sistema

p(t) = AB)z(t)+B(B)ult) + H(B)w(t),

EIn+1(t) =w1,

(47)
in—l—m(t) = Um,

y(t) =C(B)x(t)+ Du(t) +G(Bw(t),
ou de forma equivalente

T = AB)i(t)+Bo(t) + H(Bw() (48)

g = CB)zM)+G(Bwt)
sendo

A(B)  B(p)

‘%(t) = [lj Tp+1- --xn—km],? A(ﬁ) =

Oan Ome

H(p)

Omxp

A

Hw):{ CB) =] @B D|e GB =GB (50)

Das consideragoes acima, note que o sistema (48) é similar ao sistema (41), podendo-se

adotar o procedimento estabelecido anteriormente para projetar a lei de controle chaveada
(39)-(40).

3.2 EXEMPLOS DE APLICACAO

3.2.1 Exemplo 1: Sistema massa-mola-amortecedor

Considere o sistema massa-mola-amortecedor com um grau de liberdade apresentado
na Figura 3, desprezando-se o atrito da massa com a superficie e supondo que a constante
de elasticidade seja linear (SILVA, 2009).

No sistema da Figura 3, z1(¢) é o deslocamento da massa m, u(t) o sinal de controle,

w(t) é o disturbio externo, ¢ é o amortecedor e k;, é a constante da mola.

O problema consiste no controle de vibragoes da massa m, através do sinal de controle
u(t). Este sistema é submetido a um sinal de disttirbio externo w(¢) na forma de uma
varredura senoidal de amplitude de 2N e média zero, iniciando em 5rad/s e terminando
em 350rad/s, em um tempo de duragao de 10 segundos (CABELLO, 2009).
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Figura 3 - Sistema massa-mola-amortecedor

}_xl,(t)

Fonte: Elaboracao do proprio autor

O sistema ¢ descrito pela seguinte realizagdo em espacgo de estados:

i(t) = A(B)x(t)+ Bu(t)+ H(B)w(t), x(0) =0, (51)

sendo

sendo que esta equagao corresponde a equagao (18), considerando-se G e D iguais a zero.

A massa do sistema é m = 1kg e a constante da mola k,, = 100N/m. O amortecedor
c esta sujeito a quebra e, portanto possui um parametro incerto, pertencente ao intervalo
0 <c¢<0,2Ns/m. Deste modo, o sistema é constituido de dois vértices politépicos,

conforme descritos abaixo.

e Vértice 1 (¢=0,2Ns/m):

0 1 0
Al = ) Bl =
—100 -0,2 1

e Vértice 2 (¢ =0):

1
A9 = ;
—100 0

0
:B’lel
1

, Bo=DB1 =B, H = Hs, C; =0Cj. (54)
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O objetivo é projetar um controlador que minimize o limitante Ho, para rejeitar a
vibragao da massa m em relacdo a entrada do disturbio e também satisfazer as restrigoes
do lugar dos polos na regiao S(a,r,0), para todo i € K. Foram considerados os resultados

referentes aos Teoremas 1 e 3, formulados através do seguinte problema de otimizagao:

min u
s.a X=XT>o, (55)
LMIs (15) e (31)—(33).

Os parametros da regiao S, das LMIs (55), estao mostrados na Tabela 1:

Tabela 1 - Parametros da

D-Estabilidade

Parametro Valor
« 0,3
r 1
) (157)/180

Fonte: Dados da pesquisa do
autor

Considerando o problema de otimizagao (55) e utilizando o software MATLAB por
meio do solver LMILab, a solucao encontrada é factivel, fornecendo o valor do custo
garantido Ho igual a v =5,6726 e os valores da matriz X e do ganho K, apresentados

abaixo:

0,5064 —0,2600

X = L K =] -99,6087 1,0088 |. (56)
—0,2600 0,1736

De maneira analoga, foram considerados os resultados referentes aos Teoremas 2 e 4,

com os valores da Tabela 1, formulados através do seguinte problema de otimizagao:

min u
s.a X=XT>0o, (57)
LMIs (21) e (34)—(36).

Considerando o problema de otimizacao (57), a solugao ¢ factivel, fornecendo o valor
do custo funcional H igual a v =1,9468 e os valores da matriz X e os valores dos ganhos

K1 e K, apresentados abaixo:

(58)

1,6702 —1,5061
—1,5061 11,5161 |’
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Ky =] -99,1333 1,6034 |, Ko=[ —99,1333 1,8034 |. (59)

Analisando os resultados, observa-se que método baseado no chaveamento do ganho re-
duziu o custo obtido com o método classico em cerca de 65%, o que significa uma melhoria

significativa no indice de desempenho do sistema.

A Figura 4 apresenta o gréafico do sinal de controle u(t), utilizando o método existente,
Teoremas 1 e 3, e u,(t), utilizando o método proposto, Teoremas 5 e 4. Na figura inferior,
sao apresentados a saida y(t) e o disturbio externo w(t), para os dois métodos. Verifica-se
que o método que utiliza os ganhos chaveados é valido e eficaz e, além disso, fornece
respostas transitérias mais amortecidas e menos oscilatérias quando comparado com o
método classico. A Figura 5 ilustra as regioes de alocacao de polos, sendo que a figura
da esquerda trata do método que utiliza o ganho fixo, Teorema 3, e a figura da direita,

aborda o método que utiliza os ganhos chaveados, Teorema 4, respectivamente.

Figura 4 - Sinal de controle e saida y(t): método dos ganhos
chaveados (linha tracejada), método do ganho fixo
(linha continua) e distirbio (linha pontilhada)

w
S

N
S}

=
o

o

Sinal de controle

5

J
)
.
.
.

o~

oy
.

.

.

.

s

I I 1 LY G : ; I :
1 2 3 4 6 7 8 9 10
tfs]

Fonte: Elaboracao do proprio autor

3.2.2 Exemplo 2: Helicéptero 3-DOF

Considere o helicoptero com trés graus de liberdade mostrado na Figura 6. Dois
motores DC estdo montados nas extremidades de uma haste retangular e acionam duas
hélices propulsoras. Os eixos dos motores sao paralelos entre si, sendo o vetor de empuxo
normal em relacdo a haste. A haste do helicéptero estd suspensa por uma junta na
extremidade de um brago e estd livre para inclinagdo em torno do seu centro (QUANSER,

2002).
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Figura 5 - Regido de alocagdo dos polos para os dois
métodos

|

05 -04 -03 02 -01 0 ST 08 08 07 06 05 -04
Re Re

Fonte: Elaboracao do proprio autor

Figura 6 - Helicéptero 3-DOF da Quanser

Fonte: Buzachero (2010)

O braco é conectado por uma junta 2-DOF e é livre para inclinar e guinar. Na extremi-
dade oposta do braco existe um contrapeso que torna a massa efetiva leve o suficiente
para viabilizar que os motores levantem o helicoptero. O esquema da Figura 7 ilustra
o funcionamento do modelo. Uma tensao elétrica maior aplicada ao motor dianteiro,
representada pela tenséo(Vf) provoca uma inclinacao positiva, enquanto que uma tensao
elétrica maior aplicada ao motor traseiro, representada pela tensdao (V3) provoca uma
inclinagao negativa (dngulo pitch (p)). Uma voltagem positiva nos dois motores causa
uma elevacao de todo o corpo (angulo elevation (¢) do brago). Se o corpo inclina, o vetor
impulsao resulta no deslocamento do corpo (angulo travel (\) do brago) (QUANSER,
2002). As varidveis £ e 0 representam as integrais dos erros dos angulos de elevagao e

deslocamento, respectivamente, ou seja:

fz/ot(a—sref)dt e (5:/(:()\—)\T6f)dt, (60)
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Figura 7 - Modelo esquematico do Helicéptero 3-DOF

Fonte: Buzachero (2010)

sendo €,.f € Ay as referéncias para a elevagio e deslocamento do sistema, evitando que o
sistema va sempre a zero. O helicoptero 3-DOF possui um sistema de distirbio de massa

ativa, representada pela entrada de disturbio w(t) do sistema.

O modelo em espaco de estados que descreve o helicéptero é o seguinte (QUANSER,
2002):

(t) = Az(t) + Bu(t) + Hw(t),

‘ (61)
y(t) = Ca(t) + Gu).

sendo que o vetor de estado z(t), a entrada de controle u(t), a saida y(t), a entrada

exégena w(t) e as matrizes A, B, C, G e H sdo apresentadas a seguir:

o O o O

0

mela—mwlwg

2mf1a2+2mflh2+mflw2
0
0

SO = O O O O o O

_— o O O O o o o

S M D M > M
o O O O o O o K
o O O O o O~ o
o O O O O~ O O
o O O O o o o o
S O O O o o o o
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0 0
0 0
0 0
loky laky
B | et e | =
2myly 2mylp
0 0
0 0
0 0
" [1t0000000
C=|01000000]|cG=
00100000

SOOO

o O O

Tabela 2 - Parametros do helicoptero

(63)

Constante da forga de propulsao da hélice kg 0,1188
Massa do corpo do helicoptero (K g) mp, 1,15
Massa do contra-peso (Kg) My 1,87
Massa do conjunto da hélice dianteira (K g) my mp/2
Massa do conjunto da hélice traseira (Kg) mp mp/2
Distancia: eixo de pitch - cada motor (m) I, 7% 0,0254
Distancia: eixo de elev. - helicéptero (m) la | 26x0,0254
Distancia: eixo de elev. - contra-peso (m) lw | 18,5 % 0,0254
Constante gravitacional (m/s?) g 9,81
Momento de inércia sobre o eixo de elevacio (Kg(m)?) | J. 0,91
Massa das pegas do conjunto de massa ativa (Kg) m 0,154

Fonte: Buzachero (2010)

Para adicionar uma falha estrutural ao sistema do helicoptero, implementou-se uma

queda de 30% da poténcia do motor traseiro, através da insercao de uma chave tempo-

rizada conectada a um amplificador com ganho de 0,7, atuando diretamente na tensao

de atuacao sobre o motor. Assim, constitui-se um politopo de dois vértices com uma in-

certeza na matriz de entrada do sistema do helicéptero, atuando sobre a tensao dianteira

entre 0,7V}, e Vj. Substituindo os valores da Tabela 2 em (62)-(63), obtém-se os vértices

do politopo, descritos na sequéncia.
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e Vértice 1 (Ganho igual a 1 no canal de V}):
(0 0 01000 0] 0 0
0 0 001 0O0O0 0 0
0 0 000100 0 0
0 0 0O 00O O0O0U O 0,0858 0,0858
A= , B
0 0 000 O0O0O O 0,5810 —0,5810
0 —1,2304 0 0 0 0 0 O 0 0
1 0 000 O0O0O 0 0 0
0 0 1 00 0 0O 0 0
L - . . (64)
0
0
0
—1,6601
Hy = ’0 ,C1=0C, G1 =G,
0
0
0
e Vértice 2 (Ganho igual a 0,7 no canal de V}):
o . )
0 0
0 0
0,0858 00,0601
As = Ay, By = ’ ’ JHy = Hy, Cy=C1, Gy =G 65
2T T 05810 —04067 |2 T T T (65)
0 0
0 0
. O O -

Sabendo que a matriz B nao é constante, sera aplicado o método apresentado na
Subsecao 3.1.3. Para isso, serdo definidas duas novas varidveis de estado zg(t), x10(t),

vy e vy tal que 9(t) =i (t) = vi e @10(t) = U2(t) = vo. Portanto, u(t) = [V Wpl'=

[[v1(t)dt [wva(t)dt] obtendo-se
]+ [ U2 ]v(t)+ [ H()
Ioxo O2x1

) -
alt)

Lyt ] =

A(B) B(p)

02x8

02x2

[ C(8) 032 | [ )
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podendo ser reescrito como

2(t) = A(B)i(t)+ Bo(t)+ H(B)w(t),

IS (67)
y(t) = C(B)zt)+G(B)w(t).

As novas matrizes de espaco de estados, lei de controle e os vértices estdo definidos a

seguir:
dt)=[e p X phes v v, o= g | (68)
e Vértice 1 (Ganho igual a 1 no canal de V}):
(0 0 010000 O 0 | [0 0]
0 0 001 0O0O0 0 0 0 0
0 0 000100 0 0 0 0
0 0 0 00 0O 0 0 0,088 0,088 0 0
A= 0 0 00 0O0O0 0 0,580 —0,5810 B —B- 0 0 |
0 —1,2304 0 0 0 O O O 0 0 0 0
1 0 000 O0O0OQ O 0 0 0 0
0 0 1 00 000 0 0 0 0
0 0 00 0O0O0O0 0 0 10
0 0 000 O0O0OQO 0 0 01
_ . -
0
0
—1,6601
1000 00O0O0GO0ODO 0
Hy = 8 Ci=l0100000000eG=|0]: (69
0 001 0O0O0O0O0OO0OOQO0 0
0
0
0
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e Vértice 2 (Ganho igual a 0,7 no canal de V3):

(0 0 010000 O 0o |
0 0 001000 0 0
0 0 000100 0 0
0 0 000000 0,088 0,060l
4y |0 0 0000000580 —04067 |
0 —1,2304 0 0 0 0 0 0 0 0 (70)
1 0 000000 0 0
0O 0 100000 0 0
0 0 000000 0 0
(0 0 000000 0 0 |

By =By =B,Hy=H;, Co =C1, Ga=Gh.

Considerando o sistema (66), o objetivo é obter um controlador robusto visando a
minimizacao do limitante H, calcular o ganho do controlador K e também satisfazer as
restrigoes do lugar dos polos na regiao S(a,r,6), para todo i € Ky. Foram considerados
os resultados referentes aos Teoremas 1 e 3, formulados através do seguinte problema de
otimizacao:

min u
s.a X=XT>0o, (71)
LMIs (15) e (31)—(33).

Os parametros da regido S, das LMIs (71), estao mostrados na Tabela 3:

Tabela 3 - Parametros da
D-Estabilidade

Parametros Valor
« 0,4
r 3,5
0 (75m) /180

Fonte: Dados da pesquisa do
autor

Considerando o problema de otimizagao (71), a solugao encontrada é factivel, fornecendo
o valor do custo garantido H igual a v =1,5716 e os valores da matriz X e do ganho

K, apresentados abaixo:
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X =103

0,0015  0,0001  0,0002 —0,0013 —0,0003 —0,0000 —0,0010 —0,0003 —0,0052 —0,0053
0,0001  0,0038  0,0000 —0,0006 —0,0082 0,0010  0,0002 —0,0000 —0,0111 —0,0111
0,0002  0,0000  0,0011 —0,0005 —0,0010 —0,0007 0,0001 —0,0013 0,0063  0,0026

—0,0013 —0,0006 —0,0005 0,0036  0,0053  0,0006 0,000l  0,0004 —0,0358 —0,0168
—0,0003 —0,0082 —0,0010 0,0053  0,0449  0,0008 —0,0005 0,0004 —0,1559 0,0176
—0,0000 0,0010 —0,0007 0,0006  0,0008  0,0011 —0,0000 0,0004 —0,0159 —0,0061 |’
—0,0010 0,0002  0,0001  0,0001 —0,0005 —0,0000 0,0019  0,0002  0,0039  0,0037
—0,0003 —0,0000 —0,0013 0,0004  0,0004 0,0004 0,0002  0,0028 —0,0051 —0,0018
—0,0052 —0,0111 0,0063 —0,0358 —0,1559 —0,0159 0,0039 —0,0051 1,8899  0,4477
| —0,0053 —0,0111 0,0026 —0,0168 0,0176 —0,0061 0,0037 —0,0018 0,4477  0,5794

K=

90,7166  160,3300 —152,3721 75,5504 55,2309 —213,1711 33,7185 —40,7484 8,4332 —2,9809
105,0061 13,0046  —29,5809 91,1123 —4,4183 —40,9484 39,1043 —6,1422 0,5392  4,4901

| K| = 353,57.

De maneira anéloga, foram considerados os resultados referentes aos Teoremas 2 e 4, com

os valores da Tabela 3, formulados através do seguinte problema de otimizacao:

min u
s.a X=XT>0o, (72)
LMIs (21) e (34)—(36).

Considerando o problema de otimizagao (72), a solugao encontrada é factivel, fornecendo
o valor do custo funcional H, igual v =0,7622 e os valores das matrizes X e dos ganhos

K1 e K, apresentados abaixo:

X = 103%

0,0020 —0,0002 —0,0000 —0,0024 0,0022  0,0003 —0,0008 —0,0004 —0,0210 —0,0124 ]
—0,0002 0,0045 —0,0001 —0,0001 —0,0114 0,0013  0,0002 —0,0000 0,0175 —0,0082
—0,0000 —0,0001 0,0013 —0,0002 —0,0006 —0,0009 0,0002 —0,0014 0,0045  0,0034
—0,0024 —0,0001 —0,0002 0,0087 —0,0018 —0,0003 —0,0002 0,0005 —0,0566 —O0,0840
0,0022 —0,0114 —0,0006 —0,0018 0,0532 —0,0006 —0,0007 0,0002 —0,1603 0,0851
0,0003  0,0013 —0,0009 —0,0003 —0,0006 0,0014 —0,0002 0,0004 —0,0026 —0,0012 |’
—0,0008 0,0002  0,0002 —0,0002 —0,0007 —0,0002 0,0016  0,0003  0,0086  0,0082
—0,0004 —0,0000 —0,0014 0,0005  0,0002  0,0004  0,0003 0,0027 —0,0037 —0.0030
—0,0210 0,0175  0,0045 —0,0566 —0,1603 —0,0026 0,0086 —0,0037 2,7489  1,9420
| —0,0124 —0,0082 0,0034 —0,0840 0,0851 —0,0012 0,0082 —0,0030 1,9420  3,0153
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Ky =

136,9111 103,3142 —71,9783 97,4333 40,0590 —114,2631 59,0034 —16,2750 7,7199 —2,3540 (73)
154,6792 —53,1828 47,0949  114,3866 —26,8745 56,1198 65,8035 16,9922  —1,4232  7,2969 |’

Ky =

152,0755 142,8155 —128,2469 99,7167 52,5611  —181,4280 65,8426 —33,3173 9,0787 —2,6240 (74)
172,9187 —5,7096  —20,5717 117,1436 —11,8435 —24,6713 74,0421 —3,5113 0,2111  4,7965 |’

[ K1l = 277,49, || K2l = 371,60.

Analisando os resultados, nota-se que método proposto, que utiliza os ganhos chavea-
dos, forneceu um custo menor quando comparado com o método classico. Numericamente,
essa reducao é de cerca de 51%, o que significa uma melhoria significativa no indice de

desempenho do sistema.

Para a simulacao, foi considerado que a massa ativa do helicéptero esta submetida a
um sinal de disttirbio externo w(t¢) na forma de uma varredura senoidal de amplitude de
2N e média zero, iniciando em 5rad/s e terminando em 350rad/s, durante 10 segundos. A
Figura 8 apresenta as trajetorias das variaveis de estado, x1(t) sendo o &ngulo de elevagao,
x9(t) o angulo de arfagem e x3(t) o deslocamento angular, representando as saidas do
sistema, em funcao do tempo. As Figuras 9 e 10 apresentam, respectivamente, o sinal de
controle u(t), do método que utiliza o ganho fixo e uy(t), do método que utiliza os ganhos
chaveados, em fungido do tempo para a entrada w(t). E verificado que o método que
utiliza os ganhos chaveados é valido e eficaz e, além disso, o método dos ganhos chaveados
forneceu respostas transitérias mais amortecidas com menores oscilagbes. Testes foram
feitos no modelo real para verificar o comportamento do controlador chaveado atuando

em sistemas fisicos sujeitos a falhas.

3.2.2.1 Implementacdo experimental baseada no método dos ganhos chaveados

O propdésito aqui é checar a validade do método proposto, baseado nos ganhos chavea-
dos, para o controle do helicoptero. A trajetoria do helicoptero foi dividida em trés es-
tagios. O primeiro estagio é de decolagem, em que o helicoptero sobe 27,5° alcangando
o angulo de elevacao € = 0°. No segundo estagio o helicoptero viaja 120° mantendo a
mesma elevagao, ou seja, o helicoptero alcanga A = 120° tendo como referéncia o ponto de
decolagem. No terceiro estdgio o helicoptero realiza a aterrissagem retomando o angulo

inicial € = —27,5°. No instante ¢ = 22s, insere-se a perda de 30% do motor traseiro.
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Figura 8 - Trajetéria das varidveis de estado: x1(t): dngulo de el-
evagao, x2(t): angulo de arfagem e x3(t): deslocamento
angular. Método dos ganhos chaveados (linha trace-
jada) e método do ganho fixo (linha continua)

Fonte: Elaboracao do préprio autor

Figura 9 - Sinal de controle do método que utiliza o ganho fixo:

u1(t) (linha tracejada) e ua(t) (linha continua)

Fonte: Elaboracao do proprio autor

Inserindo os valores dos ganhos K7 e Ka, equagoes (73) e (74) no software do modelo

de bancada do helicoptero e considerando que a massa ativa do helicoptero esta submetida

a um sinal de distirbio externo w(t) na forma de uma onda senoidal de amplitude 10cm

e frequéncia 0,3H z, foram colhidos os dados via MATLAB e verificado o real compor-

tamento do sistema. Na Figura 11, pode-se observar o comportamento das variaveis de

estado que representam as saidas do sistema, ou seja, elevacao (g), deslocamento angu-

lar (\) e arfagem (p).

Da Figura 12, observa-se que apesar de as curvas do sinal de

controle serem muito ruidosas, é nitida a atuagdo do controlador no sistema, aplicando

tensoes positivas e negativas nos sinais de entrada dos motores garantindo a estabilidade

do sistema. Verifica-se também que, apesar da presenga do distirbio w(t) no sistema, o



3.2 EXEMPLOS DE APLICACAO 51

Figura 10 - Sinal de controle do método dos ganhos chaveados:
uy1(t) (linha tracejada) e uy2(t) (linha continua)

Fonte: Elaboracao do proprio autor

controlador chaveado o rejeita de maneira satisfatoria. Por fim a Figura 13 mostra o gra-
fico da atuacao da regra de chaveamento no sistema. O controlador K; é ativado quando
a regra comuta para valor igual a 1 e o controlador K3 é ativado no valor 0, de acordo
com a regra proposta (40). Nota-se que uma maior intensidade de comutagao entre os

dois valores ocorre durante a decolagem e durante o pouso.

Figura 11 - Trajetéria das varidveis de estado, baseada no método
que utiliza os ganhos chaveados: x;(t): angulo de el-
evacao (linha pontilhada), x2(t): angulo de arfagem
(linha continua) e x3(t): deslocamento angular (linha
tracejada)

140

[e]

~—
100

®
S
T
L

[}
(=}
T
L

EN
(=}
T
L

alha: t = 22s _

N
(=}
T

Variaveis de estado

Fonte: Elaboracao do proprio autor
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Figura 12 - Sinal de controle u,(t): tensao Vy (linha pontilhada) e
tensdo V; linha continua

a5
35

Fonte: Elaboracao do proprio autor

Figura 13 - Sinal de chaveamento

1.8

1.2

5 10 15 ] 20 25 30 35

Fonte: Elaboracao do proprio autor

3.3 CONCLUSOES PARCIAIS

Neste capitulo, foi apresentada a estratégia de chaveamento do ganho de realimen-
tagdo do vetor de estado, que assegura também o critério desempenho Ho,. Mais es-
pecificamente, a funcdo de chaveamento apresentada seleciona em um dado instante de
tempo um ganho K, entre outros N ganhos disponiveis, que retorna o menor valor da
derivada da funcao de Lyapunov quadratica. Para retirar a restricdo sobre a matriz B,
mencionada anteriormente, é possivel aplicar o método para sistemas que utilizam em sua

estrutura um integrador. Foi comprovado através de exemplos que esta nova modelagem,
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de chaveamento dos ganhos, oferece um melhor desempenho quando comparado com o
controle robusto classico, definido a partir de um ganho fixo de realimentacao. Com a
insercao de LMIs de restricoes de alocagao de polos, como a D-estabilidade, o método se

mostra ainda mais valioso, uma vez que algumas propriedades dinamicas sao asseguradas.
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4 PROJETO DE CONTROLE ROBUSTO Ho, CHAVEADO UTILIZANDO AS
DESIGUALDADESDE LYAPUNOV - METZLER

Neste capitulo, toda a formulagao proposta sera baseada nas desigualdades de Lyapu-
nov-Metzler, definidas por Geromel e Colaneri (2006.), para projetar um controlador
chaveado. A lei de controle proposta sera composta de dois estagios, que utilizam duas
regras de chaveamento distintas. Uma delas selecionara uma funcao de Lyapunov e pos-
teriormente selecionara os ganhos que retornam o menor valor para a derivada da fungao

de Lyapunov selecionada.

4.1 PROJETO DO CONTROLADOR CHAVEADO H
4.1.1 Sistema com a matriz B fixa

Considere o sistema (20). A andlise de estabilidade se d& por meio da escolha de uma

funcao de Lyapunov quadratica por partes, isto é,

(@) = min (a'Pyz), (75)

sendo Pj, j € Ky, matrizes simétricas positivas definidas. Também, serd considerado o

conjunto M (x) definido como

M(z)={j €Ky :2" Pjx < 2T P, Vi € Ky} (76)

Define-se uma regra de chaveamento composta por dois estagios, sendo que o primeiro
estagio seleciona uma matriz P;, j € Ky, que minimiza a funcao de Lyapunov dada em
(75) (GEROMEL; COLANERI, 2006.) e o segundo estagio é composto de uma regra

similar aquela definida anteriormente em (40). Este esquema ¢ ilustrado pela Figura 14.

Portanto, considere o controlador chaveado
u(t) = ugy(t) = —Kgpx(t), (77)
sendo

o =arg min {z(t)Pjz(t)},  v=argmin{—z(t)P,BKyz(t)}, ocKy. (78)
JjeR N €Ky

Substituindo (77) em (20), é obtido o sistema em malha fechada
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H) = ABalt)+HEw). Af(5) = (AB)-BKa), -
u(t) = Cr(Ae)+GEu). Cr(s) = (C(8)=DKn).

O objetivo é projetar uma lei de controle chaveada, tal que o sistema (79) seja estével
e também minimize o custo funcional J(0).

Figura 14 - Esquema de controle com dois estagios

Sistema

Ug Incerto

Fonte: Elaboracao do proprio autor

Teorema 6. Dado o escalar >0, se existirem um escalar >0 e matrizes X; = X
e matrizes Mj;, j,1 € Ky, de dimensoes adequadas, satisfazendo o sequinte problema de
otimizacao

min p

s.a Xi=X/>0

H@{Ain—BMji}—an H; ché—M;iD/ 77Xj (80)
—ul G 0
* K i <0,
* * —1I 0
* * * _an

entdo a lei de controle (77)-(78) torna o ponto de equilibrio x =0 do sistema (79) assin-

toticamente estdvel, com as matrizes de ganho de realimentac¢do dadas por

Kji = My X; ! (81)
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€ assequram

Demonstracdo. Aplicando o complemento de Schur em relacao a tltima linha e coluna de

(80), a seguinte desigualdade é obtida:
He{AZX]—BMﬂ}—nX]-i-T]X]BX] H; X]C{—MjllD;

* —ul G, <0, (83)

* * —

sendo He{-} o operador hermitiano e P; = Xi_l. Reaplicando o complemento de Schur em
(83) , obtém-se

HB{AZ‘X]' — BM]'Z‘} —f—XjC;cinin — 77Xj +77XjPin H; +XJC}7JGZ

<0, (84)
* —;LI—FG;GZ‘

sendo Cp; = C; — DKj;.

Definindo X; = Pj_l, Mj; = K;; X, pré-multiplicando e pés-multiplicando (84) por
diag{ P}, 1}, obtém-se

He{P;A; — PjBK};} +C}Z‘Cfi +n(P;—P;) P;H; +C}iGi

<0. (85)
* —ul 4+ GGy

Pré-multiplicando as desigualdades (85) pelo vetor [z’ w'] # 0 e pds-multiplicando
N

pelo vetor 2/ w')' #0, para 3; >0, i€ Ky e Y_8; =1, obtém-se
i=1

N
JZI (Z 62 (A;P] + Pin — K}iB/Pj - PjBKji —f-?](PZ' — Pj) + C}ZC]%)) T
=1
N N
+2' [ S8 (PjHi + C}iGi) wtw' |3 B (H{Pj + G;Cﬁ) x (86)
i=1 i=1
N
+w' | Y B (—VQI—FGQGi) w < 0.
i=1
Logo, de (86) e como a'(P; — Pj)x > 0, pois j € M (z(t)) e n > 0, tem-se
N
0> o Zﬂl (A;P] + PjAZ' — K};B/Pj — PjBKji + C}chz> x
i=1
N N
+ Z Bi (PjHZ‘ + C}iGz‘) w+w Z Bi (HZ{PJ‘ + G;Cfi) x

i=1 1=1

' (i Bi ("1 + G;Gi)) w,
1=1
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N
= 2P (A(B)z+ H(B)w)+ > i (—2'K};B'Pjz — ! PBK jiw) +y'y — v*w'w
=1

> 2¢'P;j (A(B)z+ H(B)w)+2 min (—x'PjBKjix) +y'y — 7 w'w

1€Ky
= 20'Pj(A(B)z+ H(B)w) +2(—2'PBK ) +y'y —7*w'w

> min {20/ P (A(B)x + H(B)w) +2 =2/ P;BKjox) } +y'y — v *w'w

. ./ / . / 2./
= min {2 Pix+2 Piz}+yy—vyww,
jeM(:p){ J J Pryy =

- DT (v(2)) +y'y —y*w'w <0, (87)

sendo D (v(z)) definida como a derivada direcional & direita de uma trajetéria qualquer

do sistema.

Integrando ambos os lados de (87) de t =0 a t = oo, ¢ assegurado que Joo(0) < /1t
para todo w € Ls. n

4.1.2 Sistema com a matriz B(/3) utilizando integrador

Assim como foi demonstrado na Subsecao 3.1.3, pode-se reduzir a restricao da matriz
B através da reestruturacao do sistema, através de um integrador. Para isso, basta

considerar o sistema (1), definindo as novas variaveis e reescrevendo o sistema.

4.2 EXEMPLO DE APLICACAO
4.2.1 Exemplo 4: carro-mola

Considere o exemplo constituido por dois carros e uma mola, ilustrado na Figura 15

e ja proposto, por exemplo, em Skafidas et al. (1999) e Reinelt (2000).
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Figura 15 - Sistema carro-mola com dois graus de liberdade
1(t) 2(t)
O QO
Fonte: Reinelt (2000)
O sistema ¢ descrito pela seguinte realizagdo em espago de estados:
i1 () 0 0 10]|[x® 0 0
To(t 0 0 01 xo(t 0 0
.2() = ko k 20 g (u®] o w(d),
t — = 00 x3(t) — —
#3(t) mi g 3 i i
4 () E =0 0] | m() 0 0
(88)
1 (1)
(1)
yit) = |0 1 00
{ } l’g(t)
z4(t) |

Os dois carros possuem massas nominais de m; = 1K g e mgo = 1K g e estdo conectados

por uma mola de constante k.

A constante da mola é modelada como um parametro incerto pertencente ao intervalo

0,5 < k(t) <2,0. Os dois vértices sdo demonstrados abaixo:

e Vértice 1 (k=0,5N/m):

0 0 10
0 0 01
0,5 0,5 0 0
0,5 —0,5 0 0

=B, H, =

o = O O
o = O O

eCi=[010 0]; (89



PROJETO DE CONTROLE ROBUSTO Hoo CHAVEADO UTILIZANDO AS
DESIGUALDADES DE LYAPUNOV-METZLER

e Vértice 2 (k=2N/m):

0 10

A2: 0 0 1 , B2:Bl :B, HlZHQ, ClZCQ- (90)
-2 2 00
2 =200

O objetivo é projetar um controlador que minimize o limitante Ho, para rejeitar a
vibragao da massa m; em relagdo a entrada do disttrbio. O disturbio w(t) possui a forma
de um degrau de amplitude igual a 0,27 aplicado no tempo ¢t = 1s. Foram considerados

os resultados referentes ao Teorema 6, utilizando n = 0,01.

As condigoes do Teorema 6 sao factiveis, fornecendo o valor do custo funcional H .,
igual a v =4,6940 e os valores das matrizes X7, X9 e dos ganhos K11, K2, K91 € Koo

apresentados abaixo:

0,7036  0.7357 —0,3266 —0,1698 |

0,7357  1.2833 —0,5532 —1,1493
Xl - ’ (91)
—0,3266 —0.5532 0,3291  0,2642

—0,1698 —1.1493 0,2642  6,6261

9,9132  9,8971 —1,6518 —1,4730—

09,8071 90,9644 —1,7271 —1,6713
Xy = : (92)
—1,6518 —1,7271 0,4961  0,4505

—1,4730 —1,6713 0,4505 0,7086

K11 = —39,0996 67,7763 56,1859 23,6019 |, (93)
Kip=[ —39,1954 67,8158 56,0554 23,6067 |, (94)
Ky = [ —496,4050 536,8515 —26,9003 229,2961 |, (95)
Ky =[ —496,4050 536,8515 —26,9003 229,2961 |. (96)

Nas Figuras 16 e 17 estao ilustrados os dois gréaficos das simulagoes das trajetorias

das varidveis de estado x1(t), x2(t) e do sinal de controle u(t), respectivamente. Estas
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simulagoes mostram que as trajetérias convergem para o ponto de equilibrio no instante
t = 6s, utilizando-se um esfor¢o de controle de valor igual a 1 no intervalo de [1,4] segundos
e portanto, ilustram a eficiéncia deste método, diante do grande intervalo de incerteza na

constante da mola e sob o efeito da entrada exdgena.

Figura 16 - Trajetoria das varidaveis de estado. x1(¢), (linha con-
tinua) e x2(t), (linha tracejada)
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Fonte: Elaboracao do proprio autor

Figura 17 - Sinal de controle
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Uma pesquisa futura seria verificar se a generalizacao obtida neste capitulo pode
proporcionar um custo Hs, menor do que o obtido com o método proposto no Capitulo

3, baseado em funcgoes de Lyapunov quadraticas.

4.3 CONCLUSOES PARCIAIS

Neste capitulo, a regra de chaveamento apresentada no Capitulo 3 foi estendida para

uma classe particular de matrizes de Lyapunov-Metzler dependentes de parametros. Nesse
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caso, a lei de controle proposta foi composta de dois estagios, que utilizam duas regras
de chaveamento distintas. A primeira destas regras seleciona uma funcéao de Lyapunov
enquanto que a segunda, posteriormente, seleciona o ganho que retorna o menor valor
para a derivada da funcao de Lyapunov selecionada. Diferentemente do exposto por
Deaecto (2010), aqui a formulagao é dedicada ao projeto de controle Hoo para sistemas
com incertezas politopicas. Porém é claramente possivel que este método seja aplicado
em sistemas chaveados com incertezas, bem como para outros sistemas. Foi demonstrado

através de exemplo a validade e eficacia do método.
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Os sistemas chaveados tém sido objeto de crescente interesse nas tltimas décadas, por
parte da comunidade cientifica, para andlise de estabilidade e projeto de controle. Estes
sistemas possuem algumas vantagens em relacao aos sistemas nao chaveados, como a
melhoria do desempenho global. Dentro deste contexto, os sistemas com técnicas baseadas
na funcao de Lyapunov quadratica e na funcao da Lyapunov quadratica por partes tém
uma grande importancia. Supondo que condi¢oes como robustez e atenuagao de distur-
bios sejam consideradas, o controle H, ¢ um campo promissor de pesquisa na teoria de

controle, assim como o desempenho H, é também de extrema importancia.

Este trabalho se inicia com uma abordagem de resultados ja consagrados e disponiveis
na literatura, com formulagoes baseadas em termos de desigualdades matriciais lineares
(LMIs). Destaque é dado ao projeto de controle robusto Ho, € ao projeto de controle
robusto Hs, com escalonamento do ganho, com aplicagao a uma subclasse de sistemas
lineares tal que B(f) = B, para todo § € Ay. Esta formulacao é de essencial importéancia

para a regra de chaveamento proposta neste trabalho.

A contribuicao principal deste trabalho, uma estratégia de chaveamento do ganho de
realimentacao do vetor de estado, assegura também o desempenho H,,. Mais especifica-
mente, a funcdo de chaveamento apresentada seleciona em um dado instante de tempo
um ganho Kj;, entre N ganhos disponiveis, o qual retorna o menor valor da derivada da
funcao de Lyapunov quadratica. Para remover a restricao sobre a matriz B, mencionada
anteriormente, é possivel aplicar a regra para sistemas que utilizam em sua estrutura
um integrador. Foi comprovado através de exemplos, inclusive através de abordagens
que tratam de falhas estruturais, aplicados no controle de um helicoptero de bancada,
que esta nova modelagem, de chaveamento dos ganhos, oferece um desempenho melhor
quando comparado com o controle robusto classico definido a partir do método classico,
a partir de um ganho fixo de realimentacao. Com a insercao de LMIs de restrigoes de
alocacao de polos, como a D-estabilidade, o método se mostra ainda mais valioso, uma

vez que algumas propriedades dindmicas sao asseguradas.

A regra de chaveamento foi estendida para uma classe particular de matrizes de
Lyapunov-Metzler dependentes de parametros. Nesse caso, a lei de controle proposta
foi composta de dois estagios, que utilizam duas regras de chaveamento distintas. A
primeira destas regras seleciona uma funcao de Lyapunov enquanto que a segunda, pos-

teriormente, seleciona os ganho que retorna o menor valor para a derivada da funcao de
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Lyapunov selecionada. Diferentemente do exposto por Deaecto (2010), aqui a formulagao
¢ dedicada ao projeto de controle Ho, para sistemas com incertezas politépicas. Porém
¢ claramente possivel que este método, com os dois estagios mencionados, seja aplicado
em sistemas chaveados com incertezas, bem como para outros sistemas. Foi demonstrado

através de exemplo a validade e eficacia do método.

Seguindo pela mesma ideia aqui desenvolvida, é possivel e imediato obter também
resultados com a norma Ha, utilizando LMIs. Outra ideia interessante é investigar o
uso da regra de chaveamento, com algumas adequagoes em sua estrutura, em sistemas
discretos. Um projeto mais ambicioso seria a remodelagem matematica na estrutura da
regra de chaveamento, possibilitando sua aplicacao para qualquer sistema, isto é, uma
regra que se aplica inclusive a sistemas com a matriz B(/) ndo fixa, e eliminando a
necessidade de sistemas com integrador. Estes pontos serao investigados em trabalhos

futuros.
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