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� Alguns dos axiomas devemos admitir;
se admitimos poucos mais dos estritamente

necessários, o dano não é grande.
O essencial é aprender a raciocinar com os

axiomas uma vez admitidos. �
A audiência em um teatro aceita

voluntariamente todos os postulados
impostos no início, mas uma vez que a cortina
é levantada é inexorável na incisão de lógica.
Bem, isto é justo o mesmo em matemática�.

H. Poincaré



Resumo

Neste trabalho teórico em Equações Diferenciais Parciais Elípticas, iremos apresen-
tar uma abordagem diferente e mais geral na busca de solução positiva da equação de
Schrödinger assintoticamente linear no in�nito

−∆u+ λu = a(x)f(u) em RN ,

para N ≥ 3 e λ > 0.
Métodos variacionais são usados para o estudo da existência das soluções fracas posi-

tivas sobre um apropriado subconjunto da variedade de Pohozaev associado ao problema,
sob certas condições na não-linearidade.

Palavras-Chave:assintoticamente linear; identidade de Pohozaev; compacidade e con-
centração; sequência de Cerami; baricentro.





Abstract

In this theoretical work in Elliptic Partial Di�erential Equation, we will present a
di�erent and more general approach in the search of positive solution of asymptotically
linear Schrödinger equation

−∆u+ λu = a(x)f(u) in RN ,

for N ≥ 3 and λ > 0.
Variational methods are used to study the existence of the weak positive solutions on

an appropriate subset of Pohozaev manifold associated with the problem, under certain
assumptions on the nonlinearty.

Keywords: Asymptotically linear; Pohozaev identity; Concentration compactness; Ce-
rami sequence; Baricenter .





Índice de Notações

• |A| é a medida de Lebesgue de um subconjunto A ⊂ RN ;

• Ck(Ω) = {u : Ω→ RN ;u é continuamente k vezes diferenciável};

• Ck
0 (Ω) = {u ∈ Ck; supp(u) é compacto };

• ‖u‖Lp(Ω) =
(∫

Ω
|u|pdx

) 1
p ;

• Lp(Ω) = {u : Ω→ R;u é mensurável e ‖u‖Lp(Ω) <∞};

• ‖u‖L∞(Ω) = inf{c ≥ 0; |{x ∈ Ω; |u(x)| ≤ c}| > 0} ;

• L∞(Ω) = {u : Ω→ R; u é mensurável e ‖ u ‖L∞(Ω) <∞};

• Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω) ∀ |α| ≤ m}, onde α é um multi-índice;

• ‖u‖Wm,p(Ω) =
(∑m

i=1‖Dαu‖pLp(Ω)

) 1
p
;

• Wm,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω), onde o fecho é tomado com respeito à norma ‖·‖Wm,p(Ω);

• Hm(Ω) = Wm,2(Ω);

• Hm
0 (Ω) = C∞0 (Ω), onde o fecho é tomado com respeito à norma ‖·‖Hm,(Ω);

• ∆u =
∑N

i=1
∂2u
∂x2
i
.
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Capítulo

1
Introdução

No trabalho de P. Rabinowitz [18], o autor trata a equação de Schrödinger não-linear

i}ψt = − }2

2m
∆ψ + V (x)ψ − γ|ψ|p−1ψ,

onde x ∈ RN e 1 < p < N+2
N−2

. Procurando por solução da forma ψ(x, t) = exp(−iEt/})u(x),
temos a seguinte equação diferencial parcial elíptica

−∆u+ b(x)u = f(x, u) em RN ,

com condições sobre ”b” e ”f”. Uma das condições sobre f é que t−1zf(x, tz) seja crescente
para todo t > 0 e z 6= 0, o qual permite restringir este problema à variedade de Nehari,
de�nida por:

N := {u ∈ H1(RN) \ {0}; I ′(u)u = 0},

onde I é o funcional energia associado ao problema.
Logo P. Rabinowitz mostra que o nível min-max do Passo da Montanha coincide com o

ín�mo do funcional I restrito à variedade de Nehari N e além disso, este é um valor crítico
para o funcional. Depois deste trabalho A. Maia e R. Lehrer [15] abordam a equação de
Schrödinger assintoticamente linear no in�nito,

−∆u+ λu = a(x)f(u) em RN , (1.1)

para N ≥ 3 e λ > 0.

As autoras A. Maia e R. Lehrer [15] consideram uma condição mais geral que
f(s)

s
,

para s > 0, seja crescente. Uma pergunta natural seria se o problema (1.1) pode ser
tratado utilizando a variedade de Nehari, mas a resposta é negativa pois no trabalho

de D.Costa e H. Tehrani em [8](Proposition 2.2), é provado que se
f(s)

s
para s ≥ 0 é

crescente e f(s) é assintoticamente linear no in�nito, o caminho γ(t) := I(tu) não pode
intersectar a variedade de Nehari N para uma única t > 0. Esta é a principal razão pela
qual A. Maia e R. Lehrer [15] procuram uma abordagem diferente, usando a Identidade
de Pohozaev e sua variedade. A variedade de Pohozaev P permite-lhes encontrar uma
solução positiva nos níveis maiores de energia. Para lograr isto as autoras se inspiraram
nos trabalhos recentes de Jeanjean e K. Tanaka [12] e A. Azzollini e A. Pomponio [2] dos

quais os primeiros mostram sem a monotocidade de
f(s)

s
para s > 0, que o nível min-max

13
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do Passo da Montanha é o ín�mo do funcional I restrito à variedade de Pohozaev, e que
este é um valor crítico para o funcional I. No segundo trabalho, mostram que o ín�mo do
funcional I restrito à variedade de Pohozev, não é atingido e que a variedade de Pohozev
é um vínculo natural para I.

Neste trabalho, se realizará um estudo detalhado do artigo [15], onde sua principal
tarefa foi mostrar que todas as funções deH1(RN)\{0} podem ser projetadas na variedade
de Pohozev, e para encontrar uma solução positiva foi su�ciente minimizar o funcional I
sobre um subconjunto de P .

Uma importante observação a respeito do trabalho de A. Maia e R. Lehrer [15] é que
não é possível aplicar o Teorema do Passo da Montanha com a condição de Palais-Smale
(PS) para este problema, pois a não linearidade é assintoticamente linear no in�nito, logo
não satisfaz a condição de Ambrosetti e Rabinowitz. Por isso substitui-se esta condição
de compacidade pela condição de Cerami [7]:

(Ce) O funcional I satisfaz a condição de Cerami se, para qualquer sequência (un) em
H1(RN) tal que I(un) é limitada e ‖I ′(un)‖(1 + ‖un‖) → 0, então existe uma sub-
sequência de (un) convergente.

Assume-se as seguintes condições sobre a função a:

(A1) a ∈ C2(RN ,R+), com inf
x∈RN

a(x) > 0;

(A2) lim
|x|→∞

a(x) = a∞ > λ;

(A3) ∇a(x).x ≥ 0, para todo x ∈ RN com a desigualdade estrita para um subconjunto
de medida de Lebesgue positiva de RN ;

(A4) a(x) + ∇a(x).x
N

< a∞, para todo x ∈ RN ;

(A5) a(x) + x.H(x).x
N

≥ 0, para todo x ∈ RN , onde H representa a matriz hessiana da
função a.

Mais tarde neste trabalho assumiremos outra condição (A6), a qual requere que o
supremo de |a∞ − a(x)| não seja grande (ver o Lema 25).

Além disso consideremos as seguintes hipóteses sobre a função f :

(f1) f ∈ C2(R+,R+), lim
s→0

f(s)
s

= 0;

(f2) lim
s→∞

f(s)
s

= 1;

(f3) se F (s) =
∫ s

0
f(t)dt e Q(s) = 1

2
f(s)s− F (s), então existe uma constante D ≥ 1 tal

que:

0 < Q(s) ≤ DQ(t), para todo 0 < s ≤ t e lim
s→∞

Q(s) =∞.

Com tudo isto estabeleceremos o seguinte resultado de existência.

Teorema 1 Assumindo (A1)− (A6) e (f1)− (f3), então a equação (1.1) possui solução
positiva u ∈ H1(RN).

Além disso, também vamos provar o seguinte teorema de não existência.



1. Introdução 15

Teorema 2 Suponha válidas (A1) − (A4) e (f1) − (f3). Então, p = inf
u∈P

I(u) não é um

nível crítico para o funcional I, em particular, o ín�mo não é atingido.

Observação 1 As condições (A2), (A3) e (A4) implicam que

∇a(x).x→ 0, se |x| → ∞. (1.2)

Observação 2 Um problema modelo de (1.1) é

−∆u+ λu = a(x)
u3

1 + u2
, em RN

com a(x) = a∞ − 1
|x|+k , k > 1

a∞
e a∞ > λ constantes positivas. Pode facilmente ser

veri�cado que a(x) e f(s) = s3

1+s2
satisfazem as hipóteses anteriores (ver Apêndice ).

Estes problemas aparecem na óptica não-linear e mais detalhes podem ser vistos em [22],
[23] e suas referências.

Observação 3 Uma vez que estamos à procura de soluções positivas, tomamos como de
costume f(s) de�nido em todo s ∈ R, tornandof(s) = 0 se s ≤ 0.

Observação 4 As condições (f1) e (f2) implicam que, dado ε > 0 e 2 ≤ p ≤ 2∗, existe
uma constante positiva C = C(ε, p) > 0 tal que para todo s ∈ R,

|F (s)| ≤ ε

2
|s|2 + C|s|p. (1.3)

Nossa proposta é apresentar o texto [15], de uma maneira que o torne mais acessível
a um iniciante na área.

No início deste trabalho, foi necessário um estudo prévio de vários resultados abstratos
de Análise Não-Linear como a teoria das distribuições, espaços de Sobolev e uma versão
do Teorema do Passo da Montanha com a sequência de Cerami ver [3]. Estes resultados
serão apresentados no Capítulo 2.





Capítulo

2
Preliminares

Neste capítulo inicialmente estudaremos a Teoria das Distribuições e os Espaços de
Sobolev, e concluiremos com uma versão do Teorema do Passo da Montanha, que mostra
a existência de uma sequência de Cerami em um nível min-max(ver [3]).

2.1 Distribuições

Seja Ω ⊂ RN aberto e φ : Ω→ R uma função de classe C∞.

De�nição 1 Chama-se suporte de φ ao fecho do conjunto nos quais φ não se anula,
denotado por supp(φ), isto é,

supp(φ) = {x ∈ Ω; φ(x) 6= 0}.

Se este conjunto é compacto, então diz-se que φ tem suporte compacto.

De�nição 2 O espaço das funções φ de classe C∞ com suporte compacto contido em Ω
é um espaço vetorial denotado por D(Ω), cujos elementos chamamos de funções teste.

Agora de�nimos a convergência de sequências em D(Ω) , isto é.

De�nição 3 Uma sequência de funções {φm} em D(Ω), é dita convergente para 0, se
existe um conjunto compacto �xo K ⊂ Ω tal que supp(φm) ⊂ K para todo m, com φm e
todas suas derivadas convergindo uniformemente para 0 em K.

De�nição 4 Seja T : D(Ω) → R um funcional linear. T é uma distribuição em Ω se
para toda φm → 0 em D(Ω), tivermos que T (φm)→ 0.

O espaço das distribuições é denotado por D′(Ω). Se Ω = RN , denotamos D′(RN) =
D′.

Exemplo 1 Seja f : Ω→ R localmente integrável, isto é, tal que para qualquer conjunto
compacto K ⊂ Ω,

∫
K

|f | < +∞.

17
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Dada f localmente integrável, então o seguinte funcional linear de�ne uma distribuição

Tf : D(Ω)→ R,

Tf (φ) =

∫
Ω

fφ.

Observação 5 Se f ∈ Lp(Ω), p ≥ 1 então Tf é uma distribuição.

Exemplo 2 (Distribuição de Dirac)O funcional linear δ : D(Ω)→ R de�nida por δ(φ) =
φ(0), é uma distribuição.

Observação 6 δ não é gerada por uma função localmente integrável (ver [13] Exemplo
1.2.4).

De�nição 5 Seja x = (x1, ..., xN) ∈ RN . Um multi-índice é n-upla de números inteiros
não negativos

α = (α1, ..., αN).

Além disso, associado ao multi-índice α, temos os seguintes símbolos

|α| = α1 + ...+ αN

α! = α1!...αN !

xα = xα1
1 ...x

αN
N

e se α e β são multi-índices, α ≤ β se αi ≤ βi para todo 1 ≤ i ≤ n. Finalmente denotamos
por

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂x

αN
N

.

De�nição 6 Seja T ∈ D′(Ω), onde Ω é um conjunto aberto. Para qualquer multi-índice
α, de�nimos a derivada de ordem α de T por:

(DαT )(φ) = (−1)|α|T (Dαφ), para todo φ ∈ D(Ω).

Exemplo 3 Consideremos a função de Heaviside em R

H(x) =

{
1, x ≥ 0
0, x < 0,

a qual é localmente integrável, e portanto de�ne uma distribuição TH . Seja φ ∈ D então

d

dx
TH(φ) = −TH(

dφ

dx
) = −

∫
R
H
∂φ

∂x
= −

∫ +∞

0

∂φ

∂x
= φ(0) = δ(φ).

Assim temos que

d

dx
TH = δ.
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De�nição 7 O gradiente da distribuição T, denotado por ∇T e de�nido por

∇T =

(
∂T

∂x1

, ...,
∂T

∂xN

)
,

e o Laplaciano de T é dado por

∆T =
N∑
i=1

∂2T

∂x2
i

.

Observação 7 No caso em que uma distribuição é gerada por um função u ∈ Lp(Ω),
com p ≥ 1, denotaremos o gradiente da distribuição por:

∇u =

(
∂u

∂x1

, ...,
∂u

∂xN

)
,

e seu laplaciano, por

∆u =
N∑
i=1

∂2u

∂x2
i

.

2.2 Espaços de Sobolev

De�nição 8 Seja m > 0 um inteiro e 1 ≤ p ≤ ∞. O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é
de�nido por

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), para todo |α| ≤ m},

com norma

‖u‖m,p,Ω =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖Lp(Ω) (2.1)

e seminorma

|u|m,p,Ω =
∑
|α|=m

‖Dαu‖pLp(Ω).

Observação 8 i) Se p = 2 então denotaremos esse espaço como Hm(Ω). Isto é,

Hm(Ω) = Wm,2(Ω)

e para u ∈ Hm(Ω), denotamos sua norma por ‖u‖m,Ω, isto é,

‖u‖m,Ω = ‖u‖m,2,Ω.

ii) A norma ‖u‖m,p,Ω no espaço Hm(Ω) é induzida pelo seguinte produto interno

< u, v>m,Ω =
∑
|α|≤m

∫
Ω

DαuDαv , para u, v ∈ Hm(Ω).
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iii) No espaço W 1,p(Ω) a função

u ∈ W 1,p(Ω)→
(
u,

∂u

∂x1

, ...,
∂u

∂xN

)
∈ (Lp(Ω))n+1

é uma isometria.

iv) O espaço (Lp(Ω))n+1 tem norma,

‖u‖ =
n+1∑
i=1

|ui|
0,p,Ω

ou ‖u‖ =

(
n+1∑
i=1

|ui|p
0,p,Ω

)1/p

para u = (ui) ∈ (Lp(Ω))n+1. Com isto obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3 Seja 1 ≤ p ≤ ∞, o espaço W 1,p(Ω) é um espaço de Banach. Se 1 < p <∞,
W 1,p(Ω) é re�exivo.

Demonstração. Seja {um} uma sequência de Cauchy em W 1,p(Ω). Então pela norma
de�nida em (2.1), temos que {um} e {∂um∂xi } quando 1 ≤ i ≤ N são sequências de Cauchy

em Lp(Ω). Como Lp(Ω) é completo, então um → u e ∂um
∂xi
→ vi em Lp(Ω) para 1 ≤ i ≤

N . A completude do espaço W 1,p(Ω) é provado se mostramos ∂u
∂xi

= vi no sentido das
distribuições, pois

‖um − u‖p1,p,Ω = |um − u|pLp(Ω) +
N∑
i=1

∣∣∣∣∂um∂xi
− ∂u

∂xi

∣∣∣∣p
Lp(Ω)

→ 0 quando m→∞.

Seja φ ∈ D(Ω). Então como um ∈ W 1,p(Ω), temos

∂

∂xi
Tum(φ) = TSi(φ), Si ∈ Lp(Ω).

e em seguida considerando Si = ∂um
∂xi

com 1 ≤ i ≤ N , temos

−
∫
Ω

um
∂φ

∂xi
=

∫
Ω

∂um
∂xi

φ. (2.2)

Desde que φ ∈ D(Ω) e φ ∈ Lq(Ω) para todo 1 ≤ q ≤ ∞, quando m → +∞ em (2.2),
temos

∂

∂xi
Tu(φ) = −

∫
Ω

u
∂φ

∂xi
=

∫
Ω

viφ = Tvi(φ)

o que signi�ca que vi = ∂u
∂xi

q.t.p em Ω. Logo um → u em W 1,p(Ω). Assim W 1,p(Ω) é um
espaço completo.

Agora como (Lp(Ω))n+1 é re�exivo para 1 < p < ∞ e como W 1,p(Ω) é um espaço
completo, imagem de W 1,p(Ω) pela isometria da Observação (8), então é um subespaço
fechado de (Lp(Ω))n+1. Logo W 1,p(Ω) é re�exivo.

Agora de�nimos Wm,p
0 (Ω) := D(Ω)

‖·‖m,p,Ω ⊂ Wm,p(Ω) e temos o seguinte resultado.
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Teorema 4 Seja 1 ≤ p <∞. Então para qualquer inteiro m ≥ 0,

Wm,p(RN) = Wm,p
0 (RN).

Demonstração.
Passo 1: Seja {ρε} a família de Molli�ers. Então se u ∈ Lp(RN), temos ρε ∗ u → u

em Lp(RN). Agora seja φ uma função contínua com suporte compacto tal que

|φ− u|0,p,RN < δ/3,

onde δ é um número escolhido anteriormente. Em seguida escolhemos ε > 0 su�ciente-
mente pequeno tal que

|φ ∗ ρε − φ|0,p,RN < δ/3.

Assim,

|u− u ∗ ρε|0,p,RN ≤ |u− φ|0,p,RN + |φ− ρε ∗ φ|0,p,RN + |ρε ∗ φ− u ∗ ρε|0,p,RN < δ,

pois |(u− φ) ∗ ρε|0,p,RN ≤ |ρε|0,1,RN |u− φ|0,p,RN < δ/3.

Passo 2: Agora, se u ∈ W 1,p(RN), então u∗ρε é C∞ e Dα(u∗ρε) = Dαu∗ρε = u∗Dαρε
para qualquer multí-indice. Pelo Passo 1, Dα(u ∗ ρε) = ρε ∗ Dαu → Dαu em Lp(RN).
Assim u ∗ ρε → u em W 1,p(RN).

Passo 3: Seja ς uma função em D(RN) tal que 0 ≤ ς ≤ 1 e ς = 1 em B1(0) e
supp(ς) ⊂ B2(0). Em seguida consideremos a seqüência {ςk} em D(RN ), de�nida por

ςk(x) = ς(x/k).

Agora seja εk → 0, de�nimos uk = ρεk ∗ u que é in�nitamente diferenciável, e pelo
Passo 2, temos uk → u em W 1,p(RN). Logo de�nimos φk ∈ D(RN ) por

φk(x) = ςk(x)uk(x),

e mostremos que φk → u em W 1,p(RN). De fato, desde que ςk = 1 em Bk(0) temos
uk = φk em Bk(0) e

|uk − φk|0,p,RN =

 ∫
|x|≥k

|uk(x)− φk(x)|pdx


1
p

≤

 ∫
|x|≥k

2p max{|uk|p, |φk|p}dx


1
p

≤ 2

 ∫
|x|≥k

|uk|pdx


1
p

pois, |φk| = |ςkuk| ≤ 1 |uk| = |uk|. Assim

|u− φk|0,p,RN ≤ |u− uk|0,p,RN + |uk − φk|0,p,RN ≤ |u− uk|0,p,RN + 2

 ∫
|x|≥k

|uk|pdx


1
p

,

e consequentemente φk → u em Lp(RN).
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Similarmente, desde que ∂φk
∂xi

= ∂uk
∂xi

em Bk(0) e

∣∣∣∣∂φk∂xi
− ∂uk
∂xi

∣∣∣∣
0,p,RN

=

 ∫
|x|≥k

∣∣∣∣∂φk∂xi
− ∂uk
∂xi

∣∣∣∣p


1
p

≤ 2

 ∫
|x|≥k

∣∣∣∣∂φk∂xi

∣∣∣∣p +

∫
|x|≥k

∣∣∣∣∂uk∂xi

∣∣∣∣p


1
p

→ 0,

quando k → ∞. Daí temos que ∂φk
∂xi
→ ∂u

∂xi
em Lp(RN). Portanto φk → u em W 1,p(RN).

Teorema 5 (Friedrichs) Seja 1 ≤ p < ∞ e u ∈ W 1,p(Ω). Então existe uma sequência
{um} em D(RN) tal que um → u em Lp(Ω) e ∂um

∂xi
|Ω′ → ∂u

∂xi
|Ω′ em Lp(Ω′) para todo

1 ≤ i ≤ n e Ω′ ⊂⊂ Ω.

Teorema 6 (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω um conjunto aberto e limitado em RN .
Então existe C = C(Ω, p) > 0 tal que

|u|0,p,Ω ≤ C|u|1,p,Ω ∀u ∈ W
1,p
0 (Ω).

Em particular u 7→ |u|1,p,Ω de�ne uma norma em W 1,p
0 (Ω) a qual é equivalente a ‖.‖

1,p,Ω
.

2.2.1 Imersões contínuas e compactas de Sobolev

As imersões contínuas e compactas de Sobolev estabelecem certas desigualdades úteis.
Portanto enunciaremos algumas propriedades destas imersões.

Teorema 7 (Desigualdade de Sobolev) Seja 1 ≤ p < N , então existe uma constante
C = C(p,N) > 0, tal que

|u|0,p∗,RN ≤ C|u|1,p,RN .

Em particular, temos a imersão contínua

W 1,p(RN)→ Lp
∗
(RN),

onde p∗ = Np
N−p

Corolário 1 Se 1 ≤ p < N . Então temos a imersão contínua

W 1,p(RN)→ Lq(RN) , para todo q ∈ [p, p∗].

Demonstração. Seja u ∈ W 1,p(RN) e p ≤ q ≤ p∗. Então podemos escolher α ∈ [0, 1] tal
que

1

q
=
α

p
+

1− α
p∗

e |u|αq ∈ Lp/αq(RN), também |u|(1−α)q ∈ Lp
∗/(1−α)q(RN), assim pela Desigualdade de

Hölder, temos

|u|0,q,RN ≤ |u|
α

0,p,RN
|u|1−α

0,p∗,RN
≤ α|u|0,p,RN + (1− α)|u|0,p∗,RN ≤ C‖u‖1,p,RN ,

donde também usamos a Desigualdade de Sobolev. Assim u ∈ Lq(RN) com p ≤ q ≤ p∗.
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Observação 9 Temos que H1(RN) está imerso continuamente em Lq(RN) para todo q ∈
[2, 2∗].

Corolário 2 Seja Ω ⊂ RN aberto e u ∈ W 1,p
0 (Ω). Então u ∈ Lq(Ω) para todo q ∈ [p, p∗]

e existe C = C(p,N) > 0 tal que

|u|0,p∗,Ω ≤ C|u|1,p,Ω,
|u|0,q,Ω ≤ C‖u‖1,p,Ω,

para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Teorema 8 (Rellich- Kondrachov). Seja Ω ⊂ RN aberto limitado de classe C1. Então
as seguintes são imersões compactos:

(i) Se p < N , W 1,p(Ω)→ Lq(Ω), 1 ≤ q < p∗,

(ii) Se p = N , W 1,N(Ω)→ Lq(Ω), 1 ≤ q <∞,

(iii) Se p > N , W 1,p(Ω)→ C(Ω̄).

2.3 Uma versão do Teorema do Passo da Montanha

De�nição 9 Seja X um espaço de Banach. I ∈ C1(X,R) e

X̃ = {u ∈ X; I ′(u) 6= 0}

o conjunto dos pontos regulares de I. Dizemos que a função ϕ : X̃ → X é um campo
pseudo-gradiente para I quando ϕ é localmente lipschitziana e

a) ‖ϕ(u)‖X ≤ 2‖I ′(u)‖X′

b) I ′(u)ϕ(u) ≥ ‖I ′(u)‖2
X′ .

Proposição 1 Se I ∈ C1(X,R) então existe um campo pseudo-gradiente para I.

A demonstração desta proposição pode se encontrada no apêndice de [17].

Lema 1 (Lema de Deformação). Seja X um espaço de Banach, I ∈ C1(X,R), c ∈ R e
ε > 0 tais que

(1 + ‖u‖) ‖I ′(u)‖ ≥ 8ε, para todo u ∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]).

Então existe η ∈ C([0, 1]×X,X) veri�cando :

(i) η(t, u) = u, se t = 0 ou se u /∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]),

(ii) I(η(·, u)) é não-crescente em [0, 1] e

(iii) η(1, Ic+ε) ⊂ Ic−ε.
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Demonstração. No que segue considere os seguintes subconjuntos de X,

A = {u ∈ X; c− 2ε ≤ I(u) ≤ c+ 2ε}
B = {u ∈ X; c− ε ≤ I(u) ≤ c+ ε}.

Usando A e B, de�nimos a função ψ : X → R por

ψ(u) =
dist(u,X \ A)

dist(u,X \ A) + dist(u,B)
,

a qual é localmente lipschitziana pois dist(·, A) é lipschitziana. Além disso note que ψ
esta bem de�nida em X. Caso contrário suponha que o denominador seja zero, isto é,
existe u ∈ X tal que

dist(u,X \ A) + dist(u,B) = 0,

então dist(u,X \A) = 0 e d(u,B) = 0 , daí u ∈ (X \ A)∩B. Logo, existe uma sequência
(un) ⊂ X \ A tal que un → u em X, ou seja,

I(un) < c− 2ε ou I(un) > c+ 2ε.

Passando o limite quando n → +∞ nas últimas desigualdades e da continuidade do
funcional I, encontramos

I(u) ≤ c− 2ε ou I(u) ≥ c+ 2ε.

o que contradiz ao fato de que u ∈ B. Portanto ψ está bem de�nida. Observemos também
que ψ = 1 em B e ψ = 0 em X \ A.

Além disso, desde que a função I ∈ C1(X,R), pela Proposição 1, existe um campo
pseudo-gradiente φ : X̃ → X para I e de�nimos a função

W (u) =

{
−ψ(u) φ(u)

‖φ(u)‖2X
, se u ∈ A ∩ X̃

0 , se u ∈ X \ A ∩ X̃.

Note que W é localmente lipschitziana e

‖W (u)‖ ≤ 1

‖φ(u)‖
≤ 1

‖I ′(u)‖
≤ 1 + ‖u‖

8ε
(2.3)

para todo u ∈ X.
Assim, para cada u ∈ X, o problema de Cauchy com as condições sobre W{

σt(t, u) = W (σ(t, u)) para t ≥ 0,
σ(0, u) = u,

possui uma única solução σ(t, u), de�nida para todo t ≥ 0. Além disso, σ(t, u) é contínua
em RxX. Desta forma �ca bem de�nida a função contínua η : [0, 1]×X → X por

η(t, u) = σ(8εt, u),

que satisfaz η(0, u) = u.
Agora se u /∈ A, de�na σ̄(t, u) = u. Note que

σ̄t(t, u) = 0 = W (σ̄(t, u)) e σ̄(0, u) = u.
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Segue da unicidade da solução do problema de Cauchy que

σ̄(t, u) = σ(t, u) = u ∀u /∈ A,

mostrando (i). Vejamos agora, que I(η(·, u)) é não crescente em [0, 1]. De fato, notemos
que

It(σ(t, u)) = I ′(σ(t, u))σt(t, u) (2.4)

= I ′(σ(t, u))W (σ(t, u)) = 0, (2.5)

para todo σ(t, u) ∈ X \ A.
Para σ(t, u) ∈ A, encontramos

It(σ(t, u)) = I ′(σ(t, u))σt(t, u)

= I ′(σ(t, u))W (σ(t, u))

= −I ′(σ(t, u))ψ(σ(t, u))
φ(σ(t, u))

‖φ(σ(t, u))‖X
,

e desde que φ é um campo Pseudo-Gradiente para I, por b), temos que

It(σ(t, u)) ≤ −ψ(σ(t, u))
‖I ′(σ(t, u))‖2

X′

‖φ(σ(t, u))‖X
≤ 0, (2.6)

e por (3.3) e (3.4), temos que I(σ(·, u)) é não decrescente em t ≥ 0. Com isto provamos
(ii).

Agora considerando que u ∈ Ic+ε, se existir t0 ∈ [0, 1] tal que I(σ(t0, u)) < c − ε ou
equivalentemente se existir t1 ∈ [0, 1] tal que

I(σ(8εt1, u)) < c− ε

e usando a monotonicidade da função I(σ(·, u)), temos que

I(η(1, u)) = I(σ(8ε, u)) ≤ I(σ(8εt1, u)) < c− ε,

mostrando que η(1, u) ∈ Ic−ε. Por outro lado, se

c− ε ≤ I(σ(8εt1, u)), ∀ 0 ≤ t ≤ 1,

então

c− ε ≤ I(σ(8εt, u)) ≤ I(σ(0, u)) = I(u) ≤ c+ ε,

o qual implica que

η(t, u) = σ(8εt, u) ∈ B ∀ 0 ≤ t ≤ 1.

Assim

I(η(1, u)) = I(σ(8ε, u)) = I(σ(0, u)) +

∫ 8ε

0

Is(σ(s, u))ds

= I(u) +

∫ 8ε

0

I ′(σ(s, u))W (σ(s, u))ds

= I(u)−
∫ 8ε

0

I ′(σ(s, u))
ψ(σ(s, u))φ(σ(s, u))

‖φ(σ(s, u))‖2
ds

≤ I(u)−
∫ 8ε

0

‖I ′(σ(t, u))‖2
X′

‖φ(σ(t, u))‖X
dt

≤ c+ ε− 1

4

∫ 8ε

0

ds = c− ε
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donde usamos o item a) e b) da de�nição de campo Pseudo-Gradiente e ψ(σ(s, u)) = 1
quando σ(s, u) ∈ B. Portanto em ambos casos temos

η(1, u) ∈ Ic−ε.

Agora enunciaremos uma versão do Teorema do Passo da Montanha (ver [3]).

Teorema 9 Sejam X um espaço de Banach e I ∈ C1(X,R) com I(0) = 0. Suponha que
existem α, ρ > 0 tais que

(M1) I(u) ≥ α > 0 para todo u ∈ X com ‖u‖ = ρ,

(M2) existe e ∈ X tal que ‖e‖ > ρ e I(e) < 0.

Então para cada ε > 0 existe uε ∈ X tal que

(a) c− 2ε ≤ I(uε) ≤ c+ 2ε

(b) (1 + ‖uε‖) ‖I ′(uε)‖ < 8ε,

onde

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) > 0,

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X); γ(0) = 0, γ(1) = e}.

Demonstração. Primeiro mostremos que c é positivo . De fato, desde que γ(0) = 0 ∈
Bρ(0), γ(1) = e ∈ X \Bρ(0) e γ([0, 1]) é conexo, temos que

γ([0, 1]) ∩ ∂Bρ(0) 6= ∅.

Logo da hipótese (M1), temos

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≥ α.

Portanto c > 0.
Agora suponhamos que para algum ε0 > 0 as condições (a) e (b) não ocorram, ou seja,

para todo u ∈ X

(c) I(u) < c− 2ε0 ou I(u) > c+ 2ε0 ou

(d) (1 + ‖u‖) ‖I ′(u)‖ ≥ 8ε.

Analisando o primeiro caso (c), temos que não pode ocorrer pois existe γ ∈ Γ tal que

c− 2ε0 < c ≤ max
t∈[0,1]

I(γ(t)) < c+ 2ε0.

Logo, podemos supor para c− 2ε0 ≤ I(u) ≤ c+ 2ε0, temos que

(1 + ‖u‖) ‖I ′(u)‖ ≥ 8ε0.

Desde que c > 0 e diminuindo ε0 > 0 se for necessário, obtemos

I(e) < I(0) = 0 < c− 2ε0. (2.7)
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Assim do Lema da Deformação, existe η ∈ C([0, 1]×X;X) e pela condição (i), temos

η(t, 0) = 0 e η(t, e) = e,

pois 0, e /∈ I−1([c− 2ε0, c+ 2ε0]). Da de�nição de c que existe γ̄ ∈ Γ tal que

max
t∈[0,1]

I(γ̄(t)) ≤ c+ ε0.

Consideremos γ̂ : [0, 1]→ X de�nido por

γ̂ = η(1, γ̄(t)).

Note que

γ̂(0) = η(1, γ̄(0)) = 0, γ̂(1) = η(1, γ̄(1)) = e,

logo γ̂ ∈ Γ. Novamente do Lema da Deformação pela condição (ii), temos que

γ̂(t) = η(1, γ̄(t)) ∈ Ic−ε0 ,

daí

c ≤ max
t∈[0,1]

I(γ̂(t)) ≤ c− ε0 < c.

O que é um absurdo, logo o teorema é provado.





Capítulo

3
A identidade e variedade de Pohozaev

3.1 Identidade e variedade de Pohozaev

Antes de enunciar a identidade de Pohozev consideremos as seguintes notações a ser
usadas no resto deste trabalho.

A norma no espaço H1(RN) é dado por:

‖u‖λ
2 =

∫
RN

(
|∇u|2 + λu2

)
dx para todo u ∈ H1(RN),

onde ‖·‖λ é equivalente a ‖·‖1,RN . Por simplicidade denotaremos a norma no espaço

Lp(RN) por ‖·‖p, isto é,

‖·‖p = ‖·‖Lp(RN ) = |·|0,p,RN .

O funcional associado ao problema (1.1) é dado por:

I(u) =
1

2

∫
RN

(
|∇u|2 + λu2

)
dx−

∫
RN

a(x)F (u)dx,

que é de classe C1(H1(RN),R) (ver o Apêndice B.1).

Proposição 2 Seja u ∈ H1
0 (Ω) \ {0} uma solução da equação −∆u = g(x, u) em Ω e

G(x, u) =
∫ u

0
g(x, s)ds tal que G(·, u(·)) e xiGxi(·, u(·)) estão em L1(Ω), então u satisfaz :∫

∂Ω

|∇u|2x · ηdSx = 2N

∫
Ω

G(x, u)dx+ 2
N∑
i=1

∫
Ω

xiGxi(x, u)dx− (N − 2)

∫
Ω

|∇u|2dx,

onde Ω é um domínio regular em RN e η denota o vetor unitário e normal exterior a ∂Ω.
Além disso, se Ω = RN , então

2N

∫
RN

G(x, u)dx+ 2
N∑
i=1

∫
RN

xiGxi(x, u)dx = (N − 2)

∫
RN

|∇u|2dx, (3.1)

Demonstração. Segue da Teoria de Regularidade Elíptica que u ∈ C2(Ω̄,R) e daí
multiplicando −∆u = g(x, u) por x · ∇u e calculando cada lado da equação, obtemos

∆u(x · ∇u) = div

(
∇u(x · ∇u)− x |∇u|

2

2

)
+
N − 2

2
|∇u|2.

29
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Pelo Teorema da Divergência, obtemos∫
Ω

∆u(x · ∇u)dx =

∫
Ω

(
div(∇u(x · ∇u)− x |∇u|

2

2
) +

N − 2

2
|∇u|2

)
dx

=

∫
∂Ω

(∇u(x · ∇u)− x |∇u|
2

2
) · ηdSx +

N − 2

2

∫
Ω

|∇u|2dx,

ou ainda,

−
∫
Ω

∆u(x · ∇u)dx = −
∫
Ω

(∇u(x · ∇u)− x |∇u|
2

2
) · ηdSx −

N − 2

2

∫
∂Ω

|∇u|2dx. (3.2)

Por outro lado, temos que

g(x, u)x · ∇u = G(x, u)N +
N∑
i=1

xiGxi(x, u)

= div(xG(x, u))−NG(x, u)−
N∑
i=1

xiGxi(x, u),

e novamente aplicando o Teorema da Divergência, obtemos∫
Ω

g(x, u)x · ∇udx =

∫
∂Ω

xG(x, u) · ηdSx −N
∫
Ω

G(x, u)dx−
N∑
i=1

∫
Ω

xiGxi(x, u)dx. (3.3)

Igualando (3.2) e (3.3), temos que

−
∫
∂Ω

(∇u(x · ∇u)− x |∇u|
2

2
) · ηdSx −

N − 2

2

∫
Ω

|∇u|2dx =

∫
∂Ω

xG(x, u) · ηdSx −N
∫
Ω

G(x, u)dx

−
N∑
i=1

∫
Ω

xiGxi(x, u)dx

Mas desde que u ≡ 0 em ∂Ω, temos G(x, u) = 0 em ∂Ω e ∇u = (∇u · η)η implica que

(∇u(x · ∇u)− x

2
|∇u|2) · η = (∇u(x · ∇u)) · η − x · η |∇u|

2

2

= (∇u · η)(x · ∇u)− x · η |∇u|
2

2

= (∇u · η)(x · (∇u · η)η)− x · η |∇u|
2

2

= (∇u · η)2(x · η)− x · η |∇u|
2

2
= |∇u|2 (x · η)− x · η |∇u|

2

2

=
1

2
|∇u|2 x · η,

e substituindo isto, nas integrais anteriores, temos que

−1

2

∫
∂Ω

|∇u|2 x · ηdSx −
N − 2

2

∫
Ω

|∇u|2 dx =

∫
∂Ω

xG(x, u) · ηdSx −N
∫
Ω

G(x, u)dx

−
N∑
i=1

∫
Ω

xiGxi(x, u)dx,
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o que é equivalente a∫
∂Ω

|∇u|2 x · ηdSx = 2N

∫
Ω

G(x, u)dx+ 2
N∑
i=1

∫
Ω

xiGxi(x, u)dx− (N − 2)

∫
Ω

|∇u|2 dx.

Agora consideremos Ω não limitado. Então, dado R > 0 o conjunto DR = Ω ∩ BR(0)
é limitado. Logo de maneira análoga aos cálculos anteriores, temos∫

∂DR

|∇u|2 x · ηdSx = 2N

∫
DR

G(x, u)dx+ 2
N∑
i=1

∫
DR

xiGxi(x, u)dx

− (N − 2)

∫
DR

|∇u|2 dx−
∫

∂DR

G(x, u)x · ηdSx.

Finalmente, dos seguintes fatos:∫
DR

|∇u|2 dx→
∫
Ω

|∇u|2dx quando R→∞;

∫
DR

G(x, u)dx→
∫
Ω

G(x, u)dx quando R→∞;

∫
∂DR

|∇u|2 η · xdx→
∫
∂Ω

|∇u|2 η · xdx quando R→∞;

N∑
i=1

∫
DR

xiGxi(x, u)dx→
N∑
i=1

∫
Ω

xiGxi(x, u)dx e

∫
∂DR

G(x, u)η · xdx→ 0 quando R→∞;

temos que∫
∂Ω

|∇u|2 x · ηdSx = 2N

∫
Ω

G(x, u)dx+ 2
N∑
i=1

∫
Ω

xiGxi(x, u)dx− (N − 2)

∫
Ω

|∇u|2 dx,

quando R→∞. Daí, se Ω = RN segue-se (3.1)
Aplicando a Proposição 2 ao Problema (1.1), vemos que a identidade d Pohozaev

assume a seguinte forma

(N − 2)

2

∫
RN

|∇u|2dx = N

∫
RN

G(x, u)dx+

∫
RN

∇a(x) · xF (u)dx (3.4)

onde G(x, u) = a(x)F (u)− λu2

2
. Além disso, de�nimos a variedade de Pohozaev associado

ao problema (1.1) por

P =

u ∈ H1(RN) \ {0}; (N − 2)

2

∫
RN

|∇u|2dx = N

∫
RN

G(x, u)dx+

∫
RN

∇a(x) · xF (u)dx

 .
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Lema 2 Seja o funcional J : H1(RN)→ R de�nido por:

J(u) =
(N − 2)

2

∫
RN

|∇u|2dx−N
∫
RN

G(x, u)dx−
∫
RN

∇a(x) · xF (u)dx.

Então,

(a) u ≡ 0 é um ponto isolado de J−1({0}).

(b) P =
{
u ∈ H1(RN) \ {0}; J(u) = 0

}
é fechado.

(c) P é uma variedade de classe C1.

(d) Existe σ > 0 tal que ‖u‖λ > σ para todo u ∈ P.

Demonstração.

(a) De fato ,

J(u) =
(N − 2)

2

∫
RN

|∇u|2dx−N
∫
RN

G(x, u)dx−
∫
RN

∇a(x) · xF (u)dx

=
(N − 2)

2

∫
RN

|∇u|2dx−N
∫
RN

(
a(x)F (u)− λu2

2

)
dx−

∫
RN

∇a(x) · xF (u)dx

=
(N − 2)

2

∫
RN

|∇u|2dx−N
∫
RN

(
(a(x)− ∇a(x) · x

N
)F (u)− λu2

2

)
dx

>
(N − 2)

2

∫
RN

|∇u|2dx−N
∫
RN

(
a∞F (u)− λu2

2

)
dx

=
(N − 2)

2

∫
RN

(
|∇u|2 + λu2

)
dx−N

∫
RN

(
a∞F (u)− λu2

2

)
dx− (N − 2)

2

∫
RN

λu2dx

≥ (N − 2)

2
‖u‖2

λ −N
∫
RN

a∞F (u)dx

Agora dado ε > 0 e 2 ≤ p ≤ 2∗ por (1.3), existe C = C(ε, p) > 0 tal que temos

−N
∫
RN

a∞F (u)dx ≥ −Na∞ε
2

∫
RN

|u|2 dx−Na∞C
∫
RN

|u|P dx.

Como a norma em H1(RN) é dada por

‖u‖λ
2 =

∫
RN

(
|∇u|2 + λu2

)
dx,

então

‖u‖λ
2 ≥

∫
RN

λu2dx⇒ −Nεa∞
2λ
‖u‖λ

2 ≤ −Nεa∞
2λ

∫
RN

λu2dx.
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E também das imersões continuas de Sobolev existe uma constante K > 0 tal que

−Na∞C
∫
RN

up ≥ −Na∞CK‖u‖λ
p.

Portanto,

J(u) >
(N − 2)

2
‖u‖2

λ −
Nεa∞

2λ
‖u‖λ

2 −Na∞CK‖u‖λ
p

=
1

2

(
N − 2− Nεa∞

2λ

)
‖u‖λ

2 −Na∞CK‖u‖λ
p.

Se consideramos ε > 0 su�cientemente pequeno, tal que λ(N − 2) − Nεa∞ > 0, se
‖u‖λ = ρ , 2 ≤ p ≤ 2∗ e ρ for tal que

1

4Na∞CK

(
N − 2− Nεa∞

λ

)
ρ2 > ρp,

então,

J(u) >
1

4

(
N − 2− Nεa∞

λ

)
ρ2 > 0.

Logo J(u) > 0 se 0 < ‖u‖λ < ρ. Daí concluímos que existe ρ > 0 tal que:

Bρ(0) ∩ J−1(0) = {0}.

Portanto u = 0 é um ponto isolado de J−1({0}).

(b) Como J(u) é um funcional de classe C1(ver Apêndice Proposição B.2), então J−1({0})
é um conjunto fechado. Mas J−1({0}) = P ∪ {0} e como já foi mostrado que u = 0
é um ponto isolado de J−1({0}) então P é um conjunto fechado pois contém todos
seus pontos de acumulação.

(c) De�nimos o funcional J̃ := J |H1(RN )\{0} de classe C
1 com a propriedade J̃−1({0}) =

P . Assim para mostrar que P é uma variedade basta mostrar que 0 é um valor
regular para o funcional J̃ , o que é equivalente a mostrar que J̃ ′(u) = J ′(u) 6= 0
para todo u ∈ P . Consideremos a derivada de J em u , aplicado em u, isto é,

J ′(u)u = (N − 2)

∫
RN

|u|2 dx−N
∫
RN

(
a(x)f(u)u− λu2

)
dx−

∫
RN

∇a(x) · xf(u)udx.

(3.5)
Desde que u ∈ P segue que

(N − 2)

∫
RN

|u|2 dx = 2N

∫
RN

G(x, u)dx+ 2

∫
RN

∇a(x) · xF (u)dx (3.6)
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e usando (3.6) em (3.5), obtemos:

J ′(u)u = 2N

∫
RN

G(x, u)dx+ 2

∫
RN

∇a(x) · xF (u)dx−N
∫
RN

(
a(x)f(u)u− λu2

)
dx

−
∫
RN

∇a(x) · xf(u)udx

= 2N

∫
RN

(
a(x) +

∇a(x) · x
N

)
F (u)dx− 2N

∫
RN

(
a(x) +

∇a(x) · x
N

)
f(u)u

2
dx

= 2N

∫
RN

(
a(x) +

∇a(x) · x
N

)(
F (u)− 1

2
f(u)u

)
dx < 0

onde temos usado (A1), (A3) e (f3). Portanto se u ∈ P , então J ′(u)u 6= 0. Isto
mostra que P é uma variedade C1.

(d) No item (a) podemos considerar J(u) > 0 se 0 < ‖u‖λ ≤ ρ. Assim, se u ∈ P temos
que ‖u‖λ > ρ.



Capítulo

4
Resultados de não-existência

Neste capítulo vamos apresentar as principais relações entre a variedade de Pohozaev
P associada com o problema não autônomo (1.1), e a variedade de Pohozaev P∞ associada
com o problema autônomo no in�nito

−∆u+ λu = a∞f(u), em RN , (4.1)

dado por
P∞ =

{
u ∈ H1(RN) \ {0} ; J∞(u) = 0

}
,

onde

J∞(u) =
N − 2

2

∫
RN

|∇u|2 dx−N
∫
RN

G∞(u)dx

e G∞(u) := a∞F (u) − λu2

2
. Para os nossos propósitos, é preciso considerar o funcional

associado a (4.1), dada por:

I∞(u) =
1

2

∫
RN

(
|∇u|2 + λu2

)
dx−

∫
RN

a∞F (u)dx,

e o conjunto de caminhos,

Γ∞(u) =
{
γ ∈ C([0, 1], H1(RN))|γ(0) = 0, I∞(γ(1)) < 0

}
,

para de�nir

c∞ := inf
γεΓ∞

max
0≤t≤1

I∞(γ(t)) > 0.

A existência do conjunto de caminhos e o nível min-max do Passo Da Montanha serão
justi�cados no Lema 3 . Nosso objetivo neste capítulo será mostrar que:

p := inf
u∈P

I(u) = c∞,

e que o nível p não é atingido na variedade de Pohozaev P , o que signi�ca que p não é nível
critico para o funcional I. Este fato motiva nossa busca por soluções em níveis maiores
de energia do funcional I . Mais precisamente, no seguinte capítulo mostraremos que
existe um ponto crítico do funcional no intervalo de energia (c∞, 2c∞). Este método foi
devido às pesquisadoras A. Maia e R. Lehrer em [15] que foram inspiradas por argumentos
aplicados à equação

−∆u+ V (x)u = g(u) em RN,

desenvolvido por A. Azzollini e A. Pomponio em [2].

35
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Lema 3 O funcional I∞ satisfaz a primeira e segunda geometria do Teorema do Passo
da Montanha.

Demonstração.
Primeira Geometria. Da propriedade (1.3) e das imersões contínuas de Sobolev

segue-se:

I∞(u) =
1

2

∫
RN

|∇u|2 + λu2dx−
∫
RN

a∞F (u)dx

≥ 1

2
‖u‖2

λ −
εa∞
2λ
‖u‖λ

2 − a∞C‖u‖λ
p

≥ 1

2

(
1− εa∞

λ

)
‖u‖2

λ − a∞C‖u‖λ
p.

Assim, para ε > 0 su�cientemente pequeno tal que λ − a∞ε > 0 e escolhendo ρ > 0
tal que

1

4λa∞C
(λ− εa∞)ρ2 > ρp

e se ‖u‖λ = ρ, temos que

I∞(u) >
1

4

(
λ− a∞ε

λ

)
ρ2 > 0.

Portanto existem ρ > 0 e α = 1
4

(
λ−a∞ε

λ

)
ρ2 > 0 tal que

I∞(u) ≥ α > 0 para todo ‖u‖λ = ρ.

A�rmação. Existe um ζ > 0 tal que G∞(ζ) > 0.
De fato, como pelo Teorema do Valor Médio, existe s∗ ∈ (0, s) tal que F (s) = f(s∗)s.

Logo usando la Regra de L'Hospital, temos que

lim
s→+∞

F (s)

s2
= lim

s→+∞

f(s)

2s
=

1

2
.

Logo,

lim
s→+∞

G∞(s)

s2
= lim

s→+∞

(
a∞

F (s)

s2
− λ

2

)
=
a∞
2
− λ

2
>
λ

2
− λ

2
= 0.

Assim existe um úmero positivo ζ > 0 tal que G∞(ζ) > 0.
Segunda Geometria. Consideremos a função WR de�nida por:

WR(x) =


ζ , se |x| ≤ R

ζ(R + 1− r) , se r = |x| ∈ [R, R + 1]
0 , se |x| ≥ R + 1.

Se | · | denota a medida de Lebesgue e V (w) =
∫
RN

G∞(w)dx, então

V (WR) ≥ G∞(ζ)|BR| − |BR+1 \BR|
(

max
s∈[0,ζ]

|G∞(s)|
)
.
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Logo existem C,C ′ > 0, tais que

V (WR) ≥ CRN − C ′RN−1.

Assim para R su�cientemente grande, V (WR) > 0. Seja R0 su�cientemente grande tal
que V (WR0) > 0. De�nimos W := WR0 . Avaliando I∞ em W (·/θ), temos que

I∞(W (·/θ)) =
θN−2

2

∫
RN

|∇W |2 dx− θN
∫
RN

G∞(W )dx.

Portanto, para θ su�cientemente grande temos que I∞(W (·/θ)) < 0.
Logo pelo Teorema do Passo da Montanha de Willem (ver [24]), temos que está bem

de�nida
c∞ := inf

γεΓ∞
max
0≤t≤1

I∞(γ(t)) > 0,

onde
Γ∞ =

{
γ ∈ C([0, 1], H1(RN))|γ(0) = 0, I∞(γ(1)) < 0

}
.

Note que as hipóteses (A3), (A4) e da de�nição de F , implicam que I∞(u) ≤ I(u)
para todo u ∈ H1(RN). De fato,

I∞(u) =
1

2

∫
RN

|∇u|2 + λu2dx−
∫
RN

a∞F (u)dx

≤ 1

2

∫
RN

|∇u|2 + λu2dx−
∫
RN

(a(x) +
∇a(x) · x

N
)F (u)dx

≤ 1

2

∫
RN

|∇u|2 + λu2dx−
∫
RN

a(x)F (u)dx

= I(u).

Lema 4 Suponha que
∫
RN

G∞(u)dx > 0. Então existem únicos θ1, θ2 > 0 tais que u( ·
θ1

) ∈

P∞ e u( ·
θ2

) ∈ P.

Demonstração. Primeiro mostremos a projeção sobre P∞, para isso de�nimos a função

ψ∞(θ) := I∞(u(·/θ)) =
θN−2

2

∫
RN
|∇u|2dx− θN

∫
RN
G∞(u)dx

=
θN−2

2

∫
RN
|∇u|2dx− θN

∫
RN

(
a∞F (u)− λu2

2

)
dx,

com derivada

ψ′∞(θ) =
(N − 2)θN−3

2

∫
RN
|∇u|2dx−NθN−1

∫
RN
G∞(u)dx.

Então ψ′∞(θ) = 0 se, e somente se θ = 0 ou

θ2 =
(N − 2)

∫
RN |∇u|

2dx

2N
∫
RN G∞(u)dx

.
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Logo existe um único θ1 > 0 tal que ψ′∞(θ1) = 0, e com isto u( ·
θ1

) ∈ P∞.

Agora para mostrar a projeção sobre P , de�nimos também

ψ(θ) := I(u(·/θ)) =
θN−2

2

∫
RN
|∇u|2dx−

∫
RN
G(x, u(x/θ))dx

=
θN−2

2

∫
RN
|∇u|2dx−

∫
RN
a(x)F (u(x/θ))− λu

2(x/θ)

2
dx

=
θN−2

2

∫
RN
|∇u|2dx−θN

∫
RN
a(θx)F (u(x))− λu

2(x)

2
dx.

Derivando ψ(θ) e recordando que estamos considerando N ≥ 3, temos que:

ψ′(θ) =
N − 2

2
θN−3

∫
RN
|∇u|2dx−NθN−1

∫
RN
a(θx)F (u(x))− λu

2(x)

2
dx

− θN
∫
RN
∇a(θx).(θx)F (u(x))dx

= θN−3

{
N − 2

2

∫
RN
|∇u|2dx−Nθ2

∫
RN
a(θx)F (u(x))− λu

2(x)

2
dx

−θ2

∫
RN
∇a(θx).(θx)F (u(x))dx

}
.

Logo observamos que u( ·
θ
) ∈ P se, e somente se ψ′(θ) = 0 para algum θ > 0. Adici-

onalmente note que pela condição (A2) e pelo Teorema da Convergência Dominada de
Lebesgue, obtemos:

lim
θ→∞

∫
RN

(
a(θx)F (u)− λu

2

2

)
dx =

∫
RN

(
a∞F (u)− λu

2

2

)
dx =

∫
RN
G∞(u)dx.

De fato, por (A2) temos que

lim
θ→∞

a(θx) = a∞.

Também, se θn →∞ então
lim
n→∞

a(θnx) = a∞.

Portanto,

a(θnx)F (u(x))− λu(x)2

2
→ a∞F (u(x))− λu(x)2

2
q.t.p. em RN

e∣∣∣∣∣a(θnx)F (u(x))− λu(x)2

2

∣∣∣∣∣ ≤ |a(θnx)F (u(x))|+ λ
u(x)2

2

≤ a∞|F (u(x))|+ λ
u(x)2

2

≤ a∞ε|u(x)|2

2
+ a∞C|u(x)|p + λ

u(x)2

2
= h(x) q.t.p. em RN ,

com ∫
RN
h(x) <∞.
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Logo, pelo Teorema do Convergência Dominada de Lebesgue, temos que

lim
n→∞

∫
RN

(
a(θnx)F (u)− λu

2

2

)
dx =

∫
RN

(
a∞F (u)− λu

2

2

)
dx =

∫
RN

G∞(u)dx.

Agora como θn →∞, obtemos

lim
θ→∞

∫
RN

(
a(θx)F (u)− λu

2

2

)
dx =

∫
RN

(
a∞F (u)− λu

2

2

)
dx =

∫
RN
G∞(u)dx.

Por outro lado, usando (1.2) e o Teorema do Convergência Dominada de Lebesgue, temos
que

lim
θ→∞

∫
RN
∇a(θx) · (θx)F (u)dx = 0.

Portanto, se θ > 0 é su�cientemente grande, temos

ψ′(θ) = θN−3

{
N − 2

2

∫
RN
|∇u|2dx−Nθ2

(∫
RN
G∞(u)dx+ oθ(1)

)}
,

mas desde que
∫
RN G∞(u)dx > 0 , segue-se que ψ′(θ) < 0 para θ > 0 su�cientemente

grande. Por outro lado pela condição (A4), temos que

ψ′(θ) =
N − 2

2
θN−3

∫
RN
|∇u|2dx−NθN−1

∫
RN

(
a(θx) +

∇a(θx) · (θx)

N

)
F (u)− λu

2

2
dx

≥ N − 2

2
θN−3

∫
RN
|∇u|2dx−NθN−1

∫
RN

G∞(u)dx,

Assim, tomando θ su�cientemente pequeno, temos que ψ′(θ) > 0. Desde que ψ′ é continua,
existe ao menos θ2 = θ2(u) > 0, tal que ψ′(θ2) = 0 o que signi�ca que u(·/θ2) ∈ P .

Para mostrar a unicidade de θ2, note que ψ
′(θ) = 0 implica

N − 2

2

∫
RN
|∇u|2dx = Nθ2

∫
RN

[
(a(θx) +∇a(θx).(θx))F (u)− λu

2

2

]
dx

com θ > 0, ou equivalentemente

N − 2

2

∫
RN
|∇u|2dx = Nθ2ϕ(θ)

onde

ϕ(θ) =

∫
RN

[(
a(θx) +

∇a(θx).(θx)

N

)
F (u)− λu

2

2

]
dx.

Tomando a derivada de ϕ e usando as propriedades das funções envolvidas, temos que

ϕ′(θ) =
1

θ

∫
RN

[
∇a(θx) · (θx) +

(θx) ·H(θx) · (θx)dx

N
+
∇a(θx) · (θx)

N

]
F (u)dx,

e das hipóteses (A3) e (A5), com as condições sobre a F , implicam que ϕ′(θ) > 0.
Portanto, ϕ(θ) é uma função crescente de θ e daí existe um único θ > 0 tal que

N − 2

2

∫
RN
|∇u|2dx = Nθ2ϕ(θ).

Assim a unicidade de θ2 é veri�cada, e o lema é provado.
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Observação 10 Note que a hipótese (A5) foi usada no lema anterior somente para mos-
trar a unicidade de θ2.

Lema 5 Seja O =
{
u ∈ H1(RN) \ {0};

∫
RN G∞(u)dx > 0

}
. A função θ1 : O → R+

de�nida por u 7→ θ1(u), tal que u(·/θ1(u)) ∈ P, é contínua.

Demonstração. Consideremos (un) ⊂ O tal que un → u ∈ O. Mostraremos que
θ1(un) → θ1(u). Primeiro note que θ1(un) é limitado . De fato, considere a expressão
ψ′(θ) = 0 na prova do lema anterior aplicado a un e θ1(un),

N − 2

2

∫
RN
|∇un|2dx = Nθ1

2(un)

∫
RN

[(
a(θ1(un)x) +

∇a(θ1(un)x) · (θ1(un)x)

N

)
F (un)− λun

2

2

]
dx,

(4.2)

e suponha por contradição que θ1(un) → +∞. Como un → u ∈ O, pelas imersões
continuas de Sobolev, temos un → u em Lp(RN), para 2 ≤ p ≤ 2∗. Logo pelo Teorema de
Vainberg (ver [6] Teorema 4.9), temos que:

un(x)→ u(x) q.t.p. em RN ,

e existe h ∈ Lp(RN) tal que |un| ≤ h(x) q.t.p. em RN .

Daí, pela condição (A2), (1.2) e a continuidade da F , temos que(
a(θ1(un)x) +

∇a(θ1(un)x) · (θ1(un)x)

N

)
F (un)−λun(x)2

2
→ a∞F (u(x))−λu(x)2

2
, q.t.p. em RN .

Também por (A4) e (1.3), temos∣∣∣∣∣
(
a(θ1(un)x) +

∇a(θ1(un)x) · (θ1(un)x)

N

)
F (un)− λun(x)2

2

∣∣∣∣∣ ≤ a∞|F (un)|+ λ

2
|un(x)|

≤ a∞

( ε
2
h2(x) + Chp(x)

)
+
λ

2
h2(x)

=
1

2
(a∞ε+ λ)h2(x) + a∞Ch

p(x) = ĥ(x),

onde ∫
RN
ĥ(x)dx <∞.

Logo do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos que∫
RN

[(
a(θ1(un)x) +

∇a(θ1(un)x) · (θ1(un)x)

N

)
F (un)− λun(x)2

2

]
dx→

∫
RN
G∞(u)dx > 0

Assim, o lado direito de(4.2) tende a +∞ quando n→∞. Entretanto o lado esquerdo
converge para N−2

2

∫
RN |∇u|

2dx que é �xo, o que gera uma contradição. Portanto concluí-
mos que (θ1(un)) é uma sequencia limitada e assim, a menos de uma subsequencia, temos
que θ1(un) → θ̄1. Usando de novo o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,
temos que ∫

RN
a(θ1(un)x)F (un)dx→

∫
RN
a(θ̄1x)F (u)dx,
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RN

∇a(θ1(un)x) · (θ1(un)x)

N
F (un)dx→

∫
RN

∇a(θ̄1x) · (θ̄1x)

N
F (u)dx.

Como un → u em H1(RN), obtemos que

N − 2

2

∫
RN
|∇u|2dx = Nθ̄1

2
∫
RN

[
a(θ̄1x)

∇a(θ̄1x).(θ̄1x)

N
F (u)− λu

2

2

]
dx.

Assim θ̄1 é tal que u( ·
θ̄1

) ∈ P . Pela unicidade da projeção em P , temos que θ̄1 = θ1(u).

Logo θ1(un)→ θ1(u).

Lema 6 Se u ∈ P∞ então existe θ > 0 tal que u( ·
θ
) ∈ P e θ > 1.

Demonstração. Se u ∈ P∞ , então
∫
RN G∞(u)dx > 0 e pelo Lema 4 existe um único θ

tal que u( ·
θ
) ∈ P . Agora mostraremos que θ > 1. De fato, avaliando J em u( ·

θ
) obtemos:

0 =
N − 2

2
θN−2

∫
RN
|∇u|2 dx−NθN

∫
RN

(
a(θx)F (u)− λu

2

2

)
dx− θN

∫
RN
∇a(θx).(θx)F (u)dx

= θN−2

{
N − 2

2

∫
RN
|∇u|2 dx−Nθ2

[∫
RN

(
a(θx)F (u)− λu

2

2

)
dx+

∫
RN

∇a(θx).(θx)

N
F (u)dx

]}
,

e desde que θ > 0, segue-se do anterior que

N − 2

2

∫
RN
|∇u|2 dx = Nθ2

∫
RN

[(
a(θx) +

∇a(θx).(θx)

N

)
F (u)− λu

2

2

]
dx.

Agora pela condição (A4), obtemos:

N − 2

2

∫
RN
|∇u|2 dx < Nθ2

∫
RN
a∞F (u)− λu

2

2
dx

= Nθ2

∫
RN
G∞(u)dx,

ou equivalentemente

(2∗)−1

∫
RN
|∇u|2 dx < θ2

∫
RN
G∞(u)dx.

Mas desde que u ∈ P∞, temos que (2∗)−1
∫
RN |∇u|

2 dx =
∫
RN G∞(u)dx.

Logo, ∫
RN
G∞(u)dx < θ2

∫
RN
G∞(u)dx

e portanto θ > 1.

Lema 7 Se u ∈ P então existe θ > 0 tal que u( ·
θ
) ∈ P∞ e θ < 1.

Demonstração. Primeiro veri�quemos que se u ∈ P , então∫
RN
G∞(u)dx > 0.
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De fato, se u ∈ P então u satisfaz :

N − 2

2

∫
RN
|∇u|2 dx = N

∫
RN

[(
a(x) +

∇a(x) · x
N

)
F (u)− λu

2

2

]
dx

< N

∫
RN

(
a∞F (u)− λu

2

2

)
dx

= N

∫
RN

G∞(u)dx,

onde temos utilizado a condição (A4). E desde que u 6= 0 e u ∈ H1(RN), temos
N−2

2

∫
RN |∇u|

2 dx > 0 e, portanto
∫
RN

G∞(u)dx > 0. A existência de uma única θ > 0 tal
que u( ·

θ
) ∈ P∞ é garantida pelo Lema 4. A �m de mostrar que θ < 1, notamos que:

N − 2

2N

∫
RN
|∇u|2 dx <

∫
RN
G∞(u)dx.

Entretanto, se u(·/θ) ∈ P∞ então θ satisfaz:

θ2 =
(2∗)−1

∫
RN |∇u|

2 dx∫
RN G∞(u)dx

<

∫
RN G∞(u)dx∫
RN G∞(u)dx

= 1.

Portanto θ < 1 e o lema é provado.

Observação 11 Uma consequência imediata do lemas anteriores é que u ∈ H1(RN)\{0}
pode ser projetada em P e P∞ se, e somente se

∫
RN G∞(u)dx > 0.

Lema 8 Se u ∈ P∞, então u(· − y) ∈ P∞ para todo y ∈ RN . Além disso, existe θy > 1
tal que u( ·−y

θy
) ∈ P, e

lim
|y|→∞

θy = 1

Demonstração. Se u ∈ P∞. Segue-se a partir da invariância sob traslação de J∞ que
u(·−y) ∈ P∞, para todo y ∈ RN . Além disso, do Lema 6 existe θy > 1 tal que u( ·−y

θy
) ∈ P .

Suponha agora, por contradição, que exista uma sequência |yn| → ∞ tal que θyn → A > 1
ou θyn →∞. Agora vamos de�nir

K(θynx+ yn) := a(θynx+ yn) +
∇a(θynx+ yn).(θynx+ yn)

N

e pela condição (A4) e (1.3), temos que∣∣∣∣K(θynx+ yn)F (u)− λu
2(x)

2

∣∣∣∣ ≤ a∞|F (u)|+ λ
u2(x)

2

≤ a∞Cu
2(x).

Usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos:

lim
θyn→∞

∫
RN

(
K(θynx+ yn)F (u)− λu

2(x)

2

)
dx =

∫
RN
G∞(u(x))dx. (4.3)

Mas para cada yn segue-se que u( ·−yn
θyn

) ∈ P com θyn > 1, isto é,

N − 2

2

∫
RN
|∇u|2 dx = Nθ2

yn

∫
RN

(
K(θynx+ yn)F (u)− λu

2(x)

2

)
dx. (4.4)

Agora o lado direito de (4.4) vai para o in�nito ou NA2
∫
RN G∞(u(x))dx, entretanto , o

lado esquerdo é �xado em N−2
2

∫
RN |∇u|

2 dx. Desde que u ∈ P∞ e A > 1 ou +∞ chegamos
a uma contradição.
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Lema 9 supy∈RN θy = θ̄ e θ̄ > 1.

Demonstração. Do lema anterior, dado ε = 1, existe R > 0 tal que |θ| ≤ 2, se |y| > R.
Vamos mostrar que existeM > 0 tal que sup0≤|y|≤R θy ≤M . Suponha que este supremo

não exista, ou equivalentemente, que exista uma sequência yn ∈ RN com |yn| ∈ [0, R] tal
que θyn →∞. Como no lema anterior, mas agora com θyn →∞, temos que

lim
θyn→∞

∫
RN

(
K(θynx+ yn)F (u)− λu

2(x)

2

)
dx =

∫
RN
G∞(u(x))dx.

Portanto, segue-se de (4.4) a igualdade

N − 2

2

∫
RN
|∇u|2 dx = Nθ2

yn

(∫
RN
G∞(u)dx+ oyn(1)

)
.

Mas, desde que θyn →∞ e o lado esquerdo é um número �xo, isto é um absurdo. Assim
o lema é provado.

Lema 10 Existe um número real σ̂ > 0 tal que infu∈P ‖∇u‖2 ≥ σ̂.

Demonstração. Seja u ∈ P então u satisfaz (3.4) e pela condição (A4), temos que:

N − 2

2

∫
RN
|∇u|2 dx = N

∫
RN

(
a(x)F (u)− λu

2

2

)
dx+

∫
RN
∇a(x) · xF (u)dx

= N

∫
RN

[(
a(x) +

∇a(x) · x
N

)
F (u)− λu

2

2

]
dx

< N

∫
RN

(
a∞F (u)− λu

2

2

)
dx.

Por outro lado, da condição (1.3), com p = 2∗ e dado 0 < ε < λ
a∞

, segue que

1

2∗
‖∇u‖2

2 <

∫
RN

[
a∞

( ε
2
|u|2 + C|u|2∗

)
− λu

2

2

]
dx

=

∫
RN
a∞

(
ε

2
− λ

2a∞

)
|u|2dx+

∫
RN
a∞C|u|2

∗
dx.

Logo, temos que
1

2∗
‖∇u‖2

2 < a∞C‖u‖2∗

2∗ ,

e usando o Teorema Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (ver [6,Teorema9.9]) obtemos:

0 <
1

2∗a∞C
< ‖∇u‖2

2∗−2.

Logo podemos concluir que infu∈P ‖∇u‖2 ≥ σ̂, com σ̂ =
(

1
2∗a∞C

) 1
2∗−2

.

Lema 11 p := infu∈P∞ I∞(u) = c∞

Demonstração. Seguimos as ideias encontradas em [12]. Seja ω uma solução de menor
energia do problema autônomo no in�nito(4.1), isto é,

I∞(w) = inf
{
I∞(u);u ∈ H1(RN) \ 0; é uma solução de (4.1)

}
,
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e também consideremos L > 1, e ν ∈ Γ∞ de�nido por:

ν(t)(x) =

{
ω(x/Lt) se 0 < t ≤ 1

0 se t = 0.

Então é claro que para t = 1
L
< 1, ω ∈ ν([0, 1]). Avaliando o funcional I∞ em ν(t),

temos que

I∞(ν(t)) =
(Lt)N−2

2
‖∇ω‖2

2 − (Lt)N
∫
RN
G∞(ω)dx,

com derivada,

dI∞(ν(t))

dt
=

(N − 2)LN−2tN−3

2
‖∇ω‖2

2 −NLN tN−1

∫
RN
G∞(ω)dx.

Daí para 0 < t < 1/L temos que dI∞(ν(t))
dt

> 0 e para 1/L < t < 1, dI∞(ν(t))
dt

< 0.
Logo maxt∈[0,1] I∞(ν(t)) = I∞(ω). E como I∞(ω) = infu∈P∞ I∞(u),(ver o Lema 3.1 em
[12]) temos que

c∞ ≤ inf
u∈P∞

I∞(u).

Por outro lado, para qualquer γ∞ ∈ Γ∞, temos γ∞(0) = 0. Ainda

J∞(γ∞(1)) = NI∞(γ∞(1))− ‖∇u‖2
2 ≤ NI∞(γ∞(1)) < 0,

e também existe σ∞ > 0 tal que 0 < ‖u‖λ ≤ σ∞ implica J∞(u) > 0 (o que se prova
analogamente a d) no Lema 2). Logo existe t0 ∈ (0, 1) tal que J∞(γ∞(t0)) = 0 e portanto,

c∞ ≥ inf
u∈P∞

I∞(u).

Isto completa a prova.

Observação 12 Se u ∈ H1(RN), com
∫
RN G∞(u)dx > 0 e θ > 0 é tal que u( ·

θ
) ∈ P∞,

então podemos escrever

I∞(u(·/θ)) =
θN−2

N

∫
RN
|∇u|2 dx. (4.5)

De fato, como u( ·
θ
) ∈ P∞, temos que∫

RN
a∞F (u(x/θ))− λu(x/θ)2

2
dx =

N − 2

2N

∫
RN
|∇u(x/θ)|2 dx,

substituindo isto no funcional I∞, temos a a�rmação feita.

Lema 12 infu∈P I(u) = c∞.

Demonstração. Seja w ∈ H1(RN) uma solução de menor energia de (4.1). Pelo lema
anterior temos que I∞(w) = c∞. Dado qualquer y ∈ RN , de�nimos wy := w(· − y). Da
invariância sob translação das integrais, obtemos wy ∈ P∞ e I∞(wy) = c∞. Agora do
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Lema 8, para qualquer y ∈ RN , existe θy > 1 tal que w̃y = wy(·/θy) ∈ P . Portanto, temos
que

|I(w̃y)− c∞| = |I(w̃y)− I∞(wy)|

=

∣∣∣∣12
∫
RN
|∇w̃y|2dx−

∫
RN
G(x, w̃y)dx−

1

2

∫
RN
|∇wy|2dx

+

∫
RN
G∞(wy)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣12θN−2
y

∫
RN
|∇wy|2dx−

∫
RN
G(x, w̃y)dx−

1

2

∫
RN
|∇wy|2dx

+

∫
RN
G∞(wy)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣12(θN−2
y − 1)

∫
RN
|∇wy|2dx−

∫
RN
a(x)F (w̃y)− λ

w̃y
2
dx

+

∫
RN
a∞F (wy)−

λw2
y

2
dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣12(θN−2
y − 1)

∫
RN
|∇w|2dx− θNy

∫
RN
a(xθy + y)F (w)− λw

2

2
dx

+

∫
RN
a∞F (w)− λw2

2
dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣12(θN−2
y − 1)

∫
RN
|∇w|2dx− (θNy − 1)

∫
RN

λw2

2
dx

−θNy
∫
RN
a(xθy + y)F (w)dx+

∫
RN
a∞F (w)dx

∣∣∣∣
≤
|θN−2
y − 1|

2

∫
RN
|∇w|2dx+ |θNy − 1|

∫
RN

λw2

2
dx+∫

RN
|F (w)||a∞ − θNy a(xθy + y)|dx.

e desde que θy → 1 quando |y| → ∞, segue que

|I(w̃y)− c∞| ≤ oy(1) + oy(1) +

∫
RN
|a∞ − θyNa(xθy + y)||F (w)|dx.

Como a(x+ y)→ a∞, temos
lim
|y|→∞

I(w̃y) = c∞.

Portanto como, p = infu∈P I(u) ≤ I(w̃y), fazendo |y| → ∞, temos que p ≤ c∞.
Por outro lado, considere u ∈ P e 0 < θ < 1 tal que u(·/θ) ∈ P∞ (pelo Lema 7).

Desde que u ∈ P , então u satisfaz:

I(u) =
1

N

∫
RN
|∇u|2dx+

1

N

∫
RN
∇a(x) · xF (u)dx

>
1

N

∫
RN
|∇u|2dx ≥ θN−2

N

∫
RN
|∇u|2dx

= I∞(u(x/θ)) ≥ c∞,

onde usamos (4.5) e (A3). Assim, para qualquer u ∈ P , I(u) > c∞ e portanto
infu∈P I(u) ≥ c∞. Por isto, podemos concluir que p = c∞.
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Agora estamos prontos para provar o Teorema 1.2, o qual é o principal resultado desta
seção.
Demonstração. (Prova do Teorema 1.2) Suponha, por contradição, que exista z ∈
H1(RN) um ponto crítico do funcional I no nível p. Em particular, considere z ∈ P e
I(z) = p. Seja θ ∈ (0, 1) tal que z(x/θ) ∈ P∞. Então

p = I(z)

=
1

N

∫
RN
|∇z|2dx+

1

N

∫
RN
∇a(x) · xF (z)dx

>
1

N

∫
RN
|∇z|2dx ≥ θN−2

N

∫
RN
|∇z|2dx

= I∞(z(·/θ)) ≥ c∞,

portanto p > c∞ o que contradiz o lema anterior

Lema 13 Suponha (A1), (A5) e (f1), então, P é um vínculo natural do problema (1.1),
isto é, se u ∈ P for um ponto crítico de I|P , então I ′(u) = 0.

Demonstração. Esta prova é baseada em argumentos encontrados em [19], onde um
lema semelhante é provado para uma equação autônoma . Seja u ∈ P e de�nimos o espaço
tangente de P em u por:

TuP :=
{
v ∈ H1(RN); J ′(u)v = 0

}
,

e também de�nimos a norma da derivada restrita de I para P por:

‖I ′(u)‖∗ = sup
v∈TuP,‖v‖=1

I ′(u)v.

Agora, se para v ∈ TuP temos

I ′(u)v = I ′(u)v + J ′(u)v,

e pelo teorema de Hanh-Banach, existe um funcional f̃ que estende a I ′(u), o qual é igual
a I ′(u) no conjunto TuP , isto é,

f̃(v) = I ′(u)v, para todo v ∈ TuP .

Portanto ker(f̃ − I ′(u)) ⊂ TuP = ker J ′(u). Assim, existe µ ∈ R tal que

f̃ = I ′(u) + µJ ′(u).

Novamente pelo Teorema de Hanh-Banach, temos que

‖I ′(u) + µJ ′(u)‖ = ‖I ′(u)‖∗.

Agora, se consideramos a u como ponto crítico de I restrito a P , isto é, I ′(u)v = 0
para todo v ∈ TuP . Então

I ′(u) + µJ ′(u) = 0.

Mostraremos que µ = 0. Avaliando o funcional lineal anterior em u ∈ P , obtemos que:

I ′(u)u+ µJ ′(u)u = 0 (4.6)
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o que equivalente a

0 =

∫
RN
|∇u|2 + λu2dx−

∫
RN
a(x)f(u)udx

+ µ

(
(N − 2)

∫
RN
|∇u|2dx−N

∫
RN

(
a(x) +

∇a(x) · x
N

)
f(u)u− λu2dx

)
.

Esta expressão pode ser associada com a equação,

−∆u+ λu− a(x)f(u) + µ

(
−(N − 2)∆u+ λNu−N

(
a(x) +

∇a(x) · x
N

)
f(u)

)
= 0,

que pode ser reescrita como:

−(1 + µ(N − 2))∆u+ λ(1 + µN)u = [(1 + µN)a(x) + µ∇a(x) · x]f(u) (4.7)

Além disso, as soluções da equação satisfazem uma identidade Pohozaev e tem uma
variedade de Pohozaev associada de�nida por P̃−1({0}), onde

P̃ (u) =
(1 + µ(N − 2))(N − 2)

2

∫
RN
|∇u|2dx−

∫
RN
G∗(x, u)dx−

N∑
i=1

∫
RN
G∗xixidx,

com

G∗(x, u) = ((1 + µN)a(x) + µ∇a(x) · x)F (u)− λ(1 + µN)

2
u2,

e
N∑
i=1

∫
RN
xiG

∗
xi

(x, u)dx =

∫
RN

((1 + µN)∇a(x) · x+ µx ·H(x) · x)F (u)dx.

Portanto, P̃ pode ser visto como

P̃ (u) =
(1 + µ(N − 2))(N − 2)

2

∫
RN
|∇u|2dx

−
∫
RN

((1 + µN)a(x) + µ∇a(x) · x)F (u)− λ(1 + µN)

2
u2dx

−
∫
RN

((1 + µN)∇a(x) · x+ µx ·H(x) · x)F (u)dx

=
(1 + µ(N − 2))(N − 2)

2

∫
RN
|∇u|2dx

−N(1 + µN)

∫
RN

(
a(x) +

∇a(x) · x
N

)
F (u)− λu

2

2
dx

−Nµ
∫
RN

(
∇a(x) · x+

x ·H(x) · x
N

)
F (u)dx.

Mas recordando que u ∈ P e substituindo (3.7) na equação acima, segue-se que

P̃ (u) =
(1 + µ(N − 2))(N − 2)

2

∫
RN
|∇u|2dx− (1 + µN)

N − 2

2

∫
RN
|∇u|2dx

−Nµ
∫
RN

(
∇a(x) · x+

x ·H(x) · x
N

)
F (u)dx

= −µ(N − 2)

∫
RN
|∇u|2dx

−Nµ
∫
RN

(
∇a(x) · x+

x ·H(x) · x
N

)
F (u)dx.
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Por outro lado, u é uma solução da equação (4.7) e assim satisfaz P̃ (u) = 0. Logo,

−µ(N − 2)

∫
RN
|∇u|2dx = Nµ

∫
RN

(
∇a(x) · x+

x ·H(x) · x
N

)
F (u)dx.

Da observação 3 e da hipóteses (A5), temos que o lado direito da equação é sempre não
negativo, enquanto o lado esquerdo é sempre negativo, se µ > 0 (ou vice-versa, seµ < 0 ),
a menos que µ = 0. Portanto pela equação (4.6), temos que

I ′(u) = 0.

Assim u é um ponto crítico para o funcional I.



Capítulo

5
Existência de uma solução positiva

Neste capítulo mostraremos a existência de uma solução positiva da equação (1.1).
Como vimos anteriormente, o ín�mo c∞ restrito a variedade de Pohozaev P não é atingido.
Assim procuramos por soluções que possuam níveis de energia maior que c∞. Para isto
aplicaremos ideias semelhantes às empregadas por A. Ambrosetti, G. Cerami e D. Ruiz
em [1], onde um argumento de "linking"é utilizado em um sistema de equações não linear
de Schrödinger, restrito sobre a variedade de Nehari, o qual foi feita a partir da construção
da função baricentro (ver também[20], [21]) .

Começaremos este capítulo mostrando que I satisfaz a geometria Teorema do Passo
da Montanha.

Lema 14 O funcional I : H1(RN)→ R associado ao problema (1.1), satisfaz a geometria
do Teorema do Passo da Montanha.

Demonstração.
Para a primeira hipótese geométrica, veja que

I(u) =
1

2
‖u‖2

λ −
∫
RN
a(x)F (u)dx

≥ 1

2
‖u‖2

λ −
∫
RN

(
a(x) +

∇a(x) · x
N

)
F (u)dx

≥ 1

2
‖u‖2

λ −
∫
RN
a∞F (u)dx.

Pelo crescimento da função F para ε > 0 e 2 ≤ p ≤ 2∗, temos que

I(u) ≥ 1

2
‖u‖2

λ −
∫
RN

a∞ε

2
|u|2dx+

∫
RN
a∞C|u|pdx.

Pelas imersões contínuas de Sobolev, existem c1 > 0 e c2 > 0, tais que

I(u) ≥ 1

2
‖u‖2

λ −
a∞εc1

2
‖u‖2

λ − a∞Cc2‖u‖pλ

=
1

2
(1− a∞εc1)‖u‖2

λ − a∞Cc2‖u‖pλ.

Para ε > 0 su�cientemente pequeno 1− a∞εc1 > 0 e se ‖u‖λ = ρ com
(

1−a∞εc1
2a∞Cc2

) 1
p−2

> ρ,

temos que

49
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I(u) ≥ 1

2
(1− a∞εc1)ρ2 − a∞Cc2ρ

p > 0.

Portanto existe α = α(ε, ρ) = 1
2
(1− a∞εc1)ρ2 − a∞Cc2ρ

p > 0, tal que

I(u) ≥ α > 0.

Para a segunda hipótese geométrica do Teorema do Passo da Montanha, seja w uma
solução de menor energia para o problema autônomo no in�nito (4.1) (para a existência
ver [5]). Se w ∈ P∞ então w(· − y) ∈ P∞, para todo y ∈ RN . Além disso, consideremos
t > 0 e de�namos z1 := w( ·−y

t
). Logo avaliando I em z1 = w( ·−y

t
), temos

I(z1) =
1

2

∥∥∥∥w(
· − y
t

)

∥∥∥∥2

λ

−
∫
RN
a(x)F

(
w

(
x− y
t

))
)dx

=
tN−2

2

∫
RN
|∇w|2dx− tN

∫
RN

(
a(tx+ y)F (w)− λw

2

2

)
dx.

Da condição (A2), para |y| su�cientemente grande, temos que

I(z1) <
tN−2

2

∫
RN
|∇w|2dx− tN

2

∫
RN
G∞(w)dx.

Assim para t > 0 su�cientemente grande, temos

I(z1) < 0.

Além disso ‖z1‖ > ρ, pois caso contrario ‖z1‖λ ≤ ρ e assim concluiríamos que I(z1) > 0,
o que é uma contradição.

De�na o nível min-max
c = inf

γ∈Γ
max
0≤t≤1

I(γ(t)) > 0,

onde

Γ :=
{
γ ∈ C([0, 1], H1(RN))|γ(0) = 0, I(γ(1)) < 0

}
.

Lema 15 c∞ = c

Demonstração. Considere os conjuntos de caminhos Γ∞ e Γ, tal como de�nimos anteri-
ormente. Tomemos γ ∈ Γ. Desde que I∞ ≤ I, note que I∞(γ(1)) < 0. Portanto, γ ∈ Γ∞
e assim Γ ⊂ Γ∞. Segue-se também de I∞ ≤ I, que se γ ∈ Γ, então

max
0≤t≤1

I∞(γ(t)) ≤ max
0≤t≤1

I(γ(t)),

e daí
inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

I∞(γ(t)) ≤ inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

I(γ(t)).

Além disso, da inclusão Γ ⊂ Γ∞, obtemos

c∞ = inf
γ∈Γ∞

max
0≤t≤1

I∞(γ(t)) ≤ inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

I∞(γ(t)) ≤ inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

I(γ(t)) = c

e assim c∞ ≤ c. Para mostrar que c ≤ c∞, seja ε > 0 arbitrário e tomemos γ ∈ Γ∞ tal
que I∞(γ(t)) ≤ max0≤t≤1 I∞(γ(t)) < c∞ + ε. Tomemos y ∈ RN e façamos a translação
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τy(γ(t)) := γ(t)(· − y). Logo para y su�cientemente grande, obtemos τy(γ(t)) ∈ Γ. De
fato, é claro que τy(γ(0)) = 0 mostremos que I(τy(γ(1))) < 0

I(τy(γ(1))) =
1

2
‖τy(γ(1))‖2

λ −
∫
RN
a(x)F (τy(γ(1)))dx

=
1

2
‖γ(1)‖2

λ −
∫
RN
a(x+ y)F (γ(1))dx.

Da condição (A2), para ε < −I∞(γ(1))∫
RN F (γ(1))dx

e |y| su�cientemente grande, temos que

I(τy(γ(1))) < I∞(γ(1)) + ε

∫
RN
F (γ(1))dx < 0.

Portanto τy(γ(t)) ∈ Γ. Agora se t0 é tal que I(τy(γ(t0))) é o máximo valor no caminho,
então

c∞ + ε > I∞(γ(t0)) = lim
|y|→∞

I(τy(γ(t0))) ≥ c.

Logo c∞ ≥ c e a igualdade é provada.

Lema 16 p = c.

Demonstração. De�nimos p∞ := infu∈P∞ I∞(u). Nós já sabemos que p∞ = c∞ para I∞.
Além disso, no Lema 12 mostramos que p = c∞. Portanto, pelo Lema 15 p = c∞ = c.

Agora vamos provar a seguinte propriedade da Variedade de Pohozaev P em relação
aos caminhos do Teorema do Passo da Montanha.

Lema 17 Para qualquer γ ∈ Γ, existe s ∈ (0, 1) tal que γ(s) intersecta a P.

Demonstração. De Lema 2(a) existe ρ > 0 tal que, se 0 < ‖u‖λ < ρ, então J(u) > 0.
Além disso, observe que

J(u) =
N − 2

2

∫
RN
|∇u|2dx−N

∫
RN
G(x, u)dx−

∫
RN
∇a(x) · xF (u)dx

= NI(u)− ‖∇u‖2
2 −

∫
RN
∇a(x) · xF (u)dx.

Da condição (A3), segue-se que

J(u) < NI(u).

Agora, se γ ∈ Γ então J(γ(1)) < NI(γ(1)) < 0. Desde que γ([0, 1]) é conexo então
existe s ∈ (0, 1), tal que ‖γ(s)‖λ > ρ o qual implica que J(γ(s)) = 0 ou J(γ(s)) 6= 0, no
segundo caso pelo Teorema do Valor Intermediário existe r ∈ (0, 1) tal queJ(γ(r)) = 0.
Assim γ(s) intersecta a variedade de Pohozaev P para algum s ∈ (0, 1).

Lembramos que uma sequência (un) é dita ser uma sequência de Cerami para o fun-
cional I no nível d, denotada por (Ce)d, se I(un) → d e ‖I ′(un)‖(1 + ‖u‖λ) → 0. Agora
mostramos que, se d > 0, então qualquer sequência de Cerami (Ce)d para o funcional I é
limitado.

Lema 18 Se (un) é uma sequência de Cerami (Ce)d com d > 0, então (un) é uma
sequência limitada.
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Demonstração. Desde que (un) é uma sequência de Cerami (Ce)d e ‖un‖2
λ = ‖u+

n ‖2
λ +

‖u−n ‖2
λ, temos

|I ′(un)u−n | ≤ ‖I ′(un)‖‖u−n ‖λ ≤ ‖I ′(un)‖(‖un‖λ + 1)→ 0.

Logo

on(1) = I ′(un)u−n =

∫
RN

∇un∇u−n + λunu
−
n dx−

∫
RN

a(x)f(un)u−n dx = ‖u−n ‖λ,

daí (u−n ) é uma sequência limitada em H1(RN).
Agora mostremos que (u+

n ) é uma sequência limitada. De fato, suponha que ‖u+
n ‖ →

+∞. Seja ûn := u+
n

‖u+
n ‖

e note que (ûn) é limitada. Assim, e a menos de subsequências

ûn ⇀ û. Além disso, das imersões contínuas de Sobolev, existe K > 0 tal que ‖ûn‖2 ≤
K‖ûn‖λ = K e consequentemente, temos que

sup
y∈RN

∫
B1(y)

|ûn|2dx ≤ K.

Logo, um dos casos abaixo deve ocorrer:

Caso 1: lim sup
n→∞

supy∈RN

∫
B1(y)

|ûn|2dx > 0,

Caso 2: lim sup
n→∞

supy∈RN

∫
B1(y)

|ûn|2dx = 0.

Suponhamos que o Caso 2 ocorre, e seja L > 1. Então

I

(
L

‖u+
n ‖λ

u+
n

)
=

1

2
L2 −

∫
RN
a(x)F

(
L

‖u+
n ‖λ

u+
n

)
dx.

Dado ε > 0 e 2 ≤ p ≤ 2∗ e por (1.3), temos∫
RN
a(x)F

(
L

‖u+
n ‖λ

u+
n

)
dx ≤

∫
RN

ε

2λ
L2a(x)(λû2

n)dx+ CLp
∫
RN
a(x)ûpndx

< a∞

∫
RN

ε

2λ
L2(λû2

n)dx+KLp
∫
RN
ûpndx.

Como, a menos de subsequência

lim
n→∞

supy∈RN

∫
B1(y)

|ûn|2dx = 0,

e pelo Lema de Lions( Lema 1.21 em [24]), temos que∫
RN
ûpndx→ 0.

Ainda,

λ

∫
RN
û2
ndx ≤ ‖ûn‖2

λ = 1.
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Assim, ∫
RN
a(x)F

(
L

‖u+
n ‖λ

u+
n

)
dx <

εa∞
2λ

L2 + on(1).

Tomando ε = λ
2a∞

, obtemos

I

(
L

‖u+
n ‖λ

u+
n

)
>
L2

2
−
(
L2

4
+ on(1)

)
=
L2

4
− on(1).

A suposição ‖u+
n ‖λ → +∞ implica que L

‖u+
n ‖λ
∈ (0, 1) para n su�cientemente grande.

Consequentemente

max
t∈[0,1]

I(tu+
n ) ≥ I

(
L

‖u+
n ‖λ

u+
n

)
>
L2

4
− on(1).

Seja tn ∈ (0,1] tal que I(tnu
+
n ) = maxt∈[0,1] I(tu+

n ). Então

I(tnu
+
n ) >

L2

4
− on(1). (5.1)

Mas, desde que tn ≤ 1, usando (f3) obtemos

I(tnu
+
n ) = I(tnu

+
n )− 1

2
I ′(tnu

+
n )(tnu

+
n )

=

∫
RN
a(x)

(
1

2
f(tnu

+
n )(tnu

+
n )− F (tnu

+
n )

)
dx

≤ D

∫
RN
a(x)

(
1

2
f(u+

n )(u+
n )− F (u+

n )

)
dx

= D

(
I(u+

n )− 1

2
I ′(u+

n )u+
n

)
≤ D

(
I(un)− 1

2
I ′(u+

n )u+
n

)
= Dd+ on(1).

ou seja,

I(tnu
+
n ) ≤ Dd+ on(1). (5.2)

Juntando (5.1) e (5.2), temos

L2

4
− on(1) < I(tnu

+
n ) ≤ Dd+ on(1).

Tomando L > 0 su�cientemente grande, chegamos a uma contradição. Logo o Caso 2 não
pode ocorrer.

Por outro lado, suponha o Caso 1 ocorre, isto é,

lim sup
n→∞

supy∈RN

∫
B1(y)

|ûn|2dx = δ > 0.

Seja então (yn) uma sequência tal que∫
B1(yn)

|ûn|2dx >
δ

2
(5.3)
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Suponhamos inicialmente que |yn| → ∞. Considerando que ûn(· + yn) ⇀ ū(·) e fazendo
n→∞ em (5.3), obtemos ∫

B1(0)

|ûn(x+ yn)|2dx > δ

2
.

Assim, ∫
B1(0)

|ū(x)|2dx ≥ δ

2

pois ûn(·+yn)→ ū(·) em L2(B1(0)) a menos de subsequência . Logo ū 6= 0 e então, existe
Ω ⊂ B1(0) com |Ω| > 0 tal que

0 < |ū| = lim
n→∞

|ûn(x+ yn)| = lim
n→∞

|u+
n (x+ yn)|
‖u+

n ‖λ
∀x ∈ Ω.

Novamente usando a hipótese ‖u+
n ‖λ → +∞, segue-se que

u+
n (x+ yn)→ +∞ ∀x ∈ Ω ⊂ B1(0).

Agora, pela condição (f3) e o Lema de Fatou, obtemos

lim
n→∞

inf

∫
RN

(
1

2
f(u+

n (x+ yn))u+
n (x+ yn)− F (u+

n (x+ yn))

)
dx

≥
∫

Ω

lim
n→∞

inf

(
1

2
f(u+

n (x+ yn))u+
n (x+ yn)− F (u+

n (x+ yn))

)
dx

= +∞,

ou seja

lim
n→∞

inf

∫
RN

(
1

2
f(u+

n (x+ yn))u+
n (x+ yn)− F (u+

n (x+ yn))

)
dx→ +∞. (5.4)

Por outro lado, temos que

|I ′(u+
n )u+

n | = |I ′(un)u+
n | ≤ ‖I ′(un)‖‖u+

n ‖λ ≤ ‖I ′(un)‖(‖un‖λ + 1)→ 0,

logo I ′(u+
n )u+

n = on(1).
Pela condição (A1) com σ = infx∈RN a(x), temos∫

RN
σ

(
1

2
f(u+

n (x+ yn))u+
n (x+ yn)− F (u+

n (x+ yn))

)
dx ≤

∫
RN
a(x)

(
1

2
f(u+

n )u+
n − F (u+

n )

)
dx

= I(u+
n )− 1

2
I ′(u+

n )u+
n

≤ I(un)− 1

2
I ′(u+

n )u+
n < d+ 1

para n su�cientemente grande. O que contradiz (5.4).
Agora, se (yn) é limitada, |yn| ≤ R, R > 1, obtemos

δ

2
≤
∫
B1(0)

|ûn(x+ yn)|2dx ≤
∫
B2R(0)

|ûn(x+ yn)|2dx,
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e desde que ûn(·+ yn)→ ū em L2(B2R(0)), segue-se que

δ

2
≤
∫
B1(0)

|ū|2dx.

Analogamente ao caso anterior, existe Ω ⊂ B1(0) com |Ω| > 0 tal que

0 6= |ū| = lim
n→∞

|ûn(x+ yn)| = lim
n→∞

|u+
n (x+ yn)|
‖u+

n ‖λ
, ∀x ∈ Ω.

Segue o argumento como anteriormente para o caso em que |yn| → ∞ e chegamos a uma
contradição. Portanto, nenhum dos dois casos acontece, logo (u+

n ) é limitado, e o Lema
esta provado.

O seguinte passo é mostrar a existência de uma sequência de Cerami para o funcional
I no nível min-max c.

Lema 19 Seja c como em (4.1), então existe uma sequência (Ce)c para I, (un) ⊂ H1(RN).

Demonstração. Vamos utilizar o Teorema Ghoussoub-Preiss(Teorema 6 em [9], com
X = H1(RN) e φ = I, ver também [10]). Inicialmente consideremos z0 = 0 e z1 em
H1(RN), tal que I(z1) < 0. A existência de tal z1 é garantida pelas hipóteses geométricas
do Teorema do Passo da Montanha para funcional I. Também consideramos a variedade
de Pohozaev P

P = {u ∈ H1(RN) \ {0}; J(u) = 0}

o qual é um conjunto fechado.
A�rmação P separa z0 e z1.
De fato, observamos que z0 = 0 /∈ P e z1 /∈ P , pois como na demonstração do

Lema 14 J(z1) < NI(z1) < 0. Além disso, da prova do Lema 2(a), existe ρ > 0 tal
que, se 0 < ‖u‖ < ρ, então J(u) > 0. Podemos pensar H1(RN) \ P como {0} ∪ {u ∈
H1(RN)|J(u) > 0} ∪ {u ∈ H1(RN)|J(u) < 0}. Assim, existe uma bola Bα(0), com centro
em z0 em uma componente conexa C1 de {0}∪{u ∈ H1(RN)|J(u) > 0}, isto é, Bα(0) ⊂ C1.
Por outro lado, claramente z1 pertence à componente conexa de {u ∈ H1(RN)|J(u) < 0}.

Agora, como infu∈P I(u) = c pelo Lema 16, temos

P ∩ {u ∈ H1(RN); I(u) ≥ c} = P .

Logo pelo Teorema Ghoussoub-Preiss, temos garantida a existência de uma sequência
(un) ⊂ H1(RN) tal que se δ denota a métrica geodésica em H1(RN), de�nida por

δ(u, v) = inf

{∫ 1

0

‖h′(t)‖
1 + ‖h(t)‖

dt : h ∈ C1([0, 1], H1(RN)), h(0) = u, h(1) = v

}
.

Então

δ(un,P)→ 0, (5.5)

I(un)→ c, (5.6)

e

‖I ′(un)‖ (1 + ‖un‖λ)→ 0. (5.7)
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Lema 20 (Splitting). Seja un ∈ H1(RN) uma sequência limitada tal que

I(un)→ d e ‖I ′(un)‖(1 + ‖un‖λ)→ 0.

Substituindo por uma subsequência, se for necessário, existe uma solução ū de (1.1), um
número k natural, k funções u1, u2, ..., uk e k sequências de pontos (yjn) ∈ RN , 1 ≤ j ≤ k,
satisfazendo:

(a) un → ū em H1(RN) ou simultaneamente ocorre os seguentes fatos:

(b1) uj são soluções não triviais de (4.1);

(b2) |yjn| → ∞ e |yjn − yin| → ∞, i 6= j;

(b3) un −
∑k

i=1 u
i(x− yjn)→ ū;

(b4) I(un)→ I(ū) +
∑k

i=1 I∞(ui).

Observação 13 A prova deste lema pode ser encontrada na tese de R. Lehrer em que é
usado uma versão do Princípio de Concentração e Compacidade de P.L. Lions [16].

Corolário 3 Se I(un) → c∞ e ‖I ′(un)‖(1 + ‖un‖λ) → 0, então ou (un) é relativamente
compacto ou o Lema Splitting se estabelece com k = 1 e ū = 0.

Lema 21 O funcional I satisfaz a condição de Cerami (Ce) no nivel d ∈ (c∞, 2c∞).

Demonstração. Seja uma sequência (un) ∈ H1(RN) tal que I(un) → d e ‖I ′(un)‖(1 +
‖un‖λ) → 0. Pelo Lema 18 (un) é limitada. Logo aplicando o Lema 20, a menos de
subsequência, temos

un −
k∑
j=1

uj(x− yjn)→ ū em H1(RN),

donde uj é uma solução fraca do problema autônomo no in�nito (4.1) , |yjn| → ∞ e ū é
uma solução fraca da equação (1.1). Além disso,

I(un) = I(ū) +
k∑
j=1

I∞(uj) + on(1).

Desde que d < 2c∞, então k < 2. De fato fazendo n→∞ na igualdade anterior temos

2c∞ > d = I(ū) +
k∑
j=1

I∞(uj) ≥ I(ū) + kc∞ ≥ kc∞

daí

(2− k)c∞ > 0,

implica que k < 2. Assim se k = 1, temos dois casos para distinguir

(1) ū 6= 0, o qual implica I(ū) ≥ c∞ e consequentemente I(un) ≥ 2c∞ . Daí, como
I(un)→ d < 2c∞, se gera uma contradição.

(2) ū = 0, o qual implica que I(un)→ I∞(u1) = d.
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A�rmação I∞(u1) = c∞
De fato, como u1 é solução não trivial do problema autônomo no in�nito (4.1), então

0 = I ′∞(u1)(u−1 ) =

∫
RN

∇u1∇u−1 + λu1u
−
1 dx−

∫
RN

a∞f(u1)u−1 dx

=

∫
RN

∇(u+
1 + u−1 )∇u−1 + λ(u+

1 + u−1 )u−1 dx−
∫
RN

a∞f(u+
1 + u−1 )u−1 dx

=

∫
RN

∇u−1∇u−1 + λu−1 u
−
1 dx =

∫
RN

∣∣∇u−1 ∣∣2 + λ(u−1 )2dx

=
∥∥u−1 ∥∥λ2

,

onde u−1 := min {u1, 0} . Assim, necessariamente temos que u1 ≥ 0 e pelo Principio do
Máximo u1 > 0. Também pela Unicidade de Solução Positiva do problema autônomo no
in�nito (ver [14] ) e o Lema 3.1 em [12], temos que

I∞(u1) = c∞.

Esta a�rmação gera uma contradição ao caso (2). Portanto em ambos casos chegamos
a uma contradição com o fato d ∈ (c∞, 2c∞). Assim k = 0 e a menos de subsequência
un → ū em H1(RN).

Lema 22 Se I(un)→ d > 0 e (un) ⊂ P, então a sequência (un) é limitada.

Demonstração. I(un) → d implica que (I(un)) é limitada em R. Agora, se un ∈ P
então

I(un) ≥ 1

N

∫
RN
|∇un|2dx,

e para n su�cientemente grande, temos

d+ 1 ≥ I(un) ≥ 1

N

∫
RN
|∇un|2dx,

portanto (‖∇un‖2) é limitado. Pelo Teorema de Sobolev, Glagliardo e Nirenberg (ver [6],
Teorema 9.9), segue-se que (‖un‖2∗) também é limitado.

Agora pela desigualdade (1.3) com 0 < ε < λ
a∞

, temos∫
a(x)F (un) ≤

∫
a(x)

( ε
2
|un|2 + c(ε)|u|2∗

)
≤ a∞

ε

2
‖un‖2

2 + C(ε)‖un‖2∗

2∗ .

Substituindo isto na expressão de I,

d+ 1 ≥ I(un)

≥ 1

2
‖∇un‖2

2 +
λ

2
‖un‖2

2 − a∞
ε

2
‖un‖2

2 − C(ε)‖un‖2∗

2∗

≥ 1

2
‖∇un‖2

2 +

(
λ

2
− a∞

ε

2

)
‖un‖2

2 − C(ε)‖un‖2∗

2∗

≥
(
λ

2
− a∞

ε

2

)
‖un‖2

2 − C(ε)‖un‖2∗

2∗ .
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Desde que
(
λ
2
− a∞ ε

2

)
> 0, se ‖un‖2 →∞ daria uma contradição. Portanto (un) é limitada

no espaço H1(RN).
Em seguida, apresentamos a função baricentro, a qual será crucial para provar a exis-

tência de uma solução do problema (1.1), antes de�nir tal função consideremos o seguinte.
Seja u 6= 0 ∈ H1(RN) de�nimos:

µ(u)(x) :=
1

|B1|

∫
B1(x)

|u(y)|dy,

onde µ(u) ∈ L∞(RN) e µ é uma função contínua. Seguidamente, tomamos

û(x) =

[
µ(u)(x)− 1

2
maxµ(u)

]+

.

Note que û ∈ C0(RN).

De�nição 10 O baricentro de u 6= 0 é

β(u) =
1

‖û‖1

∫
RN
xû(x)dx ∈ RN .

Desde que û têm suporte compacto, por de�nição, β(u) está bem de�nido. A função
baricentro β satisfaz as seguintes propriedades:

(a) β é uma função contínua em H1(RN) \ {0}.

(b) Se u é radial, então β(u) = 0.

(c) Dado y ∈ RN e de�nindo uy(x) := u(x− y), então β(uy) = β(u) + y.

Agora de�nimos

b := inf {I(u);u ∈ P e β(u) = 0} ,

onde é claro que b ≥ c∞. Além disso, o seguinte resultado é verdadeiro.

Lema 23 b > c∞.

Demonstração. Suponha por contradição, que b = c∞. Pela de�nição de b existe um
sequência (un) ⊂ {I(u);u ∈ P e β(u) = 0} tal que

I(un) < b+
1

n
.

Logo pelo Lema 22, (un) é limitada. Note que, pelo Lema 15 e Lema 16 b = p. Então
(un) é também uma sequência minimizante de I em P . Logo pelo Principio Variacional
de Ekeland ( Teorema 8.5 em [24]) existe outra sequência (ũn) ⊂ P tal que:

• I(ũn)→ p;

• I ′|P(ũn)→ 0;

• ‖ũn − un‖λ → 0.
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Agora, desde que a variedade de Pohozaev é um vínculo natural para o funcional I, temos
que I ′(ũn)→ 0. Além disso (ũn) é limitada, pois

‖ũn‖λ ≤ ‖ũn − un‖ − λ+ ‖un‖λ.

Também como β(un) = 0 e β é uma função contínua em un e ‖ũn − un‖ → 0, temos

|β(ũn)− β(un)| → 0,

e daí β(ũn) é limitada.
Consequentemente, a sequência (ũn) satisfaz as hipóteses do Corolário 3 e desde que

p = c∞ não é atingido, então o Lema de Splitting se estabelece com k = 1 e ū = 0. Logo

ũn − u1(· − yn)→ 0,

onde |yn| → ∞ e u1 é solução do problema autônomo no in�nito (4.1). Por translação,
obtemos

ũn(·+ yn)→ u1(·).

Desde que o baricentro β é continua, temos

β(ũn(·+ yn))→ β(u1(·)).

Por outro lado,

|β(ũn(·+ yn))| = |β(ũn)− yn| ≥ |yn| − |β(ũn)|.

Daí, se n→∞ temos que |β(ũ(·+ yn))| → ∞, o que é uma contradição . Assim b > c∞.

Agora consideremos novamente a solução de menor energia positiva e simetricamente
radial w ∈ H1(RN) do problema autônomo no in�nito (4.1). De�nimos o operador Π :
RN → P por

Π[y](x) = w

(
x− y
θy

)
,

onde θy é exatamente o número real θ no qual w(·−y) se projeta na variedade de Pohozaev
P .

A�rmação Π é uma função contínua de y.
De fato, a composição y 7→ w(· − y) 7→ θy(w(· − y)) é contínua, desde que (· − y), w e

θy são contínuos. Consequentemente a nova composição

Π[y] = w

(
· − y
θy

)
é contínua.

Veri�quemos algumas propriedades do operador Π:

Lema 24 β(Π[y](x)) = y.
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Demonstração. Seja v(x) = w
(
x−y
θy

)
, então

µ(v(·))(x) =
1

|B1|

∫
B1(x)

|v(z)|dz

=
1

|B1|

∫
B1(x)

∣∣∣∣w(x− yθy

)∣∣∣∣ dz
=

1

|B1|

∫
B1(x−y)

∣∣∣∣w( ξ

θy

)∣∣∣∣ dz
= µ

(
w

(
·
θy

))
(x− y)

e ainda mais, que v̂(x) = ŵ
(
·
θy

)
(x− y). Avaliando β em v, e pelo fato que a norma em

L1(RN) é invariante sobre translação, obtemos

β(v) =
1

‖v̂‖1

∫
RN
xv̂(x)dx

=
1

‖v̂‖1

∫
RN
xŵ

(
·
θy

)
(x− y)dx

=
1

‖v̂‖1

∫
RN

(z + y)ŵ

(
·
θy

)
(z)dz

=
1

‖v̂‖1

∫
RN
zŵ

(
·
θy

)
(z)dz +

1

‖v̂‖1

∫
RN
yŵ

(
·
θy

)
(z)dz

= β

(
w

(
·
θy

))
+

y

‖v̂‖1

∫
RN
v̂(y + z)dz

= 0 + y = y,

onde também usamos β(u) = 0 se u é simétrico radialmente.

Lema 25 I(Π[y])→ c∞ quando |y| → ∞.

Demonstração. De fato, Π[y] ∈ P , e em P o funcional pode ser escrito como

I(Π[y]) =
1

N

∫
RN

∣∣∣∣∇w(x− yθy

)∣∣∣∣2 dx+
1

N

∫
RN
∇a(x) · xF

(
w

(
x− y
θy

))
dx. (5.8)

Além disso, como w ∈ P∞, temos

I∞(w) =
1

N

∫
RN
|∇w|2dx.

Fazendo uma mudança de variáveis em (5.8), obtemos

I(Π[y]) =
θN−2
y

N

∫
RN
|∇w|2 dx+

θNy
N

∫
RN
∇a(θyx+ y) · (θyx+ y)F (w) dx (5.9)

= θN−2
y I∞(w) +

θNy
N

∫
RN
∇a(θyx+ y) · (θyx+ y)F (w) dx. (5.10)

Pela condição (1.2) e θy → 1, quando |y| → ∞, temos

∇a(θyx+ y) · (θyx+ y)F (w(x))→ 0 q.t.p. em RN .
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Agora, se |yn| → ∞ então

∇a(θynx+ yn) · (θynx+ yn)F (w(x))→ 0 q.t.p. em RN ,

e também para ε > 0, 2 ≤ p ≤ 2∗ e usando a condição (A4) e (1.3), obtemos

|∇a(θynx+ yn) · (θynx+ yn)F (w(x))| ≤ Na∞|F (w(x))|

≤ Na∞ε

2
|w(x)|2 +Na∞C|w(x)|p := h(x),

com ∫
RN
h(x)dx <∞.

Assim pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos que∫
RN
∇a(θyx+ y) · (θyx+ y)F (w(x)) dx→ 0 quando |y| → +∞.

Consequentemente fazendo |y| → +∞ em (5.10), se |y| → +∞, temos I(Π[y])→ c∞.

Lema 26 Suponha que

(A6) supx∈RN |a∞ − a(x)| < 2a∞c∞
θ̄N‖w‖2λ

,

onde θ̄ = supy∈RN θy. Então I(Π[y]) < 2c∞.

Demonstração. Observamos inicialmente que∫
RN
F (Π[y]) dx =

∫
RN
F

(
w

(
x− y
θy

))
dx = θNy

∫
RN
F (w) dx.

Como w ∈ P∞, temos

N − 2

2

∫
RN

|∇w|2 dx = N

∫
RN

a∞F (w)− λw
2

2
dx

ou equivalentemente,

N

∫
RN

a∞F (w)dx =
N − 2

2

∫
RN

|∇w|2 dx+
N

2

∫
RN

λw2dx

<
N

2

∫
RN

|∇w|2 dx+
N

2

∫
RN

λw2dx

=
N

2
‖w‖2

λ.

Logo ∫
RN

F (w)dx <
1

2a∞
‖w‖2

λ

e assim ∫
RN
F (Π[y]) dx <

θNy
2a∞
‖w‖2

λ. (5.11)
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Por outro lado, temos que

I∞(Π[y]) =
1

2

∫
RN

∣∣∣∣∇w(x− yθy

)∣∣∣∣2 dx− ∫
RN
a∞F

(
w

(
x− y
θy

))
− λ

2
w2

(
x− y
θy

)
dx

=
1

2

∫
RN

∣∣∣∣∇w( x

θy

)∣∣∣∣2 dx− ∫
RN
a∞F

(
w

(
x

θy

))
− λ

2
w2

(
x

θy

)
dx

= I∞(w(·/θy)) < I∞(w) = c∞,

pois o máximo da função t 7→ I∞(w(·/t)) é atingido em t = 1 e θy > 1. Logo,

I∞(Π[y]) < c∞ (5.12)

De (5.11) e (5.12), temos que

I(Π[y]) = I∞(Π[y]) + (I(Π[y])− I∞(Π[y]))

< c∞ +

∫
RN

(a∞ − a(x))F (Π[y]) dx

< c∞ +
2a∞c∞
θ̄N‖w‖2

λ

∫
RN
F (Π[y]) dx

< c∞ +
2a∞c∞
θ̄N‖w‖2

λ

θNy
2a∞
‖w‖2

λ ≤ 2c∞.

Assim, temos que I(Π[y]) < 2c∞.
Vamos agora apresentar uma versão do Teorema de Linking para sequências de Cerami

(ver o Teorema 2.3 em [4]).

De�nição 11 Seja S um subconjunto fechado de um espaço de Banach X, e seja Q uma
subvariedade de X com fronteira relativa ∂Q. Dizemos que S e ∂Q "link"se:

(1) S ∩ ∂Q = ∅;

(2) para qualquer h ∈ C0(X,X) tal que h|∂Q = id, vale h(Q) ∩ S 6= ∅.

Ainda, se S e ∂Q são como acima e B é um subconjunto de C0(X,X), então S e ∂Q
"link"com respeito à B, se (1) vale e se (2) vale para qualquer h ∈ B.

Teorema 10 (Linking) Suponha que I ∈ C1(X,R) seja um funcional que satisfaz a con-
dição (Ce). Considere S um subconjunto fechado de X e uma subvariedade Q ⊂ X com
fronteira ∂Q. Suponha também que

• S e ∂Q "link";

• α = infu∈S I(u) > supu∈∂Q I(u) = α0;

• supu∈Q I(u) < +∞.

Se B = {h ∈ C0(X,X);h|∂Q = id}, então l = infh∈B supu∈Q I(h(u)) de�ne um valor crí-
tico de I, com l ≥ α

Demonstração do Teorema 1.1. Como Π[y] ∈ P então I∞(Π[y]) < I(Π[y]), para
qualquer y ∈ RN . Pelo Lema 25 e do fato de que b > c∞, existe ρ̄ > 0 tal que para todo
ρ ≥ ρ̄,

c∞ ≤ max
|y|=ρ

I(Π[y]) < b.
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Na verdade,

c∞ < max
|y|=ρ

I(Π[y]).

De fato, suponha que

c∞ = max
|y|=ρ

I(Π[y]),

então

c∞ = I(w) = I(Π[y0]) para algum |y0| = ρ̄.

Logo,

0 >
1

N
(1− θN−2

y0
)

∫
RN
|∇w|2dx =

θN

N

∫
RN
∇a(x) · xF (w)dx > 0,

o que é uma contradição. Portanto

c∞ < max
|y|=ρ

I(Π[y]) < b (5.13)

Para poder usar o Teorema do Linking, de�nimos

Q := Π
(
Bρ̄(0)

)
e S := {u ∈ P ; β(u) = 0}.

Mostremos que ∂Q e S "link". De fato, pelo Lema 24, temos β(Π[y]) = y e então

∂Q ∩ S = ∅.

De fato, se u ∈ ∂Q ∩ S então u ∈ ∂Q e u ∈ S. Logo existe |y0| = ρ̄ tal que

β(u) = β(Π[y0]) = y0 (5.14)

pelo Lema 24. Por outro lado, como u ∈ S então β(u) = 0 o qual contradiz (5.14).
Mostremos agora que h(Q) ∩ S 6= ∅, para qualquer h ∈ H, onde

H = {h ∈ C(Q,P); h|∂Q = id}.

Dada h ∈ H, de�nimos T : Bρ̄(0)→ RN por

T (y) = β ◦ h ◦ Π[y].

A função T é continua, pois é composição de funções contínuas. Além disso, para qualquer
|y| = ρ̄ temos que Π[y] ∈ ∂Q. Então h (Π[y]) = Π[y] pois h|∂Q = id e, pelo Lema 24,
T (y) = y.

A�rmação. Existe um ỹ ∈ Bρ̄ tal que T (ỹ) = 0.

De fato, suponha que T (y) 6= 0 para todo y ∈ B̄ρ̄, então de�na M : Bρ̄(0) → Bρ̄(0)
por

M(x) = − ρ̄T (y)

‖T (y)‖
.
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Note que M veri�ca M(Bρ̄(0)) ⊂ Bρ̄(0), pois ‖M(y)‖ = ρ̄. Além disso M é contínua pois
T é contínua. Portanto pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, a função M tem ponto
�xo em B̄ρ̄. Seja y0 tal ponto �xo de M , isto é, M(y0) = y0. Desta forma

‖y0‖ = ‖M(y0)‖ = ρ̄ > 0.

Por outro lado,

ρ̄2 =< y0,M(y0) >=

〈
y0,−

ρ̄T (y0)

‖T (y0)‖

〉
= − ρ̄

‖T (y0)‖
< y0, y0 >< 0

o que é uma contradição. Assim existe ỹ ∈ Bρ̄(0) tal que T (ỹ) = 0. Em particular
ỹ ∈ Bρ̄(0) o que implica que h(Π[ỹ]) ∈ S. Portanto, ∂Q e S "link".

Ainda, das de�nições de b e Q e a desigualdade (5.13), podemos escrever

b = inf
S
I > max

∂Q
I.

De�nimos

d = inf
h∈H

max
u∈Q

I(h(u)),

o qual esta bem de�nida, pois desde que

Q = Bρ̄(0)

é compacto e h(u) ∈ P , então

max
u∈Q

I(h(u)) ≥ c∞

e então

inf
h∈H

max
u∈Q

I(h(u)) ≥ c∞.

Além disso, temos que d ≥ b. Com efeito, como h(Q) ∩ S 6= ∅, para toda h ∈ H, existe
w ∈ S tal que w também pertence à h(Q), isto é, existe v ∈ Π

(
Bρ̄(0)

)
tal que w = h(v).

Assim,

I(h(v)) = I(w) ≥ inf
u∈S

I(u) = b

o que implica que

d = inf
h∈H

max
u∈Q

I(h(u)) ≥ b.

Em particular, temos que d > c∞, pois b > c∞ pelo Lema 23. Ainda, se tomamos
h = id, temos

d = inf
h∈H

max
u∈Q

I(h(u)) ≤ max
u∈Q

I(u) < 2c∞,

onde usamos o Lema 26. Logo d ∈ (c∞, 2c∞). Portanto, temos pelo Lema 21 que a
condição de Cerami é satisfeita no nível d e assim podemos aplicar o Teorema de Linking
e concluir que d é um valor crítico para o funcional I. Logo, é garantida a existência de
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uma solução não nula u para a equação (1.1). Além disso, u é uma solução positiva da
equação (1.1). Com efeito

0 = I ′(u)(u−) =

∫
RN

∇u∇u− + λuu−dx−
∫
RN

a(x)f(u)u−dx

=
∥∥u−1 ∥∥λ2

,

onde u− := min {u, 0}. Logo u ≥ 0. Colocando a equação (1.1) em u na forma

∆u− λu = −a(x)f(u) ≤ 0,

e usando o Principio do Máximo Fraco( Teorema 3.5 em [11] ), temos que u > 0.





Capítulo

6
Considerações Finais

Neste trabalho foi estudado uma versão estacionária da equação de Schrödinger não-
linear assintoticamente linear no in�nito e o objeto principal do estudo foi artigo de A.
Maia e R. Lehrer em [15]. Este tipo de problemas são recentes e vem sendo tratado na
área de Equações Diferenciais Parciais.

No capítulo introdutório é enunciado o Teorema 1.1 e o Teorema 1.2 que são os obje-
tivos deste trabalho, onde o primeiro mostra a existência de uma solução positiva para o
problema (1.1) e o segundo mostra a não existência de solução para este problema. No
segundo capítulo foi apresentado estudos preliminares indispensáveis para abordar as téc-
nicas necessárias a �m de se obter soluções da equação, resultados de Análise Não-Linear
compõem o capítulo como uma versão do Teorema do Passo da Montanha. No terceiro
foi enunciado a identidade e variedade de Pohozaev para o problema (1.1). Já no quarto
Capítulo demostra-se o Teorema 1.2, que mostra a não existência de solução do problema
(1.1) restrito à variedade de Pohozev P . Finalmente no quinto Capítulo demostra-se o
Teorema 1.1, o qual mostra a existência de uma solução positiva para o problema (1.1)
sobre um subconjunto da variedade de Pohozev P , onde foi usado o Teorema de Linking
e a função baricentro.

No desenvolvimento do trabalho tive a oportunidade de aprimorar o meus conhecimen-
tos aprendidos em aula, além de conhecer vários outros trabalhos visando este assunto,
onde diferentes técnicas são utilizadas, me proporcionando assim uma certa familiaridade
com as formas de abordagem das Equações Diferenciais Parciais Elípticas. Tal familiari-
dade julgo ser fundamental para dar continuidade aos meus estudos em nível de doutorado,
quer seja nesta área ou em outras áreas da Matemática.
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Apêndice

A
Um problema modelo de (1.1)

Consideremos o problema

−∆u+ λu = a(x)
u3

1 + u2
, em RN

com a(x) = a∞ − 1
|x|+k , k >

1
a∞

e a∞ > λ constantes positivas. A função a(x) satisfaz

(A1)-(A5) e a função f(s) = s3

1+s2
satisfaz (f1)− (f3). De fato,

(A1) a ∈ C2(RN ,R+) pois é a diferença de dois funções de classe C∞. Também, temos
que

a(x) = a∞ −
1

|x|+ k
> a∞ −

1

k
> 0.

Daí

inf
x∈RN

a(x) > a∞ −
1

k
> 0;

(A2)

lim
|x|→∞

a(x) = lim
|x|→∞

(
a∞ −

1

|x|+ k

)
= a∞ > λ;

(A3) ∇a(x) · x = |x|
(|x|+k)2 ≥ 0

(A4) a(x) + ∇a(x)·x
N

< a∞.

De fato

a(x) +
∇a(x).x

N
= a∞ −

1

|x|+ k
+

|x|
N(|x|+ k)2

= a∞ +
(1−N) |x| −Nk
N(|x|+ k)2 < a∞;

(A5) a(x) + x·H(x)·x
N

≥ 0 .

69
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Com efeito, primeiro observemos que

x ·H(x) · x =
N∑
j=1

N∑
i=1

xixj
∂2a(x)

∂xj∂xi

=
N∑
j=1

N∑
i=1

(
x2
i

|x|(|x|+ k)2
− x4

i

|x|3(|x|+ k)2
− 2x4

i

|x|2(|x|+ k)3

−
2x2

ix
2
j

|x|3(|x|+ k)2
−

4x2
ix

2
j

|x|2(|x|+ k)3

)
=

|x|
(|x|+ k)2

− |x|4

|x|3(|x|+ k)2
− 2|x|2

(|x|+ k)3

= − 2|x|2

(|x|+ k)3
.

Assim,

∇a(x) · x+
x ·H(x) · x

N
=

|x|
(|x|+ k)2

− 2|x|2

(|x|+ k)3

=
Nk|x|+ (N − 2)|x|2

N(|x|+ k)3
≥ 0.

Também a função f(s) = s3

1+s2
satisfaz as hipóteses (f1)− (f3). De fato,

(f1) f ∈ C2(R+,R+), pois f(s) é uma função racional e f(s) = s3

1+s2
> 0 para todo s > 0.

Também se veri�ca que, lim
s→0

f(s)
s

= lim
s→0

s3

1+s2

s
= lim

s→0

s2

1+s2
= 0;

(f2) lim
s→∞

f(s)
s

= lim
s→∞

s2

1+s2
= lim

s→∞
1

1
s2

+1
= 1;

(f3) Se F (s) =
∫ s

0
f(t)dt =

∫ s
0

s3

1+s2
= s2

2
− ln(s2 + 1) então

Q(s) =
1

2
f(s)s− F (s) =

1

2

s4

1 + s2
− s2

2
+ ln(s2 + 1) =

−s2

2(1 + s2)
+ ln(s2 + 1), para todo s > 0.

De fato, se s > 0 então 1 + s2 > 1. Daí, fazendo uma mudança de variável t =
1 + s2 > 1, temos

R(t) =
1− t

2t
+

1

2
ln t

derivando esta nova função, obtemos

R′(t) =
2t− 2

4t2
> 0.

Logo R é uma função crescente. Em particular, R(t) > 0 para todo t > 1. Con-
sequentemente Q(s) > 0 para todo s > 0. Agora, antes de mostrar que existe um
D ≥ 1 tal que

Q(s) ≤ DQ(t) para todo 0 < s ≤ t,

mostremos a seguinte a�rmação.
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A�rmação: Se f é diferenciável, então f(s)
s

é não decrescente para s > 0 se, e
somente se Q(s) é não decrescente para s > 0.

De fato, derivando f(s)
s
, temos(

f(s)

s

)′
=
f ′(s)s− f(s)

s2
≥ 0.

Por outro lado, derivando Q(s) obtemos

Q′(s) =
1

2
(f ′(s)s− f(s)) =

(
f(s)

s

)′
s2 ≥ 0.

Logo, f(s)
s

é não decrescente se, e somente se Q(s) é não decrescente para todo s > 0.

Assim, pela a�rmação feita, basta mostrar que f(s)
s

= s2

1+s2
seja não decrescente para

todo s > 0, para estabelecer que existe D = 1 tal que Q(s) ≤ DQ(t) para todo 0 <
s ≤ t.

De fato, (
f(s)

s

)′
=

2s

(1 + s2)2
> 0.

Finalmente, temos que

lim
s→∞

Q(s) = lim
s→∞

(
1

2

s4

1 + s2
− s2

2
+ ln(s2 + 1)

)
= lim

s→∞

(
−s2

2(1 + s2)
+ ln(s2 + 1)

)
= +∞





Apêndice

B
Regularidade da função I e J

Proposição B.1 O funcional associado com o problema (1.1) é dado por

I(u) =
1

2

∫
RN

|∇u|2 + λu2 −
∫
RN

a(x)F (u)dx

é de classe C1(H1(RN),R).

Demonstração. De fato, inicialmente vamos a calcular a derivada de Gateux DI.

I(u+ tv)− I(u)

t
=

∫
RN

(
∇u∇v + λuv +

t

2

(
|∇v|2

)
+
λt

2
v2

)
dx−

∫
RN

a(x)

[
F (u+ tv)− F (u)

t

]
dx.

De�nimos a função

g(θ) := F (u+ θtv) para todo θ ∈ [0, 1].

Note que g é continua em [0, 1] e diferenciável em (0, 1), logo pelo Teorema do Valor Meio
existe α ∈ (0, 1) tal que

F (u+ tv)− F (u) = f(u+ αtv)tv.

Assim,

I(u+ tv)− I(u)

t
=

∫
RN

∇u∇v + λuv +
t

2

(
|∇v|2

)
+
λt

2
v2dx−

∫
RN

a(x)f(u+ αtv)vdx.

Agora, usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue na anterior igualdade
e fazendo t→ 0, temos que a derivada de Gateux de I é

DI(u)v = lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)

t
=

∫
RN

(∇u∇v + λuv)dx−
∫
RN

a(x)f(u)vdx.

73



B. Regularidade da função I e J 74

Seguidamente, mostremos que o operador DI é continuo em u ∈ H1(RN). De fato, seja
(un) uma sequência em H1(RN) tal que un → u e seja v ∈ H1(RN) com ‖v‖ ≤ 1, então

|[DI(un)−DI(u)]v| =

∣∣∣∣∣∣
∫
RN

(∇un∇v + λunv)dx−
∫
RN

a(x)f(un)vdx−
∫
RN

(∇u∇v + λuv)dx

+

∫
RN

a(x)f(u)vdx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∫
RN

(∇(un − u)∇v + λ(un − u)v)dx−
∫
RN

a(x)(f(un)− f(u))vdx

∣∣∣∣∣∣
≤
∫
RN

(|∇(un − u)||∇v|+ λ|un − u||v|)dx+

∫
RN

a(x)|f(un)− f(u)||v|dx

≤
(∫

RN
|∇un − u|2dx

) 1
2
(∫

RN
|∇v|2

) 1
2

+

(∫
RN
λ(un − u)2

) 1
2
(∫

RN
λv2dx

) 1
2

+
a∞√
λ

(∫
RN
|f(un)− f(u)|2dx

) 1
2
(∫

RN
λv2dx

) 1
2

≤ ‖un − u‖λ‖v‖λ + ‖un − u‖λ‖v‖λ +
a∞√
λ
‖f(un)− f(u)‖L2(RN )‖v‖λ.

Por outro lado das imersões continuas de Sobolev,

un → u em Lp(RN) com 2 ≤ p ≤ 2∗.

do Teorema do Vainberg (ver o Teorema 4.9 em [6]), existe (unj) ⊂ (un) e g ∈ Lp(RN) tal
que

unj(x)→ u(x) q.t.p. em RN

e

|unj(x)| ≤ g(x) q.t.p. em RN .

Desde que f é uma função continua, temos

|f(unj(x))− f(u(x))|2 → 0 q.t.p. em RN

e como as condições (f1) e (f2), implicam que

|f(s)| ≤M |s| para todo s ∈ R. (B.1)

Logo

|f(unj(x))− f(u(x))|2 ≤ 4(|f(unj(x))|2 + |f(u(x))|2)

≤M2|unj(x)|2 +M2|u(x)|2

≤M2g2(x) +M2g2(x) = 2M2g2(x),

com ∫
RN

2M2g2(x) <∞.
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Assim, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,temos

‖f(un)− f(u)‖L2(RN ) → 0.

Assim,

‖DI(unj)−DI(u)‖ = sup
‖v‖≤1

|[DI(un)−DI(u)]v|

≤ ‖un − u‖λ + ‖un − u‖λ +
a∞√
λ
‖f(un)− f(u)‖L2(RN ) = on(1).

Agora, suponha que exista (unk) ⊂ (un) tal que

DI(unk) 9 DI(u),

então fazendo todo o anterior para o caso unk → u em H1(RN), temos a menos de
subsequência que

DI(unk)→ DI(u),

o gera uma contradição à suposição feita. Portanto

DI(un)→ DI(u),

consequentemente DI(u) = I ′(u) e I ∈ C1(H1(RN),R).

Proposição B.2 O funcional associado a identidade de Pohozaev de (1.1) é dado por

J(u) =
N − 2

2

∫
RN

|∇u|2 −N
∫
RN

G(x, u)dx−
∫
RN

∇a(x) · xF (u)

com G(x, u) = a(x)F (u)− λu2

2
, é de classe C1(H1(RN),R).

Demonstração. Como na anterior demonstração vamos primeiramente a calcular a
derivada de Gateux DJ.

J(u+ tv)− J(u)

t
= (N − 2)

∫
RN

(
∇u∇v +

t

2
|∇v|2

)
dx+N

∫
RN

λuv +
λt

2
v2dx

−N
∫
RN

(
a(x) +

∇a(x) · x
N

)
F (u+ tv)− F (u)

t
dx.

De�nimos a função

ḡ(θ) := F (u+ θtv) para todo θ ∈ [0, 1].

Note que ḡ é continua em [0, 1] e diferenciável em (0, 1), logo pelo Teorema do Valor Meio
existe α ∈ (0, 1) tal que

F (u+ tv)− F (u) = f(u+ αtv)tv.

Daí,

I(u+ tv)− I(u)

t
= (N − 2)

∫
RN

(
∇u∇v +

t

2
|∇v|2

)
dx+N

∫
RN

λuv + λtv2dx

−N
∫
RN

(
a(x) +

∇a(x) · x
N

)
f(u+ αtv)vdx,
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e fazendo t→ 0, temos que a derivada de Gateux de J é

DJ(u)v = (N − 2)

∫
RN

∇u∇vdx−N
∫
RN

(
a(x) +

∇a(x) · x
N

)
f(u)v − λuvdx.

Agora, mostremos que o operador DJ é continuo em u ∈ H1(RN). Com efeito, seja (un)
uma sequência em H1(RN) tal que un → u e seja v ∈ H1(RN) com ‖v‖ ≤λ, então

|[DJ(un)−DJ(u)]v| =

∣∣∣∣∣∣(N − 2)

∫
RN

∇un∇v −N
∫
RN

(
a(x) +

∇a(x) · x
N

)
f(un)v − λunvdx

−(N − 2)

∫
RN

∇u∇v +N

∫
RN

(
a(x) +

∇a(x) · x
N

)
f(u)v − λuvdx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣(N − 2)

∫
RN

∇(un − u)∇vdx−N
∫
RN

(
a(x) +

∇a(x) · x
N

)
(f(un)− f(u))vdx

−N
∫
RN

λ(un − u)vdx

∣∣∣∣∣∣
≤ (N − 2)

∫
RN

(|∇(un − u)||∇v|)dx+N

∫
RN

a∞|f(un)− f(u)||v|dx

+N

∫
RN
λ|un − u||v|dx

≤
(∫

RN
|∇un − u|2dx

) 1
2
(∫

RN
|∇v|2dx

) 1
2

+
a∞√
λ

(∫
RN
|f(un)− f(u)|2dx

) 1
2
(∫

RN
λv2dx

) 1
2

+N

(∫
RN
λ(un − u)2sdx

) 1
2
(∫

RN
λv2dx

) 1
2

≤ 2‖un − u‖λ‖v‖λ +
a∞√
λ
‖f(un)− f(u)‖L2(RN )‖v‖λ.

Além disso, das imersões continuas de Sobolev,

un → u em Lp(RN) com 2 ≤ p ≤ 2∗.

Do Teorema do Vainberg, existe (unj) ⊂ (un) e g ∈ Lp(RN) tal que

unj(x)→ u(x) q.t.p. em RN

e

|unj(x)| ≤ g(x) q.t.p. em RN .

Desde que f é uma função continua, temos

|f(unj(x))− f(u(x))|2 → 0 q.t.p. em RN ,
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e como

|f(unj(x))− f(u(x))|2 ≤ 4(|f(unj(x))|2 + |f(u(x))|2)

≤M2|unj(x)|2 +M2|u(x)|2

≤M2g2(x) +M2g2(x) = 2M2g2(x).

Logo do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

‖f(un)− f(u)‖L2(RN ) → 0.

Portanto,

‖DJ(unj)−DJ(u)‖ = sup
‖v‖≤1

|[DJ(un)−DJ(u)]v|

≤ 2‖un − u‖λ +
a∞√
λ
‖f(un)− f(u)‖L2(RN ) = on(1)

e consequentemente

DJ(un)→ DJ(u)

e DJ(u) = J ′(u) com J ∈ C1(H1(RN),R).
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