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“ Alguns dos axiomas devemos admitir;

se admitimos poucos mais dos estritamente
necessdrios, o dano nao é grande.

O essencial € aprender a raciocinar com 0s
axiomas uma vez admitidos. ”

A audiéncia em um teatro aceita
voluntariamente todos os postulados
1mpostos no inicto, mas uma vez que a cortina
€ levantada € inexordvel na incisao de logica.
Bem, isto € justo o mesmo em matemdtica”.
H. Poincaré



Resumo

Neste trabalho teorico em Equacoes Diferenciais Parciais Elipticas, iremos apresen-
tar uma abordagem diferente e mais geral na busca de solucao positiva da equacao de
Schrédinger assintoticamente linear no infinito

—Au+ M= a(z)f(u) em RY,

para N >3 e A > 0.

Métodos variacionais sao usados para o estudo da existéncia das solucoes fracas posi-
tivas sobre um apropriado subconjunto da variedade de Pohozaev associado ao problema,
sob certas condicoes na nao-linearidade.

Palavras-Chave:assintoticamente linear; identidade de Pohozaev; compacidade e con-
centracao; sequéncia de Cerami; baricentro.






Abstract

In this theoretical work in Elliptic Partial Differential Equation, we will present a
different and more general approach in the search of positive solution of asymptotically
linear Schrédinger equation

—Au+ M= a(z)f(u) in RY,

for N >3 and A > 0.

Variational methods are used to study the existence of the weak positive solutions on
an appropriate subset of Pohozaev manifold associated with the problem, under certain
assumptions on the nonlinearty.

Keywords: Asymptotically linear; Pohozaev identity; Concentration compactness; Ce-
rams sequence; Baricenter .
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e |A| ¢ a medida de Lebesgue de um subconjunto A C RY;
o C*(Q) = {u: Q— R";u é continuamente k vezes diferenciavel};

o CF(Q) = {u € C*; supp(u) é compacto };

SAL

o |lullzo(Q) = (Jo luldz)? ;
o LP(Q) ={u:Q — R;u é mensuravel e |[ul|,, ) < oo};
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o WmP(Q)={ue LP(Q); D € LP(Q) V|a| < m}, onde o & um multi-indice;

=

o fullwrsio) = (ST ID G 0))
o W"P(Q) = m, onde o fecho é tomado com respeito a norma ||-||ywmr(q);
o H™(Q) = Wm™2(Q);

o H"(Q) = W, onde o fecho é tomado com respeito a norma ||-|| gm.(q);

° Au:ZN 2u

i=1 9z2"
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CAPITULO

1

Introducao

No trabalho de P. Rabinowitz [18|, o autor trata a equagao de Schrédinger nao-linear

2

h
ity = =5 A+ V(2)y — VWP,

ondez € RV e 1 < p < £22. Procurando por solugio da forma i(z, t) = exp(—iEt/h)u(x),

temos a seguinte equacao diferencial parcial eliptica
—Au+b(z)u = f(r,u) em RY,

com condigoes sobre 70" ¢ ” f”. Uma das condig¢oes sobre f ¢ que t 12 f(x, t2) seja crescente
para todo t > 0 e z # 0, o qual permite restringir este problema a variedade de Nehari,
definida por:

N = {u € H'(RY)\ {0}; I'(u)u = 0},

onde I é o funcional energia associado ao problema.

Logo P. Rabinowitz mostra que o nivel min-max do Passo da Montanha coincide com o
infimo do funcional I restrito a variedade de Nehari N e além disso, este é um valor critico
para o funcional. Depois deste trabalho A. Maia e R. Lehrer [15] abordam a equagao de
Schrédinger assintoticamente linear no infinito,

—Au+ M= a(z)f(u) em RY, (1.1)

para N >3 e A > 0.
f(s)

As autoras A. Maia e R. Lehrer [15] consideram uma condi¢do mais geral que ——,
s

para s > 0, seja crescente. Uma pergunta natural seria se o problema (1.1) pode ser
tratado utilizando a variedade de Nehari, mas a resposta ¢ negativa pois no trabalho

()

de D.Costa e H. Tehrani em [8](Proposition 2.2), é provado que se G para s > 0 é
s

crescente e f(s) é assintoticamente linear no infinito, o caminho ~(¢) := I(tu) nao pode
intersectar a variedade de Nehari A/ para uma tnica t > 0. Esta é a principal razao pela
qual A. Maia e R. Lehrer [15] procuram uma abordagem diferente, usando a Identidade
de Pohozaev e sua variedade. A variedade de Pohozaev P permite-lhes encontrar uma
solucao positiva nos niveis maiores de energia. Para lograr isto as autoras se inspiraram
nos trabalhos recentes de Jeanjean e K. Tanaka [12] e A. Azzollini e A. Pomponio [2] dos

f(s)

quais os primeiros mostram sem a monotocidade de ——= para s > 0, que o nivel min-max
s

13
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do Passo da Montanha é o infimo do funcional I restrito a variedade de Pohozaev, e que
este é um valor critico para o funcional I. No segundo trabalho, mostram que o infimo do
funcional I restrito a variedade de Pohozev, nao ¢ atingido e que a variedade de Pohozev
¢ um vinculo natural para 1.

Neste trabalho, se realizara um estudo detalhado do artigo [15]|, onde sua principal
tarefa foi mostrar que todas as fungoes de H*(R™)\ {0} podem ser projetadas na variedade
de Pohozev, e para encontrar uma solugao positiva foi suficiente minimizar o funcional I
sobre um subconjunto de P.

Uma importante observagao a respeito do trabalho de A. Maia e R. Lehrer [15] é que
nao é possivel aplicar o Teorema do Passo da Montanha com a condicao de Palais-Smale
(PS) para este problema, pois a nao linearidade é assintoticamente linear no infinito, logo
nao satisfaz a condigdo de Ambrosetti e Rabinowitz. Por isso substitui-se esta condi¢ao
de compacidade pela condigao de Cerami [7]:

(Ce) O funcional I satisfaz a condigao de Cerami se, para qualquer sequéncia (u,) em
HY(RY) tal que I(u,) ¢ limitada e ||I'(u,)]|(1 + ||u,]|) — 0, entdo existe uma sub-
sequéncia de (u,) convergente.

Assume-se as seguintes condi¢oes sobre a fungao a:

(A1) a € C*(RY,RT), com inf a(z) > 0;

zERN

(A2) lim a(z) = oo > A;

|z| =00

(A3) Va(z).x > 0, para todo x € RY com a desigualdade estrita para um subconjunto
de medida de Lebesgue positiva de RY;

(A4) a(z) + Y422 < g para todo z € RY;

(A5) a(x) + # > 0, para todo z € RY, onde H representa a matriz hessiana da
funcao a.

Mais tarde neste trabalho assumiremos outra condi¢ao (A6), a qual requere que o
supremo de |a, — a(z)| ndo seja grande (ver o Lema 25).

Além disso consideremos as seguintes hipoteses sobre a funcao f:

(f1) f e C*(RT,RY), nné@ = 0;
S—

(f2) lim 12 =1
S§—00

(£3) se F(s) = [; f(t)dt e Q(s) = 5 f(s)s — F(s), entdo existe uma constante D > 1 tal
que:

0 < Q(s) < DQ(t), para todo 0 < s <t e lim Q(s) = oc.

5—00

Com tudo isto estabeleceremos o seguinte resultado de existéncia.

Teorema 1 Assumindo (Al) — (A6) e (f1) — (f3), entdo a equagao (1.1) possui solugdo
positiva u € H'(RY).

Além disso, também vamos provar o seguinte teorema de nao existéncia.
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Teorema 2 Suponha vdlidas (A1) — (A4) e (f1) — (f3). Entdo, p = irellf;[(u) nao é um

nivel critico para o funcional I, em particular, o infimo nao € atingido.
Observagao 1 As condigoes (A2), (A3) e (A4) implicam que
Va(z).x — 0, se |z| — oco. (1.2)

Observacao 2 Um problema modelo de (1.1) é
—Au+ A = a(x)u— em RN
B 1+ u?’

1
|z|+k”

ai e aso > A\ constantes positivas. Pode facilmente ser
oo

com a(x) = Goo — k >
verificado que a(x) e f(s) = ﬁ% satisfazem as hipdteses anteriores (ver Apéndice ).
FEstes problemas aparecem na dptica nao-linear e mais detalhes podem ser vistos em [22],

[23] e suas referéncias.

Observacao 3 Uma vez que estamos a procura de solucoes positivas, tomamos como de
costume f(s) definido em todo s € R, tornandof(s) =0 se s < 0.

Observacao 4 As condigoes (f1) e (f2) implicam que, dado € > 0 e 2 < p < 2%, existe
uma constante positiva C' = C(e,p) > 0 tal que para todo s € R,

[F(s)] < SJsf* + Cls]” (1.3)

Nossa proposta é apresentar o texto [15], de uma maneira que o torne mais acessivel
a um iniciante na area.

No inicio deste trabalho, foi necessario um estudo prévio de varios resultados abstratos
de Anélise Nao-Linear como a teoria das distribuicoes, espacos de Sobolev e uma versao
do Teorema do Passo da Montanha com a sequéncia de Cerami ver [3]. Estes resultados
serao apresentados no Capitulo 2.






CAPITULO

2

Preliminares

Neste capitulo inicialmente estudaremos a Teoria das Distribuicoes e os Espacos de
Sobolev, e concluiremos com uma versao do Teorema do Passo da Montanha, que mostra
a existéncia de uma sequéncia de Cerami em um nivel min-max(ver [3]).

2.1 Distribuicoes

Seja 2 C RN aberto e ¢ : Q — R uma funcio de classe C™.

Definicao 1 Chama-se suporte de ¢ ao fecho do conjunto nos quais ¢ nao se anula,
denotado por supp(p), isto €,

supp(¢) = {zr € Q; ¢(x) # 0}.

Se este conjunto € compacto, entao diz-se que ¢ tem suporte compacto.

Definicao 2 O espaco das funcoes ¢ de classe C'° com suporte compacto contido em 2
é um espago vetorial denotado por D(S2), cujos elementos chamamos de fungoes teste.

Agora definimos a convergéncia de sequéncias em D((2) , isto é.

Definicao 3 Uma sequéncia de funcoes {¢,,} em D(Q), é dita convergente para 0, se
existe um congunto compacto firo K C Q) tal que supp(édm) C K para todo m, com ¢, e
todas suas derwadas convergindo uniformemente para 0 em K.

Definicao 4 Seja T : D(2) — R um funcional linear. T é uma distribuicao em ) se
para toda ¢, — 0 em D(QY), tivermos que T(¢y,) — 0.

O espago das distribuigdes é denotado por D'(Q2). Se 2 = RY, denotamos D'(RY) =
D'

Exemplo 1 Seja f : Q2 — R localmente integrdvel, isto €, tal que para qualquer conjunto
compacto K C ),

K/\f\<+oo.

17
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Dada f localmente integravel, entao o seguinte funcional linear define uma distribuicao

T; : D(Q) — R,

Ty(6) = Q/ /o,

Observagao 5 Se f € LP(Q)),p > 1 entdo Ty € uma distribuicdo.

Exemplo 2 (Distribuicdo de Dirac)O funcional linear 6 : D(2) — R definida por §(¢p) =
#(0), € uma distribuicao.

Observacao 6 § ndo € gerada por uma fun¢ao localmente integrdvel (ver [13] Exemplo

1.2.4).

Defini¢ao 5 Seja v = (1, ....,xnx) € RY. Um multi-indice é n-upla de niimeros inteiros
nao negativos

a=(ag,...,ay).
Além disso, associado ao multi-indice «, temos os sequintes simbolos

’Oé| =aq+ ... +ay

al = aql...ay!

o (5] aN
¢ =ait.xy

e se a e 8 sao multi-indices, a < 8 se a; < B; para todo 1 <1 < n. Finalmente denotamos
por

olel

= a1 an *
Oxi"...0xY

Da

Defini¢ao 6 Seja T € D'(R2), onde Q é um conjunto aberto. Para qualquer multi-indice
a, defintmos a deriwada de ordem o de T por:

(DT (¢) = (=D T(D%¢), para todo ¢ € D(RQ).
Exemplo 3 Consideremos a funcao de Heaviside em R

1, >0
H(x):{o z <0

a qual € localmente integravel, e portanto define uma distribuiciao Ty. Seja ¢ € D entao

Tule) = ~Tu(G == [ H5E = [T 22— 00 = 50)

Assim temos que

—Ty =0.
dz ®



2. Preliminares 19

Definicao 7 O gradiente da distribuicao T, denotado por VT e definido por

VT:(aT 8T)’

8_,1'17 ceey _a:[}N
e o Laplaciano de T ¢ dado por

N 9T

AT = —.
Ox?

i=1

Observag¢do 7 No caso em que uma distribuicao € gerada por um fun¢io u € LP(Q),
com p > 1, denotaremos o gradiente da distribuicao por:

ou ou
Vu = (a—xl, cees %> ,

e seu laplaciano, por

N
0%y

—.
— or;

Au =

2.2 Espacos de Sobolev

-

Definicao 8 Seja m > 0 um inteiro e 1 < p < oo. O espago de Sobolev W™P(Q) é
definido por

WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q2), para todo |a] < m},
com norma

lullupe = D 1D ulloey (2.1)

laj<m

e seminorma

[ulmp = Z HDQUH?J)(Q)-

|or|=m
Observacao 8 i) Se p=2 entdao denotaremos esse espaco como H™(Q). Isto €,
H™(Q) = W™2(Q)
e para u € H™(Q), denotamos sua norma por |ull,, o, isto é,
[l = lullm 2.0

it) A norma [[ull,, o no espago H™(Q) € induzida pelo sequinte produto interno

< U, V>0 = Z D*uDv , para u,v € H™(Q).

lo|<m



2. Preliminares 20

i) No espago WIP(Q) a fungio

ou ou

1,p el e P n+1
ueWHP(Q) — <u, ey 3IN> € (LP())

€ uma 1sometria.

w) O espago (LP(Q))"™! tem norma,

n+1 n+1 l/p
ll =, o e - (D )

para u = (u;) € (LP(€2))" ™. Com isto obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3 Seja 1 < p < 0o, 0 espago WP(Q) é um espaco de Banach. Se 1 < p < oo,
WP(Q) é reflexivo.

Demonstracgdo. Seja {u,,} uma sequéncia de Cauchy em W'?(Q). Entdo pela norma
definida em (2.1), temos que {u,,} e {%“T} quando 1 < ¢ < N sao sequéncias de Cauchy
em LP(Q2). Como LP(Q)) é completo, entdo u,, — u e Q“m — v; em LP(Q) para 1 < i <
N. A completude do espago WP(Q) é provado se mostramos 8—“1_ = v; no sentido das

oz
distribuigoes, pois

O Ou P

— 0 quando m — oc.
Lr(Q)

N
[t = ull} g = [tm = ulf ) + >
=1

Seja ¢ € D(Q). Entao como u,, € WHP(Q), temos

0

%Tum(@ =Ts,(9), Si € LP(Q).

e em seguida considerando S; = %“T’F com 1 <7< N, temos

/um ¢ /%l;’" (2.2)

Desde que ¢ € D(2) e ¢ € LI(Q2) para todo 1 < ¢ < 0o, quando m — 400 em (2.2),

temos
0 B d9 L
o) == [us? = [vo =70
Q Q

o que significa que v; = g—; q.t-p em Q. Logo u,, — v em W'P(Q). Assim WP(Q) é um
espaco completo.

Agora como (LP(Q))"*! é reflexivo para 1 < p < oo e como WP(Q) é um espago
completo, imagem de W'P(Q) pela isometria da Observa¢ao (8), entao ¢ um subespago
fechado de (LP(Q))"*1. Logo WP(Q) é reflexivo. =

Agora definimos W;"*(2) := D(Q)Mm’p’Q C W™P(Q)) e temos o seguinte resultado.
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Teorema 4 Seja 1 < p < co. Entdao para qualquer inteiro m > 0,

W (RY) = WP (RY).

Demonstracgao.
Passo 1: Seja {p.} a familia de Mollifiers. Entao se u € LP(RY), temos p. * u — u
em LP(RN). Agora seja ¢ uma funcdo continua com suporte compacto tal que

|6 — ulg,my < 3.

onde ¢ é um ntmero escolhido anteriormente. Em seguida escolhemos ¢ > 0 suficiente-
mente pequeno tal que

6% p — Do my < Y3

Assim,
’u —ux pE‘O,p,RN S ’u - ¢|O,p7RN + ’¢ - pE * ¢|O’p7RN + ’pE * ¢ —Uu* pE|O,p,RN < 67

pois |(u — ¢) x Pa|0,p,RN < |pa|0,1,RN|U - ¢|07p,RN < 5/3-

Passo 2: Agora, se u € WHP(RY), entao usp, & C® e D*(uxp,) = Dxp, = uxD%p,
para qualquer multi-indice. Pelo Passo 1, D%(u * p.) = p. * D — D% em LP(RY).
Assim u* p. — u em WHP(RY),

Passo 3: Seja ¢ uma fungdo em D(RY) tal que 0 < ¢ < lec =1 em By(0) e
supp(s) C By(0). Em seguida consideremos a seqiiéncia {.} em D(RV), definida por

k() = s(Yg)-

Agora seja € — 0, definimos u;, = p., * u que é infinitamente diferenciavel, e pelo
Passo 2, temos u, — u em W'?(RY). Logo definimos ¢, € D(RVY) por

or(x) = G (z)up (),

e mostremos que ¢ — u em WHP(RY). De fato, desde que ¢, = 1 em By(0) temos
up = ¢ em Bi(0) e

S =

luk — Pklo pry =

[ i) - autora

Jun

P

IN

1
/ 2 max{|uxl”, e[}z | < 2 / g Pz

x| >k z|>k

pois, [¢x| = [srux| < 1[ug| = [ug|. Assim

3=

lu — ¢k|0,p,RN < Ju— uk|07p7]RN + |uy, — ¢k|0,p,RN < fu— uk|07p,RN +2 / uglPdz |

z|>k

e consequentemente ¢, — u em LP(RY),
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Similarmente, desde que d¢’j = gzk em By(0) e

_ / Py, o duy, | / Oy |”
0,p,RN B Or;  Ox; ox;
o z|>k z|>k

S% em LP(RY). Portanto ¢ — u em WP(RY).

— 0,

‘ O¢r,  Ouy,

8uk
ox;

quando k — oco. Dai temos que 3 % —
|

Teorema 5 (Friedrichs) Seja 1 < p < oo euw € W'P(Q). Entdao existe uma sequéncia
{unm} em DRY) tal que u,, — u em LP(Q) e %UT7:|Q/ — g—;m/ em LP(QY) para todo
1<i<neY cc.

Teorema 6 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q um conjunto aberto e limitado em RY .
Entao existe C = C(Q,p) > 0 tal que

|U|0,p,Q < C|U’1,p,ﬂ Vu € WOLP(Q)'

Em particular u — [ul, ,, define uma norma em WyP(Q) a qual é equivalente a 1], o

2.2.1 Imersoes continuas e compactas de Sobolev

As imersoes continuas e compactas de Sobolev estabelecem certas desigualdades tteis.
Portanto enunciaremos algumas propriedades destas imersoes.

Teorema 7 (Desigualdade de Sobolev) Seja 1 < p < N, entao existe uma constante
C=C(p,N) >0, tal que

‘u|0,p*,RN < C’u‘l,p,RN'
Em particular, temos a imersao continua
WP (RY) — L7 (RY),

Np

onde p* = s

Corolario 1 Se 1 < p < N. Entao temos a imersao continua
WP(RN) = LYRY) , para todo q € [p,p*].

Demonstragao. Seja u € WP(RY) e p < ¢ < p*. Entao podemos escolher a € [0, 1] tal
que

1_a 11—«

+*
¢ p P

e [u[* € LP/*9(RN), também |u|""? € LP/0-29(RN) assim pela Desigualdade de
Holder, temos

l—«o

|“|0,q,RN < |“|jp 1l < Oé‘u|07p,RN +(1- 04)|U|0,p*,RN < C”UHLp,RNr

0,p* RNV

donde também usamos a Desigualdade de Sobolev. Assim v € LY(RY) com p < ¢ < p*.
[
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Observagao 9 Temos que H*(RY) estd imerso continuamente em LY(RY) para todo q €
2, 2*].

Corolario 2 Seja Q C RN aberto e u € WyP(R). Entdo u € LU(Q) para todo q € [p, p*]
e existe C' = C(p, N) > 0 tal que

’u|07p*,ﬂ S O‘u|1,p,Q7

[ulo 40 < Cllully 0

para todo u € Wy (Q).

Teorema 8 (Rellich- Kondrachov). Seja Q@ C RN aberto limitado de classe C. Entdo
as sequintes sao iMersoes compaclos:

(i) Sep < N, W?(Q) — L(Q), 1 < ¢ < p",
(ii) Sep= N, WHN(Q) — L1(Q), 1 < ¢ < oo,
(iii) Se p > N, WP(Q) — C(Q).

2.3 Uma versao do Teorema do Passo da Montanha

Definigao 9 Seja X um espago de Banach. I € C'(X,R) e

X ={ueX:I'(u) #0}

o conjunto dos pontos regulares de I. Dizemos que a funcdo ¢ : X — X & um campo
pseudo-gradiente para I quando ¢ ¢é localmente lipschitziana e

a) [le(u)lly < 2[0'(uw)]x
b) I'(w)p(u) > [|I'(w)]%
Proposigao 1 Se I € C'(X,R) entio existe um campo pseudo-gradiente para I.

A demonstracdo desta proposi¢ao pode se encontrada no apéndice de [17].

Lema 1 (Lema de Deformagio). Seja X um espaco de Banach, I € C*(X,R), ce R ¢
e > 0 tais que

(1 + [Jul]) I’ (w)|| > 8, para todo u € I *([c — 2¢, ¢+ 2¢]).
Entao existe n € C([0,1] x X, X) verificando :
(i) n(t,u) =u,set=0ouseu¢ I ([c—2¢c+ 2¢)),

(i) I(n(-,u)) é nao-crescente em [0,1] e

(iii) (1, 1) C I°e.
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Demonstracao. No que segue considere os seguintes subconjuntos de X,
A={ue X;c—2<1I(u) <c+2}
B={ue X;c—e<I(u) <c+e}.
Usando A e B, definimos a funcao ¢ : X — R por

dist(u, X \ A)

Plu) = dist(u, X \ A) + dist(u, B)’

a qual é localmente lipschitziana pois dist(-, A) é lipschitziana. Além disso note que ¥
esta bem definida em X. Caso contrario suponha que o denominador seja zero, isto é,
existe u € X tal que

dist(u, X \ A) + dist(u, B) =0,

entao dist(u, X \A) =0ed(u,B) =0, daiu € (X \ A)N B. Logo, existe uma sequéncia
(un) C X\ A tal que u,, — u em X, ou seja,

I(u,) < ¢ —2¢ou I(u,) > c+ 2.

Passando o limite quando n — 400 nas dltimas desigualdades e da continuidade do
funcional I, encontramos

I(u) <c—2coul(u) > c+2e.

o que contradiz ao fato de que u € B. Portanto ¢ estd bem definida. Observemos também
quep =1lem Bety =0em X\ A.

Além disso, desde que a fungao I € C*(X,R), pela Proposi¢ao 1, existe um campo
pseudo-gradiente ¢ : X — X para I e definimos a funcio

W(u) = _1/’(“)\\5?&)@( se u€ ANX
0 cse ue X\ANX.

Note que W é localmente lipschitziana e

1 1 < 1+ ||l

W< 5t = T =~ s

(2.3)

para todo u € X.
Assim, para cada u € X, o problema de Cauchy com as condicoes sobre W

{ oi(t,u) = W(o(t,u)) para t > 0,

o(0,u) = u,

possui uma unica solugao o (¢, u), definida para todo ¢t > 0. Além disso, o (¢, u) é continua
em Rz X. Desta forma fica bem definida a fun¢ao continua 7 : [0, 1] x X — X por

n(t,u) = o(8et,u),

que satisfaz n(0,u) = u.
Agora se u ¢ A, defina 6(t,u) = u. Note que

a(t,u) =0=W(a(t,u)) e a(0,u) = u.
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Segue da unicidade da solucao do problema de Cauchy que
g(t,u) =o(t,u) =u Yu ¢ A,

mostrando (i). Vejamos agora, que I(n(-,u)) é ndo crescente em [0, 1]. De fato, notemos
que

para todo o(t,u) € X \ A.
Para o(t,u) € A, encontramos
Li(o(t,u)) = I'(o(t,u))o(t, u)
= I'(o(t,u))W(o(t,u))

= Lo(t.w)(o(tw) AT

[é(o(t,w))llx’
e desde que ¢ é um campo Pseudo-Gradiente para I, por b), temos que
11" (o (t,w) 1%
I (U(t>u)) < _¢(U(t’ u)) < 07 (26)
t lo(o(t, u))lx

e por (3.3) e (3.4), temos que I(o(-,u)) é nao decrescente em ¢t > 0. Com isto provamos
(ii).

Agora considerando que u € I, se existir ¢y € [0, 1] tal que I(o(tp,u)) < ¢ — € ou
equivalentemente se existir ¢; € [0,1] tal que

I(o(8cty,u)) <c—¢
e usando a monotonicidade da funcdo I(o(-,u)), temos que
I(n(l,u)) = 1(c(8e,u)) < I(o(8ty,u)) < ¢ — ¢,
mostrando que 7n(1,u) € I°7¢. Por outro lado, se
c—e < I(o(8ty,u)), V0<t<I,
entao
c—e<I(o(8t,u)) <I(c(0,u)) =I(u) <c+e,
o qual implica que
n(t,u) =o(8t,u) e B V0O<t<1.

Assim
8¢

I(n(l,u)) =1(c(8,u)) = I(c(0,u)) + i I(o(s,u))ds

= I(u) +/0 6I’(a(s,u))VV(a(s,u))ds

)= [ I(o(s ) P2 W)00(s,u))
= 100)— [ 1oty oA b)),

o)
<100 | T8t s

1 8¢
§c—|—5——/ ds=c—¢
4 Jo

S
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donde usamos o item a) e b) da definigdo de campo Pseudo-Gradiente e 9 (o(s,u)) = 1
quando o(s,u) € B. Portanto em ambos casos temos

n(l,u) e I°°.

n
Agora enunciaremos uma versdo do Teorema do Passo da Montanha (ver [3]).

Teorema 9 Sejam X um espaco de Banach e I € C'(X,R) com I(0) = 0. Suponha que
existem o, p > 0 tais que

(M1) I(u) > a > 0 para todo u € X com ||u|| = p,

(M2) existe e € X tal que |le]| > p e I(e) <O.
Entao para cada € > 0 existe u. € X tal que

(a) ¢ —2¢e < I(u.) <c+2e
(b) (1 Jluc) [ (ue) | < 8e,
onde

= inf max I(y(t)) > 0
¢ = Inf max (v(t)) > 0,

['={y € C([0,1], X);7(0) = 0,7(1) = e}.

Demonstracao. Primeiro mostremos que ¢ é positivo . De fato, desde que y(0) =0 €
B,(0),v(1) =e € X \ B,(0) e v([0,1]) & conexo, temos que

7([0,1]) N9B,(0) # 0.
Logo da hipétese (M1), temos

I(~(1)) > a.
max (1) > «

Portanto ¢ > 0.
Agora suponhamos que para algum ¢, > 0 as condigdes (a) e (b) ndo ocorram, ou seja,
para todo u € X

(c) I(u) < c—2¢oul(u)>c+ 2€ ou
(d) (X4 flull) [[H'(w)]] = Be.
Analisando o primeiro caso (c), temos que nao pode ocorrer pois existe v € I" tal que

c—2¢ < c < max I(y(t)) < ¢+ 2.
te(0,1]

Logo, podemos supor para ¢ — 26y < I(u) < ¢+ 2¢, temos que
(1 + [lull) [ (u)|| = 8eo.
Desde que ¢ > 0 e diminuindo ¢y > 0 se for necessario, obtemos

I(e) < I(0) =0 < ¢ — 2¢. (2.7)
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Assim do Lema da Deformagdo, existe n € C([0, 1] x X; X)) e pela condi¢ao (i), temos

§(E0) =0 e n(t ) =,
pois 0,e & I7Y([c — 2¢q, ¢ + 2¢]). Da definigao de ¢ que existe 7 € T tal que

I(7(t)) < ¢+ <.
max I(3(1)) < ¢+ €

Consideremos 74 : [0,1] — X definido por
7 =n(17(t))-

Note que

7(0) =n(1,7(0)) =0, 4(1) =n(1,7(1)) = e,

logo 4 € I". Novamente do Lema da Deformagao pela condigao (ii), temos que

A(t) = n(1,7(t) € 177,
dai

< I1(7(t) <c—e¢ <c.
¢ < max (3@) <c—e <c

O que é um absurdo, logo o teorema ¢ provado. m






CAPITULO

3

A 1dentidade e variedade de Pohozaev

3.1 Identidade e variedade de Pohozaev

Antes de enunciar a identidade de Pohozev consideremos as seguintes notagoes a ser
usadas no resto deste trabalho.
A norma no espago H'(RY) é dado por:
Jull 2 = / (|Vu|2 + Au?)dz para todo u € H'(RY),
RN
onde |||, é equivalente a [|-[|; gpx. Por simplicidade denotaremos a norma no espago
LP(RY) por |||, isto ¢,
I llp = 1l oy = I-lopme-
O funcional associado ao problema (1.1) é dado por:
1
I(u) = 3 / (\Vu|2 + Au?) dx — /a(x)F(u)dx,
RN RN
que ¢ de classe C*(H'(RY),R) (ver o Apéndice B.1).

Proposigao 2 Seja u € H}(Q) \ {0} uma solucio da equagio —Au = g(z,u) em Q e
G(z,u) = [, g(x,s)ds tal que G(-,u(-)) e ;G (-, u(:)) estao em L*(Q), entio u satisfaz :

N
/|Vu|2x -ndS, = ZN/G(x,u)dx + QZ/xiGwi(x,u)dx —(N—-2) / \Vul*dz,
o0 Q =g Q

onde Q é um dominio regular em RN e n denota o vetor unitdrio e normal exterior a 0.
Além disso, se Q = RY, entdo

N
ZN/G(x,u)dx—i—QZ/xtii(x,u)d:c— (N—Q)/\Vufdx, (3.1)
RN =lgn

RN

Demonstragdo. Segue da Teoria de Regularidade Eliptica que u € C2?(€,R) e daf
multiplicando —Awu = g(z,u) por x - Vu e calculando cada lado da equagdo, obtemos

2 N -2
Au(z - Vu) = div (Vu(x -Vu) — x]V2u| ) +— |Vul?,

29
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Pelo Teorema da Divergéncia, obtemos

/Au(x  Vu)de = / (div(Vu(a: V) — x|v“|2) + N; Q\VuP) dz

2
Q
2 N —2
= / (Vu(z - Vu) — x|Vu\ ) - ndS, + — / \Vul|?d,
o9 0
ou ainda,
2 N —2
—/Au(m -Vu)dr = — / (Vu(z - Vu) — xﬂ) - ndS, — 5 / |Vul*dz.  (3.2)
Q Q o0

Por outro lado, temos que

N
g(z,u)z - Vu = G(z,u)N + szGx (x,u)
i=1

= div(zG(z,u)) — NG(x,u) — inGm(m,u),

=1

e novamente aplicando o Teorema da Divergéncia, obtemos

/ g(z,w)z - Vudz = / 2G(z,u) - 7dS, — N / Glx,uw)ds — f: / .Gy, (z,u)dz. (3.3)
Q Q

Q 0 =1

Igualando (3.2) e (3.3), temos que

2 _
— / (Vu(x - Vu) — x|Vu| ) - ndS, — N=z / |Vul*dz = /xG(x,u) -ndS, — N/G(x,u)dx
Q

2
0 Q 0

N
—Z/xiGm(x,u)dx
i=1 g

Mas desde que v = 0 em 0S2, temos G(x,u) =0 em 0 e Vu = (Vu - n)n implica que

(Vul(z - Vi) — g IVul?) - = (Vu(z - V“))‘"”"”@
= (Vu-n)(z - Vu) —"”'77N2u’2
— (Vu-n)(x- (Vu-n)n) _M\V;F
 (Vu-n)(en) —x-n@ = |Vul* (z - 1) —93-77|V2“\2

1
- 5 |VU|2.T -,

e substituindo isto, nas integrais anteriores, temos que

1 —
—5/\Vu\2x-77d8$—%/]VU!Qdaj:/xG(m,u)-nde—N/G(x,u)da:
0

o0 Q oN
N

_Z/%Gmi(x,u)dx’

=1 Q
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0 que é equivalente a
N
/|Vu|2x -ndS, = 2N/G(x,u)dx + 2Z/xiGzi(x,u)dx —(N-2) / IVu|? da.
a0 Q i=lq Q

Agora consideremos 2 ndo limitado. Entdo, dado R > 0 o conjunto Dr = QN Bg(0)
é limitado. Logo de maneira andloga aos calculos anteriores, temos

N
/ \Vul? z - ndS, = 2N / G(z,u)dr + 2 Z / 2;Gy, (z,u)dx
Dr =1p,

dDRr

—(N—2)/|Vu|2das— / G(x,u)z - ndS,.

Finalmente, dos seguintes fatos:

/ \Vu|? de — / |Vu|*dz quando R — oo;
Dr Q

/G(x,u)dx — /G(x,u)dx quando R — oo;
Dr Q

/ \Vul*n - zde — / |Vu|*n - zdz quando R — oo;
0D o9

N N
Z/xtii(m,u)dx — Z/xiGzi(x,u)dx e
=1 =1

R

/ G(z,u)n - xdx — 0 quando R — oo;
oDg

temos que

N
/|Vu|2x -ndS, = QN/G(x,u)dx + QZ/xiGm(x,u)dx —(N—-2) / IVul® dz,
G Q =g Q

quando R — oo. Dai, se Q = RY segue-se (3.1) m

Aplicando a Proposicao 2 ao Problema (1.1), vemos que a identidade d Pohozaev
assume a seguinte forma

N -2
( 5 ) / \Vul>dz = N / G(z,u)dr + /Va(x) o F(u)dx (3.4)
RN RN RN
onde G(z,u) = a(z)F(u) — %“2 Além disso, definimos a variedade de Pohozaev associado
ao problema (1.1) por
(N

P=<_uec H R\ {0}; 2_ 2) / \Vu|*dz = N/G(x,u)d:v + / Va(z) - o F(u)dx

RN RN RN
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Lema 2 Seja o funcional J : HY(RY) — R definido por:

J(u) = (N2_2> / |Vu|2dx—N/G(x,u)dx— /Va(x)-xF(u)dx.

Entao,

(a) w=0 € um ponto isolado de J‘l({()}).

(b) P ={ue HR")\{0}; J(u) = 0} € fechado.
(¢) P é uma variedade de classe C'.

(d) Eziste o > 0 tal que ||ul|x > o para todo u € P.

Demonstragao.

(a) De fato ,

J(u) = (¥

N / Gz, u)dz — / Va(z) - 2F(u)dz
N / ( %“2) iz — / Va(z) - 2F(u)dz

_ (NQ‘ 2 / Vul2dz — N/ ((a(x) YA ) - %“2) da

> <N2_2)/|Vu|2d$—N/ (aooF(u) —%“2> da
:(N;Z)/(yv 2+ xi?) da — N/(aoo )—%ZR)dm—(N;Q)/)\uzda:
=2 gz - N/ﬁm

Agora dado € > 0 e 2 < p < 2* por (1.3), existe C' = C(e,p) > 0 tal que temos

Nas
_N/aooF(u)de— C; €/|u|2dx—NaooC/|u|de.
RN RN RN

Como a norma em H'(RY) ¢ dada por

v

|2 :/(]Vu|2+)\u2)da:,

RN

entao

Neas Neao
Jull? = [ Nutde = =25l < 22 [ lds

RN RN
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(c)

E também das imersoes continuas de Sobolev existe uma constante K > 0 tal que

—NaooC'/up > —Na,CK||ull,".

4
Portanto,

gy > P2 g - Moy 2 v K ),

— 5 (¥ -2 55l - NawCK

Se consideramos € > 0 suficientemente pequeno, tal que A(N — 2) — Neao, > 0, se
[ullx = p, 2 <p < 2% e pfor tal que

;(N_2_N€)\a’oo>p2>pp,

entao,

1 Nea
—(N—-2-— <) p?>0.
J(u)>4( 3 )p>

Logo J(u) > 0se 0 < ||u||x < p. Dai concluimos que existe p > 0 tal que:

B,(0)n J~1(0) = {0}.

Portanto u = 0 ¢ um ponto isolado de J~*({0}).

Como J(u) ¢ um funcional de classe C'! (ver Apéndice Proposigao B.2), entao J 1 ({0})
¢ um conjunto fechado. Mas J~1({0}) = P U {0} e como ja foi mostrado que u = 0
¢ um ponto isolado de J~!({0}) entdo P ¢ um conjunto fechado pois contém todos
seus pontos de acumulacao.

Definimos o funcional J := J| g1 (gny\ oy de classe C' com a propriedade J~1({0}) =
P. Assim para mostrar que P é uma variedade basta mostrar que 0 é um valor
regular para o funcional J, o que é equivalente a mostrar que j’(u) =Jw) #0
para todo u € P. Consideremos a derivada de J em u , aplicado em u, isto é,

Ty = (N — 2) / (uf? do — N / (al2)f(wu — M) do — / Va(z) - 2 f(u)udz.
RN RN RN
(3.5)
Desde que u € P segue que

(N —2) / (uf? dz = 2N / Gla, u)dz +2 / Va(@) 2F(u)dr  (3.6)

RN
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e usando (3.6) em (3.5), obtemos:

u_ZN/Gxudx—i-Q/Va cxF(u d:c—N/ u—)\uQ)dx

— /Va(x) -z f(u)udx

- QNR?V (a(a:) + W) F(u)dx — QNR[ (a(x) + Va(;) : x) f<’g>“dm
_oN / (a(x) + W) (F(u) _ % f(u)u) dz <0

onde temos usado (A1), (A3) e (f3). Portanto se u € P, entdo J'(u)u # 0. Isto
mostra que P é uma variedade C*.

(d) No item (a) podemos considerar J(u) > 0 se 0 < |lu|lx < p. Assim, se u € P temos
que ||ul[x > p.



CAPITULO

z

Resultados de nao-existéncia

Neste capitulo vamos apresentar as principais relacoes entre a variedade de Pohozaev
P associada com o problema nao autonomo (1.1), e a variedade de Pohozaev P, associada
com o problema autonomo no infinito

—Au+ \u = aoof(“)? em RN’ (4.1)
dado por
Py = {u € Hl(RN) \ {O} ) Jw(“) = O} )
onde N —2
T (1) = T‘/|vu|2dx—N/Goo(u)dx
]RN RN

e Goo(u) 1= aoF'(u) — A%. Para os nossos propoésitos, é preciso considerar o funcional
associado a (4.1), dada por:

Io(u) = %/ (\Vu\2 + \u?) dx — /aOOF(u)d:c,
RN RN

e o conjunto de caminhos,

Loo(u) = {7 € C([0,1], H'(R"))[7(0) = 0, o (7(1)) < 0},
para definir

:= inf 1 t 0.
Coo = inf max Joo(7(t)) >
A existéncia do conjunto de caminhos e o nivel min-max do Passo Da Montanha serao
justificados no Lema 3 . Nosso objetivo neste capitulo serd mostrar que:
= inf I(u) = ¢,
p ueP ( ) o
e que o nivel p nao é atingido na variedade de Pohozaev P, o que significa que p nao é nivel
critico para o funcional /. Este fato motiva nossa busca por solugoes em niveis maiores
de energia do funcional I . Mais precisamente, no seguinte capitulo mostraremos que
existe um ponto critico do funcional no intervalo de energia (¢, 2¢s ). Este método foi
devido as pesquisadoras A. Maia e R. Lehrer em [15] que foram inspiradas por argumentos
aplicados a equacao
~Au+V(z)u = g(u) em RY,

desenvolvido por A. Azzollini e A. Pomponio em [2].

35
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Lema 3 O funcional I satisfaz a primeira e sequnda geometria do Teorema do Passo
da Montanha.

Demonstracgao.
Primeira Geometria. Da propriedade (1.3) e das imersdes continuas de Sobolev
segue-se:

Io(u) = %/|Vu|2 + \uldr — /aOOF(u)dx

RN RN
1 €U
> =l = T2 lull,? = axClull,?
1 €0oo
> 2 (1= 52) ul} = aCllul

Assim, para € > 0 suficientemente pequeno tal que X — a,e > 0 e escolhendo p > 0
tal que

1

_ 2
Dac A cax)r >0

e se ||lul[x = p, temos que
1 (A —axe
Io(u) > — | ——— ] p* > 0.
w>1 (2555

Portanto existem p > 0e a = 411 (A ““6) p° > 0 tal que
Io(u) > a > 0 para todo ||u|lx = p.

Afirmacgao. Existe um ¢ > 0 tal que G (¢) > 0.
De fato, como pelo Teorema do Valor Médio, existe s* € (0,s) tal que F(s) = f(s*)s.
Logo usando la Regra de L’Hospital, temos que

w PO S 1

Logo,

. Ge(s) F(s) A\ ae A_ XA X
lim 5 = lim (aoos——— ———§>§—§—0.

s—400 S s—+400

Assim existe um umero positivo ¢ > 0 tal que G (¢) > 0.
Segunda Geometria. Consideremos a funcao Wy definida por:

¢ yse |x] <R
Wg(z) =< ¢(R+1—-71) ,se r=|z|€[R, R+ 1]
0 ,se |x| > R+ 1.
Se | - | denota a medida de Lebesgue e V(w f Goo(w)dzx, entdo

VMMZGAOBM—BmABMG%yG(H>
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Logo existem C,C" > 0, tais que
V(Wg) > CRN — C"RN1.

Assim para R suficientemente grande, V' (IWg) > 0. Seja R, suficientemente grande tal
que V(Wg,) > 0. Definimos W := Wg,. Avaliando I, em W (-/0), temos que

0N72
5 /|VW|2d:c—0N/GOO(W)da:.
RN RN

Lo(W(-/0)) =

Portanto, para 6 suficientemente grande temos que I.(W(-/0)) < 0.
Logo pelo Teorema do Passo da Montanha de Willem (ver [24]), temos que estd bem
definida

= inf 1
Coo = _inf max Io(7()) > 0,

onde
P = {7 € C([0,1], H{(RY))[7(0) = 0, Io(7(1)) < 0} .

Note que as hipoteses (A3), (A4) e da definigdo de F, implicam que I (u) < I(u)
para todo u € HY(RY). De fato,

Io(u) = %/\Vuf + \uPdr — /aooF(u)dx

RN RN

VAN

5 [19u ezt~ [ (o) + D P

N
RN RN
< %/|Vu|2 + \uPdr — /a(x)F(u)dm
RN RN
= I(u).

Lema 4 Suponha que [ Goo(u)dz > 0. Entao existem unicos 61,60, > 0 tais que u(y) €
RN
P e ul(y;) € P.

Demonstracao. Primeiro mostremos a projecao sobre P, para isso definimos a funcao

0N72

Voo(0) == Lo (u(-/0)) = /RN \Vu|*dz — 6N » Goo(u)dz

0N72 2
= / \Vuldz — GN/ (aOOF(u) - i)alx,
2 RN RN 2

, (N —2)gN—3 2 N-1
)= —F———— ul“dx — NO Goo(u)dz.
UL, (6) [ v |Gt

2 RN

com derivada

Entao ¢/ () = 0 se, e somente se § = 0 ou

(N = 2) [on |Vuldx

0 =
2N [on Goo(u)da
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Logo existe um tnico ¢ > 0 tal que ¢ (1) = 0, e com isto u(z-) € Pec.

Agora para mostrar a projecao sobre P, definimos também

9N—2

P(0) == 1(u(-/0)) = /RN \Vu|*dz— /RN G(z,u(z/0))dx
9N—2

_ /R Ve /R () F(u(x/0)) - A%/Q)dx

2
B 9N—2 u2(x)

=T Ve [ aa) (g -2

Derivando 1 (0) e recordando que estamos considerando N > 3, temos que:

o(0) = 7207 [ ValaeNo™ [ aton)Flute)) -2 e

—oN . Va(0z).(0x)F(u(x))dx
_ N3 {? /R IVuldr- N /R a(Ba)F(u(x) - " éx)dx

—0? Va(&x).(@a:)F(u(:c))d:c} :

RN

Logo observamos que u(;) € P se, e somente se ¢'(¢) = 0 para algum ¢ > 0. Adici-
onalmente note que pela condi¢do (A2) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, obtemos:

60— 00

2 2

lim a(0z)F(u) — AL ) do = / oo F'(u) — AL ) do = Goo(u)dz.
RN 2 RN 2 RN

De fato, por (A2) temos que

lim a(0x) = G-
0— o0

Também, se 6, — oo entao
lim a(0,x) = G-

Portanto, o
a(0,z)F(u(z)) — /\@ — Ao F(u(x)) — )\u(;:) q.t.p. em RY
a(0,2) F(u()) — A“(g) < |a(0p2)F(u(z))| + A@
< oo | F(u(@))| + A“(?
< M + axClu(z)|P + )\%I)2 = h(z) q.t.p. em RY,

cOoI1m

/RN h(z) < oo.
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Logo, pelo Teorema do Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

Jim | (a(@nx)F(u) - A“;) dz = /R ) (aooF(u) - /\u;> dz = /R Ga(w)dr.

Agora como 6, — oo, obtemos

u

lim (a(&x)F(u) - A%) iz — /R N (aooF(u) - )\;) do = [ Gulu)dr

60— 00 RN

Por outro lado, usando (1.2) e o Teorema do Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos
que

lim Va(0x) - (0z)F (u)dx = 0.

60— 00 RN

Portanto, se # > 0 é suficientemente grande, temos

W'(0) = N3 {? /RN |Vu|*dz—N6? (/RN Goo(u)dz + 09(1)) } ,

mas desde que [pn Goo(u)dz >0 , segue-se que ¢/(9) < 0 para 6 > 0 suficientemente
grande. Por outro lado pela condi¢do (A44), temos que

o) = 20 [ 9utaene' [ (aom) ¢ ST pw) A

N —2
> “pN3 / \Vu|*de—NoN~! / Goolu)dz,
2 RN

RN

Assim, tomando 6 suficientemente pequeno, temos que ¢'(6) > 0. Desde que ¢’ é continua,
existe ao menos 0y = fy(u) > 0, tal que ¥'(63) = 0 o que significa que u(-/0y) € P.
Para mostrar a unicidade de 6, note que ¥'(f) = 0 implica

2

N2 [ \Qulde = N62 [ |(a(6x) + Va(0).(02)) Fu) — A2 | da
2 RN RN 2

com 6 > 0, ou equivalentemente

N =2

— /RN \Vul>dz = N6>p(6)

= [ [(somy s T iy ] o,

Tomando a derivada de ¢ e usando as propriedades das fungoes envolvidas, temos que

onde

J(0) = % /R ) [Va(ex) (bx) + 0D (9;) (ba)de W(@‘j@‘ W} F(u)de,

e das hipoteses (A3) e (Ab), com as condigbes sobre a F', implicam que ¢'(6) > 0.
Portanto, ¢(#) é uma fungao crescente de 6 e dai existe um unico 6 > 0 tal que

N -2

—/ |Vul|*dz = N6%p(6).
2 RN

Assim a unicidade de 6, é verificada, e o lema é provado. m
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Observacao 10 Note que a hipdtese (A5) foi usada no lema anterior somente para mos-
trar a unicidade de 0.

Lema 5 Seja O = {ue H'(RM)\ {0}; [pn Goo(w)dz > 0}. A fun¢io 6, : O — R
definida por u v 01(u), tal que u(-/01(u)) € P, € continua.

Demonstracao. Consideremos (u,) C O tal que u, — u € O. Mostraremos que
01(u,) — 01(u). Primeiro note que 6;(u,) é limitado . De fato, considere a expressao
Y’ (0) = 0 na prova do lema anterior aplicado a u, e 01(u,),

¥ /]R |Vunfdr = N6 (u) /R ) [(a(el(un)x) + W(el(“")% (91(“”)9”)) Fluy,) A%"z} de,

e suponha por contradi¢ao que 0y(u,) — +oo. Como wu, — u € O, pelas imersoes
continuas de Sobolev, temos u,, — u em LP(RY), para 2 < p < 2*. Logo pelo Teorema de
Vainberg (ver [6] Teorema 4.9), temos que:

un(z) = u(r) qt.p. em RY,
e existe h € LP(RY) tal que |u,| < h(z) q.t.p. em RY.
Dai, pela condi¢ao (A2), (1.2) e a continuidade da F', temos que

Va(by(uy)x) - (01(un)x) un(x)2

(a(@l(un)x) + ~ ) F(up)—X

st F(u(a)) A2

Também por (A4) e (1.3), temos

Va (0 (u,)x) - (01(un)z) un(m>2

<a(91(un)x) + ~ ) Fluy) —

A
< aoo| F'(un)| + 5 |un(2)]

< s <§h2(1‘) + C’hp(:zc)) + %hQ(x)

— %(aooe + )\)hz(l') + ao o ChP(z) = iL(l’),

onde
/ h(z)dz < co.
RN

Logo do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

/.

Assim, o lado direito de(4.2) tende a +0o quando n — oo. Entretanto o lado esquerdo

N—2 2 , . - )

converge para ~5= f]RN |Vul|“dz que é fixo, o que gera uma contradi¢do. Portanto conclui-

mos que (01(u,)) é uma sequencia limitada e assim, a menos de uma subsequencia, temos

que 0 (u,) — 0;. Usando de novo o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
temos que

(a(@l(un)x) n VCL(QI(UML)SI;\)[ (91(Un)$)) F(un) _ )\%ﬁ] dr —s /RN Goo(u)dx >0

/R a0 Plun)ds — [ aa) P,
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Va(by(uy)x) - (61 (uy)x) Va(bx) - (0,2)
- N F(uy)dx — » N

F(u)dz.

Como u,, — u em H'(RY), obtemos que

_ _ _ . . 2
2 RN RN N 2

Assim 6; é tal que u(z) € P. Pela unicidade da projegao em P, temos que 0, = 01 (u).

01

Logo 61 (u,) — 61(u). m
Lema 6 Se u € Py entao existe 0 > 0 tal que u(z) € P e 0 > 1.

Demonstragdo. Se u € P, , entdao [px Goo(u)dz > 0 e pelo Lema 4 existe um tnico 6
tal que u(y) € P. Agora mostraremos que ¢ > 1. De fato, avaliando J em u(3) obtemos:

2

0= %0]\[2/ \Vul|? dz — N@N/ (a(@x)F(u) — A%) dx — OV Va(0z).(0z)F(u)dx
RN RN RN

_ g2 {? /RN Vul* de— N6 {/RN <a(8x)F(u) _ A%) ot [ | w}?(u)d:ﬁ] } ,

e desde que 0 > 0, segue-se do anterior que

¥ /RN \Vu|* dz = N6* /RN Ka(e:c) + w> F(u) - Auﬂ dx.

Agora pela condigao (A4), obtemos:

N —2 2
—/ \Vul® dz < N@Z/ oo F'(u) — AL da
2 RN RN 2

:Né’z/ Goo(u)dex,
RN

ou equivalentemente

(2*)—1/ |Vu|2dx<02/ Goo(u)dz.
]RN

RN

Mas desde que u € Pa, temos que (2°)7! [y |Vul?dz = [on Gool(u)dz.
Logo,

/RN Goo(u)dz < 62 /RN Goo(u)dz

e portanto 0 > 1. m
Lema 7 Seu € P entdo existe 0 > 0 tal que u(;) € P e 0 < 1.

Demonstragao. Primeiro verifiquemos que se u € P, entao

/ Goo(u)dz > 0.
RN
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De fato, se u € P entao u satisfaz :

N2 /RN Vul*dz = N . Ka(a:) + M) F(u) - Auﬂ dx

2 N
w2
<N (aooF(u) — )\—) dx
RN 2
=N Goo(u)dz,
RN
onde temos utilizado a condigio (A4). E desde que u # 0 e u € HYRY), temos
N=2 [v [Vul’ do > 0 e, portanto [,y Goo(u)dz > 0. A existéncia de uma tnica 6 > 0 tal
que u(;) € P é garantida pelo Lema 4 A fim de mostrar que 6 < 1, notamos que:
N—2 )
— dr < Goo(u)dz.
IN o |Vu|” dz /RN (u)dx

Entretanto, se u(-/0) € Po entao 6 satisfaz:

)7 Jan |Vu|2 dx fRN (u)d
Jav Goo(u)dz f]RN (u)d

Portanto # < 1 e o lema é provado. m

o = )

Observagao 11 Uma consequéncia imediata do lemas anteriores é que u € H'(RY)\ {0}
pode ser projetada em P e Py se, e somente se [on Goo(u)dz > 0.

Lema 8 Se u € Py, entio u(- —y) € Pu para todo y € RY. Além disso, eziste 6, > 1
tal que u(5~ )673 e

lim 0, =1

ly|—o0
Demonstragao. Se u € P.,. Segue-se a partir da invariancia sob traslacao de J,, que
u(-—y) € Poo, para todo y € ]RN Além disso, do Lema 6 existe 6, > 1 tal que u(5? ) € P.

Suponha agora, por contradi¢ao, que exista uma sequéncia |y, | — oo tal que 6, 54 > 1
ou §,, — 0o. Agora vamos definir

K (0,2 +y,) == a(by,x + y,) + Va(Oy,x + yn)-(0y,7 + )

N
e pela condi¢ao (A4) e (1.3), temos que
2 2
]K(eynm )P - M2 <o jp) 200
< asCu? (7).

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos:

w @)\
5 ) dr = . Goo(u(z))dx. (4.3)

lim (K(Gynx + yn) F(u) — A

Oynﬁoo ]RN

Mas para cada y, segue-se que u(% y") € P com 0, > 1, isto é,

N-2 2
— / Vul? dz = N62. / <K(9yn:t + ) F(u) — A2 ;x)) dr.  (4.4)
RN RN

Agora o lado direito de (4.4) vai para o infinito ou NA? [,y Goo(u(z))dz, entretanto , o

lado esquerdo ¢ fixado em 22 [1 |Vu|® dz. Desde que u € Ps e A > 1 ou +0o chegamos
a uma contradicao. m
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Lema 9 sup,cpn 0y, =0 e 0> 1.

Demonstracao. Do lema anterior, dado € = 1, existe R > 0 tal que |0] < 2, se |y| > R.
Vamos mostrar que existe M > 0 tal que supo<,<g 0y < M. Suponha que este supremo
ndo exista, ou equivalentemente, que exista uma sequéncia y, € RY com |y,| € [0, R] tal
que ¢, — oo. Como no lema anterior, mas agora com ¢, — 00, temos que

u(a)

2

lim (K(Qynx +yn) F(u) — A

) dr = Goo(u(z))dx.
Gyn*)OO RN RN
Portanto, segue-se de (4.4) a igualdade

N —2
N2 [ e = w62, ([ Gatwide o, 1)
RN RN

Mas, desde que 6, — oo e o lado esquerdo é um nimero fixo, isto ¢ um absurdo. Assim
o lema é provado. m

Lema 10 Eziste um niumero real 6 > 0 tal que inf,cp [|[Vull2 > 6.

Demonstracao. Seja u € P entao u satisfaz (3.4) e pela condicao (A4), temos que:

¥ /RN \Vu|* dz = N/RN (a(x)F(u) — A“;) dx + /RN Va(x) - 2F(u)dzx
=N » [(a(x) + W) Flu) — A“;] dx
<N - (aooF(u) - Alg) dx.

Por outro lado, da condi¢do (1.3), com p =2* e dado 0 < € < ﬁ, segue que

1 5 € 1o o u?
5+ 1 Vulls </RN [aoo(2|u| +Olu ) A | do

€ A 9 g
= o |l == — d C dx.
/RNa (2 Z%O)W a:+/RNa |u|* dx

2*
2%

Logo, temos que

1
§]|Vu||22 < axC||u
e usando o Teorema Sobolev-Gagliardo-Nirenberg (ver [6,Teorema9.9]) obtemos:

1

0<
2% C'

< ||VU||22*_2.

1

. . N ~ 2% 2
Logo podemos concluir que inf,cp ||Vulls > &, com 6 = (40) m

2* oo
Lema 11 p :=inf,cp_ Io(u) = ¢

Demonstragao. Seguimos as ideias encontradas em [12]|. Seja w uma solu¢do de menor
energia do problema autéonomo no infinito(4.1), isto é,

Io(w) = inf {Io(u);u € H'(RV)\ 0; & uma solugdo de (4.1)},



4. Resultados de nao-existéncia 44

e também consideremos L > 1, e v € I', definido por:

w(z/Lt) se 0<t<1

o) ={ G 5]

Entdo é claro que para t = 7 < 1, w € v([0,1]). Avaliando o funcional I, em v(t),
temos que

(Lt)NfQ
2

nlv(t) = SVl = (10" [ Gl

com derivada,

o N—-24,N-3
d[ooc(ilt/(t)) W 2)/'; AR NLNtN—l/ Goe (w)dz.
RN

Daipara0<t<1/Ltemosquew>Oepara1/L<t<1, W<O.

Logo maxycjo1] Ic(V(t)) = I(w). E como I(w) = infyep, Ioo(u),(ver o Lema 3.1 em
[12]) temos que

Coo < inf I o(u).

uEPoo

Por outro lado, para qualquer 7., € 'y, temos 75(0) = 0. Ainda

Joo(0(1)) = Noo(Ys(1)) = [ Vullz < Noo(7s(1)) < 0,

e também existe 0, > 0 tal que 0 < ||ul[y < 0 implica Jy(u) > 0 (o que se prova
analogamente a d) no Lema 2). Logo existe ¢y € (0, 1) tal que Joo(Vs0(to)) = 0 e portanto,

Coo > Inf T o(u).

uepoo
Isto completa a prova. m

Observagao 12 Se u € H'(RY), com [pn Goo(u)dz > 0 e 0 > 0 € tal que u(§) € Pu,
entdo podemos escrever

QN—Q
Io(u(-/0)) = |Vl d. (4.5)
N Jen
De fato, como u(3) € Pu, temos que
2 _
/ 0o Flufz)0)) — 220 N =2 / \Vu(z/6))? de,
RN 2 2N RN

substituindo isto no funcional I, temos a afirmacao feita.
Lema 12 inf,cp I(u) = cw.
Demonstragio. Seja w € H'(RY) uma solugao de menor energia de (4.1). Pelo lema

anterior temos que I,(w) = ¢. Dado qualquer y € RY, definimos w, := w(- — y). Da
invariancia sob translacao das integrais, obtemos w, € Ps € [(w,) = co. Agora do
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Lema 8, para qualquer y € RY | existe 6, > 1 tal que w, = w,(-/0,) € P. Portanto, temos

que

[1(wWy) — Coo| = [1(w0y) — Loo(wy)]
_ 1/ vayy%—/ G(x,wymx—l/ Vw, [2da
2 JrN RN ’ 2 Jrn

+ Goo(wy)dz

RN
1
‘26’5 2/ |Vw,| dx—/ G(z dx—i/N |Vw, [*dx
+/ Goo(wy)dx
RN
L Noo 2 - Wy
=|=(0,""—-1) |Vw,|“dx — a(z)F(wy) — A\—dz
2 Y RN RN

2
)\w

—i—/ oo F(wy) — —2dx
RN 2

2 2

—l—/ oo F(w) — )\idx
RN 2

1, N Aw?
= ‘5(95{ 2 — 1>/RN [Vw|?dz — (6] — 1)/1RN Tdm
—QN/N a(z0, +y)F(w )dx—l—/ oo F(w)dx
R
QN 2 _
16y —1| N
|Vw| dr + 10, — 1| —dw—l—

/RN \F(w)Haoo — 0 a(xb, + y)|dx.

e desde que 6, — 1 quando |y| — oo, segue que
16,) = xl 0,0+ 0, + [ Ja =86, a(a8 + )| P(w)]do
R

Como a(z + y) — auo, temos

lim (W) = Coo-
ly| o0

Portanto como, p = inf,cp I(u) < I(w,), fazendo |y| — oo, temos que p < c.

1 2
S Vwl?dr — 60 | a(ab, +y)F(w) — \da
Yy Yy Yy
RN RN

Por outro lado, considere v € P e 0 < 6 < 1 tal que u(-/0) € P (pelo Lema 7).

Desde que u € P, entao u satisfaz:

1 1
N |Vu| dr + N | Va(x) - xF(u)dx

2 A 2
— dr > d
>N/sz|vu| T2 — /RN|Vu| x

= Lo (u(2/0)) 2 oo,

I(u) =

onde usamos (4.5) e (A3). Assim, para qualquer v € P, I(u) > cy e portanto

infuep I(u) > co. Por isto, podemos concluir que p = ¢, ®
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Agora estamos prontos para provar o Teorema 1.2, o qual é o principal resultado desta
secao.
Demonstracao. (Prova do Teorema 1.2) Suponha, por contradigao, que exista z €
HY(RY) um ponto critico do funcional I no nivel p. Em particular, considere z € P e
I(z) =p. Seja 0 € (0,1) tal que z(z/0) € P. Entao

p=1(2)
_ L |Vz|?dx + E Va(z) - zF(z)dx
n N RN N RN

> 1/ V2 |2de > QNQ/ V2|2
- V4 V4
N RN - N RN

= Iso(2(:/0)) = coo,
portanto p > ¢4, 0 que contradiz o lema anterior m

Lema 13 Suponha (A1), (A5) e (f1), entdo, P € um vinculo natural do problema (1.1),
isto €, se u € P for um ponto critico de I|p, entao I'(u) = 0.

Demonstracdo. Esta prova ¢ baseada em argumentos encontrados em [19], onde um
lema semelhante é provado para uma equacao autéonoma . Seja u € P e definimos o espaco
tangente de P em u por:

T,P = {ve H' (R); J'(ujv =0},
e também definimos a norma da derivada restrita de I para P por:

[ (w)|l. = sup  I'(u)v.
VET, P, ||v]|=1

Agora, se para v € T,/P temos

I'(w)v = I'(u)v + J'(u)v,

e pelo teorema de Hanh-Banach, existe um funcional f que estende a I'(u), o qual é igual
a I'(u) no conjunto T, P, isto é,

f(v) =I'(u)v, para todo v € T, P.

Portanto ker(f — I'(u)) € T,P = ker .J'(u). Assim, existe 1 € R tal que

f=1(u)+pJ'(u).
Novamente pelo Teorema de Hanh-Banach, temos que
11 (u) + pJ" (W) || = (1" (w)]]

Agora, se consideramos a u como ponto critico de I restrito a P, isto é, I'(u)v = 0
para todo v € T, P. Entao
I'(u) + pJ'(u) = 0.

Mostraremos que @ = 0. Avaliando o funcional lineal anterior em u € P, obtemos que:

I'(w)u + pJ'(w)u =0 (4.6)
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0 que equivalente a

— 2 2 —
0= /RN \Vu|* + A\u“dx /RN a(x) f(u)udx

n <(N —9) /RN Vufde =N [ (a(x) + %”) Fluyu — Aqua:) |

Esta expressao pode ser associada com a equacao,
—Au+ M —a(x)f(u) +p (—(N —2)Au+ ANu— N (a(x) + M) f(u)) =0,

que pode ser reescrita como:
—(14+ u(N =2)Au+ N1+ pN)u=[(1+ uN)a(z) + pVa(x) - z] f(u) (4.7)

Além disso, as solugoes da equagao satisfazem uma identidade Pohozaev e tem uma
variedade de Pohozaev associada definida por P~1({0}), onde

Pu) = (14 pu(N —22))<N —2) /RN Vul?dz — /RN G*(z,u)dr — ;/RN G rid,
G*(z,u) = (1 + puN)a(z) + uVa(z) - x)F(u) — /\@u{
Z /RN r,G (2, u)dr = /RN (14 uN)Va(z) -z + px - H(z) - ) F(u)dz.
Portanto, P pode ser visto como
50y LN = 2))(N - 2) 2
P(u) = 5 /RN |Vul|“dx
_ /R (1 pN)a(e) + pVale) ) Fu) - A@ﬁdw

- /RN (L +pN)Va(z) - o+ pa - H(x) - ) F(u)de
_(1+M(N—2))(N—2)/ 2
= |Vul|“dx

2

— N(1+ puN) /RN (a(x)+%) F(u) —)\gdx

N /R ) (Va(:l:) T ‘THNﬂ) F(u)da.

Mas recordando que u € P e substituindo (3.7) na equagio acima, segue-se que

Plu) = LA _22>)(N_2) /RN Vulde — (1+MN)¥/RN Vul2de

~ Ny /RN (Va(x) s %) F(u)dx

— _p(N - 2)/ Vuldz
RN

— Ny /R ) (Va(x) T4 %) Flu)de.
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Por outro lado, u é uma solugao da equacio (4.7) e assim satisfaz P(u) = 0. Logo,

—pu(N —2) /RN |Vul*dz = Npu /RN <Va(m) cx+ %) F(u)dx.

Da observagao 3 e da hipoteses (A5), temos que o lado direito da equagdo é sempre ndo
negativo, enquanto o lado esquerdo é sempre negativo, se p > 0 (ou vice-versa, sepu < 0 ),
a menos que p = 0. Portanto pela equagao (4.6), temos que

I'(u) = 0.

Assim u é um ponto critico para o funcional /. m



CAPITULO

5

Existéncia de uma solucao positiva

Neste capitulo mostraremos a existéncia de uma solu¢ao positiva da equagao (1.1).
Como vimos anteriormente, o infimo ¢, restrito a variedade de Pohozaev P nao é atingido.
Assim procuramos por solucoes que possuam niveis de energia maior que c,,. Para isto
aplicaremos ideias semelhantes as empregadas por A. Ambrosetti, G. Cerami e D. Ruiz
em [1], onde um argumento de "linking"é utilizado em um sistema de equagoes nao linear
de Schrodinger, restrito sobre a variedade de Nehari, o qual foi feita a partir da construgao
da fun¢ao baricentro (ver também|[20], [21]) .

Comecaremos este capitulo mostrando que I satisfaz a geometria Teorema do Passo
da Montanha.

Lema 14 O funcional I : HY(RY) — R associado ao problema (1.1), satisfaz a geometria
do Teorema do Passo da Montanha.

Demonstracgao.
Para a primeira hip6tese geométrica, veja que

) = 3l = [ ale)Fluda

1 .
> gl = [ (o0 + T50) P
1
> Sl = [ axFuds.
2 RN
Pelo crescimento da fungao F' para e > 0e 2 < p < 2% temos que

1 oo
f(u)z-nu”i—/ foo€ 6|u|2da;+/ a0 ClulPdz.
RN 2 RN

Pelas imersoes continuas de Sobolev, existem ¢; > 0 e ¢y > 0, tais que

1 Ao €Cl
I(u) > §HUH§ — TH“H? — A CeaJully
1
= 5(1 — asect)|u]]3 — asoClallulff.

1

: _ l—asc€ect p=2
Para ¢ > 0 suficientemente pequeno 1 — asec; > 0 e se [Jul[y, = p com (m) > p,

temos que

49
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I(u) > =(1 — asec)p® — anCeap” > 0.

1

2

Portanto existe a = a(e, p) = (1 — axecy)p? — aneCeap? > 0, tal que
I(u) > a > 0.

Para a segunda hipotese geométrica do Teorema do Passo da Montanha, seja w uma
solucdo de menor energia para o problema auténomo no infinito (4.1) (para a existéncia
ver [5]). Se w € P, entdo w(- — y) € P, para todo y € RY. Além disso, consideremos
t > 0 e definamos z; := w(=¥). Logo avaliando I em z; = w(=¥), temos

Y
—)

- ()
_ tN; /RN Vw|?de — ¥ /RN (a(t:z: +y)F(w) — )\%2> d.

Da condigao (A2), para |y| suficientemente grande, temos que

tN*Q tN
I(2) < / VopPdr - [ Go(w)dr.
2 RN 2

RN

Assim para t > 0 suficientemente grande, temos

Além disso ||z1]| > p, pois caso contrario ||z1||x < p e assim concluiriamos que I(z;) > 0,
0 que é uma contradicao. m
Defina o nivel min-max

¢ = inf max I(y(t)) > 0,

onde
Ii= {y € C([0,1], H' (RY))|4(0) = 0, I(+(1)) < 0} .
Lema 15 ¢, = ¢

Demonstracao. Considere os conjuntos de caminhos I'y, e I', tal como definimos anteri-
ormente. Tomemos v € I'. Desde que I, < I, note que I.(y(1)) < 0. Portanto, 7 € 'y
e assim I' C I'o. Segue-se também de I, < I, que se v € I', entao

<
max Ioo(v(t)) < max I(y(t)),

e dai

. _
Inf max To(7(t)) < inf max I(7(£)).

Além disso, da inclusao I' C 'y, obtemos

_ . . _
Coo = inf max Ioo(7(1)) < inf max I (7(t)) < inf max I(+(t)) =c

e assim c,, < ¢. Para mostrar que ¢ < ¢4, seja € > 0 arbitrario e tomemos v € I',, tal
que Io(7(t)) < maxoci<t Ino(7(t)) < Coo + €. Tomemos y € RY e fagamos a translagao
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1,(7(t)) == ~v(t)(- — y). Logo para y suficientemente grande, obtemos 7,(y(t)) € I'. De
fato, é claro que 7,(v(0)) = 0 mostremos que I(7,(v(1))) <0

H(ry(v(1) = Im ()R — /RN a(x)F(7,(y(1)))dz

=5 = [ ot wFOM).

Da condigao (A2), para € < f_["‘m(l)) e |y| suficientemente grande, temos que

gy F(y(1))dz

I(1,(1(1))) < La(3(1)) + ¢ / F(y(1))dz < 0.

RN

Portanto 7,(7(t)) € I'. Agora se t, é tal que I(7,(7(t0))) é 0 méximo valor no caminho,
entao
Coo +€> I(7(t0)) = lim I(1,(7(t0))) > c.

ly|—o0

Logo cs > c e a igualdade ¢é provada. m
Lema 16 p =c.

Demonstracao. Definimos p., := inf,ep, Ioo(u). NOs ja sabemos que py, = co para .
Além disso, no Lema 12 mostramos que p = co,. Portanto, pelo Lema 15 p=c,,=c. =

Agora vamos provar a seguinte propriedade da Variedade de Pohozaev P em relacao
aos caminhos do Teorema do Passo da Montanha.

Lema 17 Para qualquer v € T, existe s € (0,1) tal que (s) intersecta a P.

Demonstragdo. De Lema 2(a) existe p > 0 tal que, se 0 < ||ul[x < p, entao J(u) > 0.
Além disso, observe que
N -2 )
J(u) = —— |\Vu|*de — N G(z,u)dr — Va(z) - o F(u)dx
RN RN

2 RN

= NI(u) — ||Vull,* — /RN Va(z) - xF(u)dx.

Da condi¢ao (A3), segue-se que
J(u) < NI(u).

Agora, se v € ' entdo J(7(1)) < NI(y(1)) < 0. Desde que ([0,1]) é conexo entao
existe s € (0,1), tal que ||y(s)|[x > p o qual implica que J(v(s)) = 0 ou J(v(s)) # 0, no
segundo caso pelo Teorema do Valor Intermediario existe r € (0,1) tal queJ(y(r)) = 0.
Assim 7(s) intersecta a variedade de Pohozaev P para algum s € (0,1). =

Lembramos que uma sequéncia (u,) é dita ser uma sequéncia de Cerami para o fun-
cional I no nivel d, denotada por (Ce)q, se I(u,) — d e ||[I'(u,)||(1 + ||ul|x) — 0. Agora
mostramos que, se d > 0, entao qualquer sequéncia de Cerami (Ce)y para o funcional I é
limitado.

Lema 18 Se (u,) € uma sequéncia de Cerami (Ce)q com d > 0, entao (u,) € uma
sequéncia limitada.
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Demonstragdo. Desde que (u,) é uma sequéncia de Cerami (Ce)y e ||u,|3 = ||ul||3 +
[l |13, temos

7 (), | < (1 ()l 1 < W () ([l [ 3 + 1) = 0.

Logo

on(1) = I'(up)u, = /VunVu; + /\unu;dm—/a(x)f(un)u;dx = ||, ||x,

RN RN

daf (u,,) é uma sequéncia limitada em H'(RY).
Agora mostremos que (u;) é uma sequéncia limitada. De fato, suponha que [ju )| —

o + N . o
+00. Seja 1, = —4- e note que (u,) ¢ limitada. Assim, e a menos de subsequéncias
ur | ’

Up, — G. Além disso, das imersoes continuas de Sobolev, existe K > 0 tal que ||@,[s <
K||tu,||» = K e consequentemente, temos que

sup / ]ﬁn|2d3: < K.
B (y)

yERN

Logo, um dos casos abaixo deve ocorrer:

Caso 1:limsup supyeRN/ |t [Pdz > 0,
Bi(y)

n—oo

Caso 2:lim sup supyeRN/ |t [2dz = 0.
Bi(y)

n—oo

Suponhamos que o Caso 2 ocorre, e seja L > 1. Entao

L 1 L
]( — u:) = §L2 —/ a(m)F( — u:{) dx.
[t lIx RN [t lIx

Dado e > 0e 2 < p<2*epor (1.3), temos

L €
a(z)F —uj) dxﬁ/ —L?a(z)(\a? da:+C’Lp/ a(z)at dr
Lo (e o 22 ) o )

<aoo/ iLQ(Aai)dx+KLp/ P dz.
RN 2A RN

Como, a menos de subsequéncia
lim supyeRN/ @, |2dz = 0,
n—oo Bl y
e pelo Lema de Lions( Lema 1.21 em [24]), temos que
/ ubdr — 0.
RN
Ainda,

A / i2dr < |lan |2 = 1.
RN



5. Existéncia de uma solucao positiva 03

Assim,

L €a
a(z)F uZ)dx<—ooL2+0n1.
Lo (e o Lol
A

Tomando € = =2, obtemos

2000’

L L? L? L2
2wt ) > = = (Zh0,1) = = = 0,01).
(nu;:uﬂn)> 2 (4“”) TS

A suposicao ||u ||y — +oo implica que ﬁ € (0,1) para n suficientemente grande.
n X
Consequentemente

max [(tul) > 1T L ul ) > L7 0 (1)
X — —o0,(1).
SO AN ([ P 4

Seja t,, € (0,1] tal que I(t,u,}) = maxyecpq) I (tu;)). Entao

[(bout) = () — %I’(tnqﬁ)(tnu*)

<0 [ ot (D) - Flu) ) do
_D (z(up - §J'<u;>ug>
(

ou seja,
I(t,ut) < Dd+ o,(1). (5.2)
Juntando (5.1) e (5.2), temos

L2
v 0,(1) < I(t,u)) < Dd+ 0,(1).

Tomando L > 0 suficientemente grande, chegamos a uma contradicao. Logo o Caso 2 nao
pode ocorrer.
Por outro lado, suponha o Caso 1 ocorre, isto é,

n—o0

lim sup supyeRN/ |G, |2dz = 6 > 0.
Bi(y)

Seja entao (y,) uma sequéncia tal que

)
/ |G, |2 d > — (5.3)
Bi(yn) 2
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Suponhamos inicialmente que |y,| — oco. Considerando que 4, (- + y,) — @(-) e fazendo
n — oo em (5.3), obtemos

1)
/ |G (2 + yn ) |Pd > —.
B1(0) 2

Assim,

)
/ () Pde > 2
B1(0) 2

pois Uy, (+ +y,) — @(-) em L?*(B;(0)) a menos de subsequéncia . Logo @ # 0 e entdo, existe
Q C By(0) com |2 > 0 tal que

+
0 < |u|= lim |G,(z + y,)| = lim M
n—00 n—00 Hu-l‘”)\

Novamente usando a hipotese ||u,}]|, — 400, segue-se que
uwh(z+y,) = +oo Vr e Q C Bi(0).

Agora, pela condi¢do (f3) e o Lema de Fatou, obtemos

i inf [ (GG o+ )~ Flatlo+0,)) do

n—oo
1
> / h_)m inf(éf(uf{(a: +yu))u (2 +yn) — F(u! (2 + yn))) dx
Q’n o0
= +OO7
ou seja
1

lim inf/ <§f(u,f(x + ya))ut (z + yn) — F(uf (x + yn))) dx — 400. (5.4)
n—oo RN

Por outro lado, temos que
1" (g Yuny | = 1" (i gy | < (17 () 1w 5 < W12 () ([l ][4 + 1) = 0,

logo I'(u,))ut = 0,(1).
Pela condi¢ao (A1) com o = inf, cpn a(x), temos

/RN o (%f(u:f(x +yn) st (@ + yn) — Fluf (v + yn))) da < /RN a(z) (%f(u;)u; — F(@)) da

1
= () — 1 yuid
1
< I(uy,) — éll(u:{)u:; <d+1
para n suficientemente grande. O que contradiz (5.4).
Agora, se (y,) ¢ limitada, |y,| < R, R > 1, obtemos

0 / i (2 + )P < / i (2 + 9|2,
2 B3r(0)
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e desde que U, (- + y,) — @ em L?(Bygr(0)), segue-se que

)
- < / ||?dz.
2 B1(0)

Analogamente ao caso anterior, existe Q@ C B;(0) com [Q2] > 0 tal que

+
0 ] = lim [an(x + )| = lim LaE Iy
n—o0

noo  [luf |
Segue o argumento como anteriormente para o caso em que |y,| — oo e chegamos a uma,
contradigdo. Portanto, nenhum dos dois casos acontece, logo (") é limitado, e o Lema
esta provado. m
O seguinte passo é mostrar a existéncia de uma sequéncia de Cerami para o funcional
I no nivel min-max c.

Lema 19 Seja ¢ como em (4.1), entdo existe uma sequéncia (Ce), para I, (u,) C H*(RY).

Demonstracdo. Vamos utilizar o Teorema Ghoussoub-Preiss(Teorema 6 em [9], com
X = H'RY) e ¢ = I, ver também [10]). Inicialmente consideremos zy = 0 e 2; em
HY(RY), tal que I(z;) < 0. A existéncia de tal z; é garantida pelas hipoteses geométricas
do Teorema do Passo da Montanha para funcional I. Também consideramos a variedade
de Pohozaev P

P ={ue H'RY)\ {0}; J(u) = 0}

o qual ¢ um conjunto fechado.

Afirmagao P separa z; e 2.

De fato, observamos que zp = 0 ¢ P e z; ¢ P, pois como na demonstra¢do do
Lema 14 J(z1) < NI(z) < 0. Além disso, da prova do Lema 2(a), existe p > 0 tal
que, se 0 < ||u|]| < p, entdao J(u) > 0. Podemos pensar H'(RY)\ P como {0} U {u €
HYRM)|J(u) > 0} U{u e H'(RY)|J(u) < 0}. Assim, existe uma bola B,(0), com centro
em 2y em uma componente conexa Cy de {0}U{u € H*(RY)|J(u) > 0}, isto ¢, B,(0) C C.
Por outro lado, claramente z; pertence a4 componente conexa de {u € H'(RY)|J(u) < 0}.

Agora, como inf,ep [(u) = ¢ pelo Lema 16, temos

Pn{uec H(RY);I(u) >c} =P.

Logo pelo Teorema Ghoussoub-Preiss, temos garantida a existéncia de uma sequéncia
(u,) C HY(RY) tal que se § denota a métrica geodésica em H'(RY), definida por

§(u,v) = inf {/01 Mdt che CY([0,1], H*(RM)), h(0) = u, h(1) = v} .

L+ @)
Entao
d(un, P) — 0, (5.5)
I(un) = ¢, (5.6)
17" () | (1 + [[t[5) — O (5.7)
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Lema 20 (Splitting). Seja u, € HY(RY) uma sequéncia limitada tal que
I(up) = d e |1 (un)|(1 + [Junl[x) — 0.

Substituindo por uma subsequéncia, se for necessdrio, existe uma solu¢io u de (1.1), um
nimero k natural, k funcoes u',u?, ..., u* e k sequéncias de pontos (y2) € RN, 1< j <k,
satisfazendo:

(a) u, — u em H*(RYN) ou simultaneamente ocorre os sequentes fatos:
(b1) v sao solugoes ndo triviais de (4.1);
(62) [yl = 00 € |y —yu| = 00,0 # j;
(b3) wy = Y e =) = T
(b4) 1(un) = 1(@) + 321, Lo(u).

Observacao 13 A prova deste lema pode ser encontrada na tese de R. Lehrer em que é
usado uma versao do Principio de Concentragio e Compacidade de P.L. Lions [16].

Corolario 3 Se I(u,) — coo € ||I'(un)||(1 + ||unl|x) — O, entdo ou (u,) € relativamente
compacto ou o Lema Splitting se estabelece com k=1 e u = 0.

Lema 21 O funcional I satisfaz a condi¢iao de Cerami (Ce) no nivel d € (Coo, 2¢s0)-

Demonstragao. Seja uma sequéncia (u,) € HY(RY) tal que I(u,) — d e ||I'(u,)||(1 +
|lunllx) — 0. Pelo Lema 18 (u,) é limitada. Logo aplicando o Lema 20, a menos de
subsequéncia, temos

k
Uy — Zuj(x — ) = @ em H'Y(RY),
j=1

donde v’ ¢ uma solugao fraca do problema auténomo no infinito (4.1) , |y2| — oo e @ é
uma solucao fraca da equacao (1.1). Além disso,

k

I(up) = I(@) + > Ino(u) + 0n(1).

j=1
Desde que d < 2c¢.,, entao k < 2. De fato fazendo n — oo na igualdade anterior temos

k
20 >d=1(0) + > Ino(ty) > I(1) + ko > ko

j=1
dai

(2—Fk)ce > 0,
implica que k < 2. Assim se k = 1, temos dois casos para distinguir

(1) w # 0, o qual implica I(u) > c e consequentemente I(u,) > 2c¢ . Dai, como
I(u,) — d < 2¢y, se gera uma contradicao.

(2) w =0, o qual implica que I(u,) — Io(u1) = d.
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Afirmacao I (u1) = oo
De fato, como wu; é solugdo nao trivial do problema autonomo no infinito (4.1), entdo

0=1TI(ur)(uy) = /VmVul_ + Aujuy de— / Uoo f (ur)uy dz

RN RN
= /V(uir +uy)Vuy + Muf + up )uy de— / Qoo f (U] +ul )uy dx
RN RN
= /Vul_Vul_ + Aujuy de = / ‘Vuf!z + Auy )?dzx
RN RN
T
= Jluc]l
onde u; := min {u;,0} . Assim, necessariamente temos que u; > 0 e pelo Principio do

Maximo u; > 0. Também pela Unicidade de Solucao Positiva do problema auténomo no
infinito (ver [14] ) e o Lema 3.1 em [12], temos que

Io(u1) = Coo-

Esta afirmacao gera uma contradi¢ao ao caso (2). Portanto em ambos casos chegamos
a uma contradigdo com o fato d € (coo,2¢s). Assim & = 0 e a menos de subsequéncia
U, — % em H'(RY). m

Lema 22 Se I(u,) = d >0 e (u,) C P, entdo a sequéncia (u,) € limitada.

Demonstracao. [(u,) — d implica que (I(u,)) é limitada em R. Agora, se u, € P
entao

1
I(uy) > — Vu,|*dz,
()2 3 [ [V

e para n suficientemente grande, temos

1
d+1> I(u,) > N/ |V, |?dz,

RN

portanto (||Vu,||2) é limitado. Pelo Teorema de Sobolev, Glagliardo e Nirenberg (ver [6],
Teorema 9.9), segue-se que (||u,||2+) também é limitado.
Agora pela desigualdade (1.3) com 0 < e < ﬁ, temos

[at@rFw) < [ atw) (§lunl + o)

€ *
< oo [lunllz + C(e) [unllz-

Substituindo isto na expressao de [,

d+1>I(uy)
> L9l 4+ 0l — e 3 — (6
-2 2 2
1 A € .
> 51Vl + (5 - an )l = OOl

2%
Q-

A €
> (5 _ %5) lanll2 = C()
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Desde que (3 — ax5) > 0, se [Juy, ||z = oo daria uma contradigdo. Portanto (u,) ¢ limitada
no espago H'(RY). m

Em seguida, apresentamos a fungao baricentro, a qual sera crucial para provar a exis-
téncia de uma solucgao do problema (1.1), antes definir tal fun¢ao consideremos o seguinte.
Seja u # 0 € HY(RY) definimos:

1

= lu(y)|dy,
|B1l J B @)

plu)(z) :

onde pu(u) € L=(RY) e 1 ¢ uma fungdo continua. Seguidamente, tomamos

1

ie) = u(0) o) ~ 3 max () N

Note que @ € Co(RY).
Definigao 10 O baricentro de u # 0 é
1

[l

plu) =

/ ri(r)dr € RY.
RN
Desde que u tém suporte compacto, por definicdo, 5(u) estd bem definido. A funcao
baricentro [ satisfaz as seguintes propriedades:
(a) B é uma funcao continua em H'(RY)\ {0}.
(b) Se u é radial, entdo 5(u) = 0.
(c) Dado y € RY e definindo u, () := u(z — y), entao S(u,) = B(u) + y.
Agora definimos
b:=inf{I(u);u € P e [(u) =0},
onde é claro que b > c,. Além disso, o seguinte resultado é verdadeiro.
Lema 23 b > c..
Demonstracao. Suponha por contradicao, que b = co. Pela definicao de b existe um
sequéncia (u,) C {I(u);u € P e f(u) =0} tal que

1
I(u, b+ —.
(un) < —i—n

Logo pelo Lema 22, (u,) é limitada. Note que, pelo Lema 15 e Lema 16 b = p. Entdo
(u,) é também uma sequéncia minimizante de I em P. Logo pelo Principio Variacional
de Ekeland ( Teorema 8.5 em [24]) existe outra sequéncia (@,) C P tal que:

o (i) — p;
o I/|73(an) — O;

o ||@, — uy|lx — O.
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Agora, desde que a variedade de Pohozaev é um vinculo natural para o funcional I, temos
que I'(1,) — 0. Além disso (a,) é limitada, pois

[tnl[x < Nn = ]l = A+ [Junl|A.
Também como f(u,) =0 e [ é uma func¢do continua em u, e ||@, — u,| — 0, temos

|6(tn) = B(un)| =0,

e dai 5(u,) é limitada.
Consequentemente, a sequéncia (,) satisfaz as hipoteses do Corolario 3 e desde que
P = Cs NA0 é atingido, entao o Lema de Splitting se estabelece com k=1 e w = 0. Logo

Uy, — ul(- —yn) = 0,

1

onde |y,| — oo e u' & solugdo do problema autéonomo no infinito (4.1). Por translagao,

obtemos
T (- + yn) — u' ().
Desde que o baricentro 8 é continua, temos
Bltn (- +yn)) = Blu' ().
Por outro lado,
|5 (- 4+ yn))| = [6(in) = yn| = [yn] = 15(@n)]-

Dai, se n — oo temos que |5(a(- + yn))| = o0, 0 que é uma contradicao . Assim b > cu.
[ ]

Agora consideremos novamente a solucao de menor energia positiva e simetricamente
radial w € H'(R") do problema auténomo no infinito (4.1). Definimos o operador 1T :

RY — P por
i) = v (2,2,

Y

onde 6, é exatamente o niimero real § no qual w(-—y) se projeta na variedade de Pohozaev
P.

Afirmacao Il é uma func¢ao continua de y.

De fato, a composicao y — w(- —y) — 0y(w(- —y)) é continua, desde que (- —y), w e
8, sao continuos. Consequentemente a nova composicao

=Y
Iyl =
y w( ; )
é continua.

Verifiquemos algumas propriedades do operador II:

Lema 24 A(II[y)(z)) = y.
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Demonstracao. Seja v(z) =w (za_;y>7 entao

1

wo())(@) = 2 |v(z)|dz
| 1| Bi(z)
_ w ($ _ y) dz
|Bl| Bl(x) 0:1/
1 f)
S — w| = ||dz
|Bl| Bi(z—y) (Qy

r{o(e

Oy

e ainda mais, que 0(z) = W <—) (x —y). Avaliando 5 em v, e pelo fato que a norma em

LY(RY) & invariante sobre translagao, obtemos

1

(B

x0(x)dx

()

(2 + )i <9—> (2)dz

Yy

(7) O+ o Lo (7,) 0
<9—>) i ﬁ/ﬂwﬁ(y—l—z)dz

=
NP
I
=
—

]RN

I
S|~
-
T
=
8
g

I
= -
=

I

Il
=i
=
%\
2
w
g

I
e} )
+/§\

|
=

onde também usamos [(u) = 0 se u é simétrico radialmente. m

Lema 25 [(Il[y]) — cs quando |y| — oo.

Demonstracao. De fato, [I[y] € P, e em P o funcional pode ser escrito como

(%)
0?/

Além disso, como w € P, temos

1
_N RN

I(ITy])

1
Io(w) = N | |Vw|*dz.

Fazendo uma mudanca de variaveis em (5.8), obtemos

9N—2 ) (9N
I([y]) = -~ \Vwl|* dz + i/ Va(l,z +y) - (0, +y)F (w) dz
N RN N RN
QN
=0V I (w) + % Va(l,z+y) - (O, +y)F (w)dx

Pela condicao (1.2) e 8, — 1, quando |y| — oo, temos

Va(0,x +vy) - (0,0 +y)F (w(x)) = 0 q.t.p. em R,

2
1 _
dx + N Jox Va(z) -z F (w (ﬂfeyy)) dz.

(5.8)
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Agora, se |y,| — 0o entdo
Va(y,x +yn) - (0,7 + yo)F (w(z)) = 0 q.t.p. em RY,
e também para € > 0, 2 < p < 2* e usando a condi¢ao (A4) e (1.3), obtemos

IVa(ly,z +yn) - 0y, 2 + yn) I (w(2))| < Nag|F (w(z))]

< T (@) P + NawClu(a) P = hia),

COI

/RN h(z)dr < 0.

Assim pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que
/ Va(O,x +vy) - (0,2 +y)F (w(z)) dr — 0 quando |y| — +oo.
RN

Consequentemente fazendo |y| — +o00 em (5.10), se [y| — +oo, temos I(IT[y]) = coo.
Lema 26 Suponha que
(A6) SUPIQRN|CLOO — a(x)| < ;J%Trzlc;ﬁ%7

onde 0 = sup,cgn 0. Entao I(I1[y]) < 2cs.

Demonstracao. Observamos inicialmente que

[orawar= [ 0 (w(2) w0 [ Fea

Como w € P, temos

N -2 2
—5— / V| dz = N/aooF(w) - )\%dx
RN RN

ou equivalentemente,

N -2 N
N/aooF(w)dx:T/]wadx—l—;/kuﬂdx
RN

RN RN
<5/\Vw|2d:c+—//\w2d:c
RN RN
N
= <l
Logo
[ Flwde < 5l
w)dr < —||w
205 A
]RN
e assim

[ F il ds < 2wl 6.11)
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Por outro lado, temos que
1 r—y 2 r—y A T —y
_ 1 _ A9
=3 [ [o0 (552) [ o= [Loer (o (552)) =30 (552
2
= 1/ Vw =z d:):—/ asoF' | w =z —éw2 =z dx
2 RN ey RN ey 2 «9y

= Ioo{w('/ey)) < oo(W) = Coo,

pois 0 méaximo da funcdo ¢t — I (w(-/t)) é atingido em ¢t =1 e 6, > 1. Logo,

I(II[y]) < oo (5.12)

De (5.11) e (5.12), temos que
I(Iy]) = Io(I[y]) + (I(I[y]) — Lo (I[y]))
<ewt [ (ax—al)P () do

2%0000/
< Copo+=——— F (Illy]) dx
ON|[w|[3 Jen (1)

N
2000Co0 by

2
Q_NHU)H%\ Yty [w][} < 2¢e.

< Coo T+

Assim, temos que I(Ily]) < 2¢o. ™
Vamos agora apresentar uma versao do Teorema de Linking para sequéncias de Cerami
(ver o Teorema 2.3 em [4]).

Definicao 11 Seja S um subconjunto fechado de um espaco de Banach X, e seja Q) uma
subvariedade de X com fronteira relativa 0Q. Dizemos que S e 0Q "link"se:

(1) SNoQ = 0;
(2) para qualquer h € C°(X, X) tal que h|ag = id, vale h(Q) NS # 0.

Ainda, se S e 0Q sao como acima e B é um subconjunto de C°(X,X), entio S e 0Q
"link"com respeito a B, se (1) vale e se (2) vale para qualquer h € B.

Teorema 10 (Linking) Suponha que I € C'(X,R) seja um funcional que satisfaz a con-
digao (Ce). Considere S um subconjunto fechado de X e uma subvariedade QQ C X com
fronteira 0Q). Suponha também que

e S e0Q "link";
o a=inf,csI(u) > sup,coq I(u) = ap;
® sup,o I(u) < +oo.

Se B ={h € C%X,X);hlag = id}, entdo | = infrepsup,cq I(h(uw)) define um valor cri-
tico de I, com | > «

Demonstracdo do Teorema 1.1. Como Il[y] € P entdo [ (Il[y]) < I(Il[y]), para
qualquer y € RY. Pelo Lema 25 e do fato de que b > c., existe p > 0 tal que para todo

p=p

Coo < max [(I1[y]) < b.
lyl=p
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Na verdade,

Coo < gl‘i%[(ﬂ[y}).

De fato, suponha que

Coo = ﬁg};l(ﬂ[y}),

entao
Coo = I(w) = I(Il]yo]) para algum |yo| = p.

Logo,

1 N-2 2, O
0> N(l O, )/]RN \Vw|“dz = N o Va(z) - xF(w)dz > 0,

o que é uma contradicao. Portanto

Coo < 1‘rn|iX](H[y]) <b (5.13)

Para poder usar o Teorema do Linking, definimos
Q:zH(%) e S:={ueP;pB(u) =0}
Mostremos que 9Q e S "link". De fato, pelo Lema 24, temos S(Il[y]) = y e entao
oQNSs =10.
De fato, se u € 90Q N S entdo u € 9Q e u € S. Logo existe |yo| = p tal que

B(u) = B(Hyo]) = yo (5.14)

pelo Lema 24. Por outro lado, como u € S entdo f(u) = 0 o qual contradiz (5.14).
Mostremos agora que h(Q) N S # 0, para qualquer h € H, onde

H = {h e C(Q.P); hlag = id}.

Dada h € H, definimos T : B,(0) — RY por
T(y) = Bohollly].

A funcao T é continua, pois é composicao de func¢oes continuas. Além disso, para qualquer
ly| = p temos que II[y] € 0Q. Entao h (I[y]) = I[y] pois hlag = id e, pelo Lema 24,
T(y) =y.

Afirmacgao. Existe um g € B; tal que T'(y) = 0.

De fato, suponha que T'(y) # 0 para todo y € B,, entdao defina M : B;(0) — B;(0)
por




5. Existéncia de uma solucao positiva 64

Note que M verifica M (B;(0)) C B5(0), pois ||M(y)|| = p. Além disso M é continua pois
T' ¢ continua. Portanto pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, a fungao M tem ponto
fixo em Bj. Seja yo tal ponto fixo de M, isto &, M(yy) = yo. Desta forma

ol = 1M (yo)ll = p > 0.

Por outro lado,

5T _
)52 —< y07M(y0) >— <y0’_ P (yO) > — _HTp

HT(?JO)H (y0)||

0 que é uma contradicdo. Assim existe § € B;(0) tal que T'(y) = 0. Em particular
§ € B5(0) o que implica que h(Il[g]) € S. Portanto, 0Q e S "link".
Ainda, das defini¢oes de b e @ e a desigualdade (5.13), podemos escrever

< Yo,Yo ><0

b=infI > max].
S oQ

Definimos

1 g T

o qual esta bem definida, pois desde que

Q = B5(0)
é compacto e h(u) € P, entdo

>
max I(h(u)) > oo

e entao

. -
g 1) 2 e

Além disso, temos que d > b. Com efeito, como h(Q) NS # (), para toda h € H, existe

w € S tal que w também pertence a h(Q), isto é, existe v € II (Bﬁ(0)> tal que w = h(v).
Assim,

I(h(v)) =I(w) > inf I(u) = b

ueS

o que implica que

d = inf max I(h(u)) > b.
heH ueQ
Em particular, temos que d > ¢4, pois b > c,, pelo Lema 23. Ainda, se tomamos
h = id, temos

d = inf max I(h(u)) < maxI(u) < 2¢s,
heH ueq ueQR

onde usamos o Lema 26. Logo d € (Cw,2¢s). Portanto, temos pelo Lema 21 que a
condigao de Cerami é satisfeita no nivel d e assim podemos aplicar o Teorema de Linking
e concluir que d é um valor critico para o funcional /. Logo, é garantida a existéncia de
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uma solugao ndo nula u para a equacao (1.1). Além disso, u é uma solucao positiva da
equagao (1.1). Com efeito

0= I'(w)(u~) = / VuVu + M dr— / o(2) f (u)u=da

RN RN
TR
= Jurlly’s
onde u~ := min {u,0}. Logo u > 0. Colocando a equagao (1.1) em u na forma

Au— Au = —a(x)f(u) <0,

e usando o Principio do Maximo Fraco( Teorema 3.5 em [11] ), temos que u > 0.






CAPITULO

6

Consideracoes Finais

Neste trabalho foi estudado uma versao estacionéaria da equagao de Schrodinger nao-
linear assintoticamente linear no infinito e o objeto principal do estudo foi artigo de A.
Maia e R. Lehrer em [15]. Este tipo de problemas sdo recentes e vem sendo tratado na
area de Equacoes Diferenciais Parciais.

No capitulo introdutoério é enunciado o Teorema 1.1 e o Teorema 1.2 que sao os obje-
tivos deste trabalho, onde o primeiro mostra a existéncia de uma solucao positiva para o
problema (1.1) e o segundo mostra a nao existéncia de solugdo para este problema. No
segundo capitulo foi apresentado estudos preliminares indispensaveis para abordar as téc-
nicas necessarias a fim de se obter solucoes da equacao, resultados de Analise Nao-Linear
compoem o capitulo como uma versao do Teorema do Passo da Montanha. No terceiro
foi enunciado a identidade e variedade de Pohozaev para o problema (1.1). J4 no quarto
Capitulo demostra-se o Teorema 1.2, que mostra a nao existéncia de solucao do problema
(1.1) restrito a variedade de Pohozev P. Finalmente no quinto Capitulo demostra-se o
Teorema 1.1, o qual mostra a existéncia de uma solu¢do positiva para o problema (1.1)
sobre um subconjunto da variedade de Pohozev P, onde foi usado o Teorema de Linking
e a funcao baricentro.

No desenvolvimento do trabalho tive a oportunidade de aprimorar o meus conhecimen-
tos aprendidos em aula, além de conhecer varios outros trabalhos visando este assunto,
onde diferentes técnicas sao utilizadas, me proporcionando assim uma certa familiaridade
com as formas de abordagem das Equacgoes Diferenciais Parciais Elipticas. Tal familiari-
dade julgo ser fundamental para dar continuidade aos meus estudos em nivel de doutorado,
quer seja nesta area ou em outras areas da Matematica.
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APENDICE

A

Um problema modelo de (1.1)

Consideremos o problema

3

—Au+ Au = a(x)ﬁ, em RY

1 1
k> s

(A1)-(Ab) e a funcao f(s) = lj’% satisfaz (f1) — (f3). De fato,

com a(zr) = e — € Gs > A constantes positivas. A funcao a(x) satisfaz

(A1) a € C*(RN,R") pois ¢ a diferenga de dois fungoes de classe C*. Também, temos

que
1 1
a(z) =a P a k
Dai
inf a(x) > ax > 0;
zeRN
(A2)

(A3) Va(z) -z =25 >0

(|z|+k)2 =
Va(x)x
(A4) afz) + Y4DT < g
De fato
a($)+Va(a:).x_a B 1 n || B +(1—N)\:c|—N/’<; -
N * x|+ k" N(z|+k)2 N(|z| + k) =

69
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Com efeito, primeiro observemos que

Jj=1 =1
2 2 eIl 77~ el 7%~ ol
[P (lzl + k) [xP(l2] + k)
e e 2P
(el + k)2 [Pzl + R (o] + k)
2z
(|l + k)
Assim,
v-H(x) -z |zl 2|x|?
Val) et TN S v B (el + P
_ 2
_ Nlal + (N =Dl _
N(|z| + k)3

Também a fungao f(s) = 1_‘?% satisfaz as hipoteses (f1) — (f3). De fato,

f e C*(RT,RY), pois f(s) ¢ uma funcao racional e f(s) = lj’r% > 0 para todo s > 0.

3

S
, . . . T2 . 2
Também se verifica que, lim £ — )i =2 = i T==0
s—0 ¢ s—0 s—0 1ts
. . 2 .
lim £ = lim iz = lim —= =1
s—oo0 9§ s—o0 115 s—oo 3311

Se F(s) = [, f(t)dt = [5 Li% =< —In(s® + 1) entdo

2

1 4 2
i —8—+1n(s2—|—1):

1
Q) =35f(s)s—Fls) =575 3 20157

De fato, se s > 0 entao 1 + s? > 1. Dali, fazendo uma mudanca de variavel t =
1+ 5% > 1, temos

1—¢t 1

R(t) = — + = Int
)=+
derivando esta nova funcao, obtemos
2t — 2
R'(t) = —— > 0.
(t) =~z

Logo R é uma funcao crescente. Em particular, R(¢) > 0 para todo ¢ > 1. Con-
sequentemente @(s) > 0 para todo s > 0. Agora, antes de mostrar que existe um
D > 1 tal que

Q(s) < DQ(t) paratodo0<s<t,

mostremos a seguinte afirmacao.

+1In(s* +1), para todo s > 0.
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Afirmacao: Se f é diferenciavel, entao @ é nao decrescente para s > 0 se, e

somente se Q(s) é ndo decrescente para s > 0.

De fato, derivando @, temos

Logo, @ é nao decrescente se, e somente se (J(s) é nao decrescente para todo s > 0.

. ~ . 2 . ~
Assim, pela afirmacao feita, basta mostrar que @ = 1157 seja nao decrescente para

todo s > 0, para estabelecer que existe D = 1 tal que Q(s) < DQ(t) para todo 0 <
s <t.

De fato,

Finalmente, temos que

lim Q(s) = lim (2= — % (1)) = 1 = (1) =+
111 = lm | = ——=+n =lim ( —+1In =
s 5 s T s 00

§—00 s—o0 \ 21+ 52 5—»00







APENDICE

B

Regularidade da funcao I e J

Proposicao B.1 O funcional associado com o problema (1.1) € dado por
1
I(u) = 3 / IVul? + \u? — /a(:v)F(u)dx
RN RN

¢ de classe C'(H'(RY),R).

Demonstracao. De fato, inicialmente vamos a calcular a derivada de Gateux DI.

Iu+ “;) — 1) _ / (vuvu + v + % (IVol?) + %»2) dz — /a(m) {F(u i m;) RO

RN
Definimos a funcao
g(0) := F(u+ 0tv) para todo 6 € [0,1].

Note que g é continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1), logo pelo Teorema do Valor Meio
existe o € (0, 1) tal que

Fu+tv) — F(u) = f(u+ atv)tv.
Assim,

I(u+tv) —
t

I(u) = /Vqu + Auv + % (IVv]?) + gvzda: — /a(:c)f(u + atv)vdr.
RN RN

Agora, usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue na anterior igualdade
e fazendo t — 0, temos que a derivada de Gateux de [ é

DI(u)v = Tim I(u+tv) — I(u)
t—0 t

—/(Vqu—l—)\uv)d:U—/a(x)f(u)vdx.

RN RN

73



B. Regularidade da func¢ao I e J 74

Seguidamente, mostremos que o operador DI é continuo em v € HY(RY). De fato, seja
(u,) uma sequéncia em H'(RY) tal que u,, — u e seja v € H'(RY) com |jv|| < 1, entdo

|[DI(u,) — DI(u)lv| = / (Vu, Vv + Auv)de — /a(x)f(un)vdx - / (VuVv + Auw)dx

N RN RN

+ / a(z) f (w)vda

RN

= / (V(up, —u)Vo + AMu, —u)v)de — /a(as)(f(un) — f(u))vdz

N RN

< / (IV (g — )| [ V0] + Afuty — o]l + / (@) (un) — F(u)|[oldz

RN RN

< ([ ww=aar) ([ 19) ([ ) ([ reiar)

+ % (/RN 1 () — f(u)PdI)é (/RN /\v2dx)%

Uoo
< lun = wllvllx + flun = wllsllollx + ﬁHf(un) = f@)ll L2 [[]]x-

Por outro lado das imersoes continuas de Sobolev,
u, —u em LF(RY) com 2 < p < 2%

do Teorema do Vainberg (ver o Teorema 4.9 em [6]), existe (u,,) C (u,) e g € LP(RY) tal
que

U, (z) = u(z)  q.t.p. em RY

[un, (2)] < g(x)  q.t.p. em RY,
Desde que f é uma funcao continua, temos
| f (tn, (2)) — fu(@))* =0 qtp. em RY

e como as condic¢des (f1) e (f2), implicam que

|f(s)| < M|s| paratodo s € R. (B.1)
Logo
[f (i, (2)) = f (u(@))* < 4(1f (n, ()7 + [ f (u(2))]?)
< MZJun, (2)* + M?Ju(z)|?
< MPg*(x) + M*g*(x) = 2M’g*(2),

/ 2M?*g? () < oo.
RN

2
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Assim, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,temos
1/ (un) = f(W)][ 2@y — 0.
Assim,

[1DI(un;) = DI(u)|| = sup [[DI(un) — DI(u)]v|

lvll<1

< Jlun = wullx + flun — UHA+\/—Hf( n) = f (W)l L2y = on(1).

Agora, suponha que exista (u,, ) C (u,) tal que
DI(uy,) - DI(u),

entdo fazendo todo o anterior para o caso u,, — u em H'(RY), temos a menos de
subsequéncia que

DI(uy,,) — DI(u),
o gera uma contradi¢do a suposicao feita. Portanto
DI(u,) = DI(u),
consequentemente DI(u) = I'(u) e I € C*(H'(RY),R). =

Proposicao B.2 O funcional associado a identidade de Pohozaev de (1.1) € dado por

_ %/WUF—N/G(LUW— /Va(x)-xF(u)

com G(z,u) = a(z)F(u) — 27 ¢ de classe C'(H'Y(RY),R).

Demonstracao. Como na anterior demonstracao vamos primeiramente a calcular a
derivada de Gateux D.J.

J(u+tv) — J(u) = (N - )/(VUVU+—|VU|2> dm+N/)\uv+%vd

t
_N/< (z) x) F(u—i—tv)—F(u)dx‘

t

Definimos a funcao
g(0) := F(u + 0tv) para todo 6 € [0, 1].

Note que g é continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1), logo pelo Teorema do Valor Meio
existe o € (0, 1) tal que

F(u+tv) — F(u) = f(u+ atv)t.
Dali,

I(u+tv) — I(u)
t

= (N—2)/ (Vqu—i— |VU|2) dx+N/)\uv+/\tv2dx

—N/( (z)- x) f(u+ atv)vdz,
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e fazendo t — 0, temos que a derivada de Gateux de J é
Va(z) -z
DJ(u)v = (N —2) | VuVvdz — N a(x) + —N f(u)v — Auvdz.
RN

RN

Agora, mostremos que o operador D.J é continuo em u € H'(RY). Com efeito, seja (u,)
uma sequéncia em H'(RY) tal que u, — u e seja v € HY(RY) com |[v|| <y, entdo

N

_(N—2) / VuVo+ N / (a(a:) + M) Fu)o — Auvda

I[DJ(u,) — DJ(u)]v| = |(N — 2) / Vu,Vv — N/ (a(x) + M) f(un)v — Aupvdz

N

_ v 2 / V(uy — u)Vods — N / (a(x) + W) (F(un) — f(u))vdz

—N/ n — w)vdz

<V =2) [ (9l ~ )l Vel)do + N [ a| () = flw)olds

RN RN

+N/ Au, — ullv|dx
RN

+ % (/RN | f () — f(u)y?cz:z;)é (/RN )\Ude)é
([ A wsar)” ([ rear)

< 2lun — ullallvllx + \/—Ilf(un) — f(W@) 2@myllo|la-
Além disso, das imersoes continuas de Sobolev,
U, = u em LP(RY) com 2 < p < 2%
Do Teorema do Vainberg, existe (u,,) C (u,) e g € LP(R") tal que

U, (z) = u(z)  q.t.p. em RY

[tn, ()] < g(x)  qtp. em RY.

Desde que f é uma funcao continua, temos

| f (tn,; (2)) — fu(@)]* =0 qt.p. em RY,
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7

€ como

[f (i, () = f(u(@))]* < 41 (un, (@)1 + £ (w(2)) )
< M|y, (2)[* + M?|u()[?
< M?¢*(x) + M?¢*(x) = 2M?g*(x).

Logo do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

f (un) — f(U)HLZ(]RN) — 0.

Portanto,

1D J(un;) = DJ (u)|| = sup [[DJ(un) = DJ(u)]v|

vll<1

Qoo
< 2ffun — ullx + TAHf(“”) — f(W)ll 2@y = 0n(1)
e consequentemente
DJ(u,) — DJ(u)

e DJ(u) = J'(u) com J € C*(H}(RY),R). m
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