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RESUMO

Nesta dissertacdo serdo analisados os dois modelos conhecidos na literatura que descrevem
particulas massivas de spin 3/2 em D =2+ 1 dimensdes. Essa andlise ser4 feita, assim
como nos trabalhos relacionados aos bésons (spin 1, spin 2 e spin 3), via procedimento de
Imersao de Calibre de Noether (ICN), Solda generalizada, analise de vinculos e condi¢des
de Fierz-Pauli. Através de argumentos de simetria, via ICN, apresentaremos uma forma de
relacionar os dois modelos e mostraremos que € possivel construir um novo modelo de
terceira ordem em derivadas. Apresentaremos um modelo de dubleto de segunda ordem
em derivadas de onde € possivel obter os demais modelos auto-duais da teoria. A partir da
aplicacdo da ICN no modelo de dubleto construiremos um novo modelo, de quarta ordem

em derivadas, andlogo a versdo linearizada da chamada "New Massive Gravity".

PALAVRAS-CHAVE: Auto-dual. Imersdo de Calibre de Noether. spin-3/2, dualidade.



ABSTRACT

In this master’s thesis we will analyze the two known models in the literature wich
describe massive spin 3/2 particles in D = 2+ 1 dimensions. This analysis will be done,
as was previously done on works related to the bosons (spin- 1, spin- 2 and spin- 3),
via Noether gauge embedment (NGE) procedure, generalized soldering, hamiltonian
constraints analysis and Fierz-Pauli conditions. Through symmetry arguments, by NGE,
we will present a way of relating the two models and show that it is possible to construct
a new model in third order derivatives. We will show a second order derivative doublet-
model whence it is possible to obtain the other self-dual models of the theory. From
the application of NGE in the dublet model we will construct a new model, wich has
a fourth-order derivative term, analogue to the linearized version of the so-called "New

Massive Gravity".

KEYWORDS: Self-dual. Noether gauge embedding. spin 3/2, duality.



LISTA DE ILUSTRACOES

[Figura 1  Relacao entre os modelos de singletos e dubletos paraspin 1| . . . . 12
[Figura 2 Relacao entre os modelos de singletos e dubletos paraspin?2[ . . .. 13
[Figura 3 Modelos auto-duais de primeira e segunda ordem| . . . . . .. . .. 14
[Figura 4 Ilustracao das relacoes entre os modelos de singletos para spin3/2 |
obtidonocapitulo?2| . . . . ... ... o oo 48
[Figura 5  Ilustracao das relacoes entre os modelos de singletos e do modelo de |
dubleto para spin3/2 proposto no capitulo 3| . . . . ... ... ... 49
[Figura 6 Ilustracdo completa das relacoes entre os modelos de singletos e |
dubletos para spin3/2 em D=2+1 dimensdes| . . . . .. ... .. .. 50




SUMARIO

1 INTRODUCAO| . . . .t ottt et e e ettt e e e 11
2  MODELOS DE SINGLETOS PARA SPIN 3/2 EM D=2+1 15
[2.1 Modelo auto-dual de primerraordem| . . . . . . ... ..o L 15
[2.2 Condicoes de Fierz-Pauli| . . . . .. ... ... ... ... ... ... 17
[2.3 Analise dos vinculos: via algoritmo de Dirac-Bergmann| . . . . . . . . 21
2.3.1 Vinculos primarios| . . . . . ... ... ... ... .......... 21
2.3.2  Densidade de Hamiltoniana Canonical . . . . . . . . ... ... .. 22
2.3.3 Condicoes de consistencia| . . . . . ... ... ............ 22
2.3.4 Contagemde vinculos| . . . ... ... ... ............. 25
2.4 Imersao de Calibre de Noethed . . . . ... ... ... ........ 26
2.4.1 De SE‘% para S/(fl% ............................. 27
2.4.2 S paraSU) L 28
3  MODELOS DE DUBLETOS PARA SPIN32 EMD=2+1] .. ... 31
(3.1 Condicoes de Fierz-Pauli| . . . . . . ... ... ... 00000 32
[3.2 Analise de vinculos: via Algoritmo de Dirac-Bergmann| . . . . . . . . 33
[3.3 Obtencao do modelo auto-dual de primeira ordem| . . . . . . ... .. 35
[3.4 Imersao de Calibre de Noether para o modelo de dubleto|. . . . . . . . 37

4 = FORMALISMO DE SOLDA GENERALIZADAI




B.0.1 Algoritmo de Dirac-Bergmann| . . . . . . ... ... ... ... .. 59
B.0.2 Transformacoes de calibre e Contagem do Numero de Graus de |
[ Liberdade| . . . . . . ... ... ... . ... ... . 60

IAPENDICE C - REPRESENTACAO DOS ESPINORES DE DI- |
I RACEMAJORANA| ... ... ... 62
(C.0.1 EquacaodeDirac| . . . . .. ... ... ... L L. 62
(C.0.2 Solucoes da equacaode Dirac| . . . . . . ... ... ... ... ... 63
(C.0.3 Férmion de Majorana| . . . . . . ... ... ............. 65
(C.0.4 Conjugacaodecargal . . . . . ... ... ... ............ 66




11

1 INTRODUCAO

Modelos distintos que descrevem o mesmo fendmeno fisico, como o caso da dualidade
onda-particula, desempenham um papel importante na interpretacado fisica também no
contexto da teoria quantica de campos. O fato € que caracteristicas ndo aparentes em deter-
minada descri¢do podem ser evidentes na versao dual. Isso ilustra e resume a importancia
do estudo das relagdes de dualidade. Aqui, a partir de uma visdo construtivista da fisica
- no sentido de construir cada novo modelo a partir de um ja concebido - e também em
analogia aos casos bosonicos, restringimos o estudo das dualidades para teorias de gauge
massivas em mundos planares com D = 2 + 1 dimensdes. Fato conhecido € que modelos
massivos em D = 2 + 1 estdo associados a modelos ndo massivos em D = 3 4 1 dimensdes
e também que os modelos massivos em D = 2+ 1 fazem o papel de "building blocks"de
teorias massivas em dimensodes mais altas e teorias de supergravidade, no entanto, podemos
também apresentar como motivagao para restri¢ao deste estudo em D = 2+ 1 a dificuldade
técnica em trabalhar em dimensdes mais altas.

Uma das motivagdes igualmente importante no estudo dos modelos de spin 3/2, mesmo
ndo sendo o principal foco deste trabalho, € a descri¢@o da particula conhecida como gravi-
tino no contexto da supergravidade, sendo um férmion de Majoran descrita pela equacao
de Rarita Schwinger e parceira supersimétrico do griviton (spin 2), que € a particula
associada ao campo gravitacional. Desta forma a supergravidade (SUGRA), sendo a
combinacao da teoria supersimétrica com a relatividade geral, assim como as relagdes de
dualidade, criam um terreno fértil para o florescer deste estudo.

Comecando pelo spin-1, observamos que parece haver uma rela¢ao do tipo 2SEI para
o numero de modelos distintos auto-duais que descrevem a mesma particula, sendo s o
valor do spin. O primeiro modelo, denominado auto-dual (AD), obtido em (TOWNSEND;
PILCH; NIEUWENHUIZEN, [1984) descreve um singleto massivo em D = 2+ 1. Tal
modelo ndo possui simetria devido ao termo de massa de Proca, que quebra a invariin-
cia sob a transformagdo 0A, = dy¢. O segundo modelo, conhecido como modelo de
Maxwell-Chern-Simons (MCS) (DESER; JACKIW; TEMPLETON]| [1982), é invariante
sob a transformacdo anterior. Este modelo pode ser obtido a partir do modelo auto-dual via
Imersao de Calibre de Noether (ICN). A equivaléncia entre esses dois modelos em nivel
quantico € demonstrada em (GOMES; MALACARNE; SILVA, 1998), acoplados com um

Um breve resumo € apresentado no apéndice C
A principio esta relacdo entre o nimero de modelos auto-duais e o valor do spin, parece ser apenas uma
coincidéncia.

2



12
campo fermionico, (FERRARI et al.,[2009) para o caso supersimétrico acoplado com um
campo fermidnico, e em (DALMAZI; MENDONCA, 2006) acoplados com um campo
escalar. Via imersdo podemos relacioné-los da seguinte maneira:

1
SE;D) SAu=Ju¢ Smcs (1.1)

Figura 1 — Relacdo entre os modelos de singletos e dubletos para spin 1

Modelo de Proca - Modelo de Podolski
N—p|
(Dubleto) (Dubleto)
) A
Dualizagao
AD(1) - spin -1 ICN MCS - spin -1
Solda—!

ICN— | MCS - spin +1 J

AD(1) - spin +1

fonte: Producdo do préprio autor.

Uma vez que parece nao existir uma nova transformagao de calibre que quebre a
invariancia do modelo de MCS, concluimos que aparentemente existem apenas os dois
modelos auto-duais para spin 1, sendo o modelo AD de primeira e o MCS de segunda
ordem nas derivadas. A partir da aplicacdo do formalismo de solda nos modelos de
singletos de MCS, obtemos o modelo de Proca, que descreve um dubleto de spin 1 massivo.
Aplicando a técnica de imersdao no modelo de Proca obtemos o modelo de Podolskyﬂ
Essas relacdes podem ser vistas na[Figura 1

No caso das teorias de spin-2 temos quatro modelos auto-duais, sendo a a¢ao SSD)Z de
S/@z de segunda, S/(fgz de terceira e S/(;gz de quarta ordem em derivadas, fazendo
valer também uma relacdo do tipo 2s. Esses modelos sdo conectados via técnica de ICN e
acdo mestra (DALMAZI; MENDONCA, 2009d)(DALMAZI; MENDONCA, 2009a)), onde

€ possivel demonstrar a equivaléncia entre os quatro modelos a nivel cldssico e quantico,

primeira,

3 Pode-se verificar através da anlise do residuo do propagador que esse modelo contém fantasmas.
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respectivamente, segundo as relacoes:

SO sear SY savant S ey SO (12)

No caso das teorias de spin-2, temos um duplo interesse pelo fato de estarem relaciona-
das com versodes linearizadas dos modelos gravitacionais. Em (DALMAZI; MENDONCA,
2009c)(DALMAZI; MENDONCA| 2009b) por exemplo, através do procedimento de solda
generalizada, que mistura as helicidades de dois singletos num modelo de dubleto com
ordem igual ou superior em derivadas, foi obtida a versdo linearizada do modelo conhecido

como "New Massive Gravity"(BERGSHOEFF; HOHM; TOWNSEND, 2009). Na[Figura 2|
podemos observar as conexdes entre os modelos.

Figura 2 — Relacdo entre os modelos de singletos e dubletos para spin 2

Modelo de Fierz-Pauli N _ NMG linearizada _
(Dubleto) o (Dubleto) -
Dualizagao A A
AD(1) - spin -2 ICN AD(2) - spin -2 ICN———| AD(3) - spin -2 ICN——| AD(4) - spin -2
Solda—| Soldal Solda
AD(1) - spin +2 ICN——={ AD(2) - spin +2 ICN——= AD(3) - spin +2 ICN——= AD(4) - spin +2 J

fonte: Produgdo do préprio autor.

Contudo a relac@o 2s parece falhar para spin-3, pois temos apenas quatro modelos
conhecidos (MENDONCA, 2012), sendo de primeira a quarta ordem em derivadas suces-
sivamente. Assim como nos casos anteriores, esses modelos podem ser conectados via
argumentos de simetria dados por:

(1) (2) (3) (4)

SuD 80y (va) =918 (var) Sip 5“’u(va):6uap/\’3+€uw>/\ﬁc SAD Souva=dué(yg) Sip
—> \

(1.3)

Novas transformacoes de simetria estdo sendo investigadas para spin 3, que permita
alcancar os modelos SE\SI% e SEED), caso venham a existir. Pode-se observar que até este
ponto o assunto € restrito ao caso bosonico. Neste trabalho, no entanto, generalizaremos
os argumentos aplicados nos casos bosdnicos para os modelos auto-duais massivos de
spin-3/2 em D =2+ 1 (DESER; KAY/,|1983).
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Figura 3 — Modelos auto-duais de primeira e segunda ordem

AD(1) - spin -3/2 AD(2) - spin -3/2

AD(1) - spin +3/2 AD(2) - spin +3/2

fonte: Produgdo do préprio autor.

No contexto dos modelos de spin 3/2, temos a principio o caso representado pela [Fif
onde os modelos de primeira e segunda ordem nao estdo conectados. Comecgaremos
aplicando as condi¢des de Fierz-Pauli no modelo de primeira ordem , contando o nimero
de graus de liberdade descrito pelo modelo e comparando com o resultado obtido através
da andlise da estrutura de vinculos via algoritmo de Dirac-Bergmann. Mostraremos ainda
no capitulo 2 que o modelo auto-dual de primeira ordem pode ser conectado ao modelo de
segunda ordem e que uma relagdo do tipo 2s pode ser verificada através da existéncia de
um terceiro modelo.

No capitulo 3, obteremos a partir da proposta de um novo modelo de dubleto, via pro-
cedimento de dualiza¢do, o modelo auto-dual de primeira ordem, sendo possivel verificar
uma relacdo andloga entre os modelos ao que se tem para spin-2. No capitulo 4, ainda em
analogia a teoria spin-2, aplicaremos o procedimento de solda no modelo de segunda e
terceira ordem, mostrando que € possivel obter um modelo de quarta ordem nas derivadas
andlogo a versdo linearizada da New Massive Gravity. Parte destes resultados se encontram
na publicacio (MENDONCA; SANTOS; LIMA| 2017).
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2 MODELOS DE SINGLETOS PARA SPIN 3/2 EM D=2+1

2.1 MODELO AUTO-DUAL DE PRIMEIRA ORDEM

O modelo auto-dual de primeira ordem nas derivadas em D = 2 4 1 dimensdes, que
descreve um singleto de spin 3/2, ou seja, descreve apenas um modo de propagagio,
sendo a helicidade 3/2 ou —3/2 dependendo do sinal atribuido ao termo de massa, fora
concebido em ((DESER; KAY/, [1983)) e é dado por:

—isap =LV = —eMV 5,9, Wy + meM P Yy Ve, (2.1)

ou em termos da acgdo:

Sip = / A x(— "V P 0y Yo + me™ PR We). (2.2)

Durante este trabalho adotaremos a assinatura da métrica 1y = diag(—,+,+). Os
campos ¥, e Yy s@o espinores vetores de Majorana de duas componentes, sendo ¥,
o adjunto de y;;. Os indices gregos sio relacionados a componentes do espago-tempo,
enquanto os componentes espinoriais sdo omitidos para ndo sobrecarregar o texto. As
matrizes gama sao dadas em D =2+ 1 por: Y = 03, ¥ =101 € Y» = i0p, sendo Op, 0y €
03 as matrizes de pauliEI

O modelo fermidnico acima apresenta uma série de similaridades com os modelos
auto-duais bosonicos, por exemplo, em ambos os casos temos uma descricdo de apenas um
modo propagante e uma auséncia de simetria com relacdo a transformagéﬂ oYy =duAe
oy, = 8#/_\, sendo A e A espinores arbitrarios que dependem do espaco e do tempo.

A partir da equagdo de movimento podemos obter uma equagdo de Klein-Gordon,
Dirac e como veremos, por meio de dois métodos distintos, obteremos o nimero adequado
de graus de liberdade. A contagem do nimero de graus de liberdade pode ser feita, através
de um estudo sistemdtico da estrutura de vinculos da teoria, utilizando o algoritmo de
Dirac-Bergmann. Uma abordagem alternativa, consiste em encontrar um conjunto de
vinculos a partir das equagdes de movimento, conhecidas como condi¢des de Fierz-Pauli.

Para uma teoria bosonica de spin s, essas condi¢des sao dadas por:

1
2

As matrizes gama sdo apresentadas de forma explicita no apéndice A
Na secéo 2.3 construiremos um modelo invariante sob essa transformacdo de calibre a partir da técnica
de Imersdo de Calibre de Noether.
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¢)[:ulv“'nus} =0 (23)
a“¢ﬂl>~-.7us =0 2.4)
n#lﬂz(p”hwus =0 (2.5)

(O —m?)pH-#Hs =0 (2.6)

Na contrapartida, para o caso fermionico, essas condi¢cdes sdo substituidas poﬂ

ylHts] — (2.7)
Iyt =0 (2.8)

M Y1 =0 (2.9)

(O —m?)yhiHs = (2.10)
(@ —myyt-ts =0 2.11)
Yyttt =0 (2.12)

Uma formulacdo lagrangiana para os campos massivos de spin-s foi obtida pela primeira
vez em 1974 por Singh e Hagen (SINGH; HAGEN, 1974a)(SINGH; HAGEN, [1974b)).
Nota-se a necessidade de campos auxiliares de spin mais baixo, tais como s —2, s — 3, ... de
tal forma a remover os graus de liberdade espurios, que por vezes poderiam ser fantasmas.
Em 1978 Fronsdal (FANG; FRONSDAL, |1978)) investigou também a contrapartida ndo-
massiva. No limite ndo massivo notou-se que uma condi¢do extra chamado de duplo traco
nulo deve completar as condi¢cdes de Fierz-Pauli, pois campos de posto s — 2 permaneciam

acoplados a teoria e desta forma teriamos no caso bosonico de spin s > 3 a condi¢do:

Moy o Mg @51 = 0. (2.13)

Da mesma forma Fang e Fronsdal (BOUATTAA; COMPERE; SAGNOTTI, 2004)
adaptaram o resultado bosonico para o caso fermidnico, onde terfamos a condi¢do de triplo
gama trago nulo, dada por:

Yoy Yo Yz WHH = 0. (2.14)
3 Ac pymreccioc b ols] — () o 1l )
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2.2 CONDICOES DE FIERZ-PAULI

Através das condi¢des de Fierz-Pauli, que podem ser usadas como método alternativo
na contagem do nimero de graus de liberdade, vamos analisar os vinculos a partir das

equacdes de movimento. Para o modelo de primeira ordem:

—i%yp =LY = —eMV g, 0,y + me" P, 1 Wy
Tendo em vista que os procedimentos aplicados num campo podem ser igualmente repro-
duzido em seu conjugado, as condi¢des serdo apresentadas para apenas um dos campos,
sendo no nosso caso Y. Para este campo a equacdo de movimento € expressa da seguinte
maneira:

VP 3, W1, +met P, v, = 0. (2.15)

A partir das equagdo de movimento, obteremos duas das condi¢des de Fierz-Pauli, que
sdo dadas pela transversalidade da derivada e do vinculo denominado gama traco-nulo.
Aplicando dy na eq. (2.15]), obtemos:

e utilizando €*¥P d, dy = 0, encontramos:

Guardando esse resultado e aplicando y, na eq. (2.T5)), ficamos com:

e"VP oy yp + me! Py 1y = 0. (2.18)
E importante notar que o primeiro termo dessa equago é nulo devido a eq. (2.17), e

utilizando a expressﬁ(ﬂ WY =Nvp +€vp ;L}/’l, escrevemos:

e"P (nyp + gvp/”,l) =0 (2.19)

Sabendo que e#YPny, =0e eHVPe 5y = 25)’5 , determinamos entdo a condi¢do gama
trago-nulo para }/’l:

w7 =0. (2.20)

4 Vide o apéndice A.
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Aplicando %Y = Nvp + &yp 7", podemos reescrever a eq. 1b na forma dada por:

eMVP Oy Wy + m (NP — P yP) =0 (2.21)

e4VP 3, W, +myP = 0. (2.22)

Aplicando entdo dp na eq.(2.22) :
PP =0. (2.24)
Deste modo, sabemos que o campo € transverso e gama-traco nulo.

Equacio de Klein-Gordon

Todo campo relativistico massivo deve satisfazer a equacao de Klein-Gordon. Para o
nosso caso, utilizando a equagao li , podemos aplicar &,, g 9B e obter :

spmsp‘“@ﬁ&v% +m8pw8ﬁl/7p =0, (2.25)

9V 9y Wy, — 9" 0y Wy +mepy P WP =0. (2.26)

Utilizando a restri¢do de transversalidade, temos o segundo termo da equagio (2.26)

nulo, e utilizando a equagéo (2.22):

(O—m*)y, =0. (2.27)

Com o mesmo procedimento encontramos essa relacdo para o campo yj,.

Equacao de Majorana

Aplicando &, yﬁ na equagao de movimento li , obtemos:

—elVP g, &vsp,wyﬁ +me" Py vveynp ¥ =0, (2.28)

que pode ser reescrita na expressao:

P0p7YP +mn sy’ —mypyyP =0, (2.29)
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U395 7P +3myy, —mypppyP = 0. (2.30)
Com a utilizagdo de Y%y, + 1, 7* = 267 em (2.30), enfim obtemos a equagdo de

Majorana:

V. (YP9p —m) = 0. (2.31)

Completando desta maneira o conjunto de condi¢des de Fierz-Pauli para o campo

fermidnico.

Contagem do nimero de graus de liberdade

Sendo satisfeitas todas as condi¢des necessdrias para a descri¢ao de particulas massivas
de spin 3 /2, podemos levar a cabo a contagem do nimero de graus de liberdade total da
teoria.

A eliminacao dos graus de liberdade espurios deve levar em conta, com a devida
atencdo, que estamos trabalhando com um espinor vetor com duas componentes. Neste
caso a transversalidade 8ﬂ y* =0, com os indices contraidos, retira o carater vetorial
do espinor e nos leva a eliminacao de dois graus de liberdade, que se referem as duas
componentes espinoriais restantes. Para a condi¢do gama trago-nulo y, y* = 0 temos a

mesma situagdo, ficando com o cendrio geral dado por:

e Jyy* =0 elimina dois graus de liberdade,

e Y, ¥* =0 elimina dois graus de liberdade.

Precisamos de outra condi¢d@o para reproduzir o resultado encontrado através da utiliza-
cao do algoritmo de Dirac-Bergmann, pois chegamos no valor N =6 —2 —2 =2 para o
numero de graus de liberdade de cada campo. A condic¢ao subsididria vem por meio da

relacdo de Pauli-Lubanski:

[(PYY + smn™Y ]y =0, (2.32)

onde P € o operador momento, J a parte de spin do gerador de rotacdes de Lorentz e s
o spin, ou no nosso caso a helicidade. E importante notar que essa equacio sé é valida
para um campo transverso, gama trago-nulo, que pode ser identificado pelo til sobre a
representacdo do campo. Essa condi¢do elimina um grau de liberdade, nos deixando

com apenas um modo propagante para cada campo, o que € coerente com o resultado
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encontrado através do algoritmo de Dirac-Bergmann.

Faz-se entdo necessdrio obter o "gerador de spin"para particulas massivas de spin 3 /2.
Esse resultado pode ser adaptado do trabalho (KOENIGSTEIN; GIACOSA; RISCHKE,
2016), onde os autores fornecem uma expressao para o0 momento angular orbital total, o
qual compreende a parte de spin. Uma vez que no grupo SO(3) esse objeto é um tensor
anti-simétrico de rank-2, podemos usar do fato que em D = 2+ 1 dimensdes todo tensor

anti-simétrico pode ser escrito como:

Iy = eyvoc-]a, (2.33)

onde J% que é precisamente o objeto que procuramos, ¢ dado por:

(JE)HY = jghov +i§nﬂv. (2.34)

Nota-se com isso, do trabalho (BINEGAR| 1982) que nosso resultado € entdao a soma

dos geradores de spin 1 e 1/2. Com isso é natural que satisfaca uma algebra de Lie:

[J'u,.]v] - l.guva.]a, (235)

uma vez que é sabido que os geradores de spin 1 e 1/2 satisfazem. Bom, se recordarmos
da equagdo de movimento (2.15]) notamos que, usando a condigdo de gama-trago nulo ela

pode ser colocada da seguinte forma:

—eMVe9, yy +myt = 0. (2.36)
Como esperamos um valor de spin s = 3/2, é conveniente reescrever a equagéo (2.30)
da seguinte maneira:
uvo mow, 3moy

Usando agora a eq. de Rarita-Schwinger obtida em (2.3T)),temos:

Yaza“ vh o+ %mwﬂ =0, (2.38)

que € precisamente a equacdo de Pauli-Lubanski (2.32)) com o uso de (2.34). De maneira

similar, em D = 2 + 1 dimensdes, se nés trabalharmos com férmions de spin 1/2 represen-
tados por espinores de duas componentes, cuja as matrizes gama sao 2 X 2, obedecendo
[Yu> Y] = 2€uvay* e operadores de spin Sy, = 77“ satisfazem uma dlgebra de Lie, a equagdo

de Dirac W(id Fm)y = 0 pode ser escrita como (S, P* Fm/2)y = 0, garantindo dessa
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maneira que os férmions de duas componentes possuem helicidade F1/2em D =2+ 1
dimensdes, como foi apontado em (JACKIW; NAIR,|1991) e também na nota de rodapé
de (DALMAZI; DUTRA| 2007).

2.3 ANALISE DOS VINCULOS: VIA ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN

Uma breve revisao sobre sistemas hamiltonianos vinculados e algoritmo de Dirac-
Bergmann serd apresentada no apéndice B, com a finalidade de obter o nimero de graus
de liberdade descrito pelo modelo auto-dual de primeira ordem.

Com o arcabougo tedrico do algoritmo de Dirac—Bergmamﬂ em maos, podemos aplica-
lo no modelo auto-dual de primeira ordem. Faremos a andlise hamiltoniana dos vinculos
contando os graus de liberdade do sistema e comparando com o valor tedrico esperado.

Para conhecimento, a densidade de lagrangiana € expressa da seguinte maneira:

—iZL\p = 2 = —guva‘l_/uav‘lfa +m€”va‘l7u7vllfaa (2.39)

ou separando as componentes espaciais das componentes temporais:

2V = = Vg — €Wy, — €70 v
+me" oYy — me iy + me Wy vo, (2.40)

onde definimos £/ = g%/,

2.3.1 Vinculos primarios

O algoritmo € usado em sistemas vinculados, logo se faz necessario encontrar esses
vinculos. Sabemos que os vinculos primarios sdo obtidos, sem a necessidade do uso
das equacgdes de movimento, a partir dos momentos canonicamente conjugados. Esses

momentos sdo dados por:

PRAY PRAY
="——=0 , aA="—=—=0 2.41
Yo AV (24D
9.2 . 0.2() .
i _ — - — —_elyr.
T 7 0 ) T v ey, (2.42)

> Um breve resumo é apresentado no apéndice B.
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Podemos ver que ndo é possivel escrever 7 em termos de ¥, e T em termos ;.

Encontramos entdo dois grupos de vinculos do tipo ¢ (7, ) ~0e ¢ (7T, ¥) ~ 0, dados por:

9" =1"~0 (2.43)
¢ =7"~0 (2.44)
¢ =m'~0 (2.45)
o' =7 -y ~0 (2.46)

Esses vinculos sdo denominados primdrios, ainda nao sendo possivel determinar se sao
de primeira ou segunda classe.
2.3.2 Densidade de Hamiltoniana Canénica

Devemos, por conta do algoritmo, trabalhar com a hamiltoniana e ndo com a lagrangi-

ana. A partir do uso da transformada de Legendre, encontramos a expressao:

= eV P00y + €V i, wo — me Yo yiy; + me Wiy, — me yiyiwo.  (247)

A hamiltoniana total no nosso caso é dada por:

H= / P+ Ay + §H A, (2.48)

onde .77 € a densidade de hamiltoniana candnica em |i elye Zu os multiplicadores
de Lagrange. A densidade de lagrangiana utilizada possui dois campos independentes,

implicando em dois conjuntos de vinculos, logo, como visto em (2.48), necessitamos

também de dois conjuntos de multiplicadores.

2.3.3 Condicoes de consisténcia

Para obtermos todos os vinculos do modelo auto-dual de spin-3/2 vamos aplicar o
algoritmo de Dirac-Bergamnn. Para isso serd necessdrio conhecermos os parénteses de

Poisson entre os campos fermibnicos Y, € ¥y, € 0s seus respectivos momentos conjugados
ate mH:
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{wu ), v ()} = {0 (), oo ()} = {7 (), 7" (x) } = {74 (y), 7" (x)} =0,
{wu(), 7" ()} = {Pu (), 2" ()} =0,
{Yu(), 7" (1)} = =8y 82 (x —y) = {Pu (), 7" (x)}. (2.49)

Como condi¢do necessdria para aplicacao da formulagio, os vinculos primarios devem
ser preservados no tempo; entdo olhando primeiramente para o conjunto de vinculos ¢°,

temos:

D) & [ Ex[{610). 00} = R ({000, ()} + (00,8 ()} w0,
(2.50)

sendo:

(9", 5} = [~€9;y0 — me oy + me yyp] 6% (x —y)
{0',¢7} = —€/8%(x—y), (2.51)

com os demais parénteses de Poisson entre os vinculos nulos. Somos capazes de determinar
o multiplicador de Lagrange A; substituindo (2.51) em (2.50).

Ai & =0 Yo — mpY; +my;yo. (2.52)

Da mesma maneira, aplicando a condi¢do de consisténcia para ¢':

0=§0)~ [ P[{50), 7 (0} = 2u ({600, 0" ()} + {50, 8 () Au(),
(2.53)

sendo:

(6", ) = [~€7900"") + meT oy, — me' ] 8 (x —y)
{0,907} = €78 (x—y), (2.54)
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e os demais parénteses entre os vinculos nulos, obtemos o multiplicador de Lagrange A;:

i & 0;Wo + WoY: — mWYp. (2.55)

Substituindo os multplicadores A; e A; e seus respectivos vinculos em H obtemos

H= / x| A+ 7090 + 6%, (2.56)

onde .7’ é a densidade de hamiltoniana candnica redefinida, dada por:

A = TPy — me Yoy + 0P — Iy +mPpyim — mPp
— mA YW +mT Y. (2.57)

Redefinir a densidade de hamiltoniana candnica, incluindo A; e Z,- e seus respectivos
vinculos, pode por muitas vezes nos ajudar na contagem final dos vinculos do modelo,
evitando assim vinculos redundantes que podem levar a uma contagem errada do nimero
de graus de liberdade.

Para a condigo de consisténcia para ¢°, temos:

0=9°0) ~ [ @x[{6°0), ()} = Ao({9°(). 0°()} +{9°0). 6°C0) Ao ).
(2.58)

Sendo:

(00,56} = [0,y + meipy! — w0 — myni] 62 (x—y), (2.59)

e os demais parénteses entre os vinculos nulos, obtemos diferentemente dos dois casos

anteriores um vinculo secundério, dado por:

X =o' —myn' — €V 9y +me’ yy; = 0. (2.60)

Notemos, porém, que o vinculo (2.45) nos permite usar = (])i em 1) Mas ¢’ ~ 0,

de modo que o vinculo secundério pode ser reescrito como:

x = —€Y 0y +meyy; =0, (2.61)
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para a condicdo de consisténcia para ¢, temos:

0= 80~ [ Px[{5°0), ()} = Ao@{F° ). 0} +{§°0). 60 Ao ).
(2.62)

Sendo:
(0,5} = [~-70" + mit'y) 5% (x —y), (2.63)
e os demais parénteses entre os vinculos nulos, obtemos assim como no caso anterior, um
novo vinculo secundério dado por:
X =0 +m'y~0. (2.64)
De ll temos que 7' = ¢’ + &'/ Y. Substituindo em (2.64) e usando o fato que
¢’ =~ 0 obtemos:
X = €70,y — me"pyy; = 0. (2.65)

Continuando com o algoritmo, aplicando as condi¢des de consisténcia aos vinculos

secunddrios ) e ) obtemos, respectivamente, os seguintes vinculos terciarios:

Q = —meywdy; — m* eV v — mPe Uy ~ 0 (2.66)

Q = —me" 3wy — m* eV Woyy; — m* €V Wiyp ~ 0. (2.67)

Ao aplicar as condi¢Oes de consisténcia aos vinculos tercidrios e €2 determinamos,

respectivamente, os multiplicadores de Lagrange A e Ao, uma vez que

{w,0% ={7,0"} = m*ey7, 8 (x— ). (2.68)
Termina-se entdo o algoritmo de Dirac-Bergmann, com todos os vinculos do modelo
determinados.
2.3.4 Contagem de vinculos

A contagem final dos vinculos, tendo sido determinados todos os multiplicadores de

Lagrange, é dada da seguinte maneira:
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e 6 vinculos primdrios de segunda classe;
e 2 vinculos secunddrios de segunda classe;

e 2 vinculos tercidrios de segunda classe.

Como nossos campos espinoriais sdo independentes, tendo Y, e ¥, duas componentes
cada, e 4 =0,1,2 em D = 2+ 1, obtemos um total de 12 graus de liberdade, sem a
eliminag@o dos graus espurios. Para calcular o niimero de graus de liberdade total da teoria,

no espaco de fase, utilizamos a seguinte expressao:

Ne=D—-N,=12—-10=2, (2.69)

sendo Nr o nimero de graus de liberdade no espago de fase, D a soma do nimero de
coordenadas independentes dos dois campos e N> o nimero de vinculos de segunda classe.
Esse resultado concorda com o esperado em (DESER; KAY/|1983)), onde temos um modo

propagante para cada campo independente (¥, e y;) da lagrangiana auto-dual.

2.4 IMERSAO DE CALIBRE DE NOETHER

A Imersdo de Calibre de Noether € uma das ferramentas utilizadas na construgao de
um novo modelo a partir de um ja existente, possuindo esse novo modelo ordem superior
em derivadas e sendo invariante por um nimero maior de transformacdes de simetrias que
o primeiro. A equivaléncia entre os modelos conectados via imersdo estd garantida no
caso cldssico, ficando a cargo do método da a¢do mestra a garantia da equivaléncia a nivel
quantico. Temos exemplos de conex@o dos modelos auto-duais via ICN para teorias de
spin 1 em (MENDONCA, 2009), spin 2 em (DALMAZI; MENDONCA| 2009d) e spin 3
em (MENDONCA| 2012).

E de conhecimento que o modelo S/gl]; de spin 3/2 ndo € invariante, devido o
termo de massa, pelas transformacdes de simetrias locais Sy, = dyA e 6y, = 8u/_\. Caso
semelhante € observado para spin 1, onde o termo de massa no modelo auto-dual quebra a
simetria de calibre que existe no modelo de Maxwell-Chern-Simons. A partir do método
de ICN obteremos um novo modelo invariante de calibre com o conteudo fisico do modelo
original preservado, porém de segunda ordem nas derivadas. Esse novo modelo serd

chamado de ngD).



27

24.1 De S&B para SES%

A técnica de Imersdao de Calibre de Noether (ANACLETO et al., [2001)) consiste
basicamente em transformar nosso modelo numa teoria invariante sob as transformacgdes
de simetrias locais para as quais o modelo original ndo € invariante. Para isso pode-se

~ ol . .
reescrever a acao S/g 1; acoplada a fontes externas da seguinte maneira:

Sk = / dx(— "V P 0y Yo + me™ P Yo + Wt + ). (2.70)

As fontes externas sdo de grande importancia, uma vez que, através delas obteremos os
mapeamentos duais entre os modelos que queremos relacionar, ou seja, poderemos observar
a equivaléncia entre eles. A partir da agdo (2.70)), podemos definir os espinores-vetores de

Euler:

sy
76w,

—e"V%o,wy +metV g + G, (2.71)

K, === —eMV%9, Wy + met g, v + M. (2.72)

. ~ . 1 L
Para garantirmos que as equacOes de movimento do modelo Sf(‘ L)) estejam imersas no
novo modelo invariante, devemos seguir alguns passos, a comecar pela primeira iteracao

da agdo proposta da seguinte forma:

s =58+ / d*x(@ K" + K ay), 2.73)
onde ay e ay sdo campos auxiliares. Exigindo que as transformagdes dos campos auxiliares
arbitrérios sejam 8a, = —8yy = —dyA e 8a, = —6W, = —dy A, chegamos na seguinte
expressao para a variagdo da acdo Sy:

58| = / dx8(—me"V¥ay yay). (2.74)

Queremos que a variacdo da acdo transformada seja nula, ou seja invariante pelas
transformacoes de simetria, logo a segunda itera¢do pode ser escrita como:

S =S+ / dx(@uK* + K" ay +me" ¥ ayyag). (2.75)

A agdo (2.75) garante que 85, = 0. No entanto a nova a¢do ndo deve depender de
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campos auxiliares, desta forma devemos inverte-los em termos dos espinores-vetores de

Euler na forma:

H KV KVt
TR\ S TR (2.76)
2m 2m

Logo S, pode ser reescrito como:

_ o) s (K r kY
Sz—SAD—/d X(T . (2.77)
Substituindo os espinores-vetores de Euler e a agao 51&%, obtemos:

_ | - _ -
Sty = / d’x {%va‘l/uav%t - %f“(w)mfv(w + Fy j* + ]“Fu} : (2.78)

onde definimos fH(y) = e*P%dp g e fV(y) = £V92 99y, . Se estivéssemos falando de
spin 1, esse seria exatamente o modelo M.C.S. O modelo auto-dual de segunda ordem que
obtivemos aqui € precisamente o modelo que aparece em (DESER; KAY), [1983). Podemos
verificar que ele € de fato invariante pela simetria de calibre Sy, = duA e 8y, = duA,
eque Fy = yvgﬁjf “e Fy = fv+‘;lyv fazem o mapeamento dual entre os dois modelos. Em
(MENDONCA; SANTOS; LIMA| 2017) mostramos explicitamente que os mapeamentos
v, — F, e W, — F,, transformam as equagdes de movimento do modelo AD(1) nas
equagdes de movimento do modelo AD(2). Em (DESER; KAY, 1983) jd ¢ demonstrada a

relacdo AD(1) e AD(2) via agdo mestra. Ndo sabemos porém, se existem outros modelos

auto-duais de ordem superior nas derivadas que venham em sequéncia aos dois primeiros
jé& conhecidos. Na préxima secio notaremos que existe uma simetria extra, a qual pode ser

usada para a obteng@o de um modelo de terceira ordem nas derivadas.

242 S paras®)

A partir da anélise das teorias bosonicas, verificou-se que o nimero de modelos duais
que pode ser obtido aparentemente depende do valor do spin, pelo menos para spin 1 e 2
segundo a relagdo 2s, sendo entdo compreensivel a busca por um terceiro modelo para spin
3/2. O modelo de segunda ordem 51(421% ndo € invariante, por conta do termo de primeira

ordem, segundo a transformacgdo de simetria dada por (DESER; KAY/, [1983):

Svu = wé W =né. (2.79)



29

Aplicaremos a mesma técnica utilizada no modelo S/({ 1;, porém introduzindo agora as

simetrias dadas em (2.79)). Os espinores-vetores de Euler encontrados sao:

1 1
Kt = et Py — et Pe Oy 5000, Yo + o e PR, (2.80)

_ 1 1
Rt =P 0y — - el P e 0a 0 Yot ¥p + 5 " Paf Wy (281)

A primeira iteragcdo € dada por:

s =@+ / Bx(auk* + K ay). (2.82)
Escolhendo adequadamente as transformagdes 6ay = —0y), e 8ay = —8Y,, pode-se

escrever a segunda iteracdo como:
s =57+ [ dx(eh P ayduap). (2.83)

Inverter o campo auxiliar em termos dos espinores-vetores nesse caso pode ser uma
tarefa bastante complicada, sendo para o nosso caso mais facil notar que K* = ghop 8aCI>ﬁ
eK = E“O‘ﬁ&aci)ﬁ, com :

D — L gvaBo, 5 L v 2.84
[3—11/[3_;”8 WY /III/G“‘%'}’VY[%J ; (2.84)
B = s — "3, Ly 2.85
B=Wp— 7€ A Wo Wi+ 50 W (2.85)

Deste modo podemos reescrever a eq. (2.83) segundo:

s =iy / PPx[e! P (ay + By)dalag + Dp) — 44D, 9 p). (2.86)

Essa acdo pode ser desacoplada redefinindo a,, — ay, — CTDM e ay — ay — Py. Substi-
tuindo as equacoes (2.84) e (2.85)) na equagdo (2.86), e descartando o termo com o campo
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auxiliar, encontramos o resultado:

0= [ @ g RS = Grzeans P OIS (W) + G + TG
(2.87)
com S,(43[)) invariante sob as transformacdes Sy, = dyA+ 1, € e Sy = A+ 1, €. Este
modelo € exatamente a parte fermidnica do modelo denominado "New Topologically
Massive Supergravity"obtido em (ANDRINGA et al., 2010). Comparando as notacdes
utilizadas naquele trabalho, pode-se verificar que f*(y) = %Zin)
ordem na equagdo (2.87) € dado por ¥ Cf(‘;in), onde define-se o "Tensor de Cottino"%(’;in) =

, € 0 termo de segunda

™ 8ﬂ%5in) + 8”"0‘(9\,%51.”). Com esssas defini¢cdes, podemos demonstrar que o termo
de terceira ordem é dado por lilu(}/”&ft)%(’;m). Gy e G, cumprem o papel de fazer o
mapeamento dual v, — Gy e Wy — G¢, garantindo assim a equivaléncia no nivel das

equacgdes de movimento, sendo dados por:

Ga(X) = Yo Ya Vs 1% 0 fP (2). (2.88)

Ga(x) = %.F” (X) Yo Ya¥s1pE” . (2.89)

O termo de segunda ordem na eq. pode ser interpretado como um andlogo do
termo de Maxwell ou Einstein-Hilbert para o caso bosonico. Ja o termo de terceira ordem
€ o andlogo ao termo de Chern-Simons gravitacional (s = 2) (DALMAZI; MENDONCA,
2009d), o qual também ¢é de terceira ordem nas derivadas.

Uma vez que, ambos 0s termos sdo invariantes pelo mesmo conjunto de simetrias e
que ndo conhecemos novas simetrias para fazer a imersao, concluimos dessa forma que
ndo € possivel a obtencao de um quarto modelo auto-dual. Parece-nos entdo que a regra 2s
pode ser verificada no caso das teorias duais de spin 3/2.

E interessante notar que os modelos auto-duais que na literatura estavam desconectados
puderam aqui ser obtido de maneira sistematica e entdo conectados. Ressaltamos também
o cardter construtivista do método de ICN, uma vez que a forma exata do termo de terceira
ordem foi obtida direta e sistematicamente.

Uma exploracdo da teoria de terceira ordem acoplada a gravitacdo ji é conhecida em
(ANDRINGA et al., 2010) (Supergravidade).
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3 MODELOS DE DUBLETOS PARA SPIN 3/2 EM D=2+1

Neste capitulo nds sugerimos um modelo de segunda ordem em derivadas para dubletos
de spin 3/2 massivos em D = 2 + 1, similar ao modelo de Proca para spin 1 massivo e ao
modelo de Fierz-Pauli para spin 2 massivo. A acao deste modelo é expressa da seguinte

maneira

P W v m> o uvp 3.1)
4 x| 2 (W) wyuf’ (v) + 5 Ve Y W)

No modelo de Proca o termo de massa quebra a simetria com respeito a transformacgao
0Ay = dyA. Ao utilizar o procedimento de imersdo de calibre somos levados ao modelo
de Podolsky (PODOLSKY 1942), que € de quarta ordem em derivadas e possui simetria
sob a transformacao de calibre mencionada anteriormente. Entretanto, o modelo de
Podolsky possui fantasmas em seu conteido fisico. Para o caso de spin-2 massivo em
D =241, o modelo de Fierz-Pauli ndo € invariante sob reparametrizacdo linearizada
Ohyy = 8MAV + 8VAN devido ao seu termo de massa. Porém, ao utilizarmos a técnica
de ICN encontramos a versao linearizada do modelo chamado New Massive Gravity
(ANDRINGA et al.,|2010), que € invariante sob reparametrizacio linearizada. Este modelo,
ao contrdrio do modelo de Podolsky, ndo possui fantasmas em seu contetido de particulas.
O fato do modelo de Podolsky (em D = 2+ 1) possuir fantasmas, diferentemente da New
Massive Gravity, pode ser explicado pelo fato do termo ndo massivo do modelo de Proca
(termo de Maxwell) possuir conteido fisico (mesmo em D = 2+ 1), enquanto o termo
nao massivo de Fierz-Pauli (termo de Einstein-Hilbert linearizado) ndo possui conteudo
fisico em D =2+ 1. Esta explicag@o fica mais clara se recorrermos a técnica de acdo
mestra, onde os termos utilizados para misturar os campos devem possuir a simetria que
se deseja implementar ao novo modelo, e ndo possuir conteddo fisico. Normalmente
utiliza-se os termos de Einstein-Hilbert, no caso de spin 2, e de Maxwell, no caso de spin
1. Entretanto, este tltimo possui dindmica, o que leva ao aparecimento de fantasmas no
modelo de Podolsky.

No modelo que propomos acima, o termo cinético nao possui conteido fisico, como
pode ser verificado via andlise hamiltoniana. Neste caso, esse modelo se assemelha mais
ao modelo de Fierz-Pauli do que ao modelo de Proca. Isso nos sugere a viabilidade de usar
a ICN para obtermos um modelo dual de ordem superior em derivadas e que seja invariante

sob as transformagdes Sy, = dyA+ Y& e 6, = A+ Eyu.
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Assim como foi feito para o modelo auto-dual de primeira ordem, a demonstracao
que de fato o modelo (3.1)) ¢ um modelo que descreve as helicidades +3/2 e —3/2 pode
ser feita através da contagem dos graus de liberdade pela aplicacdo das condicdes de

Fierz-Pauli ou via algoritmo de Dirac-Bergmann.

3.1 CONDICOES DE FIERZ-PAULI

Tomando a equag¢do de movimento para um dos campos, dada por:

ghap 8"“%)/5 0u 0y W — 2m2el By, yp =0. (3.2)

Aplicando d,, em (3.2)), temos:

—2m*e"*F 9y vy = 0. (3.3)

Podemos ainda aplicar y, em (3.2):

et PeVoy 1, 150001 Wo — 2m*eH Py yu g =0, (3.4)

e verificar que a condicdo gama-trago nulo 7y, y* = 0 € satisfeita utilizando a equagdo (3.3).

De forma similar, reescrevendo a equagdo [3.3] na forma:

2m* (Y yP —nHP)du s =0, (3.5)

e utilizando a condicdo gama-traco nulo, satisfazemos a condi¢do de transversalidade

duy* = 0. Reescrevendo a equagdo de movimento (3.2):

eM*B eV (omg, — V3% ) Fadi Yo — 2m* (Y1 YP — PPy =0, (3.6)

podemos satisfazer a equagao de Klein-Gordon:

(O-m?)yH =0, (3.7)
(3.8)

encontrando um total de dois graus de liberdade para cada campo independente do modelo.
A partir deste resultado, concluimos que de fato a equagdo (3.I)) descreve um dubleto

massivo de spin-3/2.
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3.2 ANALISE DE VINCULOS: VIA ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN

Assim como no caso do modelo auto-dual de primeira ordem, para a andlise de
vinculos do modelo de dubleto serdo utilizados os mesmos detalhes técnicos apresentados
no apéndice B das notagOes para o caso fermidnico: derivada definida pela esquerda,
ordenamento da velocidade a esquerda do momento canonico na descri¢do da hamiltoniana
canonica e utilizagdo dos parénteses de Berezin. Para facilitar alguns calculos, podemos

reescrever nossa lagrangiana na expressao:

L= —Jw(‘//)?’vi’ufv(‘l/) +2mzlﬁu£“"ay\,y/a, (3.9)

ou separando as componentes espaciais das temporais:

L = =YYV, + WYY Wo — Wi Yioiv; + 0 WY ViV — 0V Y Yo Wi
+ 0 W0y — 90 Wi — 0iWoY;Yid; Wo — i Wo Vo Y0 Wi + 0iWo Y Y0V (3.10)
— QW %Y09, Wo + AW, Vi oo + 2m* €V Wo iy — 2mP e Frp w4 2mP e Wiy wo.

A partir disto, podemos definir os momentos candnicos:

-7 _g (3.11)
AT
70— g;vi o, (3.12)
= % = —Y %W+ Y,%9 Vo — 1Y 0V, (3.13)
- % = ;%Y — 9, WYY + 9 W, Y0, (3.14)

e observar que (3.11) e (3.12)) configuram vinculos primdrios, dado que os momentos nao
podem ser escritos em termos das velocidades. No entanto, nota-se que se aplicarmos ¥;
pela esquerda em e pela direita em (3.14), e usarmos a identidade %7,y = 0 (Vide
Apéndice A) obtemos respectivamente:

YT = —YWY0V;, (3.15)
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TN = WY Wi (3.16)

Tais relagdes resultardo em outros vinculos primdrios para o modelo. Temos entdo os

seguintes vinculos primarios:

0" =7’ ~0, (3.17)
" =7"~0, (3.18)
0 = %' + ¥ 0Y0W; ~ 0, (3.19)
¢ =% — AWy ~ 0. (3.20)

Apresentando os célculos de forma mais direta, lembrando que a hamiltoniana candnica

€ dada no caso fermionico, por:

H = -7 + on® — 7y + Yint — &
1. 1. 1 1. 1 ;
= Eﬁ’n’ - Eﬁ’vj%aﬂ/fo a7 Yoy + Eai‘lfo?’j%'ﬂj — Eaillfﬂ’j'}’on' (3.21)
_ 1. 1. 1.
+ 00y — EaiWJ'YijaiWk — EaiWOWWYOYkajWk - Eai‘Vij?’O%Ykak‘lfO
+ W09 Wi + WY ¥d  Wo — 2m* e Wo iy + 2mP €V Wiy i — 2mP ey,

e a hamiltoniana total:

H= / d*x(H, +A90° + ¢4+ Li¢' + ¢°4;), (3.22)

temos apds a manutencao no tempo dos vinculos primarios os seguintes vinculos secundé-

rios:

1 1
¢ = Eifj?’iaﬂfj + EYO'}’i'}’k'Yjaialek +2m” €01 YY), (3.23)

o1l 1. ]
&= Eaﬂf Vv — Eaiaj‘l/k'}’j?’k'}’i'}’o — 2m* €0 Wi, (3.24)
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1 .1
Q= SV hOR — SVNY;0i0; Vi + 2mP ey i YiYov;, (3.25)

1 1. _
Q = oA RV} W0 + 5 010 Wy Wi — 2m” E0if Wi (3.26)

A condicdo de consisténcia para os vinculos secunddrios &, &, Q e Q nos permite
determinar, respectivamente, os multiplicadores de Lagrange A, A, A e Ay, devido aos

parénteses de Poisson ndo-nulos:

(2.0} =1{,0°} = —{x, 0} = —{&,0"} = —2me" y7;6%(x —y); (3.27)
{&,0) = —{&, @} =4m’ eV yyy7;6% (x —y), (3.28)

caracterizando assim todos os vinculos do modelo como de segunda classe. A contagem,
no espago de fase, € dada por oito vinculos no total, sendo quatro primdrios e quatro
secunddrios. Para cada campo temos seis graus de liberdade, totalizando doze. Logo, para
a contagem final dos graus de liberdade, temos 12 — 8 = 4, sendo dois graus de liberdade
para cada campo independente, provando também através do algoritmo de Dirac-Bergmann

que o modelo proposto de fato descreve um dubleto massivo de spin 3/2.

3.3 OBTENCAO DO MODELO AUTO-DUAL DE PRIMEIRA ORDEM

A partir do modelo de dubleto proposto devemos ser capazes de obter os modelos
auto-duais ja conhecidos. Temos exemplos da separacdo dos modos propagantes através
dois métodos: para spin 1 temos o procedimento apresentado em (TOWNSEND; PILCH;
NIEUWENHUIZEN, |1984)) chamado de extrair a raiz quadrada, e o que vamos utilizar
nesta secdo, apresentado em (MENDONCA, [2009), para spin 1 e spin 2. O procedimento
consiste basicamente em reduzir a ordem nas derivadas com o auxilio de um campo auxiliar,
para em seguida promover uma rota¢cdo de 45 graus no espaco dos campos de tal forma a

desacoplar as helicidades. Dada a acdo:

1. 2
Sd:/d3x {—Zf“(l/f)*/vmfv(wH%wue“vﬁwﬁ : (3.29)

Podemos reescrever o termo de segunda ordem, com a ajuda dos campos auxiliares



36

€ Xu, baixando sua ordem em derivadas da seguinte forma:

1 - _ 2
— PO (W) = =S 2" (W) = 57 (Wt + 5

2 e WA (3.30)

Devemos através dessa escolha ser capazes de recuperar o termo de segunda ordem
original. Para isso tomamos a equac¢do de movimento para ;:

2

ST W) = e R, (3:31)

que pode ser reescrita, como em (DESER|,|1984), na forma:

1
Xu = %?’v?’ufv(llf)a (3.32)
e a equagdo de movimento para xy:
m’

T W) = e T (3.33)

ou:

_ 1 -
Xu = %fv%ﬁ’v' (3.34)
Substituindo (3.32)) e (3.34) em (3.30)), temos:

- 2 1.
— A W) = ST W)+ S Tt = — g WRGS (W), (339)

O procedimento que acabamos de usar equivale a completar quadrado integrando nos
campos auxiliares. Com esse resultado e com a ajuda de um campo auxiliar, podemos

reduzir a ordem das derivadas do modelo de dubleto através da seguinte lagrangiana:

2

_ m _ m - m _
e ke = S 20 (W) = S W)+ S W e (3:36)

2

m
L =—
2
Fazendo apropriadamente as seguintes substitui¢des:

_ | = 1 . _
Tu=—F—=Au+ V) Xu:ﬁ(%u—‘l’u% (3.37)

3
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_ 1 ~ ~ 1 ~ ~
Y = ﬁ(‘lfu — ) V= —=(=Wu— ) (3.33)

3

e substituindo em (3.36)), chegamos na expressao:

> v | I 1 1 i
‘Z_n; et _m<xu+wu)?’v%(la—llfoc)—%—m(%u+llfu)f” (—m(—ll/—l))
(3.39)

ot N1 o m . .
—%f” <ﬁ(w—x)> —m(xu wu)+m78“ ﬁ(w—xumﬁ<—wa—xa),

que pode ser escrita como:

Z = [ﬂzCuf“ (X) +m£”va?=(u7v7~6a] + [‘lzfuf”(‘p) —mS”V“%Yv%] (3.40)
= ‘,gADJr + %ip._ - 3.41)

Podemos verificar através do sinal nos dois termos em (3.41)) que os modos propagantes,
referentes a 3/2 e —3/2, foram separados. A partir do modelo de dubleto, que sabemos
ser ndo invariante por transformagdes de calibre devido a presenca do termo de massa,
podemos na préxima secao retomar nosso programa de ICN e implementar o processo de

imersao, em completa analogia aos casos de spin 1 e 2.

3.4 IMERSAO DE CALIBRE DE NOETHER PARA O MODELO DE DUBLETO

Sabendo que as simetrias dadas por 6 yg = 8[;/_\ e yg = dgA, sio quebradas pelo
termo de massa no modelo de dubleto, e que o procedimento neste caso serd 0 mesmo
utilizado nos modelos auto-duais estudados anteriormente, iremos escrever de forma mais
direta os resultados obtidos através do procedimento de imersao de calibre para este caso.

Sendo assim, temos:

1 m? .
KP = 2 &Py mdp Y () — e payn + P (3.42)

_ 1 ~ m? _ -
RP = 2Py muon 7Y (w) — 5P pugn + 7P, (3.43)
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onde KB e KP sdo os espinores-vetores de Euler. Para a primeira iteracao da acao, temos:

S =8,+ / dx(agk* + K ay). (3.44)
Considerando as transformagdes day, = —0 ), e 0dy = — 06y, encontramos:
m2
55t = / d*x6 (Tsﬂvaaﬂyva(X) , (3.45)

e desta forma podemos escrever uma nova ac¢do, invariante sob as transformacoes de

simetria, da seguinte maneira:

2
@ =g _ / d?x (’%eﬂmau%saa) , (3.46)
Com o mesmo procedimento adotado para o caso dos modelos singletos SE&B’ ngg e

3 . Jo .
SIE‘ l%, podemos inverter os campos auxiliares em termos dos espinores-vetores de Euler e

entdo escrever S(z) CoOmo segue:

1 _
$¥ = / d3x {_ e (WEN R Yo VY Vo D0 fP () (3.47)
1. 1 . 1 - _
+ Zf“(‘l’)?’v?’ufv(‘l’)JeruG“(W)—WG“(II/)J;L : (3.48)

com o mapeamento dual dado por Wy — Gy (W) € Yo — Go (), onde:

Ga(¥) = Yo Ya Vs €% 90 P (w), (3.49)

Go(W) = F* (W)W Yo Yae ™. (3.50)

O curioso neste caso € que partindo de um modelo inspirado em Proca, podemos
interpretar o modelo de dubleto de segunda ordem para spin 3 /2 como um modelo andlogo
ao de Fierz-Pauli, tendo em vista que o modelo de quarta ordem resultante pode
ser visto como uma versdo de spin 3 /2 para a versdo linearizada da New Massive Gravity.
Em (DESER; KAY, |1983) os autores afirmam que o termo de segunda ordem ndo possui
contetdo fisico. Sendo assim, temos por certo que o modelo de quarta ordem encontrado

aqui de fato € livre de fantasmas e constitui um andlogo perfeito da NMG para spin 3/2.
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4 FORMALISMO DE SOLDA GENERALIZADA

A soma direta de dois bosons quirais de quiralidades opostas em D = 1 4 1 ndo nos
fornece como resultado um campo escalar sem massa. Da mesma forma a soma de
dois bdsons vetoriais de helicidade =1 em D = 2+ 1 através dos modelos de MCS néao
produziram um dubleto de helicidade representado pelo modelo de Proca. O fato € que
um termo de interferéncia € necessdrio para a obtencdo dos modelos desejados. O método
da solda generalizada € capaz de sistematicamente gerar esse termo de interferéncia, em
ambos o0s casos bosonicos de D =1+ 1 e D =2+ 1 dimensdes. Aqui pela primeira vez
estamos explorando o método da solda generalizada para a solda de singletos fermidnicos
de helicidades 3/2 e —3/2.

Temos ainda uma outra motivagdo para tentar fazer isso, a New Massive Gravity ¢ um
modelo de quarta ordem em derivadas que descreve um dubleto massivo de spin 2 em
D =2+ 1 dimensodes. O modelo € invariante por simetrias de calibre, e livre de fantasmas
mesmo sendo de ordem superior nas derivadas. Tal modelo, quando no nivel linear, pode ser
obtido via procedimentos de dualizacdo que relacionam modelos auto-duais. Verificou-se
por exemplo via o procedimento de solda generalizada (DALMAZIL; MENDONCA||2009¢)
que, ao soldar dois modelos auto-duais de terceira ordem nas derivadas com helicidades
distintas obtém-se a versdo linearizada da NMG (que se obtém fazendo g,y = Muv +hyy).
O mesmo resultado se repete quando soldamos dois modelos auto-duais de quarta ordem
nas derivadas com helicidades distintas. Nao menos interessante a solda de modelos
auto-duais de segunda ordem nas derivadas resulta no modelo de Fierz-Pauli linearizado
(equivalente dual da NMG linearizada).

Investigaremos nesse capitulo a solda generalizada dos modelos auto-duais de segunda e

terceira ordem nas derivadas para spin 3/2.

4.1 SOLDA DOS MODELOS DE SEGUNDA ORDEM COM MASSAS DISTINTAS

Nesta secdo serd apresentada a solda de dois modelos auto-duais de segunda ordem
nas derivadas com massas e helicidades distintas de spins +3/2e —3/2em D =241

dimensdes, dadas pelas seguintes densidades de lagrangiana:

1
L5 = = P () + %%f“(w), 4.1)
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1- _
L = —Zf“ O rruf' (x) - mTZuf” (x) (4.2)
definindo:
F*(w) = e"*F o, g, 4.3)
H(y) =" 9 yp. (4.4)

O sinal do termo de massa indica o sinal do valor correspondente de cada helicidade.
Para o nosso caso, a equagdo (4.1) descreve uma particula de spin +3/2 e massa m,
enquanto (4.2)) descreve uma particula de com spin —3/2 e massa m_.

A variacdo da acdo referente a equacao (4.1)), pode ser escrita da seguinte maneira:

/d3 { — RS nyus (v) + %5%1‘“@')
" 4.5)
—Zf“(w>yv7ufv(6w)+f%f“@w) -

Pode-se verificar que as equagdes (4.1)) e (4.2) sdo invariantes sob as transformagdes

de simetria dadas por:

Nas expressoes anteriores A e A sdo fungdes arbitrarias, e & € uma constante que
relaciona os dois campos, e que a principio também ¢é arbitraria. Reescrevendo a variacao

da agdio de ST em termos das transformacdes de simetria, temos:

1.
[ | A )+ )
(4.8)
1. _
= PR () + P (A v

Da mesma forma variamos a acdo S~ e ficamos com:
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1. _
[ |3 P N ) - T s (o)
4.9)
1. .
- 0N an) — = )]

A intencdo do procedimento é misturar as duas helicidades, e para isso tomaremos a

soma das duas agdes:

1 1
5(ST+S7) / d*xfH (A {—Zyvmf (v+ox)+ (m+l/fu m-_ chu)}

| (4.10)
|3 a3 n - ma) | £ (8)
Podemos reescrever (#.10)), na forma:
S(St+S) = / BTNV + T fH(A)], .11
sendo Jy, e Jy as correntes de solda de Noether. Definindo os campos auxiliares:
SH" = fH(A) oH" = fH(A), (4.12)

que com a apropriada transformacao nos ajudardo na tarefa de garantir que a variacdo da
soma das ac¢des seja nula e invariante sob as transformacdes de simetrias (.6) e (4.7). Com

a sua utilizacao a expressao acima pode ser reescrita da seguinte maneira:

S(ST+857) = /d3x[6FI“J“ +JJu0H"]. (4.13)

Reescrevendo a expressdo de forma a explicitar a variacdo das correntes de solda,
temos:

S[ST+S5 - / dx(H" Iy + T HY)) = / d*x(H* 81, + 8T, HY). (4.14)

Sabendo quem sdo as correntes, podemos tomar as variagdes:

M Limy —m_ o)A, (4.15)

YyuOHY +
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(1+0?)

_ 1
SH  yuv + 5 my —m_ o)Ay, (4.16)

e fazer o> = anf para eliminar os termos de massa e desta forma poder escrever 8J apenas

em termos de 0 H.

2
2
8T, = —%5}‘1%%. (4.18)

Substituindo (4.17) e (4.18) em (4.16)), temos:

S|ST+S5 — [ &PxHY +J_H”+wﬁ” HY || =0 4.19
pTJu 4 Wu =0 (4.19)

Definimos entdo a acdo de solda, que carrega dentro de si as equacdes de movimento
do modelo original sendo por construcdo invariante pelas transformacoes (4.6) e (4.7), da

seguinte maneira:

. . 1+ o?

H" vy HY). (4.20)

A acdo de solda ndo deve ser escrita em termos de um campo auxiliar, e sim das
variaveis originais. Para isso, devemos encontrar as equa¢des de movimento para H* e
H* e entio inverter os campos auxiliares em termos das correntes.

Extraindo as equacdes de movimento para os campos auxiliares a partir das relagdes

g‘;-; =0e gij =0, obtemos:
1+ a?
_ (1+a?) -
Juy+—"F—H" By =0. (4.22)

A partir destas equagdes, podemos inverter H ¢ H em termos de J e J e substituir na
acdo de solda, ficando com:

_ 2 _ _
Scolda :S++S +m/d3x[.]‘u]“—.]u’yﬂ’}/v]v]. 4.23)
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Fazendo y+ayx =h.,m,y—m_ay =h_e (14 a?) =a como modo de simplificar

a escrita, temos:

_ _ 1 =

Tt =Ty gy = 1—6f“<h+)[mum“ — YuYe) F¥(hy)
1. 1.

—gf“ (h Wy +ruwlh?) — gh-v Y+ v Y fe(hy) (4.24)
1-

+hv I =y Y by,

a0 mesmo tempo a soma ST + S~ é dada por:

1 -
ST4+8 = —Zf”(‘l’)%?’ufv(v’)+n%‘/_’ufu(‘»”)

I .
— OOV () = 5 T ().

(4.25)

Neste ponto € interessante definir um campo, que seja combinacio dos campos originais,
de tal forma que a acdo de solda resultante ndo seja escrita em termos de quatro campos
distintos em (4.1)) e (4.2)) . Para isso podemos definir F = ay — , que € invariante sob as

transformagdes iniciais de simetria nos levando a 8 F = 0, e entdo reescrever:

h_ = oam_F, (4.26)

hy =ay— OoF, 4.27)

1.
Ssolda = _Zf“(w>YVYNfV(W) + %V_/ﬂf”(ly)

+ IR (F) + TS ! (F) = = Fuf* (F)
I _ _
— M ev=F)yyppf(ay —F) - %(W&)f“(w—ﬂ (4.28)

1 - m_o -
+ M ay —aF) Y (ay — aF) — ——f*(ay — aF)Fy
- 202 _
n Fuf“(aw—ocFHmZa Fue"VPy, Fp.

2a

Eliminando os termos cruzados, a partir das propriedades das matrizes gama e apds

alguns célculos, ficamos com a expressao:
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myme_
2a

1 _
Ssolda = _af”(F)’YV’YIJfV(F) + FuguvﬁYvFﬁ

+—(m+2_am_)F“fu(F)

(4.29)

Nosso resultado é exatamente o modelo de dubleto proposto no capitulo anterior,
fazendo m; = m_, e como esperado completamente andlogo ao modelo MCS-Proca
obtido em (BANERJEE; KUMAR| 1999), onde os autores soldaram dois modelos de MCS
com massas € helicidades distintas. No contexto das teorias de spin 1, o modelo de MCS ¢
o modelo auto-dual de ordem mais alta possivel nas derivadas e sem fantasmas.

No caso das teorias de spin 2 temos quatro modelos auto-duais livres de fantasmas,
sendo eles de primeira, segunda, terceira e quarta ordem nas derivadas. Ao soldar dois
modelos auto-duais de segunda ordem nas derivadas, como acontece aqui, obtemos um
modelo de dubleto, que consiste da soma de um termo de segunda ordem (Einstein-Hilbert
linearizado), um de primeira ordem (do tipo Chern-Simons) e de um termo de massa
(Fierz-Pauli). Ao soldar dois modelos auto-duais de terceira e quarta ordem nas derivadas,
o modelo de dubleto que € obtido € exatamente a versao linearizada da NMG.

Isso entdo nos leva ao questionamento natural: o que resultaria da solda de dois modelos

auto-duais de terceira ordem nas derivadas para spin 3/2.

4.2  SOLDA DOS MODELOS DE TERCEIRA ORDEM COM MASSAS DISTINTAS

A partir de uma anélise da aplicagdo do formalismo de solda para os casos estudados
anteriormente, isto €, os modelos de singletos bosonicos e, levando em conta o resultado
obtido na secdo anterior, os fermidnicos; podemos notar que ao soldar dois modelos de
segunda ordem, em geral obtemos um modelo de dubleto também de segunda ordem.
Quando aplicamos num modelo de terceira ou quarta, como acontece para spin 2, obtemos
um modelo de dubleto de quarta ordem. Logo, para spin 3/2 esperamos que o modelo,
resultante da solda de dois singletos de terceira ordem nas derivadas, tenha ordem igual ou

superior a trés. Tomando a densidade de lagrangiana:

1 - v 1 g = )
gzﬁf”(%)yvyuf (l)—mé‘ ABfH(X)YaYMYv}’ﬁQ;Lf (x), (4.30)

podemos escrever, separando os dois modos de propagacao da seguinte maneira:

_ 1 _
L= Orns () + Meo‘wf“(x)yawwﬁ nf¥ (%), (4.31)
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L= ) rf (W) — e ) Y v oa s (). (4.32)

2m_

A partir deste ponto utilizaremos as seguintes notagdes:

ey =EP  yuyu¥¥s = Aupuvp- (4.33)

Desta forma podemos escrever a variacao das acdes S e S_ da seguinte forma:

_ 1 -
5. = / ax [f WS (20 = 3o T (BX) s EL " (2) (4.34)

- 1 -
ORI 82) ~ P08 E 1 (82)]

- 1 -
S.= / d’x {f”(Sw)wmfv(t/f) + z_f”(S‘//)AauvﬁEaﬁfv(‘//) (4.35)
m+
- 1 -
PO (W) 5 PO B B (39|
Fazendo as transformacgdes:

e fatorando f*(A) e fV(A), obtemos uma agdo onde as correntes de solda sdo apresentadas

de forma explicita na expressao:

1
6(S++S-) /d3xf“ lyv%lf (V+ax)+ AauvﬁEaﬁf (m_ Z—fﬂ (4.38)
+ {]w(l//‘f' ax)Wwyu+ E]E'u (m_lll_ - %) AauvBEaﬁ} (A,

sendo que a agdo pode ser reescrita, representando as correntes a partir de J e J, como:

5(Ss+S_) = / BTNV + T f (A)] (4.39)
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Definindo neste ponto os campos auxiliares f*(A) = §H* e f¥(A) = §H", temos:
(S, +5) = / B[S (AP, + T HY) — (M8, + ST,H")], (4.40)
ou com o objetivo de ter a variagdo das correntes do lado direito da equagao:
S[(Ss+S_)— / Pe(AM T, + T HY)) = — / Pr(AMSI, +5THY). (441

Tomando a variagio de J e J, temos:

1 A A
2 2
8T = YoYuf" (A+ 0PA) + EAanBEO‘B £V (—m_ —a —m+) : (4.42)
_ _ 1. A A
2 2
o0Jy = fFHA+a”A)yy + Ef“ (m_ —a m+> AauvﬁE“ﬁ, (4.43)

onde a partir da escolhade ot =,/ ;Z—j e a =1+ o, eliminamos o termo de massa ficando

com as CXpI‘@SSGGSZ

5\]“ = a’}/v}/uéHv 6.1_\/ - a6H'u'}/V,y‘u. (444)

E entdo podemos definir a agdo de solda S, em termos dos campos auxiliares, como

segue:
0 {(SJr +S5-)— /d3x(I:I“J“ +JyHY —aH" Y, HY)| =0. (4.45)
Tomando a equagio de movimento com respeito a H e H, temos:

Substituindo (4.46)) em (4.43)) , temos:

1 _
S=(Sy+5)+5- / Bx(JH Ty — Ty Yy (4.47)

Substituindo S, S_, J, J e definindo um campo auxiliar dado por F = oy —
encontramos a expressao final para a acdo de solda:
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(my —m_) -

_ 1 3 z \% af v
=g | 4 [ s )+ ) )8 ) a9

—mﬂ‘(F)E“ﬁyaAuewwEewf%F) .

Esse resultado € o mesmo encontrado, fazendo m = m_, a partir da imersao de calibre
aplicada no modelo de dubleto de segunda ordem dado pela equacdo (3.48). Ao que parece,
fechamos a lista de relagdes envolvendo os modelos auto-duais para spin 3/2 em D=2+1
dimensdes.

Notamos mais uma vez o carater construtivista do método de dualizacido que estamos
estudando, pois o termo de massa do tipo mze‘“’“l/‘/u Yv Ve, foi produzido de forma natural
e sisteméticos quando soldamos dois modelos auto-duais de segunda ordem. Da mesma
forma o modelo de dubleto de quarta ordem foi recuperado, via um método distinto em

(#.48) quando eliminamos o termo de interferéncia fazendo m; =m_.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

No contexto do estudo dos modelos auto-duais de spin-3/2 em D = 2+ 1, de primeira
e segunda ordem até o inicio do capitulo 2, pode-se tracar uma série de similaridades
com os resultados obtidos a partir das teorias bosdnicas, mais precisamente a andlise dos
modelos de spin 1 e spin 2. Para o modelo auto-dual de primeira ordem em derivadas,
verificou-se, através de dois métodos distintos, sendo eles: a analise hamiltoniana de
vinculos via algoritmo de Dirac-Bergmann, encontrando vinculos primérios, secunddarios e
tercidrios, todos de segunda classe, e também através das condicdes de Fierz-Pauli, que
este modelo, fazendo uso da contagem do nimero de graus de liberdade, descreve de fato
um singleto de helicidade +3/2 ou —3/2, dependendo do sinal relativo ao termo de massa,
para cada campo independente encontrado na acgao.

Ao termo de massa atribuimos o sinal do valor da helicidade e a quebra de simetria
pelas transformagdes o xy = dyA e Oy = a#[\. Nesse contexto, através da técnica de
Imersao de Calibre de Noether, o modelo invariante obtido foi justamente o modelo auto-
dual de segunda ordem em derivadas conhecido na literatura. Por sua vez o modelo de
segunda ordem, que também € um singleto, € invariante sob as transformagdes anteriores,
mas néo sob as transformagdes dadas por 8y, = Y& e Su = }/ME . A aplica¢do da técnica
de ICN neste caso nos levou a um modelo de terceira ordem em derivadas, que também ja
era estabelecido de forma imph’citzﬂ na literatura a partir de outros métodos. A |[Figura 4

ilustra esse resultado.

Figura 4 — Ilustracao das relagdes entre os modelos de singletos para spin3/2 obtido no
capitulo 2

AD(1) - spin -3/2 ICN AD(2) - spin -3/2 ICN—| AD(3) - spin -3/2

AD(1) - spin +3/2 ICN—| AD(2) - spin +3/2 ICN—=| AD(3) - spin +3/2

fonte: Producdo do préprio autor.

Um modelo de segunda ordem nas derivadas foi proposto inspirado no modelo de Proca

no capitulo 3 sendo, por meio da andlise dos vinculos através da aplicacio das condi¢des

I Implicita pois o modelo de terceira ordem em derivadas encontrado é na realidade a parte fermidnica de

um modelo supersimétrico
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de Fierz-Pauli e do algoritmo de Dirac-Bergmann, confirmado que o modelo descreve
de fato um dubleto, ou seja, dois modos propagantes para cada campo independente na
lagrangiana. A partir de um método de dualizagdo, que corresponde a reduzir a ordem
nas derivadas com a ajuda de campos auxiliares, foi possivel obter de forma sistematica
o modelo de primeira ordem (AD). Inspirados nas relagdes encontradas no estudo dos
casos bosoOnicos, a idéia de aplicar o método de imersdo veio naturalmente, sabendo que
o modelo ndo ¢ invariante dada as transformagdes 8Fg = dgA e 8Fg = dgA, trazendo
como resultado um modelo de quarta ordem nas derivadas andlogo a versao linearizada
do modelo New Massive Gravity para spin 2. Esse modelo seria entdo um NMG para

spin 3/2. Uma visdo geral dos resultados obtidos até esse capitulo pode ser observado na

Figura 5 — Ilustracao das relacdes entre os modelos de singletos e do modelo de dubleto
para spin3/2 proposto no capitulo 3

Modelo de dubleto ICN—»‘ NMG spin 3/2

Dualizagado

AD(1) - spin -3/2 ICN. AD(2) - spin -3/2 ICN—| AD(3) - spin -3/2

AD(1) - spin +3/2 ICN——| AD(2) - spin +3/2 ICN—| AD(3) - spin +3/2

fonte: Producdo do préprio autor.

Ja no capitulo 4, com o uso do procedimento de solda generalizada, que mistura as
helicidades de dois singletos num modelo de dubleto, para o caso de spin-2 (DALMAZI;
MENDONCA, [2009¢) (DALMAZI; MENDONCA| 2009b) o modelo encontrado, a partir
dos modelos de terceira e quarta ordem, € a versao linearizada NMG. Neste contexto, ao
soldar os dois modelos auto-duais de segunda ordem para spin 3/2 com massas distintas,
obtivemos um modelo de dubleto, que consiste da soma de um termo de segunda ordem
(Einstein-Hilbert linearizado), um de primeira ordem (do tipo Chern-Simons) e de um
termo de massa (Fierz-Pauli), que para massas iguais concorda com o modelo de dubleto
proposto no capitulo 3. Esse resultado nos levou ao questionamento natural: o que
resultaria da solda de dois modelos auto-duais de terceira ordem nas derivada? A resposta

obtida foi exatamente o modelo NMG para spin 3/2, que é de quarta ordem nas derivadas.
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Todas essas relagdes sdo ilustradas na[Figura 6]

Figura 6 — Ilustracdo completa das relagdes entre os modelos de singletos e dubletos para
spin3/2 em D=2+1 dimensdes

Modelo de dubleto }ilw—»‘ NMG spin 3/2 |<—

AD(2) - spin -3/2 ICN—| AD(3) - spin -3/2

Dualizagéo

AD(1) - spin -3/2 ICN

Solda

AD(1) - spin +3/2 ICN———=| AD(2) - spin +3/2 ICN—| AD(3) - spin +3/2 <—J

fonte: Producdo do préprio autor.

O foco da dissertacdo foi trabalhar com modelos auto-duais em D=2+1 dimensdes, no
entanto, como forma de buscar perspectivas futuras para o assunto, aplicamos a imersao de
calibre para o modelo complexo de Rarita-Schwinger em D=3+1 (RARITA; SCHWINGER,
1941)), ndo invariante sob as transformacodes W, — Wy +du€ e Wy — Yy, + dy € expresso
em notacdo moderna (RAKIBUR} 2009) por:

Sg.s =1iS = / d* X[ y*P Oy W + mip YtV | (5.1

A partir desta acdo podemos extrair os espinores-vetores de Euler:

RE =YYy yp +my Yy, (5.2)

RP = =0y G P + mip P, (53)

e com a ajuda de campos auxiliares, determinar o novo modelo invariante dado por:

Sr.s1=SRs— n% /d4x (%I/'lvyvyuR" - R“Ru)
1 /1. i
- /d4x {n_i (gwayaﬁuy“%ympaﬁafl Yp — ‘Va?’aﬁuyulpaﬁal‘/’p) b

_‘/_/(x'}’aﬁpaﬁ Wp]
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Utilizando a notagdo i, y*PH dg=fH(w)e yAe o, Vp = fY(v), podemos reescrever
(5.4) na expressido:

Snsi= [ ds L% (%f”(v'/)yu Yo (v) - fﬂ(tp)mw) - %f“(l//)] 5.5)

A agio (5.5) € andloga ao modelo New Massive Gravity em D =2+ 1, no entanto, o
termo de primeira ordem € o termo de Rarita-Schwinger ndo massivo, oqualem D =3 +1
possui contetido fisico descrevendo uma particula ndo massiva de helicidade 3/2 e —3/2.
Desta forma, consultando a literatura do método da a¢do mestra, deduzimos que usando
este termo, como termo de mistura na constru¢do de uma acdo mestra interpolando entre a
teoria de primeira ordem de Rarita-Schwinger e a teoria de segunda ordem obtida em (5.5)),
a teoria final terd fantasmas exatamente como acontece se insistirmos em usar o termo de
Maxwell ou o termo de Einstein-Hilbert em D = 3 + 1 para obter modelos de dubleto de
ordem superior duais aos originais. O fato é que para a constru¢do de acdes mestras que
interpolem entre modelos sauddveis (sem fantasmas no espectro) os termos de mistura nao

devem possuir conteudo fisico.
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APENDICE A — IDENTIDADES DAS MATRIZES DE DIRAC

Demonstraremos neste apéndice as identidades utilizadas ao longo desta dissertacao

com respeito as matrizes de Dirac.

A.l1 IDENTIDADES EM D=2+1 DIMENSOES

Em D=2+1, que € a dimensiao estudada ao longo de praticamente todo o trabalho, ado-
tamos a assinatura da métrica 1,y = diag(—,+,+), com as matrizes dadas por (DESER;
JACKIW; TEMPLETON, |1982):

1 0
'YOZC73:<O _1> (A.1)
o= 0] (A.2)
N1 =101 = - :
0 1

Partindo das equacdes abaixo:

1 1
E{Yua YW} =TNuv E[Yua%] = &uva¥”, (A4)

podemos facilmente demonstrar que:

1 1
E{Yuﬂv}‘i‘i[?’u,?’v] = Nuv + Euva¥” (A.5)

YuVv = NMuv + Euva Y™ (A.6)

A partir do anti-comutador (A.4), temos:

1
E{’yﬂ7’)/,u} - rlﬁ? (A7)

logo:

Y'Y =30, (A.8)
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sendo /3 a matriz identidade. A partir do resultado (A.§), podemos demonstrar que:

YVYqu = ZYVT‘[“V - Yv?’v}’u =Y, (A.9)

ou para as componentes espaciais, tendo em vista que Y'y; = 2/:

YViv=2v'nji— v =0, (A.10)
Podemos ainda escrever:
VYV = —Ya¥ VW + 2N V¥ = 4Nap — Ya Vs, (A.11)
c
YYiYeYi = 2%Y), (A.12)

fechando assim o quadro geral de identidades das matrizes gama, em D = 2+ 1 dimensoes,

utilizadas neste trabalho.

A.2 IDENTIDADES EM D=3+1 DIMENSOES

Em D = 3+ 1 adotamos a assinatura 1y = diag(+, —, —), fazendo uso dos resultados
apresentados em (ITZYKSON; ZUBER| 1980), onde as principais identidades sdo dadas,

a partir de:

{n,w} =2guv [Yu, W] = 2iopy (A.13)
por:
Py =4 (A.14)
Yt = =2V (A.15)
VYYo= 48ua (A.16)

YuVv = guv — iOpuy (A.17)
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APENDICE B - SISTEMAS HAMILTONIANOS VINCULADOS E O
ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN

Vinculo{] sdo encontrados na maior parte dos sistemas hamiltonianos de interesse
fisico, e em particular na fisica das particulas elementares. A andlise de vinculos é
importante teoria quantica de campos para a correta contagem dos graus de liberdade
descritos por certos modelos, bem como para uma andlise de positividade da hamiltoniana.
No entanto, para um melhor entendimento do assunto, serd interessante abordar o tema
a partir da mecanica cldssica. Para que a transi¢ao da formulagdo lagrangiana para a
hamiltoniana seja unicamente satisfeita, temos necessariamente que garantir que cada
velocidade generalizada tenha um tnico representante no espaco de fase (LEMOS| 2007),
ou seja, possam ser descritas em termos dos momentos canonicos. Basicamente, a transi¢ao

¢ dada por uma transformacao de Legendre:

L(q,q) = H(q,p) = 4p —L(q,9), (B.1)

onde ¢ € a velocidade generalizada e p 0 momento canonicamente conjugado, definido por
p= 9—2. A transi¢do € unicamente satisfeita se a matriz hessiana, que pode ser interpretada
como o jacobiano dessa transformagao, for ndo-singular, ou seja, detW # 0.

Podemos obter a matriz hessiana a partir das equagdes de Euler-Lagrange:
d ( JdL JdL
— — | — =0, n=0,1,2,...N. (B.2)
dt \ dgn dqn

Desta feita assumimos que o sistema possui N componentes linearmente independentes. A

equacdo de movimento pode ser expressa, tomando a derivada total do primeiro termo, da

seguinte forma:
. 0L iy 2L  IJL
dn=-—F>. T4 =
maCImaQn maQMaQn dqn

Vemos que as aceleracdes ¢, podem ser determinadas unicamente em funcao dos ¢, e

=0. (B.3)

gn se e somente se a matriz hessiana W,,,,, cujos elementos sao:

9%L
dGmIqn’
Esta secdo é fortemente baseada no trabalho do Dirac (DIRAC, [1964) sobre sistemas hamiltonianos
vinculados e também no livro de mecénica analitica do Nivaldo Lemos (LEMOS, 2007)).

Winn = (B.4)

1
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for inversivel. Quando detW = 0, nao € possivel escrever todas as velocidades gene-
ralizadas ¢, em termos dos momentos candnicos e consequentemente encontrar todas
gm’s. Sendo assim, o formalismo hamiltoniano apresenta vinculos primdrios, ou seja, as
equacdes que definem esses momentos nio sdo independentes. Esses vinculos sdao fungdes

que podem ser escritas na seguinte forma:

om(q,p) =0, m=12,...M , (B.5)

onde assumimos a presenca de um nimero M de vinculos. A palavra primdrio, nesse
caso, tem relacdo apenas com a ordem em que esses vinculos aparecem no processo que
veremos durante esse capitulo. Tais vinculos(e os outros que poderdo aparecer) definem
uma hipersuperficie imersa no espago de fase completo. Nesses casos, as hamiltonianas

sdo modificadas de forma a incorporé-los podendo ser expressas da seguinte maneira:

M
m=1

onde H7 representa a hamiltoniana total, H. a hamiltoniana can6nica e A,, os multiplica-
dores de Lagrange. Nesse ponto € importante ter em mente a no¢do de igualdade fraca e
igualdade forte. Uma varidvel dindmica F(q, p) € dita ser fracamente nula, F (g, p) =~ 0,
se ela se anula somente na hipersuperficie definida pelos vinculos. Por outro lado, ela é
fortemente nula se, além de se anular sobre a hipersuperficie, sua derivada com relagdo a p
e g também se anular. Uma vez que os vinculos se anulam somente na hipersuperficie, e
%’f = Opn, entdo devemos escrevé-los como igualdades fracas: ¢, =~ 0. Os parénteses de
Poisson entre duas varidveis dindmicas F(q, p) e G(g, p) é definido por:
JdF dG JF dG

Segue dai os parénteses de Poisson fundamentais entre as coordenadas € momentos

canonicos:

{9i,9;} =0={pi,p,} (B.8)
{gi,pj} = 8j=—{pi-q;} (B.9)

Utilizando a notacdo p = {p,H}, podemos escrever a evolu¢io temporal de uma

varidvel candnica qualquer em termos da hamiltoniana total na seguinte forma:
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F={F,H}+Y An{F,0m}+ Y { A, F}om ~ {F,Hr}

Como na hipersuperficie os vinculos sdo nulos, temos que {A,,F}¢, ~ 0, e entdo

pOdeOS reescrever como:

F={FH}~+Y An{F,¢n} ~{F,Hr} (B.10)

Esta dltima equagdo deve ser entendida como a evolugdo temporal da fungao F.

B.0.1 Algoritmo de Dirac-Bergmann

O algoritmo de Dirac-Bergmann foi proposto inicialmente por Dirac em 1964 (DIRAC,
1964), com o titulo "Hamiltonian Method", no qual ele trabalha com sistemas hamiltonianos
vinculados. Ja como parte integrante da teoria proposta, por consisténcia, os vinculos
primdrios devem ser conservados no tempo, isto é: ¢,, = 0. Essa é a primeira condi¢do
na execug¢do do algoritmo. Logo, a equagao pode ser reescrita, levando em conta a

condicdo de consisténcia e com os vinculos no lugar de F'. Obtemos a expressao:

{On,He} + Y An{Gns O} = O (B.11)

Essa condicao sobre os vinculos primdrios pode levar a trés casos distintos:

1. A condi¢do € identicamente satisfeita. Neste caso ndo surge novo vinculo e o
multiplicador permanece indeterminado. A dinamica do sistema terd funcdes arbitrarias
do tempo.

2. Os multiplicadores sdo determinados univocamente. Para que todos os multiplicado-
res sejam determinados pelos vinculos primérios € necessario que a matriz P gerada pelos

parénteses de Poisson de todos os vinculos

Pon = {Om, On} (B.12)

seja ndo singular, isto €, detP # 0 .

3. A condi¢ao de consisténcia leva a novos vinculos denominados secundarios

xs(p,q) =0 s=1,2,...,S. (B.13)

Devemos entdo impor condi¢des de consisténcias sobre os vinculos secunddrios. Se
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recair nos casos 1 ou 2 o processo termina. Se recair no caso 3 o processo continua, até
que todos os vinculos do sistema sejam determinados.
A distin¢do entre os vinculos primdrios, secunddrio, tercidrios, etc € pouco importante

para a teoria final, de modo que podemos denotar todos os vinculos da teoria por:
D, ~0 i=1,2,..M+S (B.14)

B.0.2 Transformacoes de calibre e Contagem do Niimero de Graus de Liberdade

Uma classificacdo muito importante para os vinculos € a seguinte:

1. Vinculos de primeira classe: Seus parénteses de Poisson com todos os demais
vinculos sdo fracamente nulos.
2. Vinculos de segunda classe: tem pelo menos um parénteses de Poisson ndo-nulo

com os demais vinculos.

Os vinculos primdrios de primeira classe, cuja evolu¢cdo ndo permite determinar os
multiplicadores de Lagrange, nos levam a func¢des arbitrarias do tempo nas equacdes de
movimento, fazendo com que as condic¢des iniciais, ou seja, os p’s € q’s, ndo determinem
univocamente a evolugdo das varidveis dindmicas, necessitando de mais restricdes para
descrever o comportamento do sistema em tempos futuros.

O estado fisico ndo deve depender da escolha das funcdes arbitrarias do tempo que
surgiram durante o processo, sendo esse caso tipico de teorias com simetria de calibre. Se-
gundo (LEMOS, 2007): "Os vinculos primdrios de primeira classe geram transformagées
de calibre, isto €, transformacoes candnicas infinitesimais que mudam os p’s e q’s mas
ndo alteram o estado fisico do sistema"

E importante frisar que este postulado é vélido para vinculos primérios de primeira
classe, nao se estendendo necessariamente aos vinculos secundarios de primeira classe,
embora estes também possam gerar transformagdes de calibre, vide discussao em (HEN+
NEAUX; TEITELBOIM, 1994).

A contagem dos graus de liberdade do sistema fisico pode ser analisada da seguinte
forma: visto que um vinculo, que relaciona duas ou mais varidveis candnicas no espaco de
fase, estd associado ao seu multiplicador na hamiltoniana total, um vinculo de segunda
classe por si s6 elimina um grau de liberdade. Ja no caso de existéncia de vinculos pri-
madrios de primeira classe, a exigéncia da fixacao de calibre, que da conta das funcdes

arbitrdrias do tempo, obtendo entdo uma teoria somente com vinculos de segunda classe,
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nos leva a eliminacgdo de dois graus de liberdade do sistema. A contagem pode ser expressa
na seguinte maneira (HENNEAUX; TEITELBOIM, 1994)):
N D=M—2IN (B.15)
2
onde N € o numero de graus de liberdade do sistema no espaco de configuragdo, D €
a dimensao do espago de fase, N| o nimero de vinculos de primeira classe que geram

transformagoes de calibre e N, o nimero vinculos de segunda classe.

Variaveis de Grassmann

E importante enfatizar que estamos tratando g; (e consequentemente p;) como varidveis
que comutam, ou seja, g;q; = q;q;. Por outro lado, se o sistema lagrangiano € descrito
por varidveis anti-comutantes 6, (Varidveis de Grassmann), em que 6,6, = —6,0,, a

hamiltoniana candnica sera definida por:

H(0,I1) = 6,IT"* —L(6,0) = —T1*6, — L(6,0), (B.16)

onde IT* = ;_QLM' Na defini¢do da transformada de legendre acima, 9“ € posicionado a
esquerda de IT* devido a convengdo que adotamos aqui de tomar derivadas em relagdo a
varidveis de Grassmann pela esquerda, vide (HENNEAUX; TEITELBOIM, 1994)) (DAS,
2008)

O parénteses de Poisson entre duas varidveis dinimicas de Grassmann P(0,I1) e

Q(6,1T), também conhecido como parénteses de Berezin, é dado por:

dP dQ  JP 8Q>' (B.17)

PO} =—
(R0} (ae“ E TN TN
Assim, os parénteses de Poisson fundamentais entre as coordenadas e momentos

candnicos sao:

{64,6,} = {TT*, 11V} =0 (B.18)
{6u, 11V} = {I1*,6,} = — 8y (B.19)
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APENDICE C - REPRESENTACAO DOS ESPINORES DE DIRAC E
MAJORANA

Neste apéndice serd apresentada uma visdo geral EI do aparato matemadtico e das repre-
sentacoes dos espinores dentro da teoria de Dirac e Majorana.

Comecaremos fazendo um breve resumo sobre a obtencdo da equacgdo de Dirac e
verificaremos que essa equac@o ndo dd conta de descrever uma particula de spin 3/2, pelo
fato de tal particula ndo possuir carga elétrica e exigir uma funcdo de onda real. Esse
problema tem soluc¢do no formalismo desenvolvido por Majorana, que construiu sua teoria

de forma que as solugdes da equacao de Dirac se encontrassem no campo das fungdes reais.

C.0.1 Equacao de Dirac

Na tentativa de descrever o comportamento do elétron, Dirac buscou alternativas para
preservar a relac@o da energia de Einstein e ndo encontrar uma densidade de probabilidade
negativa. A busca por esse objetivo passava pelo desafio de escrever uma equacao linear

no tempo e no espago. A partir da equagao:

E? = p?+m? (C.1)

queremos poder escrever uma equagao, ja transformados os observaveis em operadores, na

seguinte forma:

2 () = [@.(-9) + By () €2)

Para que isso seja possivel, é necessério que a e 8 sejam matrizes 4x4 dadas por:

I 0
Bzyoz(o _11)’ (C.3)

(1 0 0 o
a:wyz<0-4><—o o)’ ©

Para uma descri¢do detalhada sugiro as referéncias indicadas durante esse capitulo.

1



63

e que as matrizes Y satisfacam a algebra de Clifford:

{r',r"}=2n""1 (C.5)

onde I é uma matriz identidade, ¢ sdo as matrizes de Pauli e {, } é o anticomutador dador

por:

{A,B} =AB+BA (C.6)
Desta forma obtemos:

. d .

iy () = =7V +my |y (). (C.7)
Multiplicando os dois lados por 7°, sabendo que Y°yy = I, podemos escrever de forma

compacta:

(iY" Oy +m)y =0. (C.3)

Essa € a conhecida equagdo de Dirac que descreve o comportamento do elétron e que
foi concebida no artigo (DIRAC, |1928)) "The Quantum Theory of the Electron"publicado
em 1928.

C.0.2 Solucoes da equacao de Dirac

As solucdes encontradas por Dirac, apesar de resolvido o problema da densidade de
probabilidade negativa, tinha um peculiaridade ndo observada quando se tratava de um
sistema quantico ndo-relativistico, que foi interpretada e posteriormente verificada como
antiparticula. No caso do elétron, a antiparticula é conhecida como pdsitron, que € uma
particula com a mesma massa do elétron, porém valor oposto da carga.

Sendo y uma matriz 4x4, y(x) deve obrigatoriamente possuir quatro componentes e
spin (DAS, 2008)), que de fato é verificado no elétron. Essa funcao de onda pode ser escrita

como uma matriz da seguinte forma:

V(x) = (C.9)
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Sendo a onda plana uma solu¢do para a equacao de Dirac, podemos escreve-la na forma

matricial da seguinte maneira:

vi(x) uy (x)
— L 2) (x) _ ,—ipx uz ()C)
y(x) = =e ' : (C.10)
W3 (x) u3(x)
Va(x) 14 (x)
ou na forma mais compacta:
Vo (x) = e P ug(x), (C.11)

com a = 1,2,3,4. O objeto matemdtico spinor uy(x), que obedece a algebra de Clifford,
aparece nas solucgdes e pode ser descrito de uma forma ndo tdo aprofundada, como escrito
em (PALASH, 2011) "The word spinor will be used to denote any column-like function
of energy and momentum which, when multiplied by a factor ¢/~ or e~'P*, becomes a
solution of the Dirac equation."

As quatro componentes da func¢do de onda se referem ao fato da energia poder assumir
valor positivo e negativo, peculiaridade que nio era observada nos casos nao-relativisticos.

Podemos escrever ent@o o spinor da seguinte forma:

u(x) = ( :8 ) (C.12)

7(x) = ( (%) ) (C.13)

i(x) = ( u3(x) > (C.14)

U4 (x)

Com:

Nesse caso 7(x) da conta da energia positiva com u;(x) e up(x) sendo os dois valores
possiveis de spin e ii(x) o andlogo para o caso da energia negativa, também com dois
valores possiveis de spin.

Chamamos de primeira quantizagio o que foi feito em (C.2)), ou seja, transformar
os observdveis da equacdo de energia em operadores, no entanto, na area de teoria de
campos o que se tem € a chamada segunda quantizagdo, onde o que é evoluido a operador

€ o proprio campo da teoria. Nesse caso, podemos expandir nossa funcdo de onda em
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termos dos operadores de criacdo e aniquilacdo, que atuardo no espago de Fock, como uma

expansdo de Fourier, na forma:
ve) = ¥ [ @lpur(ple 7 +aju; (p)er) c15)
rvp

C.0.3 Férmion de Majorana

O objetivo da introdugdo da equagdo de Dirac no texto €, na realidade lancar uma
luz sobre o objeto de estudo desse trabalho: o férmion de Majorana. Cronologicamente,
o férmion de Weyl foi proposto em 1930, apds a teoria de Dirac, com o objetivo de
descrever o neutrino, que era uma tentativa de explicar o espectro continuo de energia para
o decaimento beta. A principal caracteristica do férmion de Weyl se da no fato da equacdo
nao possuir massa. O neutrino ndo deveria possuir carga elétrica e por sua vez, deveria
ser sua propria antiparticula, condi¢des estas que poderiam ser satisfeitas através da teoria
descrita por Majorana em 1937.

Na realidade, por muito tempo ficou estabelecido que o neutrino era um férmion de
Weyl, e essa situagdo s6 mudou na década de sessenta com pesquisas relacionadas a
hipétese dessa particula possuir uma massa pequena porém diferente de zero (PALASH,
2011)), abrindo assim uma série de discussdes relacionadas a teoria descrita por Majorana.

Uma forma de fazer da equacdo de Dirac uma equacdo real € construir as matrizes de
gama puramente imagindrias. Majorana desenvolveu sua teoria modificando diretamente as
matrizes de Pauli, obtendo ¥ = y*. No entanto, sdo relacionadas via matrizes unitdrias de
transformacdo quaisquer duas possiveis construcdes das matrizes de Dirac que satisfacam

a dlgebra de Clifford. Para o caso das representacdes de Dirac e Majorana, temos:

Y =UPU", (C.16)

sendo y* as matrizes de Dirac, ## as matrizes na representa¢do de Majorana e U a
matrizes unitria de transformacdo. Para as solugdes da equacao, os espinores podem ser

relacionados da seguinte maneira:

y=UVp, (C.17)

sendo y o espinor de Dirac e § o de Majorana. Podemos, assim como no caso de Dirac,

escrever o espinor de Majorana como uma expansdo de Fourier na forma:

¥ =¥ [ (arp)ir(p)e ™ +ala (p)e), (C18)
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ou reescrever a equacdo (C.17), que representa o espinor de Dirac como:

v =1 [ @V p)e " + U (per (.19)

E importante frisar que apesar das diferencas nas representacdes, ambas sdo invariantes
sob transformacdes de Lorentz. Devo novamente esclarecer que esse capitulo ndo tem
como objetivo uma apresentacao aprofundada dos aspectos de cada uma das representacoes.

Logo, para maiores dividas, sugiro a leitura do texto (PALASH, 2011).

C.0.4 Conjugacao de carga

Dizemos que o campo de Majorana € simétrico por conjugacao de carga, isto €, sua
acdo € invariante pela substituicdo do espinor por seu complexo conjugado. Essa operacdo

pode ser escrita, para a representacdo de Majorana, na forma:

Cye " =ncy (C.20)

onde %EI ¢ o operador conjugacdo de carga e 1¢ uma fase. Para um caso geral, essa
operacdo é importante pois troca uma particula por sua antiparticula. Para um férmion de
Majorana, devido sua invariancia sob essa operacao, podemos dizer que ele é um auto-
estado desse operador, ou em outras palavras, que essa particula € sua préopria antiparticula.
Esse aspecto tem um grande valor no que diz respeito a parceiros supersimétricos dentro

da supergravidade.

2 Sendo que a forma explicita de ¢ depende da escolha de representacio das matrizes gamma
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