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Resumo

Para uma classe de equações quasilineares de Schrödinger, estabelecemos a existência
de soluções positivas e nodais pelo método de Nehari.

Palavras-Chave: Equações de Schrödinger quasilineares; Soluções nodais; Método de
Nehari.





Abstract

For a class of Schrödinger quasilinear equations, we established the existence of positive
and nodal solutions by the Nehari method.

Keywords: Quasilinear Schrödinger equations; Nodal solutions; Nehari Method.





Índice de Notações

• R o conjunto dos números reais;

• RN o espaço euclidiano de dimensão N ;

• |A| é a medida de Lebesgue de um subconjunto A ⊂ RN ;

• Ck(Ω) = {u : Ω→ R;u é continuamente k vezes diferenciável};

• Ck
0 (Ω) = {u ∈ Ck; supp(u) é compacto};

• ‖u‖Lp(Ω) =
(∫

Ω
|u|pdx

) 1
p ;

• Lp(Ω) = {u : Ω→ R;u é mensurável e ‖u‖Lp(Ω) <∞};

• ‖u‖L∞(Ω) = inf{c ≥ 0; |{x ∈ Ω; |u(x)| ≤ c}| > 0};

• L∞(Ω) = {u : Ω→ R;u é mensurável e ‖u‖L∞(Ω) <∞};

• Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω) ∀|α| ≤ m}, onde α é um multi-índice;

• ‖u‖Wm,p(Ω) =
(∑m

i=1 ‖Dαu‖pLp(Ω)

) 1
p
;

• Wm,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω), onde o fecho é tomado com respeito à norma ‖ · ‖Wm,p(Ω);

• Hm(Ω) = Wm,2(Ω);

• Hm
0 (Ω) = C∞0 (Ω), onde o fecho é tomado com respeito à norma ‖ · ‖Hm(Ω);

• ∆u =
∑N

i=1
∂2u
∂x2
i
;

• 2∗ = 2N/(N − 2) para N ≥ 3;

• 2∗ =∞ para N = 1, 2.
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Capítulo

1
Introdução

Vamos considerar a seguinte versão modi�cada da equação não linear de Schrödinger:

iψt −∆ψ +W (x)ψ − 1

2
ψ∆g(|ψ|2)g′(|ψ|2) = f(x, ψ), x ∈ RN

onde ψ : R × RN −→ C e f(x, ψ) é um termo não linear. Esta versão não linear
da equação não linear de Schrödinger surge em vários modelos de diferentes fenômenos
físicos, como no estudo de �lmes super�uidos em física de plasma, na teoria da matéria
condensada (ver [10], [3], [1], [5], [8], [9], [23], [2], [17], [18]).

Restringindo ao caso g(ψ) = ψ, obtemos a equação

iψt −∆ψ +W (x)ψ − 1

2
ψ∆|ψ|2 = |ψ|p−1ψ, x ∈ RN .

Essa equação foi introduzida em [33], [34] e [31] para estudar um modelo de elétrons
auto-aprisionados em redes quadráticas ou hexagonais (ver também [4], [32]).

Do ponto de vista matemático, a existência local para o problema de Cauchy foi con-
siderada pela primeira vez em [22] e [15], sendo posteriormente aprimorada em [20]. Em
[20] foi estudada a estabilidade orbital das soluções estacionárias, bem como o fenômeno
de blow-up de soluções.

Estamos interessados na existência de ondas estacionárias. Para isso, tomamos ψ(t) =
e−iλtu(x) com u : RN → R e, dessa forma, obtemos a seguinte equação quasilinear de
Schrödinger

−∆u+ V (x)u− 1

2
u(∆|u|2) = |u|p−1u, (1.1)

Ao longo deste trabalho consideraremos 4 ≤ p + 1 < 2.2∗ e o potencial V : RN → R
satisfazendo as seguintes hipóteses:

(V1) V ∈ C(RN ,R), 0 < V0 = infRN V (x) ≤ V∞ = lim
|x|→∞

V (x) <∞.

(V2) Existem constantes positivos M , A e m tais que para todo |x| ≥M temos

V (x) ≤ V∞ −
A

1 + |x|m
.

Como veremos adiante, o espaço de funções adequado para lidar com o problema
acima de maneira variacional é X = {u ∈ H1(RN)|

∫
RN u

2|∇u|2 < +∞} = {u ∈ H1(RN) :
u2 ∈ H1(RN)}. Diremos ainda que u ∈ X é uma solução fraca de (1.1), se para toda
φ ∈ C∞0 (RN),

13



1. Introdução 14

∫
RN

[(1 + u2)∇u.∇φ+ u|∇u|2φ+ V (x)uφ− |u|p−1uφ] = 0. (1.2)

Os métodos que descreveremos nesse texto são variacionais, de forma que as solu-
ções fracas do problema (1.1) que obteremos serão pontos críticos do funcional de Euler-
Lagrange I : X → R, de�nido por

I(u) =
1

2

(∫
RN
|∇u|2 + V (x)u2 + u2|∇u|2

)
− 1

p+ 1

∫
RN
|u|p+1. (1.3)

Para u ∈ X e φ ∈ C∞0 (RN); a derivada de I na direção φ em u, vem dada por

〈I ′(u), φ〉 =

∫
RN

[(1 + u2)∇u∇φ+ u|∇u|2φ+ V uφ− |u|p−1uφ]dx. (1.4)

A abordagem descrita nesse texto será baseada no chamado Método de Nehari, con-
sistindo esse na de�nição de um conjunto, chamado de Conjunto de Nehari, o qual, por
ser um vínculo natural do problema, permite que se encontre pontos críticos do funcional
associado, por meio da minimização deste sobre tal conjunto. Tal método foi e ainda é
amplamente utilizado na demonstração da existência de problemas elípticos variacionais
dos mais diversos tipos.

Os resultados descritos neste texto estão presentes no trabalho [27]. Pretendemos
detalhar a demonstração dos seguintes resultados.

Teorema 1 Seja 4 ≤ p + 1 < 2.2∗ e suponha (V 1) verdadeira. Então o funcional I
assume o seu ín�mo c0 em S em uma função u, que é uma solução positiva fraca de (1.1).

Teorema 2 Seja 4 ≤ p+ 1 < 2.2∗ e suponha (V 1) e (V 2) verdadeira. Então o funcional
I assume seu ín�mo c∗ em S∗ em uma função u∗, que é uma solução fraca que muda de
sinal de (1.1)

Além de [27], em muitos outros trabalhos já foram estudadas equações de Schödinger
quasilineares como (1.1). Em [19], os autores, inspirados pela abordagem de [27], lidam
com o problema (1.1), porém contemplando também o caso em que p ∈ (1, 4). Esse
caso trás uma di�culdade adicional, devido ao fato de que não é possível utilizar uma
argumentação baseada no método de Nehari, uma vez que o funcional pode ser coercivo
em determinadas direções radiais. O que os autores demonstram, porém, é que é possível
de�nir um conjunto, cuja de�nição é inspirada também pela identidade de Pohozaev
associada ao problema, o qual consiste também em um vínculo natural do problema.
Dessa forma, minimizando o funcional energia associado ao problema sobre esse conjunto,
é possível obter soluções fracas de (1.1).

Existe ainda uma outra linha de abordagem que permite estudar o problema (1.1),
a qual se baseia em uma mudança de variável, a qual transforma problemas como (1.1),
em problemas envolvendo apenas o operador Laplaciano, porém, com termos não-lineares
mais complicados que o original. Tal abordagem teve sua gênese no trabalho [6], o qual
inspirou e ainda inspira muitos trabalhos envolvendo variações do problema (1.1).

Nessa dissertação, por motivos didáticos, apresentamos no Capítulo 2 um resumo da
Teoria das Distribuições e Espaços de Sobolev. No Capítulo 3 descrevemos em detalhes a
demonstação dos Teoremas 1 e 2. No Capítulo 4, apresentamos nossas conclusões acerca
do trabalho.



Capítulo

2
Preliminares

Começamos com alguns resultados preliminares. Para mais referencias, ver [7].

2.1 Distribuições

Seja Ω ⊂ RN aberto e φ : Ω→ R uma função de classe C∞.

De�nição 1 Chama-se suporte de φ ao fecho do conjunto onde φ não se anula, denotado
por supp(φ), isto é,

supp(φ) = {x ∈ Ω;φ(x) 6= 0}.

Se este conjunto é compacto, então diz-se que φ tem suporte compacto.

De�nição 2 O espaço das funções φ de classe C∞ com suporte compacto contido em Ω
é um espaço vetorial denotado por D(Ω), cujos elementos chamamos de funções teste.

Agora de�nimos a convergência de sequências em D(Ω).

De�nição 3 Uma sequência de funções {φm} em D(Ω), é dita convergente para 0, se
existe um conjunto compacto �xo K ⊂ Ω tal que supp(φm) ⊂ K para todo m, com φm e
todas suas derivadas convergindo uniformemente para 0 em K.

De�nição 4 Seja T : D(Ω) → R um funcional linear. T é uma distribuição em Ω se
para toda φm → 0 em D(Ω), tivermos que T (φm)→ 0.

O espaço das distribuições é denotado por D′(Ω). Se Ω = RN , denotamos D′(RN) = D′.

Exemplo 1 Seja f : Ω→ R localmente integrável, isto é, tal que para qualquer conjunto
compacto K ⊂ Ω, ∫

K

|f | < +∞.

Dada f localmente integrável, então o seguinte funcional linear de�ne uma distribuição

Tf : D(Ω)→ R,

Tf (φ) =

∫
Ω

fφdx

Observação 1 Se f ∈ Lp(Ω), p ≥ 1 então Tf é uma distribuição.

15



2. Preliminares 16

Exemplo 2 (Distribuição de Dirac) O funcional linear δ : D(Ω)→ R de�nido por δ(φ) =
φ(0) é uma distribuição.

Observação 2 A distribuição δ não é gerada por uma função localmente integrável (ver
[7] exemplo 1.2.4).

De�nição 5 Seja x = (x1, . . . , xN) ∈ RN . Um multi-índice é uma n-upla de números
inteiros não negativos

α = (α1, . . . , αN)

Além disso, associado ao multi-índice α, temos os seguintes símbolos

|α| = α1 + . . .+ αN

α! = α1! . . . αN !

xα = xα1
1 . . . xαNN

e se α e β são multi-índices, então α ≤ β se αi ≤ βi para todo 1 ≤ i ≤ N . Finalmente
denotamos por

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαNN

De�nição 6 Seja T ∈ D′(Ω). Para qualquer multi-índice α, de�nimos a derivada de
ordem α de T por:

(DαT )(φ) = (−1)|α|T (Dαφ), para todo φ ∈ D(Ω).

Exemplo 3 Consideremos a função de Heaviside em R

H(x) =

{
1, x ≥ 0

0, x < 0

a qual é localmente integrável, e portanto de�ne uma distribuição TH . Seja φ ∈ D então

d

dx
TH(φ) = −TH

(
dφ

dx

)
= −

∫
R
H(x)

dφ

dx
= −

∫ +∞

0

dφ

dx
= φ(0) = δ(φ).

Assim temos que
d

dx
TH = δ

De�nição 7 O gradiente da distribuição T , denotado por ∇T , é de�nido por

∇T =

(
∂T

∂x1

, . . . ,
∂T

∂xN

)
,

e o Laplaciano de T é dado por

∆T =
N∑
i=1

∂2T

∂x2
i

.

Observação 3 No caso em que uma distribuição é gerada por uma função u ∈ Lp(Ω),
com p ≥ 1, denotaremos o gradiente da distribuição por:

∇u =

(
∂u

∂x1

, . . . ,
∂u

∂xN

)
,

e seu Laplaciano por

∆u =
N∑
i=1

∂2u

∂x2
i

.



2. Preliminares 17

2.2 Espaços de Sobolev

De�nição 8 Seja m > 0 um inteiro e 1 ≤ p ≤ ∞. O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é
de�nido por

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), para todo |α| ≤ m}

com a norma

‖u‖pWm,p(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|pdx para 1 ≤ p <∞ (2.1)

‖u‖Wm,∞(Ω) = max
|α|≤m

‖Dαv‖L∞(Ω) para p = +∞

Observação 4 1. Se p = 2 então denotaremos esse espaço como Hm(Ω). Isto é,

Hm(Ω) = Wm,2(Ω)

e para u ∈ Hm(Ω), denotaremos sua norma por ‖u‖Hm(Ω), isto é,

‖u‖Hm(Ω) = ‖u‖Wm,2(Ω).

2. A norma ‖u‖Hm(Ω) no espaço Hm(Ω) é induzida pelo seguinte produto interno

< u, v >Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

DαuDαv, para u, v ∈ Hm(Ω)

3. No espaço W 1,p(Ω) a função

u ∈ W 1,p(Ω)→
(
u,

∂u

∂x1

, . . . ,
∂u

∂xN

)
∈ (Lp(Ω))n+1

é uma isometria.

4. O espaço (Lp(Ω))n+1 tem norma,

‖u‖ =
n+1∑
i=1

‖ui‖Lp(Ω) ou ‖u‖ =

(
n+1∑
i=1

|ui|pLp(Ω)

) 1
p

para u = (ui) ∈ (Lp(Ω))n+1. Com isto obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3 Seja 1 ≤ p <∞, o espaço W 1,p(Ω) é um espaço de Banach. Se 1 < p <∞,
W 1,p(Ω) é re�exivo.

Demonstração. Seja (um) uma sequência de Cauchy em W 1,p(Ω). Então pela norma
de�nida em (2.1), temos que (um) e (∂um

∂xi
) quando 1 ≤ i ≤ N são sequências de Cauchy

em Lp(Ω). Como Lp(Ω) é completo, então um → u e ∂um
∂xi
→ vi em Lp(Ω) para 1 ≤ i ≤

N . A completude do espaço W 1,p(Ω) é provada se mostramos ∂u
∂xi

= vi no sentido das
distribuições, pois

‖um − u‖pW 1,p(Ω) = ‖um − u‖pLp(Ω) +
N∑
i=1

∣∣∣∣∂um∂xi
− ∂u

∂xi

∣∣∣∣p
Lp(Ω)

→ 0 quando m→∞
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Seja φ ∈ D(Ω). Então como um ∈ W 1,p(Ω), temos

∂

∂xi
Tum(φ) = TSi(φ), Si ∈ Lp(Ω).

e em seguida considerando Si = ∂um
∂xi

com 1 ≤ i ≤ N , temos

−
∫

Ω

um
∂φ

∂xi
=

∫
Ω

∂um
∂xi

φ. (2.2)

Desde que φ ∈ D(Ω) e φ ∈ Lp(Ω) para todo 1 ≤ q ≤ ∞, quando m → +∞ em (2.2),
temos

∂

∂xi
Tu(φ) = −

∫
Ω

u
∂φ

∂xi
=

∫
Ω

viφ = Tvi(φ)

o que signi�ca que vi = ∂u
∂xi

q.t.p. em Ω. Logo um → u em W 1,p(Ω). Assim W 1,p(Ω) é um
espaço completo.

Agora como (Lp(Ω))n+1 é re�exivo para 1 < p < ∞ e como W 1,p(Ω) é um espaço
completo, imagem de W 1,p(Ω) pela isometria da Observação 4, então é um subespaço
fechado de (Lp(Ω))n+1. Logo W 1,p(Ω) é re�exivo.

Agora de�nimos Wm,p
0 (Ω) = D(Ω)

‖·‖Wm,p(Ω) ⊂ Wm,p(Ω) e temos o seguinte resultado.

Teorema 4 Seja 1 ≤ p <∞. Então para qualquer inteiro m ≥ 0,

Wm,p(RN) = Wm,p
0 (RN).

Demonstração.

Passo 1 Seja (ρε) a família de funções regularizantes (ver [7] exemplo 1.2.2). Então se
u ∈ Lp(RN), temos ρε ∗u→ u em Lp(RN). Agora seja φ um função contínua com suporte
compacto tal que

‖φ− u‖Lp(RN ) <
δ

3

onde δ é um número escolhido (ver [7] Teorema 1.5.6). Em seguida escolhemos ε > 0
su�cientemente pequeno tal que

‖φ ∗ ρε − φ‖Lp(RN ) <
δ

3
.

Assim,

‖u− u ∗ ρε‖Lp(RN ) ≤ ‖u− φ‖Lp(RN ) + ‖φ− ρε ∗ φ‖Lp(RN ) + ‖ρε ∗ φ− u ∗ ρε‖Lp(RN ) < δ

pois ‖(u− φ) ∗ ρε‖Lp(RN ) ≤ ‖ρε‖L1(RN )‖u− φ‖Lp(RN ) <
δ
3

Passo 2 Agora, se u ∈ W 1,p(RN), então u ∗ ρε é C∞ e Dα(u ∗ ρε) = Dαu ∗ ρε = u ∗Dαρε
para qualquer multi-índice. Pelo Passo 1, Dα(u ∗ ρε) = ρε ∗ Dαu → Dαu em Lp(RN).
Assim u ∗ ρε → u em W 1,p(RN).
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Passo 3 Seja ς uma função em D(RN) tal que 0 ≤ ς ≤ 1 com ς = 1 em B1(0) e
supp(ς) ⊂ B2(0). Em seguida consideramos a sequência (ςk) em D(RN), de�nida por

ςk(x) = ς(
x

k
).

Agora seja εk → 0, de�nimos uk = ρεk ∗ u que é in�nitivamente diferenciável, e pelo
Passo2, temos uk → u em W 1,p(RN). Logo de�nimos φk ∈ D(‘RN) por

φk(x) = ςkuk(x),

e mostramos que φk → u em W 1,p(RN). De fato, desde que ςk = 1 em Bk(0) temos
uk = φk em Bk(0) e

‖uk − φk‖Lp(RN ) =

(∫
|x|≥k
|uk(x)− φk(x)|pdx

) 1
p

≤
(∫
|x|≥k

2p max(|uk|p, |φk|p)dx
) 1

p

≤
(∫
|x|≥k
|uk|pdx

) 1
p

pois, |φk| = |ςkuk| ≤ 1|uk| = |uk|. Assim

‖u− φk‖Lp(RN ) ≤ ‖u− uk‖Lp(RN )+‖uk − φk‖Lp(RN ) ≤ ‖u− uk‖Lp(RN )+2

(∫
|x|≥k
|uk|pdx

) 1
p

e consequentemente φk → u em Lp(RN).
Similarmente, desde que ∂φk

∂xi
= ∂uk

∂xi
em Bk(0) e∣∣∣∣∂φk∂xi

− ∂uk
∂xi

∣∣∣∣
Lp(RN )

=

(∫
|x|≥k

∣∣∣∣∂φk∂xi
− ∂uk
∂xi

∣∣∣∣p) 1
p

≤ 2

(∫
|x|≥k

∣∣∣∣∂φk∂xi

∣∣∣∣p +

∫
|x|≥k

∣∣∣∣∂uk∂xi

p
∣∣∣∣) 1

p

→ 0,

quando k →∞. Daí temos que ∂φk
∂xi
→ ∂u

∂xi
em Lp(RN). Por tanto φk → u em W 1,p(RN).

Teorema 5 (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω um conjunto aberto e limitado em RN .
Então existe C = C(Ω, p) > 0 tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C|u|W 1,p(Ω), ∀u ∈ W
1,p
0 (Ω)

Em particular u 7→ |u|W 1,p(Ω) de�ne uma norma em W 1,p
0 (Ω), a qual é equivalente a

‖ · ‖W 1,p(Ω).

2.3 Imersões contínuas e compactas de Sobolev

As imersões contínuas e compactas de Sobolev estabelecem certas desigualdades úteis.
Portanto anunciaremos algumas propriedades destas imersões.

Teorema 6 (Desigualdade de Sobolev) Seja 1 ≤ p < N , então existe uma constante
C = C(p,N) > 0, tal que

‖u‖Lp∗ (RN ) ≤ C‖u‖W 1,p(RN ).

Em particular, temos a imersão contínua

W 1,p(RN) ↪→ Lp
∗
(RN),

onde p∗ = Np
N−p .



2. Preliminares 20

Corolário 1 Se 1 ≤ p < N , então temos a imersão contínua

W 1,p(RN) ↪→ Lq(RN), para todo q ∈ [p, p∗]

Demonstração. Seja u ∈ W 1,p(RN) e p ≤ q ≤ p∗. Então podemos escolher α ∈ [0, 1] tal
que

1

q
=
α

p
+

1− α
p∗

e |u|αq ∈ Lp/αq(RN), temos |u|(1−α)q ∈ Lp∗/(1−α)q(RN), assim pela Desigualdade de Hölder,
temos

‖u‖Lq(RN ) ≤ ‖u‖
α
Lp(RN )‖u‖

1−α
Lp∗ ≤ α‖u‖Lp(RN ) + (1− α)‖u‖

Lp
∗(RN )(RN )

≤ C‖u‖W 1,p(RN ),

onde também usamos a Desigualdade de Sobolev. Assim u ∈ Lq(RN) com p ≤ q ≤ p∗.

Observação 5 Temos que H1(RN) está imerso continuamente em Lq(RN) para todo
q ∈ [2, 2∗].

Corolário 2 Seja Ω ⊂ RN aberto e u ∈ W 1,p
0 (Ω). Então u ∈ Lq(Ω) para todo q ∈ [p, p∗]

e existe C = C(p,N) > 0 tal que

‖u‖Lp∗ (Ω) ≤ C|u|W 1,p(Ω)

‖u‖Lq(Ω) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω)

para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Teorema 7 (Rellich-Kondrachov) Seja Ω ⊂ RN aberta limitado de classe C1. Então as
seguintes imersões são compactas:

1. Se p < N , W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q < p∗,

2. Se p = N , W 1,N(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q <∞,

3. Se p > N , W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω).



Capítulo

3
Existência de soluções

Considere a seguinte equação quasilinear de Schrödinger

−∆u+ V (x)u− 1

2
u∆u2 = |u|p−1u, em RN (3.1)

onde 3 ≤ p ≤ (3N + 2)/(N − 2) e V = V (x), x ∈ RN é um potencial satisfazendo:

(V1) V ∈ C(RN ,R), 0 < V0 = infRN V (x) ≤ V∞ = lim
|x|→∞

V (x) <∞.

De�nimos o conjunto

X = {u ∈ H1(RN)|
∫
RN
u2|∇u|2dx <∞} = {u ∈ H1(RN)|u2 ∈ H1(RN)}.

Uma função u ∈ X é chamada de solução fraca da equação (3.1), se para toda φ ∈ C∞0 (RN)
temos ∫

RN
(1 + u2)∇u∇φdx+

∫
RN
u|∇u|2φdx+

∫
RN
V uφ =

∫
RN
|u|p−1uφdx. (3.2)

De�nimos o funcional I em X dado por

I(u) =
1

2

∫
RN

(1 + u2)|∇u|2dx+
1

2

∫
RN
V u2dx− 1

p+ 1

∫
RN
|u|p+1dx. (3.3)

Para u ∈ X e φ ∈ C∞0 (RN); a derivada de I na direção φ em u, vem dada por

〈I ′(u), φ〉 =

∫
RN

[(1 + u2)∇u∇φ+ u|∇u|2φ+ V uφ− |u|p−1uφ]dx. (3.4)

Para u ∈ X de�nimos

γ(u) = 〈I ′(u), u〉 =

∫
RN

[(1 + 2u2)|∇u|2 + V u2 − |u|p+1]dx,

S = {u ∈ X|γ(u) = 0, u 6= 0} e S∗ = {u ∈ S|u+ ∈ S, u− ∈ S},
(3.5)

onde u+ = max(u, 0) e u− = max(−u, 0). De�nimos

c0 = inf
u∈S

I(u),

c∗ = inf
u∈S∗

I(u).
(3.6)

Consideremos ainda a seguinte hipótese em V .

21
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(V2) Existem constantes positivas M , A e m tal que para todo |x| ≥M temos

V (x) ≤ V∞ −
A

1 + |x|m
.

Nossos principais resultados para (3.1) são os seguintes teoremas.

Teorema 1 Seja 4 ≤ p + 1 < 2.2∗. Suponha (V 1). Então o funcional I assume o seu
ín�mo c0 em S em uma função u, que é uma solução positiva fraca de (3.1).

Teorema 2 Seja 4 ≤ p + 1 < 2.2∗. Suponha (V 1) e (V 2). Então o funcional I assume
seu ín�mo c∗ em S∗ em uma função u∗, que é uma solução fraca de (3.1) que muda de
sinal.

3.1 Resultados preliminares

Lema 1 Para u ∈ S, t ∈ (0,∞), t 6= 1, temos I(tu) < I(u).

Demonstração. De�namos f : (0,∞)→ R por f(t) = I(tu), ou seja,

f(t) =
1

2
t2
∫
RN

(|∇u|2 + V u2)dx+
1

2
t4
∫
RN
u2|∇u|2dx− tp+1

p+ 1

∫
RN
|u|p+1dx.

Então

f ′(t) = t

∫
RN

(|∇u|2 + V u2)dx+ 2t3
∫
RN
u2|∇u|2dx− tp

∫
RN
|u|p+1dx.

Como u ∈ S, note que∫
RN

(|∇u|2 + u2)dx+ 2

∫
RN
u2|∇u|2dx =

∫
RN
|u|p+1dx.

Substituindo e agrupando, temos que

f(t) = (t− tp)
∫
RN

(|∇u|2 + V u2)dx+ 2(t3 − tp)
∫
RN
u2|∇u|2dx,

Por hipótese 4 ≤ p+ 1, ou seja, 3 ≤ p. Então,

• se 0 < t < 1, então t− tp > 0 e t3 − tp ≥ 0 e portanto f ′(t) > 0.

• se 1 < t, então t− tp < 0 e t3 − tp ≤ 0 e portanto f ′(t) < 0.

Em ambos os casos, f(t) < f(1), isso é, I(tu) < I(u) para t ∈ (0,∞) e t 6= 1.

Lema 2 Suponha que u 6= 0 e p+ 1 > 4 ou p+ 1 = 4 e 2
∫
RN u

2|∇u|2dx <
∫
RN |u|

p+1dx.
Então existe um único t > 0 tal que tu ∈ S.

Demonstração. Seja f como na prova do lema anterior.

1. Seja p+ 1 = 4. Note que

f ′(t) = t

[∫
RN

(|∇u|2 + V u2)dx+ t2
(

2

∫
RN
u2|∇u|2dx−

∫
RN
|u|p+1dx

)]
Denotamos c1 =

∫
RN (|∇u|2 + V u2)dx e c2 =

∫
RN |u|

p+1 − 2
∫
RN u

2|∇u|2dx, onde
c1 > 0 e c2 > 0. Então,
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• se 0 < t <
√

c1
c2
, então c1 − t2c2 > 0 e portanto f ′(t) > 0.

• se
√

c1
c2
< t, então c1 − t2c2 < 0 e portanto f ′(t) < 0.

2. Seja p+ 1 > 4. Observe que

• se 0 < t < 1, então

tp < t3 ⇒

tp
(

2

∫
RN
u2|∇u|2dx

)
< t3

(
2

∫
RN
u2|∇u|2dx

)
⇒

tp
(

2

∫
RN
u2|∇u|2dx−

∫
RN
|u|p+1dx

)
< t3

(
2

∫
RN
u2|∇u|2dx

)
− tp

(∫
RN
|u|p+1dx

)
⇒

t(c1 − tp−1c2) < f ′(t)

Escolhendo 0 < t < min
{

1, p−1

√
c1
c2

}
, temos que c1 − tp−1c2 > 0 e portanto

f ′(t) > 0.

• se 1 < t, então

t3 < tp ⇒

t3
(

2

∫
RN
u2|∇u|2dx

)
< tp

(
2

∫
RN
u2|∇u|2dx

)
⇒

t3
(

2

∫
RN
u2|∇u|2dx

)
− tp

(∫
RN
|u|p+1dx

)
< tp

(
2

∫
RN
u2|∇u|2dx−

∫
RN
|u|p+1dx

)
⇒

f ′(t) < t(c1 − tp−1c2)

Escolhendo max
{

1, p−1

√
c1
c2

}
< t, então c1 − tp−1c2 < 0 e portanto f ′(t) < 0.

Assim f ′(t) > 0 para t su�cientemente pequeno e f ′(t) < 0 para t su�cientemente grande.
Portanto, existe t > 0 tal que f ′(t) = 0, o que implica que tu ∈ S. A unicidade segue do
último lema.

Lema 3 Seja (un) ⊂ X uma sequência tal que lim
n→∞

γ(un) = 0 e lim
n→∞

∫
RN |un|

p+1dx = c 6=
0. Então existe uma sequência (tn) tal que tnun ∈ S e lim

n→∞
tn = 1.

Demonstração. Precisamos apenas provar que limn→∞ tn = 1. Seja

an =

∫
RN

(|∇un|2 + V u2
n)dx, bn =

∫
RN
u2
n|∇un|

2dx, cn =

∫
RN
|un|p+1dx.

Note que cn → c > 0, e assim

lim
n→∞

[γ(un) + cn] = lim
n→∞

[an + 2bn] = c > 0

Como an ≥ 0 e bn ≥ 0, segue que an → a e bn → b quando n→∞. A partir de γ(un) =
an + 2bn − cn → 0, temos a+ 2b− c = 0. A�rmamos que a > 0. De fato, caso contrário,
an → 0 e, pelas desigualdades de Hölder e Sobolev temos para θ = (p−1)(N−2)/2(N+2),
que ∫

RN
|un|p+1dx =

∫
RN
|un|2(1−θ)|un|22∗θdx

≤
(∫

RN
|un|2dx

)1−θ(∫
RN
|un|22∗dx

)θ
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Da continuidade da imersão H1(RN) ↪→ L2∗(RN), como u2
n ∈ H1(RN), temos que∫

RN
|un|p+1dx ≤ C

(∫
RN
|un|2dx

)1−θ(∫
RN
un

2|∇u|2dx
) θN

N−2

(3.7)

o que implica que cn → 0, uma contradição. Logo 2b < c e então pelo Lema 2, podemos
encontrar tn > 0 tal que

γ(tnun) = ant
2
n + 2bnt

4
n − cntp+1

n = 0.

A�rmamos que existem constantes T1, T2 tal que 0 < T1 ≤ tn ≤ T2. Caso contrário,
suponha que tn →∞, então

ant
2
n + 2bnt

4
n − cntp+1

n = 0⇒
an

tp−1
n

+
2bn

tp−3
n

− cn = 0.

• se p = 3, então 2b = c quando n→∞, uma contradição.

• se p > 3, então c = 0 quando n→∞, uma contradição.

Agora, suponha que tn → 0. Então

ant
2
n + 2bnt

4
n − cntp+1

n = 0⇒
an + 2bnt

2
n − cntp−1

n = 0

implicando que a = 0, quando n → ∞, uma contradição. Pelo Teorema de Bolzano-
Weierstrass existe uma subsequência tn → t∗. Passando para o limite em γ(tnun) = 0
obtemos

a(t∗)2 + 2b(t∗)4 − c(t∗)p+1 = 0.

Como a equação at2 + 2bt4− ctp+1 = 0 tem 1 como a única solução positiva, temos t∗ = 1
e portanto tn → 1.

Lema 4 c0 > 0 e c∗ ≤ 2c0.

Demonstração. Denotemos

ρ2 = ρ2(u) =

∫
RN

(1 + u2)|∇u|2dx+

∫
RN
V u2dx.

Por (3.7) temos ∫
RN
|u|p+1dx ≤ C

(∫
RN
u2dx

)1−θ(∫
RN
u2|∇u|2dx

) θN
N−2

≤ Cρ2(1−θ)ρ2θ N
N−2

= Cρ2+
2(p−1)
N+2

(3.8)

Então

I(u) =
1

2

∫
RN

(1 + u2)|∇u|2dx+
1

2

∫
RN
V u2dx− 1

p+ 1

∫
RN
|u|p+1dx

≥ 1

2
ρ2 − Cρ2+

2(p−1)
N+2

= ρ2

(
1

2
− Cρ

2(p−1)
N+2

) (3.9)
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Escolha ρ2(u) = ρ2
0 tal que ρ

2(p−1)
N+2

0 < 1
2C

e consideremos m = ρ2
0

(
1
2
− Cρ

2(p−1)
N+2

0

)
. Agora,

suponha que u ∈ S. Tome λ > 0 tal que ρ2(λu) satisfaz a estimativa acima. De acordo
com o Lema 1, I(u) ≥ I(λu) ≥ m e portanto c0 ≥ m. Para qualquer u ∈ S∗, temos u+,
u− ∈ S, portanto I(u) = I(u+) + I(u−) ≥ 2c0, e c∗ ≥ 2c0.

Lema 5 Suponha que u ∈ S e I(u) = c0 ou u ∈ S∗ e I(u) = c∗. Então u é uma solução
fraca da eq. (3.1). Além disso, a eq. (3.2) vale para qualquer φ ∈ X com a propriedade
que

∫
RN u

2|∇φ|2dx <∞ e
∫
RN |∇u|

2φ2dx <∞.

Demonstração. Suponhamos por contradição que exista u ∈ S∗ e I(u) = c∗, tal que a
conclusão do lema não seja verdadeira. Então podemos encontrar uma função φ ∈ X com
a propriedade que

∫
RN u

2|∇φ|2dx <∞ e
∫
RN |∇u|

2φ2dx <∞, mas

< I ′(u), φ >=

∫
RN

[(1 + u2)∇u∇φ+ u|∇u|2φ+ V uφ− |u|p−1uφ]dx ≤ −1

Escolha ε > 0 muito pequeno tal que

< I ′(tu+ + su− + σφ), φ >≤ −1

2
, ∀|t− 1|+ |s− 1|+ |σ| ≤ 3ε

Seja η uma função de corte tal que η(t, s) = 1, se |t− 1| ≤ 1
2
ε e |s− 1| ≤ 1

2
ε, η(t, s) = 0,

se |t− 1| ≥ ε ou |s− 1| ≥ ε. Nós estimamos supt,s I(tu+ + su−+ εη(t, s)φ). Se |t− 1| ≤ ε
e |s− 1| ≤ ε, então

I(tu+ + su− + εη(t, s)φ) = I(tu+ + su−) +

∫ 1

0

〈I ′(tu+ + su− + σεη(t, s)φ), εη(t, s)φ〉dσ

≤ I(tu+ + su−)− 1

2
εη(t, s).

(3.10)
Para |t−1| ≥ ε ou |s−1| ≥ ε, η(t, s) = 0 e a estimativa acima é trivial. Agora, desde que
u ∈ S∗, para (t, s) 6= (1, 1), de acordo com o Lema 1, I(tu+ + su−) < I(tu+) + I(su−) <
I(u+) + I(u−) = I(u), portanto

I(tu+ + su− + εη(t, s)φ) ≤ I(tu+ + su−) < I(u), ∀(t, s) 6= (1, 1).

Para (t, s) = (1, 1)

I(u+ + u− + εη(t, s)φ) ≤ I(u)− 1

2
εη(1, 1) = I(u)− 1

2
ε < I(u)

Em qualquer caso, temos I(tu+ + su− + εη(t, s)φ) < I(u) = c∗. Em particular

sup
0≤t,s≤2

I(tu+ + su− + εη(t, s)φ) = c̃ < c∗

O argumento a seguir é basada na Teoria do Grau (ver [13] Teorema 3.2, ver [30] Propo-
sição 3.1). Seja

Ψ0(s, t) = (〈I ′(tu+), u+〉, 〈I ′(su−), u−〉)
e

Ψ1(s, t) = (
1

t
〈I ′(h+(t, s)), h+(t, s)〉, 1

s
〈I ′(h−(t, s)), h−(t, s)〉)

Onde h(t, s) = tu+ + su− + εη(t, s)φ. Se (t, s) ∈ ∂([0, 2] × [0, 2]), temos η(t, s) = 0 e
então Ψ0(t, s) = Ψ1(t, s). Logo 1 = (−1)(−1) = d(Ψ0, [0, 2]× [0, 2], (0, 0)) = d(Ψ1, [0, 2]×
[0, 2], (0, 0)). Portanto, existe (a, b) ∈ [0, 2]× [0, 2] tal que Ψ1(a, b) = (0, 0), de modo que
h(a, b) = au+ + bu− + εη(a, b)φ = ũ ∈ S∗, I(ũ) ≤ c̃ < c∗, o que é uma contradição com a
de�nição de c∗. Para o caso, u ∈ S e I(u) = c0, usamos o mesmo raciocínio.
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3.2 Resultados de existência em domínios limitados

Nesta seção, consideramos o problema correspondente em domínios limitados. As
soluções serão usadas como sequências minimizantes no Capítulo 4. Seja BR a bola no
RN centrada em 0 com o raio R. Seja

SR = S ∩H1
0 (BR), S∗R = S∗ ∩H1

0 (BR)

c0
R = inf

u∈SR
I(u), c∗R = inf

u∈S∗R
I(u), (3.11)

Lema 6 c0
R e c∗R são ambos decrescentes em R e convergem para c0 e c∗ quando R→∞,

respectivamente.

Demonstração. É fácil ver que c0
R e c∗R são monótonos em R e c0

R ≥ c0 e c∗R ≥ c∗.
Provemos que c∗R → c∗. Para ε > 0, seja u ∈ S∗ tal que I(u) ≤ c∗ + ε. Seja uR = ηRu
onde ηR é uma função de corte tal que ηR(x) = 1 para |x| ≤ 1

4
R, ηR(x) = 0 para

|x| ≥ 3
4
R. Temos que quando R → ∞, u±R → u±,

∫
RN |u

±
R|
p+1

dx →
∫
RN |u

±|p+1
dx > 0 e

γ(u±R) → γ(u±) = 0. Pelo Lema 3, tR → 1, sR → 1 quando R → ∞, onde tRu
+
R ∈ S e

sRu
−
R ∈ S. Agora ũR = tRu

+
R + sRu

−
R ∈ S∗R e

c∗R ≤ I(ũR) = I(tRu
+
R + sRu

−
R)

≤ I(tRu
+
R + s−R) + C

∫
R\BR

4

[(1 + u2)|∇u|2 + V u2 + |u|p+1]dx

≤ I(tRu
+ + sRu

−) + o(1)

≤ I(u+ + u−) + o(1)

≤ c∗ + ε+ o(1).

(3.12)

onde o(1) → 0 quando R → ∞. Como ε é arbitrário provamos que lim
R→∞

c∗R = c∗. Da

mesma forma, temos lim
R→∞

c0
R = c0.

Lema 7 c0
R e c∗R são alcançados.

Demonstração. Provaremos o lema apenas para c∗R, haja vista que para C
0
R os argumen-

tos são análogos. Pela de�nição de ín�mo, existe (un) ⊂ S∗R uma sequência minimizante,
isto é, I(un)→ c∗R quando n→∞. Pelo Lema 4,

∫
RN u

2
ndx e

∫
RN u

2
n|∇un|

2dx são limita-
dos. De fato,

∫
RN u

2
ndx→ +∞ ou

∫
RN u

2
n|∇un|

2dx→ +∞, devemos ter I(un)→ +∞ por
(3.9), o que é absurdo pois a sequência (I(un)) é limitada. Além disso, u+

n , u
−
n ∈ SR. Por-

tanto,
∫
RN (u+

n )
p+1

dx ≥ m e
∫
RN (u−n )

p+1
dx ≥ m para algum m > 0. Como consideramos

um domínio limitado aqui, sendo H1
0 (BR) re�exivo e das imersões de Sobolev, podemos

assumir que existe uma subsequência e u ∈ H1
0 (BR) tal que u±n → u± 6= 0 em Lp+1(BR),

u±n ⇀ u± em H1
0 (BR) e ∇((u±n )

2
) ⇀ ∇((u±)

2
) em L2(BR). Tomando o limite em n, segue

de γ(u±n ) = 0 que

γ(u±) =

∫
RN

[(1 + 2(u±)
2
)|∇u±|2 + V (u±)2 − |u±|p+1

]dx ≤ 0.

Pelo Lema 2, obtemos t, s > 0 tal que γ(tu+) = γ(su−) = 0. Seja ũ = tu+ + su−. Então
ũ ∈ S∗R e

c∗R ≤ I(ũ) ≤ lim inf I(tu+
n + su−n ) ≤ lim

n→∞
I(u+

n + u−n ) = lim
n→∞

I(un) = c∗R. (3.13)

Portanto I(ũ) = c∗R.
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Lema 8 Suponha que u ∈ SR e I(u) = c0
R, ou u ∈ S∗R e I(u) = c∗R. Então u é uma

solução fraca da equação quasilinear no domínio limitado BR com condição de fronteira
de Dirichlet, ou seja, para todo φ ∈ C∞0 (BR), temos que∫

BR

[(1 + u2)∇u∇φ+ u|∇u|2φ+ V uφ− |u|p−1uφ]dx = 0.

Além disso, a equação acima vale para qualquer φ ∈ X ∩H1
0 (BR) com a propriedade que∫

RN u
2|∇φ|2dx <∞ e

∫
RN |∇u|

2φ2dx <∞.

Demonstração. A prova é a mesma que a do Lema 5.

Em seguida, precisamos estudar o funcional limite, de�nido usando o limite do poten-
cial V no in�nito. Para u ∈ X.

I∞(u) =
1

2

∫
RN

(1 + u2)|∇u|2dx+
1

2

∫
RN
V∞u

2dx− 1

p+ 1

∫
RN
|u|p+1dx. (3.14)

Nós também de�nimos

γ∞(u) =

∫
RN

(1 + u2)|∇u|2dx+

∫
RN
V∞u

2dx− 1

p+ 1

∫
RN
|u|p+1dx,

S∞ = {u ∈ X|γ∞(u) = 0, u 6= 0} e
c∞ = inf

u∈S∞
I∞(u).

(3.15)

Também para os domínios limitados BR, de�nimos

S∞R = S∞ ∩H1
0 (BR), c∞R = inf

u∈S∞R
I∞(u).

Usando a prova do Lema 8, podemos provar que c∞R também é alcançado e tal como
demostrado no Lema 6, c∞R converge para c∞, quando R→∞.

3.3 Demonstrações dos Teoremas 1 e 2

Nessa seção, vamos demostrar os dois principais resultados do capítulo. Primeiro
precisamos do seguinte lema.

Lema 9 Seja uR ∈ SR uma solução fraca da eq. (3.1) no domínio limitado BR, isto é,∫
BR

[(1 + u2
R)∇uR∇φ+ uR|∇uR|2φ+ V uRφ− |uR|p−1uRφ]dx = 0 (3.16)

para todos φ ∈ X∩H1
0 (BR) com a propriedade que

∫
RN u

2|∇φ|2dx <∞ e
∫
RN |∇u|

2φ2dx <

∞. Suponha que
∫
BR

(1 + u2
R)|∇uR|2dx,

∫
BR
V |uR|2dx,

∫
BR
|uR|p+1dx são todos limitados

em R. Suponha ainda que, para uma subsequência Rn →∞,∫
BRn

|un|p+1dx→ A ∈ (0,∞),

onde un = uRn. Então existe β ∈ (0, 1] e (xn) ⊂ RN tal que para qualquer ε > 0 existe
rε > 0 tal que, para qualquer r′ ≥ r ≥ rε,

lim inf
n→∞

∫
Br(xn)

|un|p+1dx ≥ βA− ε

lim inf
n→∞

∫
RN\Br′ (xn)

|un|p+1dx ≥ (1− β)A− ε
(3.17)

Além disso, se β < 1, então lim infn→∞ I(un) ≥ c0 + c∞.
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Demonstração. A existência de tal número β ∈ (0, 1] vem do Lema de Concentração
de Compacidade de Lions (ver [11]), uma vez que (un) é limitado em H1(RN). Agora
suponha que β < 1. Escolha εn → 0 e r

′
n ≥ rn → ∞ de tal forma que, a menos de uma

subsequência, ∫
Brn (xn)

|un|p+1dx ≥ βA− εn∫
RN\B

r
′
n

(xn)

|un|p+1dx ≥ (1− β)A− εn
(3.18)

Seja ξ uma função de corte tal que ξ(s) = 0 para s ≤ 1 ou para s ≥ 4, ξ(s) = 1 para
2 ≤ s ≤ 3 e |ξ′(s)| ≤ 2. Tome φ(x) = ξ(|x− xn|/rn)un em (3.5), o qual é admissível. Nós
obtemos quando n→∞, que∫

B3rn\B2rn

(1 + 2u2
n)|∇un|2 + V |un|2 + |un|p+1 = o(1) (3.19)

onde usamos a estimativa (3.17) para r
′
n = 4rn. Agora tome outra função de corte η tal

que η(s) = 1 para s ≤ 2, η(s) = 0 para s ≥ 3 e |η′(s)| ≤ 2. Seja

wn(x) = η

(
|x− xn|
rn

)
un(x), vn(x) =

(
1− η

(
|x− xn|
rn

))
un(x).

Decorre de (3.17) que ∫
RN
|wn|p+1dx ≥ βA− εn,∫

RN
|vn|p+1dx ≥ (1− β)A− εn,

I(un) = I(wn) + I(vn) + o(1).

(3.20)

Além disso, considerando φ = wn, segue de (3.16) e (3.19) que

γ(wn) = 〈I ′(un), wn〉+ o(1) = o(1)

Também temos que γ(vn) = o(1). Pelo Lema 3, existem constantes tn e sn tais que
tn → 1 e sn → 1, e wn = tnwn ∈ S e vn = snvn ∈ S. Se (xn) é limitado, então
lim infn→∞ I(wn) ≥ c0 e lim infn→∞ I(vn) ≥ c∞, uma vez que o suporte de vn está fora
da bola BR−M onde |xn| ≤ M . Se (xn) é ilimitado, então lim infn→∞ I(wn) ≥ c∞ e
lim infn→∞ I(vn) ≥ c0. Assim temos que

I(un) = I(ωn) + I(vn) + o(1)

= I(tnωn) + I(snvn) + o(1)
(3.21)

e
lim inf
n→∞

I(un) ≥ lim inf
n→∞

I(tnωn) + lim inf
n→∞

I(snvn) ≥ c0 + c∞

Portanto lim infn→∞ I(un) ≥ c0 + c∞.

Lema 10 c∞ é alcançado e se I∞(u) = c∞ podemos assumir u(x) > 0 em RN .

Demonstração. Seja (un) uma sequência tal que un ∈ S∞n , I∞(un) = c∞n , c
∞
n →

c∞, quando n → ∞. Usando o fato que I∞(un) é limitado e γ∞(un) = 0, temos que
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Bn

(1 + u2
n)|∇un|2dx,

∫
Bn
V∞|un|2dx,

∫
Bn
|un|p+1dx são todos limitados em n. Pelo lema

9, existe uma sequência (xn) tal que para qualquer ε > 0 existe r > 0, tal que

lim inf
n→∞

∫
Br(xn)

|un|p+1dx ≥ A− ε

onde A = lim
n→∞

∫
RN |un|

p+1dx. Pela invariância do problema por translação, podemos

supor que (xn) é limitado. Portanto, temos que

(un) −→ u 6= 0 em Lp+1(RN)

un ⇀ u em H1
0 (RN)

∇(u2
n) ⇀ ∇(u2) em L2(RN)

(3.22)

Segue de γ∞(un) = 0 que

γ∞(u) =

∫
RN

[(1 + 2u2)|∇u|2 + V∞u
2 − |u|p+1]

≤ lim inf
n→∞

∫
RN

[(1 + 2u2
n)|∇un|2 + V∞u

2
n − |un|

p+1]

= lim inf
n→∞

γ∞(un)

= 0

(3.23)

Pelo Lema 2, encontramos t > 0 tal que γ∞(tu) = 0 e

c∞ ≤ I∞(tu) segue de (3.22)

≤ lim inf
n→∞

I∞(tun)

≤ lim
n→∞

I∞(un)

= lim
n→∞

c∞n = c∞

Portanto, I∞(tu) = c∞. A sequência minimizante pode ser tomada como funções não
negativas (substitua un por |un|, se necessário), e obtemos u(x) ≥ 0. De fato u(x) > 0
pelo Princípio do Máximo Forte (ver [24]).

Demonstração do Teorema 1 A�rmamos que c0 < c∞. Seja u a função obtida no
Lema 10, tal que I∞(u) = c∞ e γ∞(u) = 0. Como u é positiva, temos que

∫
RN V (x)u2dx <∫

RN V∞u
2dx sempre que V 6= V∞. Agora

γ(u) =

∫
RN

[(1 + 2u2)|∇u|2 + V u2 − |u|p+1]

<

∫
RN

[(1 + 2u2)|∇u|2 + V∞u
2 − |u|p+1]

= γ∞(u)

= 0.

(3.24)

Pelo Lema 2, encontramos t > 0 tal que γ(tu) = 0. Se t = 1, temos que

c0 ≤ I(u) < I∞(u) = c∞

Se t 6= 1, temos pelo Lema 1, que

c0 ≤ I(tu) < I∞(tu) < I∞(u) = c∞. (3.25)
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Seja (un) uma sequência tal que un ∈ Sn, I(un) = c0
n → c0 quando n → ∞. Usando

os fatos que I(un) é limitado e γ(un) = 0, temos
∫
Bn

(1 + u2
n)|∇un|2dx,

∫
Bn
V (x)|un|2dx,∫

Bn
|un|p+1dx são todos limitados em n. Pelo Lema 9, existe uma sequência (xn) em RN

tal que para algum ε > 0 existe r > 0 tal que

lim inf
n→∞

∫
Br(xn)

|un|p+1dx ≥ A− ε, (3.26)

onde A = lim
n→∞

∫
RN |un|

p+1dx. Então (xn) deve ser limitado. De fato, caso contrário, se

vn(x) = un(x+ xn),

I(un) =
1

2

∫
RN

(1 + u2
n)|∇un|2dx+

1

2

∫
RN
V (x)u2

ndx−
1

p+ 1

∫
RN
|un|p+1dx

=
1

2

∫
RN

(1 + v2
n(x− xn))|∇vn(x− xn)|2dx+

1

2

∫
RN
V (x)v2

n(x− xn)dx

− 1

p+ 1

∫
RN
|vn(x− xn)|p+1dx

=
1

2

∫
RN

(1 + v2
n(y))|∇vn(y)|2dy +

1

2

∫
RN

(V (y + xn)− V∞)v2
n(y)dy

+
1

2

∫
RN
V∞v

2
n(y)dy − 1

p+ 1

∫
RN
|vn(y)|p+1dy

= I∞(vn) + o(1)

= I∞(un) + o(1).

Da mesma forma provamos que γ∞(un) = γ(un) + o(1). Encontramos tn tal que tn → 1
e γ∞(tnun) = 0. Temos

c∞ ≤ lim inf
n→∞

I∞(tnun) = lim inf
n→∞

I∞(un) = lim
n→∞

I(un) = c0, (3.27)

o que contradiz (3.25). Quando (xn) é limitada, temos que (un) converge para u em
Lp+1(RN). Então, podemos seguir a prova do Lema 10 para concluir a prova do Teorema
1.

Para provar o Teorema 2, precisamos do seguinte resultado de regularidade.

Lema 11 Seja u uma solução fraca de (3.1). Então u e suas derivadas são limitadas e
vale o seguinte decaimento exponencial no in�nito∫

RN\BR
(u2 + |∇u|2)dx ≤ Ce−δR,

para C, δ > 0.

De fato, u juntamente com suas derivadas tem decaimento exponencial ponto a ponto
no in�nito, mas a estimativa no Lema 11 é su�ciente para nosso propósito aqui. Essenci-
almente, o Lema 11 segue de [24], onde as equações semilineares foram consideradas.

Agora, seja u ∈ S com I(u) = c0 e seja φ ∈ S∞ com I∞(φ) = c∞. Podemos su-
por que u, φ são positivos. Pelo Lema 5, u e φ satisfazem as equações quasilineares
correspondentes. De acordo com o Lema 11, temos que u e ∇u são limitadas,∫

RN\BR
(u2 + |∇u|2)dx ≤ Ce−δR,
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e também que φ e ∇φ são limitados, com∫
RN\BR

(φ2 + |∇φ|2)dx ≤ Ce−δR,

para C, δ > 0. Seja φR(x) = φ(x+ 2Re1) com e1 = (1, 0, . . . , 0) ∈ RN .

Lema 12 c∗ ≤ sup(α,β)∈R2 I(αu+ βφR) < c0 + c∞, desde que R seja grande o su�ciente.

Demonstração. Nós dividimos a prova em três passos

1. Quando expandimos I(αu + βφR), Todos os termos misturados envolvendo u e φR
têm decaimento exponencial. Ou seja, todos os termos como

∫
RN uφR,

∫
RN |∇u∇φR|,∫

RN u|∇φR|, e
∫
RN |∇u|φR são da ordem o(e−δR) quando R→∞. Por exemplo,∫

RN
uφR =

∫
RN\BR

uφR +

∫
BR

uφR

≤
(∫

RN\BR
u2

) 1
2
(∫

RN\BR
φ2
R

) 1
2

+

(∫
BR

u2

) 1
2
(∫

BR

φ2
R

) 1
2

≤
(∫

RN\BR
u2

) 1
2
(∫

RN\BR
φ2(x+ 2Re1)

) 1
2

+

(∫
BR

u2

) 1
2
(∫

BR

φ2(x+ 2Re1)

) 1
2

≤
(∫

RN\BR
u2

) 1
2
(∫

RN\BR(2Re1)

φ2(y)

) 1
2

+

(∫
BR

u2

) 1
2
(∫

BR(2Re1)

φ2(y)

) 1
2

≤
(∫

RN\BR
u2

) 1
2
(∫

RN
φ2

) 1
2

+

(∫
BR

u2

) 1
2
(∫

RN\BR
φ2

) 1
2

≤ C

(∫
RN\BR

u2

) 1
2

+ C

(∫
RN\BR

φ2

) 1
2

≤ Ce−δR

(3.28)
Aqui δ é diferente do que no Lema 11.

2. Existem R0 > 0 e r0 > 0 de tal forma que para todos R ≥ R0, para todos α2 +β2 =
r2 > r2

0, I(αu + βφR) ≤ 0. Seja α = α/r, β = β/r, e ω = αu + βφR. Nós primeiro
encontramos um R′ > 0 de tal forma que para todos os R > R′ nós temos

∫
RN |ω|

2,∫
RN ω

2|∇ω|2,
∫
RN |ω|

p+1,
∫
RN |∇ω|

2 e
∫
RN V ω

2 são todos limitados por cima e por
baixo por duas constantes positivas. Também temos

I(αu+ βφR) =
1

2

∫
RN

(1 + r2ω2)r2|∇ω|2 +
1

2
r2

∫
RN
V ω2 − 1

p+ 1
rp+1

∫
RN
|ω|p+1

Se p+1 > 4, então a a�rmação é fácil. Agora suponha que p+1 = 4. Como γ(u) = 0,
γ∞(φR) = 0, temos 1

2

∫
RN u

2|∇u|2 ≤ 1
4

∫
RN u

4 − a, 1
2

∫
RN φ

2
R|∇φR|

2 ≤ 1
4

∫
RN φ

4
R − a

para algum a > 0 (independente de R). Pelo passo (1),

1

2

∫
RN
u2|∇u|2 =

1

2
α4

∫
RN
u2|∇u|2 +

1

2
β

4
∫
RN
φ2
R|∇φR|

2 + o(e−δR), (3.29)

1

4

∫
RN
ω4 =

1

4
α4

∫
RN
u4 +

1

4
β

4
∫
RN
φ4
R + o(e−δR). (3.30)
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Portanto, como R grande o su�ciente (apenas dependendo de um a > 0 acima);

1

2

∫
RN
ω2|∇ω|2 ≤

∫
RN
ω4 − a1, ∀α2 + β

2
= 1,

para algum a1 > 0. Portanto, I(αu + βφR) ≤ 0 para α2 + β2 o su�cientemente
grande.

3. Nós damos a estimativa completa de supα,β I(αu + βφR). Pelo passo 2, podemos
supor que α2 + β2 é limitado. Então pelo passo 1

I(αu+ βφR) = I(αu) + I(βφR) + o(e−δR)

Nós também temos γ(φR)→ 0 quando R→∞. Pelo Lema 3, existe tR > 0 tal que
tR → 1 quando R→∞ e γ(tRφR) = 0. Então por (V 2)

I(αu+ βφR) = I(αu) + I(βφR) + o(e−δR)

≤ I(αu) + I(tRφR) + o(e−δR)

≤ I(u) + I∞(tRφR) +
t2R
2

∫
RN

(V (x)− V∞)φ2
Rdx+ o(e−δR)

≤ I(u) + I∞(φR)− 1

2

∫
B1(0)

(V∞ − V (x−Re1))(φ(x))2dx+ o(e−δR)

≤ c0 + c∞ − c
∫
B1(0)

(φ(x))2

1 + |x−Re1|m
dx+ o(e−δR)

≤ c0 + c∞ − c

Rm
+ o(e−δR)

< c0 + c∞,
(3.31)

desde R é grande o su�ciente. Por um argumento de teorema de grau, existe α > 0,
β < 0 tal que αu+ βφR ∈ S∗. Portanto, c∗ < c0 + c∞.

Demonstração do Teorema 2 Seja (un) uma sequência tal que un ∈ S∗n, I(un) = c∗n
com c∗n → c∗ quando n → ∞. Pelo Lema 12, c∗ < c0 + c∞. Usando os fatos que I(un)
é limitado e γ(un) = 0 temos

∫
Bn

(1 + u2
n)|∇un|2dx,

∫
Bn
V (x)|un|2dx,

∫
Bn
|un|p+1dx são

todos limitados em n. Pelo Lema 9 e 12, existe uma sequência (xn) de RN tal que para
qualquer ε > 0 existe r > 0 e

lim inf
n→∞

∫
Br(xn)

|un|p+1dx ≥ A− ε

onde A = lim
n→∞

∫
RN |un|

p+1dx. A�rmamos que (xn) deve ser limitado. De outra forma,

γ∞(u±n )→ 0, I(u±n )− I∞(u±n ) = o(1), quando n→∞. Pelo Lema 2, podemos encontrar
tn, sn tal que tn → 1, sn → 1 e γ∞(tnu

+
n ) = γ∞(snu

−
n ) = 0. Portanto

c0 + c∞ < 2c∞

≤ lim inf
n→∞

I∞(tnu
+
n + snu

−
n )

≤ lim inf
n→∞

I∞(un)

= lim
n→∞

I(un)

= c∗.
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temos c0 +c∞ ≤ c∗, uma contradição. Portanto, (xn) deve ser limitado e un converge para
u 6= 0 em Lp+1(RN). Então, usando o mesmo argumento da prova do Lema 10, provamos
que c∗ é alcançado em algum u ∈ S∗.





Capítulo

4
Conclusão

1. Em primeiro lugar, esta abordagem nos permite tratar problemas quasilineares
muito mais gerais da seguinte forma:

−
N∑

i,j=1

∂j(ai,j(u)∂iu) +
1

2

N∑
i,j=1

a
′

i,j(u)∂iu∂ju+ V (x)u = f(u), em RN

do qual (1.1) é um caso especial e para o qual o método dos trabalhos [28], [25], [26]
e [6] não podem ser aplicados diretamente.

2. Soluções de (1.1) estão relacionadas à existência de soluções de ondas estacionárias
para equações quasilineares de Schrödinger de forma mais geral

i∂tz = −∆z + V (x)z − f(|z|2)z − κ∇h(|z|2)h′(|z|2) (4.1)

onde V = V (x), x ∈ RN é um dado potencial, κ é uma constante real e f, h são
funções reais. O caso semilinear correspondente κ = 0 tem sido estudado exten-
sivamente nos últimos anos (ver por exemplo, [12]; [29]; [16]; [21]). As equações
quasilineares da forma (4.1) aparecem mais naturalmente na física matemática e
têm sido derivadas como modelos de vários fenômenos físicos correspondentes a vá-
rios tipos de h. Por exemplo com κ > 0 as equações surgem na teoria do �lme
super�uido e na mecânica quântica dissipativa (por exemplo, [5]; [9]; [14]). Para
mais motivações físicas e mais referências sobre aplicações, consulte [10], [22] e [28]
e suas referências.
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