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Resumo

Para uma classe de equagoes quasilineares de Schrodinger, estabelecemos a existéncia
de solucoes positivas e nodais pelo método de Nehari.

Palavras-Chave: FEquacoes de Schridinger quasilineares; Solucoes nodais; Método de
Nehari.






Abstract

For a class of Schrédinger quasilinear equations, we established the existence of positive
and nodal solutions by the Nehari method.

Keywords: Quasilinear Schriodinger equations; Nodal solutions; Nehart Method.
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R o conjunto dos niimeros reais;
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C*(Q) = {u : Q — R;u é continuamente k vezes diferenciavel };
Ck(Q) = {u € C%; supp(u) é compacto};
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CAPITULO

1

Introducao

Vamos considerar a seguinte versao modificada da equacao nao linear de Schrodinger:

i — A+ W2 = S0Ag (101 (91) = F(w, ), € BY

onde ¥ : R x RY — C e f(x,7) é um termo nao linear. Esta versdo nio linear
da equacao nao linear de Schrodinger surge em varios modelos de diferentes fenomenos
fisicos, como no estudo de filmes superfluidos em fisica de plasma, na teoria da matéria
condensada (ver [10], [3], [1], [5], [8], [9], [23], |2], [17], [18])-

Restringindo ao caso g(¢) = v, obtemos a equagao

1
iy — A+ W (@) — SvA[e[* = [,z € RY.

Essa equacdo foi introduzida em [33], [34] e [31]| para estudar um modelo de elétrons
auto-aprisionados em redes quadraticas ou hexagonais (ver também [4], [32]).

Do ponto de vista matemaético, a existéncia local para o problema de Cauchy foi con-
siderada pela primeira vez em [22] e [15], sendo posteriormente aprimorada em [20]. Em
[20] foi estudada a estabilidade orbital das solugoes estacionarias, bem como o fendomeno
de blow-up de solucoes.

Estamos interessados na existéncia de ondas estacionarias. Para isso, tomamos v (t) =
e~ Mu(z) com u : RY — R e, dessa forma, obtemos a seguinte equacdo quasilinear de
Schrédinger

1
—Au+ V(x)u — QU(A]u\Q) = \u|p_1u, (1.1)

Ao longo deste trabalho consideraremos 4 < p + 1 < 2.2* e o potencial V : RV — R
satisfazendo as seguintes hipoteses:

(V1) V € C(RY,R), 0 < Vy = infgn V(z) < Voo = lim V(z) < 0.

|z|—o00
(V2) Existem constantes positivos M, A e m tais que para todo |x| > M temos

A

< Vs

Como veremos adiante, o espaco de funcoes adequado para lidar com o problema
acima de maneira variacional ¢ X = {u € H(RV)| [n u?|Vu|* < 400} = {u € H'(RY):
u? € H'(RM)}. Diremos ainda que u € X ¢ uma solugdo fraca de (1.1), se para toda
¢ € C°(RY),

13
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/ (1 + 02 Ve.Vo + ulVul?é + V(z)ud — |ul’"ug] = 0. (1.2)
RN

Os métodos que descreveremos nesse texto sao variacionais, de forma que as solu-
¢oes fracas do problema (1.1) que obteremos serdao pontos criticos do funcional de Euler-
Lagrange I : X — R, definido por

1 1

_ 1 2 2, .2 2\ p+1
I(u)—2</RN V> + V() +uyvu|> [ (1.3)

Para u € X e ¢ € C°(RY); a derivada de I na diregio ¢ em u, vem dada por

(I'(u), ¢) = /RN (1 +u®)VuVe + ulVul>¢ + Vue — |[ul’ ug)dz. (1.4)

A abordagem descrita nesse texto serd baseada no chamado Método de Nehari, con-
sistindo esse na definicao de um conjunto, chamado de Conjunto de Nehari, o qual, por
ser um vinculo natural do problema, permite que se encontre pontos criticos do funcional
associado, por meio da minimizacao deste sobre tal conjunto. Tal método foi e ainda é
amplamente utilizado na demonstracao da existéncia de problemas elipticos variacionais
dos mais diversos tipos.

Os resultados descritos neste texto estdo presentes no trabalho [27]. Pretendemos
detalhar a demonstragao dos seguintes resultados.

Teorema 1 Seja 4 < p+ 1 < 2.2* e suponha (V1) verdadeira. Entdo o funcional I
assume o seu infimo c® em S em uma fun¢do u, que é uma solugao positiva fraca de (1.1).

Teorema 2 Seja 4 < p+1<2.2* e suponha (V1) e (V2) verdadeira. Entao o funcional

I assume seu infimo ¢ em S* em uma funcdo u*, que é uma solucdio fraca que muda de
sinal de (1.1)

Além de [27], em muitos outros trabalhos ja foram estudadas equacoes de Schodinger
quasilineares como (1.1). Em [19], os autores, inspirados pela abordagem de [27], lidam
com o problema (1.1), porém contemplando também o caso em que p € (1,4). Esse
caso tras uma dificuldade adicional, devido ao fato de que nao é possivel utilizar uma
argumentacao baseada no método de Nehari, uma vez que o funcional pode ser coercivo
em determinadas direcoes radiais. O que os autores demonstram, porém, é que é possivel
definir um conjunto, cuja definicao ¢é inspirada também pela identidade de Pohozaev
associada ao problema, o qual consiste também em um vinculo natural do problema.
Dessa forma, minimizando o funcional energia associado ao problema sobre esse conjunto,
¢ possivel obter solugoes fracas de (1.1).

Existe ainda uma outra linha de abordagem que permite estudar o problema (1.1),
a qual se baseia em uma mudanca de variavel, a qual transforma problemas como (1.1),
em problemas envolvendo apenas o operador Laplaciano, porém, com termos nao-lineares
mais complicados que o original. Tal abordagem teve sua génese no trabalho [6], o qual
inspirou e ainda inspira muitos trabalhos envolvendo varia¢oes do problema (1.1).

Nessa dissertagao, por motivos didaticos, apresentamos no Capitulo 2 um resumo da
Teoria das Distribuicoes e Espacos de Sobolev. No Capitulo 3 descrevemos em detalhes a
demonstacao dos Teoremas 1 e 2. No Capitulo 4, apresentamos nossas conclusoes acerca
do trabalho.



CAPITULO

2

Preliminares

Comegamos com alguns resultados preliminares. Para mais referencias, ver |7].

2.1 Distribuicoes

Seja 0 C RY aberto e ¢ : Q — R uma funcao de classe C*°.

Definicao 1 Chama-se suporte de ¢ ao fecho do conjunto onde ¢ nao se anula, denotado
por supp(¢), isto é,

supp(¢) = {x € Q; p(x) # 0}.

Se este conjunto € compacto, entao diz-se que ¢ tem suporte compacto.

Definicao 2 O espaco das fungoes ¢ de classe C'*™° com suporte compacto contido em 2
¢ um espago vetorial denotado por D(2), cujos elementos chamamos de fungoes teste.

Agora definimos a convergéncia de sequéncias em D(£2).

Definigao 3 Uma sequéncia de funcoes {¢,,} em D(Q), é dita convergente para 0, se
existe um conjunto compacto fizo K C Q tal que supp(¢,,) C K para todo m, com ¢, e
todas suas derivadas convergindo uniformemente para 0 em K.

Definigao 4 Seja T : D(Q)) — R um funcional linear. T € uma distribuicao em ) se
para toda ¢, — 0 em D(RQ), tivermos que T(¢,,) — 0.

O espago das distribuigoes é denotado por D'(Q2). Se 2 = RY denotamos D'(RY) = D'.

Exemplo 1 Seja f: Q2 — R localmente integrdvel, isto €, tal que para qualquer conjunto

compacto K C ),
/ 1] < +00.
K

Dada f localmente integrdvel, entdo o sequinte funcional linear define uma distribuicao

Ts(p) =

T;: D(Q) — R,
fodx
Q

Observagao 1 Se f € LP(Q2), p > 1 entdo Ty € uma distribuicao.

15
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Exemplo 2 (Distribuicdo de Dirac) O funcional linear 6 : D(Q2) — R definido por §(¢) =
®(0) € uma distribuicao.

Observacao 2 A distribui¢ao § nao é gerada por uma fun¢ao localmente integrdvel (ver

[7] exemplo 1.2.4).

Definicao 5 Seja x = (x1,...,2y) € RY. Um multi-indice é uma n-upla de niimeros
mnleiros nao negativos
o = (Oél,...,OéN>

Além disso, associado ao multi-indice o, temos os sequintes simbolos
|Oé| =o1+...t+tayn

al =aq!. . ay!

=t ay

e se a e [ sao multi-indices, entao o < 8 se a; < B; para todo 1 < 1 < N. Finalmente
denotamos por

lo
D" = e ‘o o
Oxi™t ... 0x\Y

Defini¢ao 6 Seja T € D'(Q2). Para qualquer multi-indice «, definimos a derivada de
ordem « de T por:

(DT)(¢) = (—1)*'T(D*¢), para todo ¢ € D(S).

Exemplo 3 Consideremos a funcao de Heaviside em R

1, z>0
H(x):{o 2 <0

a qual € localmente integrdvel, e portanto define uma distribuicao Ty. Seja ¢ € D entdo

%TH(¢) — Ty (%) — —/RH(x)% = —/;Oo % = ¢(0) = ().

Assim temos que
d

— Ty =90
dz "
Definicao 7 O gradiente da distribuicao T, denotado por VT, é definido por
aT oT
VT = ( ) ,

a—xl, ceey —axN
e o Laplaciano de T € dado por
Al

-
— Ox;

AT =

Observacao 3 No caso em que uma distribui¢ao € gerada por uma fung¢ao u € LP(),
com p > 1, denotaremos o gradiente da distribuicao por:

ou ou
Vu= (a—xl,...,%),

N
0*u
ox?’

e seu Laplaciano por

Au =

i=1
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2.2 Espacos de Sobolev

-

Definicao 8 Seja m > 0 um inteiro e 1 < p < oo. O espago de Sobolev W™P(§) ¢
definido por

WP (Q) = {u € LP(Q); D € LP(R2), para todo |a| < m}

com a norma

[ullfymn (g Z / |D%u|Pdx para 1 < p < oo (2.1)

|| <m
Huﬂwm,oo(sz) - ﬁﬁ?i ”D%HLOO(Q) para p = +00
Observacao 4 1. Se p =2 entao denotaremos esse espaco como H™(Q). Isto é,

H™(Q) = W™2(Q)

e para w € H™(Q2), denotaremos sua norma por ||ul

Hm(Q) 1510 €,

[ ul Hm(Q) = ||U||Wm,2(9)'

2. A norma [lul| ymq) no espago H™ () € induzida pelo sequinte produto interno

< UV > pmg) = /DauDav para u,v € H™(Q)

la|<m

8. No espaco WHP(Q) a funcgdo

ou ou

Wr(Q _— ., —
ue <H(u,a$l, —~

) e w@y

€ uma 1sometria.

4. O espaco (LP(Q))"*! tem norma,

n+1 n+1 %
lull = > il oy 0w llull = (Z il 0 Q))
=1

para w = (u;) € (LP(Q))"*'. Com isto obtemos o sequinte resultado.

Teorema 3 Seja 1 < p < oo, o espago WHP(Q) é um espaco de Banach. Se 1 < p < oo,
WhP(Q) ¢ reflexivo.

Demonstragao. Seja (u,,) uma sequéncia de Cauchy em W1?(Q). Entdao pela norma
definida em (2.1), temos que (u,,) e (8um) quando 1 < i < N sao sequéncias de Cauchy
em LP(Q)). Como LP(Q) é completo, entao u,, — u e 81;’: — v; em LP(QQ) para 1 < i <
N. A completude do espago W1P(Q) é provada se mostramos g—; = v; no sentido das
distribuicoes, pois

uy, P

895 83:Z

— 0 quando m — o0
Lr(Q)

lwm = wlliyrp) = llum = wllZ
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Seja ¢ € D(Q2). Entdao como u,, € WH(2), temos

0

o, Lom (9) = Tsi(0), 5 € L7 (Q).

e em seguida considerando S; = 242 com 1 < i < N, temos

ox;
/um ¢ /%z;m (2.2)

Desde que ¢ € D(Q2) e ¢ € LP(Q2) para todo 1 < ¢ < oo, quando m — 400 em (2.2),

temos 96
—/Quaxi :/Qvid):Tvi(é)

o que significa que v; = g—; q.t-p. em Q. Logo u,, — u em WHP(Q). Assim WP(Q) é um
espaco completo.

Agora como (LP(Q))"™ é reflexivo para 1 < p < oo e como W'P(Q) é um espaco
completo, imagem de W1P(Q) pela isometria da Observagao 4, entao ¢ um subespaco
fechado de (LP(€))"™". Logo W'?(Q) é reflexivo. m

Agora definimos W;""(Q2) = D(Q)”.HWWW(Q) C W™P(2) e temos o seguinte resultado.

Teorema 4 Seja 1 < p < oco. Entao para qualquer inteiro m > 0,
W (RY) = Wi (RY).
Demonstragao.

Passo 1 Seja (p.) a familia de fungoes regularizantes (ver |7] exemplo 1.2.2). Entao se
u € LP(RY), temos p. *u — u em LP(RY). Agora seja ¢ um fungao continua com suporte
compacto tal que

J

¢ — U”Lp(RN) < 3

onde ¢ é um namero escolhido (ver [7] Teorema 1.5.6). Em seguida escolhemos ¢ > 0
suficientemente pequeno tal que

J

16 % 0 = 0ll o) < 3-

Assim,

lu = w pe|| oy < 1w — Gl oy + 116 = pe * Gll oy + 110e % ¢ — w* pell oy <6
pois [|(u — @) * pell pogany < el g [t = @l oy < 5
Passo 2 Agora, se u € WHP(RY), entdo uxp. é C® e D*(uxp.) = D% p. = u* D%p,

para qualquer multi-indice. Pelo Passo 1, D%(u * p.) = p. * D% — D%u em LP(RY).
Assim u x p. — u em W1IP(RY).
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Passo 3 Seja ¢ uma funcdo em D(RY) tal que 0 < ¢ < 1 com ¢ = 1 em B;(0) e
supp(s) C By(0). Em seguida consideramos a sequéncia (s;) em D(RY), definida por

Agora seja ¢ — 0, definimos u; = p., * v que é infinitivamente diferenciavel, e pelo
Passo2, temos u, — u em WHP(RY). Logo definimos ¢, € D(‘RY) por

or(x) = crur(z),

e mostramos que ¢, — u em WHP(RY). De fato, desde que ¢, = 1 em By(0) temos
U = ¢k em Bk(()) e

Huk — ¢kHLp(RN) = (/| - ’Uk(l') - ¢k(l’)’pd$> P

< (/ 2P max (|ug|”, |¢k|p)dx> !
|| >k

1
(e
lz|>k

pois, |ok| = |spur| < 1|ug| = |ug|. Assim

Ju— ¢k||Lp(RN) < flu— uk||LP(RN)+||uk - ¢k||LP(RN) < flu— uk||LP(RN)+2(/|I i |uk’pd37)
z|=

e consequentemente ¢, — u em LP(RY),
Similarmente, desde que 3 a¢k = %% om B(0) e

ox;
P\ b P v
-(/ )ﬂ(/ e ]) o
Lp(RN) |z|>k x>k x>k

quando k — oco. Dai temos que 3 8¢’“ — 2% em LP(RY). Por tanto ¢ — u em W'P(RY).
]

Odr  Ouy

by Ouy

(9ukp
8@-

Oy,
ailfi

Teorema 5 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q um conjunto aberto e limitado em RY.
Entao existe C = C(Q,p) > 0 tal que

||U||Lp < Cluly, ()7 Vu € WOJ)(Q)

Em particular u — |u|W1,p(Q) define uma norma em WO’ (Q), a qual é equivalente a

-y

2.3 Imersoes continuas e compactas de Sobolev

As imersoes continuas e compactas de Sobolev estabelecem certas desigualdades tteis.
Portanto anunciaremos algumas propriedades destas imersoes.

Teorema 6 (Desigualdade de Sobolev) Seja 1 < p < N, entao existe uma constante
C =C(p,N) >0, tal que
[l o oy < Cllwllwr @y
Em particular, temos a imersao continua
Whe(RY) — LF"(RY),

Np

onde p* = Ny
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Corolario 1 Se 1l <p < N, entdo temos a imersao continua
WP (RY) — LYRY), para todo q € [p, p*]

Demonstragio. Seja u € W'P(RY) e p < ¢ < p*. Entao podemos escolher a € [0, 1] tal

que
1 a 11—«

_'_ *
qg P p
e |u|*? € LP/*a(RN), temos |u|' ™ € LP"/(1-29(RN) assim pela Desigualdade de Holder,
temos

« l—a
[l Logvy < Nullzo@myllull e < allull oy + (1= e)lfull o @) gy < Cllullyr @y,
onde também usamos a Desigualdade de Sobolev. Assim u € LI(RY) com p < ¢ < p*. m

Observagao 5 Temos que H'(RY) estd imerso continuamente em LY(RY) para todo
g€ [2,24.

Corolario 2 Seja Q C RN aberto e u € W, P(Q). Entio u € LI(Q) para todo q € [p, p*]
e existe C = C(p,N) > 0 tal que

||u||LP*(Q) S C|U’W1p(ﬂ)
||uHLQ(Q) S OHuHWl,p(Q)
para todo u € Wol’p(Q).

Teorema 7 (Rellich-Kondrachov) Seja Q C RY aberta limitado de classe C*. Entao as
sequintes imersoes sao compactas:

1. Sep< N, WhP(Q) — L1(Q), 1 < g < p*,
2. Sep=N, WN(Q) — L1(Q), 1 < ¢ < o0,
3. Sep>N, WP (Q) < C(Q).



CAPITULO

Existéncia de solucoes

Considere a seguinte equacao quasilinear de Schrodinger

1
—Au+V(z)u — §uAu2 = |ul" 'u, em RY

onde 3<p< (BN +2)/(N—-2)eV =V(z), z€ RN é um potencial satisfazendo:

(V1) Ve C(RY,R), 0 < Vj = infgn V(z) < Voo = lim V(z) < oo.

|x|—o00

Definimos o conjunto

X ={ue H'RY)| /]RN | Vul’de < 0o} = {u € H'(RM)Ju? € H'(RV)}.

(3.1)

Uma fungdo u € X é chamada de solugdo fraca da equagao (3.1), se para toda ¢ € C5°(RY)

temos

/ (1+u2)Vqubdx+/ u|Vu|2¢dx+/ Vu¢:/ lulP upda.
RN RN RN RN

Definimos o funcional I em X dado por

1 1 1
I(u) = = 14 u? *d —/ Vulde — —— g,
(u) 5 /RN( + u)|Vu| dx + 2 | u“dx 01 o |ul T

Para u € X e ¢ € C°(RY); a derivada de I na diregdo ¢ em u, vem dada por
('), 8) = /R 0+ @) TV + ulVul6 + Vas — o usdz.
Para u € X definimos
() = (' () ) = /N[(1 - 20)|Vul + Vi — [ufP]dz,
S={ue X|y(u)=0,u#0}e S’]‘R: {ue Sut e S,u” € S},

onde u™ = max(u,0) e v~ = max(—u,0). Definimos
0 o
<=
=

Consideremos ainda a seguinte hipotese em V.

21

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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(V2) Existem constantes positivas M, A e m tal que para todo |z| > M temos

A

< Vs

Nossos principais resultados para (3.1) sdo os seguintes teoremas.

Teorema 1 Seja 4 < p+ 1 < 2.2*. Suponha (V1). Entao o funcional I assume o seu
infimo ¢ em S em uma fun¢ao u, que é uma solugao positiva fraca de (3.1).

Teorema 2 Seja 4 < p+ 1< 2.2*. Suponha (V1) e (V2). Entao o funcional I assume
seu infimo ¢* em S* em uma fungdo u*, que é uma solucio fraca de (3.1) que muda de
sinal.

3.1 Resultados preliminares
Lema 1 Parau e S, te (0,00), t # 1, temos I(tu) < I(u).

Demonstragao. Definamos f : (0,00) — R por f(t) = I(tu), ou seja,

1 1 P
t) = =t* ? ?)d —t4/ 2| Vul*dz — / "y
70 =58 [ (el +Vado+ 5ot [ Valde— T [t

Entao

f/<t) :t/ (|Vu|2+Vu2)da:+2t3/ U2’VU|2dl’—t‘”/ |u’p+1d$.
RN R

N RN

Como u € S, note que

/ (|Vul? +u2)dx+2/ W |Vl da —/ luPda.
RN RN RN

Substituindo e agrupando, temos que

o=@ |

RN

(|Vul® + Vu?)dx 4 2(t* — t7) / u?|Vul|dz,

RN
Por hipotese 4 < p + 1, ou seja, 3 < p. Entao,

e sec0<t<1, entdot —t* >0et3— P >0 e portanto f'(t) > 0.

esel <t entaot—t’<0et®— " <0 e portanto f'(t) <O0.
Em ambos os casos, f(t) < f(1), isso é, I(tu) < I(u) parat € (0,00) et #1. m

Lema 2 Suponha queu#0ep+1>4doup+1l=4e2 [, | Vulde < Jon " da.
Entao existe um unico t > 0 tal que tu € S.

Demonstracao. Seja f como na prova do lema anterior.

1. Seja p+ 1 = 4. Note que

f')=t {/RN(’VUF + Vu?)dw + t* (2 /RN u?|Vulde — /RN |u]p+1da:)]

Denotamos ¢; = [pn(|Vul? + Vu2)dz e ¢ = [ou [ul"*" — 2 fpn u?|Vu|’dz, onde
c1 > 0ecy > 0. Entao,
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e se 0 <t< /% entdo ¢; —t*c; > 0 e portanto f'(t) >0
e se /% <t entdo ¢c; —t?cy < 0 e portanto f'(t) <O0.

2. Seja p+ 1 > 4. Observe que
e se 0 <t <1, entao

<=

tP (2/ u2|Vu|2da:) <3 (2/ u2|Vu|2dx) =
RN RN
tP (2/ u2|Vu|2dx—/ |u|p+1dx> <3 (2/ u2|Vu]2dx) —tP (/ |u]p+1da:) =
RN RN RN RN

t(ey — 7 f()

C2) <
Escolhendo 0 < t < mm{l Y } temos que ¢; — t?"lcy > 0 e portanto
f'(t) >0

e se 1 <t entao

3 <t =

t3 <2/ u2|Vu\2dx> <P (2/ u2]Vu]2dx) =
RN RN
3 (2/ u2|Vu|2dx> —tP (/ \u|p+1dx> < tP (2/ u?|Vuldx —/ |u|p+1dx) =
RN RN RN RN

fl(t) < tley —tPey)
Escolhendo max {1, qu/z—;} < t, entao ¢; — tP"1ey < 0 e portanto f'(t) < 0.

Assim f'(t) > 0 para ¢ suficientemente pequeno e f’(¢) < 0 para t suficientemente grande.

Portanto, existe ¢ > 0 tal que f'(t) = 0, o que implica que tu € S. A unicidade segue do

altimo lema. m

Lema 3 Seja (u,) C X uma sequéncia tal que lim y(u,) =0 e lim [y |up [P dx = ¢ #
n—oo n—oo

0. Entao existe uma sequéncia (t,) tal que t,u, € S e lim t, = 1.
n—oo

Demonstracao. Precisamos apenas provar que lim,,_... t, = 1. Seja

a, = / (IVun|” + Vu2)da, b, = / W2 |V, de, ¢, = / | [P diz.
RN RN RN
Note que ¢, — ¢ > 0, e assim

lim [y(u,) + ¢,) = lim [a, +2b,] =c >0

n—oo n—o0

Como a,, > 0 e b, > 0, segue que a, — a e b, — b quando n — oco. A partir de v(u,) =
a, + 2b, — ¢, — 0, temos a + 2b — ¢ = 0. Afirmamos que a > 0. De fato, caso contrario,
a, — 0 e, pelas desigualdades de Hélder e Sobolev temos para 6 = (p—1)(N—2)/2(N+2),

que
/ |Un|p+1d$ _ / |uﬂ’2(1—9)|un|22*9dx
RN RN

1-6 ) )
< </ |un|2da:> (/ |un]22 dx)
RN RN
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Da continuidade da imersao H'(RY) — L?"(RY), como u2 € H'(R"), temos que

1-6 %
/ |un|p+1dx§0(/ \un|2dx) (/ un2|Vu|2dx> (3.7)
RN RN RN

o que implica que ¢, — 0, uma contradi¢ao. Logo 2b < ¢ e entao pelo Lema 2, podemos
encontrar t, > 0 tal que

Y(tntin) = ant? + 2b,ts — c,t2™ = 0.

Afirmamos que existem constantes 77, T tal que 0 < Ty < t, < Ty. Caso contréario,
suponha que t, — 0o, entao

ant? + 2b,ty — ettt =0 =

an, 2b,,
A

—c, =0.

e se p = 3, entao 2b = ¢ quando n — 0o, uma contradicao.
e se p > 3, entao ¢ = 0 quando n — oo, uma contradigao.
Agora, suponha que t, — 0. Entao

ant? + 20t — c Pt =0 =
an + 2bnti - cntfl’l =0

implicando que a = 0, quando n — oo, uma contradicao. Pelo Teorema de Bolzano-
Weierstrass existe uma subsequéncia ¢, — t*. Passando para o limite em ~(t,u,) = 0

obtemos
a(t*)” +20(t*)" — c(t*)" = 0.

Como a equacao at? + 2bt* — ct?™ = 0 tem 1 como a tnica solucdo positiva, temos t* = 1
e portanto t, - 1. =

Lema 4 ® >0 e c¢* < 2.

Demonstracao. Denotemos
p* = p*(u) = / (14 u?)|Vu|*dz +/ Vuldr.
RN RN

Por (3.7) temos

ON

/ luPtde < C’(/ qux) </ u2]Vu]2dm)
RN RN RN

< Cp20-0) 2055 (3.8)
Entao
I(u) = 1/ (14 u?)|Vul*dz + l/ Vuldr — b JulP da
2 RN 2 RN p + 1 RN
> L ot (39)

2
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2(p—1) 2(p—1)

Escolha p*(u) = p§ tal que py™"* < 55 e consideremos m = pj <— — Cp™** ) Agora,

suponha que u € S. Tome A > 0 tal que p?(\u) satisfaz a estimativa acima. De acordo
com o Lema 1, I(u) > I(Au) > m e portanto ¢® > m. Para qualquer u € S*, temos u™,
u™ € S, portanto I(u) = I(u%) + I(u™) > 2P ec* > 2. m

Lema 5 Suponha que u € S e I(u) = ouu € S* e I(u) = ¢*. Entio u é uma solugao
fraca da eq. (3.1). Além disso, a eq. (3.2) vale para qualquer ¢ € X com a propriedade
que [on W |Vol’dr < 0o e Jan \Vu|*¢2dz < oo.

Demonstragdo. Suponhamos por contradi¢do que exista u € S* e I(u) = ¢*, tal que a
conclusao do lema nao seja verdadeira. Entao podemos encontrar uma funcao ¢ € X com
a propriedade que [,y w2 |Vo|Pdr < 0o e Jan |Vu|*¢2dx < 0o, mas

<I'(u),¢ >= / (14 u?)VuVe + u|Vu|*¢ 4+ Vup — [ul’ ugldr < —1
RN
Escolha ¢ > 0 muito pequeno tal que
1
<I'(tu™ +su™ +0¢),¢p >< —5 Vit—1|+|s— 1]+ o] < 3e

Seja n uma funcdo de corte tal que n(t,s) =1, se [t — 1| < %6 els—1| <3¢, n(t,s) =0,
se [t —1] > € ou |s — 1| > e. Noés estimamos sup, , [ (tu™ + su™ +en(t,s)¢). Se [t —1] < e
e |s — 1] <e, entao

I(tu® + su™ +en(t,s)p) = I(tut + su™) + /1<I’(tu+ + su” + oen(t, s)p),en(t, s)p)do
0

1
< I(tu™ +su™) — ésn(t, s).
(3.10)
Para [t—1| > cou|s—1] > ¢, n(t,s) = 0 e a estimativa acima é trivial. Agora, desde que
u € S*, para (t,s) # (1,1), de acordo com o Lema 1, I(tu™ + su™) < I(tu™) + I(su™) <
I(u™)+ I(u™) = I(u), portanto

I(tu™ + su™ +en(t,s)p) < I({tut +su™) < I(u), V(t,s) # (1,1).
Para (t,s) = (1,1)

Tt +u- + en(t, $)6) < I(u) — %577(1, 1) = I(u) - %g < I(u)

Em qualquer caso, temos I(tu™ + su™ + en(t, s)¢) < I(u) = ¢*. Em particular
sup I(tu™ + su” +en(t,s)p)=c<c*

0<t,s<2

O argumento a seguir é basada na Teoria do Grau (ver [13| Teorema 3.2, ver [30] Propo-
si¢ao 3.1). Seja
Wo(s,t) = ((I'(tu™),u™), (I'(su”),u"))

Wil 1) = ({07 (1), 1

Onde h(t,s) = tu™ + su™ + en(t,s)¢. Se
(=

t,s)), —(I'(h™(t,5)),h™(t,9)))

( {

(t,s) € 0(]0,2] x [0,2]), temos n(t,s) =0 e
entao Wy(t,s) = Wy(t,s). Logo 1 = (—1)(—1) = d(¥,, [0,2] [0,2],(0,0)) = d(¥y,[0,2] x
[0,2],(0,0)). Portanto, existe (a,b) € [0,2] x [0,2] tal que ¥;(a,b) = (0,0), de modo que
h(a,b) = au™ + bu~ +en(a,b)p = u € S*, I(a) < ¢ < c¢*, o que é uma contradi¢do com a
definicao de ¢*. Para o caso, u € S e I(u ) ®, usamos 0 mesmo raciocinio.

CIJIH
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3.2 Resultados de existéncia em dominios limitados

Nesta secdo, consideramos o problema correspondente em dominios limitados. As
solucoes serao usadas como sequéncias minimizantes no Capitulo 4. Seja Br a bola no
RY centrada em 0 com o raio R. Seja

Sr =S50 Hy(Bg), S =5"N Hy(Br)

0 _ ® e
Cp = ulel’l;R I(u), ¢y = ulenéf;{](u),

(3.11)

0

Lema 6 ¢}, e ¢} sio ambos decrescentes em R e convergem para < e ¢* quando R — oo,

respectivamente.

Demonstragdo. E facil ver que c% e ¢}, sio monétonos em R e c% > e ¢ > c*.
Provemos que ¢, — ¢*. Para ¢ > 0, seja u € S* tal que I(u) < ¢* + €. Seja ur = ngu
onde np ¢ uma funcdo de corte tal que ngr(z) = 1 para |z| < IR, ng(z) = 0 para
|z| > 3R. Temos que quando R — oo, up — u™, [oy lus" " de — Jon [P dz > 0 e
Y(ug) = y(uF) = 0. Pelo Lema 3, tg — 1, sg — 1 quando R — 0o, onde tzuf, € S e
Spup € S. Agora g = truj, + sgup € Sh e

cp < I(ag) = I(tguf + sgpup)

< I(tpuf+sp) +C [ [(1+@)|Vaf* + Vi + [l de
R\B g

’ (3.12)

I(tru™ + spu™) +o(1)

T(ut +u™)+o(1)

¢ +e+o(l).

VAR VANRVA

onde o(1) — 0 quando R — oo. Como ¢ é arbitrario provamos que Rlim ¢y = c*. Da
—r 00
0

mesma forma, temos lim ¢% =c". m
R—o0

Lema 7 ¢ e ¢k sdo alcangados.

Demonstragao. Provaremos o lema apenas para ¢, haja vista que para C% os argumen-
tos sdo andlogos. Pela defini¢do de infimo, existe (u,,) C S; uma sequéncia minimizante,
isto 6, I(u,) — ¢ quando n — co. Pelo Lema 4, [y u2dr e [y u2|Vu, |’ dr sio limita-
dos. De fato, [px u2dz — +00 ou [py u2|Vu,|*dr — +o0, devemos ter I(u,) — +00 por
(3.9), 0 que é absurdo pois a sequéncia (I(u,)) é limitada. Além disso, u.", u, € Sg. Por-
tanto, [~ (Y de > m e Jan (u; )" dx > m para algum m > 0. Como consideramos
um dominio limitado aqui, sendo H}(Bg) reflexivo e das imersdes de Sobolev, podemos
assumir que existe uma subsequéncia e u € H}(Bg) tal que ur — u* # 0 em LPT(Bg),
uE — uF em H} (Bg) e V((uF)?) = V((u*)?) em L2(Bg). Tomando o limite em n, segue
de y(ul) =0 que

(ut) = / (1 4 25D Vet + V() — [ut [ de < 0.
RN
Pelo Lema 2, obtemos t,s > 0 tal que y(tut) = v(su~) = 0. Seja @ = tu™ + su~. Entédo
ue Spe

cp < I(a) <liminf I(tu} + su, ) < lim I(u) +u,) = lim I(u,) = cj. (3.13)

n—oo n—oo

Portanto (i) = cj,. =
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Lema 8 Suponha que u € Sp e I(u) = %, ouu € Sk e I(u) = ¢ Entdo u é uma
solucao fraca da equacao quasilinear no dominio limitado Br com condicao de fronteira
de Dirichlet, ou seja, para todo ¢ € C3°(Bg), temos que

/ (14 u?)VuVe + u|Vu|*d + Vué — [ul’ ug]dz = 0.
Br

Além disso, a equacio acima vale para qualquer ¢ € X N HY(Br) com a propriedade que
Jan W2 Vo2da < 00 e [ |Vul¢?dz < oo.

Demonstracao. A prova é a mesma que a do Lema 5. =

Em seguida, precisamos estudar o funcional limite, definido usando o limite do poten-
cial V no infinito. Para u € X.

1 1 1
IPw=3 | A+@)Velde+s | Vlde - ——= ", 3.14
(u) Q/RN( + u®)|Vul $+2/sz wldr i RN|U| - ( )
Nos também definimos
1
700<u>:/ (1+U2)|VU|2d:U—|—/ Voouldr — —— |u|p+1dx’
RN RN p+1 /g~
™ = inf I*(u).
uES>®

Também para os dominios limitados Bpr, definimos

S5 = S* M Hy(Bg), ¢ = inf I*°(u).

ueSY

Usando a prova do Lema 8, podemos provar que ¢ também é alcangado e tal como
demostrado no Lema 6, ¢ converge para ¢*°, quando R — oo.

3.3 Demonstracoes dos Teoremas 1 e 2

Nessa secao, vamos demostrar os dois principais resultados do capitulo. Primeiro
precisamos do seguinte lema.

Lema 9 Seja ur € Sk uma solugdao fraca da eq. (3.1) no dominio limitado Bpg, isto é,
/ [(1+ uf) VurVeé + up|Vug|*¢ + Vure — [up/"™ upglde = 0 (3.16)
Br

para todos ¢ € XNH{(Br) com a propriedade que [y W |V dr < oo e Jan \Vul>¢?dx <
oo. Suponha que [ (1+ u2)|Vug|d, fBR V|ug|dz, fBR lug|"t'de sio todos limitados
em R. Suponha ainda que, para uma subsequéncia R, — 00,

/ | de — A € (0, 00),
Bn,

onde u, = ug,. Entdo existe B € (0,1] e (x,) C R tal que para qualquer ¢ > 0 existe
re > 0 tal que, para qualquer v’ > r > r,,

n—oo

liminf/ lup [P de > BA — ¢
Frlen) (3.17)

lim inf/ lup [P dz > (1 — B)A — ¢
RN\BT/(CE”)

n—o0

Além disso, se B < 1, entdo liminf, o I(u,) > ® + ™.
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Demonstracao. A existéncia de tal nimero § € (0,1] vem do Lema de Concentragao
de Compacidade de Lions (ver [11]), uma vez que (u,) é limitado em H'(RY). Agora
suponha que S < 1. Escolha ¢, — 0 e r;L > r, — oo de tal forma que, a menos de uma
subsequéncia,
/ lun [P da > BA — ¢,
Brn Tn
o (3.18)
/ [ [Pz > (1 — B)A — e,
RN\B , (zn)

Seja £ uma funcao de corte tal que £(s) = 0 para s < 1 ou para s > 4, {(s) = 1 para
2<s<3e|(s)] <2. Tome ¢(x) = &(|x — 2] /rn)uy em (3.5), 0 qual é admissivel. Nos
obtemos quando n — oo, que

/ (14 202) [Vt + V]t |? + Jun[" = o(1) (3.19)
BSTn\B2'rn

onde usamos a estimativa (3.17) para r,, = 4r,. Agora tome outra funcio de corte 7 tal
que 7(s) = 1 para s < 2, 17(s) = 0 para s > 3 e | (s)| < 2. Seja

wn () = 1 ('”“" ;f”) tn (), (1) = (1 - ("” ;:””')) tn ().

Decorre de (3.17) que

/ |wn|p+1dx > BA — &,
]RN

[ o= 0= pa-e, (320
RN

I(uy,) = I(wy,) + 1(v,) + o(1).
Além disso, considerando ¢ = wy,, segue de (3.16) e (3.19) que

Y(wn) = (I'(un), wn) + o(1) = o(1)

Também temos que y(v,) = o(1). Pelo Lema 3, existem constantes t, e s, tais que
t, > les, > 1, ew, = tyaw, € Sev, = s,v, €S. Se (z,) élimitado, entdo
liminf, o I(w,) > & e liminf, ,o [(7,) > ¢*, uma vez que o suporte de v, esté fora
da bola Br_j onde |z,| < M. Se (z,) ¢ ilimitado, entdo liminf, . [(w,) > ¢ e
lim inf,, o [(T,) > . Assim temos que

I(up) = Hwy) + I(v,) + o(1)

3.21
= [(tpwn) + I(spv,) + o(1) (3:21)
e
liminf I (u,) > liminf I(¢,w,) + lim inf I(s,v,) > ® 4 ¢
n—00 n—00 n—00
Portanto liminf, . I(u,) > c® +¢*. =
Lema 10 ¢ ¢ alcancado e se I°°(u) = ¢ podemos assumir u(x) >0 em RY.
Demonstracao. Seja (u,) uma sequéncia tal que u, € S°, I®(u,) = &, ° —

¢, quando n — oo. Usando o fato que I*°(u,) ¢é limitado e y*(u,) = 0, temos que
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[ (14 u2)|Vu,|*dz, Is. Voo |t | dez, Is. |t [P dz sdo todos limitados em n. Pelo lema
9, existe uma sequéncia (x,) tal que para qualquer £ > 0 existe r > 0, tal que

lim inf [P de > A — ¢
n—oo Br(xn)
onde A = lim f]RN [t |” 1dx. Pela invariancia do problema por translacao, podemos
n—oo

supor que (x,) ¢ limitado. Portanto, temos que

(tn) — u # 0 em LPTH(RY)
u, — u em Hj(RY) (3.22)
V(u?) = V(u?) em L*(RY)

n

Segue de v*°(u,,) = 0 que
() = / (1 + 262) |Vl + Vigu? — [uf”*]
RN

< liminf /RN[(l +2u2) [V | + Vioup — Ju, [P (3.23)

n—oo

= lim inf 7 (u,)

=0
Pelo Lema 2, encontramos t > 0 tal que v (tu) =0 e

¢ < I*(tu) segue de (3.22)
< liminf 7°°(tu,)

n—oo

< lim I°°(uy,)

n—o0

= lim ¢;° =¢c™
n—o0

Portanto, I*°(tu) = ¢*. A sequéncia minimizante pode ser tomada como funcoes nao
negativas (substitua w, por |u,|, se necessario), e obtemos u(z) > 0. De fato u(z) > 0
pelo Principio do Méximo Forte (ver [24]). =

Demonstracdo do Teorema 1 Afirmamos que ¢ < ¢®. Seja u a funcao obtida no
Lema 10, tal que I*°(u) = ¢ e y°(u) = 0. Como u & positiva, temos que [,y V(z)u’dr <
Jan Voo’ dx sempre que V # V.. Agora

v(u) = /RN[(l + 2u2)|Vul® + Vu? — |ul'™

< [ a2Vl 4 Vi = fu) (.24
RN

=77 (u)
=0.

Pelo Lema 2, encontramos ¢ > 0 tal que y(tu) = 0. Se t = 1, temos que
A < I(u) < I®(u) =c™
Se t # 1, temos pelo Lema 1, que
& < I(tu) < I®(tu) < I®(u) = ™. (3.25)
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Seja (u,) uma sequéncia tal que u, € S,, I(u,) = ¢ — ¢ quando n — oo. Usando
os fatos que I(u,) é limitado e y(u,) = 0, temos [ (1 + u2) |V, dz, Is. V(@) |un)dz,
Is. |t [P da sio todos limitados em n. Pelo Lema 9, existe uma sequéncia (z,) em RY

tal que para algum e > 0 existe » > 0 tal que

lim inf/ [Pz > A — ¢, (3.26)
Br(zn)

n—oo

. 1 ~ . . , .
onde A = lim [y |u,[""'dz. Entdo (x,) deve ser limitado. De fato, caso contrério, se
n—o0

Un () = up(x + ),

1 1 1
] o) = — 1 2 " Qd - 2d - p+1d
) =5 [ @V far+g [ Vpdde——= [ jul
1 1
:—/ (1—i—vi(a:—a:n))|an(x—mn)|2d:L'+—/ V(z)i(z — x,)dx
2 RN 2 RN
1
) v (x — @) [P de
p RN
1 1
=5 [+ EITe P+ [ (Vi) - Ve
RN RN
1 1
- Voo 2 dy — " p+1d
w5 [ Vet = [ et

= I*(v,) + o(1)
= 1(u,) + o(1).

Da mesma forma provamos que 7*°(u,) = v(u,) + o(1). Encontramos t, tal que ¢, — 1
e v (t,u,) = 0. Temos
™ < liminf I*°(t,u,) = liminf I*°(u,) = lim I(u,) = c°, (3.27)
n—oo n—oo n—oo
o que contradiz (3.25). Quando (x,) é limitada, temos que (u,) converge para u em

LPTH(RY). Entao, podemos seguir a prova do Lema 10 para concluir a prova do Teorema

1.
Para provar o Teorema 2, precisamos do seguinte resultado de regularidade.

Lema 11 Seja u uma solugio fraca de (3.1). Entdo u e suas derivadas sdo limitadas e
vale o sequinte decaimento exponencial no infinito

/ (u? + |Vu|?)dz < Ce™®F,
RM\Bpr

para C, § > 0.

De fato, u juntamente com suas derivadas tem decaimento exponencial ponto a ponto
no infinito, mas a estimativa no Lema 11 é suficiente para nosso propoésito aqui. Essenci-
almente, o Lema 11 segue de [24|, onde as equagoes semilineares foram consideradas.

Agora, seja u € S com I(u) = ® e seja ¢ € S*® com I*°(p) = ¢*. Podemos su-
por que u, ¢ sao positivos. Pelo Lema 5, u e ¢ satisfazem as equagoes quasilineares
correspondentes. De acordo com o Lema 11, temos que u e Vu sao limitadas,

/ (u? + |Vul)dz < Ce™F,
RN\ Bp
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e também que ¢ e V¢ sao limitados, com
[ @+ vt <cen,
RN\Br

para C, § > 0. Seja ¢r(z) = ¢(x + 2Re;) com e; = (1,0,...,0) € RV,
Lema 12 ¢* <sup(, gepe [(qu + Bor) < & + >, desde que R seja grande o suficiente.

Demonstracao. Nos dividimos a prova em trés passos

1. Quando expandimos I(au + B¢r), Todos os termos misturados envolvendo u e ¢r
tém decaimento exponencial. Ou seja, todos os termos como [y udr, [pn [VuVog|,
Jev u|VR|, e [on [Vulpr sdo da ordem o(eF) quando R — co. Por exemplo,

ANu¢R:AN\BRu¢R+I[3Ru¢R |

(Lon) (o) () () |
(o (Lot () ([ )
E )E/ o) = (f, ) (/BR@RQI ")

IN

N[

IA

IA

L) (L) (L) (L)
(AN\BRu2)2+C(4N\BR¢2)2

Aqui ¢ é diferente do que no Lema 11.

\

-

IN

IA

(3.28)

2. Existem Ry > 0 e ro > 0 de tal forma que para todos R > Ry, para todos a? + 3% =
r? > 12 I(oau+ Bor) < 0. Seja @ = a/r, B = f/r, e w = aw + Bpr. Nos primeiro
encontramos um R’ > 0 de tal forma que para todos os R > R’ nos temos f]RN |w|2,
Jan @VE, [on [0, fon [VE[® e [un V2 sido todos limitados por cima e por
baixo por duas constantes positivas. Também temos

1 1 1
I _ 1 2—2\ 2 \Vin] 2 - 2/ V_2 . p+1 / —p+1
(u + Bog) 2/RN( + 7w )r? | Va|” + 5" - w p—+1r - ||

Se p+1 > 4, entdo a afirmacao é facil. Agora suponha que p+1 = 4. Como y(u) = 0,

7> (¢r) = 0, temos 5 [on | Vul|* < T v ut —a, 1 fon 0% Vor|* < T Jan 0% —a
para algum a > 0 (independente de R). Pelo passo (1),

1 1 1—
—/ u?|Vul? = —64/ u? |Vl + —54/ |V or|* + o(e0F), (3.29)
2 RN 2 RN 2 RN

1 1 1
- / T =-a | w45 | oL+ o(eR). (3.30)
4 RN 4 RN 4 RN
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Portanto, como R grande o suficiente (apenas dependendo de um a > 0 acima);

1 _
‘/ WIWFS/ o —aL VAl + B =1,
2 RN RN

para algum a; > 0. Portanto, I(au + Sér) < 0 para o? + 3% o suficientemente
grande.

3. No6s damos a estimativa completa de sup, 5 I(au + B¢r). Pelo passo 2, podemos
supor que o 4 2 é limitado. Entao pelo passo 1

I(au+ S¢r) = I(au) + 1(Bér) + o(e~")
Nos também temos v(¢pr) — 0 quando R — oo. Pelo Lema 3, existe tg > 0 tal que
tg — 1 quando R — oo e y(tgpr) = 0. Entao por (V2)
I{au+ Bor) = I(au) + I(Bor) + o(e"")
< I(au) + I(tror) + o(e°F)

< 1)+ P(tnon) + 2 [ (Vi) = Vi + o™

< I0)+ 1%(6r) 5 [ (Ve Vi = Rea))(6(a)) o + ol

B1(0)

2
< CO 4™ C/ (¢<x>> md$+0(€_6R)
B1(0) 1 —+ |l' — R@l‘

c
<V 4> — T + o(e_‘m)

< 4>,
(3.31)
desde R é grande o suficiente. Por um argumento de teorema de grau, existe a > 0,
S <0 tal que au + Bor € S*. Portanto, c* < c® + ¢,

Demonstracao do Teorema 2 Seja (u,) uma sequéncia tal que u, € S}, I(u,) = ¢},
com ¢ — ¢* quando n — oco. Pelo Lema 12, ¢* < ® + ¢®. Usando os fatos que I(u,)
¢ limitado e Y(un) = 0 temos [, (1+u )\Vun] dz, [V )| u, | de, Is. |up [P d si0
todos limitados em n. Pelo Lema 9 e 12, existe uma sequenc1a (x,) de ]RN tal que para

qualquer € > 0 existe r > 0 e

liminf/ [P > A — €
Byr(xn)

n—o0

onde A = lim [y [P da. Afirmamos que (z,,) deve ser limitado. De outra forma,
n—oo

Y2 (ul) = 0, I(ul) — I°(uk) = o(1), quando n — oo. Pelo Lema 2, podemos encontrar
tn, Sp tal que t, = 1, 5, = 1 e v (t,ul) = v (s,u, ) = 0. Portanto

A+ ™ < 2™
< liminf I*°(t,u} + spu;,)

n—oo

< liminf I°°(uy,)

n—oo

= lim I(u,)

n—o0

= c".
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temos ¥+ ¢* < ¢*, uma contradi¢ao. Portanto, (z,,) deve ser limitado e u,, converge para
u # 0 em LPTH(RY). Entdo, usando o mesmo argumento da prova do Lema 10, provamos
que c¢* é alcancado em algum u € S*.






CAPITULO

z

Conclusao

1. Em primeiro lugar, esta abordagem nos permite tratar problemas quasilineares
muito mais gerais da seguinte forma:

N N
1 /
_ E 0j(ai j(u)ou) + 5 E a; ;(w)Oudyu + V(z)u = f(u), em RN
i,j=1 6,j=1

do qual (1.1) é um caso especial e para o qual o método dos trabalhos [28], [25], [26]
e [6] ndo podem ser aplicados diretamente.

2. Solugoes de (1.1) estao relacionadas a existéncia de solucoes de ondas estacionarias
para equacoes quasilineares de Schrédinger de forma mais geral

0z = —Az+ V(z)z — f(|2]})z — kVA(]2[)H(|2]) (4.1)

onde V = V(z), z € RY & um dado potencial, x é uma constante real e f,h sao
fungoes reais. O caso semilinear correspondente x = 0 tem sido estudado exten-
sivamente nos ultimos anos (ver por exemplo, [12]; [29]; [16]; [21]). As equagdes
quasilineares da forma (4.1) aparecem mais naturalmente na fisica matemaética e
tém sido derivadas como modelos de varios fenomenos fisicos correspondentes a va-
rios tipos de h. Por exemplo com xk > 0 as equacdes surgem na teoria do filme
superfluido e na mecéanica quantica dissipativa (por exemplo, [5]; [9]; [14]). Para
mais motivagoes fisicas e mais referéncias sobre aplicagoes, consulte [10], [22] e [28]
e suas referéncias.
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