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Resumo

Neste trabalho investigaremos o comportamento do decaimento e relaxacao para os
pontos de equilibrio, em especial em pontos de bifurcagao, para uma familia de mapea-
mentos discretos unidimensionais do tipo logistico-like. Faremos uma andlise para trés
tipos de bifurcagao: (i) transcritica; (ii) forquilha e; (iii) duplica¢do de periodo. Discu-
tiremos algumas hipoteses de escala que conduzem a uma lei de escala envolvendo trés
expoentes criticos. Préximo ao ponto fixo, a variavel dinamica varia muito lentamente.
Essa propriedade permite transformar uma equacao de diferencas, natural do mapeamento
discreto, em uma equacao diferencial ordinédria (EDQO). Resolvemos esta equagao que for-
nece a evolucao para o estado estacionario. Nossas simulagbes numéricas confirmam a

previsao tedrica e valida a aproximacao acima mencionada.



Abstract

In this work we investigate the behavior of the decay and relaxation to the equilibrium,
especially at the bifurcation, for a family of one-dimensional discrete mappings, logistic-
like. Our investigation consider three types of bifurcation: (i) transcritical; (ii) pitchfork
and; (iii) period doubling. We discuss some scaling hypotheses leading to a scaling law
involving three critical exponents. Near the fixed points, the dynamical variable varies
very slowly. This property allows us to transform the equation of differences, hence
natural from discrete mappings, into an ordinary differential equation (ODE). We solve
such equation which furnishes the evolution towards the stationary state. Our numerical

simulations confirm the theoretical results validating the above mentioned approximation.
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Capitulo 1
Introducao

Desde que o mundo teve fisicos que investigavam as leis da natureza, sofreu-se também
de um desconhecimento especial sobre a desordem na atmosfera, sobre o mar turbulento,
as variagoes das populacoes de animais, as oscilagdes do coracao e do cérebro. O lado
irregular da natureza, o lado descontinuo e incerto, tém sido enigmas para a ciéncia, ou
pior: monstruosidades. Na década de 1970, porém, alguns cientistas nos Estados Unidos
e na Europa comecaram a encontrar um caminho em meio a essa desordem. Eram fisicos,
matematicos, bidlogos, quimicos, todos eles buscando ligacao entre diferentes tipos de
irregularidade. Os fisiologistas descobriram uma surpreendente ordem no caos que desen-
volve no coracao humano, causa principal da morte subita e inexplicada. Os ecologistas
exploraram a ascensao e queda da populacao das mariposas. Os economistas desenterra-
ram velhas cotacoes e tentaram um novo tipo de analise. As compreensoes dai resultantes
levaram diretamente ao mundo natural - as formas das nuvens, aos caminhos percorridos
pelos relampagos, as interligagoes microscopicas dos casos sanguineos, as aglomeragoes
estelares galdticas(Gleick,1989).

O caos se tornou uma abreviatura para um movimento que cresce rapidamente e que
estd reformulando a estrutura do sistema cientifico. Conferéncias e publicacoes sobre o
caos sao numerosas. O caos criou técnicas especiais de uso dos computadores e tipos
especiais de imagens graficas, fotos que apreendem uma fantastica e delicada estrutura
subjacente a complexidade. A nova ciéncia gerou sua linguagem prépria, um elegante
jargao de fractais e bifurcagoes, intermiténcias e periodicidades, difeomorfismo folded-
towel e mapas smooth noodle. Sao os novos elementos do movimento, tal como na fisica
tradicional, quarks e glions, boson de higgs sao os novos elementos da matéria. Para
alguns fisicos o caos é antes uma ciéncia de processo do que de estado, de vir-a-ser do que
de ser(Gleick,1989).

Agora que a ciéncia esta atenta, o caos parece estar por toda a parte. Uma coluna
ascendente de fumaca de cigarro se decompoe em anéis desordenados. Uma bandeira
drapeja de uma lado para outro ao vento. Uma torneira gotejante passa de um ritmo

constante para outro, aleatorio. O caos surge no comportamento das condigoes do tempo,
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no comportamento de um aviao em voo, no comportamento dos carros que se agrupam
numa auto estrada, no comportamento do petréleo que flui em tubos subterraneos. Qual-
quer que seja o meio, o comportamento obedece as mesmas leis recém descobertas. A
percepcao desse fato comecou a modificar a maneira pela qual os executivos tomam de-
cisoes sobre seguros, os atronomos véem o sistema solar, e os tedricos e politicos falam
sobre as tensoes que provocam conflitos(Gleick,1989).

O caos rompe as fronteiras que separam as disciplinas cientificas. Por ser uma ciéncia
da natureza global dos sistemas, reuniu pensadores de campos que estavam muito sepa-
rados. Ha um tempo atras a ciéncia se encaminhava para uma crise de especializagao
crescente, dramaticamente essa tendéncia para a especializacao foi revertida em virtude
do caos. Os mais ardentes defensores da nova ciéncia chegam ao ponto de dizer que
a ciéncia do século XX serd lembrada apenas por trés coisas: a relatividade, mecanica
quantica e o caos. O caos, dizem eles, tornou-se a terceira grande revolugao do século nas
ciéncias fisicas, modificando muitos dos postulados de Newton. O estudo do caos surgiu
de uma area marginal dentro da prépria fisica, cuja corrente principal vem sendo, durante
a maior parte desde século a fisica das particulas, que explora os blocos de construcao
da matéria a energias cada vez maiores, em escalas cada vez menores, em tempos cada
vez mais curtos. Da fisica das particulas surgiram teorias sobre as forcas fundamentais da
natureza e sobre a origem do universo, contudo, para alguns o progresso parecia ficar mais
lento, com o advento do caos cientistas julgaram ver o inicio de uma nova modificagao
para toda a fisica(Gleick,1989).

Com o curso da revolugao no caos, os melhores fisicos estao se voltando, para os
fenomenos em escala humana, estudam nao apenas galdxias, mas as nuvens, as mais
importantes revistas publicam artigos sobre a estranha dinamica de uma bola que repica
sobre a mesa, ao lado de artigos sobre a fisica quantica. Os sistemas mais simples criam,
como hoje se acredita, os mais dificeis problemas de previsibilidade. Nao obstante, a
ordem surge espontaneamente nesses sistemas, o caos e a ordem, juntos. S6 um novo tipo
de ciéncia poderia comegar a atravessar o grande abismo entre o conhecimento daquilo
que uma coisa faz, uma molécula de dgua, uma célula de tecido cardiaco, um neurodnio, e
o que milhdes deles fazem(Gleick,1989).

O estudo da transicao ordem-caos em sistemas dissipativos levou a identificacao de
sequéncias de bifurcacoes, incluindo certos aspectos universais, que puderam ser verifi-
cados experimentalmente numa grande variedade de situagoes e em diferentes areas do
conhecimento. Embora a tradicao dos estudos em sistemas dinamicos remonte a Henri-
Poincaré, que, inspirado por problemas em Mecanica Celeste (Poincaré, 1899), percebeu a
utilidade do estudo de estruturas topoldgicas no espago de fases de trajetorias dinamicas,
com importantes contribuigdes posteriores de Birkhoff (Birkhoff, 1950) que fortaleceram
as bases tedricas legadas por Poincaré.

O estudo das rotas possiveis para o caos tem suas raizes no estudo geral de equagoes



diferenciais deterministicas (teoria das bifurcagoes) e constitui a chamada teoria geomé-
trica do caos (Seydel, 1988, Coullet, 1980). A medida que um ou mais parametros de
controle varia para os quais ocorre mudanca de regime assintético, sao chamados pontos
de bifurcagdo. O cendrio de Feigenbaum (Feigenbaum, 1979) para o caos é o cenério de
co-dimensao-1 mais conhecido e estudado e é o que apresenta maior nimero de evidén-
cias experimentais. Esse cenario é constituido por uma cascata de bifurcacoes do tipo
duplicacao de periodo (Seydel, 1988).

Mapeamentos discretos sao frequentemente utilizados para caracterizar a evolugao
temporal de diversos sistemas dinamicos. Um mapeamento discreto bastante conhecido
é o mapa logistico. O mapa foi estudado por Robert May (May, 1974) com o intuito de
descrever a dinamica de populagoes. O mapeamento tem uma série de comportamentos
dinamicos relevantes, dentre os quais incluem-se regularidade, diversos tipos de bifurca-
¢Oes, assim como rotas para o caos via cascata de duplicacao de periodo. Ao longo das
bifurcacoes de duplicacao de periodo, existem dois expoentes conhecidos como expoentes
de Feigenbaum (Feigenbaum, 1979) que descrevem comportamentos de escala conduzindo
a uma universalidade. Nas proximidades das bifurcacoes, a dinamica exibe um compor-
tamento critico. No ponto de bifurcacao, uma dérbita evolui para o ponto de equilibrio, a
partir de uma lei de poténcia em n, onde n é o nimero de iteracoes. Ligeiramente distante
do ponto de bifurcagao, a orbita evolui para o ponto de equilibrio de forma exponencial,
com um tempo de relaxacao descrito por uma lei de poténcia no parametro de controle
(Oliveira, 2013).

Estudamos neste trabalho, o mapa logistic-like cuja equacao é dada por x,.1 =
Rz, (1 — 27) onde R corresponde ao parametro de controle, z é a varidvel dinamica e
v > 1 é um parametro de controle. Nosso objetivo é investigar a dinamica de relaxagao
para o equilibrio no mapa logistic-like para trés tipos de bifurcagdo: (i) transcritica; (ii)
forquilha e; (iii) duplicacao de periodo. Consideramos em nosso estudo diversos valo-
res de v e duas descrigoes distintas. Uma delas é fenomenoldgica, utilizando simulacoes
numéricas e outra um pouco mais formal e rigorosa.

Esta dissertagao estd organizada da seguinte forma. No Capitulo 2 discutimos algumas
propriedades do mapa logistico unidimensional. Apresentamos o conceito de ponto fixo e
definimos o conceito de estabilidade. O Capitulo 3 e 4 traz a descricao da convergéncia
para os pontos fixos utilizando um argumento matematico juntamente com a confirmagao

numérica. Por fim nossas conclusoes e perspectivas sao apresentadas no Capitulo 5.



Capitulo 2

Propriedades dinamicas do mapa

logistico

Nesse capitulo serao apresentados os conceitos de ponto fixo, sua estabilidade, dia-

grama de érbita e expoente de Lyapunov.

2.1 Pontos Periodicos

O mapeamento logistico é definido pela equagao
Tpy1 = F(z,) = Re,(1 — xy), (2.1)

onde R é o parametro de controle podendo assumir qualquer valor real embora a regiao
que tenha interesse encontra-se no intervalo R € [0,4]. Sendo assim, a varidvel x fica
limitada a assumir valores em [0,1], de modo que a aplicagdo de F'(z) é fechada, pois
F :]0,1] — [0,1]. O mapeamento é estudado pelo processo iterativo, de modo que dado
um ponto inicial g, encontra-se z; = F(xg), 12 = F(x1) = F*(x¢),..., x, = F"(x0).
Aqui F?(zy) indica a segunda iteragdo do mapeamento, ou seja F(F(zg)). A 6rbita ou

trajetéria de g é a sequéncia de pontos(Ferrara, 1995)
Oy L1y T2y ey Ty Tyt 1y -ene (2.2)

Ela representa a evolucao do sistema a partir da condicao inicial xq. Se o sistema evolui
de tal maneira que permanece sempre no mesmo valor de x tem-se um ponto fixo. Os

pontos fixos sao encontrados resolvendo-se a seguinte equagao

F(z*) = 2. (2.3)
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Entéao, para a equagao (2.1) encontra-se solugoes dadas por

xt =0, (2.4)

. R-1
2y = (2.5)

Um ponto fixo x* é dito ser estavel (instdvel) caso a evolu¢ao da condigao inicial x* + €,

onde €y é pequeno, se aproximar (afastar) de z*. Isso é caracterizado pela derivada de

dF :
%. Considerando zg = x* 4 €9 e mantendo termos

de ordem ¢y, a primeira iteracao fornece

F(z) em relagao a x, ou seja F'(x) =

x1 = F(x0) = 2% + e F'(z"). (2.6)

Observando que €; = €y F’(z*), pode-se iterar a equacao anterior, bastando trocar €y por

€1. Assim obtém-se para a enésima interacao que
T, = F"(x0) = 2 + e[ F'(2")]™. (2.7)

Portanto, quando F’(x) tiver médulo menor que 1 o ponto fixo é dito ser estavel, se for
maior que 1 € instavel e caso seja exatamente 1 tem-se que considerar derivadas de ordem

superiores. Para o caso especifico do mapeamento logistico tem-se que (Ferrara, 1995)
F'(z*) = R(1 — 2x™). (2.8)

O ponto fixo * = 0 é estavel para 0 < R < 1, tornando-se instavel a partir de R > 1.
Em R =1 o ponto fixo dado pela equacao (2.5) tem o valor 0 e o médulo da derivada de
F(z) é igual a 1. Para R entre 1 e 3, esse ponto fixo é estavel e para R > 3 é instavel.
Para R > 3 o sistema apresenta novo tipo de comportamento, onde o ponto fixo (2.5) é
instavel e surge um novo ponto periédico: uma érbita de periodo 2 ou um ciclo 2. Isso
significa que assintoticamente o sistema apresenta a Orbita ..., xq, r9, 1, T2, .... A mudanca
de comportamento que ocorre em R = 3, quando um ponto fixo desestabiliza-se, surge
uma Orbita de periodo 2, classificada como uma bifurcacao de duplicacao de periodo.
Quando a orbita de periodo 2 fica instavel, nova bifurcacao de duplicacao de periodo
ocorre e surge uma orbita de periodo 4 e esse processo continua até ocorréncia de caos.
Orbitas de periodos maiores sao definidas analogamente. Assim num ciclo 3 o sistema
oscila entre 3 valores x1, x5, 3. Um ponto fixo corresponde a um ciclo 1. Semelhante a
obten¢ao do ponto fixo, os pontos x; e x5 associados a orbita de periodo 2 sao obtidos

resolvendo-se a equagao de ponto fixo para F?(z), ou seja

F%(2*) = 2™ (2.9)
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Para o mapeamento logistico, a expressao para F?(z) ¢ dada por:
F?(x) = (R’z — R*»*) — (1 — Rx + Ra?). (2.10)

Os pontos fixos sao obtidos fazendo-se F(z*) = x*, sio também solugoes de F?(z*) = z*,

portanto pode-se simplificar a relacao definindo uma funcao

. FQ(I‘*) —x*
ou de forma simplificada
G(r) =Rz — (R*+ R)x + R+ 1. (2.12)

As solugoes de G(z) sao

1 1 1 =

1 1 1
5==(14+=—-—=VR?-—2R-3). 2.14
vy = 51+ 5= =V ) (214)
Estas solucoes sao reais somente se R? — 2R — 3 > 0, o que leva a obter
Ry > 3, (2.15)
Ry < —1. (2.16)

A solugao Ry nao é de interesse, pois R € [0,4]. Com o resultado acima, tem-se que R é
o valor que determina o inicio da regiao de ciclo 2, enquanto que o valor que determina o
término da regiao de estabilidade do ciclo 2 seré obtido por meio do estudo da estabilidade
deste ciclo. Necessita-se avaliar agora (F?(x5))’. Através da regra da cadeia mostra-se
que

(F?(x3)) = F'(z1) F'(x2). (2.17)

Caso | F2(x)' |< 1, a solucdo é estével. Se | F2(x) |> 1 a solucdo é instével. Usando z; e
xo das relagoes (2.13) e (2.14), obtém-se

(F?(x2)) = R*((1 — 221)(1 — 2x2)), (2.18)

que simplificando leva a

(F%(25)) = —R* + 2R + 4. (2.19)
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Daqui tira-se que | (F?z)" |> 1 se
R; > 1+ 6, (2.20)

Ry <4 — /6, (2.21)

mas Ry < 0 é sem interesse, ja que R € [0,4]. Com esse resultado encontrado para
R3, conclui-se que a regiao de periodo 2 fica completamente especificada para qualquer
zo € (0,1), desde que R € [3,1 + /6], sendo este tltimo intervalo, o indicador da regio
de ciclo 2 estavel. Generalizacao imediata é feita para o obtengao dos pontos pertencentes

a ciclos de ordem n, onde a equacao é da forma
F'(z*) = 2", (2.22)
A estabilidade agora é verificada por
| F™(2*)" | = | F'(a")F'(2*)F'(2®)...F'(z") | < 1, (2.23)

onde a assume qualquer valor inteiro entre 1 e n.

2.2 Diagrama de Orbita

Agora que é conhecido o procedimento para a obtencao dos pontos fixos e ciclos de
ordem n, pode-se introduzir o diagrama de orbita. O diagrama de 6rbita mostra o com-
portamento assintotico de uma trajetoria a partir de uma dada condigao inicial xy para
cada valor do parametro de controle. A regiao do espaco de fase para onde trajetérias
convergem assintoticamente é dita ser um atrator. No mapeamento logistico, quando
1 < R < 3, as trajetdrias convergem para o ponto fixo estavel dado pela equagao (2.5)
desde que a condigao inicial zg € (0,1). Dessa forma, o ponto fixo z} é o atrator. Para
3 < R <1+ 6 o atrator é um ciclo 2, definido pelos pontos cujas equacoes sao (2.13) e
(2.14). Dessa forma, a partir da condigao inicial z, a trajetéria evolui convergindo para
os pontos x7, x5 estabelecendo o ciclo 2 estavel. Na figura 2.1 tem-se um diagrama tipico,
onde o eixo horizontal representa o parametro de controle e no eixo vertical é representado
a variavel z. O procedimento utilizado na obtencao deste diagrama é o seguinte. Como
condicao inicial z( escolhe-se (z¢ = %) A seguir itera-se o mapeamento dado pela equacao
(2.1) 100.000 vezes salvando apenas os dltimos 100 pontos. O eixo horizontal foi dividido

em 800 partes igualmente espacadas.
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2.3 Expoente de Lyapunov

Quando estudamos um sistema dinamico, uma das questoes mais frequentes que se
coloca é a da existéncia de caos em tal sistema. Existem muitas definicoes de caos,
mas a maioria delas concorda no que diz respeito a presenca de sensibilidade nas con-
digoes iniciais. Para medir a taxa de divergéncia de trajetorias e portanto quantificar
a dependéncia sensitiva as condigoes iniciais, utilizam-se os expoentes caracteristicos de
Lyapunov(Ferrara, 1995). Seja a evolugao temporal de um sistema dinamico a partir de
suas condigoes iniciais proximas, xg e xg + €. Decorrido um intervalo de tempo ¢ temos

que a distancia entre as trajetorias é
d(t) ~ ee®V. (2.24)

onde o expoente de Lyapunov A fornece a taxa média de divergéncia das trajetorias. Para
um tempo t finito, o expoente de Lyapunov depende de xg.

No caso de mapas unidimensionais o calculo do expoente de Lyapunov ¢é obtido de

o) _ngnooNZmW ;)| (2.25)

onde z; = F@(z,) é o resultado da i-ésima iteracdo do mapa F a partir da condicdo inicial
zo e F'(x;) = (dF/dx)(,). No limite de N tendendo ao infinito o expoente de Lyapunov
nao deve mais depender da condicao inicial xy. Na pratica trabalhamos com N finito,
entao é necessario calcular o expoente para varias condicoes iniciais e fazer uma média
dos valores obtidos.

A funcao F' que define o mapa depende geralmente de um parametro de controle R.
Entao o valor de A também dependerd desse parametro, A = A(R). Ao construir o grafico
da dependéncia desse parametro, identifica-se quais os valores de R tem-se dependéncia em
relagdo as condigoes iniciais (A > 0) e, portanto, sob quais condigdes o sistema apresenta

comportamento cadtico (figura 2.2).
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Figura 2.1: Diagrama de érbita para o mapa logistico. No eixo horizontal tem-se o parametro
de controle enquanto que no eixo vertical é representada a variavel x. A condigao

inical usada foi xg = %

0.8
0.6
04

0,2

(a) o !

(=]

b) ! ' ' '

o —

Figura 2.2: (a) Diagrama de 6rbita para o mapa logistico. (b) Expoente de Lyapunov referente
ao diagrama de 6rbita mostrado em (a).
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Capitulo 3

Convergéncia para o estado

estacionario no mapa logistic-like

Discutiremos, neste capitulo, a convergéncia para o estado estacionario em uma

familia de mapeamentos discretos unidimensionais.

3.1 Escalas no logistic-like

Considerando o mapeamento
T(ny1) = Ry (1 — 27), (3.1)
onde v >1e R > 0 é um parametro de controle. Os pontos fixos sao obtidos de
T(ni1) = Re(l —27) =z, (3.2)

o primeiro ponto fixo é dado por

r =0, (3.3)
ao passo que o segundo é obtido por
R(1—-27) =1, (3.4)
conduzindo a
SNTEEE (3.5)
x = 7 .

onde v pode ser impar, racional ou irracional e

x:iu—%ﬁ, (3.6)
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onde v é par. Das expressoes dos pontos fixos determinamos as suas estabilidades fazendo

df
— <1
de|,.
onde
f = Ra(1—a"),
logo temos
daf
— =R(1—-2"(1 .
oo =Rl =271 +7))
Analizando agora a estabilidade do ponto fixo x = 0
df
@ =0 — Ru

temos como resultado que esse ponto fixo é assintoticamente estavel para

1< R<1.

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Como R > 0, o ponto fixo fica assintoticamente estével para R € (0,1). Para continuar

consideraremos o caso que vy é impar racional ou irracional.

1.1
r=|1——=|
[ R] v Y
logo temos
df
— =R[1—2"(1
T~ Rll-a(147)),
que quando analizada no ponto fixo leva a
d
4 =1+~v—-7R.
dx | .
Para ser assintoticamente estavel of
— <1
dz | ’

logo
-1<1+v—-9R <1,
—1-(1+79)<—R<1-(1-1),

—2-7<-—R< -y,

2
ﬂ>R>1,

Y
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1

i, . c
E] v ¢ assintoticamente estavel para

Re (1 “TV) (3.20)

entdo x = [1 —

1
Em R = 1 ocorre a troca de estabilidade entre z = 0 e x = [1— ]v o que caracteriza uma

bifurcacao transcritica. Para + fmpar, racional ou irracional os pontos fixos sdo: = = 0,

1 o :
assintoticamente estdvel para R € [0,1] e 2 = [1 — £]7, assintoticamente estével para
Rel, %T'Y], em R =1 ocorre uma bifurcacao transcritica.

Considernado agora o caso de v par temos que os pontos fixos sao

1.1
==£|1—=|> 3.21
-2l (321)
estudando a estabilidade desses pontos fixos temos
daf
=R[1—-27(1 3.22
L= R1-2(1+7)) (322)
finalmente chegamos em
af
=1 R. 3.23
o +y =7 (3.23)
Para ser assintoticamente estavel devemos ter
daf
—| <1 3.24
dﬂj o Y ( )
logo
-1<1l4+v—7R<1, (3.25)
2
Sy S (3.26)
Y

i, . c
%] 7 € assintoticamente estavel para

Re (1, HT”) . (3.27)

Em R = 1 ocorre uma bifurcagao de forquilha. Cada ponto fixo possitivo ou negativo é

entdo x = [1 —

visitado conforme valor da condicao inicial. O ponto fixo z = [1 — —] perde estabilidade
em R = 7 . Nesta circunstancia, F’(z*) = —1, o que caracteriza um ponto flip incipi-
ente marcando assim o nascimento de uma bifurcacao de duplicagao de periodo. Vamos
agora considerar a convergéncia para o ponto de equilibrio em duas situagoes distintas, a
primeira sendo no ponto de bifurcagao e a segunda sendo imediatamente antes do ponto
de bifurcagao.

A variavel relevante para a descricao € a distancia do ponto de equilibrio e que é escrita

como uma fungao de n, xg e 4 = R.— R, onde R, identifica o ponto de bifurcagao (R, = 1
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Figura 3.1: (a)Ilustracao das bifurcagdes do tipo transcritica e duplicagdo de periodo. (b) Ilus-
tracao das bifurcacoes do tipo forquilha e duplicacao de periodo.

na bifurcagao transcritica) e R < R.. Se u = 0 entdao R = R,, estamos exatamente na
bifurcacao. Neste caso a evolugao dinamica para o ponto fixo deve ser dada por uma

funcao homogénea generalizada de suas variaveis, ou seja:

X (zg,n) = IX (1%, 1°n),

onde [ é um fator de escala, a e b sao expoentes caracteristicos. Para y # 0, R < R,, a

convergéncia para o ponto fixo é dada por

—_n

X(x,p) ~er,
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Figura 3.2: Evolugao de = vs. n para diversos valores de z( considerando: (a) y =1e (b) v = 2.

onde 7 ~ u? sendo § um expoente critico.
Vamos comegar com o caso 1, onde g = 0. Uma descrigao fenomenoldgica baseada na

figura 3.1 pode ser feita. Propomos trés hipoteses, onde
1. z(n) ~ z§,para n << n,
2. z(n) ~nf para n >>n,
3. ng ~ T§

onde n, define o nimero de iteracoes de crossover que marca a mudanca do plato constante
para o decaimento em lei de poténcia n”. Com base nas trés hipéteses de escala e da
funcao homogénea generalizada, podemos relacionar os expoentes caracteristicos com os

expoentes criticos.
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1
Escolhendo [*zy = 1, temos | = z§, logo

=b

x(xg,n) = xgl/ax(l,xoa ). (3.30)
—b
Assumindo que z(1,z," ) como constante para n << n,, e comparando com a hipdtese 1
=1
temos que z,* = z§, logo

o =—. 3.31
- (331)

—1
b
)

Escolhendo agora In = 1,1 =n
x(zo,n) = n_Tlx(n_Taxo, 1). (3.32)

Assumindo que x(n g, 1) constante para n >> n,, e comparando com a segunda hipé-

tese temos que
-1

n® =n’, assim 8 = - (3.33)
Utilizando agora as duas expressoes de [ temos
n” = 2§, logo n, = x{ . (3.34)
Comparando a equagao (3.34) com a hipétese 3, temos
a
z=—. 3.3
3 (3.35)

Esta relacao define uma lei de escala, conhecendo quaisquer dois expoentes o terceiro
é determinado pela relacdo acima (figura 3.1). Fazendo algumas simula¢oes numéricas
com pu = 0, obtivemos alguns dos expoentes citados anteriormente, como exemplo, no
caso da bifurcacao transcritica, para v = 1, encontramos, « = —1, § = —0,9668(4),
z = —1, como um exemplo de bifurcagao pitchfork, usamos v = 2, e obtemos o« = —1, e
p = —0,4970(5), z = —2 (tabela 3.1) e por ultimo caso temos a bifurcacao de duplicacao
de periodo, que obtemos a = —1, § = —0,4951(6), z = —2, fazendo agora uma simulagao
com p # 0, chegamos em um 6 = —0,994(1). O expoente § é obtido da seguinte forma.
Evoluimos uma condicao inicial nas vizinhancas do ponto fixo para um parametro de
controle proximo da bifurcacao. Medimos o nimero de iteragoes que a trajetéria gasta
até atingir uma distancia menor que 107 do ponto fixo. Quando essa condicdo era
atingida, o nimero de iteragoes gasto até aquele ponto era salvo em um arquivo de saida
e uma nova simulagao era iniciada com outro valor de parametro de controle. Variamos p
entre [107*,107%] e nossos resultados computacionais levam a crer que § & —1, conforme
discutido em [10].
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Tabela 3.1: Resultados numéricos de 8 e z para distintos valores de ~.
~ 1 3 4 ) 6
z -1,0002(3) -2,0001(2) -3,0002(4) -4,0002(1) -5,0001(3) -6,0003(1)
g -0,9992(4) -0,4995(3) -0,3336(3) -0,2503(1) -0,1995(4) -0,1662(3)
100 T 1T | T TTTI | T TTTITm I T TTTIm | LRLBLLLLLL
0-0x =10"
[ 'Y=1 0 El
E -8 xo=10'2 3
10'2 agzleauc i lea Sy e X0=10-3 -
* . a-ax=10"
ﬁ{ - 0G00I - SO0 >C0N. O 5| 3
N 3 x=10"| 3
10'4' :—Aﬂm A AN - DN, AN - AN, - AN iy ;
10‘6 [\)III!IIII | 2IIIII_I,I,I_I | ‘;III[LLLI I 6| Lo | 8| L 10
10 10 10 10 10 10
(a) n
100 E v [ T HHII_E
10" £ E
3 2 I ]
w 10" F =
i E \ §
s o f N
S wE A
N AN
10 g E
: A%
10-5 . [ 1w [ [ o [ 1w Ly |uL||l_-
10 10° 100 10° 100 10°
-/
(b) n/e

Figura 3.3: (a) Convergéncia para o ponto fixo 2* = 2/3 para 7 = 1 considerando R = 3. (b)
Convergéncia de todas as curvas de (a) em uma curva universal.

22



Capitulo 4

Estudo analitico dos expoentes

criticos

Neste capitulo vamos determinar analiticamente os expoentes criticos que encontra-

mos numericamente no capitulo anterior.

4.1 Mapa logistic-like com =0 em R=1
Para o primeiro caso comegaremos com a expressao do mapeamento
Tpy1 = Rx, (1 — ). (4.1)

No ponto de bifurcacao, R = 1, o mapeamento fica escrito como

Podemos fazer a seguinte aproximagcao

Tpil — T dx

Tpyq — Ty = T T — g (4.3)
(n+1)—n dn

Muito proximo do ponto fixo, consideramos que a dinamica da variavel x é praticamente

continua, com isso chegamos em uma EDO de primeira ordem, Fazendo separacao de

variaveis, temos,

dx

xry+l

= —dn, (4.4)

integrando de os ambos os lados

/xo fyﬂdx = —/0 dn, (4.5)
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e rearranjando os termos encontramos

z(n) = ———. (4.6)

Interpretando a equacao acima:
Se
(zfyn) << 1, para (n << n,), (4.7)

logo
x(n) ~ xj. (4.8)

Comparando com a primeira hipdtese de escala que fizemos no capitulo anterior, temos

que
a=1. (4.9)
Para o caso
(x{yn) >> 1, para (n >>n,), (4.10)
x(n) ~ n. (4.11)

—1
b =—. 4.12
- (1.12)
Para o caso
(am) = 1, (4.13)
logo
Ng ~ Ty . (4.14)

Comparando com a terceira hipétese do capitulo anterior temos
z = —7. (4.15)

Os resultados obtidos aqui, confirmam a validade da nossa hipdtese de lei de escala do
capitulo anterior.

Da lei de escala temos que

«
z=—, 4.16
3 (4.16)
Entretando obtemos que

a=1, (4.17)

—1
p="_1, (4.18)

fy
z=—7. (4.19)



Levando « e 8 na expressao de z temos

= . (4.20)

Confirmando o resultado acima.

4.2 Mapa logistic-like com o caso de u # 0 na pri-

meira bifurcacao

Vamos agora considerar a dinamica nas vizinhancas do ponto de bifurcacao, ou seja
R < R., onde R. = 1.

Da expressao do mapeamento temos
Ty = Rr, — Rx)™. (4.21)
Reescrevendo a expressao acima de forma conveniente temos
Tpi1 — Ty = Ra, — x, — R} (4.22)

Da mesma forma resolvido anteriormente

Tpil — T dx
n — dp = - = - 4.2
Tt T (n+1)—n dn (4.23)
d
£ = 2(R—1) — Ro". (4.24)

E importante mencionar que para v > 1 e no regime de z suficientemente préximo ao
ponto fixo, z = 0, 27*! vai a zero mais rapidamente que z, portanto a equacao acima

pode ser aproximada por

Tpi1 — Ty ~ (R — 1), (4.25)
dx
—=—2(1-R 4.26
=~ —a(1-R) (426)
chamando
1—R=yu, (4.27)
temos p
o —pdn, (4.28)
T
logo

/ —dr = —u/ dn. (4.29)
x0 T 0
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Portanto

Do estudo fenomenoldgico temos que

e que
T~ 1l
Portanto, temos que
eH =T,
entao
T=pu
0=-—1

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

4.3 Mapa logistic-like com o caso de u = 0 na bifur-

cacao de duplicacao de periodo

No ponto de bifurcacao, o decaimento para o ponto fixo obedece a uma funcao ho-

mogeénea generalizada com expoentes criticos bem definidos, o objetivo é determinar tais

expoentes.

Préximo ao ponto de bifurcacao, o decaimento é exponencial e o tempo de relaxacao

¢ dado por uma lei de poténcia em
uw=R— R, R < R..
Tentaremos uma abordagem dinamica proximo ao ponto fixo de tal forma que
r=x"+y e R=R.+p,

onde y é a distancia do ponto fixo.

Da segunda iterada do mapeamento, temos

Tnsz = FiP (20) = B[Rz, (1 — a))][1 — [Re, (1 — )]

(4.37)

(4.38)

(4.39)

Assim devemos expandir F}(%z) () em série de Taylor em torno de x = 2*+y e R = R.+ p.
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Figura 4.1: Relaxacao para os pontos fixos como uma fungao de u no mapa logistic-like para
os expoentes:(a)y =1 e; (b)y = 2.

Logo, temos:

dF® dF® , 1 d?F®
Fl(22) = F(Q)(RC7 CC*) + (.ZU - l'*> d,I |$*7Rc + (R - RC)W|$*1RC + (l‘ - ) 2 d 2 |£B Rc
1 sz . d2F
1d3F®@ 1d3F®@
+ (l'_x>6 d3 |1' Re <R_R)6dR3 |117 Rc
d3F d3F(2)
— -z — 4.4
Precisamos entao determinar as expressoes de
jo= FO (R, 2%) = [~} (4.41)
2+
dF®)
= o = 1, 4.42
1= (4.42)
dF®
o = =0, 4.43
J2 dR | ( )
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1d2F®

J3 = §W|x* =0,
. 1d?F®
Ja = 3 dRZ ®Re
. A2 F®)
Js = m|x*,Rc7 =2y
1d3F®
Je = 6 dzd @hRe
. 1d°F®
=GR
. 1dPF®
Js = 3 dr2dR = B
. 1d*F® )
J9 =7

= 2 ded

(4.44)
(4.45)
(4.46)
(4.47)
(4.48)
(4.49)

(4.50)

As expressoes de 74, j6, 77, 78, sao extensas e nao precisam ser apresentadas. Em vez disso,

fizemos uma simulacao numérica de seu comportamento em funcao de 7, e percebemos

que eles sao bem definidos e suaves. A partir dai, chamando y = — 2", e y = R — R,,

temos

Gly,p) = FY(z) — FO(R,, x*),

temos

Gy, ) =y + p2is + 2vyp + yjs + 1%z + > pgs + yu~>.

Estamos interessados na investigacao de quando p = 0, logo:

G(y,0) =y + y*Js.

Fazendo a aproximagao

dy

G - = T

Y) —y=—-

d 3.

d_ =Y Je,

assim temos que
d
_:g = dena

integrando de ambos os lados, temos

y(n) 5 n
/ y dy = / Jedn,
Yo 0

2
2 _ Yo

Yy = >
1- 2]6”@3
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Figura 4.2: Comportamento de jg para diferentes valores de ~.

Parece estranho o sinal negativo no denominador, entretando j5 < 0, como pode ser visto

na figura 4.1, o que permite que a expressao acima seja escrita como

y(n) = 20

V1 + 2[lygn’

Podemos concluir que para

entao
y(n) ~ yp.
Da primeira hipétese de escala
Y~ Yo n << Ng,
logo
a=1

Considerando agora
2ldslyon >> 1,

entao
Yo

y(n) ~ ————,
vV Yo2|js|n

1

y(n) ~ VeI

1
nz.

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)



Da hipotese de escala

y ~n’ n>> ng, (4.67)
1
B = —3 (4.68)
E o tdltimo caso
2|jslygn = 1, (4.69)
temos )
n=-—-—-, 4.70
2l7slys ( )
logo
ne oy (4.71)
Da hipétese de escala
Nz ~ Yo, (4.72)
z=-2. (4.73)

4.4 Mapa logistic-like com o caso de u # 0 na bifur-
cacao de duplicacao de periodo

Vamos agora descrever o decaimento para pu # 0. Para tal consideraremos apenas o

termo linear em p, os demais serao desprezados. Assim encontramos

Gy, 1) =y + 2vyp + joy’, (4.74)
dy

G —y = — 4.75
(Y1) =y =" (4.75)
W _ y(2vi+ joy®) (4.76)

dn ’

dy
— =dn. 4.77
y(2vp + Jey?) (477)
Integrando de ambos os lados obtemos
Yy d n
w Y2y +3sy?) o

Aplicando os limites e reagrupando apropriadamente encontramos

2uvyg
2 0
y? = — : . 4.79
|J6lyg + (20 — [Jslyg)e4rm (4.79)
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Figura 4.3: Gréfico de niimero de iteragoes de crossover(n;) e a condigao inicial(zg) para v =1

ey =2.

Tirando a raiz dos dois lados, temos

y(n) = 2uvy5
|J6lud + 20y — |Jslyg) e’

2y 2y —4pyny =L
y(n) = [T+ (= = De 7=
|76 ] ?/8|J6|

Expandindo em série de Taylor o iltimo termo, temos

2 1 2
pim) = [T 1= S 2T e,
|]6| 2 yo|]6|
) = |20 4 [ o [HT
|Jﬁ| Z/(2)|J6’ ‘J6| 2|J6|
y(n) — |20 — BT e,
| je | 2176]

Com isso a relaxacao para o equilibrio é dada por

o que conduz a

logo temos

y(n) ~e M,

das hipéteses de escala
y(n) ~ e,
T ~ .

Aqui provamos que z = —1, conforme mostrado anteriormente.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Investigamos neste trabalho o decaimento para o ponto de equilibrio em uma familia

de mapeamentos do tipo logistico-like escrita como
Tpy1 = Rr, (1 —2)). (5.1)

Estudamos algumas propriedades dinamicas desse mapeamento como, seus pontos
fixos, diagrama de érbita em particular, investigamos o comportamento da convergéncia
para o ponto de equilibrio utilizando uma fungao homogeénea generalizada com argumentos
(xo,m).

Para o mapa logistico-like, considerando a bifurcacao transcritica, provamos que o

decaimento para o ponto fixo é dado por uma lei de poténcia em n com expoente

f== (5.2)

Nas proximidades das bifurcagoes mostramos que a nao linearidade do mapa nao influencia

na relaxagao para o equilibrio e a a lei de escala que rege este comportamento e dada por
5
T =, (5.3)

co1m

§=—1. (5.4)

Analizamos também o comportamento da dinamica nas bifurcacoes de duplicacao de
periodo. Neste caso observamos que tanto na bifurcacao ou préximo a ela, e decaimento e
a relaxagao obedecem uma lei de escala com um expoente « igual a —1. Estes resultados
originaram um paper publicado na Physics Letters A[10], e um addendum/[11].

Como perspectiva deste trabalho, pretendemos em um futuro préximo estudar o com-

portamento do decaimento e da relaxagao para mapas com mais de uma dimensao, ten-
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tando fazer uma analogia para obter uma solugao que satisfaca mapas com quaisquer

dimensoes.
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