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RESUMO

Os reticulados vem ganhando cada vez mais importancia devido as suas aplicacdes
em criptografia e na teoria da informag&o. Dentre as diversas maneiras de se construir
reticulados, uma delas € a construcao via extensao de corpos. Visando a densidade de
centro de um reticulado, a maior dificuldade de construi-los via extens6es de corpos €
calcular o raio de empacotamento. Desta forma, neste trabalho apresentamos a forma
trago integral de uma extensao abeliana finita dos racionais com grau e condutor impar
e livres de quadrados. Ao minimizar a forma trago integral em um Z-médulo do anel de
inteiros obtemos o raio de empacotamento, e assim, podemos calcular a densidade

de centro do reticulado.

Palavras-chave: Corpo de numeros, Reticulados algébricos, Forma trago integral.






ABSTRACT

Lattices are becoming increasingly important due to their applications in cryptography
and information theory. Among the various ways of constructing lattices, one of them
is a construction via field extension. Aiming the density of the center of a lattice, the
greatest difficulty in constructing them through field extensions is the calculation of the
packing radius. Thus, in this work we present an integral trace form of a finite abelian
extension of rationals with odd and square-free degree and conductor. By minimizing
an integral trace form in a Z-module of the integer ring obtains the packing radius and

thus the density of the center of the lattice can be calculated.

Keywords: Number field, Algebraic lattices, Integral trace form.
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Introducao

A teoria dos nimeros € um dos mais antigos campos de estudo em matematica, antes mesmo
de existir qualquer formalizagdo da matematica, os povos antigos vinham tentando resolver
problemas associados a esta teoria como por exemplo Pitdgoras (570-500 a.c.) que fundou, na
atual regido da Itdlia, uma escola, conhecida como Ordem Pitagérica. Os pitagéricos devotaram
considerdvel atencdo aos nimeros primos e muitos problemas da teoria dos ndmeros foram
formulados por eles.

Ao decorrer do tempo, estudos foram sendo desenvolvidos e diversos resultados foram
sendo apresentados, como por exemplo, o ultimo teorema de Fermat. A teoria algébrica dos
nimeros é um ramo da teoria dos nimeros em que o conceito de nimero é expandido para o
conceito de ndmero algébrico, que sdo raizes de polindmios com coeficientes racionais (ou in-
teiros, dependendo do contexto). Evariste Galois (1811-1832) desenvolveu a teoria de Galois,
uma importante ferramenta que molda a atual teoria algébrica dos niimeros.

Ao longo do tempo, a matemética foi criando diversas ramificagcdes de estudos, cada uma
dessas ramificacdoes com sua devida importancia. Entre as diversas linhas que surgiram, uma
delas foi a dos reticulados. Reticulados € um conjunto de pontos espalhados no R" e fixando um
raio r, construimos bolas de raio r centradas nesses pontos de forma que quaisquer duas bolas
se interceptem no maximo em um ponto. Um dos interesses no estudo de reticulados € construi-
los de forma que as bolas ocupem a maior parte do espaco possivel. Em 1948, Claude Elwood
Shannon (1916-2001) publicou um artigo que estabelece as bases tedricas para o estudo de
esquemas de transmissdo de informacao eficientes e seguros, dando assim aos reticulados uma
notdvel importancia por desempenharem um importante papel na teoria da informacao.

A teoria algébrica dos nimeros vem ganhado cada vez mais importancia pratica ao produzir
aplicacdes importantes a teoria de codigos e a criptografia, dentre elas, a construcdes de reticu-
lados com boas densidade de centro. Os reticulados podem ser construidos de diversas formas,
porém neste trabalho vamos focar na constru¢do de reticulados algébricos, isto €, reticulados
construidos via 0 homomorfismo candnico (ou torcido) a partir de uma extensao finita dos ra-
cionais. Construir um reticulado algébrico é simples, basta conhecer os homomorfismo de uma
extensdo de corpos, contudo uma dificuldade nos estudos de reticulados estd em calcular sua
densidade de centro.

A densidade de centro de um reticulado algébrico, no caso do homomorfismo candnico,
possui quatro parametros: o nimero correspondente a metade da quantidade de homomorfismo
complexos da extensdo; o raio de empacotamento; o discriminante do corpo estendido; o indice
do Z-modulo no anel de inteiros. Dentre esses parametros dois se destacam pela dificuldade de
calcula-los, o discriminante e o raio de empacotamento. Existem diversos trabalhos a respeito
do discriminante de um corpo, embora ainda tenha muito a ser explorado. Nosso foco, neste
trabalho, € descrever o raio de empacotamento, cujo comportamento € dado pela forma trago
integral.

15



16 Introdugao

No Capitulo [T} apresentamos uma revisdo tedrica de alguns dos principais pré-requisitos
para poder ter uma melhor compreensao sobre o trabalho. Dentre eles estdao alguns topicos da
teoria de Galois e mddulos.

No Capitulo 2, abordamos o assunto de reticulados, algumas formas de se construir € como
calcular a densidade de centro de reticulados em certas constru¢des. Dentre as formas de se
construir reticulados, damos destaque aos reticulados algébricos construidos sobre uma exten-
s@o dos racionais que serd o foco principal deste trabalho.

No Capitulo [3] apresentamos alguns resultados jd existentes na literatura sobre a forma
traco integral, como, por exemplo, alguns resultados presentes em [1I,[2]] e [3] que abordam a
forma trago integral de uma extensao abeliana dos racionais de grau p ramificada, e em [14] e
[15] que abordam a forma traco integral de uma extensao abeliana dos racionais de grau p nao
ramificada, onde p é um nimero primo impar em ambos os casos. Além disso, apresentamos
nossas principais contribui¢cdes deste trabalho. As secdes [3.4] e [3.5] consistem em estudar a
forma traco integral de uma extensdo M /Q. Na Secéo o grau da extensdo € pg, com p # ¢
e na Secdo[3.5|e py - - - p,, com p; # pj se i # j.

No Capitulo ] considerando os Teoremas [3.12] e [3.14] apresentamos o minimo da forma
traco integral em certos Z-moddulos e construimos reticulados a partir desses Z-mddulos.

No Capitulo [5] apresentamos uma conclusio do trabalho e uma perspectiva futura sobre o
homomorfismo torcido e outros condutores para a forma traco integral.



1 Conceitos preliminares

Neste capitulo, introduzimos alguns conceitos basicos da teoria de Galois e da teoria algé-
brica dos nimeros para a compreensao e desenvolvimento dos préximos capitulos. Os conceitos
de trago, médulo e reticulados sdo essenciais para a compreensao do Capitulo [3| no qual estd a
nossa principal contribui¢@o para o assunto. A demonstragdo de alguns resultados estd omitida,
mas inserimos a referéncia nos que seguem sem demonstracao.

1.1 Modulos

Nesta secdo, apresentamos o conceito de um moddulo sobre um anel, com o enfoque para
Z-modulos livres de posto n. As definicdes de mdédulos e submddulos sdo necessarias no con-
texto de reticulados, pois a partir da estrutura de um mdédulo é que construimos exemplos de
reticulados utilizando os resultados apresentados nas Secoes [3.4] 3.5] @.T]e 4.2l No que segue,
consideramos A sendo um anel comutativo com unidade.

Definicdo 1.1. Seja A um anel. Um grupo abeliano aditivo (M, +) munido de um produto
AXM—-M

¢ dito uma A-mdédulo quando satisfaz as seguintes propriedades:
i) a(r +vy) = ax + ay;
i) (a+b)x = ax + bx;
iii) (ab)x = a(bx);
1v) lxr =z,
paratodo a,b e Aex,y € M.

Um subgrupo N de M é chamado de um A-submédulo de M, se paratodoa € Aex € N
tivermos ax € N. Note que todo anel A € um A-mddulo, todo espago vetorial sobre um corpo
K é um K-mddulo e todo grupo abeliano é um Z-modulo.

Definicao 1.2. Seja M um A-mdédulo.

i) Dizemos que um subconjunto B = {z1,...,2,} C M é um gerador de M se todo
elemento x € M é daformax = a1z + -+ -+ a,r,, coma; € A,parai =1,...,n.

ii) Dizemos que um subconjunto B = {z1,...,z,} C M é linearmente independente sobre
Aseairy + -+ apr, =0,coma; € A,entdo a; =0, parai =1,...,n.

17



18 Conceitos preliminares

iii) Um conjunto B = {xy,...,z,} C M é dito uma base de M quando o conjunto B é
formado por geradores linearmente independente sobre A. Se M possui uma base, o
moédulo M € chamado um A-mddulo livre e o nimero de elementos da base é chamado
posto de M.

Teorema 1.3. ([17], pag. 21) sejam A um anel principal, M um A-médulo livre de posto n e
N um A-submédulo de M.

i) N é livre de posto ¢, com 0 < g < n.

ii) Se N # {0}, entdo existem umabase {es, . .., e, } de M e elementos ndonulos ay, ..., a, €
A tal que {aqey,...,a.e,} é uma base de N de modo que a; divide a;41, para 1 < i <
q— 1.

1.2 Extensao de corpos

Nesta sec@o, abordamos conceitos da teoria de Galois sobre extensdes de corpos. Os re-
ticulados construidos no Capitulo [3] s3o construidos a partir de um médulo dentro do anel de
inteiros Or,, onde L é um corpo de nimeros, e esta constru¢do utiliza os conceito de homo-
morfismo candnico e torcido. Assim, para ter um bom dominio sobre essas estruturas primeiro
caracterizamos extensoes de corpos, o anel de inteiros de um corpo de nimeros e corpos ci-
clotdomicos.

Definicao 1.4. Dizemos que um corpo LL € uma extensao de um corpo K se K C L. Podemos
considerar I. como um K-espaco vetorial, e assim, chamamos dimglL. = [L : K] o grau da
extensdo de L sobre K. Se o grau da extensao for finita dizemos que L é uma extensao finita de
K. Denotamos a extensdo L sobre K por L /K.

Definicao 1.5. Seja Q o corpo dos nimeros racionais. Se K € uma extensdo finita de Q de grau
n, dizemos que K € um corpo de niimeros de grau n, e K € chamado de uma n-extensao.

Definicao 1.6. Seja K um corpo de nimeros. O anel de inteiros Ok de K € definido como o
conjunto dos elementos de K que sdo raizes de polindbmios monicos sobre Z. Um elemento
x € Ok é chamado de elemento inteiro de K.

Proposicao 1.7. ([17], pag. 40) Se K € um corpo de nimeros de grau n, entdio Ok € um
Z-mddulo livre de posto n.

Definicao 1.8. Seja K um corpo de nimeros. Uma base de Ok como um Z-mdédulo é chamada
base integral de K.

A seguir, comecamos a exibir resultados que permitem compreender o Teorema da Corres-
pondéncia de Galois.

Proposicao 1.9. ([17]], pag. 31) Se K C L. € M séo extensdes de corpos, entdo [M : K] = [M :
L][L : K].

Defini¢do 1.10. Sejam K um corpo de nimeros e a ¢ C. O menor corpo que contém K e «v é
definido por K(«a) e [K(«) : K] =grau(p(z)), onde p(z) = min,x(z) é o polindmio minimal
de o sobre K e K(«) ~ K[z]/(p(x)).
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Teorema 1.11. ([17], pag. 33) Se K € um corpo de nimeros, L. uma extensdo de grau n de K e
M um corpo algebricamente fechado contendo K, entdo existem n K-monomorfismos distintos
de L em M.

Teorema 1.12. ([16], pag. 20)(Lema de Dedekind) Se IL/K é uma extensdo finita de grau

n e oi,...,0, os K-monomorfismos distintos de . num corpo algebricamente fechado M
contendo K, entdo {oy,...,0,} é linearmente independente sobre M, isto é, se existem ele-
mentos ay, . ..,a, € M tais que >  a;,0;(x) = 0, para todo = € L, entdo necessariamente
ay=--=a, =0.

Teorema 1.13. ([17], pag. 34)(Teorema do elemento primitivo) Se I /K é uma extensdo finita,
entdo existe o € LL tal que L = K(«), onde o é chamado de elemento primitivo.

Seja Aut(L) = {o : L — LL | 0 é um isomorfismo}.

Definicdo 1.14. Seja IL/K uma extensdo finita de corpos. O grupo de Galois de LL sobre K é o
conjunto de todos os K-automorfismos de L, ou seja, é o conjunto {o € Aut(LL) | o|g = idk}.
Denotamos este grupo por Gal(LL/K).

Definicao 1.15. Uma extensdo finita . de K € dita uma extensdo galoisiana, ou de Galois, se
[L : K] = o(Gal(L/K)). Uma extensio de Galois € dita abeliana (ou ciclica) se o grupo de
Galois € abeliano (ou ciclico).

Teorema 1.16. ([18], Teo. 12.1)(Teorema de Correspondéncia de Galois) Seja L /K uma ex-
tensao de Galois.

i) Se H é um subgrupo de Gal(L/K), entdo existe um dnico corpo M tal que K € M C L
e H = Gal(L/M). Neste caso, M é dito corpo fixo de H.

ii) Se K ¢ M C L, entdo L/M é de Galois e Gal(IL/M) é o tnico subgrupo de Gal(L/K)
que satisfaz
o(Gal(L/K))

LM = Gl M)

iii) Se K ¢ M C L, entdo M/K ¢é de Galois se, e somente se, Gal(LL/M) é um subgrupo
normal de Gal(L/K). Neste caso,

Gal(M/K) ~ %.

Com base no Teorema [1.16] se /K é uma extensdo de Galois, entdo temos o seguinte
diagrama:
L

‘ {id}
I\\/JIm<—> Gal(I‘[jM)

n n

K <~ Gal(L/K)

Definicao 1.17. Sejam L e M extensdes de um corpo K. O menor corpo que contém IL e M é
chamado de compésito dos corpos L. e M e denotado por LM.
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Teorema 1.18. ([16], pag. 17)(Irracionalidade Natural) Se /K é uma extensdo de Galois e
M/K é uma extensdo arbitréria, entdo LM /M é de Galois e Gal(LM/M) ~ Gal(L/L N M).

N,
SO 7

LNM
K

Teorema 1.19. ([16], pag. 17) Se /K e M//K sdo extensdes de Galois, entdo LM /K é uma
extensdo de Galois.

Definicao 1.20. Seja K um corpo de nimeros de grau n e oq,...,0, 0os Q-monomorfis-
mos distintos de K em C.

i) Se 0;(K) C R dizemos que ¢; ¢ um monomorfismo real. Caso contrario, dizemos que o;
¢ um monomorfismo complexo.

ii) Se 0;(K) C R, paratodo: = 1,...,n, dizemos que K é um corpo totalmente real.
Se 0;(K) ¢ R, paratodoi = 1,...,n, dizemos que K é um corpo totalmente complexo.

Observacdo 1.21. Se K/Q é uma extensdo de Galois de grau n, entdo os Q-monomorfismos
oi, com ¢ = 1,...,n, que compdem o grupo de Galois leva K em K, ou seja, 0;(K) = K.
Desta forma, K € totalmente real ou totalmente complexo, e observamos que 0s monomorfismos
complexos sempre aparecem aos pares.

Seja n um inteiro positivo. Dizemos que (,, € uma raiz n-ésima da unidade se (' = 1, e que
¢, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade se (" = 1 e ¢/ # 1, para todo
j=1,...,n — 1. Se (, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entdo o polindmio

¢ chamado de n-ésimo polindmio ciclotdomico. O corpo Q((,) € dito o n-ésimo corpo ciclotd-
mico.

Teorema 1.22. ([16], pag. 273)(Teorema de Kronecker-Weber) Se K/Q é uma extensio abeli-
ana finita, entdo existe uma raiz n-ésima da unidade ¢, tal que K C Q((,).

Defini¢do 1.23. Seja K/Q uma extensdo abeliana finita. O menor inteiro positivo n tal que
K C Q(¢,,) é chamado de condutor do corpo K e o denotamos por cond(K) = n.

Sejam Z; é o grupo das classes residuais invertiveis médulo n e

Gal(Q(CYJ/Q) = {ai : Q(Cn) — Q(Cn) ‘ UZ(Cﬂ) = CTZN mdc(i,n) =1l1=1,... ,TL},

onde n > 1 é um inteiro positivo, entdo Gal(Q(¢,)/Q) ~ Z* via o isomorfismo natural o; > 1.

Teorema 1.24. ([16], pag. 44) O grupo Z; € ciclico se, e somente se, n = 2, 4, p” ou 2p”, onde
p € um primo impar e r > 1.
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1.3 Traco, norma e discriminante

Nesta secdo, apresentamos os conceitos de norma, traco, discriminante e algumas de suas
propriedades. A teoria apresentada aqui € essencial para o desenvolvimento dos resultados
principais deste trabalho. O trago, T'rg /@(xf), estd relacionado com o raio de empacotamento
de um reticulado algébrico, e o discriminante de um corpo estd relacionado com a densidade de
centro de um reticulado algébrico.

Sejam L /K uma extensao finita de grau n e o1, . . . , 0, 0s K-monomorfismos distintos de L
em um corpo algebricamente fechado.

Definicdo 1.25. A norma e o traco de um elemento o € L na extensdo L/K é definido da
seguinte forma:

Tryx(e) = Z oi(@) e Nyjx(a)= H oi(a).

Seja M/IL um extensdo finita. Se K CL C M, a € K, a, 8 € Le,v € M, entdo valem as
seguintes propriedades:

D) Trok(o+ B) = Trox(o) + Trox(B);
2) Try(ac) = alryj(a);

3) Tryk(a) = na;

4) Trve(y) = Troe(Trvm(y));

5) Trux(a) =

6) Nuk(af) = Nujk(a)Nex(B);
7) Nyk(ao) = a" Ny jk(a);

M= L) Tr k()

8) Npk(a)=a™
9 NM/K('Y) = NIL/]K(NM/]L('Y));
10) Nug/x(r) = Nyjie(a) 42,

Proposicao 1.26. ([17], pag. 36) Se K é um corpo de nimeros, L. uma extensdo de grau n de
K,aelLea,...,a,raizes do polindbmio minimal de o sobre K, entdo

Trig(a) =a1+ -+ a, e Nyg(a) =01 a.

Proposicao 1.27. ([16], pag. 28) Se K C L sdo corpos de nimeros e a € O, entdo Try k()
e Ni k(o) sdo elementos de Ok.

Sejam L /K um extensdo finita de grau n e (o, . .., ;) uma n-upla de elementos em L. O
discriminante, em /K, dessa n-upla é definido por

discrk(a1, ..., 0p) = det(Tryk(0uioy)),

isto €, o determinante da matriz cuja (4, j)-ésima entrada é dada por Ty k(c;0;), para i, j =
1,...,n.
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Proposicao 1.28. ([17], pag. 39) Se o1,...,0, sdao os K-monomorfismos de . num corpo
algebricamente fechado, entdo

discrk (o, ..., 0p) = [det(ai(aj))]?
Se ai, ..., o, é uma base de L sobre K, entdo discy/k(as, ..., o) # 0.

Proposicao 1.29. ([17], pag. 38) Se (/,...,3,) é uma n-upla de elementos em L tal que
B; =0 aijoy coma;; € K, para j = 1,...,n, entdo

discL (B, .., Bn) = [det(aij)]QdiscL/K(al, cey Q).
Para definir o discriminante de um corpo, precisamos do conceito de base integral normal.

Definicao 1.30. Seja K/Q uma extensdo de Galois com

Gal(K/Q) = {o1,...,0.}.

Se existir &« € Ok tal que {o1(«),...,0,(c)} é uma base integral de K, entdo essa base é
chamada base integral normal de K. O elemento « € chamado gerador dessa base.

Definicao 1.31. Seja K um corpo de nimeros. O discriminante em K/Q de uma base integral
de K é chamado de discriminante do corpo K e denotado por disc(K).

Proposicao 1.32. ([13], pag. 37) Se K € um corpo de nimeros abeliano de grau primo p e

condutor n, entao
|disc(K)| = nP~".

Teorema 1.33. ([13], pag. 38) Se K € um corpo de nimeros abeliano de condutor n =

pit - ple, entdo

|disc(K)| =

a;

> KN Qo) : Q]

S
k=1
11!
i=1

Observacao 1.34. Note que

a;

> KNQGyp) - Q < a[K : Q,

k=1

paratodo: =1,...,s. Logo,
|disc(K)| = py* - - - pg,
onde

a;

k=1

Definicao 1.35. Sejam K; e Ky corpos de nimeros de grau m, e ms, respectivamente. Dizemos
que K; e K, sdo disjuntos quando [K;K, : Q] = mimsy. Se K; e K, sdo disjuntos e seus
discriminantes sdo relativamente primos, entdo os corpos K; e K, sdo chamados linearmente
disjuntos.
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Proposicao 1.36. ([10], pag. 68) Se K; e K, sdao corpos de nimeros linearmente disjuntos de
graus m; e ms, respectivamente, entao

(Z) OKﬂKz = OKl O]Kg;
(17) disc(K1Ky) = disc(Ky)m2disc(Ky)™
Nos préximos resultados, consideramos (,, uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Proposicao 1.37. ([14], pag. 29) Sejam n um inteiro livre de quadrados e s a quantidade de
primos distintos que dividem n, entdo

Troe.)0(G) = (—1)°

Demonstragdo. Se n = p;, com p; um primo, entdo o resultado segue do fato de que z”* ! +
2P172 4+ ... 4+ 1 € o polindmio minimal de (,. Se n = p; - - - p,, entdo

Troe)/n) = Trae,)/e(Tree.) /) (G bn/p)
= Tr)/0(Cn TTeC p)/0(Cnsp1)
= Tro,)/e(Cp) T, /m)/(Cup)
= Trq,)/0Cn)  TTrae,)/e(C.)
= (=1 (=1)=(-1),
0 que prova a proposicao. [

Os préximos resultados caracterizam os subcorpos de um corpo ciclotdmico e exibem uma
base integral normal.

Proposicao 1.38. ([14], pag. 29) Se K C Q((,), onde n é livre de quadrados e t = Trg,)/x(Cn),
entdo K = Q(¢).

Demonstragdo. Como t € K, segue que Q(¢) C K. Assim, pela Proposi¢do|1.37, segue que

(=1)* = Troe.)/ola)
Troe e(Trr/om (TToe)k ()
Troy t)/@(TTK/@(w( )

Tr o t)/@( K :Q(1)]t)
= [K ()]TT@(t /a(t).

Logo, [K: Q(t)] = 1, pois [K : Q(t)] e Trgu),o(t) sdo inteiros. O

Lema 1.39. ([14]], pag. 29) Se n € livre de quadrados, entdo o conjunto {¢ | i = 1,...,n,
mde(i,n) = 1} é um base integral normal do corpo Q(¢,,).

Demonstracdo. Seja n = py---ps, com p; primos distintos. Faremos a prova por inducao
sobre s. Se s = 1, entdo (,, é raiz do polindmio minimal x7*~! + zP1=2 4 ... + 1. Como o0s
coeficientes do polindmio minimal séo inteiros, segue que todas as raizes desse polindmio estao
no anel de inteiros Op. Assim, {(,,, (2 RN '} pertence ao anel de inteiros Oy.. O conjunto
{1,¢,,,C2 s G 2} é linearmente 1ndependente pois caso ndo fosse existiriam inteiros a; tal
que

ao+ a1y, + -+ a5 = 0.

Logo, (pl é uma raiz do polindmio a,, 2" "2 + -+ + a;x + ag, O que € um absurdo. Como

{1,608 Ci2) € hnearmente mdependente segue que {(p,,C2 ..., ¢} também
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o é. Logo, este conjunto é uma base integral normal. Continuando o processo de indugdo,
suponhamos que

{Gpe |1 =1,...,n/ps, mde(i,n/p;) = 1}
seja uma base integral normal de Q((,/p, ). Como Q((y/p,) € Q(p,) sdo linearmente disjuntos
e Q(¢n) = Q(Guyp, )Q(Ep, ), segue que uma base integral de Q(¢,,) é dada por

B = {Cé/psggs li=1,....,n/ps, j=1,...,ps — L mdc(i,n/ps) = 1}.

Note que c;/psggs = :‘lpsgi”? e mdc(ips + j,-.n) = 1. Como B tem cardinalidade ¢(;-¢(ps))

= ¢(n),segue que B={¢' /i=1,...,n, mdc(i,n) = 1}. O
Teorema 1.40. ([14], pag. 30) Se K C Q(¢,), com n livre de quadrados, [K : Q] = r e
Gal(K/Q) ={0oy,...,0.}, entdo

{o1(t),...0.(t)}

¢ uma base integral normal de K, cujo gerador é ¢ = Trg(c,)/k(Cn)-

Demonstracdo. Para cada o; € Gal(K/Q) existe p; € Gal(Q((,)/Q) tal que o; = p;|k. Seja
Gal(Q(¢n)/K) = {0;}5-,, onde e = ¢(n)/r, onde ¢ € a fungio de Euler. Logo, Gal(Q(¢,)/Q) =
d lop; = 9;.50]71 € Gal(Q(¢,)/K) e quando restrito a K é um elemento do grupo Gal(K/Q).
Logo, ¢, o ¢y =6, 0 0]._1 = Id|k. Deste modo, u = i, e assim, j = v. Sejax € Ox C Ogc,).-
Pelo Lema|[[.39] segue que

n
v =) ad

u=1
(u,n)=1

= Z Z ai,j(¢i o ej)(Cn>

i=1 j=1
= ¢ <Z aLﬂj(%)) +ot o (Z anﬂj(%)) :
j=1 i=1

Observemos que a;; = a; j, para qualquer j, pois para qualquer 6 € Gal(Q((,)/K), segue que

T = ¢ (Z aLJHj(Cn)) +-t o (Z a?“,j%(Cn))

j=1 j=1

r = 0(z) = ¢ (Z aLj(@on)(gn)) + <Z ar,j(909j)(Cn)> :

ou seja, uma reordenagdo nos indices j de a; ; ndo interfere na forma de escrever o elemento z,
mas a base integral normal nos garante a unicidade da escrita. Portanto, a;; = a; ; para qualquer
jentre 1 e e. Deste modo, z = ay,1¢1(t) + -+ + a,10,(t). Além disso, ¢; € Gal(Q((,)/Q)
e da independéncia linear de {C’ | i = 1,...,n, mdc(i,n) = 1}, segue que {p1(t),...,o(t)}
também € linearmente independente. 0

O Teorema [I.40|¢é uma parte de uma demonstragdo alternativa para a reciproca do Teorema
de Hilbert-Speiser, o qual diz que uma extensdo abeliana finita K/Q tem uma base normal
integral se, e somente se, o condutor de K é impar livre de quadrados.
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1.4 Decomposicao de ideais

Nesta secdo, abordamos alguns conceitos sobre decomposi¢do de ideais. O foco deste tra-
balho ndo estd diretamente relacionado com este tema, mas a caracterizacdo do condutor de
uma extensao de grau p primo impar estd diretamente relacionado com a ramifica¢io do ideal
gerado por p. Deste modo, nesta se¢do, abordamos os resultados de decomposi¢ao de ideais
necessdrios para compreender o desenvolvimento do trabalho.

Sejam K um corpo de numeros de grau m e L uma extensao finita de grau n sobre K.

Teorema 1.41. ([16], pag. 128) Se p € um ideal primo ndo nulo de O, entdo o ideal pOy, de
OL pode ser escrito unicamente na forma

PO = [ [%B7,
=1

onde os *3; sdo ideais primos distintos de Oy, e os e;’s sdo elementos inteiros positivos.

Os ideais Py, . . ., P, sdo os unicos ideais primos de O, tais que B; N Ok = p. Além disso,
pOL N Ok = p. Neste caso, dizemos que os ideais 3;’s s@o os ideais de O, que estdo acima de
p, [L7].

Proposicao 1.42. ([16], pag. 141) Se 3 € um ideal ndo nulo de O, acima de pZ, com p primo,

) O
entio —- é uma extensio finita de Ly, € % 2Ly | <

Definicao 1.43. Seja p um ideal ndo nulo de Og. Chamamos de norma do ideal p o nimero de

elementos do anel quociente — e denotamos por N (p), ou simplesmente, N (p).

Proposicao 1.44. ([16], pag. 141) Se p € um ideal primo nao nulo de Ok que esta acima de pZ,
com p primo, entdo N (p) = p/,onde f = T : Zp] )

Consideremos, no que segue, pOy, = Bi' - - - P, onde p é um ideal primo ndo nulo de O.
- OL Ok| | o
Definicao 1.45. O grau g : —| € chamado grau de inércia de *J3; e denotado por

fi = f(Bi/p). O expoente e¢; = e(*P;/p) é chamado indice de ramificacdo de PB;. Quando
pelo menos um dos indices de ramificac@o e; é maior que 1, dizemos que p se ramifica ou é
ramificado em L.

Teorema 1.46. ([60], pag. 104)(Teorema da Igualdade Fundamental) Se pOy, = H B, entdo
=1

T

Zeifi = n.

i=1
Definicao 1.47. Dizemos que o ideal p é:
i) Totalmente decomposto em L, quando r = n, ou seja, e; = f; = 1,paratodos =1,...,7.

ii) Totalmente ramificado em IL, quando ¢; = n, para algum ¢ = 1,...,r, neste caso r =

fi=1.
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iii) Inerte em IL, quando f; = n paraalgum¢ = 1,...,r, neste casor = ¢; = 1.

Quando L/K é uma extensdo de Galois, segue que ¢; = --- = e, e f = --- = f,. ([6]
Teorema 20.2). Denotando e = e; e f = fi, segue que a igualdade fundamental é dada por

efr =n.
Se n € primo, entdo os casos da Defini¢ao s30 os Unicos possiveis.

Teorema 1.48. ([12], pag. 65) Sejam K C L. C M corpos de niimeros e p, 3 e B’ ideais primos
dos respectivos anéis de inteiros de cada corpo. Se P’ estd acima de 3, entdo

i) P estd acima de p se, e somente se, P’ estd acima de p.

i) Neste caso, e(B'/p) = e(B'/B)e(B/p) e f(F'/p) = F(F'/B)F(B/p)-

Teorema 1.49. [4] Seja K um corpo de nimeros. Um nimero primo p se ramifica em K se, e
somente se, p divide o discriminante disc(K).

Defini¢fio 1.50. Sejam A um anel e f(z) = > | a;2* € Alz]. Denotamos por f(z) o polind-
mio >_1" (a; + p)z* € (A/p)[x], onde p é um ideal primo ndo nulo de A.

Proposicao 1.51. ([10], pag. 25) Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragdes, IL
uma extensdo separdvel de K de grau n, Of, o anel de inteiros de L sobre A tal que Op, = A[S],
para algum 8 € LL e p um ideal primo ndo nulo de A. Se f(x) = mingg(x) e fi, -, f, sdo
polindmios mdnicos em A[z] tal que a fatoracdo de f em polindmios irredutiveis distintos em
(A/p)[z] seja dada por

=7,
entdo os ideais primos, dois a dois distintos, B - - - ,*B, de OL, que estdo acima de p e satisfa-
zem
OL/PB; = (A/p)[B)],

onde Bj é uma raiz de f. Além disso, f(B;/p) = grau(f;), paraj=1,--- .
Teorema 1.52. ([10], pag. 25) (Kummer) Nas condi¢des da Proposi¢ao , se f = 7?1 x Tff
¢ a fatoragdo de f em polindmios irredutiveis em A/p[z], entdo

pOL =B Py

onde P; = pOrL+[;(B)OL, paraj = 1,--- ,r,e(PB;/p) = ¢;,paraj = 1,--- ,re f(P;/p) =grau(f;),

paraj=1,--- 7.

Teorema 1.53. ([8], pag. 384) Seja L/K um extensdo finita de corpos de nimeros de grau
fmpar. Se cond(K) = cond(L), entdo

TT]L/K(OL) = OK.

Como no Teorema|[I.53] o trago ¢ sobrejetor, vamos analisar o trago em certos ideais de Oy,
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Exemplo 1.54. Sejam K o corpo gerado pelas raizes do polindmio f(z) = 22+ x — 3 sobre Q e
IL uma extensdo de K gerada pelas raizes do polindmio g(z) = 2% + 22 — 4z + 1 sobre Q. Note
que cond(K) = cond(LL) = 13. Seja p = (5) um ideal primo em Ok. Fatorando o polinémio

minimal de L, segue que

g@)=2*+2 —da+1= (2 —2)(z —3)(z—4) <%).

Logo, pelo Teorema de Kummer[1.52] segue que

pOL = P P2Bs

Pi1=(5,2—2), Po=(5,2—3)eP3 = (5,2 — 4),

onde z é uma raiz de g(z) = 2* + 2* — 42 + 1. Como
Ty (PBiBPs) = Trox(pOL) = pTrLx(OL) = pOx = p,
e pelo polindmio minimal g(z), segue que
Trik(z —2) = -1

Com isso, concluimos que 7'k (B1) = Ok.

1.5 Consideracoes finais do capitulo

Neste capitulo, apresentamos alguns dos principais resultados basicos necessarios para a
compreensao do trabalho, dentre os assuntos abordados se destacam topicos da teoria de Galois
e da teoria algébrica dos nimeros. No préximo capitulo, apresentamos alguns tépicos sobre
reticulados, dando destaque aos reticulados algébricos. Como o objetivo deste trabalho é cons-
truir reticulados e calcular suas densidades de centro, o proximo capitulo é essencial para o

desenvolvimento do trabalho.






2 Reticulados

O conceito de reticulado surgiu a partir do problema de como cobrir o espaco R” com
esferas de mesmo raio, de forma que quaisquer duas esferas se toquem no maximo em um
ponto e ocupem a maior parte do espaco possivel.

Apesar de problemas relacionados aos reticulados serem estudados pelo menos desde o
século XVII, a formalizac@o da teoria da maneira como a conhecemos ¢ relativamente recente,
devido aos trabalhos de mateméaticos como Fejes T6th e Rogers, de meados do século XX [9].
Antes disso, a maioria das referéncias no tema trata de constru¢des para problemas especificos e
nao € raro encontrar resultados relevantes acerca de reticulados enunciados em outros contextos
como: equacdes diofantinas, formas quadréticas e teoria dos nimeros.

Intuitivamente, entende-se por um reticulado como sendo um subconjunto discreto do R"
que tem estrutura de um Z-mdédulo de posto finito n.

Definicdo 2.1. Seja {v;,vs, ..., v, } um conjunto de vetores linearmente independentes do R”,
com m < n. O conjunto de pontos

m
A= X:Zzivi,zieZ,paraizl,...,m ,

=1
¢ chamado reticulado de dimensdo m e {vy, va, ..., v, } € chamado de uma base do reticulado.

Definicao 2.2. O paralelepipedo formado pelos pontos
Ov1 + -+ 0,0, com 0<6; <1,

€ chamado um paralelepipedo fundamental ou regido fundamental do reticulado, e seu volume
¢ denotado por Vol(A).

Uma importante caracteristica de um reticulado é que a base nao € tnica. A proposicao
seguinte dd4 uma condi¢do necessdria e suficiente para que um conjunto de vetores linearmente
independentes seja uma base de um dado reticulado.

Proposicdo 2.3. Seja A C R" um reticulado com base {v,...,v,} e {ei,...,
e,} um conjunto de vetores de A linearmente independentes tal que e; = Z?Zl a;;vj, com
a;; € Z. Assim, {ey,...,e,} é uma base de A se, e somente se, det(A) = £1, onde A =

(@ij)ig=1,..n-
Demonstragcdo. Como
€1 a3 a2 ... Qin U1

€n ap1 An2 ... Qpp Un

29
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segue que {e; ..., e,} € umabase de A se, e somente se, A = (a;;); j=1,...» ¢ a matriz mudanca
de base, o que é equivalente a det(A) = +1. O
Definicao 2.4. Seja {vy,...,v,,} uma base de um reticulado A. Se v; = (v, ..., v,), para
t=1,---,m, amatriz

V11 V12 Uin,

V21 V22 Vanp,

M = ]
Umi Um2 .-+ Umn

¢ chamada de uma matriz geradora para o reticulado. A matriz G = M M" é chamada de uma
matriz de Gram para o reticulado, onde ¢ denota a transposi¢do. Quando m = n, o volume de
A é dado por Vol(A) = |det(M)].

Observacio 2.5. Existe mais de uma base que determinam o mesmo reticulado A, e assim, mais
de uma matriz geradora pode determina-lo. No entanto, o médulo do determinante de qualquer
matriz geradora de A é sempre o mesmo. De fato, sejam { f1, ..., f,} e {v1,...,v,} duas bases
de um reticulado A tal que f; = (fi,..., fin) € v; = (Vi1,..., Vi), paratodoi = 1,...,n. Se

n
fi = E a;;Vj, COM Q;j € Z, entao
Jj=2

\det(fij)ij=1,.n| = |det(a;;)ij=1.. nlldet(vij)ij=1,..n| = |det(vij)ij=1,. nl

pois |det(a;;)| = 1. Portanto, o médulo do determinante da matriz geradora de um reticulado é
um invariante algébrico, ou seja, independente da escolha da base.

Observacao 2.6. Sejam A C R” um reticulado e M, N duas matrizes geradoras de A. Sejam
Gy = MM! e G5 = NN! matrizes de Gram de A. Assim, existe uma matriz inversivel
A tal que M = AN. Logo, G; = ANN'A". Desta forma, det(G;) = det(ANN'A") =
(det(A))?det(NN?) = (det(A))*det(Go). Como A € inversivel, segue que det(A) = =+1.
Assim, det(G) = det(G2). Portanto, o determinante da matriz de Gram independe da matriz
geradora utilizada.

Definicao 2.7. O determinante de um reticulado A € definido como sendo o determinante da
matriz G, isto é,

det(A) = det(G).

2.1 Empacotamento esférico

Dado uma métrica d em R", a densidade de empacotamento fornece uma medida de quanto
do espago pode ser coberto por esferas de mesmo raio na métrica d de forma que estas esferas
ou ndo se interceptam, ou se interceptam apenas no bordo. Em cada dimensao busca-se pelo
reticulado com a maior densidade de empacotamento possivel e sdo poucas as dimensdes em
que tais reticulados sdo conhecidos, sendo a métrica euclidiana a métrica mais amplamente
estudada.

Definicdo 2.8. 1. Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento no
R™, é uma distribuicdo de esferas de mesmo raio em R" de forma que a intersecdo de
quaisquer duas esferas se interceptem no maximo em um ponto.

2. O raio de um empacotamento esférico € chamado de raio de empacotamento.
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3. Um empacotamento reticulado € um empacotamento em que o conjunto dos centros das
esferas formam um reticulado A no R"™.

Definicio 2.9. Seja B(p) a esfera com centro na origem e raio p. A densidade de empacota-
mento de um reticulado A € definida por

volume da regido coberta por uma esfera  Vol(B(p)  Vol(B(1))p"

A(A) = = =
(A) volume da regido fundamental Vol(A) Vol(A)

Definicao 2.10. A densidade de centro de um reticulado A € definida por

p
OA) = Vol(A)

Exemplo 2.11. Se 5 = {(1,0,0),(0,2,0),(1,0,3)} e A o reticulado gerado por /3, entdo

Ve

A ={a(1,0,0) +6(0,2,0) + ¢(1,0,3);a,b,c € Z} = {(a + ¢,2b,3¢);a,b,c € Z}.

Amin 1 2 . .
Assim, A, = min{|A|, A € A, \ # 0} = 1, o que implica que p = 5 = g €0 maiorraio
para o qual € possivel obter um empacotamento. Além disso,
100
Vol(A) = |det| 0 2 0 ||=6,
1 0 3
Vol(B()p* _ (3)(g) _ «
A(N) = =32 T — — ~(,0873
(A) Vol(A) 6 36 o0e
() 1
S(A) = X =—=0,020833.

2.2 Reticulados algébricos

Nesta secdo, apresentamos um método para gerar reticulados no R™ a partir de um corpo
de nimeros K. O método consiste em aplicar determinados homomorfismos em Z-mddulos
livres de posto n contidos em K. Os reticulados gerados por este método sdo conhecidos como
reticulados algébricos.

Se K é um corpo de nimeros de grau n, entdo existem exatamente n (Q-monomorfismos
o; : K — C. Se 0; ¢ um monomorfismo complexo, o seu conjugado &; também pertence ao
conjunto dos n monomorfismos de K em C. Deste modo, temos um nimero par de monomor-
fismos complexos. Assim, denotando por r; 0 nimeros de monomorfismos reais e 21, 0 nimero
de monomorfismos complexos, podemos reordena-los de modo que oy, ..., 0,, sejam reais €
Ori41, -+ -, O +2r, S€Jam complexos, com n = 11 + 279 € 0y, 1j = Op 4roqj Paraj =1,...,ro.

O homomorfismo injetivo ok : K — R" definido por

0K<x) = (0’1<l’>, sy Oy (‘r)a R6(0T1+1(Q?)), [m(o'rﬂrl(x))v )
R€(UT1+T2<ZL‘)),[m(0r1+r2(flf))),

¢ chamado de homomorfismo candnico ou homomorfismo de Minkowski, onde Re representa
a parte real e I'm representa a parte imagindria de um ndmero complexo.
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Exemplo 2.12. Sejam o corpo K = Q(i), onde i = +/—1, e {01,092} o grupo dos
Q-monomorfismos de K em C, onde o, € a aplicagdo identidade e 03(a + bi) = a — bi, com
a,b € Q. Neste caso,r; =0ery = 1. Parax = a+ bi € K, coma,b € QQ, segue que

ox(z) = (Re(o1(x)), Im(o1(x))) = (a,b).

Teorema 2.13. ([17], pag. 56) Se M C K é um Z-mddulo livre de poston e {xy, ..., z,} éuma
Z-base de M, entdo ok (M) é um reticulado do R™, com uma Z-base dada por {ok (1), . .., ox(z,)}
e o volume € dado por

Vol(og(M)) = 2_’”2]det(ai(xj))2j:1|.

Corolario 2.14. ([17], pag. 57) Se M C Ok um Z-mddulo livre de posto n, entdo ok (Ox) e
ox (M) sdo reticulados no R", cujos volumes sdo, respectivamente, dados por

Vol(ox(Ok)) = 2_T2|disc(K)|% e Vol(ox(M)) = Vol(ox(Ok))[Ok : M].
Definicao 2.15. Seja M C Ok um Z-mdbdulo livre de posto n. O reticulado ok (M) é chamado
reticulado algébrico.

Seja M C Ok um Z-méddulo livre de posto n. Pelo Corolério [2.14] segue que a densidade
de centro do reticulado algébrico ok (M) é dada por
27‘2 pn

= ; ; (2.1)
|disc(K)|z2[Ok : M]

d(ox(M))

onde p = : min{|ox(z)|, z € M, v # 0} e

9 Trrjg(2?),  se Ké totalmente real;
lox(2)[* =4 1 a . N
51k /o(2T), se K é totalmente imagindrio.

Observemos que se K/Q é uma extensdo de Galois de grau impar, entdo K é totalmente real
([S)], pag. 225), visto que os homomorfismos complexos aparecem aos pares.

2.2.1 Homomorfismo torcido

A fim de construir reticulados com densidade de centro melhores, podemos perturbar o
homomorfismo candnico multiplicando cada entrada dos vetores do reticulado por um escalar
apropriado.

Defini¢ao 2.16. Sejam K um corpo de nimeros e o € K. O elemento o é chamado totalmente
positivo se o;(«) > 0, parai =1,...,n.

Defini¢ao 2.17. Seja o € K um elemento totalmente positivo. O homomorfismo o,k : K —
R™ definido por

00ic() = (VO (@)01(2), ... \/F77 ()07, (1), /T 7(0) Re(0r, 4 (2), ..
V(@) Im(o,n(@)), (22)

¢ chamado de homomorfismo torcido.

Teorema 2.18. ([17], pag. 57) Se M é um Z-submdédulo livre de posto n de Ox com {vy, ..., v,}
uma Z-base de M, entdo o, k(M) é um reticulado em R™ com uma Z-base dada por {o, x(v1),

oy 0ax(vn)}
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Neste caso, o volume do reticulado o, k(M) é
Vol(0ux(M)) = 272 |disc(K)|2 [N ()| [0k : M],

onde N(a) = ]a%l] Desta forma,

J— 2T2pn
0(oax(M)) = | disc(K)|2| N (a)|2[Ox : M]

(2.3)

2.2.2 Reticulados sobre corpos de niimeros

Afim de construir reticulados com boas densidades de centro, também podemos mudar o
corpo base no qual o estamos construindo. Até o momento, consideramos as formulas para
densidades de centro de reticulados construidos via o homomorfismo canoénico ou 0 homomor-
fismo torcido considerando o corpo base sendo os racionais. Porém podemos mudar esse corpo
base e torna-lo um corpo de nimeros qualquer. Desta forma, analisamos o caso onde o corpo
base é um corpo de nimeros totalmente real.

Definicao 2.19. Sejam 1 um espaco vetorial de dimensao finita n sobre um corpo K, A C Kum
anele {vy, ..., v, } um conjunto de vetores de V' linearmente independentes sobre K. Chama-se
reticulado com base {vy, ..., v,,} o conjunto dos elementos de V' da forma

m
{Zaivi, coma; € A, parai = 1,...,m},

i=1
que serd denotado por H.

Definicao 2.20. Um subgrupo H do R é discreto se para qualquer subconjunto compacto C'
do R™, tivermos H N C finito.

Teorema 2.21. ([17], pag. 53) Se H € um subgrupo discreto do R", entdo H é gerado como
um Z-médulo por 7 vetores linearmente independentes sobre R.

7z

Pelo Teorema segue que um subgrupo discreto do R™ é um reticulado. Seja K C L
corpos de nimeros. De modo andlogo ao homomorfismo injetivo, definimos oy, /x : L — R"
por

O-]L/K(m) = (Ul(x)’ ceey Opy (‘T)v R6(0T1+1(ZE)), Im(o-h-i—l(m))? R
Re(0ry 17, (), I (07,1, (7))

Teorema 2.22. Sejam /K uma extensdo, de grau n, de corpos de niimeros com K totalmente
real. Se M C L é um Z-mddulo livre de posto n e {xy,...,x,} é uma Z-base de M Ili-
nearmente independente sobre Ok, entdo o, /K(M ) € um reticulado do R", com uma Z-base
{ovk(21),...,ouk(x,)} e volume dado por

[NIES

Vol(opx(M)) = 27"|det(0i(x;))i 21| = 27 discyx(1, . .., 2,)2,

onde [L : K] =n = ry + 2.

Demonstragdo. Seja G uma matriz n X n, onde cada linha € oy /k (2;). Como Re(z) = 1(z +

z) e Im(z) = 3(z — Z), manipulando a matriz, concluimos que det(G) = (2i)~"2|o;(x;)|.
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Como K é o corpo de fracdes de Ok, segue que {z1,...,x,} é uma base de L sobre K.
Assim, pela Proposicdo (1.28] segue que discp k(z1,...,2,) = |o;(z;)[* # 0. Portanto,
{ovk(21), ..., 01/k(xn)} é um conjunto linearmente independente. Logo, oy, /x (M) é um re-
ticulado com uma matriz geradora dada por G. [l

Note que estamos tomando M um Z-mddulo para que o volume do reticulado M fique bem
definido, uma vez que, as matrizes geradoras de um reticulado possuem o mesmo determinante
a menos de uma unidade, e ao considerar o anel de inteiros de um corpo de nimeros, as unidades
podem ser algo além de 1. Desta forma, também garantimos que o reticulado oy, /x (M) serd
discreto, e portanto, é possivel calcular o raio de empacotamento do reticulado.

Corolario 2.23. Sejam L /K uma extensdo de grau n de corpos de nimeros com K totalmente
reale M C N C O, Z-mdbdulos livres de posto n. Se {xy,...,2,} é uma base de N linear-
mente independente sobre O, entio o, /K(M ) € um reticulado em R™ com volume

VOZ(O’]L/K(M)) = VOZ(O’]L/K(N))[N : M]

Demonstragdo. Pelo Teorema [2.22} segue que op/x(/N) é um reticulado. Para calcularmos o
volume de oy /x (M), observemos que oy /x (M) é um subgrupo de o (V) cujo indice é dado por
[N : M]uma vez que N/M ~ oy x(N)/owx(M). Logo, concluimos o resultado.

0
Proposicao 2.24. Se K ¢ totalmente real, entdo
o ()] = Trik(z?),  selL é totalmente real;
L/K ~ | 37rik(2T), seL é totalmente imagindrio.
Demonstragdo. Seja {o1,...,0,} = Gal(L/K). Se L é totalmente real, entdo o /x(x) =
(@1(1), .., 0ulx)) €
loux(@)? = o1(2)’ + - + on(z)?
= oy(2?) 4+ + on(2?)
= T?“]L/K(.I'2).
Se L é totalmente imagindrio, entdo op/x(z) = (Re(oi(x)),Im(o1(x)),..., Re(om(x)),

Im(oy (2)) ¢
oL (@)]? = (Re(o1(x)))” + (fm(al(fﬁ)))“r + (Re(oy(x)))* + (Im(oy (2)))?
o1(2)o1(T) + ... + oz (2)os(T)
o1 (x?) +...+on (mw)

= 4 x)—i— —i—ag(m:)—|—al(xf)+...+a%(xf))
= Yoi(aT)+...+ 02 (2T) + o1 (T) + ... + 0242 (TT))
= _TT]L/K( E),

visto que 0; = oz, e (Re(o1(x)))* + (Im(o1(2)))* = o(x)o(T), pois K € totalmente real. [

Sejam M C O, um Z-médulo livre de posto n e {z1,...,z,} uma Z-base de M linear-
mente independente sobre Ox. Como o,k (M) é um reticulado discreto, segue que a densidade
de centro do reticulado algébrico oy /x (M) é dada por

2’!‘2 pn

|discr k(- . . ,xn)|%

S(ok(M)) = , (2.4)
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onde p = 5 min{|opx ()|, x € M, n # 0}.

2.3 Consideracoes finais do capitulo

Neste capitulo, abordamos o assunto de reticulados, dando destaque aos reticulados algébri-
cos. Embora tenhamos apresentado a férmula da densidade de centro de um reticulado cons-
truido via 0 homomorfismo candnico sobre uma extensdo de um corpo de nimeros, o objetivo
deste trabalho ndo aborda tais constru¢cdes. Estamos interessados em construir reticulados to-
mando como corpo base os racionais. Assim, no préximo capitulo, apresentamos as principais
contribui¢des deste trabalho juntamente com alguns resultados que ja foram desenvolvidos neste
mesmo assunto. O objetivo principal € a caracterizacao da forma trago integral de uma extensao
de grau impar livre de quadrados cujo condutor também € livre de quadrados.






3 Forma traco integral

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados ja conhecidos sobre a forma traco integral e
as nossas principais contribui¢cdes para o assunto. Na Secdo vimos que o T'rg q(2T) estd
relacionado com o raio de empacotamento de um reticulado. Nos trabalhos [2]] e [15] foram
apresentados a forma traco integral de um corpo de grau p, onde p € um primo impar. Assim,
pensando em dar continuidade a estes trabalhos, nosso objetivo € generalizar o resultado para
corpos cujo grau e condutor sd@o impares e livres de quadrados.

3.1 Caracterizacao do condutor e contagem dos subcorpos

Para caracterizar a forma trago integral, uma das questdes importantes € a contagem de
subcorpos. Assim, nesta se¢do apresentamos a contagem de subcorpos a partir do condutor.
Para isso, consideremos K e L corpos de nimeros de condutores n; € ns, respectivamente, e
M = KL.

Proposicao 3.1. ([14], pag. 33) Se n = p{* - - - p € um inteiro positivo e

§ = #{pu p‘¢(p;ll)7 1= 17 cee ,U}.
onde ¢ é a Fungdo de Euler, entdo Q((,) contém % extensoes de grau p sobre Q.
Demonstragdo. Como existe uma relagcdo biunivoca entre os subgrupos de ordem p e os sub-
grupos de indice p do grupo abeliano finito Gal(Q(¢,)/Q), é suficiente mostrar que o grupo

* * *
Zm ~ Zp(lll X+ X szu

contém ’% subgrupos de ordem p, isto €, contém p* — 1 elementos de ordem p. O grupo Z a:
é ciclico, e pelo Teorema [1.24] tem ordem ¢(p]*), para cadai = 1,...,u. Assim, se p divide
o(pi*), entdo Z;% possui um elemento de ordem p. Logo, esse elemento gera um grupo de

ordem p. Se p ndo divide ¢(p]*), entdo ndo existe elemento de ordem p em ZZ%. Deste modo,

aequacdo (xy,...,x,)? = (1,...,1) tem p® — 1 solugdes nao triviais. O
Proposicao 3.2. ([14], pag. 33) Se [K : Q] = p é um primo mpar, entdo:

i) p se ramifica em K se, e somente se, o condutor n; = p?p; - - - Ps;

i1) p ndo se ramifica em K se, e somente se, o condutor ny; = p; - - - ps,

onde py, . .., ps sdo primos impares distintos tais que p; = 1 (mod p), parai =1,...,s.

37
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Observamos que no decorrer deste trabalho sempre que consideramos um corpo de nimeros
de grau p, onde p é um primo impar, estamos considerando um corpo nao ramificado, ou seja,
um corpo de nimeros com condutor py - - - ps.

Lema 3.3. Sejam cond(K) = n; e cond(IL) = ny. Se mdc(ny,ny) = r, entdo cond(M) = ™2,
onde M = KL.

Demonstragdo. Sen = ™2 entdo K C Q(¢y,) C Q(¢n) e L € Q(Gny) € Q(¢n), € portanto,

M C Q(¢,). Suponhamos que exista n’ < n tal que Ml C Q((,). Como cond(K) = n; e

K C Q&) NQ(Gr) = QCmde(ninry)» segue que mde(ny,n') = ny. Assim, ny divide n'.

Analogamente, concluimos que n; divide n'. Portanto, n = **2 divide 7/, ou sejan < n', o
nins

que é um absurdo. Logo, cond(M) = . O

r

Observacio 3.4. Sejam n; = p; - - - p, € K o subgrupo de Gal(Q(¢,)/Q) que fixa K. Assim,
Gal(Q(¢)/Q) ~ Zy, ~ 7y X Ty, X --- X Ly .

Seja H o subgrupo correspondente de K em Z* e suponhamos que H ~ H' x Z*,, onde H' é
um subgrupo de Z; .. Considere o seguinte diagrama

onde Gal(Q(¢)/Q) = Z;, e Gal(Q(Cuym)/Q) = Z,,,. Assim, H' pode ser visto como
um subgrupo de Gal(Q((,/m)/Q), e portanto, concluimos que cond(K) < n/m, o que é um
absurdo. Logo, nao podemos escrever H como H' x Z .

Observacao 3.5. Seja 0 : C — C a conjugagdo complexa. Com uma apropriada restri¢ao,
segue que 0 € Gal(Q((,)/Q). Se [K : Q] é impar, entdo K é totalmente real, e portanto,
o € H,onde H < Gal(Q(¢,)/Q) é um subgrupo que fixa K. Assim, 0 = (074, ...,0), onde
o; # 1 paratodo j. Como 0% = Id, segue que 0 = (—1,...,—1),isto é, (—1,...,—1) € H.

3.2 Caso ramificado de grau p

A forma traco integral de um corpo de grau p, onde p € ramificado € abordada em [[1]], [2] e
[3]] e € utilizado o Teorema de Leopoldt para caracterizar o anel de inteiros deste corpo. Nesta
secdo, consideramos K uma p-extensao ramificada de condutor n;.

Defini¢do 3.6. Sejam A uma anel e G um grupo. Um anel de grupo A[G] é o conjunto de todas
as combinacdes lineares
=) as.

geG

onde a, € A e somente um nimero finito de a,’s sdo ndo nulos.

Definimos a soma e produto de «, 5 € A[G] da seguinte forma:
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a+6:2agg+2b9g22(a9+bg)g,

geG geG geG
aff = Z a,g + Z bph = Z (agbp)gh,
geG heG g,heq
Aa = A(Z agq) = Z(Aag)g, com \ € A.
geG geG

Com essas operagdes, tem-se que A[G] é um anel.

Teorema 3.7. ([11], pag. 167)(Teorema de Leopoldt) Seja F um corpo de nimeros abeliano de
condutor m. Considere

D(m) = {d € Z~q, Pn|d, dmed# 2 (mod4)},

onde P, denota o produto de todos os nimeros primos impares distintos e divisores de m. Para
cada d no conjunto D(m), sejam Fy = FNQ({y) e

na = Tro)/rq(Ca)-

O anel de inteiros de [F é dado por

Or = GB Z|Gal(F/Q)]na.

deD(n)

Se K é uma p-extensdo ramificada de grau p, onde p é um primo impar, pelo Teorema [3.7|e
pela referéncia [2]], segue que se t = Trg(c,)/x(Cn), entdo {1,0(t),...,0P ! (t)} é uma Z-base
de Ok, onde ¢ é um gerador do Gal(K/Q). Assim, todo elemento de Ok pode ser escrito como

p—1
x = a0+2aiai(t), coma; € Z,parai =0,...,p— 1.
i=1

Desta forma, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.8. ([2], pag. 4) Seja K uma p-extensdo ramificada com condutor n;. Se x € Ok
p—1

comx = ag + Zaiai(t), coma; € Z,parai =0,...,p— 1, entdo
i=1

p—1
n
Pt =i+ (St 3w,
=1

1<i<j<p—1

3.3 Caso nao ramificado de grau p

A forma traco integral de um corpo de grau p, onde p € ndo ramificado, € abordada em [14] e
[15] e € utilizado o Teorema de Hilbert-Speiser para caracterizar o anel de inteiros deste corpo.
Para isso, nesta secdo, consideremos K uma p-extensao ndo ramificada de condutor n;, com p
impar.

Teorema 3.9. (Teorema de Hilbert-Speiser) Um corpo de nimeros abeliano [F tem base integral
normal se, e somente se, o condutor de F ¢é livre de quadrados. Neste caso,
Or = Z[Gal(F/Q)]t, onde t = Trg,)/r(Cn) € 1 = cond(F).
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Observamos que este resultado € uma versdo mais forte do Teorema Se K € uma p-
extensdo ndo ramificada com p primo fimpar, pelo Teorema [3.9] segue que se
t = Troe, (), entdo {t,o(t),...,07 *(t)} é uma Z-base de Ok, onde o é um gerador
do grupo Gal(K/Q). Assim, todo elemento de Ok pode ser escrito como

p—1
T = Zaiai(t), coma; € Z, parai =0,...,p— 1.
i=0

Desta forma, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.10. ([15], pag. 1081) Seja K uma p-extensdo ndo ramificada com condutor n;. Se
p—1

x € Og comx = Zaiai(t), coma; € Z,parai =0,...,p — 1, entdo
i=0

r ng—1 (22 ’
Pt = St =" ()
=0 1=0

3.4 Caso nao ramificado de grau pq

Nosso objetivo, nesta secdo, € estender os resultados da forma trago integral para o caso nao
ramificado. Para isso, nesta se¢do, consideramos K uma p-extensao nao ramificada de condutor
ni, L uma g-extensdo ndo ramificada de condutor ny, Ml = KIL uma pg-extensao de condutor
n, com p # ¢ primos impares, e consideramos H o subgrupo de Z que fixa M.

Lema 3.11. Sejam cond(K) = ny = 1y -1y, cond(lL) = ny = rq4q - -1, onde 0s r; sdo
primose Il : H — Z; x --- x Zy , definida por I(ay, . .., ac) = (- - - ).
i)Se{ry,....rat € {v1,-- -,y e{rat1s s} € {va, ..., y;}, entdo

¢ —1
’KerH’ = M
bq

it) Se {r1,...,ra} T{y1,.. .,y e{ras1, ...} & {y1,...,y;}, entdo

¢ -1
|KerH| = M
q

iti) Se {r1,....ro} & {y1, .. y; e {ray1, -1} C {y1,...,y;}, entdo

¢ (rg —1
’Ker]:[’ —_ szl( d; )7
onde dy, ..., d. sdo as coordenadas de o que sdo distintas de y, . . ., y;.

Demonstragdo. Sejam Z = Zy X---xXZLy € Z° = Ly X- - XLy, ouseja, Z° € o complementar
de Z em Z;. Temos 0s seguintes casos:

i) Como H é um subgrupo de II(H) x Z¢ < Z e [Z} : H] = pq, segue que [Z} : [I(H) x Z¢] =
1, p, g ou pq. Se o indice for pq, entdo H = I1(H) x Z¢. Pela Obervagio segue que isso é
um absurdo, pois cond(KL) = n. Se o indice for p, entdo II(H) x Z¢ fixa o corpo K. Usando
a Obervacao [3.4] concluimos que existe um primo r, que aparece no condutor de K e que ndo
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aparece nas coordenadas de I1(H ), o que é um absurdo. Se o indice for ¢, o resultado segue de
modo andlogo. Portanto, concluimos que o indice é 1. Logo H/Kerll ~ Z, e assim,

‘KQI‘H‘ _ QZ5(TL) 1 _ H::l(rdi - 1)

pq (ry —1)---(ry, — 1) pg

i1) Como H é um subgrupode I[I(H)x Z¢ < Z! e [Z : H]| = pq, segue que [Z} : I[I(H)x Z¢] =
1, p, ¢ ou pq. Se o indice for pq, entdo H = II(H) x Z°. Pela Obervagdo segue que 1Sso
¢ um absurdo, pois cond(KILL) = n. Se o indice for ¢, entdo [I(H) x Z°¢ fixa o corpo L, mas
usando a Obervacio [3.4] concluimos que existe um primo r; que aparece no condutor de IL e
que ndo aparece nas coordenadas de II(H), o que é um absurdo. Se o indice for 1, entéo IT é
sobrejetora. Definindo 1, : ZF — Z, segue que II5(H) = II(H). Logo, [Io(H) = Z. Se [ é o
subgrupo de Z que fixa K, entdo H é um subgrupo de /. Logo Z = Ily(H) C II5(/). Assim,
I5(I) = Z o que é um absurdo, pois o indice de I em Z; ¢ p. Portanto, o indice de [1(H) é p,
e assim, [II(H)| = |Z|/[Z : I(H)] e H/KerIl ~ II(H). Logo,

4(n) y w1

|Kerll| = pq ((ryy —1)---(ry; = 1)) E

i11) Segue de modo andlogo ao item (i), e portanto,

() q (e - 1)
el = =Dy =)~ p

0 que prova o teorema. O]

Sejam Gal(M/Q) = {6} 0 03}=)9"! onde 6, |k é um gerador de Gal(K/Q), com 6, |1, =

7777 p—

Idy e 051, é um gerador de Gal(IL/Q), com ;| = Idk. Se t = Trg(c,)m((,), entdo

Trugyq((6; 0 05(£))(0] 0 05(t))) = Truayo(t(0; 7 0 0377)(1)).

Teorema 3.12. Sejam K uma p-extensdo ndo ramificada de condutor 74, L. uma g-extensao nao

p—1 g—1
ramificada de condutor ny com p # ¢, e M = KL. Se x € Oy com z = Z Z aij (0 0 05(t)),
i=0 j=0
entao
p—1 g—1 n n p—1 q—1 2
— N
Trujg(z?) = ny ) a}— 2 (Z a”)
=0 j=0 q i=0 \j=0
n—ny 2 (21 n—mng—ng+1 [k=is ’
— 2 (Z aij> -+ ! 2 (Z aij) .
p §=0 i=0 rq =0 5=0
Demonstragcdo. Se x € Oy, entdo
p—1 ¢q—1
Trujg(a®) = D Y aawTruyg (HO7T 0 07°)(1)) .
2,u=0 j,v=0

Para provar o resultado, vamos fazer um processo de contagem nas poténcias ¢ — u € j — v.
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Para isso, denotamos ny = py -+ - pawy - - Wp, € Ny = q1 - - - Gwy - - - wp onde p; = 1 (mod p),
¢; =1 (mod ¢) e w, = 1 (mod pq). Logo, n = s - - - Sq4pc, Onde

Di, Selgiga
S; = Wi, sea+1<i<a-+b
Giea—p, Seat+b+1<1<a+b+ec.

Como M C Q((,), segue que existem ¢, , ¢, € Gal(Q((,)/Q) tal que @, |y = 61 € @ry|m =
02, onde ¢, ((n) = (' paray = 1,2. Considerando o,, em Z*, segue que ¢,, nio altera
as ultimas c coordenadas e ¢,, ndo altera as primeiras a coordenadas. Se [ € o subgrupo de
Gal(Q(¢,)/Q) que fixa M, entdo

tHO 0 B])(t) = > ((Bi 0 6)) (Z CE) = Y in,

acH BeH a,feH

oc+6rlr2 é

: _n d
Cons1d.eranflo.d. = +.- “+ 5o segue que Gn = Coy *** Csorpser € desta forma, G,
uma raiz primitiva da unidade se, e somente se,

cllectBrird) — catpri . catbricatirin) | catricatsr | catprd

S1 Sa+1 Sa+b Sa+b+1 Sa+b+c
também o é. Denotando @ = (ai,...,0a4p4c), B = (Br,-- -, Bagbee), ™1 = (T15,. .-,
. * ~ * * © ] —_—
Tlovpre)s T2 = T2y, 3Ty ) € 2Ly o~ T X ... X L ibies SEQUE que « + Briry =

g + Bkrikrgk (mod sy). Portanto, tomando e = a + b + ¢, segue que

a1+B1T Qe+Berd
Troat(i 0 ) (1) = > Troe.al TGS,
7ﬁ€H

Mas

( a1+511“11 o ae+ﬁer%e)

Se

o¢1+,317‘11 a5+ﬁer%e))
)

Troe.)/o Tro n>/@(T7“@<<n)/@( n>( o G

onde

062+,32T12

e+ﬁer e Oél"l‘ﬁlr
= (s Gl M Trgye(Ger

ar+pirt oze-i-,Berje
Troga/eea) (G G )

)-

Logo,

o +Brrt
Troeoott; 0 0(1) = > Troe, oG
o,BEH

Q’e‘f’ﬂer
Y Troe)e@se ™), (3.1)

onde ‘
Tr ( Oék+ﬁkT1k7"2k) = sp— 1, seay + ﬁkrzlkrr%k =0
QCsy)/Q —1, seog+ Bl ry #0,

parak = 1,... e. No que segue, vamos dividir a provar em quatro casos, ou sejam para ¢ = 0
ej]=0,i=0ej#0,i#0ej=0,ei#0ej #0.

Caso (i): i =0ej = 0. Sejaa = (aq,...,a.) € H. Como M ¢é totalmente real, pela
Observagao segue que a conjugacdo complexa pertence a H. Logo, (—1,...,—1) € H,e
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portanto, 5 = (—ay,...,—a.) € H. Além disso, § € o tinico elemento de H tal que a+ 5 = 0.
Deste modo, o + B = 0, para k = 1,...,e. Assim, denotando s, — 1 = f;, segue que

ar+Brt
Troe,o(Cs

ac‘i’ﬁﬁrée

) Tro,,)/e(Gs. )= fi- fo = o(n).

Como para cada o € H, existe um unico 5 € H tal que o + = 0, segue que ocorrem

h = |H| = % parcelas iguais a ¢(n) quando fazemos o somatério da Equag@o H Deste

modo, a soma desses termos € T} = h¢(n). Pelo Lema [3.11} para cada @ € H, segue que
existem % —1ou % —1ou % — 1 (dependendo da coordenada) elementos de H com uma
coordenada diferente e a as outras iguais. Assim,

a1 +prt Oée+5e1“je ¢(n)
Troe.o(Cs M) Troece)a(Cs. 20) = fi- fom1(=1) frgr - fo = fe

Logo, na Equagio[3.1] segue que a soma da parcela é

PR ) £ )

k

k=a+1
a+b+c n
N )
2 ()
) (
q

_ (e o) b)) SR é(n)
a h( r g 2 )

a+b+c
(@ e (b el (e Yol o)
= - —— 4 = 4 — —).
a—1) p b—1/) pq c—1/) ¢ —
De forma geral, sendo II a projegdo do Lema [3.11] segue que
" p(n

- Z |KeerA1"'kl;1klA+1'"k;‘| T

k1<k;<ky
DS [Kerll, | + <—1>u) |
=1

onde Hk}---kL ¢ a projecdo nas coordenadas de Z; com excegdo das coordenadas ki, - - - , k.

Observamos que, neste caso, aparecem 0s termos %, piq, % el.

Caso (ii): i = Oej # 0. Sejaa = (a1,...,a.) € H. Suponhamos que exista
f € H tal que o + fry = 0. Assim, —fr}, = a € H. Por outro lado, Gal(Q(¢,)/Q) =
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HU@p pr HU -+ Ul o8~  H, ou seja, Z = HUriroHU- - Urd v H € uma unido de
classes laterais disjuntas. Deste modo, & = — ,37"% € T%H , 0 que € um absurdo. Logo, ndo existe
3 € H tal que o + 13 = 0, e deste modo, T = 0. Agora, analisamos a existéncia de /3 tal que
o + 5krgk = (0 em todas as coordenadas exceto em uma coordenada, digamos /. Observamos
que

Bry = (B, ..., Ba, 6a+17“§a+1, o Bery).

Para 1 <[ < a, suponhamos que existe 5 € H tal que
_ —J —J
/6 - (_a17 sy T QY1 Bla Q41 g, _aa+lr2a+17 sy T QT )

Se I C Z, € o grupo que fixa L, entdo o, 4 € H C I. Pela Observagio segue que
I~7Z¢ x---xZy x 1. Comoa € I,seguequer,’a €ry’I, onde ry” I € uma classe lateral
de I. Como Z,, € um fator de I, segue que 8 € 7y 7], 0 que é um absurdo. Logo, ndo existe
um elemento /3 nestas condi¢des. Se a + 1 < [ < a + b, pelo Lema[3.11] segue que a projecdo
II:H — Z; ;i ¢ sobrejetora. Portanto, existe um elemento [ nestas condi¢des. Agora, sejam
a+b+1<1<e JCZogrupoque fixaKell : Z; — Zy,,,- Como H C J, segue que
II(H) C II(J). Pela Observagdo 3.4 ¢ pelo Lema [3.11] segue que |II(H)| = |II(J)|. Logo,
II(H) =1I(J). Dado o € H C J, segue que ry, o € J, e assim, II(ry”a) € II(J) =TI(H), e
portanto, 3 € II"*(II(r;”«)). Concluimos, assim, que existe um elemento /3 nestas condicdes.

Desta forma, )
()2 ()%

De um modo geral, obtemos que 72 é uma cépia de 7'}, porém copiando somente os termos que
possuem os coeficientes piq ou %.

Caso (i71): © # 0 e j = 0. De modo andlogo ao caso (i), segue que 73 = 0 e T é uma
cépia de T'', onde copiamos somente os termos que possuem os coeficientes 110 ou p—lq.

Caso (iv): i # 0 e j # 0. De nodo andlogo ao caso (ii), segue que T} = 0 e T} é uma copia
de T'!, onde copiamos somente 0s termos que possuem os coeficientes piq.

Observamos que esses casos se relacionam com os a;; da seguinte forma

p—1 ¢g—1 p—1 gq—1

(Z) — a?j, (ZZ) — Z Z A5 Ay
=0 5=0 i=0 j,v=0
Jj#v
p—1 q—1 p—1 ¢-1
(Z’LZ) — Z QjjQoyjs (ZU) — Z Z Qi Ay
1, u=0 ]:0 1, u=0 j,v=0
iFu iFu jFU
p—1 /q—1 2 g—1 /p—1 2
(@) + (i) — ( aw> . (6) + (ii) — (Z am) :
=0 \j=0 j=0 ) i=0
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Agora, analisando a soma relacionada aos coeficientes 1, segue que
. —~ ¢(n)
o= h <¢<n> FEDED Y HE
k=1

A CC IS ¢(”)+---+<—1>6<—1>6).

1<ki<ko<e fk1 ko

Usando o fato que

n=+D(f2+1)(fe+1) = o(n) +

k=1

segue que 17 = hn. Agora, analisando os termos que aparecem junto a 119, segue que

A G P LR R ORI

RGN e ()
+ +§;§@ﬁ@®).

Usando o fato que

segue que
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+

o) o(n)
RN A

k1<-<kgi1 fkl o fka+1

~ ) ¢n) | o(n)
NP ey 7 o) " d)(n))

h
= —(—"n+ng),
o 2)

visto que

_ b))
A Sy AP Dl oy

De modo anélogo, segue que

. h
17 = —(—n+mn).
q
Agora, analisemos o caso T}.. Para isso, seja hc = T . Como Trg(,)/(2?) = hTryq(z?),
tomando a;; = 1,parat =0,...,p—1ej=0,...,¢ — 1, pela Proposi¢do|1.37] segue que

=
—

Q
—

T = 0% 0 0(Tr,)m(G)) = Troen) () = £1.
i=0

Il
o
Il
o

Assim, 22 = 1, e deste modo, T'ry;/q(2*) = Truyg(1) = pg. Por outro lado,

p—1 g—1 n—ny p—1 q—1 2
Pnoale) = 35" (S )

i=0 j=0 q i=0 \j=0
n—n qg-1 /p-1 2 p—1g-1 2
_ 2 (Z CLz‘j> +c < aw>
p j=0 \i=0 i=0 j=0
Deste modo,
n—mn;y n —no
pqg = npq— g — Tﬁq + cp’q”
pqg = npq—npq+nipq — npq + nopq + cp’q’
n—n;—ng+1
cC = .
bq
Portanto, concluimos o resultado. ]

Observemos que este resultado independente da relacdo entre 7y € ns.

3.5 Caso nao ramificado de grau p; - - - p,

Na Segdo [3.4] estendemos o resultado da forma trago integral de um corpo de grau p para
o grau pq. Nesta secdo, vamos estender este mesmo resultado para um corpo de numeros de
grau p; - - - p, € condutor livre de quadrados. Desta forma, consideramos, para: = 1,...,7,
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K; uma p;-extensdo nao ramificada de condutor n;, e p; # p] sei # j,e M = Kl Kr.
Consideramos n“ = cond(K;, - K;,), n = ny
{z € N|z|n;

...............

.....

Lema 3.13. Se H € o subgrupo de Z;, que fixaK, - - - K, eaproje¢do Il : H — Z; X --- X Zy
onde Il(am,, ..., ) = (,, - . ., ay,), entdo

¢ —1
‘KerH‘ — H’L:l(mdz )
w

Y

ondew = [[p;talquen; ¢ Y ={y € N|y|y1---y;} emq,, ..., mg, sdo as coordenadas de o
que sdo distintas de y1, . . ., y;.

Demonstragdo. Sejam Z = Zy X - -xZZj ez =1y, X X2y, ,onde, Z¢€é o complemento
de ZemZ. Como H < II(H)xZ° < Z} e|Z: : H] = p1 “ Drs segueque [Z: - TI(H)x Z¢| =
g divide p; - - - p,. Seja p; tal que n; € Y. Se p; 1 5, entdo H(H) x Z°nao fixaK,;. Se I < Z
€ o grupo que fixa K;, entdo /I < I, e assim, estendendo a funcdo II para Z;, segue que
II(H) C II(I). Portanto,

(2 TI(H)] = 2 : (DI : TI(H)],

Logo, p;| 3, 0 que é um absurdo. Agora, seja p; tal que n; ¢ Y. Se p; | 5, entdo II(H) x Z° fixa
um corpo acima de K;, e deste modo, cond(K;) = n; divide o condutor do corpo fixado por
II(H) x Z¢, logon; € Y, o que é um absurdo. Assim, concluimos que § = [[ p;, onde n; € Y.
Logo [II(H)| = |Z|/(Z : 1I(H)) e H/Kerll ~ II(H), e deste modo,

Kertt] — ) 5 _Hiitma =)

prope (= 1) (y; — 1)) w

0 que prova o resultado. 0

Agora, seja Gal(M/Q) = {#'o-- -0/ };. .. p._1, onde 6|, é um gerador de Gal(K;/Q)
e Oilx, = Idg, sei # j. Set = Tro,)m(¢n), entdo qualquer z € Oy pode ser escrito como

T pi—l
_ J jr
T= Y g b 0 0B (1).
i=0 ;=0
Teorema 3.14. Sejam K; uma p;-extensdo ndo ramificada de condutor n; para: = 1,...,7r
comp; # p;jsei # 5, M=K, K, eng; i = condK; ---K;). Sex € Oy com
r pi—1
2= 30D @y B 0 0 B (1), entio
i=0 ;=0
r pj—1 r pr—1 /pj—1 2
2 2
Poae) = 0L 3+ 30T (T +
j=1 i;=0 k=0 =0 \ j=

r pr—1 [Pj—1Pjp—1

+Z Pj1Piz Z Z ZZCH ..... ]+

J1<j2 =0 =0 \ j1=0 j2=0
k;én 232
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2
r pj—1
ot T | DD |
j=114;=0
onde
h S
Toiyomiy = 57 ((—US” (DY g (ST Y my s et n) :
p'Ll pls j=1 j1<ja
ny .+ = len; =ny  i—1it1,.r
Demonstragdo. Para cadai = 1,...,r, segue que K; C M C Q((,), e assim, existe ; €

Gal(Q(¢,)/Q) tal que w;|i = 6;, onde go{((n) = C,ig. Seja H o subgrupo de Gal(Q((,)/Q)
que fixa M. Deste modo,

HOf ool (t) = 3 G o0 0 )( <Z<B>: DG
acH BeEH a,BEH

J‘l.“ Jr
Escrevendo d = .~ 4 --- + -, segue que ¢4 = (- G, Desta forma, (951 57 ¢ uma
raiz primitiva da unidade se, e somente se,

d(a+ﬁs{1---sir) _ a+53{1---sir . a+ﬁs{1---sir
Cn = <

mi Me
também o €. Denotando o = (ay,..., ), B = (B1,...,08c), 51 = (51,,.-.,51,),.-.,5 =
(Srises8p) € L = v, X XLY, ,segue que a+fs]' - - s = ap+Pesi) - - s)r (mod sy,).
Portanto,
TTQ(Cn)/Q(t(Q{l 0.0 9], Z TTQ(C /Q a+/33 sl Ca—f—,@’sh Jr)'

a,BeH

Como

jl__ Jr
TTQ Cn /Q(C +ﬁs ST PN C%jﬁsl Sr ) —

578 Jr oY sg1 ~-sj’"
Trow s y0(Tra /e ) (Gt oSSt kBl

segue que
s "STIT a SJl r .
Trow) /e p) Gm ackBsy eI T
Gttt ot T g (P,
Logo,

Tro /et o0 0)(t) =

o sjlu-sf;’“ o+ BsIL . sir
D7 Trauye(Gal ™) -+ Trou oGl ), 3.2)
Oé,ﬁeH

onde
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+f83 Sr _ mk}_l, SeO[—f—BS‘{l...SZr:O
Troq ka)/Q(C )= { —1, se o+ 5531‘1 o Si £0,

parak = 1,..., c. Agora, a prova serd dividida em dois casos.

Caso (i): j1 = -+ = j, = 0. Sejaaw = (y,...,a.) € H. Como M é totalmente
real, segue que a conjugacdo complexa pertence a H. Logo, (—1,...,—1) € H, e portanto,
g =(—ay,...,—a.) € H. Além disso, 5 é o unico elemento de H tal que o + = 0. Deste
modo, oy + B = 0, para k = 1,...,c. Assim, denotando m; — 1 = f;, segue que

TrQm,) /Q(Caws Y Trgen,) /@(C‘”BS Y= fre fo = ¢(n),

onde ¢ ¢ fun¢@o de Euler. Como para cada o € H existe um tnico 5 € H tal que o + 5 = 0,
segue que existem h = |H| = ¢(") parcelas iguais a ¢(n) quando fazemos o somatdrio da
Equacgao n Deste modo, a soma desses termos € TO1 = ho(n). Pelo Lema para cada
o € H, segue que existem f E — 1 (w dependendo da coordenada) elementos de / com uma
coordenada diferente e as outras iguais. Assim,

Ca—&-ﬁs ~~S}T) Ca-i-ﬁs 57'7‘) _

Tro(m,)/l TrQ(¢m,) /0l
d(n)

fioo fomr (D) fogr - fe = — o
k

Logo, pela Equacgao segue que a soma da parcela é

()

onde w;, = w € dado no Lema pela projecdo em Z;, excluindo a coordenada k, e z;, é a
quantidade de primos que aparecem no condutor do corpo L de grau wy e que ndo aparecem no
condutor dos corpos K; que ndo estdo contidos em .. Em geral, sendo II a projecao do Lema

[3.11] segue que

" ¢(n)
L= (0" 3 g (el = D Kol |+

k1<ki<ku

onde Il - € a projecdo nas coordenadas de Zj,, excluindo as coordenadas ki, ..., k,. Ob-
servemos que, neste caso, aparecem os termos 1, =, -1 .. —1—_ Notamos que (_*7" )
Dbi” PiDj pP1-Pr Zg—t—]

representa que temos zj, primos que determinam o mesmo wy, onde ¢ desses primos estdo com
suas coordenadas sendo excluida da projecdo, e j deles fornecem a variacdo dos outros primos
(que variam livremente).

Caso (#): j; # O, parai = 1,--- je,e j; = Oparai = e + 1,--- ,r. Provamos que este
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caso é similar ao caso (i), mas tomando somente os elementos onde wy, é divisivel por p; - - - p..
Dado o € H, utilizando o mesmo argumento de classes laterais da demonstra¢do do Teorema
segue que nio existe 3 € H tal que o + (5] ---sie = 0. Dado o € H, queremos
saber quantos 3 € H existem tal que o + 53{1 .- gJe é diferente de zero em [ coordenadas
e zero nas demais. Observamos que as [ coordenadas determinam o wjy, ao definir a projecao
€ do Lema [3.13| nas [ coordenadas, e assim, analisamos a existéncia de tal 5. Seja wy, tal
que p1---pe ¥ wg. Sem perda de generalidade, suponhamos que p; ndo divide wy, ou seja,
estamos projetando em todas as coordenada de n;. Dado «, suponhamos que existe tal [3.
Seja I < Z; o grupo que fixa K;. Estendendo a proje¢cdo do Lema como H < I,
segue que, II(H) < II(I). Temos que o, 3 € H < I e ll(a) = I(Bs]" ---sle) € II(H) <
(1), mas TI(B8s]') ¢ TI(I), visto que todas as coordenadas de I estdo na projecdo. Logo,
II(Bs)' - s¢) ¢ TI(I), o que é um absurdo. Portanto, se p; ---p. 1 wy, entdo ndo existe
[. Agora, seja wy, tal que p; - - p. | wy, ou seja, para cada n;, para i = 1,...,e existe uma
coordenada na qual ndo estamos projetando. Se e = r, entdo a fun¢do € sobrejetora, e assim,
existe tal 5. Se e # r, entdo existe K, = K,, ---K,, tal que estes sdo os tnicos corpos de
Ky, ..., K, em que a projecdo estd definida em todas as coordenadas do condutor de cada corpo.
Seja J < Z; o grupo que fixa K,. Como H < J e estendendo a projecdo do Lema|3.13| segue
que II(H) < II(J). Pela cardinalidade, segue que |II(H)| = |II(J)|. Logo II(H) = TI(J).
Dado o € H < J, segue que s, - - - 5.7 € J, e assim, I1(s;7" - - - s77e) € TI(J) = II(H),
ou seja, 5 € Hfl(H(sfj '... s Jeq)). Concluimos assim que /3 existe. Portanto, provamos que
o este caso é uma cdpia do caso (i), mas copiando somente os elementos onde wy, € divisivel
por p; - - - pe. Desta forma, ja sabemos como comportam a quantidade de elementos na Equacao
3.2

Agora, analisamos as somas desses termos. Comeg¢amos pelos termos independentes. Estes

termos sO aparecem quando j; = - - - = j, = 0. Assim,
T = <¢<n> TN ks - NI DAL <_1>26> .
k=1 k 1<k <ko<c f/ﬂfkg
Usando o fato que
n= (4 D+ 1) (o + 1) = 6n) + d);jj) S
k=1

segue que
17 = hn.

Analisamos os termos que aparecem junto a z%' Sem perda de generalidade, consideramos 7 = 1
e que os primeiros a termos de n sao os termos que aparecem em 1, € ndo aparecem nos demais
nj, com j # 1. Assim,

r o= (=, s (ot + oo o+
B ()
i O A
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N e NG
+ +kzlf1---fe( 1)).
Como

segue que

TR BPVRR o ¥ 0 R o V(G N R (O
T, = ( ¢(n) A Z i Zfl"'fc)

L O N G B o O I o)
om #n) = N Z ek k1<§a_1 Jir oo frao
B ¢n) ¢(n)
k1<-Z<ka Jry o fra k1<2a+1 Jra o Fras

- _ o Z #_..._MJFM

k1<-<kat1 Fine s Fraa k=a+1 Jati ¢(n) = ¢(n)
h
= —(—nm+n et )
pl( 207)
visto que
¢(n) ~  ¢(n)
No,w = (far1 + 1)+ (fe+1) = + e L
e = Vo D)o (et 1) = 5000 k;mfl---fafk
Ou seja,
Ty o= —(=n+n1 i 1itl..r)

bi

Agora, analisemos os termos que aparecem junto a prj. Sem perda de generalidade, considera-
mos ¢ = 1, 7 = 2 e que os primeiros a termos de n s30 0s termos que aparecem em n; o € nao
aparecem nos demais n; ;. Os termos variando de a+1 até a+0, e de a+b+1 até€ a+b+d, sdo
0s termos que estao em n; € ng, respectivamente, € nao aparecem em nenhum outro n;. Obser-
vamos que em (a:ﬁv) o elemento a representa quantos elementos que determinam o termo que

queremos. Neste caso, o termo € 1#102’ onde v representa a quantidade de elementos que estdao

sendo utilizados para gerar o termo, e u representa a quantidade de termos livres de ) | f(*&
i1

‘“f’.u+v
que estdo variando dentro dos a termos. Desta forma,
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T = — (— ( . 1)¢<n> ¥ ( : 2)¢<n> o (—1)0(n)
i 3 ()6 )

() () e ()
ey () () e ()

onde W ={0<w<a0<u<b 0<v<d|uvw #0ou (uv # 0ew = 0) ou (uw #
Oewv=0)ou(wv #0ewu=0)}. Lembramos que

(1) - () + () =0

e assim, fixando uv # 0 no termo

a b d
(—1)u+v+w( ) ( ) ( )’
2<u+v;a+b+d a—w b—u d—wv

uv#0

(=1)mt <b b u) (d ¢ U) 3 (- (a ‘ w) ~0.
P A (a - w) (b : u) (d : v) )

2GR 2 o))

2<v4+w<a+d
ww#0 vw#£0

segue que

Desta forma,

E desta forma,

2<u§;a+b(_1>u+w (a —a w) (b E u) - _(b E O) Z (=1)* (a il w) -

1<w<a
uw#0

Portanto,

P1p2 k=1 k=1

- L(_¢<n>+2¢<n>_ o) oy m+>

mas esse padrdo de —@(y) + 2¢(y) ndo se mantém em 7 . pois se colocarmos foiq- -
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a b

b—u)\d—wv
com v = 0. Desta forma, teremos —¢(y) + ¢(y) ao invés de —p(y) + 2¢(y). E o mesmo
vale para foipy1 - farvrafr, -+ S, Como

n = ¢(n)+2€:M+...+17
k=1 F

¢(n) - ¢(n)

fatvfi, -+ fr, no denominador, o termo g aparecerd somente

g = Tt Y Tt ]
fa+1"'fa+b =1 fa+1"'fa+bfk
n < n
nig,.r = gzﬁ( ) + ¢( ) 441,
fa+b+1 te fa+b+d b1 fa+b+1 te fa+b+dfk
ng.r = + + -+ 17
f fa+b+d Z fl fa+b+dfk

segue que
hin —ns, , —ni3. r+n3. .,

P1p2 .
Mas isto independe do indice p; e po. Para simplificar a notagcdo, denotamos

T*

pipz

n; = N1, i—1,i+1,...r-

Logo,
" . h(n - n; — nj + TL;’;)
bibs P1p2 .
Vamos analisar o caso 77 . Sem perda de generalidade, consideramos i; = j € que 0s

S PiyPiy B
primeiros a termos de n sdao 0s termos que aparecem €m ny,..v € qu€ nao aparecem nos outros

Ny, ke- ASSIM, existem a; termos que aparecem em n; € que NA0 aparecem nos outros ny.
Logo,

T = e (= o+ () o+ -+ (1ot
vo) 3 (e (M

{u,ut,...,up JEW

() =)

{{uaulw"vuv}’OSuSaa Ogujgajajzlf"7Uaeu1"'uv7é0

ou uuj, - - - uj, # 0 para algum conjunto de indices} .

() )

e com respeito aos outros elementos do conjunto W, segue que se uu; - - - ug # 0. Desta forma,

onde

Assim,
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Z (= 1)wutetu <a i u) (a1 ‘il u1> e (ak Cﬁfu])

uug - up 70

— Z (—1)whuttue (a i u) <a1 a_l u1) .

uug-ug 170

ag
Ag—1 — Uk—1 et ax — Uk

- s () ()

uu - up—1 70

_ (_1)k’+1'

No entanto, para cada combinagio de indices de W, segue que o somatério ¢ igual a (—1)F*1,

Portanto,
() () (L) () o

e este termo é o primeiro termo que vai gerar (—1)n. Similarmente a 7),,,,,, segue que a forma
geral é dada por

ES h S 1
Tpil'“pis = pil .. pls <(_1) Z n + Z 7’]1%]'2 + T + anl?'--,%jS)

J1<jz2

enj_; = 1. Como Troe,)o(r®) = hTryg(e?), tomando T, = +T, . segue que se
r pi—1
T = Z Z ar, (0] o---062)(t), entdo
=0 j;=0
r Dj— r r pr—1 /pj—1 2
CREIND ) SERED 35 35 o1 0 3/
j=1 ;=0 j=1 k 0 1 =0 j
2
r pr—1 Pj,— 1p32
S SETD 0 316 3 Sy
J1<J2 k#:l o ir=0 \ j1=0 j2=0
r pj—1 ?
+eeet Tpl"'Pr Z Z ai,..r )
j=1 ;=0
0 que prova o resultado. [

Observemos que este resultado independe da relagdo entre os condutores n;.

3.6 Consideracoes finais do capitulo

Neste capitulo, apresentamos a forma traco integral de um corpo com grau e condutor impar
e livre de quadrados. O objetivo destes resultados € caracterizar a forma traco integral, para
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assim, poder minimiza-la em alguns Z-médulos. Com isto, obter o p da Equac@o [2.1] e assim,
calcular a densidade de centro dos reticulados. Portanto, no préximo capitulo apresentamos um
método de como minimizar a forma traco integral em certos Z-mddulos.






4 Minimo da forma traco integral

O estudo de reticulados possui aplicacdes em diversas areas, como na teoria de codigos e
criptografia. Como esses topicos vem ganhando importancia devido ao desenvolvimento tecno-
légico, os reticulados vem chamando cada vez mais ateng¢do dos pesquisadores. No Capitulo[2]
a Equacao [2.1] apresenta os pardmetros necessdrios para calcular a densidade de centro de um
reticulado algébrico. No Capitulo [3| caracterizamos a forma traco integral que estd diretamente
relacionado ao raio de empacotamento do reticulado. Porém, somente com a forma trago inte-
gral ndo € possivel calcular a densidade de centro. Desta forma, neste capitulo, nosso objetivo
¢ minimizar a forma traco integral para assim obter o raio de empacotamento da Equagdo2.1|e
obtermos a densidade de centro de um reticulado em R", com n livre de quadrados.

4.1 Modulos em um compoésito de corpos de graus primos
distintos e condutores iguais

Seja M = K - - - K, um compdsito de corpos de niimeros com [K; : Q] = p; # p; = [K; :
Q] e condutores iguais a n. Deste modo, pelo Teorema [3.14} segue que

c—1 c—1 2
n—1
Tryg(z?) = nZa? - <Z al) ,
i=0

=0

onde ¢ = p; - - - p,. Sejam m um ndmero natural e

M = {:L’:Zaiai(t)\ ZaizO(modm)}.

=0

Consideramos a 6rbita de x, denotado por O(z), como sendo os elementos y € Oy, com
y = > bio'(t), tal que a soma dos b; de y seja igual a soma dos a; de z. Observamos que
na 6rbita O(z) o segundo termo (> a;)? da forma trago esta fixado, e assim, para minimizar
a forma trago em uma 6rbita é suficiente minimizar o primeiro termo (> a?), o qual podemos
denotar por |z|. Seja T} ; : M — M definida por

E,j((ala s 7ac)) = ((ala ceey -1, 04 + 1aai+17 ceey Q1,05 — 17aj+17 e aac))v

onde z = Y a;0'(t) é denotado por (a1, . .., a.). Observamos que T; ;(x) ndo altera a 6rbita de
.
A seguir, apresentamos dois lemas essenciais para a demonstragdo do Teorema4.3]

Lema4.1. |z| > |T; ;(x)] se, e somente se, a; — a; > 1.

57
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Demonstragdo. Note que |z| > |T;;(z)| < af +aF > (a; + 1) + (a; — 1)* & 2(a; — a;) >
2 & a; — a; > 1. O

Considerando a 6rbita onde a soma dos a; € zero, segue que o minimo da forma traco nesta
Orbita é

Trujo(z®) = 2n, onde x = (1,—1,0,...,). 4.1)

Agora, analisemos as outras Orbitas. Seja S a soma dos a;’s. Podemos escrever S = c¢s +r com

0 <r < ¢, etomando
r=(s8,...,8s+1,...,s+1),

VvV
r entradas

pelo Lemal. 1] segue que x € o elemento minimo da drbita cuja soma dos a;’s € S. Desta forma,
a norma minima é

|z = Zs + Z (s+1)=(c—r)s" +r(s* + 25+ 1) = s>+ 2rs + 1.
i=c—r—+1
Portanto, temos os seguinte Lema.

Lema 4.2. Sejam x = (ay,...,a.)eS=a;+ -+ a.. Se S =cs+r,com0 <r < ¢, entdo

min |y| = cs® + 2rs + .
y€O0()

Assim, substituindo z = minyco(,) |y| na forma trago, segue que

TTM/@(Z2) = n(cs®* +2rs+7r) — (cs +1)?

-1
= nes® +2nrs +nr — (c®s® + 2csr + 1?)

= s>+ 2sr+nr — . 4.2)

Para simplificar a notagdo, consideramos

F(S) = yggg) Truyg(a?),

onde S=a;+---+acex=(ay...,a).

Teorema 4.3. Se m € um inteiro positivo, entao

. c
m* = IGHA}llao} Tryo(z?) = m1n{2n,F(m), L F (—m)} ,

onde d = mdc(c, m).

Demonstragdo. A Equagdo ¢ crescente quando s cresce e quando consideramos S > 0.
Desta forma, temos que tomar o menor s > (0 possivel, e todas as possibilidades de r, ou
seja, um conjunto completo de residuos. Observamos que o conjunto {m, 2m, ..., $m} é um
conjunto completo de residuos, uma vez que

<§+1>mzc%+mzm(mod0).
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O caso F'(0) = 2n, da Equacéo ¢ contemplado nos residuos, mas deve ser acrescentado
pelo comportamento diferenciado. [

Exemplo 4.4. i) Se p; = 3, n; = n = 397 e m = 40, entdo m* = 2 x 397 e a densidade de
centro do reticulado o (M) € 6 = 0.1761. Note que opg(M) C R3.

i) Sepy = 3,ps =5, n; =ng =n = 2371 em = 49, entdo m* = 2 x 2371 e a densidade
de centro do reticulado (M) € § ~ 0.0055. Note que oy (M) C R,

iii) Sep; =3,p2 =5,p3 =7, =ng =n3 =n = 3571 e m = 16, entdo M* = 2 x 3571
e a densidade de centro do reticulado o (M) € § = 5 - 1071°. Note que oy (M) C R,

As melhores densidades de centro conhecidas nas dimensdes 3 e 15 sdo 1/(4v/2) ~ 0.17678
e 1/(16+/2) ~ 0.04419 respectivamente, [19]. Na dimenso 105 ndo encontramos informacdes
sobre a melhor densidade de centro conhecida.

4.2 Modulos em um compdsito de dois corpos de condutores
mi1 €mo =7m;

Sejam K uma p-extensdo ndo ramificada de condutor m4, . uma g-extensdo nao ramificada
de condutor m;r = n, com p # g. Assim, a forma trago de KL é

p—1 g—1 n—m p—1 q—1 2 —m +1 p—1 g—1 2
TTK]L/Q = ’I’LZZCIEJ ! Z (Z aij) + - ( Zaij> .

=0 ;=0 =0

Consideramos
p—1 g—1 q—1
= x= ai;0% o 65(t) com g a;; =0 (mod m)
i=0 j=0 j=0

Assim, escrevendo z como uma matriz, isto €,

Qoo ao,q—1

ap—1,0 *°° Gp-14-1

segue que a soma de cada linha é congruente a zero médulo m, onde m € um nimero natural
ndo nulo. Agora, consideremos a 6rbita de z, O(x), como sendo os elementos de M tal que a
soma de cada linha da matriz seja igual a soma de cada linha da matriz x. Observamos que na
7 . 2 . 2 ~

orbita O(z) o segundo termo » (> a;;)° e o terceiro termo () ) a;;)* da forma trago estdo
fixado, e assim, para minimizar a forma traco em uma 6rbita € suficiente minimizar o primeiro
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termo ) Y ag;, 0 qual podemos denotar por |z|. Seja T} : M — M definida como

apo - ao,; .. ao.k .. ao,g—1
Tijk Qg o @iy Qg Qg =
Ap—10 “** Gp1j - Gp1g “*° Gp1g-1
app - ao,; ... ao k ... a0,g-1
aip e Uy ._|_ 1 .- Qi — 1 .- @i g1
ap-10 - ap_1; - Ap—1k ° Ap_1g-1

Observamos que T; ; () ndo altera a rbita de .
A seguir, apresentamos dois lemas essenciais para a demonstragdo do Teorema[.7]

Lema 4.5. |z| > |T; ; x(z)| se, e somente se, a;; — a;; > 1.

Demonstragdo. Note que |z| > |T; ;1 ()| & af;+a3, > (ai;+1)*+(ai—1)* & 2(ay—ax) >
2<=>CL7;J'—CLZ',IC>1. O

Considerando a 6rbita onde a soma de todas as linhas sdo zero, segue que o minimo da
forma traco nesta Orbita é

1 -1 0 0
0 0 - 0

Trxw g(z?) = 2n, onde © =
0o 0 0 - 0

Analisamos as outras orbitas. Seja ; a soma de cada linha. Podemos escrever 5; = ¢s; + 1,
com 0 < r; < ¢, e tomando

S1 S1 - 81+1 81+1
S9 . e 32+1

xr = . . . . )
Sp 5p+1

segue que || = Y ¢s7 + 2s;7; + ;. Assim, o minimo de T'rgy,/g(«?) da érbita é

P P
n—m —m; +1
Trevo(e?) = nY (gs +2simi+1i) — . > B+ ;—q(z Bi)*
z:pl » =1 Tl . »
- nZ(qs% + 28T + 1) — nZ(qs? + 28,1 + El) + 71 Z 32
i=1 i=1 i=1
—my + 1 b 2
+——(_75)
T

& n I 9 My & 9  —my+1 & 9
=1 =1 =1 =1
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Agora, analisemos os 3; fixando os r;. Com os r; fixos, podemos desconsidera-los no estudo
para minimizar a forma traco, ou seja, € suficiente minimizar

P —my 41 D 2
2?)=m B4+ — Bi> . (4.3)
T (Z

Esta expressdo € exatamente 71k /@(x ), onde x = Z 6192 ). Logo, esta expressdo é sempre
maior que zero, conforme provado em [15]. Denotamos x = (f1, -, Bp), € consideramos a
Orbita

O1(x) ={y=(n, W), Z% Zﬁze% Bi (mod q), i =1,--- ,p}.

Lembramos que somente estamos considerando 3; = 0 (mod m). Seja mme(m, q) = d.

Lema 4.6. Seja T, ; : M — M definida por T; ; (81, -+, 8p)) = (B1, -+, Bi +d,--+,5; —
d, < ,5;,,). Assim, |37| > |Tw(:1:)] = 57, — Bj > d.

Demonstragdo. Note que |z| > |T;;(z)| < 67 + 67 > (6; +d)* + (B; — d)* < 2d(6; — ;) >
2d2¢>ﬂi—ﬁj>d. [

Note que o termo d foi escolhido para ndo alterarmos o resto da divisdo de (; por ¢ e para
manter o fato de que j3; € divisivel por m.

Teorema 4.7. Se K € uma p-extensiao nao ramificada de condutor m., [ uma g-extensao nao
ramificada de condutor n = myr, onde p # ¢ e m €é um inteiro positivo, entao,

min 1'r 2y — min on, F(By, -, ’
iy Trael@) = | min, 2 E G B
el

onde F(B1,---,B,) = nd m — 230rf + M35 + =ME(3T5)% 0 < 1y < ¢,y =
Bi (mod q), com

i) C; = {m(q(i+c)+a)}=y o1 41 ={-2,-1,0} se mdc(q,m) = 1.
it) C;={m(i +¢)}eeo1,I = {—1,0} se mdc(q, m) = q.

Demonstra¢do. Como ps é um niimero primo, vamos dividir a prova em 2 casos, ou seja, ps | m
e patm.

Caso (i): mdc(q,m) = 1. Escrevendo f3; = m(qb; + a;), onde a; é o menor inteiro tal que
0 <a; < gema; =r; (mod q). Sem perda de generalidade, podemos permutar os [3;, deste
modo, vamos reescreve-los de forma que a; > ay > --- > a,. Assim, o elemento de norma
minima na 6rbita é

(m(ga +ar), mga +az), -+ ,mlgla+1) + ap—y), -, mlgla+1) +ap)),
onde Y b; = ap + 7, com 0 < 7 < p, pois considerando i > j, segue que
o |m(qa+ a;) — m(ga + a;j)| = mla; — a;| < mg

o m(qa+ a;) —m(qla+ 1) + a;)| = mla; —a; — q| < mg
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o m(q(a+1)+a;) —m(q(a+1)+a;)| =m|a; — a;| < mg.

Assim, o minimo da 6rbita na Equagdo[4.3]¢é

p p 2
Ft) = Y gt (Zﬁ )
=1 1=1

= mi(m*(g+a+a)*+ - +m*(gla+1)+a,)?)
2
—my +1 & -
— <mqui+mZai>
p i=1 i=1
p p Y
= mm? (pq2oz2 + 2qa Z a; + Z a? 4+ 2v¢*a + v¢* + 2¢q Z az-)

i=1 i=1 i=p—7y

2
—my +1 P &
+—j;—mf(f@ﬁf+2mw+75+2ﬂmrPﬂZ)u+<§:m>
=1

i=1

p p P P 2
= mym? Z+7q2(1 — %) +2q Z a; — 2q72ai — ]1—) (ZCLZ)

1=p—y

2

m? P

—I—? (q(ap + ) + Z a; | . 4.4)

i=1

Se ao > 0, entdo a Equacdo #.4) € crescente. Por outro lado, como 0 <y < pe0 < q; < ¢,

segue que
> e = > e -
q(ap+7)+2ai<0<:>a< =7 e -2<=1
p p

Logo, se v < —2, entdo a Equagdo [4.4] ¢ crescente. Assim, para minimizar a forma trago inte-

gral € suficiente analisar —2 < « < 0. Portanto, 3; = m(q(a + ;) + a;), onde « = —2, —1,0,
v%=0,1eaq;,=0,1,---,qg— 1.

Caso (i1): mde(q, m) = q. Neste caso, ¢ divide m e m divide ;. Logo, r; = 0, para todo i.
Assim, 3; = may, e escrevendo Y «o; = ap + 77,0 < v < p, segue que

(ma, -+ ,ma,m(a+1),--- ,m(a+1))
¢ um elemento de norma minima do conjunto que fixa o resto dos ; e fixam ) _ 3;, pois
|ma —m(a+1)] < m = mme(q,m).

Assim, o minimo da 6rbita na Equagao[4.3]¢é

2
—my 41 [<& —mq +1
S R (z@-) = me® 4 207 +9) + T e
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+2apy + %)

= mum*(a® + 20y +7) — mym® (a’p + 2ay
2 2

+l) +m? (azp + 2007 + %)

p
7 2
= mym? (’y — —) +m? (azp + 2ay + —)
D p
2 m2
= mym? (7 - %) + (e + ) .5)

Se o > 0 e « crescente, ou « < —1 e « decrescente, entdo a Equacao[4.5] ¢ crescente. Assim,
para minimizar a forma trago integral € suficiente analisar —1 < « < (. Portanto, §; =
m(a + ;) onde « = —1,0, v; = 0, 1. Assim, concluimos o resultado. [l

Observamos que a variacdo de a no Teorema se da de 0 a g para que tenhamos um
conjunto completo de residuos médulo q.

Exemplo 4.8. i) Se p = 3, ¢ =5, m; = 3ler = 11, m = 7, entdo a densidade de centro do
reticulado o (M) € § =~ 0.0015. Note que oy (M) C R,

i) Sep=3,q=5,m; =3ler =11, m = 8, entdo a densidade de centro do reticulado
(M) é 6 = 0.0021. Note que op (M) C R,

iii) Sep =3,q=>5,m; =3l er =461, m = 52, entdo a densidade de centro do reticulado
op(M) é 6 = 0.00212. Note que oy (M) C R,

A melhor densidade de centro conhecida na dimenséo 15 é 1/(16+/2) ~ 0, 04419, [19].

4.3 Consideracoes finais do capitulo

A partir da caracterizagdo da forma trago integral do Capitulo [3| neste capitulo construimos
reticulados a partir de certos Z-médulos e calculamos suas respectivas densidade de centro.
Porém, nao obtivemos reticulados com densidades de centro proximas as melhores conhecidas.
No préximo capitulo damos uma perspectiva sobre a forma traco integral via o homomorfismo
torcido.






S Consideracoes finais do trabalho e
perspectivas futuras

Neste trabalho, apresentamos inicialmente resultados basicos da teoria de Galois, extensoes
de corpos, reticulados e reticulados algébricos, todos estes sendo tOpicos essenciais para com-
preender o desenvolvimento do trabalho. Tendo como objetivo o cdlculo da densidade de centro
de reticulados algébricos, apresentamos os pardmetros que influenciam neste cadlculo. Dentre
esses parametros, damos destaque ao raio de empacotamento, que ja possui varias maneiras para
ser calculado computacionalmente para casos especificos no qual os corpos estdao conhecidos.
No entanto, para caracterizar o raio de empacotamento de um corpo qualquer o calculo do raio
de empacotamento apresenta um alto nivel de dificuldade.

Alguns trabalhos, como [2] e [15], tem analisado como descrever o raio de empacotamento
de um reticulado algébrico construido via o homomorfismo candnico. Dentre os trabalhos, se
destacam a caracteriza¢do do raio de empacotamento de corpos ciclotdmicos, dos subcorpos
maximais de corpos ciclotomicos e de corpos de nimeros abelianos de grau primo impar.

Este trabalho teve como objetivo estender o conjunto de corpos no qual o raio de empaco-
tamento € caracterizado. Desta forma, caracterizamos o raio de empacotamento de corpos de
numeros abelianos de grau impar e livre de quadrados e condutor livre de quadrados. Assim, o
Capitulo [3] € voltado para exibir a forma traco integral, e para a caracterizagdo da forma trago
integral utilizamos um processo de contagem em um subgrupo / de Z;, uma vez que conhe-
cemos todos os grupos entre 1 e Z;. A caracteriza¢do da forma trago integral de um corpo de
nimeros de grau impar e livre de quadrados e condutor livre de quadrados dada nos Teoremas
e ¢ uma expresséo para o raio de empacotamento, mas ndo calcula o raio. Desta
forma, no Capitulo 4, minimizamos a forma traco integral em certos Z-modulos para assim cal-
cular explicitamente o raio de empacotamento, e deste modo, a densidade de centro de alguns
reticulados. Embora os reticulados obtidos ndo sejam os melhores em suas densidades, fica
neste trabalho a contribuicao tedrica para o assunto. Neste caso, fica em aberto uma perspec-
tiva futura de pesquisa a procura de reticulados com boas densidade de centro nas dimensodes
impares e livres de quadrados.

5.1 Homomorfismo torcido

Ao longo deste trabalho, apresentamos diversos assuntos, alguns destes assuntos ja foram
muito pesquisados, tendo diversos artigos que tratam sobre os problemas inerentes a ele. Porém,
existem alguns que ainda hd muito a ser pesquisado. Desta forma, apresentamos, a seguir,
alguns temas que ainda necessitam serem pesquisados.

Os reticulados obtidos utilizando os Teoremas[3.12] [3.14] 4.3|e[d.7|ndo apresentam densida-
des de centro préxima a 1/(16+/2), que é a melhor densidade de centro conhecida na dimensio

65
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15. Desta forma, nesta se¢dao, damos uma perspectiva sobre o homomorfismo torcido, que po-
dem ser uma alternativa para resolver esse problema.

Seja K um corpo de nimeros e M um Z-moédulo em Ok. Ao analisarmos a densidade de
centro de um reticulado gerado via o0 homomorfismo candnico

2r2pn
|disc(K)|2[Ok : M]’

d(ox(M)) =

e a densidade de centro de um reticulado gerado via o homomorfismo torcido
2T2 pn

O(oax(M)) = \disc(K)|3|N(a)[?[Ox : M]’

a tnica diferenca esta no termo |N(c)|2. Porém este termo, escolhido adequadamente, pode
ajustar a densidade de centro do reticulado para assim se aproximar da melhor densidade de
centro conhecida na dimensao em que o reticulado esta sendo construido. Portanto, exibimos
algumas ideias sobre a forma trago integral do homomorfismo torcido.

Consideramos o homomorfismo torcido da Equacao ou seja,

Gaicl®) = (VI @01(), .., /5r1 (@)1, (), /T 71(0) Re(0y,51(2)), .
Vo (@) Im(o, 4 (2))). (5.1

Seja K uma p-extensdo nao ramificada, com p primo impar e conduto n. Sejam Gal(KL/Q) =
{0} et = Tro(c,)/k(Cn). Se x € Ok, entdo x = f;ol z;0'(t). Se a, v € Ok, entdo

p—1

Trjo(az®) = Y aajaTrg ot~ (£)0F7(t)).
1,7,k=0

Agora, analisamos o que acontece em Ty /g (0" (£)6” (t)).

Como K C Q((,), segue que existe ¢ € Gal(Q((,)/Q) tal que p|x = b e ¢(¢,) = (.. Se
H é o subgrupo de Gal(Q(¢,)/Q) que fixa K, entdo

0 (00 (1) = D G (Z<ﬁ> ’ (ZO): ST g

acH peH veH a,B,y€EH

_n n d __ a+Bri4ari 4
Escrevendo d = o+ -+ o, seque que ¢4 = ¢, (.. Desta forma, (2P 7" € uma
raiz primitiva da unidade se, e somente se,

Cd(a—l-ﬁri—l-'yrf) _ Ca—l-ﬁri—l-'yrj . <a+5ri+wf
n

P1 s
também o €. Denotando o = (v, ..., ), B=(B1,..-,Bs), v = (1, %s), 7 = (r1,...,75) €
Ly =7 X ...x Ly ,segue que o + Bri4+yri = oy + ﬁkrk + 7. (mod ;). Portanto,
Tr (w Tr a1+/31r1+717"1) Tr ( as+Bsrt +%7"s>
Q¢n)/Q Q( Cpl)/@ Q(¢ps)/Q
a,ByEH
onde

Tr ( ak+ﬁkrk+'ykrk> _ Pk — 1, se oy + Bk’l“]lc + ’Yk’l“{c =0
QG )/Q —1,  seoy + Bury + ey, # 0,
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para k = 1,...,s. Seguindo os passos da demostra¢io do Teorema a demonstragio
aconteceria numa divisdo de quatro casos, porém algumas diferencas comecam a surgir. Para
exemplificar analisamos o caso (7).

Caso (i): i = 0ej = 0. Sejacw = (ay,...,a5) € H. O objetivo € calcular quantos
8,7 € H existem tal que o +  + v = 0. Como K ¢ totalmente real, segue que a conju-
gacdo complexa pertence a H, pela Observacdo Logo, (—1,...,—1) € H, e portanto,

—y € H,ouseja,a+ +v=0sereduza o+ § = —y € H. Agora, analisamos um exemplo
para vermos algumas possibilidades para a questdo de v + 8 € H.

Exemplo 5.1. Em Q((o;) existem dois subcorpos de grau 3 e condutor 91 = 7 - 13. Um deles é

gerado pelas raizes do polindmio p(x) = 23 — 2% — 30x — 27 e 0 outro pelas raizes do polindmio

q(x) = 2% — 22 — 30x + 64. Os grupo que fixam esses corpos em Z3 x Zj, s30 08 grupos

H, =< (2,2),(3,4) >e Hy =< (3,3),(2,6) >. Observamos que, se o, 5 € H < 7% x 73,
entao
a+BeH & (1,)+a'pecH,

ou seja, a pergunta
“dado o € H, existem quantos § € Htalquea+ 3 € H?”
se reduz a “existem quantos € H tal que (1,1) + 5 € H?”. Para o grupo H; aresposta é 5, e
os elementos [ que proporcionam essa resposta sao:
(1,1), (2,3), (4,9), (5,11) e (3,6).
Para o grupo H, a resposta € 8, e os elementos [ que proporcionam essa resposta sao:

(1,8), (2,9), (4,3), (1,5), (5,4), (3,10), (3,2) e (5,7).

Observamos que os corpos possuem o mesmo grau, condutor e discriminante. Assim, fica em
aberta a questao sobre quais s@o os fatores que influenciam nestes corpos para que esses corpos
tenham comportamentos diferentes.

A observagao feita dentro do Exemplo [5.1] pode ser traduzida no seguinte lema.

Lema 5.2. Sejam m e n nimeros livres de quadrados, m um nimero impar e H < Z} um
subgrupo de indice m. Assim, existem «, 3,7 € H tal que o + [ + v = 0 se, e somente se,
existe 7 € H talque 7 + (1,...,1) € H.

Demonstragdo. Pela Observagdo[3.5] segue que (—1,...,—1) € H. Assim,
a+f+y=0=>pB+y=—a=a B+aly=(-1,...,—-1) € H,
ou seja,

e B((L,. . )+ ) =aBralye B
Logo, 37,87y +(1,...,1) € H. Reciprocamente, se 7,7 + (1,...,1) € H, entdo
—7r(r+1,..., 1) +7+72=0,
0 que prova o lema. [

Desta forma, para verificar em quais condi¢des de m e n o Lema[5.2] seja verdadeiro ¢ uma
possibilidade para a demonstracdo da forma trago integral para o homomorfismo torcido.
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5.2 Minimo da forma traco

Outra perspectiva futura, que este trabalho fornece, é o estudo sobre minimizar a forma
traco integral em ideais ou em Z-moddulos de um anel de inteiros Oy, onde M é um corpo de
nimeros com grau e condutor fmpares e livres de quadrados. Na Secao [3.4] consideramos um
composito de dois corpo Ml = KL, onde K € uma p-extensdo nao ramificada de condutor n; e
L é uma g-extensao ndo ramificada de condutor ns, com p # ¢. Assim, a forma trago integral
de M é

p—1 gq—1 p—1 /q-1 2

n—mn
2\ 2 1
Trwg(z?) = n g E j — . E E aij
i=0 j=0 i=0 \j=0
2
qg—1 /p-1 p—1 q—1
n— Ny n—nl—n2+1
— E E CLij + aij
b =0 i=0 =0 j=0

Na Se¢ao 4.2} considerando ny = n;7r, minimizamos a forma trago integral em Z-mddulos que
podem ser descritos como os elementos

Gopp - apg—1
xr = :
ap—10 - QAp-1g¢-1

em Oy que possuem a soma de cada linha congruente a zero médulo m, onde m é um nimero
natural, isto €&,

p—1 g—1 q—1
Z Z a;;0 o 9] )€ Ou | Z a;; = 0 (mod m), para todo i
=0 j=0 =0

Porém podemos tomar outros médulos que resultem reticulados com boas densidades de centro.
Como, por exemplo, o médulo onde a soma de cada linha é congruente a zero médulo m e a
soma de cada coluna é congruo a zero médulo m, isto €,

p—1 g—1 -1
M, = = a; QZ o 0] )€ Ou | Z = 0 (mod m), para todo i
=0 7=0 7=0
p—1
e a;; = 0 (mod m), para todo j

Il
=)

i

Observamos que para minimizar a forma trago integral em M, é suficiente seguir os passos da
Secao , onde o desafio estd em minimizar o primeiro termo da forma trago, Y 7_ Z
em uma Orbita do mdodulo M.

’L]’

5.3 Condutor com termos quadraticos

Os corpos estudados, neste trabalho, possuem uma base integral descrita pelo Teorema|[[.40]
porém ao fazer o compdsito de corpos com condutores ndo livre de quadrados, segue que a base
integral ndo poderd ser descrita pelo Teorema [[.40] O Teorema de Leopoldt constréi um
conjunto de elementos baseados nos corpos intermedidrios e afirma que dentro desse conjunto
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existe uma base integral. Porém encontrar quais elementos desse conjunto formam uma base
integral se torna um desafio ao fazer um compdsito de varios corpos. Para exemplificar a ques-
tdo da base integral de um corpo com termo quadritico no condutor construimos o seguinte
exemplo.

Exemplo 5.3. Sejam K o corpo de nimeros gerado pelas raizes do polindmio p(z) = z3 —

93z — 217 sobre Q e L o corpo de nimeros gerado pelas raizes do polindmio ¢(z) = 25 — 2% —

13623464122 — 3712 —67 sobre Q. Como cond(K) = 3%-31 = 279 e cond(LL) = 31-11 = 341,
segue que cond(KIL) = 32 - 31 - 11 = 3096. Assim, pelo Teorema de Leopoldt segue que

D(3?-31-11) = {1023, 3096}.
Se d; = 1023 e d; = 3096, entdo
Fgy, =KLNQ((y,) =LelFy;,, =KLNQ({) =KL.
Logo, o anel de inteiros de KL é dado por
OkL = Z|Gal(KL/Q)na, ® Z[Gal(KL/Q)]na,,

onde 14, = Ty, )/L(Car) € Nay = Troc,,)/xL(Ca, ). Se 0 € um gerador de Gal(KL/Q), entdo
63, é gerador de Gal(IL/Q). Deste modo, tomando

B = {9<77d1)’ 6)2(77d1>’ s 7615(77011)7 0(77612)7 02<77d2>a s 7015(77112)},

segue que existe um subconjunto de B que € uma base integral de KILL. Note que, como ds ndo
é livre de quadrados, segue que {0(n4,), 0%(na,), . . ., 0 (n4,)} ndo é uma base integral de KL,
pois Trgr, /Q(ndQ) = 0 [7]. Deste modo, a escolha dos elementos de B que geram uma base
integral de KIL € uma questdo a ser pesquisada.

Observamos que, em [2]], foi apresentado alguns resultados sobre esse assunto, deixando
vdrias questdes a serem analisadas.
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