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RESUMO

Os reticulados vem ganhando cada vez mais importância devido às suas aplicações

em criptografia e na teoria da informação. Dentre as diversas maneiras de se construir

reticulados, uma delas é a construção via extensão de corpos. Visando a densidade de

centro de um reticulado, a maior dificuldade de construí-los via extensões de corpos é

calcular o raio de empacotamento. Desta forma, neste trabalho apresentamos a forma

traço integral de uma extensão abeliana finita dos racionais com grau e condutor ímpar

e livres de quadrados. Ao minimizar a forma traço integral em um Z-módulo do anel de

inteiros obtemos o raio de empacotamento, e assim, podemos calcular a densidade

de centro do reticulado.

Palavras-chave: Corpo de números, Reticulados algébricos, Forma traço integral.





ABSTRACT

Lattices are becoming increasingly important due to their applications in cryptography

and information theory. Among the various ways of constructing lattices, one of them

is a construction via field extension. Aiming the density of the center of a lattice, the

greatest difficulty in constructing them through field extensions is the calculation of the

packing radius. Thus, in this work we present an integral trace form of a finite abelian

extension of rationals with odd and square-free degree and conductor. By minimizing

an integral trace form in a Z-module of the integer ring obtains the packing radius and

thus the density of the center of the lattice can be calculated.

Keywords: Number field, Algebraic lattices, Integral trace form.
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Introdução

A teoria dos números é um dos mais antigos campos de estudo em matemática, antes mesmo
de existir qualquer formalização da matemática, os povos antigos vinham tentando resolver
problemas associados a esta teoria como por exemplo Pitágoras (570-500 a.c.) que fundou, na
atual região da Itália, uma escola, conhecida como Ordem Pitagórica. Os pitagóricos devotaram
considerável atenção aos números primos e muitos problemas da teoria dos números foram
formulados por eles.

Ao decorrer do tempo, estudos foram sendo desenvolvidos e diversos resultados foram
sendo apresentados, como por exemplo, o último teorema de Fermat. A teoria algébrica dos
números é um ramo da teoria dos números em que o conceito de número é expandido para o
conceito de número algébrico, que são raízes de polinômios com coeficientes racionais (ou in-
teiros, dependendo do contexto). Évariste Galois (1811-1832) desenvolveu a teoria de Galois,
uma importante ferramenta que molda a atual teoria algébrica dos números.

Ao longo do tempo, a matemática foi criando diversas ramificações de estudos, cada uma
dessas ramificações com sua devida importância. Entre as diversas linhas que surgiram, uma
delas foi a dos reticulados. Reticulados é um conjunto de pontos espalhados no Rn e fixando um
raio r, construímos bolas de raio r centradas nesses pontos de forma que quaisquer duas bolas
se interceptem no máximo em um ponto. Um dos interesses no estudo de reticulados é construí-
los de forma que as bolas ocupem a maior parte do espaço possível. Em 1948, Claude Elwood
Shannon (1916-2001) publicou um artigo que estabelece as bases teóricas para o estudo de
esquemas de transmissão de informação eficientes e seguros, dando assim aos reticulados uma
notável importância por desempenharem um importante papel na teoria da informação.

A teoria algébrica dos números vem ganhado cada vez mais importância prática ao produzir
aplicações importantes à teoria de códigos e à criptografia, dentre elas, a construções de reticu-
lados com boas densidade de centro. Os reticulados podem ser construídos de diversas formas,
porém neste trabalho vamos focar na construção de reticulados algébricos, isto é, reticulados
construídos via o homomorfismo canônico (ou torcido) a partir de uma extensão finita dos ra-
cionais. Construir um reticulado algébrico é simples, basta conhecer os homomorfismo de uma
extensão de corpos, contudo uma dificuldade nos estudos de reticulados está em calcular sua
densidade de centro.

A densidade de centro de um reticulado algébrico, no caso do homomorfismo canônico,
possui quatro parâmetros: o número correspondente a metade da quantidade de homomorfismo
complexos da extensão; o raio de empacotamento; o discriminante do corpo estendido; o índice
do Z-módulo no anel de inteiros. Dentre esses parâmetros dois se destacam pela dificuldade de
calcula-los, o discriminante e o raio de empacotamento. Existem diversos trabalhos a respeito
do discriminante de um corpo, embora ainda tenha muito a ser explorado. Nosso foco, neste
trabalho, é descrever o raio de empacotamento, cujo comportamento é dado pela forma traço
integral.

15



16 Introdução

No Capítulo 1, apresentamos uma revisão teórica de alguns dos principais pré-requisitos
para poder ter uma melhor compreensão sobre o trabalho. Dentre eles estão alguns tópicos da
teoria de Galois e módulos.

No Capítulo 2, abordamos o assunto de reticulados, algumas formas de se construir e como
calcular a densidade de centro de reticulados em certas construções. Dentre as formas de se
construir reticulados, damos destaque aos reticulados algébricos construídos sobre uma exten-
são dos racionais que será o foco principal deste trabalho.

No Capítulo 3, apresentamos alguns resultados já existentes na literatura sobre a forma
traço integral, como, por exemplo, alguns resultados presentes em [1],[2] e [3] que abordam a
forma traço integral de uma extensão abeliana dos racionais de grau p ramificada, e em [14] e
[15] que abordam a forma traço integral de uma extensão abeliana dos racionais de grau p não
ramificada, onde p é um número primo impar em ambos os casos. Além disso, apresentamos
nossas principais contribuições deste trabalho. As seções 3.4 e 3.5, consistem em estudar a
forma traço integral de uma extensão M/Q. Na Seção 3.4 o grau da extensão é pq, com p 6= q
e na Seção 3.5 e p1 · · · pr, com pi 6= pj se i 6= j.

No Capítulo 4, considerando os Teoremas 3.12 e 3.14, apresentamos o mínimo da forma
traço integral em certos Z-módulos e construímos reticulados a partir desses Z-módulos.

No Capítulo 5, apresentamos uma conclusão do trabalho e uma perspectiva futura sobre o
homomorfismo torcido e outros condutores para a forma traço integral.



1 Conceitos preliminares

Neste capítulo, introduzimos alguns conceitos básicos da teoria de Galois e da teoria algé-
brica dos números para a compreensão e desenvolvimento dos próximos capítulos. Os conceitos
de traço, módulo e reticulados são essenciais para a compreensão do Capítulo 3, no qual está a
nossa principal contribuição para o assunto. A demonstração de alguns resultados está omitida,
mas inserimos a referência nos que seguem sem demonstração.

1.1 Módulos
Nesta seção, apresentamos o conceito de um módulo sobre um anel, com o enfoque para

Z-módulos livres de posto n. As definições de módulos e submódulos são necessárias no con-
texto de reticulados, pois a partir da estrutura de um módulo é que construímos exemplos de
reticulados utilizando os resultados apresentados nas Seções 3.4, 3.5, 4.1 e 4.2. No que segue,
consideramos A sendo um anel comutativo com unidade.

Definição 1.1. Seja A um anel. Um grupo abeliano aditivo (M,+) munido de um produto

· : A×M →M

é dito uma A-módulo quando satisfaz as seguintes propriedades:

i) a(x+ y) = ax+ ay;

ii) (a+ b)x = ax+ bx;

iii) (ab)x = a(bx);

iv) 1x = x,

para todo a, b ∈ A e x, y ∈M .

Um subgrupo N de M é chamado de um A-submódulo de M , se para todo a ∈ A e x ∈ N
tivermos ax ∈ N . Note que todo anel A é um A-módulo, todo espaço vetorial sobre um corpo
K é um K-módulo e todo grupo abeliano é um Z-módulo.

Definição 1.2. Seja M um A-módulo.

i) Dizemos que um subconjunto B = {x1, . . . , xn} ⊂ M é um gerador de M se todo
elemento x ∈M é da forma x = a1x1 + · · ·+ anxn, com ai ∈ A, para i = 1, . . . , n.

ii) Dizemos que um subconjunto B = {x1, . . . , xn} ⊂M é linearmente independente sobre
A se a1x1 + · · ·+ anxn = 0, com ai ∈ A, então ai = 0, para i = 1, . . . , n.

17



18 Conceitos preliminares

iii) Um conjunto B = {x1, . . . , xn} ⊂ M é dito uma base de M quando o conjunto B é
formado por geradores linearmente independente sobre A. Se M possui uma base, o
módulo M é chamado um A-módulo livre e o número de elementos da base é chamado
posto de M .

Teorema 1.3. ([17], pag. 21) sejam A um anel principal, M um A-módulo livre de posto n e
N um A-submódulo de M .

i) N é livre de posto q, com 0 ≤ q ≤ n.

ii) SeN 6= {0}, então existem uma base {e1, . . . , en} deM e elementos não nulos a1, . . . , aq ∈
A tal que {a1e1, . . . , aqeq} é uma base de N de modo que ai divide ai+1, para 1 ≤ i ≤
q − 1.

1.2 Extensão de corpos
Nesta seção, abordamos conceitos da teoria de Galois sobre extensões de corpos. Os re-

ticulados construídos no Capítulo 3 são construídos a partir de um módulo dentro do anel de
inteiros OL, onde L é um corpo de números, e esta construção utiliza os conceito de homo-
morfismo canônico e torcido. Assim, para ter um bom domínio sobre essas estruturas primeiro
caracterizamos extensões de corpos, o anel de inteiros de um corpo de números e corpos ci-
clotômicos.

Definição 1.4. Dizemos que um corpo L é uma extensão de um corpo K se K ⊂ L. Podemos
considerar L como um K-espaço vetorial, e assim, chamamos dimKL = [L : K] o grau da
extensão de L sobre K. Se o grau da extensão for finita dizemos que L é uma extensão finita de
K. Denotamos a extensão L sobre K por L/K.

Definição 1.5. Seja Q o corpo dos números racionais. Se K é uma extensão finita de Q de grau
n, dizemos que K é um corpo de números de grau n, e K é chamado de uma n-extensão.

Definição 1.6. Seja K um corpo de números. O anel de inteiros OK de K é definido como o
conjunto dos elementos de K que são raízes de polinômios mônicos sobre Z. Um elemento
x ∈ OK é chamado de elemento inteiro de K.

Proposição 1.7. ([17], pag. 40) Se K é um corpo de números de grau n, então OK é um
Z-módulo livre de posto n.

Definição 1.8. Seja K um corpo de números. Uma base de OK como um Z-módulo é chamada
base integral de K.

A seguir, começamos a exibir resultados que permitem compreender o Teorema da Corres-
pondência de Galois.

Proposição 1.9. ([17], pag. 31) Se K ⊂ L ⊂M são extensões de corpos, então [M : K] = [M :
L][L : K].

Definição 1.10. Sejam K um corpo de números e α /∈ C. O menor corpo que contém K e α é
definido por K(α) e [K(α) : K] =grau(p(x)), onde p(x) = minα,K(x) é o polinômio minimal
de α sobre K e K(α) ' K[x]/(p(x)).
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Teorema 1.11. ([17], pag. 33) Se K é um corpo de números, L uma extensão de grau n de K e
M um corpo algebricamente fechado contendo K, então existem n K-monomorfismos distintos
de L em M.

Teorema 1.12. ([16], pag. 20)(Lema de Dedekind) Se L/K é uma extensão finita de grau
n e σ1, . . . , σn os K-monomorfismos distintos de L num corpo algebricamente fechado M
contendo K, então {σ1, . . . , σn} é linearmente independente sobre M, isto é, se existem ele-
mentos a1, . . . , an ∈ M tais que

∑n
i=1 aiσi(x) = 0, para todo x ∈ L, então necessariamente

a1 = · · · = an = 0.

Teorema 1.13. ([17], pag. 34)(Teorema do elemento primitivo) Se L/K é uma extensão finita,
então existe α ∈ L tal que L = K(α), onde α é chamado de elemento primitivo.

Seja Aut(L) = {σ : L→ L | σ é um isomorfismo}.

Definição 1.14. Seja L/K uma extensão finita de corpos. O grupo de Galois de L sobre K é o
conjunto de todos os K-automorfismos de L, ou seja, é o conjunto {σ ∈ Aut(L) | σ|K = idK}.
Denotamos este grupo por Gal(L/K).

Definição 1.15. Uma extensão finita L de K é dita uma extensão galoisiana, ou de Galois, se
[L : K] = ◦(Gal(L/K)). Uma extensão de Galois é dita abeliana (ou cíclica) se o grupo de
Galois é abeliano (ou cíclico).

Teorema 1.16. ([18], Teo. 12.1)(Teorema de Correspondência de Galois) Seja L/K uma ex-
tensão de Galois.

i) Se H é um subgrupo de Gal(L/K), então existe um único corpo M tal que K ⊂ M ⊂ L
e H = Gal(L/M). Neste caso, M é dito corpo fixo de H .

ii) Se K ⊂ M ⊂ L, então L/M é de Galois e Gal(L/M) é o único subgrupo de Gal(L/K)
que satisfaz

[L : M] =
◦(Gal(L/K))

◦(Gal(L/M))
.

iii) Se K ⊂ M ⊂ L, então M/K é de Galois se, e somente se, Gal(L/M) é um subgrupo
normal de Gal(L/K). Neste caso,

Gal(M/K) ' Gal(L/K)

Gal(L/M)
.

Com base no Teorema 1.16, se L/K é uma extensão de Galois, então temos o seguinte
diagrama:

L oo //

m

{id}
m

M oo //

n

Gal(L/M)

n

K oo // Gal(L/K)

Definição 1.17. Sejam L e M extensões de um corpo K. O menor corpo que contém L e M é
chamado de compósito dos corpos L e M e denotado por LM.
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Teorema 1.18. ([16], pag. 17)(Irracionalidade Natural) Se L/K é uma extensão de Galois e
M/K é uma extensão arbitrária, então LM/M é de Galois e Gal(LM/M) ' Gal(L/L ∩M).

LM

L M

L ∩M

K

Teorema 1.19. ([16], pag. 17) Se L/K e M/K são extensões de Galois, então LM/K é uma
extensão de Galois.

Definição 1.20. Seja K um corpo de números de grau n e σ1, . . . , σn os Q-monomorfis-
mos distintos de K em C.

i) Se σi(K) ⊂ R dizemos que σi é um monomorfismo real. Caso contrário, dizemos que σi
é um monomorfismo complexo.

ii) Se σi(K) ⊂ R, para todo i = 1, . . . , n, dizemos que K é um corpo totalmente real.
Se σi(K) 6⊂ R, para todo i = 1, . . . , n, dizemos que K é um corpo totalmente complexo.

Observação 1.21. Se K/Q é uma extensão de Galois de grau n, então os Q-monomorfismos
σi, com i = 1, . . . , n, que compõem o grupo de Galois leva K em K, ou seja, σi(K) = K.
Desta forma, K é totalmente real ou totalmente complexo, e observamos que os monomorfismos
complexos sempre aparecem aos pares.

Seja n um inteiro positivo. Dizemos que ζn é uma raiz n-ésima da unidade se ζnn = 1, e que
ζn é uma raiz n-ésima primitiva da unidade se ζnn = 1 e ζjn 6= 1, para todo
j = 1, . . . , n− 1. Se ζn é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, então o polinômio

φn(x) =
n∏
j=1

mdc(j,n)=1

(x− ζjn)

é chamado de n-ésimo polinômio ciclotômico. O corpo Q(ζn) é dito o n-ésimo corpo ciclotô-
mico.

Teorema 1.22. ([16], pag. 273)(Teorema de Kronecker-Weber) Se K/Q é uma extensão abeli-
ana finita, então existe uma raiz n-ésima da unidade ζn tal que K ⊂ Q(ζn).

Definição 1.23. Seja K/Q uma extensão abeliana finita. O menor inteiro positivo n tal que
K ⊂ Q(ζn) é chamado de condutor do corpo K e o denotamos por cond(K) = n.

Sejam Z∗n é o grupo das classes residuais invertíveis módulo n e

Gal(Q(ζn)/Q) = {σi : Q(ζn)→ Q(ζn) | σi(ζn) = ζ in, mdc(i, n) = 1, i = 1, . . . , n},

onde n > 1 é um inteiro positivo, entãoGal(Q(ζn)/Q) ' Z∗n via o isomorfismo natural σi 7→ i.

Teorema 1.24. ([16], pag. 44) O grupo Z∗n é cíclico se, e somente se, n = 2, 4, pr ou 2pr, onde
p é um primo ímpar e r ≥ 1.
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1.3 Traço, norma e discriminante
Nesta seção, apresentamos os conceitos de norma, traço, discriminante e algumas de suas

propriedades. A teoria apresentada aqui é essencial para o desenvolvimento dos resultados
principais deste trabalho. O traço, TrK/Q(xx), está relacionado com o raio de empacotamento
de um reticulado algébrico, e o discriminante de um corpo está relacionado com a densidade de
centro de um reticulado algébrico.

Sejam L/K uma extensão finita de grau n e σ1, . . . , σn os K-monomorfismos distintos de L
em um corpo algebricamente fechado.

Definição 1.25. A norma e o traço de um elemento α ∈ L na extensão L/K é definido da
seguinte forma:

TrL/K(α) =
n∑
i=1

σi(α) e NL/K(α) =
n∏
i=1

σi(α).

Seja M/L um extensão finita. Se K ⊂ L ⊂ M, a ∈ K, α, β ∈ L e , γ ∈ M, então valem as
seguintes propriedades:

1) TrL/K(α + β) = TrL/K(α) + TrL/K(β);

2) TrL/K(aα) = aTrL/K(α);

3) TrL/K(a) = na;

4) TrM/K(γ) = TrL/K(TrM/L(γ));

5) TrM/K(α) = [M : L]TrL/K(α);

6) NL/K(αβ) = NL/K(α)NL/K(β);

7) NL/K(aα) = anNL/K(α);

8) NL/K(a) = an;

9) NM/K(γ) = NL/K(NM/L(γ));

10) NM/K(α) = NL/K(α)[M:L].

Proposição 1.26. ([17], pag. 36) Se K é um corpo de números, L uma extensão de grau n de
K, α ∈ L e α1, . . . , αn raízes do polinômio minimal de α sobre K, então

TrL/K(α) = α1 + · · ·+ αn e NL/K(α) = α1 · · ·αn.

Proposição 1.27. ([16], pag. 28) Se K ⊂ L são corpos de números e α ∈ OL, então TrL/K(α)
e NL/K(α) são elementos de OK.

Sejam L/K um extensão finita de grau n e (α1, . . . , αn) uma n-upla de elementos em L. O
discriminante, em L/K, dessa n-upla é definido por

discL/K(α1, . . . , αn) = det(TrL/K(αiαj)),

isto é, o determinante da matriz cuja (i, j)-ésima entrada é dada por TrL/K(αiαj), para i, j =
1, . . . , n.
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Proposição 1.28. ([17], pag. 39) Se σ1, . . . , σn são os K-monomorfismos de L num corpo
algebricamente fechado, então

discL/K(α1, . . . , αn) = [det(σi(αj))]
2.

Se α1, . . . , αn é uma base de L sobre K, então discL/K(α1, . . . , αn) 6= 0.

Proposição 1.29. ([17], pag. 38) Se (β1, . . . , βn) é uma n-upla de elementos em L tal que
βj =

∑n
i=1 aijαi com aij ∈ K, para j = 1, . . . , n, então

discL/K(β1, . . . , βn) = [det(aij)]
2discL/K(α1, . . . , αn).

Para definir o discriminante de um corpo, precisamos do conceito de base integral normal.

Definição 1.30. Seja K/Q uma extensão de Galois com

Gal(K/Q) = {σ1, . . . , σn}.

Se existir α ∈ OK tal que {σ1(α), . . . , σn(α)} é uma base integral de K, então essa base é
chamada base integral normal de K. O elemento α é chamado gerador dessa base.

Definição 1.31. Seja K um corpo de números. O discriminante em K/Q de uma base integral
de K é chamado de discriminante do corpo K e denotado por disc(K).

Proposição 1.32. ([13], pag. 37) Se K é um corpo de números abeliano de grau primo p e
condutor n, então

|disc(K)| = np−1.

Teorema 1.33. ([13], pag. 38) Se K é um corpo de números abeliano de condutor n =
pa11 · · · pass , então

|disc(K)| = n[K:Q]

s∏
i=1

p

ai∑
k=1

[K ∩Q(ζn/pki ) : Q]

i

.

Observação 1.34. Note que

ai∑
k=1

[K ∩Q(ζn/pki ) : Q] < ai[K : Q],

para todo i = 1, . . . , s. Logo,
|disc(K)| = pα1

1 · · · pαss ,

onde

αi = ai[K : Q]−
ai∑
k=1

[K ∩Q(ζn/pki ) : Q] > 0.

Definição 1.35. Sejam K1 e K2 corpos de números de graum1 em2, respectivamente. Dizemos
que K1 e K2 são disjuntos quando [K1K2 : Q] = m1m2. Se K1 e K2 são disjuntos e seus
discriminantes são relativamente primos, então os corpos K1 e K2 são chamados linearmente
disjuntos.
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Proposição 1.36. ([10], pag. 68) Se K1 e K2 são corpos de números linearmente disjuntos de
graus m1 e m2, respectivamente, então

(i) OK1K2 = OK1OK2;

(ii) disc(K1K2) = disc(K1)
m2disc(K2)

m1 .

Nos próximos resultados, consideramos ζn uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Proposição 1.37. ([14], pag. 29) Sejam n um inteiro livre de quadrados e s a quantidade de
primos distintos que dividem n, então

TrQ(ζn)/Q(ζn) = (−1)s.

Demonstração. Se n = p1, com p1 um primo, então o resultado segue do fato de que xp1−1 +
xp1−2 + · · ·+ 1 é o polinômio minimal de ζn. Se n = p1 · · · ps, então

TrQ(ζn)/Q(ζn) = TrQ(ζp1 )/Q(TrQ(ζn)/Q(ζp1 )
(ζp1ζn/p1))

= TrQ(ζp1 )/Q(ζp1TrQ(ζn/p1)/Q(ζn/p1))

= TrQ(ζp1 )/Q(ζp1)TrQ(ζn/p1)/Q(ζn/p1)

= TrQ(ζp1 )/Q(ζp1) · · ·TrQ(ζps )/Q(ζps)
= (−1) · · · (−1) = (−1)s,

o que prova a proposição.

Os próximos resultados caracterizam os subcorpos de um corpo ciclotômico e exibem uma
base integral normal.

Proposição 1.38. ([14], pag. 29) Se K ⊂ Q(ζn), onde n é livre de quadrados e t = TrQ(ζn)/K(ζn),
então K = Q(t).

Demonstração. Como t ∈ K, segue que Q(t) ⊂ K. Assim, pela Proposição 1.37, segue que

(−1)s = TrQ(ζn)/Q(ζn)
= TrQ(t)/Q(TrK/Q(t)(TrQ(ζn)K(ζn)))
= TrQ(t)/Q(TrK/Q(t)(t))
= TrQ(t)/Q([K : Q(t)]t)
= [K : Q(t)]TrQ(t)/Q(t).

Logo, [K : Q(t)] = 1, pois [K : Q(t)] e TrQ(t)/Q(t) são inteiros.

Lema 1.39. ([14], pag. 29) Se n é livre de quadrados, então o conjunto {ζ in | i = 1, . . . , n,
mdc(i, n) = 1} é um base integral normal do corpo Q(ζn).

Demonstração. Seja n = p1 · · · ps, com pi primos distintos. Faremos a prova por indução
sobre s. Se s = 1, então ζp1 é raiz do polinômio minimal xp1−1 + xp1−2 + · · · + 1. Como os
coeficientes do polinômio minimal são inteiros, segue que todas as raízes desse polinômio estão
no anel de inteirosOL. Assim, {ζp1 , ζ2p1 , . . . , ζ

p1−1
p1
} pertence ao anel de inteirosOL. O conjunto

{1, ζp1 , ζ2p1 , . . . , ζ
p1−2
p1
} é linearmente independente, pois caso não fosse existiriam inteiros ai tal

que
a0 + a1ζp1 + · · ·+ ap1−2p1−2 = 0.

Logo, ζp1 é uma raiz do polinômio ap1−2x
p1−2 + · · · + a1x + a0, o que é um absurdo. Como

{1, ζp1 , ζ2p1 , . . . , ζ
p1−2
p1
} é linearmente independente, segue que {ζp1 , ζ2p1 , . . . , ζ

p1−1
p1
} também
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o é. Logo, este conjunto é uma base integral normal. Continuando o processo de indução,
suponhamos que

{ζ in/ps | i = 1, . . . , n/ps, mdc(i, n/ps) = 1}

seja uma base integral normal de Q(ζn/ps). Como Q(ζn/ps) e Q(ζps) são linearmente disjuntos
e Q(ζn) = Q(ζn/ps)Q(ζps), segue que uma base integral de Q(ζn) é dada por

B = {ζ in/psζ
j
ps | i = 1, . . . , n/ps, j = 1, . . . , ps − 1 mdc(i, n/ps) = 1}.

Note que ζ in/psζ
j
ps = ζ ipsn ζ

j n
ps

n e mdc(ips + j n
ps
, n) = 1. Como B tem cardinalidade φ( n

ps
φ(ps))

= φ(n), segue que B = {ζ in / i = 1, . . . , n, mdc(i, n) = 1}.

Teorema 1.40. ([14], pag. 30) Se K ⊂ Q(ζn), com n livre de quadrados, [K : Q] = r e
Gal(K/Q) = {σ1, . . . , σr}, então

{σ1(t), . . . σr(t)}

é uma base integral normal de K, cujo gerador é t = TrQ(ζn)/K(ζn).

Demonstração. Para cada σi ∈ Gal(K/Q) existe ϕi ∈ Gal(Q(ζn)/Q) tal que σi = ϕi|K. Seja
Gal(Q(ζn)/K) = {θj}ej=1, onde e = φ(n)/r, onde φ é a função de Euler. Logo,Gal(Q(ζn)/Q) =

{φi ◦ θj}j=1,...,e
i=1,...,r e cada elemento é escrito de forma única, pois se φi ◦ θj = φu ◦ θv, então

φ−1u ◦φi = θv ◦θ−1j ∈ Gal(Q(ζn)/K) e quando restrito a K é um elemento do grupoGal(K/Q).
Logo, φ−1u ◦ φi = θv ◦ θ−1j = Id|K. Deste modo, u = i, e assim, j = v. Seja x ∈ OK ⊂ OQ(ζn).
Pelo Lema 1.39, segue que

x =
n∑
u=1

(u,n)=1

auζ
u
n

=
r∑
i=1

e∑
j=1

ai,j(φi ◦ θj)(ζn)

= φ1

(
e∑
j=1

a1,jθj(ζn)

)
+ · · ·+ φr

(
e∑
j=1

ar,jθj(ζn)

)
.

Observemos que ai,1 = ai,j , para qualquer j, pois para qualquer θ ∈ Gal(Q(ζn)/K), segue que

x = φ1

(
e∑
j=1

a1,jθj(ζn)

)
+ · · ·+ φr

(
e∑
j=1

ar,jθj(ζn)

)

x = θ(x) = φ1

(
e∑
j=1

a1,j(θ ◦ θj)(ζn)

)
+ · · ·+ φr

(
e∑
j=1

ar,j(θ ◦ θj)(ζn)

)
,

ou seja, uma reordenação nos índices j de ai,j não interfere na forma de escrever o elemento x,
mas a base integral normal nos garante a unicidade da escrita. Portanto, ai,1 = ai,j para qualquer
j entre 1 e e. Deste modo, x = a1,1φ1(t) + · · · + ar,1φr(t). Além disso, φi ∈ Gal(Q(ζn)/Q)
e da independência linear de {ζ in | i = 1, . . . , n, mdc(i, n) = 1}, segue que {φ1(t), . . . , φ(t)}
também é linearmente independente.

O Teorema 1.40 é uma parte de uma demonstração alternativa para a recíproca do Teorema
de Hilbert-Speiser, o qual diz que uma extensão abeliana finita K/Q tem uma base normal
integral se, e somente se, o condutor de K é ímpar livre de quadrados.
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1.4 Decomposição de ideais
Nesta seção, abordamos alguns conceitos sobre decomposição de ideais. O foco deste tra-

balho não está diretamente relacionado com este tema, mas a caracterização do condutor de
uma extensão de grau p primo ímpar está diretamente relacionado com a ramificação do ideal
gerado por p. Deste modo, nesta seção, abordamos os resultados de decomposição de ideais
necessários para compreender o desenvolvimento do trabalho.

Sejam K um corpo de números de grau m e L uma extensão finita de grau n sobre K.

Teorema 1.41. ([16], pag. 128) Se p é um ideal primo não nulo de OK, então o ideal pOL de
OL pode ser escrito unicamente na forma

pOL =
r∏
i=1

Pei
i ,

onde os Pi são ideais primos distintos de OL, e os ei’s são elementos inteiros positivos.

Os ideais P1, . . . ,Pr são os únicos ideais primos deOL tais que Pi ∩OK = p. Além disso,
pOL ∩OK = p. Neste caso, dizemos que os ideais Pi’s são os ideais de OL que estão acima de
p, [17].

Proposição 1.42. ([16], pag. 141) Se P é um ideal não nulo deOK, acima de pZ, com p primo,

então
OK

P
é uma extensão finita de Zp e

[
OK

P
: Zp

]
≤ m.

Definição 1.43. Seja p um ideal não nulo de OK. Chamamos de norma do ideal p o número de

elementos do anel quociente
OK

p
e denotamos por NK(p), ou simplesmente, N(p).

Proposição 1.44. ([16], pag. 141) Se p é um ideal primo não nulo deOK que está acima de pZ,

com p primo, então N(p) = pf , onde f =

[
OK

p
: Zp

]
.

Consideremos, no que segue, pOL = Pe1
1 · · ·Per

r , onde p é um ideal primo não nulo deOK.

Definição 1.45. O grau
[
OL

Pi

:
OK

p

]
é chamado grau de inércia de Pi e denotado por

fi = f(Pi/p). O expoente ei = e(Pi/p) é chamado índice de ramificação de Pi. Quando
pelo menos um dos índices de ramificação ei é maior que 1, dizemos que p se ramifica ou é
ramificado em L.

Teorema 1.46. ([6], pag. 104)(Teorema da Igualdade Fundamental) Se pOL =
r∏
i=1

Pei
i , então

r∑
i=1

eifi = n.

Definição 1.47. Dizemos que o ideal p é:

i) Totalmente decomposto em L, quando r = n, ou seja, ei = fi = 1, para todo i = 1, . . . , r.

ii) Totalmente ramificado em L, quando ei = n, para algum i = 1, . . . , r, neste caso r =
fi = 1.
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iii) Inerte em L, quando fi = n para algum i = 1, . . . , r, neste caso r = ei = 1.

Quando L/K é uma extensão de Galois, segue que e1 = · · · = er e f1 = · · · = fr ([6]
Teorema 20.2). Denotando e = e1 e f = f1, segue que a igualdade fundamental é dada por

efr = n.

Se n é primo, então os casos da Definição 1.47 são os únicos possíveis.

Teorema 1.48. ([12], pag. 65) Sejam K ⊂ L ⊂M corpos de números e p, P e P′ ideais primos
dos respectivos anéis de inteiros de cada corpo. Se P′ está acima de P, então

i) P está acima de p se, e somente se, P′ está acima de p.

ii) Neste caso, e(P′/p) = e(P′/P)e(P/p) e f(P′/p) = f(P′/P)f(P/p).

Teorema 1.49. [4] Seja K um corpo de números. Um número primo p se ramifica em K se, e
somente se, p divide o discriminante disc(K).

Definição 1.50. Sejam A um anel e f(x) =
∑n

i=1 aix
i ∈ A[x]. Denotamos por f(x) o polinô-

mio
∑n

i=1(ai + p)xi ∈ (A/p)[x], onde p é um ideal primo não nulo de A.

Proposição 1.51. ([10], pag. 25) Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, L
uma extensão separável de K de grau n, OL o anel de inteiros de L sobre A tal que OL = A[β],
para algum β ∈ L e p um ideal primo não nulo de A. Se f(x) = minK,β(x) e f1, · · · , fr são
polinômios mônicos em A[x] tal que a fatoração de f em polinômios irredutíveis distintos em
(A/p)[x] seja dada por

f = f
e1
1 · · · f

er
r ,

então os ideais primos, dois a dois distintos, P1 · · · ,Pr de OL, que estão acima de p e satisfa-
zem

OL/Pj
∼= (A/p)[βj],

onde βj é uma raiz de f . Além disso, f(Pj/p) = grau(fj), para j = 1, · · · , r.

Teorema 1.52. ([10], pag. 25) (Kummer) Nas condições da Proposição 1.51, se f = f
e1
1 · · · f

er
r

é a fatoração de f em polinômios irredutíveis em A/p[x], então

pOL = Pe1
1 · · ·Per

r ,

onde Pj = pOL+fj(β)OL, para j = 1, · · · , r, e(Pj/p) = ej , para j = 1, · · · , r e f(Pj/p) =grau(fj),
para j = 1, · · · , r.

Teorema 1.53. ([8], pag. 384) Seja L/K um extensão finita de corpos de números de grau
ímpar. Se cond(K) = cond(L), então

TrL/K(OL) = OK.

Como no Teorema 1.53 o traço é sobrejetor, vamos analisar o traço em certos ideais de OL
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Exemplo 1.54. Sejam K o corpo gerado pelas raízes do polinômio f(x) = x2 +x−3 sobre Q e
L uma extensão de K gerada pelas raízes do polinômio g(x) = x3 + x2− 4x+ 1 sobre Q. Note
que cond(K) = cond(L) = 13. Seja p = 〈5〉 um ideal primo em OK. Fatorando o polinômio
minimal de L, segue que

g(x) = x3 + x2 − 4x+ 1 ≡ (x− 2)(x− 3)(x− 4)

(
OL

pOL

)
.

Logo, pelo Teorema de Kummer 1.52, segue que

pOL = P1P2P3

e
P1 = 〈5, z − 2〉, P2 = 〈5, z − 3〉 e P3 = 〈5, z − 4〉,

onde z é uma raiz de g(x) = x3 + x2 − 4x+ 1. Como

TrL/K(P1P2P3) = TrL/K(pOL) = pTrL/K(OL) = pOK = p,

e pelo polinômio minimal g(x), segue que

TrL/K(z − 2) = −1.

Com isso, concluímos que TrL/K(P1) = OK.

1.5 Considerações finais do capítulo
Neste capítulo, apresentamos alguns dos principais resultados básicos necessários para a

compreensão do trabalho, dentre os assuntos abordados se destacam tópicos da teoria de Galois
e da teoria algébrica dos números. No próximo capítulo, apresentamos alguns tópicos sobre
reticulados, dando destaque aos reticulados algébricos. Como o objetivo deste trabalho é cons-
truir reticulados e calcular suas densidades de centro, o próximo capítulo é essencial para o
desenvolvimento do trabalho.





2 Reticulados

O conceito de reticulado surgiu a partir do problema de como cobrir o espaço Rn com
esferas de mesmo raio, de forma que quaisquer duas esferas se toquem no máximo em um
ponto e ocupem a maior parte do espaço possível.

Apesar de problemas relacionados aos reticulados serem estudados pelo menos desde o
século XVII, a formalização da teoria da maneira como a conhecemos é relativamente recente,
devido aos trabalhos de matemáticos como Fejes Tóth e Rogers, de meados do século XX [9].
Antes disso, a maioria das referências no tema trata de construções para problemas específicos e
não é raro encontrar resultados relevantes acerca de reticulados enunciados em outros contextos
como: equações diofantinas, formas quadráticas e teoria dos números.

Intuitivamente, entende-se por um reticulado como sendo um subconjunto discreto do Rn

que tem estrutura de um Z-módulo de posto finito n.

Definição 2.1. Seja {v1, v2, ..., vm} um conjunto de vetores linearmente independentes do Rn,
com m ≤ n. O conjunto de pontos

Λ =

{
x =

m∑
i=1

zivi, zi ∈ Z, para i = 1, . . . ,m

}
,

é chamado reticulado de dimensão m e {v1, v2, ..., vm} é chamado de uma base do reticulado.

Definição 2.2. O paralelepípedo formado pelos pontos

θ1v1 + · · ·+ θmvm, com 0 ≤ θi < 1,

é chamado um paralelepípedo fundamental ou região fundamental do reticulado, e seu volume
é denotado por V ol(Λ).

Uma importante característica de um reticulado é que a base não é única. A proposição
seguinte dá uma condição necessária e suficiente para que um conjunto de vetores linearmente
independentes seja uma base de um dado reticulado.

Proposição 2.3. Seja Λ ⊂ Rn um reticulado com base {v1, . . . , vn} e {e1, . . . ,
en} um conjunto de vetores de Λ linearmente independentes tal que ei =

∑n
j=1 aijvj , com

aij ∈ Z. Assim, {e1, . . . , en} é uma base de Λ se, e somente se, det(A) = ±1, onde A =
(aij)i,j=1,...,n.

Demonstração. Como  e1
...
en

 =

 a11 a12 . . . a1n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann


 v1

...
vn

,

29
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segue que {e1 . . . , en} é uma base de Λ se, e somente se, A = (aij)i,j=1,...,n é a matriz mudança
de base, o que é equivalente a det(A) = ±1.

Definição 2.4. Seja {v1, . . . , vm} uma base de um reticulado Λ. Se vi = (vi1, . . . , vin), para
i = 1, · · · ,m, a matriz

M =


v11 v12 . . . v1n
v21 v22 . . . v2n
...

... . . . ...
vm1 vm2 . . . vmn


é chamada de uma matriz geradora para o reticulado. A matriz G = MM t é chamada de uma
matriz de Gram para o reticulado, onde t denota a transposição. Quando m = n, o volume de
Λ é dado por V ol(Λ) = |det(M)|.

Observação 2.5. Existe mais de uma base que determinam o mesmo reticulado Λ, e assim, mais
de uma matriz geradora pode determina-lo. No entanto, o módulo do determinante de qualquer
matriz geradora de Λ é sempre o mesmo. De fato, sejam {f1, . . . , fn} e {v1, . . . , vn} duas bases
de um reticulado Λ tal que fi = (fi1, . . . , fin) e vi = (vi1, . . . , vin), para todo i = 1, . . . , n. Se

fi =
n∑
j=2

aijvj , com aij ∈ Z, então

|det(fij)i,j=1,...,n| = |det(aij)i,j=1,...,n||det(vij)i,j=1,...,n| = |det(vij)i,j=1,...,n|,

pois |det(aij)| = 1. Portanto, o módulo do determinante da matriz geradora de um reticulado é
um invariante algébrico, ou seja, independente da escolha da base.

Observação 2.6. Sejam Λ ⊂ Rn um reticulado e M,N duas matrizes geradoras de Λ. Sejam
G1 = MM t e G2 = NN t matrizes de Gram de Λ. Assim, existe uma matriz inversível
A tal que M = AN . Logo, G1 = ANN tAt. Desta forma, det(G1) = det(ANN tAt) =
(det(A))2det(NN t) = (det(A))2det(G2). Como A é inversível, segue que det(A) = ±1.
Assim, det(G1) = det(G2). Portanto, o determinante da matriz de Gram independe da matriz
geradora utilizada.

Definição 2.7. O determinante de um reticulado Λ é definido como sendo o determinante da
matriz G, isto é,

det(Λ) = det(G).

2.1 Empacotamento esférico
Dado uma métrica d em Rn, a densidade de empacotamento fornece uma medida de quanto

do espaço pode ser coberto por esferas de mesmo raio na métrica d de forma que estas esferas
ou não se interceptam, ou se interceptam apenas no bordo. Em cada dimensão busca-se pelo
reticulado com a maior densidade de empacotamento possível e são poucas as dimensões em
que tais reticulados são conhecidos, sendo a métrica euclidiana a métrica mais amplamente
estudada.

Definição 2.8. 1. Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento no
Rn, é uma distribuição de esferas de mesmo raio em Rn de forma que a interseção de
quaisquer duas esferas se interceptem no máximo em um ponto.

2. O raio de um empacotamento esférico é chamado de raio de empacotamento.
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3. Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto dos centros das
esferas formam um reticulado Λ no Rn.

Definição 2.9. Seja B(ρ) a esfera com centro na origem e raio ρ. A densidade de empacota-
mento de um reticulado Λ é definida por

∆(Λ) =
volume da região coberta por uma esfera

volume da região fundamental
=
V ol(B(ρ)

V ol(Λ)
=
V ol(B(1))ρn

V ol(Λ)
.

Definição 2.10. A densidade de centro de um reticulado Λ é definida por

δ(Λ) =
ρn

V ol(Λ)
.

Exemplo 2.11. Se β = {(1, 0, 0), (0, 2, 0), (1, 0, 3)} e Λ o reticulado gerado por β, então

Λ = {a(1, 0, 0) + b(0, 2, 0) + c(1, 0, 3); a, b, c ∈ Z} = {(a+ c, 2b, 3c); a, b, c ∈ Z}.

Assim, Λmin = min{|λ|, λ ∈ Λ, λ 6= 0} = 1, o que implica que ρ =
Λmin

2
=

1

2
é o maior raio

para o qual é possível obter um empacotamento. Além disso,

V ol(Λ) =

∣∣∣∣∣∣det
 1 0 0

0 2 0
1 0 3

∣∣∣∣∣∣ = 6,

∆(Λ) =
V ol(B(1))ρ3

V ol(Λ)
=

(4
3
)π( 1

23
)

6
=

π

36
≈ 0, 0873 e

δ(Λ) =
( 1
23

)

6
=

1

48
≈ 0, 020833.

2.2 Reticulados algébricos
Nesta seção, apresentamos um método para gerar reticulados no Rn a partir de um corpo

de números K. O método consiste em aplicar determinados homomorfismos em Z-módulos
livres de posto n contidos em K. Os reticulados gerados por este método são conhecidos como
reticulados algébricos.

Se K é um corpo de números de grau n, então existem exatamente n Q-monomorfismos
σi : K → C. Se σj é um monomorfismo complexo, o seu conjugado σj também pertence ao
conjunto dos n monomorfismos de K em C. Deste modo, temos um número par de monomor-
fismos complexos. Assim, denotando por r1 o números de monomorfismos reais e 2r2 o número
de monomorfismos complexos, podemos reordená-los de modo que σ1, . . . , σr1 sejam reais e
σr1+1, . . . , σr1+2r2 sejam complexos, com n = r1 + 2r2 e σr1+j = σr1+r2+j para j = 1, . . . , r2.

O homomorfismo injetivo σK : K→ Rn definido por

σK(x) = (σ1(x), . . . , σr1(x), Re(σr1+1(x)), Im(σr1+1(x)), . . . ,

Re(σr1+r2(x)), Im(σr1+r2(x))),

é chamado de homomorfismo canônico ou homomorfismo de Minkowski, onde Re representa
a parte real e Im representa a parte imaginária de um número complexo.
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Exemplo 2.12. Sejam o corpo K = Q(i), onde i =
√
−1, e {σ1, σ2} o grupo dos

Q-monomorfismos de K em C, onde σ1 é a aplicação identidade e σ2(a + bi) = a − bi, com
a, b ∈ Q. Neste caso, r1 = 0 e r2 = 1. Para x = a+ bi ∈ K, com a, b ∈ Q, segue que

σK(x) = (Re(σ1(x)), Im(σ1(x))) = (a, b).

Teorema 2.13. ([17], pag. 56) SeM ⊂ K é um Z-módulo livre de posto n e {x1, . . . , xn} é uma
Z-base deM , então σK(M) é um reticulado do Rn, com uma Z-base dada por {σK(x1), . . . , σK(xn)}
e o volume é dado por

V ol(σK(M)) = 2−r2|det(σi(xj))ni,j=1|.
Corolário 2.14. ([17], pag. 57) Se M ⊂ OK um Z-módulo livre de posto n, então σK(OK) e
σK(M) são reticulados no Rn, cujos volumes são, respectivamente, dados por

V ol(σK(OK)) = 2−r2|disc(K)|
1
2 e V ol(σK(M)) = V ol(σK(OK))[OK : M ].

Definição 2.15. Seja M ⊂ OK um Z-módulo livre de posto n. O reticulado σK(M) é chamado
reticulado algébrico.

Seja M ⊂ OK um Z-módulo livre de posto n. Pelo Corolário 2.14, segue que a densidade
de centro do reticulado algébrico σK(M) é dada por

δ(σK(M)) =
2r2ρn

|disc(K)| 12 [OK : M ]
, (2.1)

onde ρ = 1
2

min{|σK(x)|, x ∈M, x 6= 0} e

|σK(x)|2 =

{
TrK/Q(x2), se K é totalmente real;
1
2
TrK/Q(xx), se K é totalmente imaginário.

Observemos que se K/Q é uma extensão de Galois de grau ímpar, então K é totalmente real
([5], pag. 225), visto que os homomorfismos complexos aparecem aos pares.

2.2.1 Homomorfismo torcido
A fim de construir reticulados com densidade de centro melhores, podemos perturbar o

homomorfismo canônico multiplicando cada entrada dos vetores do reticulado por um escalar
apropriado.

Definição 2.16. Sejam K um corpo de números e α ∈ K. O elemento α é chamado totalmente
positivo se σi(α) > 0, para i = 1, . . . , n.

Definição 2.17. Seja α ∈ K um elemento totalmente positivo. O homomorfismo σα,K : K →
Rn definido por

σα,K(x) = (
√
σ1(α)σ1(x), . . . ,

√
σr1(α)σr1(x),

√
σr1+1(α)Re(σr1+1(x)), . . . ,

√
σr1+r2(α)Im(σr1+r2(x))), (2.2)

é chamado de homomorfismo torcido.

Teorema 2.18. ([17], pag. 57) SeM é um Z-submódulo livre de posto n deOK com {v1, . . . , vn}
uma Z-base de M , então σα,K(M) é um reticulado em Rn com uma Z-base dada por {σα,K(v1),
. . . , σα,K(vn)}.
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Neste caso, o volume do reticulado σα,K(M) é

V ol(σα,K(M)) = 2−r2|disc(K)|
1
2 |N(α)|

1
2 [OK : M ],

onde N(α) = | OK
αOK
|. Desta forma,

δ(σα,K(M)) =
2r2ρn

|disc(K)| 12 |N(α)| 12 [OK : M ]
. (2.3)

2.2.2 Reticulados sobre corpos de números
Afim de construir reticulados com boas densidades de centro, também podemos mudar o

corpo base no qual o estamos construindo. Até o momento, consideramos as formulas para
densidades de centro de reticulados construídos via o homomorfismo canônico ou o homomor-
fismo torcido considerando o corpo base sendo os racionais. Porém podemos mudar esse corpo
base e torna-lo um corpo de números qualquer. Desta forma, analisamos o caso onde o corpo
base é um corpo de números totalmente real.

Definição 2.19. Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita n sobre um corpo K,A ⊂ K um
anel e {v1, . . . , vm} um conjunto de vetores de V linearmente independentes sobre K. Chama-se
reticulado com base {v1, . . . , vm} o conjunto dos elementos de V da forma{

m∑
i=1

aivi, com ai ∈ A, para i = 1, . . . ,m

}
,

que será denotado porH.

Definição 2.20. Um subgrupo H do Rn é discreto se para qualquer subconjunto compacto C
do Rn, tivermosH ∩ C finito.

Teorema 2.21. ([17], pag. 53) Se H é um subgrupo discreto do Rn, então H é gerado como
um Z-módulo por r vetores linearmente independentes sobre R.

Pelo Teorema 2.21, segue que um subgrupo discreto do Rn é um reticulado. Seja K ⊂ L
corpos de números. De modo análogo ao homomorfismo injetivo, definimos σL/K : L → Rn

por

σL/K(x) = (σ1(x), . . . , σr1(x), Re(σr1+1(x)), Im(σr1+1(x)), . . . ,

Re(σr1+r2(x)), Im(σr1+r2(x))).

Teorema 2.22. Sejam L/K uma extensão, de grau n, de corpos de números com K totalmente
real. Se M ⊂ L é um Z-módulo livre de posto n e {x1, . . . , xn} é uma Z-base de M li-
nearmente independente sobre OK, então σL/K(M) é um reticulado do Rn, com uma Z-base
{σL/K(x1), . . . , σL/K(xn)} e volume dado por

V ol(σL/K(M)) = 2−r2|det(σi(xj))ni,j=1| = 2−r2discL/K(x1, . . . , xn)
1
2 ,

onde [L : K] = n = r1 + 2r2.

Demonstração. Seja G uma matriz n × n, onde cada linha é σL/K(xi). Como Re(z) = 1
2
(z +

z) e Im(z) = 1
2
(z − z), manipulando a matriz, concluímos que det(G) = (2i)−r2|σi(xj)|.
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Como K é o corpo de frações de OK, segue que {x1, . . . , xn} é uma base de L sobre K.
Assim, pela Proposição 1.28, segue que discL/K(x1, . . . , xn) = |σi(xj)|2 6= 0. Portanto,
{σL/K(x1), . . . , σL/K(xn)} é um conjunto linearmente independente. Logo, σL/K(M) é um re-
ticulado com uma matriz geradora dada por G.

Note que estamos tomando M um Z-módulo para que o volume do reticulado M fique bem
definido, uma vez que, as matrizes geradoras de um reticulado possuem o mesmo determinante
a menos de uma unidade, e ao considerar o anel de inteiros de um corpo de números, as unidades
podem ser algo além de ±1. Desta forma, também garantimos que o reticulado σL/K(M) será
discreto, e portanto, é possível calcular o raio de empacotamento do reticulado.

Corolário 2.23. Sejam L/K uma extensão de grau n de corpos de números com K totalmente
real e M ⊂ N ⊂ OL Z-módulos livres de posto n. Se {x1, . . . , xn} é uma base de N linear-
mente independente sobre OK, então σL/K(M) é um reticulado em Rn com volume

V ol(σL/K(M)) = V ol(σL/K(N))[N : M ].

Demonstração. Pelo Teorema 2.22, segue que σL/K(N) é um reticulado. Para calcularmos o
volume de σL/K(M), observemos que σL/K(M) é um subgrupo de σ(N) cujo índice é dado por
[N : M ] uma vez que N/M ' σL/K(N)/σL/K(M). Logo, concluímos o resultado.

Proposição 2.24. Se K é totalmente real, então

|σL/K(x)|2 =

{
TrL/K(x2), se L é totalmente real;
1
2
TrL/K(xx), se L é totalmente imaginário.

Demonstração. Seja {σ1, . . . , σn} = Gal(L/K). Se L é totalmente real, então σL/K(x) =
(σ1(x), . . . , σn(x)) e

|σL/K(x)|2 = σ1(x)2 + · · ·+ σn(x)2

= σ1(x
2) + · · ·+ σn(x2)

= TrL/K(x2).

Se L é totalmente imaginário, então σL/K(x) = (Re(σ1(x)), Im(σ1(x)), . . . , Re(σm(x)),
Im(σn

2
(x))) e

|σL/K(x)|2 = (Re(σ1(x)))2 + (Im(σ1(x)))2 + · · ·+ (Re(σn
2
(x)))2 + (Im(σn

2
(x)))2

= σ1(x)σ1(x) + . . .+ σn
2
(x)σn

2
(x)

= σ1(xx) + . . .+ σn
2
(xx)

= 1
2
(σ1(xx) + . . .+ σn

2
(xx) + σ1(xx) + . . .+ σn

2
(xx))

= 1
2
(σ1(xx) + . . .+ σn

2
(xx) + σn

2
+1(xx) + . . .+ σn

2
+n

2
(xx))

= 1
2
TrL/K(xx),

visto que σi = σn
2
+i e (Re(σ1(x)))2 +(Im(σ1(x)))2 = σ(x)σ(x), pois K é totalmente real.

Sejam M ⊂ OL um Z-módulo livre de posto n e {x1, . . . , xn} uma Z-base de M linear-
mente independente sobreOK. Como σL/K(M) é um reticulado discreto, segue que a densidade
de centro do reticulado algébrico σL/K(M) é dada por

δ(σL/K(M)) =
2r2ρn

|discL/K(x1, . . . , xn)| 12
, (2.4)
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onde ρ = 1
2

min{|σL/K(x)|, x ∈M, n 6= 0}.

2.3 Considerações finais do capítulo
Neste capítulo, abordamos o assunto de reticulados, dando destaque aos reticulados algébri-

cos. Embora tenhamos apresentado a fórmula da densidade de centro de um reticulado cons-
truído via o homomorfismo canônico sobre uma extensão de um corpo de números, o objetivo
deste trabalho não aborda tais construções. Estamos interessados em construir reticulados to-
mando como corpo base os racionais. Assim, no próximo capítulo, apresentamos as principais
contribuições deste trabalho juntamente com alguns resultados que já foram desenvolvidos neste
mesmo assunto. O objetivo principal é a caracterização da forma traço integral de uma extensão
de grau ímpar livre de quadrados cujo condutor também é livre de quadrados.





3 Forma traço integral

Neste capítulo, apresentamos alguns resultados já conhecidos sobre a forma traço integral e
as nossas principais contribuições para o assunto. Na Seção 2.1, vimos que o TrK/Q(xx) está
relacionado com o raio de empacotamento de um reticulado. Nos trabalhos [2] e [15] foram
apresentados a forma traço integral de um corpo de grau p, onde p é um primo ímpar. Assim,
pensando em dar continuidade a estes trabalhos, nosso objetivo é generalizar o resultado para
corpos cujo grau e condutor são ímpares e livres de quadrados.

3.1 Caracterização do condutor e contagem dos subcorpos
Para caracterizar a forma traço integral, uma das questões importantes é a contagem de

subcorpos. Assim, nesta seção apresentamos a contagem de subcorpos a partir do condutor.
Para isso, consideremos K e L corpos de números de condutores n1 e n2, respectivamente, e
M = KL.

Proposição 3.1. ([14], pag. 33) Se n = pa11 · · · pauu é um inteiro positivo e

s = #{pi, p|φ(paii ), i = 1, . . . , u}.

onde φ é a Função de Euler, então Q(ζn) contém ps−1
p−1 extensões de grau p sobre Q.

Demonstração. Como existe uma relação biunívoca entre os subgrupos de ordem p e os sub-
grupos de índice p do grupo abeliano finito Gal(Q(ζn)/Q), é suficiente mostrar que o grupo

Z∗m ' Z∗
p
a1
1
× · · · × Z∗pauu

contém ps−1
p−1 subgrupos de ordem p, isto é, contém ps − 1 elementos de ordem p. O grupo Zpaii

é cíclico, e pelo Teorema 1.24, tem ordem φ(paii ), para cada i = 1, . . . , u. Assim, se p divide
φ(paii ), então Z∗

p
ai
i

possui um elemento de ordem p. Logo, esse elemento gera um grupo de
ordem p. Se p não divide φ(paii ), então não existe elemento de ordem p em Z∗

p
ai
i

. Deste modo,
a equação (x1, . . . , xu)

p = (1, . . . , 1) tem ps − 1 soluções não triviais.

Proposição 3.2. ([14], pag. 33) Se [K : Q] = p é um primo ímpar, então:

i) p se ramifica em K se, e somente se, o condutor n1 = p2p1 · · · ps;

ii) p não se ramifica em K se, e somente se, o condutor n1 = p1 · · · ps,

onde p1, . . . , ps são primos ímpares distintos tais que pi ≡ 1 (mod p), para i = 1, . . . , s.

37
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Observamos que no decorrer deste trabalho sempre que consideramos um corpo de números
de grau p, onde p é um primo ímpar, estamos considerando um corpo não ramificado, ou seja,
um corpo de números com condutor p1 · · · ps.

Lema 3.3. Sejam cond(K) = n1 e cond(L) = n2. Semdc(n1, n2) = r, então cond(M) = n1n2

r
,

onde M = KL.

Demonstração. Se n = n1n2

r
, então K ⊂ Q(ζn1) ⊂ Q(ζn) e L ⊂ Q(ζn1) ⊂ Q(ζn), e portanto,

M ⊂ Q(ζn). Suponhamos que exista n′ < n tal que M ⊂ Q(ζn′). Como cond(K) = n1 e
K ⊂ Q(ζn1) ∩ Q(ζn′) = Q(ζmdc(n1,n′)), segue que mdc(n1, n

′) = n1. Assim, n1 divide n′.
Analogamente, concluímos que n2 divide n′. Portanto, n = n1n2

r
divide n′, ou seja n ≤ n′, o

que é um absurdo. Logo, cond(M) = n1n2

r
.

Observação 3.4. Sejam n1 = p1 · · · ps e K o subgrupo de Gal(Q(ζn)/Q) que fixa K. Assim,

Gal(Q(ζn)/Q) ' Z∗n ' Z∗p1 × Z∗p2 × · · · × Z∗ps .

Seja H o subgrupo correspondente de K em Z∗n e suponhamos que H ' H ′ × Z∗m, onde H ′ é
um subgrupo de Z∗n/m. Considere o seguinte diagrama

Q(ζn)

Q(ζn/m) Q(ζm)

Q

onde Gal(Q(ζm)/Q) ' Z∗m e Gal(Q(ζn/m)/Q) ' Z∗n/m. Assim, H ′ pode ser visto como
um subgrupo de Gal(Q(ζn/m)/Q), e portanto, concluímos que cond(K) ≤ n/m, o que é um
absurdo. Logo, não podemos escrever H como H ′ × Z∗m.

Observação 3.5. Seja σ : C → C a conjugação complexa. Com uma apropriada restrição,
segue que σ ∈ Gal(Q(ζn)/Q). Se [K : Q] é ímpar, então K é totalmente real, e portanto,
σ ∈ H , onde H < Gal(Q(ζn)/Q) é um subgrupo que fixa K. Assim, σ = (σ1, . . . , σs), onde
σj 6= 1 para todo j. Como σ2 = Id, segue que σ = (−1, . . . ,−1), isto é, (−1, . . . ,−1) ∈ H .

3.2 Caso ramificado de grau p
A forma traço integral de um corpo de grau p, onde p é ramificado é abordada em [1], [2] e

[3] e é utilizado o Teorema de Leopoldt para caracterizar o anel de inteiros deste corpo. Nesta
seção, consideramos K uma p-extensão ramificada de condutor n1.

Definição 3.6. Sejam A uma anel e G um grupo. Um anel de grupo A[G] é o conjunto de todas
as combinações lineares

α =
∑
g∈G

agg,

onde ag ∈ A e somente um número finito de ag’s são não nulos.

Definimos a soma e produto de α, β ∈ A[G] da seguinte forma:
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α + β =
∑
g∈G

agg +
∑
g∈G

bgg =
∑
g∈G

(ag + bg)g,

αβ =
∑
g∈G

agg +
∑
h∈G

bhh =
∑
g,h∈G

(agbh)gh,

λα = λ(
∑
g∈G

agg) =
∑
g∈G

(λag)g, com λ ∈ A.

Com essas operações, tem-se que A[G] é um anel.

Teorema 3.7. ([11], pag. 167)(Teorema de Leopoldt) Seja F um corpo de números abeliano de
condutor m. Considere

D(m) = {d ∈ Z>0, Pm|d, d|m e d 6≡ 2 (mod 4)},

onde Pm denota o produto de todos os números primos ímpares distintos e divisores de m. Para
cada d no conjunto D(m), sejam Fd = F ∩Q(ζd) e

ηd = TrQ(ζd)/Fd(ζd).

O anel de inteiros de F é dado por

OF =
⊕
d∈D(n)

Z[Gal(F/Q)]ηd.

Se K é uma p-extensão ramificada de grau p, onde p é um primo ímpar, pelo Teorema 3.7 e
pela referência [2], segue que se t = TrQ(ζn)/K(ζn), então {1, σ(t), . . . , σp−1(t)} é uma Z-base
deOK, onde σ é um gerador do Gal(K/Q). Assim, todo elemento deOK pode ser escrito como

x = a0 +

p−1∑
i=1

aiσ
i(t), com ai ∈ Z, para i = 0, . . . , p− 1.

Desta forma, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.8. ([2], pag. 4) Seja K uma p-extensão ramificada com condutor n1. Se x ∈ OK

com x = a0 +

p−1∑
i=1

aiσ
i(t), com ai ∈ Z, para i = 0, . . . , p− 1, então

TrK/Q(x2) = pa20 +
n1

p

(
p−1∑
i=1

a2i +
∑

1≤i<j≤p−1

(ai − aj)2
)
.

3.3 Caso não ramificado de grau p
A forma traço integral de um corpo de grau p, onde p é não ramificado, é abordada em [14] e

[15] e é utilizado o Teorema de Hilbert-Speiser para caracterizar o anel de inteiros deste corpo.
Para isso, nesta seção, consideremos K uma p-extensão não ramificada de condutor n1, com p
ímpar.

Teorema 3.9. (Teorema de Hilbert-Speiser) Um corpo de números abeliano F tem base integral
normal se, e somente se, o condutor de F é livre de quadrados. Neste caso,
OF = Z[Gal(F/Q)]t, onde t = TrQ(ζn)/F(ζn) e n = cond(F).
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Observamos que este resultado é uma versão mais forte do Teorema 1.40. Se K é uma p-
extensão não ramificada com p primo ímpar, pelo Teorema 3.9, segue que se
t = TrQ(ζn)/K(ζn), então {t, σ(t), . . . , σp−1(t)} é uma Z-base de OK, onde σ é um gerador
do grupo Gal(K/Q). Assim, todo elemento de OK pode ser escrito como

x =

p−1∑
i=0

aiσ
i(t), com ai ∈ Z, para i = 0, . . . , p− 1.

Desta forma, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.10. ([15], pag. 1081) Seja K uma p-extensão não ramificada com condutor n1. Se

x ∈ OK com x =

p−1∑
i=0

aiσ
i(t), com ai ∈ Z, para i = 0, . . . , p− 1, então

TrK/Q(x2) = n1

p−1∑
i=0

a2i −
n1 − 1

p

(
p−1∑
i=0

ai

)2

.

3.4 Caso não ramificado de grau pq
Nosso objetivo, nesta seção, é estender os resultados da forma traço integral para o caso não

ramificado. Para isso, nesta seção, consideramos K uma p-extensão não ramificada de condutor
n1, L uma q-extensão não ramificada de condutor n2, M = KL uma pq-extensão de condutor
n, com p 6= q primos ímpares, e consideramos H o subgrupo de Z∗n que fixa M.

Lema 3.11. Sejam cond(K) = n1 = r1 · · · ra, cond(L) = n2 = ra+1 · · · rb, onde os ri são
primos e Π : H → Z∗y1 × · · · × Z∗yj , definida por Π(α1, . . . , αc) = (αy1 , . . . , αyj).
i) Se {r1, . . . , ra} 6⊂ {y1, . . . , yj} e {ra+1, . . . , rb} 6⊂ {y1, . . . , yj}, então

|KerΠ| =
∏e

i=1(rdi − 1)

pq
.

ii) Se {r1, . . . , ra} ⊂ {y1, . . . , yj} e {ra+1, . . . , rb} 6⊂ {y1, . . . , yj}, então

|KerΠ| =
∏e

i=1(rdi − 1)

q
.

iii) Se {r1, . . . , ra} 6⊂ {y1, . . . , yj} e {ra+1, . . . , rb} ⊂ {y1, . . . , yj}, então

|KerΠ| =
∏e

i=1(rdi − 1)

p
,

onde d1, . . . , de são as coordenadas de α que são distintas de y1, . . . , yj .

Demonstração. SejamZ = Z∗y1×· · ·×Z
∗
yj

eZc = Z∗d1×· · ·×Z
∗
de

, ou seja, Zc é o complementar
de Z em Z∗n. Temos os seguintes casos:
i) ComoH é um subgrupo de Π(H)×Zc < Z∗n e [Z∗n : H] = pq, segue que [Z∗n : Π(H)×Zc] =
1, p, q ou pq. Se o índice for pq, então H = Π(H)× Zc. Pela Obervação 3.4, segue que isso é
um absurdo, pois cond(KL) = n. Se o índice for p, então Π(H)× Zc fixa o corpo K. Usando
a Obervação 3.4, concluímos que existe um primo rs que aparece no condutor de K e que não
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aparece nas coordenadas de Π(H), o que é um absurdo. Se o índice for q, o resultado segue de
modo análogo. Portanto, concluímos que o índice é 1. Logo H/KerΠ ' Z, e assim,

|KerΠ| = φ(n)

pq

1

(ry1 − 1) · · · (ryj − 1)
=

∏e
i=1(rdi − 1)

pq
.

ii) ComoH é um subgrupo de Π(H)×Zc < Z∗n e [Z∗n : H] = pq, segue que [Z∗n : Π(H)×Zc] =
1, p, q ou pq. Se o índice for pq, então H = Π(H) × Zc. Pela Obervação 3.4, segue que isso
é um absurdo, pois cond(KL) = n. Se o índice for q, então Π(H) × Zc fixa o corpo L, mas
usando a Obervação 3.4, concluímos que existe um primo rs que aparece no condutor de L e
que não aparece nas coordenadas de Π(H), o que é um absurdo. Se o índice for 1, então Π é
sobrejetora. Definindo Π2 : Z∗n → Z, segue que Π2(H) = Π(H). Logo, Π2(H) = Z. Se I é o
subgrupo de Z∗n que fixa K, então H é um subgrupo de I . Logo Z = Π2(H) ⊂ Π2(I). Assim,
Π2(I) = Z o que é um absurdo, pois o índice de I em Z∗n1

é p. Portanto, o índice de Π(H) é p,
e assim, |Π(H)| = |Z|/[Z : Π(H)] e H/KerΠ ' Π(H). Logo,

|KerΠ| = φ(n)

pq

p

((ry1 − 1) · · · (ryj − 1))
=

∏e
i=1(rdi − 1)

q
.

iii) Segue de modo análogo ao item (ii), e portanto,

|KerΠ| = φ(n)

pq

q

((ry1 − 1) · · · (ryj − 1))
=

∏e
i=1(rdi − 1)

p
,

o que prova o teorema.

Sejam Gal(M/Q) = {θi1 ◦ θ
j
2}
j=0,...,q−1
i=0,...,p−1 , onde θ1|K é um gerador de Gal(K/Q), com θ1|L =

IdL e θ2|L é um gerador de Gal(L/Q), com θ2|K = IdK. Se t = TrQ(ζn)/M(ζn), então

TrM/Q((θi1 ◦ θu2 (t))(θj1 ◦ θv2(t))) = TrM/Q(t(θi−j1 ◦ θu−v2 )(t)).

Teorema 3.12. Sejam K uma p-extensão não ramificada de condutor n1, L uma q-extensão não

ramificada de condutor n2 com p 6= q, e M = KL. Se x ∈ OM com x =

p−1∑
i=0

q−1∑
j=0

aij(θ
i
1 ◦ θ

j
2(t)),

então

TrM/Q(x2) = n

p−1∑
i=0

q−1∑
j=0

a2ij −
n− n1

q

p−1∑
i=0

(
q−1∑
j=0

aij

)2

−n− n2

p

q−1∑
j=0

(
p−1∑
i=0

aij

)2

+
n− n1 − n2 + 1

pq

(
p−1∑
i=0

q−1∑
j=0

aij

)2

.

Demonstração. Se x ∈ OM, então

TrM/Q(x2) =

p−1∑
i,u=0

q−1∑
j,v=0

aijauvTrM/Q
(
t(θi−u1 ◦ θj−v2 )(t)

)
.

Para provar o resultado, vamos fazer um processo de contagem nas potências i − u e j − v.
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Para isso, denotamos n1 = p1 · · · paw1 · · ·wb, e n2 = q1 · · · qcw1 · · ·wb onde pi ≡ 1 (mod p),
qj ≡ 1 (mod q) e wr ≡ 1 (mod pq). Logo, n = s1 · · · sa+b+c, onde

si =


pi, se 1 ≤ i ≤ a
wi−a, se a+ 1 ≤ i ≤ a+ b
qi−a−b, se a+ b+ 1 ≤ i ≤ a+ b+ c.

Como M ⊂ Q(ζn), segue que existem ϕr1 , ϕr2 ∈ Gal(Q(ζn)/Q) tal que ϕr1|M = θ1 e ϕr2|M =
θ2, onde ϕry(ζn) = ζ

ry
n para y = 1, 2. Considerando ϕr1 em Z∗n, segue que ϕr1 não altera

as últimas c coordenadas e ϕr2 não altera as primeiras a coordenadas. Se H é o subgrupo de
Gal(Q(ζn)/Q) que fixa M, então

t(θi1 ◦ θ
j
2)(t) =

∑
α∈H

ζαn (θi1 ◦ θ
j
2)

(∑
β∈H

ζβn

)
=
∑
α,β∈H

ζα+βr
i
1r
j
2 .

Considerando d = n
s1

+ · · · + n
sa+b+c

, segue que ζdn = ζs1 · · · ζsa+b+c , e desta forma, ζα+βr
i
1r
j
2

n é
uma raiz primitiva da unidade se, e somente se,

ζd(α+βr
i
1r
j
2)

n = ζα+βr
i
1

s1
· · · ζα+βri1sa ζα+βr

i
1r
j
2

sa+1
· · · ζα+βri1r

j
2

sa+b
ζα+βr

j
2

sa+b+1
· · · ζα+βr

j
2

sa+b+c

também o é. Denotando α = (α1, . . . , αa+b+c), β = (β1, . . . , βa+b+c), r1 = (r11 , . . . ,
r1a+b+c), r2 = (r21 , . . . , r2a+b+c) ∈ Z∗n ' Z∗s1 × . . . × Z∗sa+b+c , segue que α + βri1r

j
2 ≡

αk + βkr
i
1k
rj2k (mod sk). Portanto, tomando e = a+ b+ c, segue que

TrQ(ζn)/Q(t(θi1 ◦ θ
j
2)(t)) =

∑
α,β∈H

TrQ(ζn)/Q(ζ
α1+β1ri11
s1 · · · ζαe+βer

j
2e

se ).

Mas

TrQ(ζn)/Q(ζ
α1+β1ri11
s1 · · · ζαe+βer

j
2e

se ) = TrQ(ζ n
s1

)/Q(TrQ(ζn)/Q(ζ n
s1

)(ζ
α1+β1ri11
s1 · · · ζαe+βer

j
2e

se )),

onde

TrQ(ζn)/Q(ζ n
s1

)(ζ
α1+β1ri11
s1 · · · ζαe+βer

j
2e

se ) = ζ
α2+β2ri12
s2 · · · ζαe+βer

j
2e

se TrQ(ζs1 )/Q(ζ
α1+β1ri11
s1 ).

Logo,

TrQ(ζn)/Q(tθi1 ◦ θ
j
2(t)) =

∑
α,β∈H

TrQ(ζs1 )/Q(ζ
α1+β1ri11
s1 ) · · ·TrQ(ζse )/Q(ζ

αe+βer
j
2e

se ), (3.1)

onde

TrQ(ζsk )/Q(ζ
αk+βkr

i
1k
rj2k

sk ) =

{
sk − 1, se αk + βkr

i
1k
rj2k = 0

−1, se αk + βkr
i
1k
rj2k 6= 0,

para k = 1, . . . , e. No que segue, vamos dividir a provar em quatro casos, ou sejam para i = 0
e j = 0, i = 0 e j 6= 0, i 6= 0 e j = 0, e i 6= 0 e j 6= 0.

Caso (i): i = 0 e j = 0. Seja α = (α1, . . . , αe) ∈ H . Como M é totalmente real, pela
Observação 3.5, segue que a conjugação complexa pertence a H . Logo, (−1, . . . ,−1) ∈ H , e
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portanto, β = (−α1, . . . ,−αe) ∈ H . Além disso, β é o único elemento de H tal que α+β = 0.
Deste modo, αk + βk = 0, para k = 1, . . . , e. Assim, denotando sk − 1 = fk, segue que

TrQ(ζs1 )/Q(ζ
α1+β1ri11
s1 ) · · ·TrQ(ζse )/Q(ζ

αe+βer
j
2e

se ) = f1 · · · fe = φ(n).

Como para cada α ∈ H , existe um único β ∈ H tal que α + β = 0, segue que ocorrem
h = |H| = φ(n)

pq
parcelas iguais a φ(n) quando fazemos o somatório da Equação 3.1. Deste

modo, a soma desses termos é T 1
0 = hφ(n). Pelo Lema 3.11, para cada α ∈ H , segue que

existem fk
pq
− 1 ou fk

p
− 1 ou fk

q
− 1 (dependendo da coordenada) elementos de H com uma

coordenada diferente e a as outras iguais. Assim,

TrQ(ζs1 )/Q(ζ
α1+β1ri11
s1 ) · · ·TrQ(ζse )/Q(ζ

αe+βer
j
2e

se ) = f1 · · · fk−1(−1)fk+1 · · · fe = −φ(n)

fk
.

Logo, na Equação 3.1, segue que a soma da parcela é

T 1
1 = h

(
a∑
k=1

−φ(n)

fk

(
fk
p
− 1

)
+

a+b∑
k=a+1

−φ(n)

fk

(
fk
pq
− 1

)

+
a+b+c∑

k=a+b+1

−φ(n)

fk

(
fk
q
− 1

))

= h

(
a∑
k=1

(
−φ(n)

p
+
φ(n)

fk

)
+

a+b∑
k=a+1

(
−φ(n)

pq
+
φ(n)

fk

)

+
a+b+c∑

k=a+b+1

(
−φ(n)

q
+
φ(n)

fk

))

= h

(
−aφ(n)

p
− bφ(n)

pq
− cφ(n)

q
+

a+b+c∑
k=1

φ(n)

fk

)

= −h

((
a

a− 1

)
φ(n)

p
+

(
b

b− 1

)
φ(n)

pq
+

(
c

c− 1

)
φ(n)

q
−

a+b+c∑
k=1

φ(n)

fk

)
.

De forma geral, sendo Π a projeção do Lema 3.11, segue que

T 1
u = (−1)u

∑
k1<···<ku

φ(n)

fk1 · · · fku

(
|KerΠk̂1···k̂u|

−
∑

k1≤kl≤ku

|KerΠk̂1··· ˆkl−1
ˆkl+1···k̂u|+ · · ·

+(−1)u−1
u∑
l=1

|KerΠk̂l
|+ (−1)u

)
,

onde Πk̂1···k̂u é a projeção nas coordenadas de Z∗n com exceção das coordenadas k1, · · · , ku.
Observamos que, neste caso, aparecem os termos 1

p
, 1
pq

, 1
q

e 1.
Caso (ii): i = 0 e j 6= 0. Seja α = (α1, . . . , αe) ∈ H . Suponhamos que exista

β ∈ H tal que α + βrj2 = 0. Assim, −βrj2 = α ∈ H . Por outro lado, Gal(Q(ζn)/Q) =
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H∪̇ϕr1ϕr2H∪̇ · · · ∪̇ϕp−1r1
ϕq−1r2

H , ou seja, Z∗n = H∪̇r1r2H∪̇ · · · ∪̇rp−11 rq−12 H é uma união de
classes laterais disjuntas. Deste modo, α = −βrj2 ∈ r

j
2H , o que é um absurdo. Logo, não existe

β ∈ H tal que α+ βrj2 = 0, e deste modo, T 2
0 = 0. Agora, analisamos a existência de β tal que

αk + βkr
j
2k

= 0 em todas as coordenadas exceto em uma coordenada, digamos l. Observamos
que

βrj2 = (β1, . . . , βa, βa+1r
j
2a+1

, . . . , βer
j
2e).

Para 1 ≤ l ≤ a, suponhamos que existe β ∈ H tal que

β = (−α1, . . . ,−αl−1, βl,−αl+1, . . . ,−αa,−αa+1r
−j
2a+1

, . . . ,−αer−j2e ).

Se I ⊂ Z∗n é o grupo que fixa L, então α, β ∈ H ⊂ I . Pela Observação 3.4, segue que
I ' Z∗p1 × · · · ×Z∗pa × I . Como α ∈ I , segue que r−j2 α ∈ r−j2 I , onde r−j2 I é uma classe lateral
de I . Como Z∗pl é um fator de I , segue que β ∈ r−j2 I , o que é um absurdo. Logo, não existe
um elemento β nestas condições. Se a + 1 ≤ l ≤ a + b, pelo Lema 3.11, segue que a projeção
Π : H → Z∗n/pl é sobrejetora. Portanto, existe um elemento β nestas condições. Agora, sejam
a + b + 1 ≤ l ≤ e, J ⊂ Z∗n o grupo que fixa K e Π : Z∗n → Z∗n/pl . Como H ⊂ J , segue que
Π(H) ⊂ Π(J). Pela Observação 3.4 e pelo Lema 3.11, segue que |Π(H)| = |Π(J)|. Logo,
Π(H) = Π(J). Dado α ∈ H ⊂ J , segue que r−j2 α ∈ J , e assim, Π(r−j2 α) ∈ Π(J) = Π(H), e
portanto, β ∈ Π−1(Π(r−j2 α)). Concluímos, assim, que existe um elemento β nestas condições.
Desta forma,

T 2
1 = −h

((
b

b− 1

)
φ(n)

pq
+

(
c

c− 1

)
φ(n)

q

)
.

De um modo geral, obtemos que T 2
u é uma cópia de T 1

u , porém copiando somente os termos que
possuem os coeficientes 1

pq
ou 1

q
.

Caso (iii): i 6= 0 e j = 0. De modo análogo ao caso (ii), segue que T 3
0 = 0 e T 3

u é uma
cópia de T 1

u , onde copiamos somente os termos que possuem os coeficientes 1
p

ou 1
pq

.

Caso (iv): i 6= 0 e j 6= 0. De nodo análogo ao caso (ii), segue que T 4
0 = 0 e T 4

u é uma cópia
de T 1

u , onde copiamos somente os termos que possuem os coeficientes 1
pq

.

Observamos que esses casos se relacionam com os aij da seguinte forma

(i)→
p−1∑
i=0

q−1∑
j=0

a2ij, (ii)→
p−1∑
i=0

q−1∑
j,v=0
j 6=v

aijaiv

(iii)→
p−1∑
i,u=0
i6=u

q−1∑
j=0

aijauj, (iv)→
p−1∑
i,u=0
i 6=u

q−1∑
j,v=0
j 6=v

aijauv

(i) + (ii)→
p−1∑
i=0

(
q−1∑
j=0

aij

)2

, (i) + (iii)→
q−1∑
j=0

(
p−1∑
i=0

aij

)2

,

(i) + (ii) + (iii) + (iv)→

(
p−1∑
i=0

q−1∑
j=0

aij

)2

.
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Agora, analisando à soma relacionada aos coeficientes 1, segue que

T ∗1 = h

(
φ(n) + (−1)(−1)

e∑
k=1

φ(n)

fk

= + (−1)2(−1)2
∑

1≤k1<k2≤e

φ(n)

fk1fk2
+ · · ·+ (−1)e(−1)e

)
.

Usando o fato que

n = (f1 + 1)(f2 + 1) · · · (fe + 1) = φ(n) +
e∑

k=1

φ(n)

fk
+ · · ·+ 1,

segue que T ∗1 = hn. Agora, analisando os termos que aparecem junto a 1
p
, segue que

T ∗p =
h

p

(
−
(

a

a− 1

)
φ(n) +

(
a

a− 2

)
φ(n) + · · ·+ (−1)aφ(n)

+
a∑
k=1

φ(n)

fk

(
−
(
a− 1

a− 2

)
+

(
a− 1

a− 3

)
+ · · ·+ (−1)a−1

(
a− 1

0

))
+

e∑
k=a+1

φ(n)

fk

(
−
(

a

a− 1

)
+

(
a

a− 2

)
+ · · ·+ (−1)a−1

(
a

0

))

+ · · ·+
a∑
k=1

φ(n)fk
f1 · · · fe

(−1)

)
.

Usando o fato que

−
(

u

u− 1

)
+

(
u

u− 2

)
+ · · ·+ (−1)u

(
u

u− u

)
= −1,

segue que

T ∗p =
h

p

(
−φ(n)−

a∑
k=1

φ(n)

fk
−
∑
a<k

φ(n)

fk
− · · · −

a∑
k=1

φ(n)fk
f1 · · · fe

)

=
h

p

(
−φ(n)−

e∑
k=1

φ(n)

fk
−
∑
k1<k2

φ(n)

fk1fk2
− · · ·

−
∑

k1<···<ka−1

φ(n)

fk1 · · · fka−1

−
∑

k1<···<ka
{1,...,a}6⊂{ki,...,ka}

φ(n)

fk1 · · · fka

−
∑

k1<···<ka+1
{1,...,a}6⊂{ki,...,ka+1}

φ(n)

fk1 · · · fka+1

− · · · −
a∑
k=1

φ(n)fk
f1 · · · fe


=

h

p

(
−φ(n)−

e∑
k=1

φ(n)

fk
− · · · −

∑
k1<···<ka

φ(n)

fk1 · · · fka
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+
φ(n)

f1 · · · fa
−

∑
k1<···<ka+1

φ(n)

fk1 · · · fka+1

T ∗p +
e∑

k=a+1

φ(n)

f1 · · · fafk
− · · · − φ(n)

φ(n)
+
φ(n)

φ(n)

)

=
h

p
(−n+ n2),

visto que

n2 = (fa+1 + 1) · · · (fe + 1) =
φ(n)

f1 · · · fa
+

e∑
k=a+1

φ(n)

f1 · · · fafk
+ · · ·+ 1.

De modo análogo, segue que

T ∗q =
h

q
(−n+ n1).

Agora, analisemos o caso T ∗pq. Para isso, seja hc = T ∗pq. Como TrQ(ζn)/Q(x2) = hTrM/Q(x2),
tomando aij = 1, para i = 0, . . . , p− 1 e j = 0, . . . , q − 1, pela Proposição 1.37, segue que

x =

p−1∑
i=0

q−1∑
j=0

θi1 ◦ θ
j
2(TrQ(ζn)/M(ζn)) = TrQ(ζn)/Q(ζn) = ±1.

Assim, x2 = 1, e deste modo, TrM/Q(x2) = TrM/Q(1) = pq. Por outro lado,

TrM/Q(x2) = n

p−1∑
i=0

q−1∑
j=0

a2ij −
n− n1

q

p−1∑
i=0

(
q−1∑
j=0

aij

)2

−n− n2

p

q−1∑
j=0

(
p−1∑
i=0

aij

)2

+ c

(
p−1∑
i=0

q−1∑
j=0

aij

)2

.

Deste modo,

pq = npq − n− n1

q
pq2 − n− n2

p
p2q + cp2q2

pq = npq − npq + n1pq − npq + n2pq + cp2q2

c =
n− n1 − n2 + 1

pq
.

Portanto, concluímos o resultado.

Observemos que este resultado independente da relação entre n1 e n2.

3.5 Caso não ramificado de grau p1 · · · pr
Na Seção 3.4, estendemos o resultado da forma traço integral de um corpo de grau p para

o grau pq. Nesta seção, vamos estender este mesmo resultado para um corpo de números de
grau p1 · · · pr e condutor livre de quadrados. Desta forma, consideramos, para i = 1, . . . , r,
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Ki uma pi-extensão não ramificada de condutor ni, e pi 6= pj se i 6= j, e M = K1 · · ·Kr.
Consideramos ni1,...,is = cond(Ki1 · · ·Kis), n = ni1,...,ir = m1 · · ·mc e denotamos Ni1,...,is =
{x ∈ N | x|ni1,...,is}. Observamos que, neste caso, pi e ni estão relacionados.

Lema 3.13. Se H é o subgrupo de Z∗n que fixa K1 · · ·Kr e a projeção Π : H → Z∗y1×· · ·×Z∗yj ,
onde Π(αm1 , . . . , αmc) = (αy1 , . . . , αyj), então

|KerΠ| =
∏e

i=1(mdi − 1)

w
,

onde w =
∏
pi tal que ni /∈ Y = {y ∈ N | y|y1 · · · yj} e md1 , . . . ,mde são as coordenadas de α

que são distintas de y1, . . . , yj .

Demonstração. SejamZ = Z∗y1×· · ·×Z
∗
yj

eZc = Z∗md1×· · ·×Z
∗
mde

, onde, Zc é o complemento
deZ em Z∗n. ComoH < Π(H)×Zc < Z∗n e [Z∗n : H] = p1 · · · pr, segue que [Z∗n : Π(H)×Zc] =
β divide p1 · · · pr. Seja pi tal que ni ∈ Y . Se pi - β, então Π(H) × Zc não fixa Ki. Se I < Z∗n
é o grupo que fixa Ki, então H < I , e assim, estendendo a função Π para Z∗n, segue que
Π(H) ⊂ Π(I). Portanto,

[Z : Π(H)] = [Z : Π(I)][Π(I) : Π(H)].

Logo, pi|β, o que é um absurdo. Agora, seja pi tal que ni /∈ Y . Se pi | β, então Π(H)×Zc fixa
um corpo acima de Ki, e deste modo, cond(Ki) = ni divide o condutor do corpo fixado por
Π(H)×Zc, logo ni ∈ Y , o que é um absurdo. Assim, concluímos que β =

∏
pi, onde ni ∈ Y .

Logo |Π(H)| = |Z|/(Z : Π(H)) e H/KerΠ ' Π(H), e deste modo,

|KerΠ| = φ(n)

p1 · · · pr
β

((y1 − 1) · · · (yj − 1))
=

∏e
i=1(mdi − 1)

w
,

o que prova o resultado.

Agora, sejaGal(M/Q) = {θj11 ◦· · ·◦θjrr }ji=0,...,pi−1, onde θi|Ki é um gerador deGal(Ki/Q)
e θi|Kj = IdKj se i 6= j. Se t = TrQ(ζn)/M(ζn), então qualquer x ∈ OM pode ser escrito como

x =
r∑
i=0

pi−1∑
ji=0

aj1,...,jrθ
j1
1 ◦ · · · ◦ θjrr (t).

Teorema 3.14. Sejam Ki uma pi-extensão não ramificada de condutor ni para i = 1, . . . , r
com pi 6= pj se i 6= j, M = K1 · · ·Kr e ni1,...,ij = cond(Ki1 · · ·Kij). Se x ∈ OM com

x =
r∑
i=0

pi−1∑
ji=0

aj1,...,jrθ
j1
1 ◦ · · · ◦ θjrr (t), então

TrM/Q(x2) = n
r∑
j=1

pj−1∑
ij=0

a21,...,r +
r∑
j=1

Tpj

r∑
k=0
k 6=j

pk−1∑
ik=0

(
pj−1∑
j=0

a1,...,r

)2

+

+
∑
j1<j2

Tpj1pj2

r∑
k=0

k 6=j1,j2

pk−1∑
ik=0

pj1−1∑
j1=0

pj2−1∑
j2=0

a1,...,r

2

+
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+ · · ·+ Tp1···pr

 r∑
j=1

pj−1∑
ij=0

a1,...,r

2

,

onde

Tpi1 ···pis =
h

pi1 · · · pis

(
(−1)sn+ (−1)s−1

s∑
j=1

nîj + (−1)s−2
∑
j1<j2

nîj1 îj2
+ · · ·+ nîj1 ,...,̂ijs

)
,

n1̂,...,r̂ = 1 e nî = n1,...,i−1,i+1,...,r.

Demonstração. Para cada i = 1, . . . , r, segue que Ki ⊂ M ⊂ Q(ζn), e assim, existe ϕi ∈
Gal(Q(ζn)/Q) tal que ϕi|M = θi, onde ϕji (ζn) = ζ

sji
n . Seja H o subgrupo de Gal(Q(ζn)/Q)

que fixa M. Deste modo,

t(θj11 ◦ · · · ◦ θjrr )(t) =
∑
α∈H

ζαn (θj11 ◦ · · · ◦ θjrr )(t)

(∑
β∈H

ζβn

)
=
∑
α,β∈H

ζα+βs
j1
1 ···s

jr
r .

Escrevendo d = n
m1

+ · · · + n
mc

, segue que ζdn = ζm1 · · · ζmc . Desta forma, ζα+βs
j1
1 ···s

jr
r é uma

raiz primitiva da unidade se, e somente se,

ζd(α+βs
j1
1 ···s

jr
r )

n = ζα+βs
j1
1 ···s

jr
r

m1
· · · ζα+βs

j1
1 ···s

jr
r

mc

também o é. Denotando α = (α1, . . . , αc), β = (β1, . . . , βc), s1 = (s11 , . . . , s1c), . . . , sr =
(sr1 , . . . , src) ∈ Z∗n ' Z∗m1

×. . .×Z∗mc , segue que α+βsj11 · · · sjrc ≡ αk+βks
j1
1k
· · · sjrrk (mod sk).

Portanto,

TrQ(ζn)/Q(t(θj11 ◦ · · · ◦ θjrr )(t)) =
∑
α,β∈H

TrQ(ζn)/Q(ζα+βs
j1
1 ···s

jr
r

m1
· · · ζα+βs

j1
1 ···s

jr
r

mc ).

Como

TrQ(ζn)/Q(ζα+βs
j1
1 ···s

jr
r

m1
· · · ζα+βs

j1
1 ···s

jr
r

mc ) =

TrQ(ζ n
m1

)/Q(TrQ(ζn)/Q(ζ n
m1

)(ζ
α+βs

j1
1 ···s

jr
r

m1
· · · ζα+βs

j1
1 ···s

jr
r

mc )),

segue que

TrQ(ζn)/Q(ζ n
s1

)(ζ
α+βs

j1
1 ···s

jr
r

m1
· · · ζα+βs

j1
1 ···s

jr
r

mc ) =

ζα+βs
j1
1 ···s

jr
r

m2
· · · ζα+βs

j1
1 ···s

jr
r

mc TrQ(ζs1 )/Q(ζα+βs
j1
1 ···s

jr
r

m1
).

Logo,

TrQ(ζn)/Q(t(θj11 ◦ · · · ◦ θjrr )(t)) =∑
α,β∈H

TrQ(ζm1 )/Q(ζα+βs
j1
1 ···s

jr
r

m1
) · · ·TrQ(ζmc )/Q(ζα+βs

j1
1 ···s

jr
r

mc ), (3.2)

onde
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TrQ(ζmk )/Q(ζα+βs
j1
1 ···s

jr
r

mk
) =

{
mk − 1, se α + βsj11 · · · sjrr = 0

−1, se α + βsj11 · · · sjrr 6= 0,

para k = 1, . . . , c. Agora, a prova será dividida em dois casos.

Caso (i): j1 = · · · = jr = 0. Seja α = (α1, . . . , αc) ∈ H . Como M é totalmente
real, segue que a conjugação complexa pertence a H . Logo, (−1, . . . ,−1) ∈ H , e portanto,
β = (−α1, . . . ,−αc) ∈ H . Além disso, β é o único elemento de H tal que α + β = 0. Deste
modo, αk + βk = 0, para k = 1, . . . , c. Assim, denotando mk − 1 = fk, segue que

TrQ(ζm1 )/Q(ζα+βs
j1
1 ···s

jr
r

m1
) · · ·TrQ(ζmc )/Q(ζα+βs

j1
1 ···s

jr
r

mc ) = f1 · · · fe = φ(n),

onde φ é função de Euler. Como para cada α ∈ H existe um único β ∈ H tal que α + β = 0,
segue que existem h = |H| = φ(n)

p1···pr parcelas iguais a φ(n) quando fazemos o somatório da
Equação 3.2. Deste modo, a soma desses termos é T 1

0 = hφ(n). Pelo Lema 3.13, para cada
α ∈ H , segue que existem fk

w
− 1 (w dependendo da coordenada) elementos de H com uma

coordenada diferente e as outras iguais. Assim,

TrQ(ζm1 )/Q(ζα+βs
j1
1 ···s

jr
r

m1
) · · ·TrQ(ζmc )/Q(ζα+βs

j1
1 ···s

jr
r

mc ) =

f1 · · · fk−1(−1)fk+1 · · · fe = −φ(n)

fk
.

Logo, pela Equação 3.2, segue que a soma da parcela é

T 1
1 = h

(
c∑

k=1

−φ(n)

fk

(
fk
wk
− 1

))

= −h

(
c∑

k=1

(
zk

zk − 1

)
φ(n)

wk
−

c∑
k=1

φ(n)

fk

)
,

onde wk = w é dado no Lema 3.13 pela projeção em Z∗n, excluindo a coordenada k, e zk é a
quantidade de primos que aparecem no condutor do corpo L de grau wk e que não aparecem no
condutor dos corpos Ki que não estão contidos em L. Em geral, sendo Π a projeção do Lema
3.11, segue que

T 1
u = (−1)u

∑
k1<···<ku

φ(n)

fk1 · · · fku

(
|KerΠk̂1···k̂u | −

∑
k1≤kl≤ku

|KerΠk̂1··· ˆkl−1
ˆkl+1···k̂u|+ · · ·+

+(−1)u−1
u∑
l=1

|KerΠk̂l
|+ (−1)u

)
,

onde Πk̂1···k̂u é a projeção nas coordenadas de Z∗n, excluindo as coordenadas k1, . . . , ku. Ob-
servemos que, neste caso, aparecem os termos 1, 1

pi
, 1
pipj

,. . ., 1
p1···pr . Notamos que

(
zk−i
zk−i−j

)
representa que temos zk primos que determinam o mesmo wk, onde i desses primos estão com
suas coordenadas sendo excluída da projeção, e j deles fornecem a variação dos outros primos
(que variam livremente).

Caso (ii): ji 6= 0, para i = 1, · · · , e, e ji = 0 para i = e + 1, · · · , r. Provamos que este
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caso é similar ao caso (i), mas tomando somente os elementos onde wk é divisível por p1 · · · pe.
Dado α ∈ H , utilizando o mesmo argumento de classes laterais da demonstração do Teorema
3.12, segue que não existe β ∈ H tal que α + βsj11 · · · sjee = 0. Dado α ∈ H , queremos
saber quantos β ∈ H existem tal que α + βsj11 · · · sjee é diferente de zero em l coordenadas
e zero nas demais. Observamos que as l coordenadas determinam o wk ao definir a projeção
¶ do Lema 3.13 nas l coordenadas, e assim, analisamos a existência de tal β. Seja wk tal
que p1 · · · pe - wk. Sem perda de generalidade, suponhamos que p1 não divide wk, ou seja,
estamos projetando em todas as coordenada de n1. Dado α, suponhamos que existe tal β.
Seja I < Z∗n o grupo que fixa K1. Estendendo a projeção do Lema 3.13, como H < I ,
segue que, Π(H) < Π(I). Temos que α, β ∈ H < I e Π(α) = Π(βsj11 · · · sjee ) ∈ Π(H) <
Π(I), mas Π(βsj11 ) /∈ Π(I), visto que todas as coordenadas de I estão na projeção. Logo,
Π(βsj11 · · · sjee ) /∈ Π(I), o que é um absurdo. Portanto, se p1 · · · pe - wk, então não existe
β. Agora, seja wk tal que p1 · · · pe | wk, ou seja, para cada ni, para i = 1, . . . , e existe uma
coordenada na qual não estamos projetando. Se e = r, então a função é sobrejetora, e assim,
existe tal β. Se e 6= r, então existe Kv = Kv1 · · ·Kvu tal que estes são os únicos corpos de
K1, . . . ,Kr em que a projeção está definida em todas as coordenadas do condutor de cada corpo.
Seja J < Z∗n o grupo que fixa Kv. Como H < J e estendendo a projeção do Lema 3.13, segue
que Π(H) < Π(J). Pela cardinalidade, segue que |Π(H)| = |Π(J)|. Logo Π(H) = Π(J).
Dado α ∈ H < J , segue que s−j11 · · · s−jee α ∈ J , e assim, Π(s−j11 · · · s−jee α) ∈ Π(J) = Π(H),
ou seja, β ∈ Π−1(Π(s−j11 · · · s−jee α)). Concluímos assim que β existe. Portanto, provamos que
o este caso é uma cópia do caso (i), mas copiando somente os elementos onde wk é divisível
por p1 · · · pe. Desta forma, já sabemos como comportam a quantidade de elementos na Equação
3.2.

Agora, analisamos as somas desses termos. Começamos pelos termos independentes. Estes
termos só aparecem quando j1 = · · · = jr = 0. Assim,

T ∗1 = h

(
φ(n) + (−1)2

c∑
k=1

φ(n)

fk
+ (−1)4

∑
1≤k1≤k2≤c

φ(n)

fk1fk2
+ · · ·+ (−1)2e

)
.

Usando o fato que

n = (f1 + 1)(f2 + 1) · · · (fe + 1) = φ(n) +
c∑

k=1

φ(n)

fk
+ · · ·+ 1,

segue que
T ∗1 = hn.

Analisamos os termos que aparecem junto a 1
pi

. Sem perda de generalidade, consideramos i = 1
e que os primeiros a termos de n são os termos que aparecem em n1 e não aparecem nos demais
nj , com j 6= 1. Assim,

T ∗p1 =
h

p1

(
−
(

a

a− 1

)
φ(n) +

(
a

a− 2

)
φ(n) + · · ·+ (−1)aφ(n)+

+
a∑
k=1

φ(n)

fk

(
−
(
a− 1

a− 2

)
+

(
a− 1

a− 3

)
+ · · ·+ (−1)a−1

(
a− 1

0

))
+

T ∗p1 +
c∑

k=a+1

φ(n)

fk

(
−
(

a

a− 1

)
+

(
a

a− 2

)
+ · · ·+ (−1)a−1

(
a

0

))
+
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+ · · ·+
a∑
k=1

φ(n)fk
f1 · · · fe

(−1)

)
.

Como

−
(

u

u− 1

)
+

(
u

u− 2

)
+ · · ·+ (−1)u

(
u

u− u

)
= −1,

segue que

T ∗p1 =
h

p1

(
−φ(n)−

a∑
k=1

φ(n)

fk
−
∑
a<k

φ(n)

fk
− · · · −

a∑
k=1

φ(n)fk
f1 · · · fc

)

=
h

p1

−φ(n)−
c∑

k=1

φ(n)

fk
−
∑
k1<k2

φ(n)

fk1fk2
− · · · −

∑
k1<···<ka−1

φ(n)

fk1 · · · fka−1

−

−
∑

k1<···<ka
{1,...,a}6⊂{ki,...,ka}

φ(n)

fk1 · · · fka
−

∑
k1<···<ka+1

{1,...,a}6⊂{ki,...,ka+1}

φ(n)

fk1 · · · fka+1

− · · ·

−
a∑
k=1

φ(n)fk
f1 · · · fc

)

=
h

p1

(
−φ(n)−

c∑
k=1

φ(n)

fk
− · · · −

∑
k1<···<ka

φ(n)

fk1 · · · fka
+

φ(n)

f1 · · · fa

T ∗p −
∑

k1<···<ka+1

φ(n)

fk1 · · · fka+1

+
c∑

k=a+1

φ(n)

f1 · · · fafk
− · · · − φ(n)

φ(n)
+
φ(n)

φ(n)


=

h

p1
(−n+ n2,...,r),

visto que

n2,...,r = (fa+1 + 1) · · · (fc + 1) =
φ(n)

f1 · · · fa
+

c∑
k=a+1

φ(n)

f1 · · · fafk
+ · · ·+ 1.

Ou seja,

T ∗pi =
h

pi
(−n+ n1,...,i−1,i+1,...,r).

Agora, analisemos os termos que aparecem junto a 1
pipj

. Sem perda de generalidade, considera-
mos i = 1, j = 2 e que os primeiros a termos de n são os termos que aparecem em n1,2 e não
aparecem nos demais ni,j . Os termos variando de a+1 até a+b, e de a+b+1 até a+b+d, são
os termos que estão em n1 e n2, respectivamente, e não aparecem em nenhum outro nk. Obser-
vamos que em

(
a−u
a−u−v

)
o elemento a representa quantos elementos que determinam o termo que

queremos. Neste caso, o termo é 1
p1p2

, onde v representa a quantidade de elementos que estão

sendo utilizados para gerar o termo, e u representa a quantidade de termos livres de
∑ φ(n)

fi1 ···fiu+v
que estão variando dentro dos a termos. Desta forma,
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T ∗p1p2 =
h

p1p2

(
−
(

a

a− 1

)
φ(n) +

(
a

a− 2

)
φ(n) + · · ·+ (−1)aφ(n)

+φ(n)
∑

u,v,w∈W

(−1)u+v+w
(

a

a− w

)(
b

b− u

)(
d

d− v

)

+
a∑
k=1

φ(n)

fk

(
−
(
a− 1

a− 2

)
+

(
a− 1

a− 3

)
+ · · ·+ (−1)a−1

(
a− 1

0

))
+

c∑
k=a+1

φ(n)

fk

(
−
(

a

a− 1

)
+

(
a

a− 2

)
+ · · ·+ (−1)a−1

(
a

0

))

+ · · ·+
a∑
k=1

φ(n)fk
f1 · · · fe

(−1)

)
,

onde W = {0 ≤ w ≤ a, 0 ≤ u ≤ b, 0 ≤ v ≤ d | uvw 6= 0 ou (uv 6= 0 e w = 0) ou (uw 6=
0 e v = 0) ou (wv 6= 0 e u = 0)}. Lembramos que(

u

u− 0

)
−
(

u

u− 1

)
+ · · ·+ (−1)u

(
u

u− u

)
= 0,

e assim, fixando uv 6= 0 no termo∑
2≤u+v+w≤a+b+d

uv 6=0

(−1)u+v+w
(

a

a− w

)(
b

b− u

)(
d

d− v

)
,

segue que

(−1)u+v
(

b

b− u

)(
d

d− v

) ∑
0≤w≤a

(−1)w
(

a

a− w

)
= 0.

Desta forma, ∑
u,v,w∈W

(−1)u+v+w
(

a

a− w

)(
b

b− u

)(
d

d− v

)
=

∑
2≤u+w≤a+b

uw 6=0

(−1)u+w
(

a

a− w

)(
b

b− u

)
+

∑
2≤v+w≤a+d

vw 6=0

(−1)v+w
(

a

a− w

)(
d

d− v

)
.

E desta forma,∑
2≤u+w≤a+b

uw 6=0

(−1)u+w
(

a

a− w

)(
b

b− u

)
= −

(
b

b− 0

) ∑
1≤w≤a

(−1)w
(

a

a− w

)
= 1.

Portanto,

T ∗p1p2 =
h

p1p2

(
−φ(n) + 2φ(n)−

c∑
k=1

φ(n)

fk
+ 2

c∑
k=1

φ(n)

fk
+ · · ·

)
,

mas esse padrão de −φ(y) + 2φ(y) não se mantém em T ∗p1p2 , pois se colocarmos fa+1 · · ·
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fa+bfk1 · · · fkl no denominador, o termo
∑(

a

a− w

)(
b

b− u

)(
d

d− v

)
aparecerá somente

com u = 0. Desta forma, teremos −φ(y) + φ(y) ao invés de −φ(y) + 2φ(y). E o mesmo
vale para fa+b+1 · · · fa+b+dfk1 · · · fkl . Como

n = φ(n) +
c∑

k=1

φ(n)

fk
+ · · ·+ 1,

n2,...,r =
φ(n)

fa+1 · · · fa+b
+

c∑
k=1

φ(n)

fa+1 · · · fa+bfk
+ · · ·+ 1,

n1,3,...,r =
φ(n)

fa+b+1 · · · fa+b+d
+

c∑
k=1

φ(n)

fa+b+1 · · · fa+b+dfk
+ · · ·+ 1,

n3,...,r =
φ(n)

f1 · · · fa+b+d
+

c∑
k=1

φ(n)

f1 · · · fa+b+dfk
+ · · ·+ 1,

segue que

T ∗p1p2 =
h(n− n2,...,r − n1,3,...,r + n3,...,r)

p1p2
.

Mas isto independe do índice p1 e p2. Para simplificar a notação, denotamos

nî = n1,...,i−1,i+1,...,r.

Logo,

T ∗pipj =
h(n− nî − nĵ + nî,ĵ)

p1p2
.

Vamos analisar o caso T ∗pi1 ···piv . Sem perda de generalidade, consideramos ij = j e que os
primeiros a termos de n são os termos que aparecem em n1,...,v e que não aparecem nos outros
nk1,...,kw . Assim, existem aj termos que aparecem em nj e que não aparecem nos outros nk.
Logo,

T ∗p1···pv =
h

p1 · · · pv

(
−
(

a

a− 1

)
φ(n) +

(
a

a− 2

)
φ(n) + · · ·+ (−1)aφ(n)+

+φ(n)
∑

{u,u1,...,uv}∈W

(−1)u+u1+···+us
(

a

a− u

)(
a1

a1 − u1

)
· · ·(

av
av − uv

)
+ · · ·

)
,

onde

W = {{u, u1, . . . , uv} | 0 ≤ u ≤ a, 0 ≤ uj ≤ aj, j = 1, · · · , v, e u1 · · ·uv 6= 0

ou uuj1 · · ·ujk 6= 0 para algum conjunto de índices} .

Assim,

−
(

a

a− 1

)
+

(
a

a− 2

)
+ · · ·+ (−1)a

(
a

0

)
= −1,

e com respeito aos outros elementos do conjunto W , segue que se uu1 · · ·uk 6= 0. Desta forma,
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∑
uu1···uk 6=0

(−1)u+u1+···+uk
(

a

a− u

)(
a1

a1 − u1

)
· · ·
(

ak
ak − uk

)

=
∑

uu1···uk−1 6=0

(−1)u+u1+···+uk−1

(
a

a− u

)(
a1

a1 − u1

)
· · ·(

ak−1
ak−1 − uk−1

) ak∑
j=1

(
ak

ak − uk

)
= (−1)

∑
uu1···uk−1 6=0

(−1)u+u1+···+uk−1

(
a

a− u

)(
a1

a1 − u1

)
· · ·
(

ak−1
ak−1 − uk−1

)
= (−1)k+1.

No entanto, para cada combinação de índices de W , segue que o somatório é igual à (−1)k+1.
Portanto,

−
(
v

0

)
+

(
v

1

)
+ · · ·+ (−1)v

(
v

v − 1

)
= (−1)v

(
v

v

)
= −(1)v,

e este termo é o primeiro termo que vai gerar (−1)vn. Similarmente a Tp1p2 , segue que a forma
geral é dada por

T ∗pi1 ···pis =
h

pi1 · · · pis

(
(−1)sn+ (−1)s−1

s∑
j=1

nîj + (−1)s−2
∑
j1<j2

nîj1 îj2
+ · · ·+ nîj1 ,...,̂ijs

)

e n1̂,...,r̂ = 1. Como TrQ(ζn)/Q(x2) = hTrM/Q(x2), tomando Tpipj = 1
h
T ∗pipj , segue que se

x =
r∑
i=0

pi−1∑
ji=0

a1,...,r (θj11 ◦ · · · ◦ θjrr )(t), então

TrM/Q(x2) = n
r∑
j=1

pj−1∑
ij=0

a21,...,r +
r∑
j=1

Tpj

r∑
k=0
k 6=j

pk−1∑
ik=0

(
pj−1∑
j=0

a1,...,r

)2

TrM/Q(x2) +
∑
j1<j2

Tpj1pj2

r∑
k=0

k 6=j1,j2

pk−1∑
ik=0

pj1−1∑
j1=0

pj2−1∑
j2=0

a1,...,r

2

+ · · ·+ Tp1···pr

 r∑
j=1

pj−1∑
ij=0

a1,...,r

2

,

o que prova o resultado.

Observemos que este resultado independe da relação entre os condutores ni.

3.6 Considerações finais do capítulo
Neste capítulo, apresentamos a forma traço integral de um corpo com grau e condutor ímpar

e livre de quadrados. O objetivo destes resultados é caracterizar a forma traço integral, para
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assim, poder minimiza-la em alguns Z-módulos. Com isto, obter o ρ da Equação 2.1, e assim,
calcular a densidade de centro dos reticulados. Portanto, no próximo capítulo apresentamos um
método de como minimizar a forma traço integral em certos Z-módulos.





4 Mínimo da forma traço integral

O estudo de reticulados possui aplicações em diversas áreas, como na teoria de códigos e
criptografia. Como esses tópicos vem ganhando importância devido ao desenvolvimento tecno-
lógico, os reticulados vem chamando cada vez mais atenção dos pesquisadores. No Capítulo 2,
a Equação 2.1, apresenta os parâmetros necessários para calcular a densidade de centro de um
reticulado algébrico. No Capítulo 3 caracterizamos a forma traço integral que está diretamente
relacionado ao raio de empacotamento do reticulado. Porém, somente com a forma traço inte-
gral não é possível calcular a densidade de centro. Desta forma, neste capítulo, nosso objetivo
é minimizar a forma traço integral para assim obter o raio de empacotamento da Equação 2.1 e
obtermos a densidade de centro de um reticulado em Rn, com n livre de quadrados.

4.1 Módulos em um compósito de corpos de graus primos
distintos e condutores iguais

Seja M = K1 · · ·Kr um compósito de corpos de números com [Ki : Q] = pi 6= pj = [Kj :
Q] e condutores iguais a n. Deste modo, pelo Teorema 3.14, segue que

TrM/Q(x2) = n
c−1∑
i=0

a2i −
n− 1

c

(
c−1∑
i=0

ai

)2

,

onde c = p1 · · · pr. Sejam m um número natural e

M =

{
x =

c−1∑
i=0

aiσ
i(t) |

c−1∑
i=0

ai ≡ 0 (mod m)

}
.

Consideramos a órbita de x, denotado por O(x), como sendo os elementos y ∈ OM, com
y =

∑
biσ

i(t), tal que a soma dos bi de y seja igual a soma dos ai de x. Observamos que
na órbita O(x) o segundo termo (

∑
ai)

2 da forma traço está fixado, e assim, para minimizar
a forma traço em uma órbita é suficiente minimizar o primeiro termo (

∑
a2i ), o qual podemos

denotar por |x|. Seja Ti,j :M→M definida por

Ti,j((a1, . . . , ac)) = ((a1, . . . , ai−1, ai + 1, ai+1, . . . , aj−1, aj − 1, aj+1, . . . , ac)),

onde x =
∑
aiθ

i(t) é denotado por (a1, . . . , ac). Observamos que Ti,j(x) não altera a órbita de
x.

A seguir, apresentamos dois lemas essenciais para a demonstração do Teorema 4.3.

Lema 4.1. |x| > |Ti,j(x)| se, e somente se, aj − ai > 1.

57
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Demonstração. Note que |x| > |Ti,j(x)| ⇔ a2i + a2j > (ai + 1)2 + (aj − 1)2 ⇔ 2(aj − ai) >
2⇔ aj − ai > 1.

Considerando a órbita onde à soma dos ai é zero, segue que o mínimo da forma traço nesta
órbita é

TrM/Q(x2) = 2n, onde x = (1,−1, 0, . . . , ). (4.1)

Agora, analisemos as outras órbitas. Seja S a soma dos ai’s. Podemos escrever S = cs+ r com
0 ≤ r < c, e tomando

x = (s, . . . , s, s+ 1, . . . , s+ 1︸ ︷︷ ︸
r entradas

),

pelo Lema 4.1, segue que x é o elemento mínimo da órbita cuja soma dos ai’s é S. Desta forma,
a norma mínima é

|x| =
c−r∑
i=1

s2 +

p∑
i=c−r+1

(s+ 1)2 = (c− r)s2 + r(s2 + 2s+ 1) = cs2 + 2rs+ r.

Portanto, temos os seguinte Lema.

Lema 4.2. Sejam x = (a1, . . . , ac) e S = a1 + · · ·+ ac. Se S = cs+ r, com 0 ≤ r < c, então

min
y∈O(x)

|y| = cs2 + 2rs+ r.

Assim, substituindo z = miny∈O(x) |y| na forma traço, segue que

TrM/Q(z2) = n(cs2 + 2rs+ r)− n− 1

c
(cs+ r)2

= ncs2 + 2nrs+ nr − n− 1

c
(c2s2 + 2csr + r2)

= cs2 + 2sr + nr − n− 1

c
r2. (4.2)

Para simplificar a notação, consideramos

F (S) = min
y∈O(x)

TrM/Q(x2),

onde S = a1 + · · ·+ ac e x = (a1, . . . , ac).

Teorema 4.3. Se m é um inteiro positivo, então

m∗ = min
x∈M\{0}

TrL/Q(x2) = min
{

2n, F (m), . . . , F
( c
d
m
)}

,

onde d = mdc(c,m).

Demonstração. A Equação 4.2 é crescente quando s cresce e quando consideramos S > 0.
Desta forma, temos que tomar o menor s > 0 possível, e todas as possibilidades de r, ou
seja, um conjunto completo de resíduos. Observamos que o conjunto {m, 2m, . . . , c

d
m} é um

conjunto completo de resíduos, uma vez que( c
d

+ 1
)
m ≡ c

m

d
+m ≡ m (mod c).
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O caso F (0) = 2n, da Equação 4.1, é contemplado nos resíduos, mas deve ser acrescentado
pelo comportamento diferenciado.

Exemplo 4.4. i) Se p1 = 3, n1 = n = 397 e m = 40, então m∗ = 2 × 397 e a densidade de
centro do reticulado σM(M) é δ ≈ 0.1761. Note que σM(M) ⊂ R3.

ii) Se p1 = 3, p2 = 5, n1 = n2 = n = 2371 e m = 49, então m∗ = 2× 2371 e a densidade
de centro do reticulado σM(M) é δ ≈ 0.0055. Note que σM(M) ⊂ R15.

iii) Se p1 = 3, p2 = 5, p3 = 7, n1 = n2 = n3 = n = 3571 e m = 16, então M∗ = 2× 3571
e a densidade de centro do reticulado σM(M) é δ ≈ 5 · 10−16. Note que σM(M) ⊂ R105.

As melhores densidades de centro conhecidas nas dimensões 3 e 15 são 1/(4
√

2) ≈ 0.17678
e 1/(16

√
2) ≈ 0.04419 respectivamente, [19]. Na dimensão 105 não encontramos informações

sobre a melhor densidade de centro conhecida.

4.2 Módulos em um compósito de dois corpos de condutores
m1 e m2 = rm1

Sejam K uma p-extensão não ramificada de condutor m1, L uma q-extensão não ramificada
de condutor m1r = n, com p 6= q. Assim, a forma traço de KL é

TrKL/Q(x2) = n

p−1∑
i=0

q−1∑
j=0

a2ij −
n−m1

q

p−1∑
i=0

(
q−1∑
j=0

aij

)2

+
−m1 + 1

pq

(
p−1∑
i=0

q−1∑
j=0

aij

)2

.

Consideramos

M =

{
x =

p−1∑
i=0

q−1∑
j=0

aijθ
i
1 ◦ θ

j
2(t) com

q−1∑
j=0

aij ≡ 0 (mod m)

}
.

Assim, escrevendo x como uma matriz, isto é,

x =

 a0,0 · · · a0,q−1
... . . . ...

ap−1,0 · · · ap−1,q−1

 ,

segue que a soma de cada linha é congruente a zero módulo m, onde m é um número natural
não nulo. Agora, consideremos a órbita de x, O(x), como sendo os elementos deM tal que a
soma de cada linha da matriz seja igual a soma de cada linha da matriz x. Observamos que na
órbita O(x) o segundo termo

∑
(
∑
aij)

2 e o terceiro termo (
∑∑

aij)
2 da forma traço estão

fixado, e assim, para minimizar a forma traço em uma órbita é suficiente minimizar o primeiro
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termo
∑∑

a2ij , o qual podemos denotar por |x|. Seja Ti,j,k :M→M definida como

Ti,j,k




a0,0 · · · a0,j · · · a0,k · · · a0,q−1

...
...

...
...

ai,0 · · · ai,j · · · ai,k · · · ai,q−,
...

...
...

...
ap−1,0 · · · ap−1,j · · · ap−1,k · · · ap−1,q−1



 =


a0,0 · · · a0,j · · · a0,k · · · a0,q−1

...
...

...
...

ai,0 · · · ai,j + 1 · · · ai,k − 1 · · · ai,q−1
...

...
...

...
ap−1,0 · · · ap−1,j · · · ap−1,k · · · ap−1,q−1

 .

Observamos que Ti,j,k(x) não altera a órbita de x.
A seguir, apresentamos dois lemas essenciais para a demonstração do Teorema 4.7.

Lema 4.5. |x| > |Ti,j,k(x)| se, e somente se, aij − aik > 1.

Demonstração. Note que |x| > |Ti,j,k(x)| ⇔ a2ij+a
2
ik > (aij+1)2+(aik−1)2 ⇔ 2(aij−aik) >

2⇔ aij − aik > 1.

Considerando a órbita onde à soma de todas as linhas são zero, segue que o mínimo da
forma traço nesta órbita é

TrKL/Q(x2) = 2n, onde x =


1 −1 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 0

 .

Analisamos as outras órbitas. Seja βi a soma de cada linha. Podemos escrever βi = qsi + ri,
com 0 ≤ ri < q, e tomando

x =


s1 s1 · · · s1 + 1 · · · s1 + 1
s2 · · · · · · s2 + 1
...

...
...

...
sp · · · · · · sp + 1

 ,

segue que |x| =
∑
qs21 + 2siri + ri. Assim, o mínimo de TrKL/Q(x2) da órbita é

TrKL/Q(x2) = n

p∑
i=1

(qs21 + 2siri + ri)−
n−m1

q

p∑
i=1

β2
i +
−m1 + 1

pq
(
∑

βi)
2

= n

p∑
i=1

(qs21 + 2siri + ri)− n
p∑
i=1

(qs2i + 2siri +
r1i
q

) +
m1

q

p∑
i=1

β2
i

+
−m1 + 1

pq
(

p∑
i=1

βi)
2

= n

p∑
i=1

ri −
n

q

p∑
i=1

r2i +
m1

q

p∑
i=1

β2
i +
−m1 + 1

pq
(

p∑
i=1

βi)
2.
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Agora, analisemos os βi fixando os ri. Com os ri fixos, podemos desconsiderá-los no estudo
para minimizar a forma traço, ou seja, é suficiente minimizar

F (x2) = m1

p∑
i=1

β2
i +
−m1 + 1

p

(
p∑
i=1

βi

)2

. (4.3)

Esta expressão é exatamente TrK/Q(x2), onde x =

p∑
i=1

βiθ
i
1(t
′). Logo, esta expressão é sempre

maior que zero, conforme provado em [15]. Denotamos x = (β1, · · · , βp), e consideramos a
órbita

O1(x) = {y = (γ1, · · · , γp),
p∑
i=1

γi =

p∑
i=1

βi e γi ≡ βi (mod q), i = 1, · · · , p}.

Lembramos que somente estamos considerando βi ≡ 0 (mod m). Seja mmc(m, q) = d.

Lema 4.6. Seja Ti,j : M → M definida por Ti,j((β1, · · · , βp)) = (β1, · · · , βi + d, · · · , βj −
d, · · · , βp). Assim, |x| > |Ti,j(x)| ⇔ βi − βj > d.

Demonstração. Note que |x| > |Ti,j(x)| ⇔ β2
i + β2

j > (βi + d)2 + (βj − d)2 ⇔ 2d(βi− βj) >
2d2 ⇔ βi − βj > d.

Note que o termo d foi escolhido para não alterarmos o resto da divisão de βi por q e para
manter o fato de que βi é divisível por m.

Teorema 4.7. Se K é uma p-extensão não ramificada de condutor m1, L uma q-extensão não
ramificada de condutor n = m1r, onde p 6= q e m é um inteiro positivo, então,

min
x∈M/{0}

TrKL/Q(x2) = min
(β1,··· ,βp)∈C

p
i
/{0},

i∈I

{2n, F (β1, · · · , βp)},

onde F (β1, · · · , βp) = n
∑
ri − n

p

∑
r2i + m1

q

∑
β2
i + −m1+1

pq
(
∑
βi)

2, 0 ≤ ri < q, ri ≡
βi (mod q), com

i) Ci = {m(q(i+ c) + a)}a=0,··· ,q
c=0,1 , I = {−2,−1, 0} se mdc(q,m) = 1.

ii) Ci = {m(i+ c)}c=0,1, I = {−1, 0} se mdc(q,m) = q.

Demonstração. Como p2 é um número primo, vamos dividir a prova em 2 casos, ou seja, p2 | m
e p2 - m.
Caso (i): mdc(q,m) = 1. Escrevendo βi = m(qbi + ai), onde ai é o menor inteiro tal que
0 ≤ ai < q e mai ≡ ri (mod q). Sem perda de generalidade, podemos permutar os βi, deste
modo, vamos reescreve-los de forma que a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ ap. Assim, o elemento de norma
mínima na órbita é

(m(qα + a1),m(qα + a2), · · · ,m(q(α + 1) + ap−γ), · · · ,m(q(α + 1) + ap)),

onde
∑
bi = αp+ γ, com 0 ≤ γ < p, pois considerando i > j, segue que

• |m(qα + ai)−m(qα + aj)| = m|ai − aj| < mq

• |m(qα + ai)−m(q(α + 1) + aj)| = m|ai − aj − q| ≤ mq
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• |m(q(α + 1) + ai)−m(q(α + 1) + aj)| = m|ai − aj| < mq.

Assim, o mínimo da órbita na Equação 4.3 é

F (x2) = m1

p∑
i=1

β+
i

−m1 + 1

q

(
p∑
i=1

βi

)2

= m1(m
2(q + α + a1)

2 + · · ·+m2(q(α + 1) + ap)
2)

+
−m1 + 1

p

(
mq

p∑
i=1

bi +m

p∑
i=1

ai

)2

= m1m
2

(
pq2α2 + 2qα

p∑
i=1

ai +

p∑
i=1

a2i + 2γq2α + γq2 + 2q

γ∑
i=p−γ

ai

)

+
−m1 + 1

q
m2

(
q2(α2p2 + 2αpγ + γ2) + 2q(αp+ γ)

p∑
i=1

ai +

(
p∑
i=1

ai

)2


F (x2) = m1m
2

 p∑
i=1

+γq2(1− γ

p
) + 2q

p∑
i=p−γ

ai − 2qγ

p∑
i=1

ai −
1

p

(
p∑
i=1

ai

)2


+
m2

p

(
(q(αp+ γ) +

p∑
i=1

ai

)2

. (4.4)

Se α ≥ 0, então a Equação 4.4 é crescente. Por outro lado, como 0 ≤ γ < p e 0 ≤ ai < q,
segue que

q(αp+ γ) +
∑

ai < 0⇔ α <

∑
ai
q
− γ
p

, e − 2 <

∑
ai
q
− γ
p

.

Logo, se α ≤ −2, então a Equação 4.4 é crescente. Assim, para minimizar a forma traço inte-
gral é suficiente analisar −2 ≤ α ≤ 0. Portanto, βi = m(q(α + γi) + ai), onde α = −2,−1, 0,
γi = 0, 1 e ai = 0, 1, · · · , q − 1.

Caso (ii): mdc(q,m) = q. Neste caso, q divide m e m divide βi. Logo, ri = 0, para todo i.
Assim, βi = mαi, e escrevendo

∑
αi = αp+ γ, 0 ≤ γ < p, segue que

(mα, · · · ,mα,m(α + 1), · · · ,m(α + 1))

é um elemento de norma mínima do conjunto que fixa o resto dos βi e fixam
∑
βi, pois

|mα−m(α + 1)| ≤ m = mmc(q,m).

Assim, o mínimo da órbita na Equação 4.3 é

m1

p∑
i=1

β2
i +
−m1 + 1

p

(
p∑
i=1

βi

)2

= m1m
2(α2 + 2αγ + γ) +

−m1 + 1

p
m2(α2p2
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+2αpγ + γ2)

= m1m
2(α2 + 2αγ + γ)−m1m

2
(
α2p+ 2αγ

+
γ2

p

)
+m2

(
α2p+ 2αγ +

γ2

p

)
= m1m

2

(
γ − γ2

p

)
+m2

(
α2p+ 2αγ +

γ2

p

)
= m1m

2

(
γ − γ2

p

)
+
m2

p
(αp+ γ)2. (4.5)

Se α ≥ 0 e α crescente, ou α ≤ −1 e α decrescente, então a Equação 4.5 é crescente. Assim,
para minimizar a forma traço integral é suficiente analisar −1 ≤ α ≤ 0. Portanto, βi =
m(α + γi) onde α = −1, 0, γi = 0, 1. Assim, concluímos o resultado.

Observamos que a variação de a no Teorema 4.7 se dá de 0 à q para que tenhamos um
conjunto completo de resíduos módulo q.

Exemplo 4.8. i) Se p = 3, q = 5, m1 = 31 e r = 11, m = 7, então a densidade de centro do
reticulado σM(M) é δ ≈ 0.0015. Note que σM(M) ⊂ R15.

i) Se p = 3, q = 5, m1 = 31 e r = 11, m = 8, então a densidade de centro do reticulado
σM(M) é δ ≈ 0.0021. Note que σM(M) ⊂ R15.

iii) Se p = 3, q = 5, m1 = 31 e r = 461, m = 52, então a densidade de centro do reticulado
σM(M) é δ ≈ 0.00212. Note que σM(M) ⊂ R15.

A melhor densidade de centro conhecida na dimensão 15 é 1/(16
√

2) ≈ 0, 04419, [19].

4.3 Considerações finais do capítulo
A partir da caracterização da forma traço integral do Capítulo 3, neste capítulo construímos

reticulados a partir de certos Z-módulos e calculamos suas respectivas densidade de centro.
Porém, não obtivemos reticulados com densidades de centro próximas as melhores conhecidas.
No próximo capítulo damos uma perspectiva sobre a forma traço integral via o homomorfismo
torcido.





5 Considerações finais do trabalho e
perspectivas futuras

Neste trabalho, apresentamos inicialmente resultados básicos da teoria de Galois, extensões
de corpos, reticulados e reticulados algébricos, todos estes sendo tópicos essenciais para com-
preender o desenvolvimento do trabalho. Tendo como objetivo o cálculo da densidade de centro
de reticulados algébricos, apresentamos os parâmetros que influenciam neste cálculo. Dentre
esses parâmetros, damos destaque ao raio de empacotamento, que já possui varias maneiras para
ser calculado computacionalmente para casos específicos no qual os corpos estão conhecidos.
No entanto, para caracterizar o raio de empacotamento de um corpo qualquer o calculo do raio
de empacotamento apresenta um alto nível de dificuldade.

Alguns trabalhos, como [2] e [15], tem analisado como descrever o raio de empacotamento
de um reticulado algébrico construído via o homomorfismo canônico. Dentre os trabalhos, se
destacam a caracterização do raio de empacotamento de corpos ciclotômicos, dos subcorpos
maximais de corpos ciclotômicos e de corpos de números abelianos de grau primo ímpar.

Este trabalho teve como objetivo estender o conjunto de corpos no qual o raio de empaco-
tamento é caracterizado. Desta forma, caracterizamos o raio de empacotamento de corpos de
números abelianos de grau ímpar e livre de quadrados e condutor livre de quadrados. Assim, o
Capítulo 3, é voltado para exibir a forma traço integral, e para a caracterização da forma traço
integral utilizamos um processo de contagem em um subgrupo H de Z∗n, uma vez que conhe-
cemos todos os grupos entre H e Z∗n. A caracterização da forma traço integral de um corpo de
números de grau ímpar e livre de quadrados e condutor livre de quadrados dada nos Teoremas
3.12 e 3.14 é uma expressão para o raio de empacotamento, mas não calcula o raio. Desta
forma, no Capítulo 4, minimizamos a forma traço integral em certos Z-módulos para assim cal-
cular explicitamente o raio de empacotamento, e deste modo, a densidade de centro de alguns
reticulados. Embora os reticulados obtidos não sejam os melhores em suas densidades, fica
neste trabalho a contribuição teórica para o assunto. Neste caso, fica em aberto uma perspec-
tiva futura de pesquisa a procura de reticulados com boas densidade de centro nas dimensões
ímpares e livres de quadrados.

5.1 Homomorfismo torcido
Ao longo deste trabalho, apresentamos diversos assuntos, alguns destes assuntos já foram

muito pesquisados, tendo diversos artigos que tratam sobre os problemas inerentes a ele. Porém,
existem alguns que ainda há muito a ser pesquisado. Desta forma, apresentamos, a seguir,
alguns temas que ainda necessitam serem pesquisados.

Os reticulados obtidos utilizando os Teoremas 3.12, 3.14, 4.3 e 4.7 não apresentam densida-
des de centro próxima a 1/(16

√
2), que é a melhor densidade de centro conhecida na dimensão
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15. Desta forma, nesta seção, damos uma perspectiva sobre o homomorfismo torcido, que po-
dem ser uma alternativa para resolver esse problema.

Seja K um corpo de números e M um Z-módulo em OK. Ao analisarmos a densidade de
centro de um reticulado gerado via o homomorfismo canônico

δ(σK(M)) =
2r2ρn

|disc(K)| 12 [OK : M ]
,

e a densidade de centro de um reticulado gerado via o homomorfismo torcido

δ(σα,K(M)) =
2r2ρn

|disc(K)| 12 |N(α)| 12 [OK : M ]
,

a única diferença esta no termo |N(α)| 12 . Porém este termo, escolhido adequadamente, pode
ajustar a densidade de centro do reticulado para assim se aproximar da melhor densidade de
centro conhecida na dimensão em que o reticulado esta sendo construído. Portanto, exibimos
algumas ideias sobre a forma traço integral do homomorfismo torcido.

Consideramos o homomorfismo torcido da Equação 5.1, ou seja,

σα,K(x) = (
√
σ1(α)σ1(x), . . . ,

√
σr1(α)σr1(x),

√
σr1+1(α)Re(σr1+1(x)), . . . ,

√
σr1+r2(α)Im(σr1+r2(x))). (5.1)

Seja K uma p-extensão não ramificada, com p primo ímpar e conduto n. Sejam Gal(KL/Q) =
{θi}p−1i=0 e t = TrQ(ζn)/K(ζn). Se x ∈ OK, então x =

∑p−1
i=0 xiθ

i(t). Se a, x ∈ OK, então

TrK/Q(ax2) =

p−1∑
i,j,k=0

aiajakTrK/Q(tθj−i(t)θk−i(t)).

Agora, analisamos o que acontece em TrK/Q(tθi(t)θj(t)).
Como K ⊂ Q(ζn), segue que existe ϕ ∈ Gal(Q(ζn)/Q) tal que ϕ|K = θ e ϕ(ζn) = ζrn. Se

H é o subgrupo de Gal(Q(ζn)/Q) que fixa K, então

tθi(t)θj(t) =
∑
α∈H

ζαn θ
i

(∑
β∈H

ζβn

)
θj

(∑
γ∈H

ζγn

)
=

∑
α,β,γ∈H

ζα+βr
i+γrj .

Escrevendo d = n
p1

+ · · · + n
ps

, seque que ζdn = ζp1 · · · ζps . Desta forma, ζα+βri+γrjn é uma
raiz primitiva da unidade se, e somente se,

ζd(α+βr
i+γrj)

n = ζα+βr
i+γrj

p1
· · · ζα+βri+γrjps

também o é. Denotando α = (α1, . . . , αs), β = (β1, . . . , βs), γ = (γ1, . . . , γs), r = (r1, . . . , rs) ∈
Z∗n ' Z∗p1 × . . .× Z∗ps , segue que α + βri + γrj ≡ αk + βkr

i
k + γkr

j
k(mod sk). Portanto,

TrQ(ζn)/Q(tθ(t)iθj(t)) =
∑

α,β,γ∈H

TrQ(ζp1 )/Q(ζα1+β1ri1+γ1r
j
1

p1
) · · ·TrQ(ζps )/Q(ζαs+βsr

i
s+γsr

j
s

ps )

onde

TrQ(ζpk )/Q(ζ
αk+βkr

i
k+γkr

j
k

pk ) =

{
pk − 1, se αk + βkr

i
k + γkr

j
k = 0

−1, se αk + βkr
i
k + γkr

j
k 6= 0,
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para k = 1, . . . , s. Seguindo os passos da demostração do Teorema 3.12, a demonstração
aconteceria numa divisão de quatro casos, porém algumas diferenças começam a surgir. Para
exemplificar analisamos o caso (i).

Caso (i): i = 0 e j = 0. Seja α = (α1, . . . , αs) ∈ H . O objetivo é calcular quantos
β, γ ∈ H existem tal que α + β + γ = 0. Como K é totalmente real, segue que a conju-
gação complexa pertence a H , pela Observação 3.5. Logo, (−1, . . . ,−1) ∈ H , e portanto,
−γ ∈ H , ou seja, α+ β + γ = 0 se reduz a α+ β = −γ ∈ H . Agora, analisamos um exemplo
para vermos algumas possibilidades para a questão de α + β ∈ H .

Exemplo 5.1. Em Q(ζ91) existem dois subcorpos de grau 3 e condutor 91 = 7 · 13. Um deles é
gerado pelas raízes do polinômio p(x) = x3−x2−30x−27 e o outro pelas raízes do polinômio
q(x) = x3 − x2 − 30x + 64. Os grupo que fixam esses corpos em Z∗7 × Z∗13 são os grupos
H1 =< (2, 2), (3, 4) > e H2 =< (3, 3), (2, 6) >. Observamos que, se α, β ∈ H < Z∗7 × Z∗13,
então

α + β ∈ H ⇔ (1, 1) + α−1β ∈ H,

ou seja, a pergunta

“dado α ∈ H , existem quantos β ∈ H tal que α + β ∈ H?”

se reduz a “existem quantos β ∈ H tal que (1, 1) + β ∈ H?”. Para o grupo H1 a resposta é 5, e
os elementos β que proporcionam essa resposta são:

(1, 1), (2, 3), (4, 9), (5, 11) e (3, 6).

Para o grupo H2 a resposta é 8, e os elementos β que proporcionam essa resposta são:

(1, 8), (2, 9), (4, 3), (1, 5), (5, 4), (3, 10), (3, 2) e (5, 7).

Observamos que os corpos possuem o mesmo grau, condutor e discriminante. Assim, fica em
aberta a questão sobre quais são os fatores que influenciam nestes corpos para que esses corpos
tenham comportamentos diferentes.

A observação feita dentro do Exemplo 5.1 pode ser traduzida no seguinte lema.

Lema 5.2. Sejam m e n números livres de quadrados, m um número ímpar e H < Z∗n um
subgrupo de índice m. Assim, existem α, β, γ ∈ H tal que α + β + γ = 0 se, e somente se,
existe τ ∈ H tal que τ + (1, . . . , 1) ∈ H .

Demonstração. Pela Observação 3.5, segue que (−1, . . . ,−1) ∈ H . Assim,

α + β + γ = 0⇒ β + γ = −α⇒ α−1β + α−1γ = (−1, . . . ,−1) ∈ H,

ou seja,
α−1β((1, . . . , 1) + β−1γ) = α−1β + α−1γ ∈ H.

Logo, β−1γ, β−1γ + (1, . . . , 1) ∈ H . Reciprocamente, se τ, τ + (1, . . . , 1) ∈ H , então

−τ(τ + (1, . . . , 1)) + τ + τ 2 = 0,

o que prova o lema.

Desta forma, para verificar em quais condições de m e n o Lema 5.2 seja verdadeiro é uma
possibilidade para a demonstração da forma traço integral para o homomorfismo torcido.
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5.2 Mínimo da forma traço
Outra perspectiva futura, que este trabalho fornece, é o estudo sobre minimizar a forma

traço integral em ideais ou em Z-módulos de um anel de inteiros OM, ondeM é um corpo de
números com grau e condutor ímpares e livres de quadrados. Na Seção 3.4, consideramos um
compósito de dois corpo M = KL, onde K é uma p-extensão não ramificada de condutor n1 e
L é uma q-extensão não ramificada de condutor n2, com p 6= q. Assim, a forma traço integral
de M é

TrM/Q(x2) = n

p−1∑
i=0

q−1∑
j=0

a2ij −
n− n1

q

p−1∑
i=0

(
q−1∑
j=0

aij

)2

−n− n2

p

q−1∑
j=0

(
p−1∑
i=0

aij

)2

+
n− n1 − n2 + 1

pq

(
p−1∑
i=0

q−1∑
j=0

aij

)2

.

Na Seção 4.2, considerando n2 = n1r, minimizamos a forma traço integral em Z-módulos que
podem ser descritos como os elementos

x =

 a00 · · · a0 q−1
... . . . ...

ap−1 0 · · · ap−1 q−1


em OM que possuem a soma de cada linha congruente a zero módulo m, onde m é um número
natural, isto é,

M =

{
x =

p−1∑
i=0

q−1∑
j=0

aijθ
i
1 ◦ θ

j
2(t) ∈ OM |

q−1∑
j=0

aij ≡ 0 (mod m), para todo i

}
.

Porém podemos tomar outros módulos que resultem reticulados com boas densidades de centro.
Como, por exemplo, o módulo onde a soma de cada linha é congruente a zero módulo m e a
soma de cada coluna é côngruo a zero módulo m, isto é,

M1 =

{
x =

p−1∑
i=0

q−1∑
j=0

aijθ
i
1 ◦ θ

j
2(t) ∈ OM |

q−1∑
j=0

aij ≡ 0 (mod m), para todo i

e
p−1∑
i=0

aij ≡ 0 (mod m), para todo j

}
.

Observamos que para minimizar a forma traço integral emM1, é suficiente seguir os passos da
Seção 4.2, onde o desafio está em minimizar o primeiro termo da forma traço,

∑p−1
i=0

∑q−1
j=0 a

2
ij ,

em uma órbita do móduloM1.

5.3 Condutor com termos quadráticos
Os corpos estudados, neste trabalho, possuem uma base integral descrita pelo Teorema 1.40,

porém ao fazer o compósito de corpos com condutores não livre de quadrados, segue que a base
integral não poderá ser descrita pelo Teorema 1.40. O Teorema de Leopoldt 3.7, constrói um
conjunto de elementos baseados nos corpos intermediários e afirma que dentro desse conjunto
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existe uma base integral. Porém encontrar quais elementos desse conjunto formam uma base
integral se torna um desafio ao fazer um compósito de vários corpos. Para exemplificar a ques-
tão da base integral de um corpo com termo quadrático no condutor construímos o seguinte
exemplo.

Exemplo 5.3. Sejam K o corpo de números gerado pelas raízes do polinômio p(x) = x3 −
93x− 217 sobre Q e L o corpo de números gerado pelas raízes do polinômio q(x) = x5− x4−
136x3+641x2−371x−67 sobre Q. Como cond(K) = 32 ·31 = 279 e cond(L) = 31·11 = 341,
segue que cond(KL) = 32 · 31 · 11 = 3096. Assim, pelo Teorema de Leopoldt 3.7, segue que

D(32 · 31 · 11) = {1023, 3096}.

Se d1 = 1023 e d2 = 3096, então

Fd1 = KL ∩Q(ζd1) = L e Fd2 = KL ∩Q(ζd2) = KL.

Logo, o anel de inteiros de KL é dado por

OKL = Z[Gal(KL/Q)]ηd1 ⊕ Z[Gal(KL/Q)]ηd2 ,

onde ηd1 = TrQ(ζd1 )/L(ζd1) e ηd2 = TrQ(ζd2 )/KL(ζd2). Se θ é um gerador de Gal(KL/Q), então
θ3|L é gerador de Gal(L/Q). Deste modo, tomando

B = {θ(ηd1), θ2(ηd1), . . . , θ15(ηd1), θ(ηd2), θ2(ηd2), . . . , θ15(ηd2)},

segue que existe um subconjunto de B que é uma base integral de KL. Note que, como d2 não
é livre de quadrados, segue que {θ(ηd2), θ2(ηd2), . . . , θ15(ηd2)} não é uma base integral de KL,
pois TrKL/Q(ηd2) = 0 [7]. Deste modo, a escolha dos elementos de B que geram uma base
integral de KL é uma questão a ser pesquisada.

Observamos que, em [2], foi apresentado alguns resultados sobre esse assunto, deixando
várias questões a serem analisadas.
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