A.%v UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

u nesp " 4U0LI0 DE MESQUITA FILHO"

Cimpus de Siao Josédo Rio Preto

[sabela Mendes Cassio

Métodos Variacionais e Aplicacoes em

Equacoes Elipticas Semilineares

Sao José do Rio Preto
2019



[sabela Mendes Cassio

Métodos Variacionais e Aplicacoes em

Equacoes Elipticas Semilineares

Dissertacao apresentada como parte dos requisitos
para obtencao do titulo de Mestre em Matematica,
junto ao Programa de Pods-Graduagao em Ma-
tematica, do Instituto de Biociéncias, Letras
e Ciéncias Exatas da Universidade Estadual
Paulista “Julio de Mesquita Filho”, Campus de
Sao José do Rio Preto.

Financiadora: CNPQ.

Orientador: Prof. Dr. Sérgio Leandro Nascimento

Neves.

Sao José do Rio Preto

2019



Cassio, Isabela Mendes

C345m Métodos Variacionais e Aplicagdes em Equacdes Elipticas
Semilineares / Isabela Mendes Cassio. -- Sdo José do Rio Preto, 2019
94 p.

Dissertacéo (mestrado) - Universidade Estadual Paulista (Unesp),
Instituto de Biociéncias Letras e Ciéncias Exatas, S&o José do Rio
Preto

Orientador: Sérgio Leandro Nascimento Neves

1. Anélise Matematica. 2. Métodos Variacionais. 3. Equacoes
Elipticas. I. Titulo.

Sistema de geracdo automatica de fichas catalograficas da Unesp. Biblioteca do Instituto de
Biociéncias Letras e Ciéncias Exatas, Sd0 José do Rio Preto. Dados fornecidos pelo autor(a).

Essa ficha ndo pode ser modificada.




[sabela Mendes Cassio

Métodos Variacionais e Aplicacoes em

Equacoes Elipticas Semilineares

Dissertacao apresentada como parte dos requisitos
para obtencao do titulo de Mestre em Matematica,
junto ao Programa de Pods-Graduagao em Ma-
tematica, do Instituto de Biociéncias, Letras
e Ciéncias FExatas da Universidade Estadual
Paulista “Julio de Mesquita Filho”, Campus de
Sao José do Rio Preto.

Financiadora: CNPQ.

Comissao Examinadora

Prof. Dr. Sérgio Leandro Nascimento Neves.
UNESP- Campus de Sao José do Rio Preto.

Orientador.

Prof®. Dr?. Juliana Conceicao Precioso Pereira.
UNESP- Campus de Sao José do Rio Preto.

Prof. Dr. Adilson Eduardo Presoto.
UFSCAR- Sao Carlos.

Sao José do Rio Preto
22 de julho de 2019



Agradecimentos

Nos ultimos seis anos, tenho sido abengoada com a presenca de amigos e
professores, que foram indispensaveis para minha chegada até aqui.
Em especial, agradego ao meu orientador, Prof. Dr. Sérgio Leandro Nasci-
mento Neves, pela dedicacao e paciéncia.
Agradeco as professores Andréa e Maria Gorete, por todo apoio durante mi-
nha graduacao.
Agradego ao meu melhor amigo, Plinio, cuja companhia foi em muitas ocasioes,

essencial para que eu nao tenha desistido.

Agradego a minha familia. Pai, mae e minhas irmas, por sempre acreditar
em mim.
Agradeco a CNPQ pelo suporte financeiro, o qual foi essencial para a rea-

lizacao deste trabalho.



Resumo

Neste trabalho vamos falar do poder e elegancia do método variacional
para equacoes diferenciais. Nosso problema modelo é uma equacao eliptica
semilinear com nao linearidade homogénea de grau p em um dominio limi-
tado. Vamos utilizar a teoria dos espacos de Sobolev, cujas caracteristicas
geométricas e topoldgicas facilitam os argumentos variacionais. Para isso,
é necessario recuperar conceitos basicos do Célculo Diferencial, como dife-
renciabilidade e regra dos multiplicadores de Lagangre que sao estendidos a

espacos de dimensao infinita.

Foi estudado também a teoria “miniméx”, uma técnica complexa e sofis-
ticada, que fornece meios de provar existéncia de pontos criticos de funcionais

mesmo quando eles deixam de ser limitados inferiormente e superiormente.

Como aplicacao, estudamos o problema de Dirichlet subcritico e com o
teorema do passo da montanha, temos o resultado de existéncia de solugao

nao trivial.

Finalmente estudamos o caso critico e concluimos através de exemplos,
que para este caso em particular, a topologia do dominio escolhido influencia

fortemente no resultado de existéncia de solu¢ao nao trivial.

Palavras-chaves: Métodos Variacionais, Equacoes Elipticas Semilinea-

res, Espacos de Sobolev, Métodos minimax.



Abstract

In this work we will talk about the power and elegance of the variational
method for differential equations. Our model problem is a semilinear ellipti-
cal equation with homogeneous nonlinearity of degree p in a limited domain.
For this, we will use the theory of the spaces of Sobolev, whose geometric
and topological characteristics facilitate variational arguments.

To study semilinearity, it is necessary to retrieve basic concepts of differential
calculus, as differentiability and Lagangre’s rule multimers that are extended

to infinite dimension spaces.

The ”Minimax”theory was also studied, a complex and sophisticated te-
chnique, which provides means to prove the existence of critical functional
points even when they cease to be limited inferiorly and superiorly.

As an application, we study the problem of subcritical Dirichlet and with
the mountain pass theorem, we have the result of existence of a non-trivial

solution.

Finally we study the critical case and conclude through examples, which
for this particular case, the topology of the chosen domain, strongly influen-

ces the result of the existence of a non-trivial solution.

Key words: Variational Methods, Semilinear Elliptical equations, Spa-

ces of Sobolev, Minimax Methods.
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Introducao

Embora o Célculo de Variacoes seja visto como uma extensao do Célculo
Diferencial em espacos euclidianos, ambos surgiram ao mesmo tempo.
I. Newton, G. W. Leibniz e outros, resolveram em 1696 o problema da bra-
quistocrona:
“dados dois pontos, qual é a curva sobre qual uma particula desliza (sem
atrito), do repouso e somente sob acdo da gravidade, de um ponto a outro
em tempo minimo?”. A resposta é uma cicloide, mas chegar a este resultado,

nao é uma tarefa simples.

O estudo deste tipo de problema se iniciou em 1750 por L. Euler, ao
descobrir, que em diversas situacoes, para que uma funcao fosse um minimo
para um funcional, era necessario que ela satisfizesse uma certa equacao di-
ferencial ordinaria - a dita “equagao de Euler”. Esssa condicao é o andlogo
variacional a uma aplicacao de uma variavel real ter derivada zero em um

ponto.

Notou-se entao, em meados do século 19, que nao sé6 um problema de
minimizacao podia ser substituido por uma equagao diferencial, mas também
percebeu-se que a reciproca também era significativa.

Um exemplo disso foi o “método de Dirichlet”, em homenagem a G. P. L.
Dirichlet, mas que também era conhecido a C. F. Gauss, G. Green e B.
Riemann. Este consistia em resolver o problema a valores de fronteira para

a equagao de Laplace



Au =0, x e
w(z) = f(z), z €N

onde €2 C R™ aberto e limitado, n > 2, e f é uma funcao continua, minimi-

zando a energia do funcional
1 2
J(u) == [ |Vul|dzx
2 Jo
com u € C%(Q) e tal que u(x) = f(x) em 0.
Claro que, se u é solucao deste problema de minimizacao, entao
J(u) < J(u+tp)
parat >0, e p € C(Q).

Integrando por partes, e usando o Teorema da divergéncia, temos:
J(u) < J(u+ tp)
= J(u) + t/ Vio(z)Vu(x)dr + 2 J ()
Q

= J(u) — t/Qgp(x)Au(x)dx + 2 J(p)

Subtraindo J(u), divindo por t e tomando o limite quando ¢ — 0, obte-

1mos:

/ o(x)Au(z)dz < 0.
Q

Se trocarmos ¢ por —, obtemos a desigualdade oposta, de onde segue a

igualdade:
/ o(x)Au(x)dr = 0,
Q

para toda ¢ € C§°(Q2). Podemos entao concluir, usando o lema fundamental
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do célculo de variacoes que Au = 0, mostrando assim que u é solucao do

problema proposto.

Gauss, Green e Dirichlet justificavam que o minimizador u sempre exis-
tia, uma vez que tal equagao modela (dentre outros fenémenos) o potencial
eletrostatico em uma regiao e, por argumentos metafisicos a natureza sempre

minimizaria a energia J.

Em 1870, K. Weierstrass notou que problemas matematicos de mini-
mizacao (mesmo limitados inferiormente) podiam ser insoltiveis, fazendo com

que o método de Dirichlet saisse de vista.

No século 20, D. Hilbert, estendeu a nocao de solucao para um contexto
em que o método variacional se aplicava de modo simples, mas rigoroso; e,
por fim, deduziu que tal solucao generalizada, sob ligeiras condigoes de re-
gularidade, era também uma solucao cldssica. Apesar de tal argumento nao
produzir resultados 6timos para a equacao de Laplace, podia ser facilmente

generalizado e usado para estudar problemas de natureza nao linear.

O objetivo deste trabalho ¢é estudar o método variacional do ponto de
vista de Hilbert. Iniciamos com preliminares que se fazem necessarias, como

a definicao de derivada utilizada e a apresentagao dos espagos de Sobolev.

Em seguida, apresentaremos o método variacional e variedades diferenci-
ais, partimos do lema da deformagao, o qual é demonstrado como em [Rabi-
nowitz [12]], com este e 0 método “minimax”, demonstramos o teorema do
passo da montanha de Ambrosetti-Rabinowitz. Como aplicacao, estudamos
o problema modelo

—Au =" em Q,

emque 1 <p< %, para o qual podemos garantir a existéncia de solucao

para qualquer dominio limitado 2 C R".

11



Por fim, trataremos do caso critico. Neste, temos como problema modelo

—Au(z) =u(z) +ulul* 2 z€Q
u(z) =0, x € 00

no qual vemos o efeito da topologia do dominio nos resultados de existéncia de
solucao nao trivial. Para o caso onde () é estritamente estrelado, estudamos o
resultado de nao existéncia de Phozaev. Por fim, quando €2 é do tipo anel, ou
seja, contém um “buraco”, demonstramos a existéncia de solugao nao trivial

seguindo a idéia usada em [Coron, J.M. [5]].

12



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Calculo Diferencial

Sejam X, Y espacos de Banach e L(X,Y) = {f : X — Y, linear e
continua}. O espaco £(X,Y’) munido da norma || f ||z(x,y) = sup{||fz||y :
r € Xe|z|| <1} é Banach. Se Y C X aberto, denotamos C(U,Y) = {f :
U —Y, continua}.

Definicao: Dizemos que f: U — Y é diferencidvel a Fréchet em v € U
com Df(u) € L(X,Y) se

fluth) = f(u)+ Df(u)h] +o([hl]) com h—0,

em que o(||h]|) representa o resto e o(||h||) — 0 se ||h|| — 0. f é diferencidvel
em U se é diferencidvel para cada u € U. Segue desta definicao que se f é

diferenciavel em u, entao é continua em .

Para encontrar a derivada de f, pode-se considerar para todo h € X, o
limite h
tim 1T =T )
e—0 €

Se Df(u) € L(X,Y), e se a aplicagdo u +— D f(u) é continua de U em
L(X,Y), entao f é diferencidvel em u e neste caso, f € C'(U,Y). Podemos

13



também denotar D f(u) por f'(u).

Analogamente, podemos definir que f é k-diferenciavel em U e a aplicagao
U — Li(X,Y),em que Li(X,Y) é o espaco das aplicacoes k-lineares de X
em Y, u— D¥f(u) é continua, entdo dizemos que f € C*U,Y). [Veja Am-
brosetti, A. , Malchiodi, A. [1].]

Se
1f(u) = fF)lly

cu,v €U uF vl <00
lu —vll%

sup

para algum « € (0,1], dizemos que f € C%*(U,Y). Se a < 1, respectiva-
mente a = 1, entao f é Holder continua com constante «, respectivamente

Lipschitz continua.

1.2 Espacos de Funcoes

No que segue, a menos que seja especificado, 2 C R™ é um dominio

limitado. Trabalharemos com os seguintes espagos de funcoes:

1
e [7(Q), espaco de Lebesgue com a norma ||ul[, = (fQ ]u|p)p

1
e H*?(Q), espaco de Sobolev com a norma ||u|| gr., = g | D%ul|P) 7
a<k

e C5°(Q), espago das fungoes u € C*(£2), com suporte compacto em 2;
e [H}(Q), fecho de C§°(Q2) em H'Z(Q).

Para as fungoes em H}(€2), temos a desigualdade de Poincaré:

/|u|2dx < c/ \Vul*dz,
0 0

em que c=c({2) é uma constante possivelmente dependente de €2, mas inde-

pendente de u. [ Ver [6], Cap 5, se¢ao 6, Teorema 3.]

14



Temos, como consequéncia da desigualdade de Poincaré que

1/2
full = [ 1upac)
Q

¢ uma norma equivalente a norma usual |[ul|g;.

Teorema 1.2.1. Seja Q2 C R"™, aberto e limitado com OS) Lipschitz, e seja k
> 1, I< p < oo.

i) Se kp < n, entao H*P(Q2) — LI(Q) para todo 1 < q < iy Pssa imersao

np

€ compacta para 1 < q < el

ii) Se kp = n, entao H*P(Q) — L(Q), para todo 1 < q < 00, e essa imersao
€ compacta.
i) Se kp > n, entio H*P(Q) — C%*(Q), em que

Se k — % =1, entdo temos a imersao para todo o € [0,1).
Demonstragao. Ver [3], Cap 9, coroldrio 9.13. ]

Para lidar com o espago H{(f2), a condigao de que 99 é Lipschitz nao é

necessaria.

No que segue, considere a notagao

o _ % se n>2
+oo se n=2

Teorema 1.2.2. Seja 2 C R"™ aberto e limitado, com 0 Lipschitz.

i) Sen > 2, entio H}(Q) < LUQ) para todo 1 < q < 2*. FEssa imersao é
compacta para 1 < q < 2%,

ii) Se n = 2, entdo HL(Q) — LI(Q) para todo 1 < q < co.

iii) Sen < 2 entio Hy"(Q) — C%*(Q) onde a« = 1 — 2.

15



1.3 Operadores de Nemytskii

Sejaf: QxR —R. Se u: Q — R éuma funcao mensuravel com valores
reais, podemos considerar a aplicagdo u — f(u), em que f(u) é uma fungao

com valores reais definida em €2 por

Essa aplicacao é chamada operador de Nemytskii associada a f.

Teorema 1.3.1. Sejam p,q > 1. Suponha que f: 2 x R — R satisfaz

(f.0) f(z,t) é mensurdvel com relagio a x € Q para todo t € R

e € continua com relacdo a t € R para quase todo x € €.

E que existam a; € LI(2) e ay > 0 tais que

r
q

(@, u(2))] < ar(2) + azlu(z)[+ V(z,u(z) € XX R (p,g=1). (L1)

Entao o operador de Nemytskii é continuo de LP(2) em L9(X2).

Demonstracao. Ver [2], Cap 1, se¢ao 1.2, Teorema 2.2 ]

A condigao (f.0) é chamada condi¢ao de Caratheodory e a fungao f(z,t)
satisfazendo (f.0) é chamada func¢ao de Caratheodory. Na maioria das aplicagdes

deste trabalho lidaremos com o espago H} = H ().

Neste caso, suponhamos que f satisfaz a seguinte condicao:
(f.1) existe a; € R e ay > 0 tal que

|f(z,u(z))] < ap + aglu(z)P V(z,u(x)) € QxR (1.2)

em que p < 2* — 1. Em alguns casos, podemos incluir p = 2* — 1 na condicao

anterior.

Observacao 1.3.1. A classe das funcoes f localmente continua a Holder e

que satisfazem (f.1) serd denotada por IF,.

16



Considere n > 2, e seja f satisfazendo (1.2), entao pelo Teorema 1.3.1
feC(LY, Lui). (1.3)

Além disso, se .
F(z,u(z)) :/ (x)of(x,s)ds,

entao, segue que
|F(z,u(z))| < arfu(z)| + aglu(z) P,

com p+ 1 < 2*. Como H(Q)) — L* () entdao F(-,u(-)) € L' e a aplicacio
® : Hi(Q) — R dada por

<I>(u):/QF(:zc,u(x))dx (1.4)

estd bem definida.

Teorema 1.3.2. Suponha que f € F, com 1 < p < ™2 ¢ seja ® definida

n—2’
como antes em H(Q), entio ® € C(H}(Q),R). Além disso, se f € F, com
l<p< ”*g entdo ® € fracamente continua, com D® compacto.

Demonstracao. Considere ®(u fQ ))dx como antes e observe que

pelo Teorema fundamental do calculo, podemos escrever

B(u + h) - // F(e, (u+ th)(2))h(x)dtdz,

entao, pela desigualdade de Holder com ¢ expoente conjugado de p, e pelo

17



Teorema de Fubini, temos

|<I>(u +h) = @(u)- /Q f(x,ll/)h(l')d:lj" =

/0 /gz[f(x’u+th)_f(%u)]h(x)dxdt <

1
< [ [ 1) = e wlih@)det <
1
< [ 1fteut th) = fla )t <
0
1
< [ s th) = p ol

Dividindo por ||k gz e usando que o operador de Nemytskii ¢ continuo (
Teorema 1.3.1), concluimos que ® € C'(H} (), R).

Suponha agora que f € F, com 1 < p < ™2 ¢ seja u, — u em H}(Q).

n—2"

Como p+ 1 < 2%, a imersao H}(Q)) — LPT(Q) é compacta e entao u, — u
em LPT1(Q).

Com isso, ®(u,) — ®(u), e portanto ® é fracamente continua.

Usando a hipétese, concluimos que f(-, u,) — f(-,u) em L* com o = 7%1,

Da desigualdade de Holder, concluimos que

1

D)l - D2l < ([ 17) - f(g;,u)|adw)i< [1rrar)

= 1 Coun) = ) m ol o

Como p+ 1 < 2%, entdo ||[v|lp+1 < c||v|lzz , onde ¢ > 0, constante. E entao

substituindo acima, temos que

[ D (un)[v] = DR(u)[v]| < el f( un) = F(u)lza vl

18



e finalmente,
[D®(up) — DO(u)|| < cl[f(-;un) = (- u)l|e

o que garante que D® é um operador compacto. O

1.4 Equacoes Elipticas

Considere o problema de Dirichlet

(1.5)

—Au(z) =h(z), €
u(z) =0, red’

em que h é um fungao dada em Q. Se h € L?(Q2), entdo uma solugao fraca
de (1.5) é uma fungao v € Hy () tal que
/ VuVudr = / hvdz, Vv e C5°(Q).
Q Q

Teorema 1.4.1. Seja Q) € R™ dominio limitado.
i) Se h € LP(Q), 1 < p < o0, entdo (1.5) tem uma unica solucao fraca
u e H(Q) N H*(Q) tal que

[ull 2 < cl[R]lp.

ii) (Estimativa de Schauder) Se Q ¢ de classe C** e h € C%*(Q) entdo u €
C%%(Q) € solucdo cldssica de (1.5) e

lullc2e < cllhllco..

Demonstracao. Ver [6], cap 6, secao 6.3, Teorema 6.14 ]

A afirmacao i) acima, nos permite definir um operador linear auto-adjunto
K : L*(Q) — Hj(Q), o qual é compacto de L*(Q2) em L*(2). K é chamado
de operador de Green de (—A) em H}(Q).

19



Analogamente, podemos considerar K como um operador em C%*((2).
Entao de ii) segue que K(C%*(Q)) C {u € C**(Q) : wulpo = 0} eo

Teorema de Arzela-Ascoli garante que K é compacto.

1.4.1 Autovalores do problema de Dirichlet

Considere o problema linear de autovalor

{ —Au(z) =Xu(z), z€Q (1.6)

u(z) =0, r e

Do que foi dito anteriomente, segue que as solugoes de (1.6) sao equiva-
lentes a u = AK (u), com u € L*(Q) ou u € C**(Q).

Tendo em mente a teoria de Riesz-Fredholm [ver Brezis [3]], podemos
aplica-la para o operador Ay = I — AK, onde K é o operador de Green de

(—A), com condi¢ao de fronteira 0.

Definigao 1.4.1. Um nimero real \ tal que Ker(Ay) # 0 € um autovalor de
(1.6). O maior inteiro m tal que Ker(A*) = Ker(A¥), Vk > m é chamado

multiplicidade de \. Se m=1, dizemos que o autovalor € simples.

Teorema 1.4.2.

i) A equagdo (1.6) tem uma sequéncia de autovalores A\ tais que

Por simplicidade, ficam ordenados e repetidos os autovalores de acordo
com suas multiplicidades. O autovalor Ay € simples e corresponde a uma
autofuncdo que nao muda de sinal em . Além disso, A1 € o unico autovalor
com essa propriedade.

Denotaremos por ¢1 a autofuncdao correspondente a Ay, tal que ¢1 > 0 e

[fall2 = 1.

20



Denotaremos também por ¢; a autofuncao correspondente a \;, tal que

1 se h=k
dr =
/Qd)h% {o se h#k

i1) Temos

A = min{/ \Vul?dr : u e H&(Q),/ugdx = 1}
Q Q

ii) Definindo Wy, = {u € Hg(Q) : [,VuVepdr = 0} para h=1,... k-1.

temos que
Ak = min {/ \Vul?dr : u € Wk,/qux = 1}
Q Q

As propriedades (ii) e (iii) sdo caracteristicas variacionais dos autovalores.
Podemos também deduzir, a partir de (ii), uma forma mais precisa para a

desigualdade de Poincaré

Al/qux§/|Vu|2dx. (1.7)
Q Q

1.4.2 Regularidade

E um fato que a solucao fraca do problema de Dirichlet

—Au(z) = f(z,u(z)), =€ (1.8)
u(x) =0, r € 00 '
¢ solugao cléssica, se f € F,, com 1 < p < 242
n+2

Teorema 1.4.3. Seja 0S) suave, e suponha que f € F,, com 1 <p <

n—2"

Entdo, cada u € H}(Q) que € solugao fraca de (1.8) é uma solugio C? de
(1.8).
Demonstracao. Inicialmente usaremos o argumento chamado bootstrap para

mostrar que u ¢ Holder continua em ().
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Sejan > 2 e seja kp = Z—J_rg Note que x > 1.
Passo 1: Pelo Teorema de Sobolev, segue que u € Las,

Passo 2: Usando o Teorema 1.3.1 com ¢ = % temos que f(x,u) € LP, com 8 =

2% __ K2n
p ~ nt2.

Passo 3: Como — Au = f(z,u). O Teorema 1.4.1, (i) garante que u €
H*P(Q).

Se 23 > n, entdo u € C%*(Q). Caso contrario, repete-se os passos 1-3:

. . ~ , ’
i) Pelo Teorema da imersao de Sobolev, concluimos que u € L9, com

;) np o 2n7
n—206 n—2

q

onde a ultima desigualdade é equivalente a k > 1.

i) Usando o Teorema 1.3.1 segue que f(x,u) € L, com ' = % > kf3.

i) o Teorema 1.4.1 garante que u € H>%'.

Afirmamos que, apés um numero finito de repetigoes, concluimos que
2
u € H*7(Q) , com v > 3.

De fato, sendo 3™ = ‘5’(Tm) isso ocorre pois (B™ — M=) > g7 (K —
2n
n+2

1)

— 00, quando m — o0, ja que Kk > 1.

Finalmente, o Teorema da imersao de Sobolev garante que H*?() C
C%(Q), com a < 1.

Por fim, da hipétese sobre f e do Teorema 1.4.1 temos que u € C>*(Q)
e é solucao cléssica de (1.8).

]

Observacao 1.4.1. O Teorema de reqularidade acima, mantém-se quando
p =25, [Ver [4]].
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Capitulo 2

Métodos variacionais

2.1 Funcionais e Pontos Criticos

Seja E um espaco de Banach. Um funcional em E é uma aplicacao
J : E— R. Em geral, o dominio de J sera um aberto de E, por simplicidade,

vamos considerar Dom(J)=E, salvo quando especificado.

Definicao 2.1.1. Um ponto critico de J : E — R € um ponto z € E tal que
J é diferencidvel em z e DJ(z) = 0. Um nivel critico de J é um ¢ € R tal

que existe z € E ponto critico de J e J(z)=c.

Ou seja, um ponto critico z satisfaz,
DJ(z)[v] =0 YveFE.

Vamos ver um primeiro exemplo que associa pontos criticos de funcionais a

solucgoes de equacoes diferenciais.

Exemplo 2.1.1. Sejam E = H}((0,1)) e J: E — R, tal que

() = /0 1 (%w)? + %qﬁ - }lu‘*) dt
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Temos que J € C*°(E,R) e
1
DJ(u)[v] = / (u'v + uv — u?v) dt.
0

De fato, note que

1 1 h' 2 h2 h4
J(uth)—J(u) = / (u' W +uh—uPh)di+ / (( 2) + 5 - ;u2h2 + uh® — Z) dt
0 0

Logo,

[J(u+h) = J(u) = DJ(u)[h]] _

12l 713

1 1 (h/)Q h2 3 ) h4

- = — uh’ v uh® — — ) dt
1l / ( T L

I A N T B

< HhHHl/ <|7|+|?|+§|u2h2|+|uh3|+|z|) dt
LJo

1 1 9 c 9 ) ) ) , ,

< o (1Al + 51l + cllullzg Py + ellullzy 1Al + MR, )

1 c
- (ywhu% g+l g +ellul 10 + Muhuzol) |
em que ¢, M sdo constantes positivas. Logo, o(|[h]|) — 0, se |[hllz — 0.
Assim, um ponto critico de J € z € E tal que
1
/ (V' 4 2v — 230)dt =0, Vo€ H}((0,1))
0

Agora, usando integracao por partes, obtemos:
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1 1 1
O:/ z’v'dt—f—/ zvdt—/ Sodt
0 0 0
1 1 1 1
—/ vz"dt+/ zvdt—/ Sodt
0 0 0 0

(—v2" 4 zv — 23v) dt

v(—2" +z— 2% dt, Yve Hy((0,1)).

Ou seja, z satisfaz a sequinte E.D.O

{ 2 —z+23=0
2(0)=2(1)=0

2.2 Gradiente

Seja J € CY(E,R), se E é um espago de Hilbert, entdo pelo lema da

representagao de Riesz, existe um unico J'(u) € E tal que
DJ(u)[v] = (J'u,v) VYveE.

J'(u) é o gradiente de J. Com essa notagdo, um ponto critico de J é
solugdo da equacao J'(u) = 0. De modo similar, D?J(u) é uma aplicagdo

bilinear simétrica, e entao podemos definir D*J(u) : E” — E
D?J(u)[v,w] = (J"(u)v,w) Yv,w € E.
Exemplo 2.2.1. i) Se J(u) = 3(Au,u), em que A : E — E € linear e

simétrica, entao
DJ(u)[v] = (Au,v)
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De fato,

1 1
|J(u+h)— J(u) — (Au, h)| = §<A(u—|— h),u+h) — §<Au,u> — (Au, h)| =
1 1
=[5 Ak, )| < SABIIAIL < (LTI,
. ) |2(Ah, h)|
dividindo por ||h|| e fazendo ||h|| — 0, concluimos que TR —0

Logo, DJ(u)[v] = (Au,v). Na notac¢ao anterior, temos:

(J'u,v) = (Au,v) & ((J' = Au,v) =0, YweFE&J =A

Em particular, se J(u) = (u,u), entdo A=1 e logo J =1I.

i) Seja Q@ C R™ com fronteira suave e seja E = L*(1)).

Dado h € E, considere o funcional

J(u):/ﬂhudx.

Entao, J € C*(E,R) e

DJ(u)[v] :/hvdx.

Q

De fato,

T (u+R) — J(u) — DJ(u)[A]] = =0

/(u—i—ﬁ)hdm—/uhdw—/hﬁdm
Q Q Q

De modo andlogo, usando que J € linear podemos wverificar que J €
C>*(E,R).
Com isso, temos:

(J'(u),v) :/thdx
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Logo, J'(u) = h.

ii) Considere novamente o funcional J(u) = [, hudz, definido agora no

conjunto E = H}(Q), com os respectivos produto interno e norma

(u,v) :/Vqudx,
Q

Jul? = / Vul de.
Q

Ou seja, novamente J'(u) = w satisfaz

(w,v) = (J'(u),v) = / hv dx,

Q

logo, usando o produto interno acima temos:

/VwVvdx:/hvdx
Q Q

ou ainda, se w € C 2(1),

—/vAwdx—l— a—wvdx:/hvdx.
Q aq OV Q

Entao,

O:/U(Aw—i-h)dx Vv e E.
Q

Assim, pelo lema fundamental do cdlculo de variacdes concluimos que

—Aw="h, em €
w=0, em O
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Em outras palavras, se K é o operador de Green de (—A) em Hg (),

K : L*(Q) — L*(Q)

h— w
entao w = J'(u) = K(h).
i) Seja f € F, e considere
O HNQ) SR

ur— ®(u) = [, Fz,u)dr = [ fou(z) f(x,7)drdx
temos que ® € C*'(Hj(Q2),R) e

V)] = [ flou)) de
Q
De fato, usando a desigualdade de Holder, temos

|®(u+ h) — P(u) — @' (u)[h]| = /0 /Q(f(a:,u—i—th) — f(z,u))h(x) dedt| <

1
< [ Gt th)  fau)l ]
0

A conclusao se dd pelo fato de que o operador de Nemytskii é continuo.

Ou seja,
(@' (u),v) = /Qf(x,u(x))v(x)dx.
Além disso, se considerarmos
T(w) = Gl — @)
entao J € C*(HJ(2),R) e
DJ(u)[v] = /(VuVU — f(z,u(x))v(x))dz.

Q
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Logo, os pontos criticos de J em C*(Q) satisfazem
0= /(—Au — f(z,u))vdr, Yo e Hy.
Q

isto €,

2.3 Existéncia de Extremo

Definicao 2.3.1. Dizemos que z € E € um minimo (mdximo) local de J €
C(E,R) se existir uma vizinhan¢a N de z tal que J(z) < J(u) (J(z) >
J(U))7 Yu e N.

Se as desigualdades acima forem estritas, dizemos que z ¢ minimo (maximo)
local estrito. Se A puder ser todo E, dizemos que z é minimo (méximo) glo-
bal. E fécil ver que se z ¢ minimo (maximo) local e J é diferenciavél, entao

DJu[z] = 0.

Definigao 2.3.2. Seja J : E — R), dizemos que:
i) J € coercivo se, | l|i|m J(u) = oo.
Uul|—o0

ii) J € fracamente semicontinuo inferiormente (f.s.c.i.) se para toda {u,} C

E tal que u,, — u, entdo J(u) < liminf J(u,).

Lema 2.3.1. Seja E um espaco de Banach reflexivo, e J : E — R, coercivo
e f.s.c.a., entao J € limitado inferiormente, isto é, existe a € R tal que
a<J(u), Vue E.

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que nao existe a € R nessas condigoes,
entdo existe uma sequéncia{u,} € E tal que J(u,) — —oo. Mais ainda,
como J é coercivo entao existe R > 0 tal que |lu,|| < R. Logo, a menos de
uma subsequéncia u,, — u para algum u € F.
Assim,

—o0 < J(u) < liminf J(u,) = —oc0
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ou seja, J(u) = —oo. Absurdo. Portanto, existe a € R tal que a <
J(u) VYueE. O
J

Observacao 2.3.1. O mesmo argumento mostra que se J € f.s.c.i., entdo

¢ limitado inferiormente em toda bola B, = {u € E; |jul| < r}.

Teorema 2.3.1. Seja E um espaco de Banach reflexivo, e J : E — R coer-
civo e f.s.c.i. Entao J atinge um minimo global, isto €, existe z € E tal que
J(z) =min{J(u); u € E}. Se J é diferencidvel, entao DJ(z) = 0.

Demonstragao. Pelo lema anterior, sabemos que existe m = inf{.J(u); u €
E} finito. Seja {u,} C E tal que J(u,) — m. Novamente, devemos ter
|lun|] < R’ e entdo existe z € E tal que u,, — z, a menos de uma subsequéncia.

Logo, como J é f.s.c.i.
J(z) < liminf J(u,) = m

ou seja, J(z) =m. O

Observacao 2.3.2. Dizemos que z ¢ madximo de J se, z é minimo de
(—J), com isso, provamos um resultado similar para a ezxisténcia de mdzimo,

usando que (—J) € coercivo e f.s.c.i.

Observacao 2.3.3. Seja E um espaco de Hilbert, pela observagao 2.3.1 e os
argumentos usados anteriormente, mostra-se que qualquer funcional J f.s.c.i.
atinge um minimo em B,.. Vale ressaltar que se J € C'(E,R) e se o minimo
€ atingido em S, = OB,, entao z nao € necessariamente um ponto critico,

mas existe X\ < 0 tal que J'z = Az.

Na verdade, z é um ponto critico de J restrito a S,., ja que j(t) = J(tz),

t €[0,1] tem minimo em t =1, e entdo
7'(1) = {J'(»),2) <0,

e entio A = (J'(2),z) < 0. O mesmo vale para o mdximo de (—J). Em
particular, se J € fracamente continuo, tanto o mdzrimo quanto o minimo sao

atingidos.
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Vamos agora estudar uma aplicacao. Consideremos F um espaco de Hil-

bert e

T(w) = 3 ul? — @), (21)

Teorema 2.3.2. Seja J definido acima, e ® € C*(E,R) fracamente continuo

satisfazendo
|D(u)] < ay + asllul|* a1,a0 >0 e a<2.

Entao, J admite minimo global em algum z € E, no qual DJ(z) =0, ou seja
'(2) = z.

Demonstragio. Como 3||ul|* e ®(u) por hipétese sao fracamente continuos,

entao J é f.s.c.i. Mais ainda
1 2 @
J(u) > §|IUH — ay — ag||ul]

ou seja,

1
lim J(u) > lim (§Hu|\2 —ay — CLQHUHO‘) = oo.

l[ul| =00  lull—oo

Entao, pelo Teorema 2.3.1 existe z € E minimo global de J e DJ(z) =0,

isto é, ®'(z) = 2.
Este Teorema pode ser usado no seguinte problema

“Au = f(zu), 0
u =0, o0

Teorema 2.3.3. Suponha J definido como no Exemplo 2.2.1, item (iv),com

0 <p <1, entao o problema acima possui solugao.

Demonstragdo. J4 vimos que J € CY(E,R), logo J é f.s.c.i. Mais ainda,

usando que f € [F,, temos

[(u)] < asllullz + adllullpiy,  as,a0 € R.
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Como p+1 < 2, entao J é coercivo e, assim, pelo Teorema 2.3.1, J admite

minimo z , o qual ®'(z) = z, o que nos d4 uma solugao do problema dado. [

2.3.1 Autovalor Linear

Nesta secao vamos discutir o problema de autovalor linear
Au=pu uweFE, pekl,

com F um espaco de Hilbert e A € L(E) simétrico. Definimos a seguinte

forma quadrética J(u) = §(Au, u), j4 vimos que J' = A.

Lema 2.3.2. Suponha que A é compacto e posivito definido, isto € (Au,u) >
0 se uw # 0. FEntdo, J atinge mdximo, denotado por z, na esfera
S={ue€ E;|ul| =1} com ||z]| = 1 e p = max{(Au,u); u € B} =
(Az,z) > 0.

Demonstracao. Inicialmente, note que como A é compacto, entao J é fraca-
mente continuo, e portanto J é fs.c.i. e limitado em B;. Entdo J atinge
méximo em B, denotado por z . Se ||z|| < 1, entdo 0 = J'(2) = Az, e assim
J(z) = 0, o que é um absurdo. Portanto, ||z|| = 1 e J'(2) = Az, em que
A= (J'(2),z) = (Az, z), ou scja,

J(2) = Az = (Az, 2)z.
Afirmagao: (Az,z) = max{(Au,u); u € B,}.

De fato, como z € By, entdo (Az, z) < max{(Au,u); u € B;}.

Por outro lado, como z é o ponto de maximo de J entao

() = %(Au, W) < 1Az ),

DN | —

ou seja, (Au,u) < (Az, z), Vu € E, o que nos leva a desigualdade oposta. [

Observagao 2.3.4. Como p = max{(Au,u); u € B}, ¢ imediato que p é

o maior autovalor de A, chamado de autovalor principal de A.
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Exemplo 2.3.1. Sejam E = H} (), A=K, onde K é o operador de Green de
(—A), definido no Exemplo 2.2.1,item (iii), e J(u) = (Ku,u) = 3§ [, [u]*dz.
O lema anterior garante a ezisténcia de pu1 > 0 e z = ¢1 € E com ||¢p1]| =1

tal que
K(¢1) = péhn,

ou seja, se \y = "', entdo

)

—Ap1 =XM1, Q
o =0, 00

disso concluimos que Ay e ¢y sao autovalor e autofuncdo de (—A), e mais,

A1 € o menor autovalor de (—A).
Podemos entao concluir que Ay é um autovalor simples e ¢1 pode ser
tomada positiva (pois nao muda de sinal).

Observagao 2.3.5. i) Pela teoria de regularidade, Sec¢ao 1.4.2, as auto-

fungdes sao suaves, ou seja, ¢ € C*(£2).

1 2d
i) o= max{%; ue H} — {0}}, ou seja,
1 U H&
1 2d 1
— > leu—LZE = / lul?dz < —/ |Vul*dz.
A1 ||U||H3 Q A1 Jo

Essa ¢ chamada desigualdade de Poincaré.
iii) Podemos substituir (—A) por qualquer operador uniformemente eliptico

de sequnda ordem na forma divergente e com coeficientes constantes e obter

0s mesmos resultados.
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Capitulo 3
Variedades Diferenciais

Definicao 3.0.1. Sejam X um espaco de Hilbert e I um conjunto de indices.
Um espaco topoldgico M é uma variedade de Hilbert de classe C* modelada em

X se existem {U,; }ier abertos de M e uma familia V; : U; — X satisfazendo:
o V., =W,(U;) é aberto em X e V : U; — V; é homeomorfismo,
o U, 0U " W,(U;NU;) = V¥;(U;NU;) € de classe C*.

Cada par (U;, ¥;) é dito uma carta. Se p € U;, entao (U;, ¥;) é uma carta
em p. A aplicagao ¥, oW; ! ¢ chamada mudanca de cartas. O par (V;, U1) é
uma parametrizacao local de M. Se X = R", dizemos que M é n-dimensional.
Por fim, se X for um espaco de Banach, dizemos que M é uma variedade de

Banach modelada em X.

Neste texto, é suficiente considerar M C E, com E um espago de Hilbert
e M modelada em X C E onde X é um subespago vetorial de E.

Suponha que, para cada p € M, existam

e U C E aberto tal que p € U ;

e VCE;

e p:V s Udeclasse Cktal que V=VNX, U=UNMep=¢
temos x := o (p) €V e p(V)=U.

Vv
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O par (V,¢) é uma parametrizacao local de M.

Definicao 3.0.2. O espago tangente T,M de M em p € definido como a
imagem de X pela aplicagao linear Dp(z) € L(X, E),

T,M = Dg(x)[X].

Para justificar essa definicao, devemos mostrar que 7}, M nao depende da
escolha da parametrizagao local. Para isso, seja (V1,¢1) e (Va, ¢2) parame-

trizagoes locais em p, e considere o seguinte diagrama comutativo.

M CE ad MCE
T@l T@z
~ 75 Log) ~

VicE — V,CE.

G logi(x) =gt p) =2, zeVinl,

Logo, @y ‘o @) = Id :
‘710‘72
Assim,

Dessa definigao ¢ imediato que 7),M ¢é um espaco de Hilbert homeomorfo
a X.
Antecipamos que T,M coincide com o espaco dos “vetores tangentes”das
curvas diferencidveis de M em p. Além disso, se M = G~ !(c) em que G €
CYE,R) e G'(u) # 0, Yu € M entao

T,M = {v € B; (G/(p),v) = 0}
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De fato, se v € T,M, entdo v = o/(ty) para alguma crvaa: I C R — M
tal que a(ty) = p, usando que G(zx) = ¢ para todo x € M, segue que:

G(a(ty)) =c¢

Derivando, temos:

Portanto, v € {v € E; (G'(p),v) = 0}. Ouseja, T,M C {v € E; (G'(p),v)

0}. A outra inclusao ¢ imediata.

Seja M; C E;, i = 1,2., variedades de Hilbert C', modeladas em X; C ;.
Queremos definir o diferencial de uma aplicacao f : M; — M,, antes disso,

vamos supor que existam
e U; C F; aberto tal que M; C Uy;
o [:U; — E, diferencivel tal que f!Ml = f.

Seja p € M, é facil ver que se f ¢é outra aplicacao diferenciavel que coincide
com f em M, entdo Df,(v) = Dfp(v), Vv € T,M;. Com isso, podemos
definir :

Definicao 3.0.3. O diferencial de f : My — My € a restricao em T,M,; da
aplicagdo linear Df, € L(Fy, Ey).
Notacgao: Dy, f(p).

Dizemos que f : M; — M, é diferenciavel em M; se for diferenciavel
em cada ponto de M, e dizemos que f € C'(E,R), se f ¢ diferencidvel e
Df : Ml — ,C(Tle,EQ).

Exemplo 3.0.1. Considere o funcional diferenciavel J : E — R. Nesse
caso, dyJ(p) : T,M — R, como feito antes, DyrJ(p) define o gradiente de J

em p, como sendo

(VuJ(p),v) = DyJ(p)v] Yo e T,M.
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Ou seja, V prJ(p) nada mais € que a projecio de J'(p) em T,M.

Observagao 3.0.1. Considere uma curva diferencidvel 7 : [a,b] — M com
a <0 <be~v0) = p De acordo com a discussao anterior, dy(t) €
L(R,T,xyM). Como de costume, identificamos L(R, Ty M) com TuM
e escrevemos dy(t)[1] = +/(t). O wvetor v/'(t) € chamado vetor tangente a
curva v em t. Em particular, para qualquer curva diferencidvel, o vetor
v'(0) € T,M. Por outro lado, vamos mostrar que para cada v € T,M, existe
uma curva diferencidvel v tal que v'(0) = v. Para isso, seja (V,p) uma
parametrizagio local de M em p com ¢~ *(p) = 0 e seja w = D@~ (p)[v].
Considere a reta t — tw, e a curva y(t) = @(tw), entdo v € diferencidvel e
)

7(0) = &(0) = p € 7'(0) = DE(0)[w] = DH(0)(Dg™" (p)[v] = v.

Logo, concluimos que T,M ¢é o espago dos vetores tangentes a curvas

diferencidveis em M.

3.1 Pontos Criticos com Restricao.

Definicao 3.1.1. Seja J : E — M um funcional diferencidvel e M C E
uma variedade de Hilbert Ct. Um ponto critico de J restrito a M é um ponto

z € M tal que Dy J(2) =0, ou seja,
DJ(z)[v] =0 YveT,M.

Como (Vi J(2),v) = (J'(2),v) =0, Vv € T, M, temos que z é um ponto

critico de J restrito a M sempre que J'(z) for ortogonal a T, M.

Observagao 3.1.1. Seja v : [—a,a] — M, a > 0 uma curva diferencidvel
tal que v(0) = z e considere a fungio real ¢(t) = J(y(t)), temos:

@' (0) = J'(v(0)).~'(0) = J'(2).[y/(0)], em que ~'(0) € T,M. Assim, se z é
um ponto critico de J em M, entao t=0 é um ponto critico de ¢(t) = J((t)),

para qualquer v diferencidvel em M.
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Por outro lado, seja ¢ uma parametrizacao local de M tal que p(0) = z

e seja v € T,M. Entao, existe w € X tal que v = De(0)[w]. Fazendo
V(t) = p(tw) e ¢(t) = J((t)), temos:

¢'(0) = J' () (0)] = J'(2)[v].
Portanto, se t = 0 é um ponto critico de ¢(t) = J(y(t)) para toda v em
M, entao J'(2)[v] =0, Yo € T,M, ou seja, z € um ponto critico de J em M.

Definicao 3.1.2. Seja M C E uma variedade suave modelada em um espago
de Hilbert X C E e seja J € C(E,R). Dizemos que z € M ¢é minimo
(mdzimo) local de J restrito a M, se existir V uma vizinhanga de z em E tal
que

J(z) < Jw) (J(z)>Jw), YuelVnM.

Seja p uma parametrizacao local de M com (0) = z. Essa definigao é

equivalente a dizer que existe N C X uma vizinhanca de 0 € X tal que

J(2) = J(p(0)) < J(p(§)) (J(2) = J(#(0)) = J(¢(£))), VEEN.

Disso segue que 0 € X é um ponto critico de (J o ¢), ou seja,

D(J 0 ¢)(0)[¢] = DJ(2)[D(¢(0))[¢]] =0 V¢ € X.

Logo, DJ(z)[v] =0, Yv € T,M, e entdo z é um ponto critico de J restrito a
M.

3.2 Variedades de Codimensao um

Definicao 3.2.1. Se a variedade M C E €é modelada em um subespaco de

codimensao um em E, dizemos que M € uma variedade de codimensdo um.

Para o nosso propésito, o caso M = G71(0), em que G € C'(E,R),
FE um espaco de Hilbert e G'(u) # 0, Vu € M é particularmente interessante.
Exemplo 3.2.1. Se G(u) = ||ul|*—r?, entdo M = G71(0) = {u € F; |u|* =
r?’}={uel;||ul|=r}=S5,.
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Seja p € M, considere o subespago X, = {v € E; (G'(p),v) = 0}.
Se w = ||G'(p)||~2.G'(p), entdo E = X, P(w).

De fato, X, @(w) C E ¢ imediato.

Por outro lado, seja u € F, entao (G'(p),u) = 0 ou (G'(p), u) # 0.
Se (G'(p),u) =0, entdo u € X,,.
Se (G'(p),u) # 0, entdo (G'(p),u) = A, com \ € R*.

Agora, observe que

(G'(P), MG D) 72.G' () = A = (G'(p),u) = (G'(p), u=AIG'P)I7*.G"(p)) = 0.

Entao, v = u—\||G'(p)|| 2.G'(p) € X,. Assim, u = v+\||G'(p)| 2.G'(p) =
v+ Aw = u € X, P(w). Com isso, concluimos que E = X, P(w).

Definimos, entao, a aplicacao ¥ : F — FE por

U(u)=u—p—(G'(p),u—pw+ Gu)w.

(G'(p), ¥(u)) = (G'(p),u —p—{G'(p),u — pw + G(u)w)
= (G'(p),u—p) — (G'(p), u — p)(G'(p), w) + G(u){G'(p), w)
= G(u)

Assim, ¥(u) € X, & u e M.

Além disso, ¥(p) =0, ¥ € C' e DU(p) = Id.
De fato, U(p) = 0, ¥ € C' é imediato. Mais ainda,

(W(p+h) —W(p) — Ld(h)| = [w||G(p+ h) — G(p) — (G'(p), h)| =
= |[w]O([IA[*)-

39



Portanto, DV (p) = Id.

Disso segue que ¥ é difeomorfismo de uma vizinhanca U de p em uma
vizinhanca V de 0. Entao, se Y = \IJ_1’V segue que M ¢é C', com parame-
trizacao local em p dada por (V,¢), com V' C X,. Vamos também salientar
que

T,M = DU (0)[X,] = X,.
Seja J € CY(E,R). Como T,M = {v € E; (G'(p),v) = 0}, um ponto

critico restrito de J em M é z € M tal que
(J'(2),v) =0, YveE, com (G (z),v)=0.

Isto é, (J'(z),v) =0, Yv € X,. Logo, existe A € R tal que J'(z) = \G'(2).

Isso é simplesmente a extensao da regra dos multiplicadores de Lagrange.

O gradiente restrito (que é a projegao de J'(u) em X,,) tem a forma

(J'(w), G"(w))

V() =1 = T

G'(u).

Assim, se z € M ¢é ponto critico de J, entao VyJ(z) =0, e logo J'(z) =

o ), G (w)
AG'(z), em que A Tz

Exemplo 3.2.2. 1) Seja J : E — R, C' ¢ M a esfera unitiria em E, em
que E € um espaco de Hilbert, entao o ponto critico de J em M € a solucao

do problema de autovalor J'(u) = Au, com |lu]| = 1.

De fato, se G(u) = ||u||* — 1, entio G1(0) = M.

Seque entao, pelo que foi demonstrado, que
J (u) = A\G'(u) = M,

ja que G'(u)[v] = 2(u,v).
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Se z € um ponto critico, entao A = (J'(2),z). Em particular, se J(u) =
%(Au,u), em que A € simétrica e linear, os pontos criticos de J restritos a

esfera, sao solugcoes do problema de autovalor Au = Au.

2) Seja B = HY(Q), M = {u € E; |[ull =1} e J(u) = }(Ku,u), em que
K € o operador de Green de (—A) em E.

A solugao z de J'(u) = A satisfaz Kz = Az (isso pois J' = K ), ou seja,
—MAz =z, com ||zl =1eX= [,2*>0.
Entao, % € o autovalor correspondente a autofuncao z do problema de Diri-

chlet do Laplaciano.

3) Novamente seja E = H}(Q), M = {u € E; |lul| = 1} e ®(u) =
Jo F(z,u)dz, 0,F = f. Um ponto critico de ® restrito a M € z € M tal que
d'(2) = Az, ou seja,

(¥'(2),v) = (Az,0),

ou ainda,

/f(x, z)vdr = )\/ VzVudr, Vv e E.
Q Q

Portanto, z ¢ solucdao de

—Mu = f(z,u), Q
u =0, o

Fica observado que, se z é solu¢ao do problema acima e f(x,-) é p-homogénea,

entao v(zx) = AP_Tllz(x) ¢ solugao de

_A/U :f(l','U>7 Q
v =0, o0
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Capitulo 4

A procura por Pontos Criticos.

4.1 Principio Variacional de Ekeland.

Teorema 4.1.1. (P.V.E.) Seja (E,d) um espago métrico completo e J :
E — R um funcional semicontinuo inferiormente e limitado inferiormente
em E. Seja c = i%f J, entao para todo € > 0 existe u. € E tal que
c< J(u) <c+e (41)

Yu € B u # ue, J(u) — J(ue) + ed(u, ue) > 0. '

Observacao 4.1.1. i) Note que o P.V.E. nessa forma, so € interessante se
nao sabemos se o minimo € atingido ou nao. De fato, se sabemos que hd um
minimo, basta tomar tal ponto para u. e, entao, (4.1) € satisfeita para todo
e > 0.

ii) O conjunto dos pontos (u,a) € E' X R tais que a > J(u.) — ed(u, u.), pode
ser visualizado como o complemento de um “cone”de declive —e no espaco
E xR. O teorema diz que o epigrafico de J estd inteiramente contido nesse

conjunto, exceto o ponto (e, J(ue)).

Demonstragao. Nesta demonstragao, seguimos o que foi feito em [Le Dret,
H. [9] Capitulo 7, Secao 7.2, Teorema 7.1 |.

Seja Epi(J) = {(u,a) € E x R; J(u) < a} o epigréfico de J, que é o
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conjunto dos pontos de E x R situados acima do gréfico de J. Segue do fato

de J ser semicontinuo inferiormente que Epi(.J) é um conjunto fechado.

Dado € > 0, considere a relacdo (u,a) <. (v,b) < ed(u,v) < b—a. E facil
ver que esta é uma relacao de ordem na qual £ x R é parcialmente ordenado.

Vamos construir um subconjunto de £ x R totalmente ordenado.

Seja uy € E e ap = J(up), tal que ¢ < J(uy) < ¢+ €. Definimos
Ay =A{(u,a) € Epi(J); (u,a) <. (u1,a1)}. Temos que A; ¢ fechado, e ndo
vazio. Com isso definimos P a projecao candnica de E x R em FE, entao se
u € P(A;) temos que ¢ < J(u) < ¢+ €. De fato,

c<Ju) <a<a —edlu,u) <a;=J(u) <c+e.

Seguiremos a demonstracao por inducao. Suponha que contruimos uma
sequéncia (u;, a;), i = 1, ...n, tal que os conjuntos A; = {(u,a) € Epi(J); (u,a) <,

(u;, a;)} sdo fechados e ndo vazios e satisfazem:
e A 1 CA,Yi=1,...,n—1
o 0<a;—c; <2%ay —c1).
em que ¢; = IJ&E) J, a; = J(u;). Note que para n = 1 a hipdtese acima é

valida. Vamos separar em dois casos:

Casol :c, < an,

Nesse caso, tomamos u, 1 € P(A,) tal que

1
0 S J<un+1) —Cp S E(Qn - Cn)>
que existe pela definicao de infimo e seja a,1 = J(u,41), entao:

b AnJrl # % ) pOiS (unJrl; anJrl) € AnJrl-

e A, .1 é fechado.
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o A1 CA,.
Mais ainda, sabemos que ¢ < ¢, < ¢,11 €, entao,
1 1
0<api1—Cpy1 < apyi1—Cp < 5(% —¢,) < 2—n(a1 — ).
Portanto, vale a hipotese para todo n, o que encerra o caso 1.

Caso?2 :c, = a,.

Nesse caso, tome u, 11 = u, € a,11 = a, € entao a hipétese de indugao é

claramente satisfeita.
Afirmacgao 1: diam A,, — 0, quando n — oc.

De fato, seja (u,a), (v,b) € A,. Como ¢, < a, pela definigdo da relagao

de ordem, segue que
ed(u,up) < ap —a < ap, —c, <2'7"(a; — 1)
e entao
ed(u,v) < ed(u,u,) + ed(v,u,) < 227"(a; — ¢1) =2*"(a; — ;) = 0
se n — oo.

Além disso, como ¢, < a, b < a,, temos também que
b—a| <2 ™(a; —c1) = 0,8e n — oo.

Logo, construimos uma familia enumeravel decrescente de subconjuntos
fechados, nao vazios de E x R cujo diametro tende a 0, ou seja, como F e R

sao completos

M Ax = {(ueal)}.

neN
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entdo, ¢ < J(u.) < c+e.
Afirmagao 2: (u.,a.) é minimo em Epi(J), para a relacao <..

De fato, seja (v, b) € Epi(J) tal que (v,b) <, (ue, a.). Por construgao,{ (un, a,)}

¢é totalmente ordenado.

Como (ue, ac) € Ay, Vn, entao (ue, a.) <¢ (un, a,), Yn. Logo
(v,0) <c (up,ay,), Vn,

ou seja, (v,b) € A, Vn, e consequentemente, (v,b) = (u,ac), 0 que prova
a afirmacdo. Mais ainda, se u # u., entdao ed(u,u.) > a. — J(u) > J(u.) —
J(u). O

Observagao 4.1.2. Como u, — u. € a, — a., em que a, = J(u,) seque
que a. > J(u.), pois J € semicontinuo inferiormente.
Mas, se a. > J(u), entdo a minimalidade de (u,a.) seria contradita.

Logo, a. = J(u.), isso diz que o minimo estd no grdfico de J.

Se J € C" est4 definido em um espaco de Banach, o Principio de Ekeland

tem uma forma mais forte.

Corolério 4.1.1. Seja J € C! definido em E, limitado inferiormente, em
que E € um espaco de Banach e seja ¢ = i%f J. Entao Ve > 0, Ju. € E tal

que
c< J(u) <c+e
[1DJ (ue) [ < e

Demonstragao. Nesse caso, a segunda relagdo de (4.1) pode ser escrita como

J(u) — J(ue) +€llu —ulg >0, Vu# u..
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Tomando u = u, + tv, com ||v||g =1 et > 0, temos:

€ t - €
e+ t0) — J(u) > —et e — 2 1;) UCO

= —DJ(u.)v] <e.

Analogamente, para —v, obtemos:
DJ(u)v] <e.
Logo, |DJ(u.)[v]| < €, e entao
I1DJ(ue)|| < e.

]

Observagao 4.1.3. i) J € C' ndo é necessdrio, é suficiente considerar J
Gateaux diferencidvel.

ii) Existe uma versao local dos resultados anteriores.

Corolario 4.1.2. Seja (E,d) um espa¢o métrico completo e J : E — R
um funcional semicontinuo inferiormente e limitado em FE. Seja ¢ = i%f J.

Considere u. € E tal que ¢ < J(u.) < ¢+ €, entao existe . € E tal que

c< J(u) <c+e
d(Te,uc) < 24/€ (4.2)
Yu € E,u # T, J(u) — J(u.) + ed(u, @) > 0.

Demonstracao. Prosseguimos exatamente como na primeira versao de P.V.E.,
agora com

(u,a) <. (v,b) & Ved(u,v) <b—a.

Com isso e pequenas alteragoes algébricas, podemos concluir os itens (1)

e (3) de (4.2). Para garantir o item (2), basta observar que

Ved(Te,uy) <27 e Ved(up,u) < 2(1 —27")e.
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]

Corolério 4.1.3. Seja E um espaco de Banach, J € C' limitado inferior-
mente em um subconjunto F' C E fechado, e seja ¢ = i%fJ. Seja u. € F tal

que ¢ < J(ue) < ¢+ €, entao existe u. € F tal que

c<J@)<c+e
Vu € B u# U, J(u) — J(Ue) + Vellu —TUel|p > 0.

Demonstracao. Este resultado é uma combinagao dos resultados anteriores.

]

Observacao 4.1.4. O corolario anterior mostra que se nos é dado u. em que
J € quase minimizado por € > 0, entdo existe muito proximo a este ponto, a
uma distancia no mdximo \/€, outro ponto uU. em que J € quase minimizado,

na verdade tendo um valor menor, e onde DJ quase se anula.

4.2 A condicao de Palais-Smale.

Definicao 4.2.1. Seja E um espaco de Banach e J : E — R um funcional
C'. Dizemos que J satisfaz a condigao de Palais-Smale (PS), no nivel c, se

dado qualquer sequéncia {u,}o>, C E tal que
J(up,) —>c em Re DJ(u,) —0emE’

podemos extrair uma subsequéncia convergente.

Observagao 4.2.1. i) A condi¢ao (PS) ndo prevé a existéncia de um va-
lor critico, ou a existéncia de tal sequéncia. Apenas diz que se existe uma
sequéncia (PS) entdo a pré imagem desta € relativamente compacta.

ii) As duas hipdteses de (PS) sao independentes.

De fato, mesmo se ¢ = inf J, podemos facilmente ter uma sequéncia mi-
E

nimizante {u,}>2, tal que DJ(u,) - 0.
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Como um exemplo, considere E = R, J(u) = sin(u?) e ¢ = —1, se
Uy = \/(377r +27n + ﬁ) entao

J(uy,) = sin (3—7T+27rn+ L ) = sin <3—7T+27m) cos( ! >+
2 vV 2nm 2 vV 2nm
+sin< ! >cos(3—7r+27m>——cos< L >—>—1.
Vonmw 2 Vonm

Por outro lado, DJ(u) = 2ucos(u?), entdo

3T 1 3 1
DJ(u,) =2 — 4+ 2+ —— ) cos| —+2mn+ — | — 2.
(ttn) \/( 2 \/2n7r) < 2 \/2n7r>

Da mesma forma, € facil construir um exemplo em que DJ(u,) = 0 e

J(u,) ndo converge.

Teorema 4.2.1. Seja E um espaco de Banach, J : E — R, C' e limitado

inferiormente satisfazendo (PS), entdo J tem minimo.
Demonstracao. Essa demonstracao é quase imediata, tomamos € = %, entao
o Corolario (4.1.1) garante a existéncia de uma sequéncia {u, }>°, tal que

1
DJ n <_7
1D () < -

ouseja, DJ(u,) = 0em E e

1
CSJ(un)SC+_7
n

entdo, J(u,) — 0.
Assim, por (PS), {u,}2, possui uma subsequéncia convergente, e esta

converge para um ponto de minimo de J, ja que J(u,) — ¢ e ¢ foi tomado

como o infimo de J. O

Vejamos agora um exemplo interessante no contexto de E.D.P.
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Seja 2 C R? e K o operador de Green de (—A), definido no Exemplo
2.2.1, item (iii), isto ¢ K = (—=A)7!, entao existe uma sequéncia ), com
A >0, )\k—>ootalquepara)\#)\ke)\#O,ooperadorT)\:K—ifdé
isomorfismo de L?. Isso segue do Teorema da Alternativo de Fredholm [Ver
[3]], pois

1 1

Th=0& (-A)'h=Theh=—TAhe —Ah= & h=0, s #0

¢ injetora. Mais
Hy

ou seja, T é isomorfismo. Disso segue que a restricao T)

ainda, T é sobrejetor em H}(€2).

Com isso, e o fato de que Ty em L?*(§2) ser continuo, segue que T} é

. Hy
isomorfismo.

Proposigao 4.2.1. Para toda f € L*(Q), o funcional definido em HE(Q)

J(u) = %/Q(]Vu|2 — A\u)dx —/qudx

satisfaz (PS), para todo nivel ¢ se X\ # A\ e nao satisfaz para c=0 e f =0
se X = A\ para algum k dado.

Demonstracao. Note inicialmente que

(DJ(u),v) = DJ(u)[v] = /

(VuVv — duw)dx — / fodr Vv € H}
Q 0

Isso é equilavente a

/(VDJ(U)VU)dx = /(VUVU — \uv)dx — / fvdz Vv € Hj
0 0 0

isto é,

—ADJ(u)) = —Au—AIu— f

49



ou ainda,

DJ(u) =u— MN-=A)"u— (=A)'f
=u—AKu— Kf.

Considere {u, }>2, C H3(Q) tal que DJ(u,) — 0 em HJ ().
Se A # 0 e X\ # A\, temos:

DJ(up) =ty — M(=A) " u, — (=A)Lf
= —M(=2)up — 5) = (=A)7f
= —AThu, — (=A)7'f.
Assim, usando que T} é isomorfismo em H} (), temos:

= =3 T DI ) + (—A)7H) = =T (=A) ),

ou seja, u, converge e (PS) é satisfeita.
Se A = 0, entao,
Un = DJ(up) + (A)7Hf = (=A)7 f

e assim (PS) também é satisfeita.

Agora, se A\ = \; para algum k, entao, sem perda de generalidade, supo-

nha que f = 0, sabemos que existe ¢y € Hi(Q) autofungio nao nula tal que

—Ayp, = M\pr. E mais, a sequéncia u,, = nyy, € tal que

1 1
un) = gl = xwr [ 2= (hanl? = x| ot ) =o.

e DJ(u,) = 0, e certamente {u,}32, ndo admite subsequéncia convergente.

Observacao 4.2.2. Note que se A\ > A\, entao J ndao ¢ limitado inferior-
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mente em H{, e isso nao impede que satisfaca (PS).

Proposicao 4.2.2. Seja Q C R? aberto e limitado, 1 < p < % para d > 3

el <p<ooparad<2. Entio o funcional em H}()

1 1
J(u) :§/Q|Vu|2dx+m/g|u|p+1dx

satisfaz (PS) em todo nivel.

Demonstracao. Inicialmente note que J estd bem definido, J € C*' e também
DJ(u)v] = / VuVudzr + / lu[P~tuvdx
Q Q

e, entao,
DJ(u) = —Au + |uf/ u.

Seja {u, }52, C H}(Q) tal que J(u,) — ¢, para algum ¢ € R, e DJ(u,) — 0.

Temos:

b
D)) = el + [ "z = (o4 1)) = Hl .

Por definicao de norma em ~!,

|1 DJ (un) [un]| < ([DT ()| - [[tem || 113
e disso segue que
p
Sllunlliyy < 0+ 1) (un) + 1D (un) 12 -

Assim, para n suficientemente grande e e = 1 temos que J(u,) <c+1e
1D ) i+ < 1. Logo,

p
Sllunlliy < (p+1)(e+ 1) + [lunllmy- (4.4)

Isso implica que {u,} é limitada, pois a equacao (4.4) é uma pardabola

concava para cima. Mais ainda, como p < 2%, pelo Teorema de Sobolev,
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H(Q) — LPT(Q) compactamente. Ou seja, a menos de subsequéncia, existe
u € HL(Q) tal que u, — v em H}(Q) e u, — u em LFTH(Q).

Observe agora que se v € LPT1(Q) entao |v|P € LPTng(Q) Logo, |u,|P~ u, —
lulP~ u em L%(Q)

De fato, usando a seguinte desigualdade,

—bpt, 1<p<2
“a|p 1_|b|p 1‘§ |CL | ) =P >
cplal"?la = b + |a — b=, p>2

temos,
~1 5 1 —1, 2
e i ey T e
e e T e

- / O (T L T

( )
=G /!u (D = ] Jul = Y da

)L-H

(p+1)
< [ Tl 5 =l ol (S = 0l = 0] o
Q

pt1 1
<cp{(/ |un|p+1d$) ’ (/ |un—u|p+1dm)p+
Q Q
1 =1
+ (/ |u|p+1da:> (/ |un—u|p+1dx) } — 0.
Q Q

Agora, como o expoente conjugado de (p+1) é ]%1 e HY(Q) — LPTH(Q),
pt+1
segue que (LPT1) — (HJ), isto é L'» — H™!

—Auy, = DJ(up) — [P uy — [Py em HTE
Ou seja,
un = (=A) (DI (un) = |~ un) = (=A)7H (= |u["" )
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e entao (PS) é satisfeita. O

Observacao 4.2.3. A proposicao acima pode nos levar a pensar que tenha-
mos resolvido o problema —Au = —|u[P~ u. Infelizmente este ndio € o caso,
pois falta garantir que uw # 0. Claro que isso pode ser dificil, jd que este fun-
cional em particular € estritamente convexo, e portanto tem um valor critico
em 0 e um ponto critico em u = 0. FEntdo, essa proposicdo € apenas para
mostrar o passo a passo para garantir que uma sequéncia satisfaz (PS). Em
particular, note que um dos ingredientes cruciais na prova acima € como
J(un) e DJ(uy,) se relacionam e como isso pode implicar as estimativas para

uma sequéncia (PS).

Definigao 4.2.2. Seja E um espago de Banach e J € C'(E,R). Dizemos

que v € E € pseudo-gradiente de J em u se
i) vller < 2 DJ(w)]| e
i) DJ(u)lv] > [|DJ ()%

Seja E, o conjunto dos pontos regulares de J. A aplica¢ao v : £, — E
€ um campo pseudo-gradiente para J se for localmente Lipschitz e Vu € E,.,

v(u) é pseudo-gradiente de J em u.

Lema 4.2.1. Seja E um espago de Banach e J € C1(E,R). Entdo existe

um campo pseudo-gradiente para J.

Demonstragao. Seja u € FE,, vamos mostrar a existéncia de v(u) pseudo-
gradiente em u. Para isso, note que pela definicao de norma no espaco dual,
|DJ(u)|| g = sup{(DJ(u),v); ||v] = 1} # 0. Entao, existe w, € E tal que
lwall = 1 e (DJ(u), wy) > 3||DJ (u)|| -

Defina v, = 3| DJ(u)| pw,, disso segue que |lv,|g = 2| DJ(u)||p <
2|DJ(u)]|zr e

(D), v} = (DI (w), 5| DI ) [mrw) = 31D w) 5 (DI (w) ) > DI (w)
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Como ambas as desigualdades acima sao estritas, segue da continuidade
de DJ que existe U, C E aberto, tal que Vz € U,, ||v,||p < 2||DJ(2)||5 e
(DJ(2),v4) = [|IDJ(2)]1 %

Em outras palavras, v, é pseudo-gradiente em qualquer z € U,. Observe
que, como v, # 0, U, C E,.

Construimos entao uma cobertura de E, = (J U,, onde para cada

ueE;,
u € E,, existe um pseudo-gradiente v, constante em U,. A questao agora é
colar esses vetores constantes para construir um campo localmente Lipschitz.
Usamos entao, o fato que todo espaco métrico é paracompacto, isto é, cada
cobertura aberta admite subcobertura aberta localmente finita. No nosso
contexto, isso se traduz como a existéncia de outra cobertura de E,., {W)}rea
tal que para cada A € A, existe uy € E, tal que W) C U,,, e que para qual-
quer u € E, existe uma vizinhanca aberta O de u tal que ONW,, = (), exceto

para um numero finito de indices A € A.

Em seguida, definimos ¥y (u) = d(u, £,\W)). Temos que ¥, é Lipschitz,
supp ¥, = W, e ¥, é localmente limitada inferiormente por um ntmero es-
tritamente positivo em W), pois se B(u,r) C Wy, entdao ¥y > r em B(u,r).

Além disso, a soma Z ¥, ¢ localmente finita, e portanto localmente Lips-

HEA
chitz, e limitada inferiormente por um nimero estritamente positivo, devido

ao fato que {Wy}ea é cobertura de E,.

Definimos em FE,

Wy
O =
Z,LLEA \IJN
entao, 0 < 0, <1, Z@,\ =1, supp©O, = W, e O, é localmente Lipschitz.

HEA
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Podemos finalmente definir

v(u) = Z Ox(u)vy, .

HEA

Essa soma é localmente finita, logo estd bem definida e é localmente
Lipschitz. Em cada ponto u, seu valor é uma combinagao convexa de um
nimero finito de pseudo-gradientes em u. De fato, ©)(u) > 0 < u € W),
com Wy C U,,, conjunto no qual v,, é pseudo-gradiente constante. Agora, é
claro que qualquer combinacao convexa de pseudo-gradiente, ¢ um pseudo-

gradiente e entao a demonstracao esta completa. O

4.3 O lema da deformacao.

Definigao 4.3.1. Seja J € CY(E,R). Definimos A. = {u € E; J(u) < ¢},
A={ueE;Ju)>c eK,={ueE; Ju) =ceJ(u) =0}

Lema 4.3.1. Seja J € C'(E,R) satisfazendo (PS). SeceR ee>0e O €
uma vizinhanca de K., entdo existe € € (0,€) en € C([0,1] x E, E) tal que

1) n(0,u) =u Yue€FE.

2) n(t,u) =u Vtel0,1], se J(u) ¢ [c — € c+7.

3) n(t,u) é homeomorfismo de E em E, para cada t € [0, 1].
4) |Int,u) —ul| <1,Vte[0,1] eu € E.

5) J(n(t,u)) < Ju, vVt €[0,1] eu € E.

6) n(1, Acy NO) C Ac—e.

7) Se K. =0 entio n(1,Acye) C Ae_e.

8) Se J(u) € par, entdo n(t,u) € impar.

Demonstracao. A funcao n serd construida como solucao de um adequado

fluxo de J. De (PS), sabemos que K, é relativamente compacto, mas ainda
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como J € C!, entao K, é fechado, e logo K. é compacto.

Seja Ny = {u €; ||lu — K.|| < 0}, para § suficientemente pequeno, temos
que Ny C O. Logo, para provar 6, é suficiente considerar Ns. Note também
que se K, = (), entdao N5 = () e, assim, concluimos 7.

Afirmacao 1: Existem constantes b, ¢ > 0, tais que
|J'(w)]| > b, Yue Ac+g\(AC_g U Ng). (4.5)

De fato, suponha por absurdo que nao vale esta afirmacao, entao existem

b, =+ 0,6, = 0eu, € Ac+gn\(Ac_gnUNg) tal que ||J'(u)|| = 0e J(u,) — ¢,

com {u,} C N§. Logo, por (PS), {u,} a menos de subsequéncia converge
8

para algum u, e como J € C!, temos:
[/ (W) =0 e J(u)=c
com u € N%'

Assim, u € K.NN§ = 0. O que é um absurdo, e portanto vale (4.5).
8

Observe que se é diminui, (4.5) ainda estd garantida, e podemos entao
bd b 1
Tome € € (0,€), definimos A ={u € E; J(u) < c—€é}U{u € F; J(u) > c+¢}
eB={uelE;c—e<J(u)<c+e}. Temos:

supor que

o ANB =1.

o A, B e Ny sao simétricos se J é par.

—A
Definimos também em F, as fungoes g(z) = [ [

= Al + |z - BJ
0 for xe€ Ng
flo) = 1 for z € Nj§

4
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Entao,

e 0<g,f<L

e f e g sao localmente Lipschitz.
e f e g sao fungoes pares.

° g‘A:Oeg|B:0.

1 for se€][0,1]

% for s>1
bemos pelo lema anterior que existe V' campo pseudo-gradiente para J em

Definimos agora h(s) = . Como J € CYE,R), sa-

F = {u € E; J'(u) # 0}. Mais ainda, podemos supor que V é impar, pois J
é par.

Finalmente, considere

W(z) = { ~f@)g@h([V @)V () for =€k
0 for xgéE

Entao, por construcao temos:
e W ¢ localmente Lipschitz.
e 0 < ||W(x)| <1
e W ¢ impar.

Considere agora o problema de Cauchy:

dn
o = W) (4.7)
n(0,u) =u

Pelo Teorema de existéncia e unicidade, para cada u € E, (4.7) tem uma
tnica solugao no intervalo (¢~ (u), t*(u)).
Afirmacgao 2: t*(u) = o0 e t™(u) = —oc.
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De fato, se t*(u) < +oo, entao seja t, — t*(u) com ¢, < t*(u), usando

a desigualdade do valor médio temos

dn
[7(tns1,w) = n(ty,u)| < “E”‘t"“ —tul = [[W)|[[tn1 — tal < [tr — tal.

Agora, como {t,}°, converge, entdo ¢ Cauchy, e da desigualdade acima,
temos que {n(t,,u)}>2, também é Cauchy, e assim converge para algum u

quando t, — t1(u).

Entao (4.7) com problema inicial @ , nos dd uma extensao de n(¢,u) para
t > t*(u), o que é um absurdo. Logo, t7(u) = +oo. Analogamente, con-

cluimos que ¢~ (u) = —o0.

A dependencia continua das solugoes de (4.7) no dado inicial u, implica
que n € C([0,1] x E, E). Mais ainda, (4.7) garante 1. Como € > €, entao
J(u) ¢ [c — € ¢+ € o que implica u € A, e como g‘A =0 (4.7) torna-se:

dn _
dt
n(0,u) = u

0

Portanto, n(t,u) = u, Vt € [0, 1], o que garante 2.
Uma propriedade de semigrupo para as solugoes de (4.7) garante 3.
1 dn
In(t, u) —ull = lIn(t, u) —n(0,u)|| = i St = IWmll <1,
o que nos da 4.

Como J é par e W é impar, de (4.7) concluimos que 7 é impar, o que nos
da 8.

Agora, se W(u) = 0, entdo n(t,u) = u e segue 5. Mas, se W(u) # 0,
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u € E, entao

DJ(Z(tt,u)) _ J/(n(t,u))dn(;; w)
= (S (n(t,w), = f(n(t, u)g(n(t, w)R(|IV (n(t, u) DV (n(t, v)))
= —f(n(t,w)g(n(t, w)R(V (n(t, W) [N{JS (n(t, w), V(n(t, u)))
< = fn(t,w)g(n(t, w)[| ' (n(t, w)|* < 0

Logo, J nao é crescente em 7(t, u) e portanto vale 5.
Finalmente, para verificar 6, temos:

Se u € a.— entdo, por 5 J(n(t,u)) < ¢ —e. Portanto, resta garantir que
seu €Y = A \(Aee U Ny), entao n(l,u) € Ae—.

DJ(n(t,u))
dt

A, C A, entdo n(t,u) ndo passa por A._.. Poisse J(n(t,u)) < c—é < c—e,

De fato, seja u € Y, sabemos que < 0. Como g|A =0ce

entao J(n(t,u)) < c—e, e g|A = 0 implica que n(t,u) = u e assim J(u) < c—e,

ou seja u € A._., o que é absurdo.
Logo,
J((0,uw)—J(n(t,u) = J(u)—J(n(t,u) <ct+e—(c—€) =e+é < 26 (4.8)
para todo t > 0.

Suponha agora que n(s,u) € Z = ACJFE\(AC,GUNg) para algum s € [0, ¢]
com t pequeno, entdo para este s, 7(s,u) € E e f(n(s,u)) = g(n(s,u)) = 1.
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De (4.8), temos:

2¢ > J(n(0,u)) = J(n(t, u))

R(IIV (n(s, u)) IS (n(s, w), V(n(s, u)))ds

h IV (n(s, uD DT (s, w)), V(n(s, u)))ds

v

Il
c\%\

h (V- (n(s, w)) DI (n(s, w))||*ds

szthsunwﬂ< w))lds

v
| o
N

g UV (nls, W) DIV (n(s, w))llds

z\/thsuu><@mws
0
> b ‘ W n(s, u))ds|| = 2 (e, u) — .
0
ou seja,
It ) —ull < 5 < &
g b 8

Logo, 1(t,u) ndo pode sair de Z e entrar em N%. Consequentemente, se
n(t,u) ¢ Z, entao n(t,u) € Ae_..

Claro que isso ocorre para algum ¢t € (0,1). Se néo, n(t,u) € Z, para

todo t € (0,1) e das desigualdades acima

W < —h(|[V (n(t, w)) DT (n(t, w)]*

Se para algum ¢t € (0,1), [|[V(n(t,u))|| < 1 entao h(||V(n(t,u))|) =1, e

assim

dt -
Por outro lado, se para algum ¢t € (0,1), [|[V(n(t,u))| > 1, entdo

— |1 (n(t, w)) || < b7
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h(|V (n(t, w))) = m o daf

DIt w) |t
@t ST TaGu) S

Com isso, temos, Vt € (0,1),

IVl < 5.

w < min(—i, —b?) < —min(}i,bQ).
Assim,
min(}l,bg) < J(u) —J(n(1,0)) < 2¢,
ou seja, € > min(}l, b?), o que é absurdo. O

4.4 O Principio Minimax e o Lema do Passo
da Montanha

O lema da deformacao permite assim uma caracterizacao topoldgica de
valores regulares que se baseia apenas nos valores tomados pelo proprio fun-
cional e nao por sua diferencial. E usado no contexto de encontrar pontos

criticos via o seguinte principio minimax.

Para todo ¢ € R e ¢5 > 0, nés introduzimos um conjunto de homeomor-
fismo de E.

D ={n;Vue{J<c—e}U{J>c+e}, n(u) =u}.
Teorema 4.4.1. Seja A uma familia de subconjuntos ndao vazios de E, e seja

= inf J(u).
T

Suponha que c € R e J € C' satisfaz (PS) no nivel ¢, suponha também que
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existe a tal que A € estavel sob D para todo oo > €y > 0, ou seja, se A € A,

entao n(A) € A, ¥n € D®. Entao, c é valor critico de J.

Demonstracao. Suponha por absurdo que c é valor regular de J. Seja ¢y dado
pelo lema da deformagao, tal que €y < a, e tome € € (0,¢y). Pela definigao

de infimo, existe A € A tal que

sup J(u) < ¢+,
u€eA

ou seja, existe A C A.y., e pelo lema da deformagao, existe n € D tal que
N(Aere) C Aee. Logo, A" =n(A) Cn(Acie) C Ae—e.

O que implica que

sup J(u) <c—e.
ucA’

Assim, como por hipétese, A" € A, entdo a expressao acima contradiz o

fato de ¢ ser infimo. O

Observacao 4.4.1. i) Se J satisfaz (PS), entdo (-J) também satisfaz. Por-

tanto, temos um resultado similar com

d = sup inf J(u).
AeEluEA ()

ii) Se tomarmos A = {{u}; u € E}, entao recuperamos o fato que um
funcional que satisfaz (PS), e € limitado inferiormente atinge infimo. E pela

observacao acima, se € limitado superiormente, atinge supremo.

ii1) O uso do principio minimdzx baseia-se em escolhas especificas para A.
Esta € geralmente tomada como wma classe de subconjuntos que comparti-

[ham de um invariante topologico, que € conservado por .

Damos agora uma primeira aplicagao, conhecida como o lema do passo

da montanha.

Teorema 4.4.2. Seja J € C1(E,R) satisfazendo (PS) tal que
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i) J(0)=0.
i) AR >0 e a >0 tal que, se ||u|lg = R, entao J(u) > a.
ii) Jv € E, ||v]g > R tal que J(v) < a.
Entao, J admite valor critico ¢ > a.

A condigao (#ii) é conhecida como condi¢gdo de Ambrosetti-Rabinowitz,

que foram os autores do Teorema do Passo da Montanha.

Demonstracao. Vamos aplicar o principio minimax, com A escolhida da
forma, A = {4, = 7([0,1]) € C°([0,1]); v(0) = 0, (1) = v}, e tome
o = min(a,a — J(v)) > 0.

Seja v um caminho ligando 0 a v, e A, = ¥([0,1]) € A. Como a funcao
® : [0,1] — R dada por ®(t) = ||7(t)||g é continua e (0) =0, (1) = ||v| £,
entdo pelo Teorema do valor intermediério, existe s € (0,1) tal que ®(s) =

II7(s)||e = R. Como, sup J(u) > J(u), Vu € A, em particular para u = 7(s),
u€A

entao, sup J(u) > J(v(s)) > a. Assim,
ucA

= inf J(u) > a.
=l za
Mais ainda, ¢ < 400, pois ([0, 1]) C E é compacto, ¥, entao J(v([0,1])) =
J(A,) é compacto. E, portanto, sup J(u) < +o0.

u€A,

Seja €y € (0, al, temos que D C D%, pois se n € D, entdao n(u) = u,
Vu € Ay U{u € E; J(u) > ¢+ ¢} . Agora, como ¢ < «, entdo
Ju) <c—a= Ju) <c—e¢,ese Ju) >c+a= Ju) > c+e.

Ouseja, Ac g U{u€e E; J(u) >c+a} CAcqU{ue E; J(u) > c+ €}

Assim, n(u) =u, Vu € Ac_y U{u € E; J(u) > c+ a}, e entdo n € DY,
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Considere entao, n homeomorfismo em D¢. Por construgao, temos:

JO)=0<a—a<c—a«
Jw)=a+J@v)—a<a—a<c—a

e da definicao de D¢, temos:

Ou seja,

b

{ (n07)(0) =0
(noy)(v) =v

e como (no+y) é continua, (A, € A, isto é, A é estavel em D, Ve, € (0, al.

Logo, pelo principio minimax, ¢ é valor critico de J. O]

Observagao 4.4.2. i) A expressio “passo da montanha”é melhor compreen-
dida se interpretarmos as condigoes i)-iii) geometricamente no caso E = R?.
As condigoes i)-ii) significam que a origem estd localizada em uma tigela
cercada por montanhas que sdo todas, pelo menos, tdo altas quanto a. A
condi¢do i) significa que além dessas montanhas, existe um ponto mais
baixo v, digamos em um vale. Parece intuitivamente claro, que se quisermos
ir continuamente de 0 a v, devemos passar pelo desfiladeiro da montanha,

que certamente existird.

De fato, a construcao minimaz nos diz o que fazer. Olhar para a altitude
mazima atingida em cada caminho, e encontrar um caminho que minimize
essa altitude mdzima. Se o caminho atingir o minimo das altitudes dos pon-
tos mais elevados de todos os caminhos, entao a altitude ¢ um valor critico

e estamos num passo da montanha.

ii) O lema do passo da montanha € verdadeiro sem (PS), quando E = R,

1880 vem do Teorema do valor intermedidrio e do Teorema de Rolle. O lema
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falha sem (PS) para E com dimensio > 2. Pode nao existir passagem da

montanha, por que o maximo da altitude nao é atingido.

Exemplo 4.4.1. Considere
J(z,y) = 2*(1+y)° +y",

entao
DJ(z,y) = 2x(1+y)*, 4y° + 32%(1 + y)?).

Assim,

DJ(:c,y):O<:>{ 20(1+y)° <:>{ r=0 .

43 4 32%(1 + y)? y=0

Ou seja, (0,0) € o nico ponto critico de J, e J(0,0)=0. FEste ponto é

minimo local estrito, pois J(z,y) ~ x* + y* em uma vizinhanga de (0,0).

A origem estd portanto, realmente situada em uma tigela cercada por
montanhas. E possivel ir ainda mais baixo, por fora da tigela, ja que inf J =
—00. Esse ¢ um exemplo de funcao que tem minimo local e nao tem minimo

global.

Como nao ha outro ponto critico além do minimo local, significa que nao
ezriste passagem da montanha para sair da tigela e descer para o vale além.
Isso pode acontecer se os caminhos de minimizacao forem infinitos. Isso estd

diretamente ligado ao fato de J nao satisfazer (PS) no nivel minimaz.

3
. _ 2ly|2
Se olharmos o que estd acontecendo nas curvas (x,y) = (:l: \/?:(Hy),y),

com —1 <y <0, vemos que x — oo, DJ(z,y)w — 0 e J — 1, quando
y— —1.

Andando ao longo dessas curvas, podemos construir sequéncias (PS) no
nivel ¢ = 1, que nao sao relativamente compactas, por exemplo, se y, =

-1+ % Além disso, € possivel verificar que o nivel ¢ = 1 € precisamente o

65



inf-max de J em caminhos saindo da “tigela”.

Corolario 4.4.1. Seja J como no Teorema anterior, tirando a condi¢do i),
e tal que 0 é minimo local estrito. Entao, a hipdtese ii) do Teorema anterior

€ satisfeita.

Demonstra¢ao. Como 0 é minimo local estrito, e J(0)=0, entao existe r > 0
tal que Vu € B(0,7)\{0} temos J(u) > 0. Seja Sz a esfera de raio 3.

Suponha por absurdo que ibpf J =0, entdo existe uma sequéncia {v, }5°, tal
3

que {v,}52; C Sz e J(vy) < %, pelo corolario 4.1.3, com F' = B(0,r),

existe {v,}>2, tal que J(v,) < #212 e |lvn — Tl < 5.

Além disso, para n > 1, temos:

r 1
=—(1+

r
_ )ST,
2 2

,
[l < flon = Oall + [lon]l < 5+

= 2n n

ou seja, {Un foey C int F, e logo [[DJ(v,)]| < 5.

Isto é, {v,,}5°, satisfaz (PS), e logo admite subsequéncia convergente a

U € St, pois
[on]| < [[7 = Tnll + [[0n = onll + [0l = [[on]l = [[0 = Oull = [[0n = vall < [[]l;
ou seja,
5 7=l = 5 <l < -+ 3
—— T =T, - =— <7 < — + =.
2 " 2n — —2n 2
Logo, se n — +o0, temos que [[v]| = 5. Com isso, temos também que

J(v) = 0. Assim, existe T # 0 tal que J(7) = 0, o que é absurdo.

Logo, glfJ = a > 0, ou ainda, existe R = 5 > 0ea = iglfJ tal que se
5 5
|lu|| = R, entdo a = infg, J < J(u). O
2

Um corolario imediato disso é que se J tem dois minimos locais estritos

e satisfaz (PS), entdo J admite um terceiro ponto critico. Aplicamos agora
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o Teorema do passo da montanha a um exemplo de problema semilinear.

4.5 Aplicacao ao problema modelo.

Seja  C R? aberto e limitado, d > 3 e A\; > 0 primeiro autovalor de
(—A) em H}(Q). Dado g € C(R,R) e G uma primitiva de g, tal que
i) ¢(0)=0e G(0)=0.
ii) limsup 9(s) < A1
5s—0 S

iii) 36 >2, R >0 tal que 0 < 0G(s) < sg(s), para |s| > R.

iv) 2 0se s — +oc.
‘S‘H

Vamos tentar encontrar u € H}(Q) tal que
—Au=g(u) em €. (4.9)

Claro que este problema sempre tem solucao trivial v = 0. Vamos entao

procura uma solucao nao trivial.

Para isso, prosseguiremos com uma sequéncia de lemas, em que C e C’

denotarao constantes estritamente positivas.

Primeiramente, daremos algumas propriedades elementares da funcao g,

derivadas das hipéteses i)-iv).

Lema 4.5.1. Seja g satisfazendo i)-iv) acima. Entao

a) Ve, 3 C(€) > 0 tal que

VseR |g(s)] < es|i=2 + C(e)

b) V|s| > R, temos:
cls” < |G(s)] < C'|s|*
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¢) < 2% =24

d) Vls| = R, |g(s)] = Cls|""".

Demonstracao. a) Da hipétese iv) sabemos que Ve > 0, 3M > 0 tal que se
l9(s)] at2
s| > M = =5 < e=|g(s)| < €|s|4-2, para todo |s| > M.

Eis

Defina C(e) = [_rg‘lf)’%]ﬂg(sﬂ - e|s|%) , entao se |s| < M

d+2

|9(s)| —els|a2 < C(e),

ou seja, Vs € R
19(s)] < els|T2 + C(e).

d+2
b) Sabemos de a) que para € = 1, existe ¢ > 0 tal que |g(s)| < |s|+2 + C(1).
Assim, se |s| > R, temos

|G(s)| =

Alwﬂs[mWﬁgfw%+amﬁ:

2%

|s

2*
2% '

+C(1)s < (Qi + c<1)) Is]2 = C'|s

Por outro lado, de iii) temos que se |s| > R, 0 < 0G(s) < sg(s). Entao,
se s > R

(s7G(9)) = s%(s) — 057" G(s) = 5797 (sg(s) — 0G(s)) > 0.
Logo, s7G(s) > R7°G(R) = G(s) > R79s°G(R) > 0, desde que
G(R) > 0.

Ou seja, |G(s)| > |s|®.
Se s < —R, entao

(Is|7°G(S)) = |s|7""*[s%g(s) — 0sG(s)] = |s| ™ s[s9(s) — 0G(s)] < 0.
Logo, |s|7?G(s) > |R|7’G(R) > 0. Ou seja, |G(s)| > c|s|’.
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¢) Segue do fato de que, para s suficientemente grande, temos cs? < /s’

~ _ 2
entao 0 < 2" = =5

)

d)Segue de ii) e b), pois
cls|” < |G(s)] < [0G(s)] < [sg(s)] = Isllg(s)].

Logo, Cls|*~" < g(s)|, Vls| < R. =

Como # > 2, dizemos que G tem crescimento super-quadratico no infi-

nito, e g é super-linear.

Usando essas propriedades e o mesmo tipo de argumento ja usado neste
trabalho, é facil ver que o problema (4.9) é equivalente a encontrar pontos

criticos de

1
J(u) = —/ Vuldz — / G (u(x))dz
2 Ja Q
o qual estd bem definido e é C' em Hj, e cuja derivada ¢
DJ(u) = —Au — g(u)
em H~1(2), na notacao acima, vemos a derivada no sentido das distribuicoes.
Vamos a um primeiro resultado de compacidade.

Lema 4.5.2. Seja Q C R? aberto e limitado, g € C°(R), Q € C°(R,R+) tal
l9(s)|

que m — 0, se s = +00. Dada uma sequéncia de fungoes u, — u q.t.p.
s
e tal que [, Q(un)Pdx < C, para algum p > 1, entao g(u,) — g(u) em LP.

Demonstracao. Pelo Teorema de Egorov, Ve > 0, Q0. C €2 mensuravel tal

que pu(2N\) < € e u, — u uniformemente em ..

Como [g(s)]P < €PQ(s) + C(€'), temos
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\

/ 9(un) — glu)Pde < 27 (g(un)l? + lg(w)P)dz
(N Q) (N\Qe)

< o / (PQ(un) + C(¢) + PQ(u) + C(¢'))da
(ON\Q)

—orien / (QUun) + Q(u))di + 2°C()u( L)
(NQe)

< Ce? +eC(e)?, VYneN.

Escolhendo € e € suficientemente pequenos, temos

/ (|g(un)[? 4 |g(w)|P)dx < €.
(ON\Q)

Mais ainda,

lg(u,) — g(u)|Pde — 0 se n — o0
Qe

Ve, pois u,, — u uniformemente §2.. n
Lema 4.5.3. O funcional J satisfaz (PS) em todo nivel.

Demonstracao. Seja {u,}>2 , uma sequéncia tal que J(u,,) — ce DJ(u,) — 0
em H1(Q).

Note que 0G(s) < sg(s) + C para todo s, e algum C, obtemos:

(DT (), ) / Yy 2 — / oy Y
/ V2 — 6 / G (un)dz + Cp(Q)
= 0J(u,) — <g — 1) /Q|Vun|2dx + Cu(9)

Como 6 > 2, segue como na prova da Proposicao 4.2.2 que {u,}2, é uni-

formemente limitada em H}(Q). Entao, podemos extrair uma subsequéncia,
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ainda denotada por u, e encontrar u € H}(Q) tal que

Up U € U, —>uqtpem )

d+2
) 2d_

Definimos entdo Q(s) = [s[42 e p = 75 > 1, temos:

/Qp(un)dx = / |up| 72 dz < C,
Q Q

pela imersdo de Sobolev. Pelo lema anterior, segue que g(u,) — ¢g(u) em

LP(Q). Assim, como o conjugado de 2* é nada menos que 2% segue que

dt2
LP(Q) — HYQ).
Finalmente, concluimos que
—A(u,) = DJ(up) + g(u,) = g(u) em H Q).
Ou seja, usando que (—A)~! é isomorfismo de H1(Q) em H} (), temos que
unp = (=A) 7 (g(w))

e entao (PS) é satisfeita. O

Lema 4.5.4. O funcional J satisfaz as hipoteses do lema do passo da mon-

tanha.

Demonstracao. Inicialmente, note que J(0) = 0. Como A; é o primeiro auto-
valor de (—A), temos que [, [Vul*dz > A ||ul|3, para todo v € Hj(S2). Pela
9(s)

R

em uma vizinhanga de 0. Além disso, em uma vizinhanga do infinito, temos

hipétese (ii) listada no exemplo, temos que existe u < A; tal que

d+2 a+2
que |g(s)| < C|s|4—2. Podemos, portanto, escrever g(s) < sy + C|s|+2 para
s>0eg(s)>su— C’|s|%, para s < 0.

Em ambos os casos, integrando a partir de 0, temos:

82 2d
G(s) < pg + Cls|a-=.
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Afim de majorar J inferiormente, escolhemos ¢ > 0 tal que (1—€)\; —p >

0, e entao note que

J(u) > = /|Vu|2dm+ /|u| dx —

—HUIIH1 -

| \/

> —HuIIH1 - 3 = Cllullg,

em uma vizinhanca de 0 em H}(Q), j& que 2* > 2. Isso garante a condigao

(ii) do lema do passo da montanha.

Finalmente, seja ¢; € H(Q2) autofungao de (—A) associada ao autovalor

A1, normalizada e nao negativa, sem perda de generalidade. Para todo o > 0

2
Too) = T2 / Glodr)d

Agora, como g é super-linear no infinito, existe a > Ay tal que g(s) >

temos

as para s suficientemente grande, entdao g(s) > as — C para todo s > 0.
Consequentemente, temos G(s) > 0‘782 — (', para todo s > 0. Disso, segue
que

o?(\ — a)
J(o¢1) < — 5

Portanto, existe o > 0 tal que J(o¢;) < 0, o que nos dé a condigao (iii)

+C.

do lema do passo da montanha. O
Teorema 4.5.1. O problema (4.9) admite solugdo nao trivial.

Demonstracdo. Aplicamos o lema do passo da montanha, que garante a
existéncia de um valor critico ¢ estritamente positivo. Existe portanto,
pelo menos um ponto critico correspondente u, e este é nao nulo, ja que
J(0)=0<c=J(u). O
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Capitulo 5

O caso critico.

5.1 Resultado de nao existéncia de Pohozaev

Seja 2 C R™,n > 3. Considere o problema

—Au= X u+ulu*% | Q
w0, Q . (5.1)
u=0 , 00

Podemos tentar encontrar solugoes deste problema, minimizando o fun-

cional
1

J)\(u) = 5

/(|Vu|2 — )\|u|2)dx
Q

na esfera unitaria em L?" (),

M = {u € Hy(Q); [[u

o = 1}

Ou equivalentemente, minimizar
Jo(IVul> = Aul?)dx
2
(o lul? da) ™

S)\(u; Q) =

em Hj(Q)\{0}.

73



Note que, para A = 0,

S(Q) = inf Sp(u;2
(©) H3 @)\ {0} o3 &)

é a melhor constante de Sobolev da imersiao Hi(Q) — L* (Q).
Lema 5.1.1. S(Q) = S independe de ().
Demonstracao. Inicialmente, considere o “scaling”

u— up(z) = R= u(z/R)

com R constante. Temos,

/Rn [Vur(@)]*de = /R VR u(x/R)dr = / RVule/R)Pd

usando a mudanga de varidvel y = £ e substituindo na integral acima temos,

/ R™"|Vu(z/R)|*dx = IVu(y)|*dy.
n R”

Ou seja, a norma em D?(R") = {u € L? (R"); Vu € L*(R")} é invari-

ante por “scaling”.

Mais ainda, dada v € C§°(Q?), estenda v = 0 fora de 2. Considerando
que C§°(Q) € C°(R™) e DM2(Q) € D?(R™), temos que

S(Q) = inf(||ul|prz; u € DM*(Q)elull, = 1) > S(R™).

Por outro lado, seja u,, € D?(R™) uma sequéncia minimizante para
S(R™), com ||ty]l2 = 1. Por densidade de C§°(R™) em D'?(R"), podemos
supor u,, € Cg°(R™). A menos de translacao, podemos supor também que

0 € 2. Novamente usando o “scaling”

-_n

u— ug, () = Rp? u(z/Ry)
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para R, suficientemente pequeno, temos que v, = (un)r,, € C5(2). Pela

invariancia mostrada acima, concluimos que
S(Q) < liminf ||vy, |5 = S(R™).
m—00

Logo, S(©2) = S(R™") = S. O
Teorema 5.1.1. S nunca € atingido se ) # R™.

Demonstracao. Suponha por absurdo que S é atingido para algum 2 # R",
entdo existe u € H}(Q)\{0} tal que S=S(R"), ou seja, u é solugdo fraca de

—Au=u+uu* *em R"

com u = 0 em R"\Q, o que contradiz o principio do méximo forte, [veja
Tolksdorf [15]].
O

Lema 5.1.2. (Id de Pohozaev): Sejam g : R — R continua, G(u) =
Js 9(w)dv, e uw e C*(Q) NCHQ) solugdo de

{—Au =g(u), Q (5.2)

u =0, 0N}
em ) CC R". Entao,

n—2

/|Vu\2dx—n/G(u)dx+l/
2 Ja Q 2 Joa

em que v € a normal exterior em €.

ou

ov

2
x - vdo = 0,

Demonstragao. Inicialmente, note que se x = (x1, Z2, ...7,) € VU = (Ugy, Ugy, --, Uy, ),

entao
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div(Vu(x - Vu)) = div (Vu (Z xlu:,;)) = Z %(uwk Z Ty, )
i=1 k=1 K i=1

n

n n
i=1 =1

k=1

2
= Au(z - Vu) + |[Vul* + 2 - V (‘V;‘ )

Pelo Teorema da divergéncia, temos:

/m(m-Vu)(Vu-l/)da: /Q <Au(m-Vu)+|Vu|2+x~V ('V;P)) dz

Usando que v = 0 em 052, temos que Vu = u,v, onde u, = %.

Assim, a equacao acima, torna-se

2
/Au(m-Vudm)—l—/ |Vu|2dx+/m-V(‘vu‘ )dwz/ |@|2$'Vd0.
Q Q Q 2 oa OV

Analogamente, usando que

, Vul?\ n_ o, 1Igs 0 )
div (x 5 = §|Vu| + §;x18$i|VU|

e aplicando o Teorema da divergéncia, temos:

n 9 1 = 0 9 1/ ou o
— — . = — — . 4
2/|Vu] dx+2/;13518xiWu| dx 5 aﬂ]aylx vdo (5.4)

Substituindo (5.4) em (5.3), obtemos

1 0
/ Au(z - Vu)dz + (1 — E)/ |Vul*dz = —/ |—u|2x -vdo (5.5)
Q 2 Q 2 a0 6V
Agora, para a primeira integral de (5.5), usamos o fato de que u é solugao
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de (5.2), e entao

- /Q Au(z - Vu)dr = /Q g(u)(z - Vu)dz = /Q éxi%G(u)d:p.

Integrando por partes, temos

/ngiaixiG(u)da:: _n/QG(U)diL‘

e portanto,
/ Au(z - Vu)dr = n/ G(u)dzx.
0 Q

Finalmente, concluimos que

n—2 1 ou |2
5 /Q\Vu\de—n/QG(u)dx—i—é/m‘%‘ x-vdo = 0.

]

Observacao 5.1.1. Ezxiste uma identidade de Pohozaev mais geral, que pode

ser encontrada em Yan Yan Li [10], Teorema 1.1.

Teorema 5.1.2. Suponha Q # R™, n > 3, dominio suave, possivelmente
tlimitado, estritamente estrelado em relacao a origem em R™ e seja A < 0.

Entdo qualquer u € H(Q2) solugao do problema (5.1) é identicamente nula.
Demonstragio. Seja g(u) = M + u|u|?* =2, com primitiva

Aul> 1
= +

—_— 2*
2 2% '

G(u)

|u

Sabemos, [ ver Struwe, 13, apéndice B, que qualquer solugao de (5.1) é suave
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em Q. Entao, pela identidade de Pohozaev, temos:

Aul? . 1
2 2 L
dr — /( ~|—2*|u )d:IH—Q/aQ
1
/|Vu| dx——/)\]u\ dx — 2dr + /
n—2 aQ

« 1
/(|Vu|2 — u*)dz — An / lu|?dx + / Oul*
Q n—2 Q n—2 90

Usando que u é solugao de (5.1), temos

2

0
Y z-vdo =0«

v
oul?

ov

z-vdo =0&

z - vdo = 0.

ov

/(|Vu|2 — Auf = [uf?)dz = 0.
Q

Logo,
1
/|u\dx——/|u]da:—|— | ‘:c vdo =0 &
v
—2)\/]u\ d:v—l—/ }—‘ z-vdo =0,

Q a0 OV
ou seja,

oul’

ov

Js

Por outro lado, como €2 é estritamente estrelado, temos que z - v > 0, e

z - vdo = 2)\/ \u|2da: < 0.
Q

entao )
0< / —| z-vdo <O0.
a0
Assim,
ou? ou|? ou
/ag 5 z-vdo =0= W 0= By 0

E logo, pelo principio da continuagao unica [ver Heinz [8]], concluimos

que u = 0. O]

78



5.2 O Efeito da Topologia.

Novamente, considerando o problema (5.1), note que podemos caracteri-
zar suas solugoes u € H} (), como sendo os pontos criticos do funcional em
H} (), definido por

1 1
E\(u) = 5/9(]Vu]2 — )\]u\Q)d:U — 5 /Q lu

Lema 5.2.1. Seja 2 C R"™ dominio limitado, n > 3, e A\ € R. FEntao,

qualquer sequéncia {u,, }5o_, C Hy(Q) tal que

Y dx.

1 »
E/\(um) — B < _557 DEA(“m) — 07
n

quando m — oo, € relativamente compacta.

Demonstracao. Note que

O()(1+ [timllp) + 8% > 2 (tn) — (DEx (1), 1)

em que o(1) — 0 se m — oo, e ¢ > 0.

Assim,

2 .
ey = 282 (0) 4 [ P+ 5 [ ¥ s < et o(0) ol

ou seja, {uy, >, é limitada.

Consequentemente, existe u € H}(Q), tal que u,, — u.
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Dado ¢ € C§°(Q2), temos:

0 <_<DE)\(um)7 ?/1> = /S)(vumv¢ - Aum¢ - um|um|2*_2¢)dx

— /(vuw — utp — ulu|* ") dr = (dE\(u), ),
Q

ou seja, u é solugao fraca da equagao em (5.1). Além disso, tomando ¢ = u,

obtemos:
0 = (DEx(u), u) = / (IVaf? = Afuf? — Juf?")d.
Q

Logo,
Bsw) = (5 - 57) [ P do = [ ufde =0

Para prosseguir, note que pelo Teorema de Vitali,
/ (Va2 = / 1V (tyn — u)|2da +/ Vul2dz + o(1)
Q Q Q

/|um 2*d:zc:/|um—u|2*dx+/|u|2*dac+o(1),
0 Q Q

em que o(1) — 0, se m — co. Logo,

Similarmente, temos que
/ o 1t (1 — 1) = /(|um|2* — uf?)dz + o(1)
Q Q
= / [ty — ul* dz 4 o(1).
Q
entao

o(1) = (DE\(um), upm — uy = (DE\(uy,) — DE\(u), Uy, — u) =

S~
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Em particular,

Eo(u / IV (1t — )2z + o(1).
Por outro lado, temos

Eo(up —u) = Ex(uy,) — Ex(u) + o(1)

para m suficientemente grande. Portanto,
|ty — uHHl—/]V w)de < ¢ < S3,

para m suficientemente grande. Pela imersao de Sobolev, temos que

|t — ul|3e < S|ty — u”%}é? e portanto,

= ull3y (1= 572 ot — ] i) _/Q(Iv(um—U)l2—lum—UI2*)dx=0(1),

mostrando, entdo, que u,, — u em H}(Q). ]

Lema 5.2.2. Suponha que {v,,}>°_, € uma sequéncia satisfazendo (PS) de
E = Ey em H}(Q) tal que v,, — 0. Entdo, existe uma sequéncia de pontos
{Tm}y C Q e uma sequéncia de raios {R,,}5°_,, com R,, — 00, uma

solucdo v° de
—~Au=ulu*? em R" (5.8)

e {wm}_, sequéncia (PS) de Ey em Hi(Q) tal que, a menos de uma sub-

sequéncia de {v,, }5°_, temos:

n—2

Wi = U — B> VP (R(- — ) + 0(1),

em que o(1) = 0 em DM?(R") = {u € L* (R"); Vu € L*(R")}. Em particu-
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lar, w,, — 0. Portanto,
Eo(wm) = Eo(vm) — Eo(v°) + o(1).

Além disso,
Ry d(xp,, 0Q2) — 0.

Finalmente, se Ey(vy,) — 8 < f* = 152 a sequéncia {v,}3_, € relati-

vamente compacta e portanto v, — 0 em H}(Q), e Ey(vy,) — 8 =0.

Demonstragao. Inicialmente note que se Ey(v,,) — 8 < B*, entao pelo lema
anterior, {v,, }5°_, é relativamente compacta, e dai, a menos de subsequéncia,
vm — 0 em H}(Q).

Assim,

Podemos entao, supor que Ey(v,,) — 5 > * e com isso, temos:

1 1 1
—/ VonPde = Bo(vm) — —(dBo(vn), vm) — f > 8* = ~5%.
n Jo 2% n
Logo,
lim inf/ |V, [2de =nB > S5, (5.9)
m—00 Q

Estenda v, = 0 fora de §2 e defina a funcao concentragao de v,,,

Qum(r) = sup/ |va|2da:.
Q JB(z,r)

Escolha x,, € Q) e considere o “scaling”

~ n—2 x
Um = O, = B Uy (—4—%) ,
Ry,
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tal que

1 .
Qm(l) = sup/ |V, |*de = / |V, |?de = —=S2,
R™ J B(z,1) B(0,1) 2L
em que L é o nimero de bolas de raio 1 que cobrem B(0,2). Claro que, por
(5.9), temos que R, > Ry > 0 uniformemente em m.

Seja Q,, = {z € R"; 7o+ Tm € Q}, podemos supor que Q. — Qo C R™.
Como,

lmlPors = s = / Vo2 = / Vonl2dz — nf < oo,
n

entao, existe v° em DM?(R"™) tal que ¥, — v°. Usando a densidade de

Cs° () em DY2(Q.), podemos encontrar ©2, € H(Q,,) tal que v° =

m

lim #° em D'2(Qy). E claro que 72, — v° em HX(€Y), para todo ' cC R™.
m—o0

s

E suficiente considerar ) = B(xg, 1), para zo € R" qualquer.

Seja B, := B(xq, 1), escolha fungoes cut-off ¢; € CP(R"), i = 1,2, tais que

1, Jzl <1 1, |zl<2
901(50)2{ : 302(90)2{ :

0, |z[>3 0, |z]>2

Entéo, seja @), = (Un, — 0o, )i € Hy (), temos:
~q 1 ~ ~
&3 170 = 1@ = Tp) g 0l gy < € < 0.

Além disso, supp @}, C Bs e supp @2 C Bsy, lembrando que (0, — %) —
0 em D“?(R"). A restri¢do dessas funcdes a By implica que (¥, — ©2,) — 0
em H}(By) — LP(By) compactamente para p < 2%, entao (0, —0%,) — 0 em

LP(By), para p < 2*.
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Usando argumentos parecidos com os do Lema (5.2.1), obtemos:
0(1) = (DEo(0m; Q) Gp01)
— / (Vi Vi, — i |0m|* 720L ) ordz + o(1)
= [ V(= )P = [ = 3% b + o(1)
— [ (V(on = )P = [ 3
= [ (vaLp - @i
R

> [|@L]Bee (1 = ST ]|@2 | 502) + o(1),

Yoiph “P)d + o(1)

= dx + o(1)

em que o(1) — 0, se m — co. Mas, note que

IVam> = | IV (0 — 0,,)]*|2de + o(1)
Rn Rn
= [ (Vanf = Ve ) + o)
~ 1
< | |VilPde +o(1) < LQwm(1) +o(1) = 3
Bo
Logo, para m suficientemente grande,
SFNRIGE <e <,

com isso, concluimos que @}, — 0 em D'?(R"), ou seja, v, — v" em H;.

Em particular,
012 1 on 0
Vo |"de = —S2 >0 e v #0.
B(0,1) 2L

Como v, — 0, entao R,, — 00 e {0, = R" ou {2x = R}. Separamos em

Ccasos:

1) Rpd(,,00) < ¢ < oo. Nesse caso Q, = R".
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2) Rpd(m, ) — co. Nesse caso (o = R”

Em ambos os casos, se ¢ € C5°(§2s) entao ¢ € C5°(Qy,), para m sufici-

entemente grande, e entao:

(DEy(0": ), 0) = 1im (DEo(ti ). ) < ]| DEo(vm) a1 = 0

m—r0o0

para todo ¢, e entao v° € H} é solucao fraca de
—Au=uu*? em Q.

Se Q. = R?, entao v’ = 0, o que é um absurdo. Portanto, vale o caso
2, e entdao podemos escolher uma sequéncia R,, tal que R,, = Rm}_%;l — 00,
com R,,d(z,,,0Q) — oo.

Para concluir a prova, dado ¢ € C§°(R") tal que

(2) 1, |Jz|i<1
xXr) = s
v 0, || >2

n—2

seja Wy (1) = v (2) — Ry V(R (2 — 1)) (R (z — 20)) € HE (), entdo

Wm =

(@) =0 (@)pm(2),

N

em que () = p(F-). Note que

V(W (o = D)Pda < ¢ | [VOPlpn = 1Pde+c | [0°P|V(pm — 1)[da
R™ Rn R™

< c/ (V0|2 dx + cRmz/ |0° | da
R\ B(0,R.) B(0,2R,)\B(0,R:,)

2
2%

< c/ V0|2 de + c(/ |vo|2*dw) — 0.
R\ B(0,R.) B(0,2R,)\B(0,R:,)

Logo, Wy, = Uy, — v° + 0(1), com o(1) — 0 em DM?(R").
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Assim,
Eo(wm) = Eo(@m) = Eo(ty) — Eo(v®) 4+ 0(1) = Ey(vy,) — Eo(v®) + o(1).

Similarmente, para qualquer funcao teste 1, € H&(Qm) com ||, || <1,

com o(1) — 0, obtemos:

2*72wm)dx

(DEo(@my Q) thm) = / (V0 Vo — | O

n

=2, )de + o(1)

—/ (Vo' Vb, — 000"
= (DEg(0m, ), Ym) — (DEo(v", R"), ) + o(1).

Portanto,

| DEo(winy Q)| -1 = | DEo (@ Q) || -1
< N[ DEg(tm, )|l -1 + || DEo(v°, R™) || -1 + 0(1) — 0.

]

Teorema 5.2.1. Suponha 2 C R™, n > 3, suave e limitado, seja A € R e
{um}so_y C HY(Q) sequéncia (PS) de Ey. Entao, existe k € N, {RJ }, {x] },
1<j<k, com R, — o0 ef{xd} CQ, u e H(Q) solugio de

—Au =\ 22 Q
{ u = Au + ulul , (5.10)

u=0 , 09
ew € DY, 1< j <k solugdes ndo triviais de (5.8) tais que a menos de
uma subsquéncia

— 0,
D12

k
Uy — u° — Z ul,
j=1
n—2

em que w), = (R )2 w(R! (xr —2))), 1< j<keméeN. Além disso,
k

Ex(um) = Ex(u®) + ) Eo(u?).

Jj=1
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Demonstracao. Inicialmente, lembre-se que, como feito na demonstracao do
Lema (5.2.1), qualquer sequéncia (PS) de E) é limitada. Entao, podemos
supor que u,, — u’ em H}(Q) para algum u°,

ja que dada i € C§°(R2), temos:

e mais u” ¢ solugao de (5.10),

0 < (DE\(up), V) = /(Vumvw — Mgt — Uy [ty |* %))

—f/vwvw MO — uC |l [* 72)de = (DE\(u®), 1)),

Além disso, seja v, = U, — u’, entao v,, — 0 em L?(Q) e como antes,

/|va|2dx:/|Vum|2dx—/|Vu0|2dx+o(l)
Q Q Q

/]vm\z*da:: 2 da:—/|u0\2*da:—|-0(1),
Q Q

em que o(1) — 0.

Em particular, temos:

1 1
Ex(um) = = /(\Vum\z — Mu|?)dz + T
2 Jq 2* Jq
1 1
== (/ |va|2d:v—|—/ |Vu0|2d:v) — —)\ (/ |vm|2d:)3+/ |u0|2da:>
Q Q
( dw+/\u |2dx)+0()
= Eo(vm) + Ex(u”) =
e também

DE)\(up) = DEy(vm) + DE\(u®) + o(1) = DEy(v,,) + o(1),

em que o(1) — 0.
j—1

Usando o lema anterior na sequéncia v, = t, —u’, v, = v, —u’— E Uy,
i=1
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n—2

em que u', = (R!)"2 u'(R! (z —x¢,)) entdo,

Jj—=1 Jj—1

Eo(2) = Eo(uy — u’) — Z Eo(u') + o(1) = Ey(vy) — Z Eo(u') + o(1)

= Ex(um) = Ex(u?) = ) Eo(u') +0(1) < Ex(um) = (j = 1)" + o(1).

i=1
Se j — oo, a desigualdade acima nos diz que Fy(v!) — —oo, 0 que con-
tradiz o lema anterior.

Logo, a inducao terminara com algum k£ > 0.

Mais ainda,

k
P =y, —u® — Zuﬁn —0 em D“(R")

=1

By (um) — Ex(u°) — Z Eo(u?) — 0.

[]

Observacao 5.2.1. Se Q) € limitado e u,, > 0 entdo uw’ > 0 serd radialmente
simétrica em algum ponto x’, e entdo terd a forma v = u’(- — 27), para

algum €, onde
[n(n — 2)e?] 22

4
(€2 + []’]

n—2
2

e (PS) serd vdlida para todo nivel B que ndo é da forma

B =B+ kB,
em que * = 15% ¢ By = E\(u°).

Teorema 5.2.2. Suponha 2 C R™, n > 3, limitado tal que 3 0 < Ry < Ry <
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oo com
{{xeR”;R1<|x|<R2}CQ

{zeR"; 2| <R} EZQ

Entao, se g—f ¢ suficientemente grande, o problema (5.10) com X\ = 0,

admite solugdo positiva u € H} ().

Demonstragao. Considere a esfera > = {z € R™; |z| = 1}. Parao € >,
reR" 0<t<1, seja

1-—1t
L—t)2+ ]|z —to]?

n—2
=z
ug (x) = [ } € D"*(R").
Note que S ¢é atingido em qualquer uma dessas funcoes e que uf se con-

centra em o se t — 1. Além disso, se t — 0, entao

n—2

o 1 N
Ut—)UO:|:T’:E|2:| , \V/O'GZ.

Escolha uma fungao radialmente simétrica ¢ € C§°(R") tal que 0 < p < 1

em €) e
< l|x| <2

>lz| ou |z|>4

AS)
—~
=
I
—N—
O =
N T

e(Rz) , 0<|z] <%
op(z) = 1, # <l|z|<R
o(%) , R< |z

e seja wy = Uf PR € Wy = UpPRr € H&(Q)-
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Note que,

/n V(wr = u)l*de = / IV (uf (pr — 1)) de

<e / (VLo — 17 + [ 21V (or — 1)?)da

:c/ |Vu,§'\2d:v—|—c/ |Vud |2dx
B(0,5%) R"\B(0,2R)

2R

+ [ WPV Gon - D= [ Vg s
R" (R"\B(0,2R))UB(0,5%)

+f WV (o — D[
(R™\B(0,R))UB(0,%)

< C/ |Vul |*dx

(R"\B(0,2R))UB(0,5%)
+ cR2/ |u? |*dx + cR_Q/ [ug |*dx — 0
B(0,5%) B(0,4R)\B(0,2R)
uniforme para o € >, t € [0,1), quando R — cc.
Considere agora, essas fungoes normalizadas vy = ﬁ, 0 = %
¢ * w *

Como |w? — uf||pr2 — 0, 8¢ R — oo e ||[uf| prz = ||u’||pr2z > 0, temos:
S(vf; Q) = S(wy; Q) — S(uf;R") = S,
se R — oo uniformemente, para o € > e 0 <t < 1.

Em particular, se R > 1 suficientemente grande,

sup S(v7; Q) < 5, < 2% S,

o,t

para algum S; € R constante. Fixe entao esse R e suponha que Ry = 4R =
R;'. Defina,

Ydr =1}

M:{ueﬂam;/ﬁm
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e se u € M, definimos a funcao centro de massa

F(u) :/:C|Vu|2dx.
0

Suponha por absurdo que (5.10) nao admite solug¢do positiva, isso é equi-

valente a dizer que

1 1
E(u) :§/Q]Vu\2dx—§/g|u

nao admite ponto critico v > 0. Por outro lado, pela observacao anterior, £

Ydx

satisfaz (PS) em todo nivel 3 tal que %S% < B < %S%. Equivalentemente,
So(+: Q) satisfaz (PS) em M para todo nivel S < § < 2:5. Além disso,

So(+, 2) ndo admite um valor critico neste intervalo.

Pelo lema da deformagao, para cada (3 existe e >0en:[0,1] x M — M
tal que
77(17 M5+6) - Mﬁ—ﬂ

em que Mz ={ue M.S(u,Q) < S}

Dado ¢ > 0, podemos cobrir o intervalo [S + §,S;] por e—intervalos, e
compor as deformagoes correspondentes para obter um fluxo ® : [0, 1] x M —
M tal que

O(1, Mg,) C Mg.s.

Além disso, podemos supor que ®(t,u) = u, para todo u tal que S(u;Q) <
S+ g. Em outras palavras, dado U vizinhanca de Q, existe § > 0 tal que
F(MS+5> - U

De fato, suponha que nao vale esta afirmacao, entao para cada m € N,

existe u,, tal que u,, € Mg, 1 e F(u,) € U°. Segue de [Lions, P. L.[11], cap

3, Lema I.1] que a menos de uma subsequéncia

|um|2* — 00 € |Vum|2 — 50,0
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para algum z° € Q. A primeira condicdo acima, nos diz que u,, se concentra

em um ponto 2° € U. J4 a segunda condicio e o fato de que F(u,,) € U¢,

nos diz que u,, se concentra em um ponto de U¢, o que é um absurdo!
Como € é suave, escolhemos U vizinhanca de Q tal que, qualquer p € U

tem um vizinho préximo, ¢ = 7(p) € Q, onde 7 é projecdo continua.

Seja § > 0, determinado pela vizinhanga U, e seja ® : [0,1] x M — M
seu fluxo correspondente. A aplicaciao h : Y x[0,1] — Q, dada por h(o,t) =

m(F(®(1,v7))) estd bem definida, é continua e satisfaz

h(c,0) = 7(F(®(1,2°))) := 29 € O
h(o,1) = o,

Voe)..

Logo, h é uma contracao de Y em 2, o que é uma contradicao. O
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