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São José do Rio Preto.

Financiadora: CNPQ.

Orientador: Prof. Dr. Sérgio Leandro Nascimento

Neves.
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junto ao Programa de Pós-Graduação em Ma-
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Agradeço as professores Andréa e Maria Gorete, por todo apoio durante mi-

nha graduação.
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Resumo

Neste trabalho vamos falar do poder e elegância do método variacional

para equações diferenciais. Nosso problema modelo é uma equação eĺıptica

semilinear com não linearidade homogênea de grau p em um domı́nio limi-

tado. Vamos utilizar a teoria dos espaços de Sobolev, cujas caracteŕısticas

geométricas e topológicas facilitam os argumentos variacionais. Para isso,

é necessário recuperar conceitos básicos do Cálculo Diferencial, como dife-

renciabilidade e regra dos multiplicadores de Lagangre que são estendidos a

espaços de dimensão infinita.

Foi estudado também a teoria “minimáx”, uma técnica complexa e sofis-

ticada, que fornece meios de provar existência de pontos cŕıticos de funcionais

mesmo quando eles deixam de ser limitados inferiormente e superiormente.

Como aplicação, estudamos o problema de Dirichlet subcŕıtico e com o

teorema do passo da montanha, temos o resultado de existência de solução

não trivial.

Finalmente estudamos o caso cŕıtico e conclúımos através de exemplos,

que para este caso em particular, a topologia do domı́nio escolhido influencia

fortemente no resultado de existência de solução não trivial.

Palavras-chaves: Métodos Variacionais, Equações Eĺıpticas Semilinea-

res, Espaços de Sobolev, Métodos minimáx.



Abstract

In this work we will talk about the power and elegance of the variational

method for differential equations. Our model problem is a semilinear ellipti-

cal equation with homogeneous nonlinearity of degree p in a limited domain.

For this, we will use the theory of the spaces of Sobolev, whose geometric

and topological characteristics facilitate variational arguments.

To study semilinearity, it is necessary to retrieve basic concepts of differential

calculus, as differentiability and Lagangre’s rule multimers that are extended

to infinite dimension spaces.

The ”Minimax”theory was also studied, a complex and sophisticated te-

chnique, which provides means to prove the existence of critical functional

points even when they cease to be limited inferiorly and superiorly.

As an application, we study the problem of subcritical Dirichlet and with

the mountain pass theorem, we have the result of existence of a non-trivial

solution.

Finally we study the critical case and conclude through examples, which

for this particular case, the topology of the chosen domain, strongly influen-

ces the result of the existence of a non-trivial solution.

Key words: Variational Methods, Semilinear Elliptical equations, Spa-

ces of Sobolev, Minimax Methods.
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Introdução

Embora o Cálculo de Variações seja visto como uma extensão do Cálculo

Diferencial em espaços euclidianos, ambos surgiram ao mesmo tempo.

I. Newton, G. W. Leibniz e outros, resolveram em 1696 o problema da bra-

quistócrona:

“dados dois pontos, qual é a curva sobre qual uma part́ıcula desliza (sem

atrito), do repouso e somente sob ação da gravidade, de um ponto a outro

em tempo mı́nimo?”. A resposta é uma cicloide, mas chegar a este resultado,

não é uma tarefa simples.

O estudo deste tipo de problema se iniciou em 1750 por L. Euler, ao

descobrir, que em diversas situações, para que uma função fosse um mı́nimo

para um funcional, era necessário que ela satisfizesse uma certa equação di-

ferencial ordinária - a dita “equação de Euler”. Esssa condição é o análogo

variacional a uma aplicação de uma variável real ter derivada zero em um

ponto.

Notou-se então, em meados do século 19, que não só um problema de

minimização podia ser substitúıdo por uma equação diferencial, mas também

percebeu-se que a rećıproca também era significativa.

Um exemplo disso foi o “método de Dirichlet”, em homenagem a G. P. L.

Dirichlet, mas que também era conhecido a C. F. Gauss, G. Green e B.

Riemann. Este consistia em resolver o problema a valores de fronteira para

a equação de Laplace
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{
∆u = 0, x ∈ Ω

u(x) = f(x), x ∈ ∂Ω

onde Ω ⊂ Rn aberto e limitado, n ≥ 2, e f é uma função cont́ınua, minimi-

zando a energia do funcional

J(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx

com u ∈ C2(Ω) e tal que u(x) = f(x) em ∂Ω.

Claro que, se u é solução deste problema de minimização, então

J(u) ≤ J(u+ tϕ)

para t > 0, e ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Integrando por partes, e usando o Teorema da divergência, temos:

J(u) ≤ J(u+ tϕ)

= J(u) + t

∫
Ω

∇ϕ(x)∇u(x)dx+ t2J(ϕ)

= J(u)− t
∫

Ω

ϕ(x)∆u(x)dx+ t2J(ϕ)

Subtraindo J(u), divindo por t e tomando o limite quando t → 0, obte-

mos: ∫
Ω

ϕ(x)∆u(x)dx ≤ 0.

Se trocarmos ϕ por −ϕ, obtemos a desigualdade oposta, de onde segue a

igualdade: ∫
Ω

ϕ(x)∆u(x)dx = 0,

para toda ϕ ∈ C∞0 (Ω). Podemos então concluir, usando o lema fundamental
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do cálculo de variações que ∆u ≡ 0, mostrando assim que u é solução do

problema proposto.

Gauss, Green e Dirichlet justificavam que o minimizador u sempre exis-

tia, uma vez que tal equação modela (dentre outros fenômenos) o potencial

eletrostático em uma região e, por argumentos metaf́ısicos a natureza sempre

minimizaria a energia J.

Em 1870, K. Weierstrass notou que problemas matemáticos de mini-

mização (mesmo limitados inferiormente) podiam ser insolúveis, fazendo com

que o método de Dirichlet sáısse de vista.

No século 20, D. Hilbert, estendeu a noção de solução para um contexto

em que o método variacional se aplicava de modo simples, mas rigoroso; e,

por fim, deduziu que tal solução generalizada, sob ligeiras condições de re-

gularidade, era também uma solução clássica. Apesar de tal argumento não

produzir resultados ótimos para a equação de Laplace, podia ser facilmente

generalizado e usado para estudar problemas de natureza não linear.

O objetivo deste trabalho é estudar o método variacional do ponto de

vista de Hilbert. Iniciamos com preliminares que se fazem necessárias, como

a definição de derivada utilizada e a apresentação dos espaços de Sobolev.

Em seguida, apresentaremos o método variacional e variedades diferenci-

ais, partimos do lema da deformação, o qual é demonstrado como em [Rabi-

nowitz [12]], com este e o método “minimax”, demonstramos o teorema do

passo da montanha de Ambrosetti-Rabinowitz. Como aplicação, estudamos

o problema modelo

−∆u = up em Ω,

em que 1 ≤ p < 2n
n−2

, para o qual podemos garantir a existência de solução

para qualquer domı́nio limitado Ω ⊂ Rn.

11



Por fim, trataremos do caso cŕıtico. Neste, temos como problema modelo{
−∆u(x) = u(x) + u|u|2∗−2, x ∈ Ω

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω

no qual vemos o efeito da topologia do domı́nio nos resultados de existência de

solução não trivial. Para o caso onde Ω é estritamente estrelado, estudamos o

resultado de não existência de Phozaev. Por fim, quando Ω é do tipo anel, ou

seja, contém um “buraco”, demonstramos a existência de solução não trivial

seguindo a idéia usada em [Coron, J.M. [5]].
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Cálculo Diferencial

Sejam X, Y espaços de Banach e L(X, Y ) = {f : X → Y , linear e

cont́ınua}. O espaço L(X, Y ) munido da norma ‖ f ‖L(X,Y ) = sup{‖fx‖Y :

x ∈ X e ‖x‖ ≤ 1} é Banach. Se U ⊂ X aberto, denotamos C(U , Y ) = {f :

U → Y , cont́ınua}.

Definição: Dizemos que f : U → Y é diferenciável a Fréchet em u ∈ U
com Df(u) ∈ L(X, Y ) se

f(u+ h) = f(u) +Df(u)[h] + o(‖h‖) com h→ 0,

em que o(‖h‖) representa o resto e o(‖h‖)→ 0 se ‖h‖ → 0. f é diferenciável

em U se é diferenciável para cada u ∈ U . Segue desta definição que se f é

diferenciável em u, então é cont́ınua em u.

Para encontrar a derivada de f, pode-se considerar para todo h ∈ X, o

limite

lim
ε→0

f(u+ εh)− f(u)

ε
= Df(u)[h].

Se Df(u) ∈ L(X, Y ), e se a aplicação u 7→ Df(u) é cont́ınua de U em

L(X, Y ), então f é diferenciável em u e neste caso, f ∈ C1(U , Y ). Podemos
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também denotar Df(u) por f ′(u).

Analogamente, podemos definir que f é k-diferenciável em U e a aplicação

U 7→ Lk(X, Y ),em que Lk(X, Y ) é o espaço das aplicações k-lineares de X

em Y, u 7→ Dkf(u) é cont́ınua, então dizemos que f ∈ Ck(U , Y ). [Veja Am-

brosetti, A. , Malchiodi, A. [1].]

Se

sup

[
‖f(u)− f(v)‖Y
‖u− v‖αX

: u, v ∈ U , u 6= v

]
<∞

para algum α ∈ (0, 1], dizemos que f ∈ C0,α(U , Y ). Se α < 1, respectiva-

mente α = 1, então f é Hölder cont́ınua com constante α, respectivamente

Lipschitz cont́ınua.

1.2 Espaços de Funções

No que segue, a menos que seja especificado, Ω ⊂ Rn é um domı́nio

limitado. Trabalharemos com os seguintes espaços de funções:

•Lp(Ω), espaço de Lebesgue com a norma ‖u‖p =
( ∫

Ω
|u|p
) 1
p ;

•Hk,p(Ω), espaço de Sobolev com a norma ‖u‖Hk,p =
(∑
α≤k

‖Dαu‖pp
) 1
p ;

•C∞0 (Ω), espaço das funções u ∈ C∞(Ω), com suporte compacto em Ω;

•H1
0 (Ω), fecho de C∞0 (Ω) em H1,2(Ω).

Para as funções em H1
0 (Ω), temos a desigualdade de Poincaré:∫

Ω

|u|2dx ≤ c

∫
Ω

|∇u|2dx,

em que c=c(Ω) é uma constante possivelmente dependente de Ω, mas inde-

pendente de u. [ Ver [6], Cap 5, seção 6, Teorema 3.]

14



Temos, como consequência da desigualdade de Poincaré que

‖u‖ =

(∫
Ω

|∇u|2dx
)1/2

é uma norma equivalente a norma usual ‖u‖H1
0
.

Teorema 1.2.1. Seja Ω ⊂ Rn, aberto e limitado com ∂Ω Lipschitz, e seja k

≥ 1, 1≤ p ≤ ∞.

i) Se kp < n, então Hk,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para todo 1 ≤ q ≤ np
n−kp . Essa imersão

é compacta para 1 ≤ q < np
n−kp .

ii) Se kp = n, então Hk,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo 1 ≤ q <∞, e essa imersão

é compacta.

iii) Se kp > n, então Hk,p(Ω) ↪→ C0,α(Ω), em que

α =

{
k − n

p
se k − n

p
< 1

1 se k − n
p
> 1

Se k − n
p

= 1, então temos a imersão para todo α ∈ [0, 1).

Demonstração. Ver [3], Cap 9, corolário 9.13.

Para lidar com o espaço H1
0 (Ω), a condição de que ∂Ω é Lipschitz não é

necessária.

No que segue, considere a notação

2∗ =

{
2n
n−2

se n > 2

+∞ se n = 2
.

Teorema 1.2.2. Seja Ω ⊂ Rn aberto e limitado, com ∂Ω Lipschitz.

i) Se n > 2, então H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) para todo 1 ≤ q ≤ 2∗. Essa imersão é

compacta para 1 ≤ q < 2∗.

ii) Se n = 2, então H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) para todo 1 ≤ q <∞.

iii) Se n < 2 então H1,p
0 (Ω) ↪→ C0,α(Ω) onde α = 1− n

2
.

15



1.3 Operadores de Nemytskii

Seja f : Ω×R→ R. Se u : Ω→ R é uma função mensurável com valores

reais, podemos considerar a aplicação u 7→ f(u), em que f(u) é uma função

com valores reais definida em Ω por

f(u)(x) = f(x, u(x)).

Essa aplicação é chamada operador de Nemytskii associada a f.

Teorema 1.3.1. Sejam p, q ≥ 1. Suponha que f : Ω× R→ R satisfaz

(f.0) f(x, t) é mensurável com relação a x ∈ Ω para todo t ∈ R
e é cont́ınua com relação a t ∈ R para quase todo x ∈ Ω.

E que existam a1 ∈ Lq(Ω) e a2 > 0 tais que

|f(x, u(x))| ≤ a1(x) + a2|u(x)|
p
q ∀(x, u(x)) ∈ Ω× R (p, q ≥ 1). (1.1)

Então o operador de Nemytskii é cont́ınuo de Lp(Ω) em Lq(Ω).

Demonstração. Ver [2], Cap 1, seção 1.2, Teorema 2.2

A condição (f.0) é chamada condição de Caratheodory e a função f (x,t)

satisfazendo (f.0) é chamada função de Caratheodory. Na maioria das aplicações

deste trabalho lidaremos com o espaço H1
0 = H1

0 (Ω).

Neste caso, suponhamos que f satisfaz a seguinte condição:

(f.1) existe a1 ∈ R e a2 > 0 tal que

|f(x, u(x))| ≤ a1 + a2|u(x)|p ∀(x, u(x)) ∈ Ω× R (1.2)

em que p < 2∗− 1. Em alguns casos, podemos incluir p = 2∗− 1 na condição

anterior.

Observação 1.3.1. A classe das funções f localmente cont́ınua a Hölder e

que satisfazem (f.1) será denotada por Fp.

16



Considere n > 2, e seja f satisfazendo (1.2), então pelo Teorema 1.3.1

f ∈ C(L2∗ , L
2n
n+2 ). (1.3)

Além disso, se

F (x, u(x)) =

∫ u

(x)0f(x, s)ds,

então, segue que

|F (x, u(x))| ≤ a1|u(x)|+ a2|u(x)|p+1,

com p + 1 ≤ 2∗. Como H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω) então F (·, u(·)) ∈ L1 e a aplicação

Φ : H1
0 (Ω)→ R dada por

Φ(u) =

∫
Ω

F (x, u(x))dx (1.4)

está bem definida.

Teorema 1.3.2. Suponha que f ∈ Fp com 1 < p ≤ n+2
n−2

, e seja Φ definida

como antes em H1
0 (Ω), então Φ ∈ C1(H1

0 (Ω),R). Além disso, se f ∈ Fp com

1 < p < n+2
n−2

então Φ é fracamente cont́ınua, com DΦ compacto.

Demonstração. Considere Φ(u) =
∫

Ω
F (x, u(x))dx como antes e observe que

pelo Teorema fundamental do cálculo, podemos escrever

Φ(u+ h)− Φ(u) =

∫
Ω

∫ 1

0

f(x, (u+ th)(x))h(x)dtdx,

então, pela desigualdade de Hölder com q expoente conjugado de p, e pelo

17



Teorema de Fubini, temos

∣∣Φ(u+ h)− Φ(u)−
∫

Ω

f(x, u)h(x)dx
∣∣ =

=

∣∣∣∣ ∫ 1

0

∫
Ω

[f(x, u+ th)− f(x, u)]h(x)dxdt

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ 1

0

∫
Ω

|f(x, u+ th)− f(x, u)||h(x)|dxdt ≤

≤
∫ 1

0

‖f(x, u+ th)− f(x, u)‖q‖h‖pdt ≤

≤ c

∫ 1

0

‖f(x, u+ th)− f(x, u)‖q‖h‖H1
0
dt.

Dividindo por ‖h‖H1
0

e usando que o operador de Nemytskii é cont́ınuo (

Teorema 1.3.1), conclúımos que Φ ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

Suponha agora que f ∈ Fp com 1 < p < n+2
n−2

, e seja un ⇀ u em H1
0 (Ω).

Como p + 1 < 2∗, a imersão H1
0 (Ω) ↪→ Lp+1(Ω) é compacta e então un → u

em Lp+1(Ω).

Com isso, Φ(un)→ Φ(u), e portanto Φ é fracamente cont́ınua.

Usando a hipótese, conclúımos que f(·, un)→ f(·, u) em Lα com α = p+1
p

.

Da desigualdade de Hölder, conclúımos que

|DΦ(un)[v]−DΦ(u)[v]| ≤
(∫

Ω

|f(x, un)− f(x, u)|αdx
) 1

α
(∫

Ω

|v|p+1dx

) 1
p+1

= ‖f(·, un)− f(·, u)‖Lα‖v‖Lp+1 .

Como p + 1 < 2∗, então ‖v‖p+1 ≤ c‖v‖H1
0

, onde c > 0, constante. E então

substituindo acima, temos que

|DΦ(un)[v]−DΦ(u)[v]| ≤ c‖f(·, un)− f(·, u)‖Lα‖v‖H1
0

18



e finalmente,

‖DΦ(un)−DΦ(u)‖ ≤ c‖f(·, un)− f(·, u)‖Lα

o que garante que DΦ é um operador compacto.

1.4 Equações Eĺıpticas

Considere o problema de Dirichlet{
−∆u(x) = h(x), x ∈ Ω

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω
, (1.5)

em que h é um função dada em Ω. Se h ∈ L2(Ω), então uma solução fraca

de (1.5) é uma função u ∈ H1
0 (Ω) tal que∫

Ω

∇u∇vdx =

∫
Ω

hvdx, ∀ v ∈ C∞0 (Ω).

Teorema 1.4.1. Seja Ω ∈ Rn domı́nio limitado.

i) Se h ∈ Lp(Ω), 1 < p < ∞, então (1.5) tem uma única solução fraca

u ∈ H1
0 (Ω) ∩H2,p(Ω) tal que

‖u‖H2,p ≤ c‖h‖p.

ii)(Estimativa de Schauder) Se Ω é de classe C2,α e h ∈ C0,α(Ω) então u ∈
C2,α(Ω) é solução clássica de (1.5) e

‖u‖C2,α ≤ c‖h‖C0,α .

Demonstração. Ver [6], cap 6, seção 6.3, Teorema 6.14

A afirmação i) acima, nos permite definir um operador linear auto-adjunto

K : L2(Ω) → H1
0 (Ω), o qual é compacto de L2(Ω) em L2(Ω). K é chamado

de operador de Green de (−∆) em H1
0 (Ω).
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Analogamente, podemos considerar K como um operador em C0,α(Ω).

Então de ii) segue que K(C0,α(Ω)) ⊂ {u ∈ C2,α(Ω) : u|∂Ω = 0} e o

Teorema de Arzelá-Ascoli garante que K é compacto.

1.4.1 Autovalores do problema de Dirichlet

Considere o problema linear de autovalor{
−∆u(x) = λu(x), x ∈ Ω

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω
. (1.6)

Do que foi dito anteriomente, segue que as soluções de (1.6) são equiva-

lentes a u = λK(u), com u ∈ L2(Ω) ou u ∈ C0,α(Ω).

Tendo em mente a teoria de Riesz-Fredholm [ver Brezis [3]], podemos

aplicá-la para o operador Aλ = I − λK, onde K é o operador de Green de

(−∆), com condição de fronteira 0.

Definição 1.4.1. Um número real λ tal que Ker(Aλ) 6= 0 é um autovalor de

(1.6). O maior inteiro m tal que Ker(Ak) = Ker(Ak+1), ∀ k ≥ m é chamado

multiplicidade de λ. Se m=1, dizemos que o autovalor é simples.

Teorema 1.4.2.

i) A equação (1.6) tem uma sequência de autovalores λk tais que

0 < λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ .... ≤ λk ↗ +∞.

Por simplicidade, ficam ordenados e repetidos os autovalores de acordo

com suas multiplicidades. O autovalor λ1 é simples e corresponde a uma

autofunção que não muda de sinal em Ω. Além disso, λ1 é o único autovalor

com essa propriedade.

Denotaremos por φ1 a autofunção correspondente a λ1, tal que φ1 > 0 e

‖φ1‖2 = 1.
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Denotaremos também por φi a autofunção correspondente a λi, tal que

∫
Ω

φhφkdx =

{
1 se h = k

0 se h 6= k

ii) Temos

λ1 = min

{∫
Ω

|∇u|2dx : u ∈ H1
0 (Ω),

∫
Ω

u2dx = 1

}
iii) Definindo Wk = {u ∈ H1

0 (Ω) :
∫

Ω
∇u∇φhdx = 0} para h=1,...,k-1.

temos que

λk = min

{∫
Ω

|∇u|2dx : u ∈ Wk,

∫
Ω

u2dx = 1

}
As propriedades (ii) e (iii) são caracteŕısticas variacionais dos autovalores.

Podemos também deduzir, a partir de (ii), uma forma mais precisa para a

desigualdade de Poincaré

λ1

∫
Ω

u2dx ≤
∫

Ω

|∇u|2dx. (1.7)

1.4.2 Regularidade

É um fato que a solução fraca do problema de Dirichlet{
−∆u(x) = f(x, u(x)), x ∈ Ω

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω
(1.8)

é solução clássica, se f ∈ Fp, com 1 < p < n+2
n−2

Teorema 1.4.3. Seja ∂Ω suave, e suponha que f ∈ Fp, com 1 < p < n+2
n−2

.

Então, cada u ∈ H1
0 (Ω) que é solução fraca de (1.8) é uma solução C2 de

(1.8).

Demonstração. Inicialmente usaremos o argumento chamado bootstrap para

mostrar que u é Hölder cont́ınua em Ω.
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Seja n > 2 e seja κp = n+2
n−2

. Note que κ > 1.

Passo 1: Pelo Teorema de Sobolev, segue que u ∈ L
2n
n−2 .

Passo 2: Usando o Teorema 1.3.1 com q = 2∗

p
temos que f(x, u) ∈ Lβ, com β =

2∗

p
= κ2n

n+2.

Passo 3: Como −∆u = f(x, u).O Teorema 1.4.1, (i) garante que u ∈
H2,β(Ω).

Se 2β > n, então u ∈ C0,α(Ω). Caso contrário, repete-se os passos 1-3:

i) Pelo Teorema da imersão de Sobolev, conclúımos que u ∈ Lq′ , com

q′ =
nβ

n− 2β
> κ

2n

n− 2
,

onde a última desigualdade é equivalente a κ > 1.

ii) Usando o Teorema 1.3.1 segue que f(x, u) ∈ Lβ′ , com β′ = q′

p
> κβ.

iii) o Teorema 1.4.1 garante que u ∈ H2,β′ .

Afirmamos que, após um número finito de repetições, conclúımos que

u ∈ H2,γ(Ω) , com γ > n
2
.

De fato, sendo β(m) = q(m)

p
isso ocorre pois (β(m) − β(m−1)) > κm(κ −

1)
2n

n+ 2
→∞, quando m→∞, já que κ > 1.

Finalmente, o Teorema da imersão de Sobolev garante que H2,γ(Ω) ⊂
C0,α(Ω), com α ≤ 1.

Por fim, da hipótese sobre f e do Teorema 1.4.1 temos que u ∈ C2,α(Ω)

e é solução clássica de (1.8).

Observação 1.4.1. O Teorema de regularidade acima, mantém-se quando

p = n+2
n−2

, [Ver [4]].
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Caṕıtulo 2

Métodos variacionais

2.1 Funcionais e Pontos Cŕıticos

Seja E um espaço de Banach. Um funcional em E é uma aplicação

J : E → R. Em geral, o domı́nio de J será um aberto de E, por simplicidade,

vamos considerar Dom(J)=E, salvo quando especificado.

Definição 2.1.1. Um ponto cŕıtico de J : E → R é um ponto z ∈ E tal que

J é diferenciável em z e DJ(z) ≡ 0. Um ńıvel cŕıtico de J é um c ∈ R tal

que existe z ∈ E ponto cŕıtico de J e J(z)=c.

Ou seja, um ponto cŕıtico z satisfaz,

DJ(z)[v] = 0 ∀v ∈ E.

Vamos ver um primeiro exemplo que associa pontos cŕıticos de funcionais a

soluções de equações diferenciais.

Exemplo 2.1.1. Sejam E = H1
0 ((0, 1)) e J : E → R , tal que

J(u) =

∫ 1

0

(
1

2
(u′)2 +

1

2
u2 − 1

4
u4

)
dt
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Temos que J ∈ C∞(E,R) e

DJ(u)[v] =

∫ 1

0

(u′v′ + uv − u3v) dt.

De fato, note que

J(u+h)−J(u) =

∫ 1

0

(u′h′+uh−u3h)dt+

∫ 1

0

(
(h′)2

2
+
h2

2
− 3

2
u2h2 + uh3 − h4

4

)
dt

Logo,

|J(u+ h)− J(u)−DJ(u)[h]|
‖h‖H1

0

=

=
1

‖h‖H1
0

∣∣∣∣ ∫ 1

0

(
(h′)2

2
+
h2

2
− 3

2
u2h2 + uh3 − h4

4

)
dt

∣∣∣∣
≤ 1

‖h‖H1
0

∫ 1

0

(
|h
′2

2
|+ |h

2

2
|+ 3

2
|u2h2|+ |uh3|+ |h

4

4
|
)
dt

≤ 1

‖h‖H1
0

(
1

2
‖h‖2

H1
0

+
c

2
‖h‖2

H1
0

+ c‖u‖2
H1

0
‖h‖2

H1
0

+ c‖u‖2
H1

0
‖h‖3

H1
0

+M‖h‖4
H1

0
)

=

(
1

2
‖h‖H1

0
+
c

2
‖h‖H1

0
+ c‖u‖2

H1
0
‖h‖H1

0
+ c‖u‖2

H1
0
‖h‖2

H1
0

+M‖h‖3
H1

0

)
,

em que c, M são constantes positivas. Logo, o(‖h‖)→ 0, se ‖h‖H1
0
→ 0.

Assim, um ponto cŕıtico de J é z ∈ E tal que∫ 1

0

(z′v′ + zv − z3v) dt = 0, ∀v ∈ H1
0 ((0, 1))

Agora, usando integração por partes, obtemos:
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0 =

∫ 1

0

z′v′ dt+

∫ 1

0

zvdt−
∫ 1

0

z3v dt

= z′v

∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

vz′′ dt+

∫ 1

0

zv dt−
∫ 1

0

z3v dt

=

∫ 1

0

(−vz′′ + zv − z3v) dt

=

∫ 1

0

v(−z′′ + z − z3) dt, ∀v ∈ H1
0 ((0, 1)).

Ou seja, z satisfaz a seguinte E.D.O{
z′′ − z + z3 = 0

z(0) = z(1) = 0
.

2.2 Gradiente

Seja J ∈ C1(E,R), se E é um espaço de Hilbert, então pelo lema da

representação de Riesz, existe um unico J ′(u) ∈ E tal que

DJ(u)[v] = 〈J ′u, v〉 ∀v ∈ E.

J ′(u) é o gradiente de J. Com essa notação, um ponto cŕıtico de J é

solução da equação J ′(u) = 0. De modo similar, D2J(u) é uma aplicação

bilinear simétrica, e então podemos definir D2J(u) : E ′′ → E

D2J(u)[v, w] = 〈J ′′(u)v, w〉 ∀v, w ∈ E.

Exemplo 2.2.1. i) Se J(u) = 1
2
〈Au, u〉, em que A : E → E é linear e

simétrica, então

DJ(u)[v] = 〈Au, v〉
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De fato,

|J(u+ h)− J(u)− 〈Au, h〉| =
∣∣∣∣12〈A(u+ h), u+ h〉 − 1

2
〈Au, u〉 − 〈Au, h〉

∣∣∣∣ =

=
∣∣1
2
〈Ah, h〉

∣∣ ≤ 1

2
‖Ah‖‖h‖ ≤ ‖A‖‖h‖2,

dividindo por ‖h‖ e fazendo ‖h‖ → 0, conclúımos que
|1
2
〈Ah, h〉|
‖h‖

→ 0.

Logo, DJ(u)[v] = 〈Au, v〉. Na notação anterior, temos:

〈J ′u, v〉 = 〈Au, v〉 ⇔ 〈(J ′ − A)u, v〉 = 0, ∀v ∈ E ⇔ J ′ = A.

Em particular, se J(u) = 1
2
〈u, u〉, então A = I e logo J ′ = I.

ii) Seja Ω ⊂ Rn com fronteira suave e seja E = L2(Ω).

Dado h ∈ E, considere o funcional

J(u) =

∫
Ω

hu dx.

Então, J ∈ C∞(E,R) e

DJ(u)[v] =

∫
Ω

hv dx.

De fato,

|J(u+ h)− J(u)−DJ(u)[h]| =
∣∣∣∣ ∫

Ω

(u+ h)h dx−
∫

Ω

uh dx−
∫

Ω

hh dx

∣∣∣∣ ≡ 0

De modo análogo, usando que J é linear podemos verificar que J ∈
C∞(E,R).

Com isso, temos:

〈J ′(u), v〉 =

∫
Ω

hv dx
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Logo, J ′(u) = h.

iii) Considere novamente o funcional J(u) =
∫

Ω
hudx, definido agora no

conjunto E = H1
0 (Ω), com os respectivos produto interno e norma

〈u, v〉 =

∫
Ω

∇u∇v dx,

‖u‖2 =

∫
Ω

|∇u|2 dx.

Ou seja, novamente J ′(u) = w satisfaz

〈w, v〉 = 〈J ′(u), v〉 =

∫
Ω

hv dx,

logo, usando o produto interno acima temos:∫
Ω

∇w∇v dx =

∫
Ω

hv dx

ou ainda, se w ∈ C 2(Ω),

−
∫

Ω

v∆w dx+

∫
∂Ω

∂w

∂ν
v dx =

∫
Ω

hv dx.

Então,

0 =

∫
Ω

v(∆w + h) dx ∀v ∈ E.

Assim, pelo lema fundamental do cálculo de variações conclúımos que{
−∆w = h, em Ω

w = 0, em ∂Ω.
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Em outras palavras, se K é o operador de Green de (−∆) em H1
0 (Ω),

K : L2(Ω)→ L2(Ω)

h 7−→ w

então w = J ′(u) = K(h).

iv) Seja f ∈ Fp e considere

Φ : H1
0 (Ω)→ R

u 7−→ Φ(u) =
∫

Ω
F (x, u) dx =

∫
Ω

∫ u(x)

0
f(x, τ) dτdx

temos que Φ ∈ C1(H1
0 (Ω),R) e

Φ′(u)[v] =

∫
Ω

f(x, u(x))v(x) dx.

De fato, usando a desigualdade de Hölder, temos

|Φ(u+ h)− Φ(u)− Φ′(u)[h]| =
∣∣∣∣ ∫ 1

0

∫
Ω

(f(x, u+ th)− f(x, u))h(x) dxdt

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ 1

0

‖f(x, u+ th)− f(x, u)‖q‖h‖pdt.

A conclusão se dá pelo fato de que o operador de Nemytskii é cont́ınuo.

Ou seja,

〈Φ′(u), v〉 =

∫
Ω

f(x, u(x))v(x)dx.

Além disso, se considerarmos

J(u) =
1

2
‖u‖2

H1
0
− Φ(u),

então J ∈ C1(H1
0 (Ω),R) e

DJ(u)[v] =

∫
Ω

(∇u∇v − f(x, u(x))v(x))dx.
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Logo, os pontos cŕıticos de J em C2(Ω) satisfazem

0 =

∫
Ω

(−∆u− f(x, u))vdx, ∀v ∈ H1
0 .

isto é, {
−∆u = f(x, u), Ω

u = 0, ∂Ω
.

2.3 Existência de Extremo

Definição 2.3.1. Dizemos que z ∈ E é um mı́nimo (máximo) local de J ∈
C(E,R) se existir uma vizinhança N de z tal que J(z) ≤ J(u) (J(z) ≥
J(u)), ∀u ∈ N .

Se as desigualdades acima forem estritas, dizemos que z é mı́nimo (máximo)

local estrito. Se N puder ser todo E, dizemos que z é mı́nimo (máximo) glo-

bal. É fácil ver que se z é mı́nimo (máximo) local e J é diferenciavél, então

DJu[z] = 0.

Definição 2.3.2. Seja J : E → R), dizemos que:

i) J é coercivo se, lim
‖u‖→∞

J(u) =∞.

ii) J é fracamente semicont́ınuo inferiormente (f.s.c.i.) se para toda {un} ⊂
E tal que un ⇀ u, então J(u) ≤ lim inf J(un).

Lema 2.3.1. Seja E um espaço de Banach reflexivo, e J : E → R, coercivo

e f.s.c.i., então J é limitado inferiormente, isto é, existe a ∈ R tal que

a ≤ J(u), ∀u ∈ E.

Demonstração. Suponha por absurdo que não existe a ∈ R nessas condições,

então existe uma sequência{un} ∈ E tal que J(un) → −∞. Mais ainda,

como J é coercivo então existe R > 0 tal que ‖un‖ ≤ R. Logo, a menos de

uma subsequência un ⇀ u para algum u ∈ E.

Assim,

−∞ ≤ J(u) ≤ lim inf J(un) = −∞
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ou seja, J(u) ≡ −∞. Absurdo. Portanto, existe a ∈ R tal que a ≤
J(u) ∀u ∈ E.

Observação 2.3.1. O mesmo argumento mostra que se J é f.s.c.i., então J

é limitado inferiormente em toda bola Br = {u ∈ E ; ‖u‖ ≤ r}.

Teorema 2.3.1. Seja E um espaço de Banach reflexivo, e J : E → R coer-

civo e f.s.c.i. Então J atinge um mı́nimo global, isto é, existe z ∈ E tal que

J(z) = min{J(u) ; u ∈ E}. Se J é diferenciável, então DJ(z) = 0.

Demonstração. Pelo lema anterior, sabemos que existe m = inf{J(u) ; u ∈
E} finito. Seja {un} ⊂ E tal que J(un) → m. Novamente, devemos ter

‖un‖ ≤ R′ e então existe z ∈ E tal que un ⇀ z, a menos de uma subsequência.

Logo, como J é f.s.c.i.

J(z) ≤ lim inf J(un) = m

ou seja, J(z) = m.

Observação 2.3.2. Dizemos que z é máximo de J se, z é mı́nimo de

(−J), com isso, provamos um resultado similar para a existência de máximo,

usando que (−J) é coercivo e f.s.c.i.

Observação 2.3.3. Seja E um espaço de Hilbert, pela observação 2.3.1 e os

argumentos usados anteriormente, mostra-se que qualquer funcional J f.s.c.i.

atinge um mı́nimo em Br. Vale ressaltar que se J ∈ C1(E,R) e se o mı́nimo

é atingido em Sr = ∂Br, então z não é necessariamente um ponto cŕıtico,

mas existe λ ≤ 0 tal que J ′z = λz.

Na verdade, z é um ponto cŕıtico de J restrito a Sr, já que j(t) = J(tz),

t ∈ [0, 1] tem mı́nimo em t = 1, e então

j′(1) = 〈J ′(z), z〉 ≤ 0,

e então λ = 〈J ′(z), z〉 ≤ 0. O mesmo vale para o máximo de (−J). Em

particular, se J é fracamente cont́ınuo, tanto o máximo quanto o mı́nimo são

atingidos.
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Vamos agora estudar uma aplicação. Consideremos E um espaço de Hil-

bert e

J(u) =
1

2
‖u‖2 − Φ(u). (2.1)

Teorema 2.3.2. Seja J definido acima, e Φ ∈ C1(E,R) fracamente cont́ınuo

satisfazendo

|Φ(u)| ≤ a1 + a2‖u‖α a1, a2 > 0 e α < 2.

Então, J admite mı́nimo global em algum z ∈ E, no qual DJ(z) = 0, ou seja

Φ′(z) = z.

Demonstração. Como 1
2
‖u‖2 e Φ(u) por hipótese são fracamente cont́ınuos,

então J é f.s.c.i. Mais ainda

J(u) ≥ 1

2
‖u‖2 − a1 − a2‖u‖α

ou seja,

lim
‖u‖→∞

J(u) ≥ lim
‖u‖→∞

(
1

2
‖u‖2 − a1 − a2‖u‖α

)
=∞.

Então, pelo Teorema 2.3.1 existe z ∈ E mı́nimo global de J e DJ(z) = 0,

isto é, Φ′(z) = z.

Este Teorema pode ser usado no seguinte problema{
−∆u = f(x, u), Ω

u = 0, ∂Ω
.

Teorema 2.3.3. Suponha J definido como no Exemplo 2.2.1, item (iv),com

0 < p < 1, então o problema acima possui solução.

Demonstração. Já vimos que J ∈ C1(E,R), logo J é f.s.c.i. Mais ainda,

usando que f ∈ Fp, temos

|Φ(u)| ≤ a3‖u‖2 + a4‖u‖p+1
p+1, a3, a4 ∈ R.
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Como p+1 < 2, então J é coercivo e, assim, pelo Teorema 2.3.1, J admite

mı́nimo z , o qual Φ′(z) = z, o que nos dá uma solução do problema dado.

2.3.1 Autovalor Linear

Nesta seção vamos discutir o problema de autovalor linear

Au = µu u ∈ E, µ ∈ R,

com E um espaço de Hilbert e A ∈ L(E) simétrico. Definimos a seguinte

forma quadrática J(u) = 1
2
〈Au, u〉, já vimos que J ′ = A.

Lema 2.3.2. Suponha que A é compacto e posivito definido, isto é 〈Au, u〉 >
0 se u 6= 0. Então, J atinge máximo, denotado por z, na esfera

S = {u ∈ E ; ‖u‖ = 1} com ‖z‖ = 1 e µ = max{〈Au, u〉 ; u ∈ B1} =

〈Az, z〉 > 0.

Demonstração. Inicialmente, note que como A é compacto, então J é fraca-

mente cont́ınuo, e portanto J é f.s.c.i. e limitado em B1. Então J atinge

máximo em B1, denotado por z . Se ‖z‖ < 1, então 0 = J ′(z) = Az, e assim

J(z) = 0, o que é um absurdo. Portanto, ‖z‖ = 1 e J ′(z) = λz, em que

λ = 〈J ′(z), z〉 = 〈Az, z〉, ou seja,

J ′(z) = Az = 〈Az, z〉z.

Afirmação: 〈Az, z〉 = max{〈Au, u〉 ; u ∈ B1}.

De fato, como z ∈ B1, então 〈Az, z〉 ≤ max{〈Au, u〉 ; u ∈ B1}.
Por outro lado, como z é o ponto de máximo de J então

J(u) =
1

2
〈Au, u〉 ≤ 1

2
〈Az, z〉,

ou seja, 〈Au, u〉 ≤ 〈Az, z〉, ∀u ∈ E, o que nos leva a desigualdade oposta.

Observação 2.3.4. Como µ = max{〈Au, u〉 ; u ∈ B1}, é imediato que µ é

o maior autovalor de A, chamado de autovalor principal de A.
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Exemplo 2.3.1. Sejam E = H1
0 (Ω), A=K, onde K é o operador de Green de

(−∆), definido no Exemplo 2.2.1,item (iii), e J(u) = 1
2
〈Ku, u〉 = 1

2

∫
Ω
|u|2dx.

O lema anterior garante a existência de µ1 > 0 e z = φ1 ∈ E com ‖φ1‖ = 1

tal que

K(φ1) = µ1φ1,

ou seja, se λ1 = µ−1
1 , então{

−∆φ1 = λ1φ1, Ω

φ1 = 0, ∂Ω
,

disso conclúımos que λ1 e φ1 são autovalor e autofunção de (−∆), e mais,

λ1 é o menor autovalor de (−∆).

Podemos então concluir que λ1 é um autovalor simples e φ1 pode ser

tomada positiva (pois não muda de sinal).

Observação 2.3.5. i) Pela teoria de regularidade, Seção 1.4.2, as auto-

funções são suaves, ou seja, φ ∈ C∞(Ω).

ii)
1

λ1

= max

{∫
Ω
|u|2dx
‖u‖2

H1
0

; u ∈ H1
0 − {0}

}
, ou seja,

1

λ1

≥
∫

Ω
|u|2dx
‖u‖2

H1
0

⇒
∫

Ω

|u|2dx ≤ 1

λ1

∫
Ω

|∇u|2dx.

Essa é chamada desigualdade de Poincaré.

iii) Podemos substituir (−∆) por qualquer operador uniformemente eĺıptico

de segunda ordem na forma divergente e com coeficientes constantes e obter

os mesmos resultados.
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Caṕıtulo 3

Variedades Diferenciais

Definição 3.0.1. Sejam X um espaço de Hilbert e I um conjunto de ı́ndices.

Um espaço topológico M é uma variedade de Hilbert de classe Ck modelada em

X se existem {Ui}i∈I abertos de M e uma famı́lia Ψi : Ui → X satisfazendo:

• Vi = Ψi(Ui) é aberto em X e Ψ : Ui → Vi é homeomorfismo;

• Ψj ◦Ψ−1
i : Ψi(Ui ∩ Uj)→ Ψj(Ui ∩ Uj) é de classe Ck.

Cada par (Ui,Ψi) é dito uma carta. Se p ∈ Ui, então (Ui,Ψi) é uma carta

em p. A aplicação Ψj ◦Ψ−1
i é chamada mudança de cartas. O par (Vi,Ψ

−1
1 ) é

uma parametrização local de M. Se X = Rn, dizemos que M é n-dimensional.

Por fim, se X for um espaço de Banach, dizemos que M é uma variedade de

Banach modelada em X.

Neste texto, é suficiente considerar M ⊂ E, com E um espaço de Hilbert

e M modelada em X ⊂ E onde X é um subespaço vetorial de E.

Suponha que, para cada p ∈M , existam

• Ũ ⊂ E aberto tal que p ∈ Ũ ;

• Ṽ ⊂ E;

• ϕ̃ : Ṽ → Ũ de classe Ck tal que V = Ṽ ∩X, U = Ũ ∩M e ϕ = ϕ̃
∣∣
V

,

temos x := ϕ−1(p) ∈ V e ϕ(V ) = U .
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O par (V, ϕ) é uma parametrização local de M.

Definição 3.0.2. O espaço tangente TpM de M em p é definido como a

imagem de X pela aplicação linear Dϕ̃(x) ∈ L(X,E),

TpM = Dϕ̃(x)[X].

Para justificar essa definição, devemos mostrar que TpM não depende da

escolha da parametrização local. Para isso, seja (V1, ϕ1) e (V2, ϕ2) parame-

trizações locais em p, e considere o seguinte diagrama comutativo.

ϕ̃2
−1 ◦ ϕ̃1(x) = ϕ̃2

−1(p) = x , x ∈ Ṽ1 ∩ Ṽ2

Logo, ϕ̃2
−1 ◦ ϕ̃1 = Id

∣∣∣∣
Ṽ1∩Ṽ2

.

Assim,

Id = D(ϕ̃2
−1 ◦ ϕ̃1)(x)[X] =

= Dϕ̃2
−1(ϕ̃1(x))[X].Dϕ̃1(x)[X]

⇔ Dϕ̃2[X] = Dϕ̃1[X].

Dessa definição é imediato que TpM é um espaço de Hilbert homeomorfo

a X.

Antecipamos que TpM coincide com o espaço dos “vetores tangentes”das

curvas diferenciáveis de M em p. Além disso, se M = G−1(c) em que G ∈
C1(E,R) e G′(u) 6= 0, ∀u ∈M então

TpM = {v ∈ E ; 〈G′(p), v〉 = 0}
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De fato, se v ∈ TpM , então v = α′(t0) para alguma curva α : I ⊂ R→M

tal que α(t0) = p, usando que G(x) = c para todo x ∈M , segue que:

G(α(t0)) = c

Derivando, temos:

DG(α(t0)).α′(t0) = 0

〈G′(p), v〉 = 0

Portanto, v ∈ {v ∈ E ; 〈G′(p), v〉 = 0}. Ou seja, TpM ⊂ {v ∈ E ; 〈G′(p), v〉 =

0}. A outra inclusão é imediata.

Seja Mi ⊂ Ei, i = 1, 2., variedades de Hilbert C1, modeladas em Xi ⊂ Ei.

Queremos definir o diferencial de uma aplicação f : M1 → M2, antes disso,

vamos supor que existam

• U1 ⊂ E1 aberto tal que M1 ⊂ U1;

• f̃ : U1 → E2 diferenciável tal que f̃
∣∣
M1

= f .

Seja p ∈ M , é fácil ver que se f̂ é outra aplicação diferenciável que coincide

com f em M1, então Df̃p(v) = Df̂p(v), ∀v ∈ TpM1. Com isso, podemos

definir :

Definição 3.0.3. O diferencial de f : M1 → M2 é a restrição em TpM1 da

aplicação linear Df̃p ∈ L(E1, E2).

Notação: DM1f(p).

Dizemos que f : M1 → M2 é diferenciável em M1 se for diferenciável

em cada ponto de M1, e dizemos que f ∈ C1(E,R), se f é diferenciável e

Df : M1 → L(TpM1, E2).

Exemplo 3.0.1. Considere o funcional diferenciável J : E → R. Nesse

caso, dMJ(p) : TpM → R, como feito antes, DMJ(p) define o gradiente de J

em p, como sendo

〈∇MJ(p), v〉 = DMJ(p)[v] ∀v ∈ TpM.
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Ou seja, ∇MJ(p) nada mais é que a projeção de J ′(p) em TpM .

Observação 3.0.1. Considere uma curva diferenciável γ : [a, b] → M com

a < 0 < b e γ(0) = p. De acordo com a discussão anterior, dγ(t) ∈
L(R, Tγ(t)M). Como de costume, identificamos L(R, Tγ(t)M) com Tγ(t)M

e escrevemos dγ(t)[1] = γ′(t). O vetor γ′(t) é chamado vetor tangente à

curva γ em t. Em particular, para qualquer curva diferenciável, o vetor

γ′(0) ∈ TpM . Por outro lado, vamos mostrar que para cada v ∈ TpM , existe

uma curva diferenciável γ tal que γ′(0) = v. Para isso, seja (V, ϕ) uma

parametrização local de M em p com ϕ−1(p) = 0 e seja w = Dϕ̃−1(p)[v].

Considere a reta t 7→ tw, e a curva γ(t) = ϕ̃(tw), então γ é diferenciável e

γ(0) = ϕ̃(0) = p e γ′(0) = Dϕ̃(0)[w] = Dϕ̃(0)(Dϕ̃−1(p)[v] = v.

Logo, conclúımos que TpM é o espaço dos vetores tangentes a curvas

diferenciáveis em M.

3.1 Pontos Cŕıticos com Restrição.

Definição 3.1.1. Seja J : E → M um funcional diferenciável e M ⊂ E

uma variedade de Hilbert C1. Um ponto cŕıtico de J restrito a M é um ponto

z ∈M tal que DMJ(z) = 0, ou seja,

DJ(z)[v] = 0 ∀v ∈ TzM.

Como 〈∇MJ(z), v〉 = 〈J ′(z), v〉 = 0, ∀v ∈ TzM , temos que z é um ponto

cŕıtico de J restrito a M sempre que J ′(z) for ortogonal a TzM .

Observação 3.1.1. Seja γ : [−a, a] → M , a > 0 uma curva diferenciável

tal que γ(0) = z e considere a função real φ(t) = J(γ(t)), temos:

φ′(0) = J ′(γ(0)).γ′(0) = J ′(z).[γ′(0)], em que γ′(0) ∈ TzM . Assim, se z é

um ponto cŕıtico de J em M, então t=0 é um ponto cŕıtico de φ(t) = J(γ(t)),

para qualquer γ diferenciável em M.
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Por outro lado, seja ϕ uma parametrização local de M tal que ϕ(0) = z

e seja v ∈ TzM . Então, existe w ∈ X tal que v = Dϕ(0)[w]. Fazendo

γ(t) = ϕ(tw) e φ(t) = J(γ(t)), temos:

φ′(0) = J ′(z)[γ′(0)] = J ′(z)[v].

Portanto, se t = 0 é um ponto cŕıtico de φ(t) = J(γ(t)) para toda γ em

M, então J ′(z)[v] = 0, ∀v ∈ TzM , ou seja, z é um ponto cŕıtico de J em M.

Definição 3.1.2. Seja M ⊂ E uma variedade suave modelada em um espaço

de Hilbert X ⊂ E e seja J ∈ C(E,R). Dizemos que z ∈ M é mı́nimo

(máximo) local de J restrito a M, se existir V uma vizinhança de z em E tal

que

J(z) ≤ J(u) (J(z) ≥ J(u)), ∀u ∈ V ∩M.

Seja ϕ uma parametrização local de M com ϕ(0) = z. Essa definição é

equivalente a dizer que existe N ⊂ X uma vizinhança de 0 ∈ X tal que

J(z) = J(ϕ(0)) ≤ J(ϕ(ξ)) (J(z) = J(ϕ(0)) ≥ J(ϕ(ξ))), ∀ξ ∈ N .

Disso segue que 0 ∈ X é um ponto cŕıtico de (J ◦ ϕ), ou seja,

D(J ◦ ϕ)(0)[ξ] = DJ(z)
[
D(ϕ(0))[ξ]

]
= 0 ∀ξ ∈ X.

Logo, DJ(z)[v] = 0, ∀v ∈ TzM , e então z é um ponto cŕıtico de J restrito a

M.

3.2 Variedades de Codimensão um

Definição 3.2.1. Se a variedade M ⊂ E é modelada em um subespaço de

codimensão um em E, dizemos que M é uma variedade de codimensão um.

Para o nosso propósito, o caso M = G−1(0), em que G ∈ C1(E,R),

E um espaço de Hilbert e G′(u) 6= 0, ∀u ∈M é particularmente interessante.

Exemplo 3.2.1. Se G(u) = ‖u‖2−r2, então M = G−1(0) = {u ∈ E ; ‖u‖2 =

r2} = {u ∈ E ; ‖u‖ = r} = Sr.
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Seja p ∈M , considere o subespaço Xp = {v ∈ E ; 〈G′(p), v〉 = 0}.
Se w = ‖G′(p)‖−2.G′(p), então E = Xp

⊕
〈w〉.

De fato, Xp

⊕
〈w〉 ⊂ E é imediato.

Por outro lado, seja u ∈ E, então 〈G′(p), u〉 = 0 ou 〈G′(p), u〉 6= 0.

Se 〈G′(p), u〉 = 0, então u ∈ Xp.

Se 〈G′(p), u〉 6= 0, então 〈G′(p), u〉 = λ, com λ ∈ R∗.

Agora, observe que

〈G′(p), λ‖G′(p)‖−2.G′(p)〉 = λ = 〈G′(p), u〉 ⇒ 〈G′(p), u−λ‖G′(p)‖−2.G′(p)〉 = 0.

Então, v = u−λ‖G′(p)‖−2.G′(p) ∈ Xp. Assim, u = v+λ‖G′(p)‖−2.G′(p) =

v + λw ⇒ u ∈ Xp

⊕
〈w〉. Com isso, concluimos que E = Xp

⊕
〈w〉.

Definimos, então, a aplicação Ψ : E → E por

Ψ(u) = u− p− 〈G′(p), u− p〉w +G(u)w.

Então,

〈G′(p),Ψ(u)〉 = 〈G′(p), u− p− 〈G′(p), u− p〉w +G(u)w〉

= 〈G′(p), u− p〉 − 〈G′(p), u− p〉〈G′(p), w〉+G(u)〈G′(p), w〉

= G(u).

Assim, Ψ(u) ∈ Xp ⇔ u ∈M.

Além disso, Ψ(p) = 0, Ψ ∈ C1 e DΨ(p) = Id.

De fato, Ψ(p) = 0, Ψ ∈ C1 é imediato. Mais ainda,

|Ψ(p+ h)−Ψ(p)− Id(h)| = |w||G(p+ h)−G(p)− 〈G′(p), h〉| =

= |w|O(‖h‖2).
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Portanto, DΨ(p) = Id.

Disso segue que Ψ é difeomorfismo de uma vizinhança Ũ de p em uma

vizinhança Ṽ de 0. Então, se ϕ = Ψ−1
∣∣
V

segue que M é C1, com parame-

trização local em p dada por (V, ϕ), com V ⊂ Xp. Vamos também salientar

que

TpM = DΨ−1(0)[Xp] = Xp.

Seja J ∈ C1(E,R). Como TpM = {v ∈ E ; 〈G′(p), v〉 = 0}, um ponto

cŕıtico restrito de J em M é z ∈M tal que

〈J ′(z), v〉 = 0, ∀v ∈ E, com 〈G′(z), v〉 = 0.

Isto é, 〈J ′(z), v〉 = 0, ∀v ∈ Xz. Logo, existe λ ∈ R tal que J ′(z) = λG′(z).

Isso é simplesmente a extensão da regra dos multiplicadores de Lagrange.

O gradiente restrito (que é a projeção de J ′(u) em Xp) tem a forma

∇MJ(u) = J ′(u)− 〈J
′(u), G′(u)〉
‖G′(u)‖2

G′(u).

Assim, se z ∈M é ponto cŕıtico de J, então ∇MJ(z) = 0, e logo J ′(z) =

λG′(z), em que λ =
〈J ′(u), G′(u)〉
‖G′(u)‖2

.

Exemplo 3.2.2. 1) Seja J : E → R, C1 e M a esfera unitária em E, em

que E é um espaço de Hilbert, então o ponto cŕıtico de J em M é a solução

do problema de autovalor J ′(u) = λu, com ‖u‖ = 1.

De fato, se G(u) = ‖u‖2 − 1, então G−1(0) = M .

Segue então, pelo que foi demonstrado, que

J ′(u) = λG′(u) = λu,

já que G′(u)[v] = 2〈u, v〉.
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Se z é um ponto cŕıtico, então λ = 〈J ′(z), z〉. Em particular, se J(u) =
1
2
〈Au, u〉, em que A é simétrica e linear, os pontos cŕıticos de J restritos a

esfera, são soluções do problema de autovalor Au = λu.

2) Seja E = H1
0 (Ω), M = {u ∈ E ; ‖u‖ = 1} e J(u) = 1

2
〈Ku, u〉, em que

K é o operador de Green de (−∆) em E.

A solução z de J ′(u) = λu satisfaz Kz = λz (isso pois J ′ = K), ou seja,

−λ∆z = z, com ‖z‖ = 1 e λ =
∫

Ω
z2 > 0.

Então, 1
λ

é o autovalor correspondente a autofunção z do problema de Diri-

chlet do Laplaciano.

3) Novamente seja E = H1
0 (Ω), M = {u ∈ E ; ‖u‖ = 1} e Φ(u) =∫

Ω
F (x, u)dx, ∂uF = f . Um ponto cŕıtico de Φ restrito a M é z ∈M tal que

Φ′(z) = λz, ou seja,

〈Φ′(z), v〉 = 〈λz, v〉,

ou ainda, ∫
Ω

f(x, z)vdx = λ

∫
Ω

∇z∇vdx, ∀v ∈ E.

Portanto, z é solução de{
−λ∆u = f(x, u), Ω

u = 0, ∂Ω
.

Fica observado que, se z é solução do problema acima e f(x, ·) é p-homogênea,

então v(x) = λ
−1
p+1 z(x) é solução de{

−∆v = f(x, v), Ω

v = 0, ∂Ω
.
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Caṕıtulo 4

A procura por Pontos Cŕıticos.

4.1 Prinćıpio Variacional de Ekeland.

Teorema 4.1.1. (P.V.E.) Seja (E, d) um espaço métrico completo e J :

E → R um funcional semicont́ınuo inferiormente e limitado inferiormente

em E. Seja c = inf
E
J , então para todo ε > 0 existe uε ∈ E tal que

{
c ≤ J(uε) ≤ c+ ε

∀u ∈ E, u 6= uε, J(u)− J(uε) + εd(u, uε) > 0.
(4.1)

Observação 4.1.1. i) Note que o P.V.E. nessa forma, só é interessante se

não sabemos se o mı́nimo é atingido ou não. De fato, se sabemos que há um

mı́nimo, basta tomar tal ponto para uε e, então, (4.1) é satisfeita para todo

ε > 0.

ii) O conjunto dos pontos (u, a) ∈ E ×R tais que a > J(uε)− εd(u, uε), pode

ser visualizado como o complemento de um “cone”de declive −ε no espaço

E × R. O teorema diz que o epigráfico de J está inteiramente contido nesse

conjunto, exceto o ponto (uε, J(uε)).

Demonstração. Nesta demonstração, seguimos o que foi feito em [Le Dret,

H. [9] Caṕıtulo 7, Seção 7.2, Teorema 7.1 ].

Seja Epi(J) = {(u, a) ∈ E × R ; J(u) ≤ a} o epigráfico de J, que é o
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conjunto dos pontos de E ×R situados acima do gráfico de J. Segue do fato

de J ser semicont́ınuo inferiormente que Epi(J) é um conjunto fechado.

Dado ε > 0, considere a relação (u, a) ≤ε (v, b)⇔ εd(u, v) ≤ b−a. É fácil

ver que esta é uma relação de ordem na qual E×R é parcialmente ordenado.

Vamos construir um subconjunto de E × R totalmente ordenado.

Seja u1 ∈ E e a1 = J(u1), tal que c ≤ J(u1) ≤ c + ε. Definimos

A1 = {(u, a) ∈ Epi(J) ; (u, a) ≤ε (u1, a1)}. Temos que A1 é fechado, e não

vazio. Com isso definimos P a projeção canônica de E × R em E, então se

u ∈ P (A1) temos que c ≤ J(u) ≤ c+ ε. De fato,

c ≤ J(u) ≤ a ≤ a1 − εd(u, u1) ≤ a1 = J(u1) ≤ c+ ε.

Seguiremos a demonstração por indução. Suponha que contrúımos uma

sequência (ui, ai), i = 1, ...n, tal que os conjuntosAi = {(u, a) ∈ Epi(J) ; (u, a) ≤ε
(ui, ai)} são fechados e não vazios e satisfazem:

• Ai+1 ⊂ Ai, ∀i = 1, ..., n− 1.

• 0 ≤ ai − ci ≤ 21−i(a1 − c1).

em que ci = inf
P (Ai)

J , ai = J(ui). Note que para n = 1 a hipótese acima é

válida. Vamos separar em dois casos:

Caso 1 : cn < an

Nesse caso, tomamos un+1 ∈ P (An) tal que

0 ≤ J(un+1)− cn ≤
1

2
(an − cn),

que existe pela definição de ı́nfimo e seja an+1 = J(un+1), então:

• An+1 6= ∅ , pois (un+1, an+1) ∈ An+1.

• An+1 é fechado.

43



• An+1 ⊂ An.

Mais ainda, sabemos que c ≤ cn ≤ cn+1 e, então,

0 ≤ an+1 − cn+1 ≤ an+1 − cn ≤
1

2
(an − cn) ≤ 1

2n
(a1 − c1).

Portanto, vale a hipótese para todo n, o que encerra o caso 1.

Caso 2 : cn = an.

Nesse caso, tome un+1 = un e an+1 = an e então a hipótese de indução é

claramente satisfeita.

Afirmação 1: diamAn → 0, quando n→∞.

De fato, seja (u, a) , (v, b) ∈ An. Como cn ≤ a, pela definição da relação

de ordem, segue que

εd(u, un) ≤ an − a ≤ an − cn ≤ 21−n(a1 − c1)

e então

εd(u, v) ≤ εd(u, un) + εd(v, un) ≤ 221−n(a1 − c1) = 22−n(a1 − c1)→ 0

se n→∞.

Além disso, como cn ≤ a, b ≤ an, temos também que

|b− a| ≤ 22−n(a1 − c1)→ 0 , se n→∞.

Logo, constrúımos uma famı́lia enumerável decrescente de subconjuntos

fechados, não vazios de E ×R cujo diâmetro tende a 0, ou seja, como E e R
são completos ⋂

n∈N

An = {(uε, aε)},
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então, c ≤ J(uε) ≤ c+ ε.

Afirmação 2: (uε, aε) é mı́nimo em Epi(J ), para a relação ≤ε.

De fato, seja (v, b) ∈ Epi(J) tal que (v, b) ≤ε (uε, aε). Por construção,{(un, an)}
é totalmente ordenado.

Como (uε, aε) ∈ An, ∀n, então (uε, aε) ≤ε (un, an), ∀n. Logo

(v, b) ≤ε (un, an), ∀n,

ou seja, (v, b) ∈ An, ∀n, e consequentemente, (v, b) = (uε, aε), o que prova

a afirmação. Mais ainda, se u 6= uε, então εd(u, uε) > aε − J(u) ≥ J(uε) −
J(u).

Observação 4.1.2. Como un → uε e an → aε, em que an = J(un) segue

que aε ≥ J(uε), pois J é semicont́ınuo inferiormente.

Mas, se aε > J(uε), então a minimalidade de (uε, aε) seria contradita.

Logo, aε = J(uε), isso diz que o mı́nimo está no gráfico de J.

Se J ∈ C1 está definido em um espaço de Banach, o Prinćıpio de Ekeland

tem uma forma mais forte.

Corolário 4.1.1. Seja J ∈ C1 definido em E, limitado inferiormente, em

que E é um espaço de Banach e seja c = inf
E
J . Então ∀ε > 0, ∃uε ∈ E tal

que {
c ≤ J(uε) ≤ c+ ε

‖DJ(uε)‖E′ ≤ ε.

Demonstração. Nesse caso, a segunda relação de (4.1) pode ser escrita como

J(u)− J(uε) + ε‖u− uε‖E > 0, ∀u 6= uε.
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Tomando u = uε + tv, com ‖v‖E = 1 e t > 0, temos:

J(uε + tv)− J(uε) > −εt⇔ −
J(uε + tv)− J(uε)

t
< ε

⇒ −DJ(uε)[v] ≤ ε.

Analogamente, para −v, obtemos:

DJ(uε)[v] ≤ ε.

Logo, |DJ(uε)[v]| ≤ ε, e então

‖DJ(uε)‖ ≤ ε.

Observação 4.1.3. i) J ∈ C1 não é necessário, é suficiente considerar J

Gateaux diferenciável.

ii) Existe uma versão local dos resultados anteriores.

Corolário 4.1.2. Seja (E, d) um espaço métrico completo e J : E → R
um funcional semicont́ınuo inferiormente e limitado em E. Seja c = inf

E
J .

Considere uε ∈ E tal que c ≤ J(uε) ≤ c+ ε, então existe uε ∈ E tal que
c ≤ J(uε) ≤ c+ ε

d(uε, uε) ≤ 2
√
ε

∀u ∈ E, u 6= uε, J(u)− J(uε) +
√
εd(u, uε) > 0.

(4.2)

Demonstração. Prosseguimos exatamente como na primeira versão de P.V.E.,

agora com

(u, a) ≤ε (v, b)⇔
√
εd(u, v) ≤ b− a.

Com isso e pequenas alterações algébricas, podemos concluir os itens (1)

e (3) de (4.2). Para garantir o item (2), basta observar que

√
εd(uε, un) ≤ 21−nε e

√
εd(un, uε) ≤ 2(1− 2−n)ε.
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Corolário 4.1.3. Seja E um espaço de Banach, J ∈ C1 limitado inferior-

mente em um subconjunto F ⊂ E fechado, e seja c = inf
F
J . Seja uε ∈ F tal

que c ≤ J(uε) ≤ c+ ε, então existe uε ∈ F tal que
c ≤ J(uε) ≤ c+ ε

‖uε − uε‖E ≤ 2
√
ε

∀u ∈ E, u 6= uε, J(u)− J(uε) +
√
ε‖u− uε‖E > 0.

(4.3)

Demonstração. Este resultado é uma combinação dos resultados anteriores.

Observação 4.1.4. O corolário anterior mostra que se nos é dado uε em que

J é quase minimizado por ε > 0, então existe muito próximo a este ponto, a

uma distância no máximo
√
ε, outro ponto uε em que J é quase minimizado,

na verdade tendo um valor menor, e onde DJ quase se anula.

4.2 A condição de Palais-Smale.

Definição 4.2.1. Seja E um espaço de Banach e J : E → R um funcional

C1. Dizemos que J satisfaz a condição de Palais-Smale (PS), no ńıvel c, se

dado qualquer sequência {un}∞n=0 ⊂ E tal que

J(un)→ c em R e DJ(un)→ 0 em E’,

podemos extrair uma subsequência convergente.

Observação 4.2.1. i) A condição (PS) não prevê a existência de um va-

lor cŕıtico, ou a existência de tal sequência. Apenas diz que se existe uma

sequência (PS) então a pré imagem desta é relativamente compacta.

ii) As duas hipóteses de (PS) são independentes.

De fato, mesmo se c = inf
E
J , podemos facilmente ter uma sequência mi-

nimizante {un}∞n=0 tal que DJ(un) 9 0.
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Como um exemplo, considere E = R, J(u) = sin(u2) e c = −1, se

un =
√

(3π
2

+ 2πn+ 1√
2nπ

) então

J(un) = sin

(
3π

2
+ 2πn+

1√
2nπ

)
= sin

(
3π

2
+ 2πn

)
cos

(
1√
2nπ

)
+

+ sin

(
1√
2nπ

)
cos

(
3π

2
+ 2πn

)
= − cos

(
1√
2nπ

)
→ −1.

Por outro lado, DJ(u) = 2u cos(u2), então

DJ(un) = 2

√(
3π

2
+ 2πn+

1√
2nπ

)
cos

(
3π

2
+ 2πn+

1√
2nπ

)
→ 2.

Da mesma forma, é fácil construir um exemplo em que DJ(un) = 0 e

J(un) não converge.

Teorema 4.2.1. Seja E um espaço de Banach, J : E → R, C1 e limitado

inferiormente satisfazendo (PS), então J tem mı́nimo.

Demonstração. Essa demonstração é quase imediata, tomamos ε = 1
n
, então

o Corolário (4.1.1) garante a existência de uma sequência {un}∞n=0 tal que

‖DJ(un)‖ ≤ 1

n
,

ou seja , DJ(un)→ 0 em E e

c ≤ J(un) ≤ c+
1

n
,

então, J(un)→ 0.

Assim, por (PS), {un}∞n=0 possui uma subsequência convergente, e esta

converge para um ponto de mı́nimo de J, já que J(un) → c e c foi tomado

como o ı́nfimo de J.

Vejamos agora um exemplo interessante no contexto de E.D.P.
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Seja Ω ⊂ Rd e K o operador de Green de (−∆), definido no Exemplo

2.2.1, item (iii), isto é K = (−∆)−1, então existe uma sequência λk com

λ1 > 0, λk → ∞ tal que para λ 6= λk e λ 6= 0, o operador Tλ = K − 1
λ
Id é

isomorfismo de L2. Isso segue do Teorema da Alternativo de Fredholm [Ver

[3]], pois

Tλh = 0⇔ (−∆)−1h =
1

λ
h⇔ h = −1

λ
∆h⇔ −∆h = λh⇔ h = 0, se λ 6= 0

ou seja, Tλ é isomorfismo. Disso segue que a restrição Tλ

∣∣∣∣
H1

0

é injetora. Mais

ainda, Tλ é sobrejetor em H1
0 (Ω).

Com isso, e o fato de que Tλ em L2(Ω) ser cont́ınuo, segue que Tλ

∣∣∣∣
H1

0

é

isomorfismo.

Proposição 4.2.1. Para toda f ∈ L2(Ω), o funcional definido em H1
0 (Ω)

J(u) =
1

2

∫
Ω

(|∇u|2 − λu)dx−
∫

Ω

fudx

satisfaz (PS), para todo ńıvel c se λ 6= λk e não satisfaz para c = 0 e f = 0

se λ = λk para algum k dado.

Demonstração. Note inicialmente que

〈DJ(u), v〉 = DJ(u)[v] =

∫
Ω

(∇u∇v − λuv)dx−
∫

Ω

fvdx ∀v ∈ H1
0

Isso é equilavente a∫
Ω

(∇DJ(u)∇v)dx =

∫
Ω

(∇u∇v − λuv)dx−
∫

Ω

fvdx ∀v ∈ H1
0

isto é,

−∆(DJ(u)) = −∆u− λu− f
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ou ainda,

DJ(u) = u− λ(−∆)−1u− (−∆)−1f

= u− λKu−Kf.

Considere {un}∞n=0 ⊂ H1
0 (Ω) tal que DJ(un)→ 0 em H1

0 (Ω).

Se λ 6= 0 e λ 6= λk, temos:

DJ(un) = un − λ(−∆)−1un − (−∆)−1f

= −λ((−∆)−1un −
un
λ

)− (−∆)−1f

= −λTλun − (−∆)−1f.

Assim, usando que Tλ é isomorfismo em H1
0 (Ω), temos:

un = −1

λ
T−1
λ (DJ(un) + (−∆)−1f)→ −1

λ
T−1
λ ((−∆)−1f),

ou seja, un converge e (PS) é satisfeita.

Se λ = 0, então,

un = DJ(un) + (∆)−1f → (−∆)−1f

e assim (PS) também é satisfeita.

Agora, se λ = λk para algum k, então, sem perda de generalidade, supo-

nha que f = 0, sabemos que existe ϕk ∈ H1
0 (Ω) autofunção não nula tal que

−∆ϕk = λkϕk. E mais, a sequência un = nϕk é tal que

J(un) =
1

2
‖nϕk‖2 − λkn2

∫
Ω

ϕ2
k = n2

(
1

2
‖ϕk‖2 − λk

∫
Ω

ϕ2
kdx

)
= 0.

e DJ(un) = 0, e certamente {un}∞n=0 não admite subsequência convergente.

Observação 4.2.2. Note que se λ > λ1, então J não é limitado inferior-

50



mente em H1
0 , e isso não impede que satisfaça (PS).

Proposição 4.2.2. Seja Ω ⊂ Rd aberto e limitado, 1 < p < d+2
d−2

para d ≥ 3

e 1 < p <∞ para d ≤ 2. Então o funcional em H1
0 (Ω)

J(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx+
1

p+ 1

∫
Ω

|u|p+1dx

satisfaz (PS) em todo ńıvel.

Demonstração. Inicialmente note que J está bem definido, J ∈ C1 e também

DJ(u)[v] =

∫
Ω

∇u∇vdx+

∫
Ω

|u|p−1uvdx

e, então,

DJ(u) = −∆u+ |u|p−1u.

Seja {un}∞n=1 ⊂ H1
0 (Ω) tal que J(un)→ c, para algum c ∈ R, e DJ(un)→ 0.

Temos:

DJ(un)[un] = ‖un‖2
H1

0
+

∫
Ω

|un|p+1dx = (p+ 1)J(un)− p

2
‖un‖2

H1
0
.

Por definição de norma em −1,

|DJ(un)[un]| ≤ ‖DJ(un)‖H−1‖un‖H1
0

e disso segue que

p

2
‖un‖2

H1
0
≤ (p+ 1)J(un) + ‖DJ(un)‖H−1‖un‖H1

0
.

Assim, para n suficientemente grande e ε = 1 temos que J(un) ≤ c+ 1 e

‖DJ(un)‖H−1 ≤ 1. Logo,

p

2
‖un‖2

H1
0
≤ (p+ 1)(c+ 1) + ‖un‖H1

0
. (4.4)

Isso implica que {un} é limitada, pois a equação (4.4) é uma parábola

concava para cima. Mais ainda, como p < 2∗, pelo Teorema de Sobolev,
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H1
0 (Ω) ↪→ Lp+1(Ω) compactamente. Ou seja, a menos de subsequência, existe

u ∈ H1
0 (Ω) tal que un ⇀ u em H1

0 (Ω) e un → u em Lp+1(Ω).

Observe agora que se v ∈ Lp+1(Ω) então |v|p ∈ L
p+1
p (Ω). Logo, |un|p−1un →

|u|p−1u em L
p+1
p (Ω).

De fato, usando a seguinte desigualdade,

∣∣|a|p−1 − |b|p−1
∣∣ ≤ { |a− b|p−1, 1 ≤ p ≤ 2

cp(|a|p−2|a− b|+ |a− b|p−1, p > 2

temos,

‖|un|p−1un − |u|p−1u‖
p+1
p
p+1
p

=

∫
Ω

||un|p−1un − |u|p−1u|
p+1
p dx

=

∫
Ω

||un|p−1un − |un|p−1u+ |un|p−1u− |u|p−1u|
p+1
p dx

=

∫
Ω

||un|p−1(un − u) + u(|un|p−1 − |u|p−1)|
p+1
p dx

≤ cp

∫
Ω

|un|(p−1)
(p+1)
p |un − u|

p+1
p + |u|

p+1
p ||un|p−1 − |u|p−1|

p+1
p dx

≤ cp

∫
Ω

|un|(p−1)
(p+1)
p |un − u|

p+1
p + |u|

p+1
p (|u|(p−2) p+1

p |un − u|
p+1
p + |un − u|(p−1) p+1

p )dx

≤ cp

[(∫
Ω

|un|p+1dx

) p+1
p
(∫

Ω

|un − u|p+1dx

) 1
p

+

+

(∫
Ω

|u|p+1dx

) 1
p
(∫

Ω

|un − u|p+1dx

) p−1
p
]
→ 0.

Agora, como o expoente conjugado de (p+ 1) é p+1
p

e H1
0 (Ω) ↪→ Lp+1(Ω),

segue que (Lp+1)′ ↪→ (H1
0 )′, isto é L

p+1
p ↪→ H−1 e

−∆un = DJ(un)− |un|p−1un → |u|p−1u em H−1.

Ou seja,

un = (−∆)−1(DJ(un)− |un|p−1un)→ (−∆)−1(−|u|p−1u)
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e então (PS) é satisfeita.

Observação 4.2.3. A proposição acima pode nos levar a pensar que tenha-

mos resolvido o problema −∆u = −|u|p−1u. Infelizmente este não é o caso,

pois falta garantir que u 6= 0. Claro que isso pode ser dif́ıcil, já que este fun-

cional em particular é estritamente convexo, e portanto tem um valor cŕıtico

em 0 e um ponto cŕıtico em u = 0. Então, essa proposição é apenas para

mostrar o passo a passo para garantir que uma sequência satisfaz (PS). Em

particular, note que um dos ingredientes cruciais na prova acima é como

J(un) e DJ(un) se relacionam e como isso pode implicar as estimativas para

uma sequência (PS).

Definição 4.2.2. Seja E um espaço de Banach e J ∈ C1(E,R). Dizemos

que v ∈ E é pseudo-gradiente de J em u se

i) ‖v‖E′ ≤ 2‖DJ(u)‖E′

ii) DJ(u)[v] ≥ ‖DJ(u)‖2
E′

Seja Er o conjunto dos pontos regulares de J. A aplicação v : Er → E

é um campo pseudo-gradiente para J se for localmente Lipschitz e ∀u ∈ Er,
v(u) é pseudo-gradiente de J em u.

Lema 4.2.1. Seja E um espaço de Banach e J ∈ C1(E,R). Então existe

um campo pseudo-gradiente para J.

Demonstração. Seja u ∈ Er, vamos mostrar a existência de v(u) pseudo-

gradiente em u. Para isso, note que pela definição de norma no espaço dual,

‖DJ(u)‖E′ = sup{〈DJ(u), v〉 ; ‖v‖ = 1} 6= 0. Então, existe wu ∈ E tal que

‖wu‖ = 1 e 〈DJ(u), wu〉 > 2
3
‖DJ(u)‖E′ .

Defina vu = 3
2
‖DJ(u)‖E′wu, disso segue que ‖vu‖E′ = 3

2
‖DJ(u)‖E′ <

2‖DJ(u)‖E′ e

〈DJ(u), vu〉 = 〈DJ(u),
3

2
‖DJ(u)‖E′wu〉 =

3

2
‖DJ(u)‖E′〈DJ(u), wu〉 > ‖DJ(u)‖2

E′ .
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Como ambas as desigualdades acima são estritas, segue da continuidade

de DJ que existe Uu ⊂ E aberto, tal que ∀z ∈ Uu, ‖vu‖E′ ≤ 2‖DJ(z)‖E′ e

〈DJ(z), vu〉 ≥ ‖DJ(z)‖2
E′ .

Em outras palavras, vu é pseudo-gradiente em qualquer z ∈ Uu. Observe

que, como vu 6= 0, Uu ⊂ Er.

Constrúımos então uma cobertura de Er =
⋃
u∈Er Uu, onde para cada

u ∈ Er, existe um pseudo-gradiente vu constante em Uu. A questão agora é

colar esses vetores constantes para construir um campo localmente Lipschitz.

Usamos então, o fato que todo espaço métrico é paracompacto, isto é, cada

cobertura aberta admite subcobertura aberta localmente finita. No nosso

contexto, isso se traduz como a existência de outra cobertura de Er, {Wλ}λ∈Λ

tal que para cada λ ∈ Λ, existe uλ ∈ Er tal que Wλ ⊂ Uuλ , e que para qual-

quer u ∈ Er existe uma vizinhança aberta O de u tal que O∩Wλ = ∅, exceto

para um número finito de ı́ndices λ ∈ Λ.

Em seguida, definimos Ψλ(u) = d(u,Er�Wλ). Temos que Ψλ é Lipschitz,

supp Ψλ = W λ e Ψλ é localmente limitada inferiormente por um número es-

tritamente positivo em Wλ, pois se B(u, r) ⊂ Wλ, então Ψλ ≥ r em B(u, r).

Além disso, a soma
∑
µ∈Λ

Ψµ é localmente finita, e portanto localmente Lips-

chitz, e limitada inferiormente por um número estritamente positivo, devido

ao fato que {Wλ}λ∈Λ é cobertura de Er.

Definimos em Er

Θλ =
Ψλ∑
µ∈Λ Ψµ

,

então, 0 ≤ Θλ ≤ 1,
∑
µ∈Λ

Θλ = 1, suppΘλ = W λ e Θλ é localmente Lipschitz.
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Podemos finalmente definir

v(u) =
∑
µ∈Λ

Θλ(u)vuλ .

Essa soma é localmente finita, logo está bem definida e é localmente

Lipschitz. Em cada ponto u, seu valor é uma combinação convexa de um

número finito de pseudo-gradientes em u. De fato, Θλ(u) > 0 ⇔ u ∈ Wλ,

com Wλ ⊂ Uuλ , conjunto no qual vuλ é pseudo-gradiente constante. Agora, é

claro que qualquer combinação convexa de pseudo-gradiente, é um pseudo-

gradiente e então a demonstração está completa.

4.3 O lema da deformação.

Definição 4.3.1. Seja J ∈ C1(E,R). Definimos Ac = {u ∈ E ; J(u) ≤ c},
Âc = {u ∈ E ; J(u) ≥ c} e Kc = {u ∈ E ; J(u) = c e J ′(u) = 0}.

Lema 4.3.1. Seja J ∈ C1(E,R) satisfazendo (PS). Se c ∈ R e ε > 0 e O é

uma vizinhança de Kc, então existe ε ∈ (0, ε) e η ∈ C([0, 1]× E,E) tal que

1) η(0, u) = u ∀u ∈ E.

2) η(t, u) = u ∀t ∈ [0, 1], se J(u) /∈ [c− ε, c+ ε].

3) η(t, u) é homeomorfismo de E em E, para cada t ∈ [0, 1].

4) ‖η(t, u)− u‖ ≤ 1, ∀t ∈ [0, 1] e u ∈ E.

5) J(η(t, u)) ≤ Ju, ∀t ∈ [0, 1] e u ∈ E.

6) η(1, Ac+ε�O) ⊂ Ac−ε.

7) Se Kc = ∅ então η(1, Ac+ε) ⊂ Ac−ε.

8) Se J(u) é par, então η(t, u) é ı́mpar.

Demonstração. A função η será constrúıda como solução de um adequado

fluxo de J. De (PS), sabemos que Kc é relativamente compacto, mas ainda
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como J ∈ C1, então Kc é fechado, e logo Kc é compacto.

Seja Nδ = {u ∈ ; ‖u −Kc‖ < δ}, para δ suficientemente pequeno, temos

que Nδ ⊂ O. Logo, para provar 6, é suficiente considerar Nδ. Note também

que se Kc = ∅, então Nδ = ∅ e, assim, conclúımos 7.

Afirmação 1: Existem constantes b, ε̂ > 0, tais que

‖J ′(u)‖ ≥ b, ∀u ∈ Ac+ε̂�
(
Ac−ε̂ ∪N δ

8

)
. (4.5)

De fato, suponha por absurdo que não vale esta afirmação, então existem

bn → 0, ε̂n → 0 e un ∈ Ac+ε̂n�
(
Ac−ε̂n∪N δ

8

)
tal que ‖J ′(u)‖ → 0 e J(un)→ c,

com {un} ⊂ N c
δ
8

. Logo, por (PS), {un} a menos de subsequência converge

para algum u, e como J ∈ C1, temos:

‖J ′(u)‖ = 0 e J(u) = c,

com u ∈ N δ
8
.

Assim, u ∈ Kc ∩N c
δ
8

= ∅. O que é um absurdo, e portanto vale (4.5).

Observe que se ε̂ diminui, (4.5) ainda está garantida, e podemos então

supor que

0 < ε̂ < min

(
ε̂,
bδ

32
,
b2

2
,
1

8

)
. (4.6)

Tome ε ∈ (0, ε̂), definimos A = {u ∈ E ; J(u) ≤ c−ε̂}∪{u ∈ E ; J(u) ≥ c+ε̂}
e B = {u ∈ E ; c− ε ≤ J(u) ≤ c+ ε}. Temos:

◦ A ∩B = ∅.

◦ A, B e Nδ são simétricos se J é par.

Definimos também em E, as funções g(x) =
‖x− A‖

‖x− A‖+ ‖x−B‖
e

f(x) =

{
0 for x ∈ N δ

8

1 for x ∈ N c
δ
4
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Então,

• 0 ≤ g, f ≤ 1.

• f e g são localmente Lipschitz.

• f e g são funções pares.

• g
∣∣
A

= 0 e g
∣∣
B

= 0.

Definimos agora h(s) =

{
1 for s ∈ [0, 1]
1
s

for s ≥ 1
. Como J ∈ C1(E,R), sa-

bemos pelo lema anterior que existe V campo pseudo-gradiente para J em

Ẽ = {u ∈ E ; J ′(u) 6= 0}. Mais ainda, podemos supor que V é ı́mpar, pois J

é par.

Finalmente, considere

W (x) =

{
−f(x)g(x)h(‖V (x)‖)V (x) for x ∈ Ẽ

0 for x /∈ Ẽ.

Então, por construção temos:

• W é localmente Lipschitz.

• 0 ≤ ‖W (x)‖ ≤ 1.

• W é ı́mpar.

Considere agora o problema de Cauchy:
dη

dt
= W (η)

η(0, u) = u
. (4.7)

Pelo Teorema de existência e unicidade, para cada u ∈ E, (4.7) tem uma

única solução no intervalo (t−(u), t+(u)).

Afirmação 2: t+(u) = +∞ e t−(u) = −∞.
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De fato, se t+(u) < +∞, então seja tn → t+(u) com tn < t+(u), usando

a desigualdade do valor médio temos

‖η(tn+1, u)− η(tn, u)‖ ≤ ‖dη
dt
‖|tn+1 − tn| = ‖W (η)‖|tn+1 − tn| ≤ |tn+1 − tn|.

Agora, como {tn}∞n=0 converge, então é Cauchy, e da desigualdade acima,

temos que {η(tn, u)}∞n=0 também é Cauchy, e assim converge para algum u

quando tn → t+(u).

Então (4.7) com problema inicial u , nos dá uma extensão de η(t, u) para

t > t+(u), o que é um absurdo. Logo, t+(u) = +∞. Analogamente, con-

clúımos que t−(u) = −∞.

A dependencia cont́ınua das soluções de (4.7) no dado inicial u, implica

que η ∈ C([0, 1] × E,E). Mais ainda, (4.7) garante 1. Como ε > ε̂, então

J(u) /∈ [c− ε, c+ ε] o que implica u ∈ A, e como g
∣∣
A

= 0 (4.7) torna-se:
dη

dt
= 0

η(0, u) = u
.

Portanto, η(t, u) = u, ∀t ∈ [0, 1], o que garante 2.

Uma propriedade de semigrupo para as soluções de (4.7) garante 3.

‖η(t, u)− u‖ = ‖η(t, u)− η(0, u)‖ =

∥∥∥∥∫ 1

0

dη

dt
dt

∥∥∥∥ = ‖W (η)‖ ≤ 1,

o que nos dá 4.

Como J é par e W é ı́mpar, de (4.7) conclúımos que η é ı́mpar, o que nos

dá 8.

Agora, se W (u) = 0, então η(t, u) = u e segue 5. Mas, se W (u) 6= 0,
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u ∈ Ẽ, então

DJ(η(t, u))

dt
= J ′(η(t, u))

dη(t, u)

dt

= 〈J ′(η(t, u)),−f(η(t, u))g(η(t, u))h(‖V (η(t, u))‖)V (η(t, u))〉

= −f(η(t, u))g(η(t, u))h(‖V (η(t, u))‖)〈J ′(η(t, u)), V (η(t, u))〉

≤ −f(η(t, u))g(η(t, u))‖J ′(η(t, u)‖2 ≤ 0

Logo, J não é crescente em η(t, u) e portanto vale 5.

Finalmente, para verificar 6, temos:

Se u ∈ ac−ε então, por 5 J(η(t, u)) ≤ c − ε. Portanto, resta garantir que

se u ∈ Y := Ac+ε�(Ac−ε ∪Nδ), então η(1, u) ∈ Ac−ε.

De fato, seja u ∈ Y , sabemos que DJ(η(t,u))
dt

≤ 0. Como g
∣∣
A

= 0 e

Ac−ε ⊂ A, então η(t, u) não passa por Ac−ε̂. Pois se J(η(t, u)) ≤ c− ε̂ ≤ c−ε,
então J(η(t, u)) ≤ c−ε, e g

∣∣
A

= 0 implica que η(t, u) = u e assim J(u) ≤ c−ε,
ou seja u ∈ Ac−ε, o que é absurdo.

Logo,

J(η(0, u))−J(η(t, u)) = J(u)−J(η(t, u)) ≤ c+ε−(c− ε̂) = e+ ε̂ < 2ε̂ (4.8)

para todo t ≥ 0.

Suponha agora que η(s, u) ∈ Z := Ac+ε�(Ac−ε∪N δ
2
) para algum s ∈ [0, t]

com t pequeno, então para este s, η(s, u) ∈ Ẽ e f(η(s, u)) = g(η(s, u)) = 1.
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De (4.8), temos:

2ε̂ > J(η(0, u))− J(η(t, u))

≥
∫ 0

t

−h(‖V (η(s, u))‖)〈J ′(η(s, u)), V (η(s, u))〉ds

=

∫ t

0

h(‖V (η(s, u))‖)〈J ′(η(s, u)), V (η(s, u))〉ds

≥
∫ t

0

h(‖V (η(s, u))‖)‖J ′(η(s, u))‖2ds

≥ b

∫ t

0

h(‖V (η(s, u))‖)‖J ′(η(s, u))‖ds

≥ b

2

∫ t

0

h(‖V (η(s, u))‖)‖V (η(s, u))‖ds

≥ b

2

∥∥∥∥∫ t

0

h(‖V (η(s, u))‖)V (η(s, u))ds

∥∥∥∥
≥ b

2

∥∥∥∥∫ t

0

W (η(s, u))ds

∥∥∥∥ =
b

2
‖η(t, u)− u‖,

ou seja,

‖η(t, u)− u‖ ≤ 4ε̂

b
<
δ

8
.

Logo, η(t, u) não pode sair de Z e entrar em N δ
2
. Consequentemente, se

η(t, u) /∈ Z, então η(t, u) ∈ Ac−ε.

Claro que isso ocorre para algum t ∈ (0, 1). Se não, η(t, u) ∈ Z, para

todo t ∈ (0, 1) e das desigualdades acima

DJ(η(t, u))

dt
≤ −h(‖V (η(t, u))‖)‖J ′(η(t, u))‖2.

Se para algum t ∈ (0, 1), ‖V (η(t, u))‖ ≤ 1 então h(‖V (η(t, u))‖) = 1, e

assim
DJ(η(t, u))

dt
≤ −‖J ′(η(t, u))‖2 ≤ −b2.

Por outro lado, se para algum t ∈ (0, 1), ‖V (η(t, u))‖ > 1 , então
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h(‖V (η(t, u))‖) =
1

‖V (η(t, u))‖
, e dáı

DJ(η(t, u))

dt
≤ −‖J

′(η(t, u))‖2

‖J ′(η(t, u))‖
≤ −1

4
‖V (η(t, u))‖ ≤ −1

4
.

Com isso, temos, ∀t ∈ (0, 1),

DJ(η(t, u))

dt
≤ min(−1

4
,−b2) < −min(

1

4
, b2).

Assim,

min(
1

4
, b2) ≤ J(u)− J(η(1, 0)) < 2ε̂,

ou seja, ε̂ > min(1
4
, b2), o que é absurdo.

4.4 O Prinćıpio Minimax e o Lema do Passo

da Montanha

O lema da deformação permite assim uma caracterização topológica de

valores regulares que se baseia apenas nos valores tomados pelo próprio fun-

cional e não por sua diferencial. É usado no contexto de encontrar pontos

cŕıticos via o seguinte prinćıpio minimax.

Para todo c ∈ R e ε0 > 0, nós introduzimos um conjunto de homeomor-

fismo de E.

Dε0
c = {η ; ∀u ∈ {J ≤ c− ε0} ∪ {J ≥ c+ ε0} , η(u) = u}.

Teorema 4.4.1. Seja A uma famı́lia de subconjuntos não vazios de E, e seja

c = inf
A∈A

sup
u∈A

J(u).

Suponha que c ∈ R e J ∈ C1 satisfaz (PS) no ńıvel c, suponha também que

61



existe α tal que A é estável sob Dε0
c para todo α ≥ ε0 > 0, ou seja, se A ∈ A,

então η(A) ∈ A, ∀η ∈ Dε0
c . Então, c é valor cŕıtico de J.

Demonstração. Suponha por absurdo que c é valor regular de J. Seja ε0 dado

pelo lema da deformação, tal que ε0 < α, e tome ε ∈ (0, ε0). Pela definição

de inf́ımo, existe A ∈ A tal que

sup
u∈A

J(u) ≤ c+ ε,

ou seja, existe A ⊂ Ac+ε, e pelo lema da deformação, existe η ∈ Dε0
c tal que

η(Ac+ε) ⊂ Ac−ε. Logo, A′ = η(A) ⊂ η(Ac+ε) ⊂ Ac−ε.

O que implica que

sup
u∈A′

J(u) ≤ c− ε.

Assim, como por hipótese, A′ ∈ A, então a expressão acima contradiz o

fato de c ser inf́ımo.

Observação 4.4.1. i) Se J satisfaz (PS), então (-J) também satisfaz. Por-

tanto, temos um resultado similar com

d = sup
A∈A

inf
u∈A

J(u).

ii) Se tomarmos A = {{u} ; u ∈ E}, então recuperamos o fato que um

funcional que satisfaz (PS), e é limitado inferiormente atinge inf́ımo. E pela

observação acima, se é limitado superiormente, atinge supremo.

iii) O uso do prinćıpio minimáx baseia-se em escolhas espećıficas para A.

Esta é geralmente tomada como uma classe de subconjuntos que comparti-

lham de um invariante topológico, que é conservado por η.

Damos agora uma primeira aplicação, conhecida como o lema do passo

da montanha.

Teorema 4.4.2. Seja J ∈ C1(E,R) satisfazendo (PS) tal que
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i) J(0)=0.

ii) ∃R > 0 e a > 0 tal que, se ‖u‖E = R, então J(u) ≥ a.

iii) ∃v ∈ E, ‖v‖E > R tal que J(v) < a.

Então, J admite valor cŕıtico c ≥ a.

A condição (iii) é conhecida como condição de Ambrosetti-Rabinowitz,

que foram os autores do Teorema do Passo da Montanha.

Demonstração. Vamos aplicar o prinćıpio minimax, com A escolhida da

forma, A = {Aγ = γ([0, 1]) ∈ C0([0, 1]) ; γ(0) = 0 , γ(1) = v}, e tome

α = 1
2

min(a, a− J(v)) > 0.

Seja γ um caminho ligando 0 a v, e Aγ = γ([0, 1]) ∈ A. Como a função

Φ : [0, 1]→ R dada por Φ(t) = ‖γ(t)‖E é cont́ınua e Φ(0) = 0, Φ(1) = ‖v‖E,

então pelo Teorema do valor intermediário, existe s ∈ (0, 1) tal que Φ(s) =

‖γ(s)‖E = R. Como, sup
u∈A

J(u) ≥ J(u), ∀u ∈ A, em particular para u = γ(s),

então, sup
u∈A

J(u) ≥ J(γ(s)) ≥ a. Assim,

c = inf
A∈A

sup
u∈A

J(u) ≥ a.

Mais ainda, c < +∞, pois γ([0, 1]) ⊂ E é compacto, ∀γ, então J(γ([0, 1])) =

J(Aγ) é compacto. E, portanto, sup
u∈Aγ

J(u) < +∞.

Seja ε0 ∈ (0, α], temos que Dε0
c ⊂ Dα

c , pois se η ∈ Dε0
c , então η(u) = u,

∀u ∈ Ac−ε0 ∪ {u ∈ E ; J(u) ≥ c + ε0} . Agora, como ε0 ≤ α, então

J(u) ≤ c − α ⇒ J(u) ≤ c − ε0, e se J(u) ≥ c + α ⇒ J(u) ≥ c + ε0.

Ou seja, Ac−α ∪ {u ∈ E ; J(u) ≥ c+ α} ⊂ Ac−ε0 ∪ {u ∈ E ; J(u) ≥ c+ ε0}.

Assim, η(u) = u, ∀u ∈ Ac−α ∪ {u ∈ E ; J(u) ≥ c+ α}, e então η ∈ Dα
c .
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Considere então, η homeomorfismo em Dα
c . Por construção, temos:{

J(0) = 0 ≤ a− α ≤ c− α
J(v) = a+ J(v)− a ≤ a− α ≤ c− α

,

e da definição de Dα
c , temos: {

η(0) = 0

η(v) = v
.

Ou seja, {
(η ◦ γ)(0) = 0

(η ◦ γ)(v) = v
,

e como (η ◦ γ) é cont́ınua, η(Aγ ∈ A, isto é, A é estável em Dε0
c , ∀ε0 ∈ (0, α].

Logo, pelo prinćıpio minimax, c é valor cŕıtico de J.

Observação 4.4.2. i) A expressão “passo da montanha”é melhor compreen-

dida se interpretarmos as condições i)-iii) geometricamente no caso E = R2.

As condições i)-ii) significam que a origem está localizada em uma tigela

cercada por montanhas que são todas, pelo menos, tão altas quanto a. A

condição iii) significa que além dessas montanhas, existe um ponto mais

baixo v, digamos em um vale. Parece intuitivamente claro, que se quisermos

ir continuamente de 0 a v, devemos passar pelo desfiladeiro da montanha,

que certamente existirá.

De fato, a construção minimax nos diz o que fazer. Olhar para a altitude

máxima atingida em cada caminho, e encontrar um caminho que minimize

essa altitude máxima. Se o caminho atingir o mı́nimo das altitudes dos pon-

tos mais elevados de todos os caminhos, então a altitude é um valor cŕıtico

e estamos num passo da montanha.

ii) O lema do passo da montanha é verdadeiro sem (PS), quando E = R,

isso vem do Teorema do valor intermediário e do Teorema de Rolle. O lema
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falha sem (PS) para E com dimensão > 2. Pode não existir passagem da

montanha, por que o máximo da altitude não é atingido.

Exemplo 4.4.1. Considere

J(x, y) = x2(1 + y)3 + y4,

então

DJ(x, y) = (2x(1 + y)3, 4y3 + 3x2(1 + y)2).

Assim,

DJ(x, y) = 0⇔

{
2x(1 + y)3

4y3 + 3x2(1 + y)2
⇔

{
x = 0

y = 0
.

Ou seja, (0,0) é o único ponto cŕıtico de J, e J(0,0)=0. Este ponto é

mı́nimo local estrito, pois J(x, y) ≈ x2 + y4 em uma vizinhança de (0,0).

A origem está portanto, realmente situada em uma tigela cercada por

montanhas. É posśıvel ir ainda mais baixo, por fora da tigela, já que inf J =

−∞. Esse é um exemplo de função que tem mı́nimo local e não tem mı́nimo

global.

Como não há outro ponto cŕıtico além do mı́nimo local, significa que não

existe passagem da montanha para sair da tigela e descer para o vale além.

Isso pode acontecer se os caminhos de minimização forem infinitos. Isso está

diretamente ligado ao fato de J não satisfazer (PS) no ńıvel minimax.

Se olharmos o que está acontecendo nas curvas (x, y) =

(
± 2|y|

3
2√

3(1+y)
, y

)
,

com −1 < y ≤ 0, vemos que x → ±∞, DJ(x, y)w → 0 e J → 1, quando

y → −1.

Andando ao longo dessas curvas, podemos construir sequências (PS) no

ńıvel c = 1, que não são relativamente compactas, por exemplo, se yn =

−1 + 1
n

. Além disso, é posśıvel verificar que o ńıvel c = 1 é precisamente o
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ı́nf-máx de J em caminhos saindo da “tigela”.

Corolário 4.4.1. Seja J como no Teorema anterior, tirando a condição ii),

e tal que 0 é mı́nimo local estrito. Então, a hipótese ii) do Teorema anterior

é satisfeita.

Demonstração. Como 0 é mı́nimo local estrito, e J (0)=0, então existe r > 0

tal que ∀u ∈ B(0, r)�{0} temos J(u) > 0. Seja S r
2

a esfera de raio r
2
.

Suponha por absurdo que inf
S r

2

J = 0, então existe uma sequência {vn}∞n=1 tal

que {vn}∞n=1 ⊂ S r
2

e J(vn) ≤ r2

16n2 , pelo corolário 4.1.3, com F = B(0, r),

existe {vn}∞n=1 tal que J(vn) ≤ r2

16n2 e ‖vn − vn‖ ≤ r
2n

.

Além disso, para n > 1, temos:

‖vn‖ ≤ ‖vn − vn‖+ ‖vn‖ ≤
r

2n
+
r

2
=
r

2
(1 +

1

n
) ≤ r,

ou seja, {vn}∞n=2 ⊂ int F, e logo ‖DJ(vn)‖ ≤ r
2n

.

Isto é, {vn}∞n=2 satisfaz (PS), e logo admite subsequência convergente a

v ∈ S r
2
, pois

‖vn‖ ≤ ‖v − vn‖+ ‖vn − vn‖+ ‖v‖ ⇒ ‖vn‖ − ‖v − vn‖ − ‖vn − vn‖ ≤ ‖v‖,

ou seja,
r

2
− ‖v − vn‖ −

r

2n
≤ ‖v‖ ≤ r

2n
+
r

2
.

Logo, se n → +∞, temos que ‖v‖ = r
2
. Com isso, temos também que

J(v) = 0. Assim, existe v 6= 0 tal que J(v) = 0, o que é absurdo.

Logo, inf
S r

2

J = a > 0, ou ainda, existe R = r
2
> 0 e a = inf

S r
2

J tal que se

‖u‖ = R, então a = infS r
2
J ≤ J(u).

Um corolário imediato disso é que se J tem dois mı́nimos locais estritos

e satisfaz (PS), então J admite um terceiro ponto cŕıtico. Aplicamos agora
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o Teorema do passo da montanha a um exemplo de problema semilinear.

4.5 Aplicação ao problema modelo.

Seja Ω ⊂ Rd aberto e limitado, d ≥ 3 e λ1 > 0 primeiro autovalor de

(−∆) em H1
0 (Ω). Dado g ∈ C(R,R) e G uma primitiva de g, tal que

i) g(0)=0 e G(0)=0.

ii) lim sup
s→0

g(s)

s
< λ1.

iii) ∃ θ > 2, R > 0 tal que 0 < θG(s) ≤ sg(s), para |s| ≥ R.

iv) g(s)

|s|
d+2
d−2

→ 0 se s→ ±∞.

Vamos tentar encontrar u ∈ H1
0 (Ω) tal que

−∆u = g(u) em Ω. (4.9)

Claro que este problema sempre tem solução trivial u = 0. Vamos então

procura uma solução não trivial.

Para isso, prosseguiremos com uma sequência de lemas, em que C e C’

denotarão constantes estritamente positivas.

Primeiramente, daremos algumas propriedades elementares da função g,

derivadas das hipóteses i)-iv).

Lema 4.5.1. Seja g satisfazendo i)-iv) acima. Então

a) ∀ε, ∃ C(ε) ≥ 0 tal que

∀s ∈ R |g(s)| < ε|s|
d+2
d−2 + C(ε)

b) ∀|s| ≥ R, temos:

c|s|θ ≤ |G(s)| ≤ C ′|s|2∗

67



c) θ ≤ 2∗ = 2d
d−2

d) ∀|s| ≥ R, |g(s)| ≥ C|s|θ−1.

Demonstração. a) Da hipótese iv) sabemos que ∀ε > 0, ∃M > 0 tal que se

|s| ≥M ⇒ |g(s)|
|s|

d+2
d−2

< ε⇒ |g(s)| < ε|s|
d+2
d−2 , para todo |s| ≥M .

Defina C(ε) =

∣∣∣∣ max
[−M,M ]

(|g(s)| − ε|s|
d+2
d−2 )

∣∣∣∣ , então se |s| ≤M

|g(s)| − ε|s|
d+2
d−2 < C(ε),

ou seja, ∀s ∈ R
|g(s)| < ε|s|

d+2
d−2 + C(ε).

b) Sabemos de a) que para ε = 1, existe c > 0 tal que |g(s)| < |s|
d+2
d−2 +C(1).

Assim, se |s| ≥ R, temos

|G(s)| =
∣∣∣∣ ∫ s

0

g(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ s

0

|g(t)|dt ≤
∫ s

0

(|t|
d+2
d−2 + C(1))dt =

|s|2∗

2∗
+ C(1)s ≤

(
1

2∗
+ C(1)

)
|s|2∗ = C ′|s|2∗ .

Por outro lado, de iii) temos que se |s| ≥ R, 0 < θG(s) ≤ sg(s). Então,

se s ≥ R

(s−θG(S))′ = s−θg(s)− θs−θ−1G(s) = s−θ−1(sg(s)− θG(s)) ≥ 0.

Logo, s−θG(s) ≥ R−θG(R)⇒ G(s) ≥ R−θsθG(R) > 0, desde que

G(R) > 0.

Ou seja, |G(s)| ≥ c|s|θ.
Se s ≤ −R, então

(|s|−θG(S))′ = |s|−θ−2[s2g(s)− θsG(s)] = |s|−θ−2s[sg(s)− θG(s)] < 0.

Logo, |s|−θG(s) ≥ |R|−θG(R) > 0. Ou seja, |G(s)| ≥ c|s|θ.
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c) Segue do fato de que, para s suficientemente grande, temos csθ ≤ c′s2∗ ,

então θ ≤ 2∗ = 2d
d−2

.

d)Segue de ii) e b), pois

c|s|θ ≤ |G(s)| ≤ |θG(s)| ≤ |sg(s)| = |s||g(s)|.

Logo, C|s|θ−1 ≤ |g(s)|, ∀|s| ≤ R.

Como θ > 2, dizemos que G tem crescimento super-quadrático no infi-

nito, e g é super-linear.

Usando essas propriedades e o mesmo tipo de argumento já usado neste

trabalho, é fácil ver que o problema (4.9) é equivalente a encontrar pontos

cŕıticos de

J(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx−
∫

Ω

G(u(x))dx

o qual está bem definido e é C1 em H1
0 , e cuja derivada é

DJ(u) = −∆u− g(u)

em H−1(Ω), na notação acima, vemos a derivada no sentido das distribuições.

Vamos a um primeiro resultado de compacidade.

Lema 4.5.2. Seja Ω ⊂ Rd aberto e limitado, g ∈ C0(R), Q ∈ C0(R,R+) tal

que
|g(s)|
Q(s)

→ 0, se s → ±∞. Dada uma sequência de funções un → u q.t.p.

e tal que
∫

Ω
Q(un)pdx ≤ C, para algum p ≥ 1, então g(un)→ g(u) em Lp.

Demonstração. Pelo Teorema de Egorov, ∀ε > 0, ∃Ωε ⊂ Ω mensurável tal

que µ(Ω�Ωε) ≤ ε e un → u uniformemente em Ωε.

Como |g(s)|p ≤ ε′pQ(s) + C(ε′), temos
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∫
(Ω�Ωε)

|g(un)− g(u)|pdx ≤ 2p−1

∫
(Ω�Ωε)

(|g(un)|p + |g(u)|p)dx

≤ 2p−1

∫
(Ω�Ωε)

(ε′pQ(un) + C(ε′) + ε′pQ(u) + C(ε′))dx

= 2p−1e′p
∫

(Ω�Ωε)

(Q(un) +Q(u))dx+ 2pC(ε′)µ(Ω�Ωε)

≤ Cε′p + εC(ε′)p, ∀n ∈ N.

Escolhendo ε′ e ε suficientemente pequenos, temos∫
(Ω�Ωε)

(|g(un)|p + |g(u)|p)dx < ε̂.

Mais ainda, ∫
Ωε

|g(un)− g(u)|pdx→ 0 se n→∞

∀ε, pois un → u uniformemente Ωε.

Lema 4.5.3. O funcional J satisfaz (PS) em todo ńıvel.

Demonstração. Seja {un}∞n=0 uma sequência tal que J(un)→ c eDJ(un)→ 0

em H−1(Ω).

Note que θG(s) ≤ sg(s) + C para todo s, e algum C, obtemos:

〈DJ(un), un〉 =

∫
Ω

|∇un|2dx−
∫

Ω

g(un)undx

≤
∫

Ω

|∇un|2dx− θ
∫

Ω

G(un)dx+ Cµ(Ω)

= θJ(un)−
(
θ

2
− 1

)∫
Ω

|∇un|2dx+ Cµ(Ω)

Como θ > 2, segue como na prova da Proposição 4.2.2 que {un}∞n=0 é uni-

formemente limitada em H1
0 (Ω). Então, podemos extrair uma subsequência,
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ainda denotada por un e encontrar u ∈ H1
0 (Ω) tal que

un ⇀ u e un → u q.t.p em Ω

Definimos então Q(s) = |s|
d+2
d−2 e p = 2d

d+2
≥ 1, temos:∫

Ω

Qp(un)dx =

∫
Ω

|un|
2d
d−2dx ≤ C,

pela imersão de Sobolev. Pelo lema anterior, segue que g(un) → g(u) em

Lp(Ω). Assim, como o conjugado de 2∗ é nada menos que 2d
d+2

, segue que

Lp(Ω) ↪→ H−1(Ω).

Finalmente, conclúımos que

−∆(un) = DJ(un) + g(un)→ g(u) em H−1(Ω).

Ou seja, usando que (−∆)−1 é isomorfismo de H−1(Ω) em H1
0 (Ω), temos que

un → (−∆)−1(g(u))

e então (PS) é satisfeita.

Lema 4.5.4. O funcional J satisfaz as hipóteses do lema do passo da mon-

tanha.

Demonstração. Inicialmente, note que J(0) = 0. Como λ1 é o primeiro auto-

valor de (−∆), temos que
∫

Ω
|∇u|2dx ≥ λ1‖u‖2

2, para todo u ∈ H1
0 (Ω). Pela

hipótese (ii) listada no exemplo, temos que existe µ < λ1 tal que g(s)
s
< µ

em uma vizinhança de 0. Além disso, em uma vizinhança do infinito, temos

que |g(s)| ≤ C|s|
d+2
d−2 . Podemos, portanto, escrever g(s) ≤ sµ+ C|s|

d+2
d−2 para

s ≥ 0 e g(s) ≥ sµ− C|s|
d+2
d−2 , para s ≤ 0.

Em ambos os casos, integrando a partir de 0, temos:

G(s) ≤ µ
s2

2
+ C|s|

2d
d−2 .
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Afim de majorar J inferiormente, escolhemos ε > 0 tal que (1−ε)λ1−µ ≥
0, e então note que

J(u) ≥ ε

2

∫
Ω

|∇u|2dx+
(1− ε)λ1 − µ

2

∫
Ω

|u|2dx− C
∫

Ω

|u|2∗dx

≥ ε

2
‖u‖2

H1
0
− C‖u‖2∗

2∗

≥ ε

2
‖u‖2

H1
0
− C‖u‖2∗

H1
0
≥ C‖u‖2

H1
0

em uma vizinhança de 0 em H1
0 (Ω), já que 2∗ > 2. Isso garante a condição

(ii) do lema do passo da montanha.

Finalmente, seja φ1 ∈ H1
0 (Ω) autofunção de (−∆) associada ao autovalor

λ1, normalizada e não negativa, sem perda de generalidade. Para todo σ ≥ 0

temos

J(σφ1) =
σ2λ1

2
−
∫

Ω

G(σφ1)dx.

Agora, como g é super-linear no infinito, existe α > λ1 tal que g(s) ≥
αs para s suficientemente grande, então g(s) ≥ αs − C para todo s ≥ 0.

Consequentemente, temos G(s) ≥ αs2

s
− C, para todo s ≥ 0. Disso, segue

que

J(σφ1) ≤ σ2(λ1 − α)

2
+ C.

Portanto, existe σ ≥ 0 tal que J(σφ1) < 0, o que nos dá a condição (iii)

do lema do passo da montanha.

Teorema 4.5.1. O problema (4.9) admite solução não trivial.

Demonstração. Aplicamos o lema do passo da montanha, que garante a

existência de um valor cŕıtico c estritamente positivo. Existe portanto,

pelo menos um ponto cŕıtico correspondente u, e este é não nulo, já que

J(0) = 0 < c = J(u).
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Caṕıtulo 5

O caso cŕıtico.

5.1 Resultado de não existência de Pohozaev

Seja Ω ⊂ Rn, n ≥ 3. Considere o problema


−∆u = λu+ u|u|2∗−2 , Ω

u > 0 , Ω

u = 0 , ∂Ω

. (5.1)

Podemos tentar encontrar soluções deste problema, minimizando o fun-

cional

Jλ(u) =
1

2

∫
Ω

(|∇u|2 − λ|u|2)dx

na esfera unitária em L2∗(Ω),

M = {u ∈ H1
0 (Ω) ; ‖u‖2∗ = 1}.

Ou equivalentemente, minimizar

Sλ(u; Ω) =

∫
Ω

(|∇u|2 − λ|u|2)dx(∫
Ω
|u|2∗dx

) 2
2∗

em H1
0 (Ω)\{0}.
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Note que, para λ = 0,

S(Ω) = inf
H1

0 (Ω)\{0}
S0(u ; Ω)

é a melhor constante de Sobolev da imersão H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω).

Lema 5.1.1. S(Ω) = S independe de Ω.

Demonstração. Inicialmente, considere o “scaling”

u 7→ uR(x) = R
−n
2 u(x/R)

com R constante. Temos,∫
Rn
|∇uR(x)|2dx =

∫
Rn
|∇R

−n
2 u(x/R)|2dx =

∫
Rn
R−n|∇u(x/R)|2dx

usando a mudança de variável y = x
R

e substituindo na integral acima temos,∫
Rn
R−n|∇u(x/R)|2dx =

∫
Rn
|∇u(y)|2dy.

Ou seja, a norma em D1,2(Rn) = {u ∈ L2∗(Rn) ; ∇u ∈ L2(Rn)} é invari-

ante por “scaling”.

Mais ainda, dada u ∈ C∞0 (Ω), estenda u ≡ 0 fora de Ω. Considerando

que C∞0 (Ω) ⊂ C∞0 (Rn) e D1,2(Ω) ⊂ D1,2(Rn), temos que

S(Ω) = inf(‖u‖D1,2 ; u ∈ D1,2(Ω) e ‖u‖2 = 1) ≥ S(Rn).

Por outro lado, seja um ∈ D1,2(Rn) uma sequência minimizante para

S(Rn), com ‖um‖2 = 1. Por densidade de C∞0 (Rn) em D1,2(Rn), podemos

supor um ∈ C∞0 (Rn). A menos de translação, podemos supor também que

0 ∈ Ω. Novamente usando o “scaling”

u 7→ uRm(x) = R
−n
2
m u(x/Rm)
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para Rm suficientemente pequeno, temos que vm = (um)Rm ∈ C∞0 (Ω). Pela

invariância mostrada acima, conclúımos que

S(Ω) ≤ lim inf
m→∞

‖vm‖2
D1,2 = S(Rn).

Logo, S(Ω) = S(Rn) = S.

Teorema 5.1.1. S nunca é atingido se Ω 6= Rn.

Demonstração. Suponha por absurdo que S é atingido para algum Ω 6= Rn,

então existe u ∈ H1
0 (Ω)\{0} tal que S=S(Rn), ou seja, u é solução fraca de

−∆u = λu+ u|u|2∗−2 em Rn

com u ≡ 0 em Rn\Ω, o que contradiz o prinćıpio do máximo forte, [veja

Tolksdorf [15]].

Lema 5.1.2. (Id de Pohozaev): Sejam g : R → R cont́ınua, G(u) =∫ u
0
g(v)dv, e u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) solução de{

−∆u = g(u), Ω

u = 0, ∂Ω
(5.2)

em Ω ⊂⊂ Rn. Então,

n− 2

2

∫
Ω

|∇u|2dx− n
∫

Ω

G(u)dx+
1

2

∫
∂Ω

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2x · νdo = 0,

em que ν é a normal exterior em Ω.

Demonstração. Inicialmente, note que se x = (x1, x2, ...xn) e∇u = (ux1 , ux2 , ..., uxn),

então
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div(∇u(x · ∇u)) = div

(
∇u

(
n∑
i=1

xiuxi

))
=

n∑
k=1

∂

∂xk
(uxk

n∑
i=1

xiuxi)

=
n∑
k=1

[
uxkxk

n∑
i=1

xiuxi + uxk [uxk +
n∑
i=1

xiuxixk ]

]

= ∆u(x · ∇u) + |∇u|2 + x · ∇
(
|∇u|2

2

)
.

Pelo Teorema da divergência, temos:∫
∂Ω

(x · ∇u)(∇u · ν)dσ =

∫
Ω

(
∆u(x · ∇u) + |∇u|2 + x · ∇

(
|∇u|2

2

))
dx

Usando que u ≡ 0 em ∂Ω, temos que ∇u = uνν, onde uν = ∂u
∂ν

.

Assim, a equação acima, torna-se∫
Ω

∆u(x · ∇udx) +

∫
Ω

|∇u|2dx+

∫
Ω

x · ∇(
|∇u|2

2
)dx =

∫
∂Ω

|∂u
∂ν
|2x · νdσ.

(5.3)

Analogamente, usando que

div

(
x
|∇u|2

2

)
=
n

2
|∇u|2 +

1

2

n∑
i=1

xi
∂

∂xi
|∇u|2

e aplicando o Teorema da divergência, temos:

n

2

∫
Ω

|∇u|2dx+
1

2

∫
Ω

n∑
i=1

xi
∂

∂xi
|∇u|2dx =

1

2

∫
∂Ω

|∂u
∂ν
|2x · νdσ (5.4)

Substituindo (5.4) em (5.3), obtemos∫
Ω

∆u(x · ∇u)dx+ (1− n

2
)

∫
Ω

|∇u|2dx =
1

2

∫
∂Ω

|∂u
∂ν
|2x · νdσ (5.5)

Agora, para a primeira integral de (5.5), usamos o fato de que u é solução
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de (5.2), e então

−
∫

Ω

∆u(x · ∇u)dx =

∫
Ω

g(u)(x · ∇u)dx =

∫
Ω

n∑
i=1

xi
∂

∂xi
G(u)dx.

Integrando por partes, temos∫
Ω

n∑
i=1

xi
∂

∂xi
G(u)dx = −n

∫
Ω

G(u)dx

e portanto, ∫
Ω

∆u(x · ∇u)dx = n

∫
Ω

G(u)dx.

Finalmente, conclúımos que

n− 2

2

∫
Ω

|∇u|2dx− n
∫

Ω

G(u)dx+
1

2

∫
∂Ω

∣∣∂u
∂ν

∣∣2x · νdσ = 0.

Observação 5.1.1. Existe uma identidade de Pohozaev mais geral, que pode

ser encontrada em Yan Yan Li [10], Teorema 1.1.

Teorema 5.1.2. Suponha Ω 6= Rn, n ≥ 3, domı́nio suave, possivelmente

ilimitado, estritamente estrelado em relação a origem em Rn e seja λ ≤ 0.

Então qualquer u ∈ H1
0 (Ω) solução do problema (5.1) é identicamente nula.

Demonstração. Seja g(u) = λu+ u|u|2∗−2, com primitiva

G(u) =
λ|u|2

2
+

1

2∗
|u|2∗ .

Sabemos, [ ver Struwe, 13, apêndice B], que qualquer solução de (5.1) é suave
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em Ω. Então, pela identidade de Pohozaev, temos:

n− 2

2

∫
Ω

|∇u|2dx− n
∫

Ω

(
λ|u|2

2
+

1

2∗
|u|2∗

)
dx+

1

2

∫
∂Ω

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2x · νdσ = 0⇔∫

Ω

|∇u|2dx− n

n− 2

∫
Ω

λ|u|2dx−
∫

Ω

|u|2∗dx+
1

n− 2

∫
∂Ω

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2x · νdσ = 0⇔∫

Ω

(|∇u|2 − |u|2∗)dx− λn

n− 2

∫
Ω

|u|2dx+
1

n− 2

∫
∂Ω

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2x · νdσ = 0.

Usando que u é solução de (5.1), temos∫
Ω

(|∇u|2 − λ|u|2 − |u|2∗)dx = 0.

Logo,

λ

∫
Ω

|u|2dx− λn

n− 2

∫
Ω

|u|2dx+
1

n− 2

∫
∂Ω

∣∣∂u
∂ν

∣∣2x · νdσ = 0⇔

− 2λ

∫
Ω

|u|2dx+

∫
∂Ω

∣∣∂u
∂ν

∣∣2x · νdσ = 0,

ou seja, ∫
∂Ω

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2x · νdσ = 2λ

∫
Ω

|u|2dx ≤ 0.

Por outro lado, como Ω é estritamente estrelado, temos que x · ν > 0, e

então

0 ≤
∫
∂Ω

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2x · νdσ ≤ 0.

Assim, ∫
∂Ω

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2x · νdσ = 0⇒

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 = 0⇒ ∂u

∂ν
= 0.

E logo, pelo prinćıpio da continuação única [ver Heinz [8]], conclúımos

que u ≡ 0.
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5.2 O Efeito da Topologia.

Novamente, considerando o problema (5.1), note que podemos caracteri-

zar suas soluções u ∈ H1
0 (Ω), como sendo os pontos cŕıticos do funcional em

H1
0 (Ω), definido por

Eλ(u) =
1

2

∫
Ω

(|∇u|2 − λ|u|2)dx− 1

2∗

∫
Ω

|u|2∗dx.

Lema 5.2.1. Seja Ω ⊂ Rn domı́nio limitado, n ≥ 3, e λ ∈ R. Então,

qualquer sequência {um}∞m=0 ⊂ H1
0 (Ω) tal que

Eλ(um)→ β <
1

n
S
n
2 , DEλ(um)→ 0,

quando m→∞, é relativamente compacta.

Demonstração. Note que

o(1)(1 + ‖um‖H1
0
) +

2

n
S
n
2 ≥ 2Eλ(um)− 〈DEλ(um), um〉

= (1− 2

2∗
)

∫
Ω

|um|2
∗
dx ≥ c

( ∫
Ω

|um|2dx
) 2∗

2 ,

em que o(1)→ 0 se m→∞, e c > 0.

Assim,

‖um‖2
H1

0
= 2Eλ(um) + λ

∫
Ω

|um|2dx+
2

2∗

∫
Ω

|um|2
∗
dx ≤ c+ o(1)‖um‖H1

0
,

ou seja, {um}∞m=0 é limitada.

Consequentemente, existe u ∈ H1
0 (Ω), tal que um ⇀ u.
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Dado ψ ∈ C∞0 (Ω), temos:

0←〈DEλ(um), ψ〉 =

∫
Ω

(∇um∇ψ − λumψ − um|um|2
∗−2ψ)dx

→
∫

Ω

(∇u∇ψ − λuψ − u|u|2∗−2ψ)dx = 〈dEλ(u), ψ〉,

ou seja, u é solução fraca da equação em (5.1). Além disso, tomando ψ = u,

obtemos:

0 = 〈DEλ(u), u〉 =

∫
Ω

(|∇u|2 − λ|u|2 − |u|2∗)dx.

Logo,

Eλ(u) =
(1

2
− 1

2∗
) ∫

Ω

|u|2∗dx =
1

n

∫
Ω

|u|2∗dx ≥ 0.

Para prosseguir, note que pelo Teorema de Vitali,∫
Ω

|∇um|2dx =

∫
Ω

|∇(um − u)|2dx+

∫
Ω

|∇u|2dx+ o(1) (5.6)∫
Ω

|um|2
∗
dx =

∫
Ω

|um − u|2
∗
dx+

∫
Ω

|u|2∗dx+ o(1), (5.7)

em que o(1)→ 0, se m→∞. Logo,

Eλ(um) = Eλ(um) + E0(um − u) + o(1).

Similarmente, temos que∫
Ω

um|um|2
∗−2(um − u)dx =

∫
Ω

(|um|2
∗ − |u|2∗)dx+ o(1)

=

∫
Ω

|um − u|2
∗
dx+ o(1).

então

o(1) = 〈DEλ(um), um − u〉 = 〈DEλ(um)−DEλ(u), um − u〉 =∫
Ω

(|∇(um − u)|2 − |um − u|2
∗
)dx+ o(1).
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Em particular,

E0(um − u) =
1

n

∫
Ω

|∇(um − u)|2dx+ o(1).

Por outro lado, temos

E0(um − u) = Eλ(um)− Eλ(u) + o(1)

≤ Eλ(um) + o(1) ≤ c <
1

n
S
n
2 ,

para m suficientemente grande. Portanto,

‖um − u‖2
H1

0
=

∫
Ω

|∇(um − u)|2dx ≤ c < S
n
2 ,

para m suficientemente grande. Pela imersão de Sobolev, temos que

‖um − u‖2
2∗ ≤ S−1‖um − u‖2

H1
0
, e portanto,

‖um−u‖2
H1

0
(1−S

−2∗
2 ‖um−u‖2∗−2

H1
0

) ≤
∫

Ω

(|∇(um−u)|2−|um−u|2
∗
)dx = o(1),

mostrando, então, que um → u em H1
0 (Ω).

Lema 5.2.2. Suponha que {vm}∞m=0 é uma sequência satisfazendo (PS) de

E = E0 em H1
0 (Ω) tal que vm ⇀ 0. Então, existe uma sequência de pontos

{xm}∞m=0 ⊂ Ω e uma sequência de raios {Rm}∞m=0, com Rm → ∞, uma

solução v0 de

−∆u = u|u|2∗−2 em Rn (5.8)

e {ωm}∞m=0 sequência (PS) de E0 em H1
0 (Ω) tal que, a menos de uma sub-

sequência de {vm}∞m=0 temos:

ωm = vm −R
n−2
2

m v0(Rm(· − xm)) + o(1),

em que o(1)→ 0 em D1,2(Rn) = {u ∈ L2∗(Rn) ; ∇u ∈ L2(Rn)}. Em particu-
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lar, ωm ⇀ 0. Portanto,

E0(ωm) = E0(vm)− E0(v0) + o(1).

Além disso,

Rmd(xm, ∂Ω)→∞.

Finalmente, se E0(vm) → β < β∗ = 1
n
S
n
2 , a sequência {vm}∞m=0 é relati-

vamente compacta e portanto vm → 0 em H1
0 (Ω), e E0(vm)→ β = 0.

Demonstração. Inicialmente note que se E0(vm)→ β < β∗, então pelo lema

anterior, {vm}∞m=0 é relativamente compacta, e dáı, a menos de subsequência,

vm → 0 em H1
0 (Ω).

Assim,

E0(vm)→ E0(0) = 0⇒ β = 0.

Podemos então, supor que E0(vm)→ β ≥ β∗ e com isso, temos:

1

n

∫
Ω

|∇vm|2dx = E0(vm)− 1

2∗
〈dE0(vm), vm〉 → β ≥ β∗ =

1

n
S
n
2 .

Logo,

lim inf
m→∞

∫
Ω

|∇vm|2dx = nβ ≥ S
n
2 . (5.9)

Estenda vm ≡ 0 fora de Ω e defina a função concentração de vm,

Qm(r) = sup
Ω

∫
B(x,r)

|∇vm|2dx.

Escolha xm ∈ Ω e considere o “scaling”

vm 7→ ṽm = R
n−2
2

m vm

(
x

Rm

+ xx

)
,
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tal que

Q̃m(1) = sup
Rn

∫
B(x,1)

|∇ṽm|2dx =

∫
B(0,1)

|∇ṽm|2dx =
1

2L
S
n
2 ,

em que L é o número de bolas de raio 1 que cobrem B(0, 2). Claro que, por

(5.9), temos que Rm ≥ R0 > 0 uniformemente em m.

Seja Ω̃m = {x ∈ Rn ; x
Rm

+ xm ∈ Ω}, podemos supor que Ω̃m → Ω̃∞ ⊂ Rn.

Como,

‖ṽm‖2
D1,2 = ‖vm‖2

D1,2 =

∫
Rn
|∇vm|2dx =

∫
Ω

|∇vm|2dx→ nβ <∞,

então, existe v0 em D1,2(Rn) tal que ṽm ⇀ v0. Usando a densidade de

C∞0 (Ω̃∞) em D1,2(Ω̃∞), podemos encontrar ṽ0
m ∈ H1

0 (Ωm) tal que v0 =

lim
m→∞

ṽ0
m em D1,2(Ω̃∞). É claro que ṽ0

m → v0 em H1
0 (Ω′), para todo Ω′ ⊂⊂ Rn.

É suficiente considerar Ω′ = B(x0, 1), para x0 ∈ Rn qualquer.

Seja Br := B(x0, r), escolha funções cut-off ϕi ∈ C∞0 (Rn), i = 1, 2, tais que

ϕ1(x) =

{
1 , |x| < 1

0 , |x| ≥ 3
2

, ϕ2(x) =

{
1 , |x| < 3

2

0 , |x| ≥ 2
.

Então, seja ω̃im = (ṽm − ṽ0
m)ϕi ∈ H1

0 (Ω̃m), temos:

‖ω̃im‖H
1
0 = ‖(ṽm − ṽ0

m)‖H1
0
‖ϕi‖H1

0
≤ c <∞.

Além disso, supp ω̃1
m ⊂ B 3

2
e supp ω̃2

m ⊂ B2, lembrando que (ṽm− ṽ0
m) ⇀

0 em D1,2(Rn). A restrição dessas funções a B2 implica que (ṽm − ṽ0
m) ⇀ 0

em H1
0 (B2) ↪→ Lp(B2) compactamente para p < 2∗, então (ṽm− ṽ0

m)→ 0 em

Lp(B2), para p < 2∗.
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Usando argumentos parecidos com os do Lema (5.2.1), obtemos:

o(1) = 〈DE0(ṽm; Ω̃m), ω̃1
mϕ1〉

=

∫
Rn

(∇ṽm∇ω̃1
m − ṽm|ṽm|2

∗−2ω̃1
m)ϕ1dx+ o(1)

=

∫
Rn

(|∇(ṽm − ṽ0
m)|2 − |ṽm − ṽ0

m|2
∗
)ϕ2

1dx+ o(1)

=

∫
Rn

(|∇(ṽm − ṽ0
m)|2ϕ2

1 − |ṽm − ṽ0
m|2

∗
ϕ2

1ϕ
2∗−2
2 )dx+ o(1)

=

∫
Rn

(|∇ω̃1
m|2 − |ω̃1

m|2|ω̃2
m|2

∗−2)dx+ o(1)

≥ ‖ω̃1
m‖2

D1,2(1− S
−2∗
2 ‖ω̃2

m‖2∗−2
D1,2 ) + o(1),

em que o(1)→ 0, se m→∞. Mas, note que∫
Rn
|∇ω̃2

m|2 =

∫
Rn
|∇(ṽm − ṽ0

m)|2|ϕ2
2dx+ o(1)

=

∫
Rn

(|∇ṽm|2 − |∇v0
m|2)ϕ2

2dx+ o(1)

≤
∫
B2

|∇ṽm|2dx+ o(1) ≤ LQ̃m(1) + o(1) =
1

2
S
n
2 + o(1).

Logo, para m suficientemente grande,

S
−2∗
2 ‖ω̃2

m‖2∗−2
D1,2 ≤ c < 1,

com isso, conclúımos que ω̃1
m → 0 em D1,2(Rn), ou seja, ṽm → v0 em H1

0 .

Em particular,∫
B(0,1)

|∇v0|2dx =
1

2L
S
n
2 > 0 e v0 6= 0.

Como vm ⇀ 0, então Rm →∞ e Ω̃∞ = Rn ou Ω̃∞ = Rn+. Separamos em

casos:

1) Rmd(xm, ∂Ω) ≤ c <∞. Nesse caso Ω̃∞ = Rn+.
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2) Rmd(xm, ∂Ω)→∞. Nesse caso Ω̃∞ = Rn

Em ambos os casos, se ϕ ∈ C∞0 (Ω̃∞) então ϕ ∈ C∞0 (Ω̃m), para m sufici-

entemente grande, e então:

〈DE0(v0; Ω̃∞), ϕ〉 = lim
m→∞

〈DE0(ṽm; Ω̃m), ϕ〉 ≤ ‖ϕ‖‖DE0(vm)‖H−1 = 0

para todo ϕ, e então v0 ∈ H1
0 é solução fraca de

−∆u = u|u|2∗−2 em Ω̃∞.

Se Ω̃∞ = Rn+, então v0 ≡ 0, o que é um absurdo. Portanto, vale o caso

2, e então podemos escolher uma sequência Rm tal que R̃m = RmR
−1

m →∞,
com Rmd(xm, ∂Ω)→∞.

Para concluir a prova, dado ϕ ∈ C∞0 (Rn) tal que

ϕ(x) =

{
1 , |x| < 1

0 , |x| ≥ 2
,

seja ωm(x) = vm(x)−R
n−2
2

m v0(Rm(x− xm))ϕ(Rm(x− xm)) ∈ H1
0 (Ω), então

ω̃m = ṽm(x)− v0(x)ϕm(x),

em que ϕm(x) = ϕ( x
R̃m

). Note que∫
Rn
|∇(v0(ϕm − 1))|2dx ≤ c

∫
Rn
|∇v0|2|ϕm − 1|2dx+ c

∫
Rn
|v0|2|∇(ϕm − 1)|2dx

≤ c

∫
Rn\B(0,R̃m)

|∇v0|2dx+ cR̃−2
m

∫
B(0,2R̃m)\B(0,R̃m)

|v0|2dx

≤ c

∫
Rn\B(0,R̃m)

|∇v0|2dx+ c

(∫
B(0,2R̃m)\B(0,R̃m)

|v0|2∗dx
) 2

2∗

→ 0.

Logo, ω̃m = ṽm − v0 + o(1), com o(1)→ 0 em D1,2(Rn).
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Assim,

E0(ωm) = E0(ω̃m) = E0(ṽm)− E0(v0) + o(1) = E0(vm)− E0(v0) + o(1).

Similarmente, para qualquer função teste ψm ∈ H1
0 (Ω̃m) com ‖ψm‖ ≤ 1,

com o(1)→ 0, obtemos:

〈DE0(ω̃m, Ω̃m), ψm〉 =

∫
Rn

(∇ṽm∇ψm − ṽm|ṽm|2
∗−2ψm)dx

−
∫
Rn

(∇v0∇ψm − v0|v0|2∗−2ψm)dx+ o(1)

= 〈DE0(ṽm, Ω̃m), ψm〉 − 〈DE0(v0,Rn), ψm〉+ o(1).

Portanto,

‖DE0(ωm,Ω)‖H−1 = ‖DE0(ω̃m, Ω̃m)‖H−1

≤ ‖DE0(ṽm, Ω̃m)‖H−1 + ‖DE0(v0,Rn)‖H−1 + o(1)→ 0.

Teorema 5.2.1. Suponha Ω ⊂ Rn, n ≥ 3, suave e limitado, seja λ ∈ R e

{um}∞m=0 ⊂ H1
0 (Ω) sequência (PS) de Eλ. Então, existe k ∈ N, {Rj

m}, {xjm},
1 ≤ j < k, com Rj

m →∞ e {xjm} ⊂ Ω, u0 ∈ H1
0 (Ω) solução de{

−∆u = λu+ u|u|2∗−2 , Ω

u = 0 , ∂Ω
(5.10)

e uj ∈ D1,2, 1 ≤ j < k soluções não triviais de (5.8) tais que a menos de

uma subsquência ∥∥∥∥um − u0 −
k∑
j=1

ujm

∥∥∥∥
D1,2

→ 0,

em que ujm = (Rj
m)

n−2
2 uj(Rj

m(x− xjm)), 1 ≤ j < k e m ∈ N. Além disso,

Eλ(um)→ Eλ(u
0) +

k∑
j=1

E0(uj).
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Demonstração. Inicialmente, lembre-se que, como feito na demonstração do

Lema (5.2.1), qualquer sequência (PS) de Eλ é limitada. Então, podemos

supor que um ⇀ u0 em H1
0 (Ω) para algum u0, e mais u0 é solução de (5.10),

já que dada ψ ∈ C∞0 (Ω), temos:

0←〈DEλ(um), ψ〉 =

∫
Ω

(∇um∇ψ − λumψ − um|um|2
∗−2ψ)dx

→
∫

Ω

(∇u0∇ψ − λu0ψ − u0|u0|2∗−2ψ)dx = 〈DEλ(u0), ψ〉.

Além disso, seja vm = um − u0, então vm → 0 em L2(Ω) e como antes,∫
Ω

|∇vm|2dx =

∫
Ω

|∇um|2dx−
∫

Ω

|∇u0|2dx+ o(1)∫
Ω

|vm|2
∗
dx =

∫
Ω

|um|2
∗
dx−

∫
Ω

|u0|2∗dx+ o(1),

em que o(1)→ 0.

Em particular, temos:

Eλ(um) =
1

2

∫
Ω

(|∇um|2 − λ|um|2)dx+
1

2∗

∫
Ω

|um|2
∗
dx

=
1

2

(∫
Ω

|∇vm|2dx+

∫
Ω

|∇u0|2dx
)
− 1

2
λ

(∫
Ω

|vm|2dx+

∫
Ω

|u0|2dx
)

+
1

2∗

(∫
Ω

|vm|2
∗
dx+

∫
Ω

|u0|2∗dx
)

+ o(1)

= E0(vm) + Eλ(u
0) = o(1),

e também

DEλ(um) = DE0(vm) +DEλ(u
0) + o(1) = DE0(vm) + o(1),

em que o(1)→ 0.

Usando o lema anterior na sequência v1
m = um−u0, vjm = um−u0−

j−1∑
i=1

uim,
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em que uim = (Ri
m)

n−2
2 ui(Ri

m(x− xim)) então,

E0(jm) = E0(um − u0)−
j−1∑
i=1

E0(ui) + o(1) = E0(vm)−
j−1∑
i=1

E0(ui) + o(1)

= Eλ(um)− Eλ(u0)−
j−1∑
i=1

E0(ui) + o(1) ≤ Eλ(um)− (j − 1)β∗ + o(1).

Se j →∞, a desigualdade acima nos diz que E0(vjm)→ −∞, o que con-

tradiz o lema anterior.

Logo, a indução terminará com algum k ≥ 0.

Mais ainda,

vk+1
m = um − u0 −

k∑
j=1

ujm → 0 em D1,2(Rn)

e

Eλ(um)− Eλ(u0)−
k∑
j=1

E0(uj)→ 0.

Observação 5.2.1. Se Ω é limitado e um ≥ 0 então uj ≥ 0 será radialmente

simétrica em algum ponto xj, e então terá a forma uj = u∗ε(· − xj), para

algum ε, onde

u∗ε(x) =
[n(n− 2)ε2] n−2

4

[ε2 + |x|2]
n−2
2

e (PS) será válida para todo ńıvel β que não é da forma

β = β0 + kβ∗,

em que β∗ = 1
n
S
n
2 e β0 = Eλ(u

0).

Teorema 5.2.2. Suponha Ω ⊂ Rn, n ≥ 3, limitado tal que ∃ 0 < R1 < R2 <
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∞ com {
{x ∈ Rn ; R1 < |x| < R2} ⊂ Ω

{x ∈ Rn ; |x| < R1} * Ω
.

Então, se R2

R1
é suficientemente grande, o problema (5.10) com λ = 0,

admite solução positiva u ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração. Considere a esfera
∑

= {x ∈ Rn ; |x| = 1}. Para σ ∈
∑

,

x ∈ Rn, 0 ≤ t < 1, seja

uσt (x) =

[
1− t

(1− t)2 + |x− tσ|2

]n−2
2

∈ D1,2(Rn).

Note que S é atingido em qualquer uma dessas funções e que uσt se con-

centra em σ se t→ 1. Além disso, se t→ 0, então

uσt → uo =

[
1

1 + |x|2

]n−2
2

, ∀σ ∈
∑

.

Escolha uma função radialmente simétrica ϕ ∈ C∞0 (Rn) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1

em Ω e

ϕ(x) =

{
1 , 1

2
< |x| < 2

0 , 1
4
≥ |x| ou |x| ≥ 4

.

Dado R ≥ 1, defina

ϕR(x) =


ϕ(Rx) , 0 ≤ |x| < 1

R

1 , 1
R
≤ |x| < R

ϕ( x
R

) , R ≤ |x|

e seja ωσt = uσt ϕR e ω0 = u0ϕR ∈ H1
0 (Ω).
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Note que,∫
Rn
|∇(ωσt − uσt )|2dx =

∫
Rn
|∇(uσt (ϕR − 1))|2dx

≤ c

∫
Rn

(|∇uσt |2|ϕR − 1|2 + |uσt |2|∇(ϕR − 1)|2)dx

= c

∫
B(0, 1

2R
)

|∇uσt |2dx+ c

∫
Rn\B(0,2R)

|∇uσt |2dx

+

∫
Rn
|uσt |2|∇(ϕR − 1)|2)dx = c

∫
(Rn\B(0,2R))∪B(0, 1

2R
)

|∇uσt |2dx

+

∫
(Rn\B(0,R))∪B(0, 1

R
)

|uσt |2|∇(ϕR − 1)|2)dx

≤ c

∫
(Rn\B(0,2R))∪B(0, 1

2R
)

|∇uσt |2dx

+ cR2

∫
B(0, 1

2R
)

|uσt |2dx+ cR−2

∫
B(0,4R)\B(0,2R)

|uσt |2dx→ 0

uniforme para σ ∈
∑

, t ∈ [0, 1), quando R→∞.

Considere agora, essas funções normalizadas vσt =
ωσt
‖ωσt ‖2∗

, v0 = ω0

‖ω0‖2∗
.

Como ‖ωσt − uσt ‖D1,2 → 0, se R→∞ e ‖uσt ‖D1,2 = ‖u0‖D1,2 > 0, temos:

S(vσt ; Ω) = S(ωσt ; Ω)→ S(uσt ;Rn) = S,

se R→∞ uniformemente, para σ ∈
∑

e 0 ≤ t < 1.

Em particular, se R ≥ 1 suficientemente grande,

sup
σ,t

S(vσt ; Ω) < S1 < 2
2
nS,

para algum S1 ∈ R constante. Fixe então esse R e suponha que R2 = 4R =

R−1
1 . Defina,

M = {u ∈ H1
0 (Ω) ;

∫
Ω

|u|2∗dx = 1}
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e se u ∈M , definimos a função centro de massa

F (u) =

∫
Ω

x|∇u|2dx.

Suponha por absurdo que (5.10) não admite solução positiva, isso é equi-

valente a dizer que

E(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx− 1

2∗

∫
Ω

|u|2∗dx

não admite ponto cŕıtico u > 0. Por outro lado, pela observação anterior, E

satisfaz (PS) em todo ńıvel β tal que 1
n
S
n
2 < β < 2

n
S
n
2 . Equivalentemente,

S0(·; Ω) satisfaz (PS) em M para todo ńıvel S < β < 2
2
nS. Além disso,

S0(·,Ω) não admite um valor cŕıtico neste intervalo.

Pelo lema da deformação, para cada β existe ε > 0 e η : [0, 1]×M →M

tal que

η(1,Mβ+ε) ⊂Mβ−ε,

em que Mβ = {u ∈M .S(u,Ω) < β}.

Dado δ > 0, podemos cobrir o intervalo [S + δ, S1] por ε−intervalos, e

compor as deformações correspondentes para obter um fluxo Φ : [0, 1]×M →
M tal que

Φ(1,MS1) ⊂MS+δ.

Além disso, podemos supor que Φ(t, u) = u, para todo u tal que S(u; Ω) ≤
S + δ

2
. Em outras palavras, dado U vizinhança de Ω, existe δ > 0 tal que

F (MS+δ) ⊂ U .

De fato, suponha que não vale esta afirmação, então para cada m ∈ N,

existe um tal que um ∈MS+ 1
m

e F (um) ∈ U c. Segue de [Lions, P. L.[11], cap

3, Lema I.1] que a menos de uma subsequência

|um|2
∗ → δx0 e |∇um|2 → Sδx0
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para algum x0 ∈ Ω. A primeira condição acima, nos diz que um se concentra

em um ponto x0 ∈ U . Já a segunda condição e o fato de que F (um) ∈ U c,

nos diz que um se concentra em um ponto de U c, o que é um absurdo!

Como Ω é suave, escolhemos U vizinhança de Ω tal que, qualquer p ∈ U
tem um vizinho próximo, q = π(p) ∈ Ω, onde π é projeção cont́ınua.

Seja δ > 0, determinado pela vizinhança U, e seja Φ : [0, 1] ×M → M

seu fluxo correspondente. A aplicação h :
∑
×[0, 1]→ Ω, dada por h(σ, t) =

π(F (Φ(1, vσt ))) está bem definida, é cont́ınua e satisfaz

h(σ, 0) = π(F (Φ(1, v0))) := x0 ∈ Ω

h(σ, 1) = σ,

∀σ ∈
∑

.

Logo, h é uma contração de
∑

em Ω, o que é uma contradição.
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