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Prefacio

Esse trabalho aborda em sua quase totalidade o estudo de funcoes do
tipo f(z) = 2", para z imagindrio, complexo ou hipercomplexo, preocupando-nos
em visualizar seus mapeamentos (ou imaginar, ja que estamos em 4 dimensoes).

Por analogia com o que se passa no espaco euclidiano ordinario E3, em
que uma transformacao

OM' = K.OM

representa um giro do espaco em torno de O, seguido de uma dilatacao K, Ha-
milton estendeu ao espaco Fj, a interpretacao do Fs3, dizendo que o produto de
dois quatérnios xy representa um giro seguido de uma distensao, fixa a origem.

O cardiside gerado pelo mapeamento de f(z) = 22, para z complexo e,
estrategicamente, colocado sobre o eixo—x provoca uma analogia em z hipercom-
plexo, quando z estd na fronteira de uma bola de raio r e centro zy. ”Cardidides”e
”cardidides degenerados”sao obtidos em dimensao n = 3 e, muito provavelmente,
para n = 4, a ser desenvolvido no Capitulo 8 dessa dissertacao.

No Capitulo 1, introdutorio, definimos o anel dos quatérnios e funcoes de
quatérnios a fim de estruturar os elementos fundamentais para o desenvolvimento
da proposta que ¢é a de calcular as dilatagoes lineares das fungoes quaternionicas
do tipo f(z) = 2™

No Capitulo 2, apresentamos formalmente o primeiro resultado, isto é, a

generalizagao de 2™, em que z é um hipercomplexo, propiciando a troca de tabelas
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de multiplicagao por férmulas simples.

Os nimeros hipercomplexos, quando potenciados, provocam uma com-
binacao grande de indices, e por isso, sao escritos em coordenadas esféricas, a
serem apresentadas no Capitulo 3.

Os fundamentos centrais da proposta desse trabalho encontram-se desen-
volvidas no Capitulo 4, em que a distancia |f(y) — f(z)| obtida para f(z) = z,
f(z) = 22, .., f(z) = 25 necessita de uma generalizagdo. Por esse pressuposto
faz-se um uso grande de binomiais e propriedades, o que enriqueceu ao que inici-
almente nos propunhamos, a partir da possibilidade de abrangéncia de todas as
fungoes do tipo f(z) = 2". J& no Capitulo 5, centramos o seu desenvolvimento
na definicao de Transformacoes: Transformacoes Complexas Conformes em um
dominio D, e Transformagoes Hipercomplexas.

Nos trés Capitulos finais ha a definicao de quaseconformidade, e a apre-
sentacao computacional dessa situacao. Também analiticamente é apresentado
o valor de K (x1, 9,23, x4) €, no ultimo Capitulo, é possivel o mapeamento das
funcoes z", a partir de cortes realizados em hipersuperficies geradas por essas

funcoes, a serem observadas em IR3 e IR%.

Sao José do Rio Preto
Novembro de 2005

José Benedito Jorge Maricato.
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Resumo

As fungoes hipercomplexas do tipo z", n natural, tém uma dilatacao
linear K uniformemente limitada em um dominio simplesmente conexo D, entao
podem ser classificadas de funcoes K-quaseconformes.

Procuramos aqui quantificar K e verificar suas dependéncias.

Para tanto, as generalizacoes de 2" foram necessarias e obtidas,
originando para z escrito em coordenadas esféricas, polinomios em funcao de

um raio r.

Palavras-chave: fungoes quaseconformes, mapeamentos, hipercomplexos.



Abstract

The hypercomplex functions of 2" type, natural n, have a linear dilatation
K, uniformly limited in a connected domain D, so they can be classified in K-
quasiconformal functions.

We try here to quantify K and check its dependancy.

To enable this, the generalizations of 2™ were necessary and obtained be-
forehand, originating for z written in spherical coordenates, polynomial according

to a radial r.

Keywords:quasiconformal functions, mappings, hypercomplex
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Capitulo 1

Introducao

A algebra dos ntimeros quatérnios foi iniciada pelo fisico irlandés Willian Rowan
Hamilton, no século X7X. A seguir apresentamos esses numeros e as funcgoes de

quatérnios, vistas nos dias de hoje.

1.1 O anel dos quatérnios
Definimos o conjunto dos quatérnios como
H = {(x1, v, x3,74) tal que x1, %9, T3, %4 € IR},
sendo que se x € H, pode ser escrito como
x = (11,22, T3, T4) = x1 + 1T + jrs + kxy

onde 7,7 e k sao unidades imaginarias que respeitam as seguintes leis de multi-
plicacao

it=j=k=-1
ij =k, ji = —k, ki =j,ik = —j,jk =i, kj = —i

que podem ser visualizados pela tabela:
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k| k| k|55 |i]|-d]1]-1

entao nao sao comutativos, visto que ¢j # ji, por exemplo.
Por outro lado, as quadruplas 0 = (0,0,0,0) e 1 = (1,0,0,0) sao respec-
tivamente o zero e a unidade do anel.

Também podemos associar H com o conjunto

8 =1(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}

pois,
=21+ 1iTs + ja3 + kay
= (21,0,0,0)(1,0,0,0) + (z2,0,0,0)(0,1,0,0)
+(23,0,0,0)(0,0,1,0) + (24,0,0,0)(0,0,0,1)
onde x; denominamos de parte real escalar Re(z) e h, = ixy + jxs + kxy a sua
parte vetorial imaginaria I(x).
Ainda, temos

H=RaYV,

onde IR é o corpo dos reais e V' espago euclidiano tridimensional.
Podemos verificar que H satisfaz os axiomas de um anel, ou seja H(+,.)

satisfaz as propriedades associativa e distributiva da adi¢ao e multiplicacao, sendo
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comutativa apenas a operacao de adigao, e, como nao satisfaz a propriedade

comutativa na multiplicacao, nao é um corpo.

Definigao 1.1. A norma |z| de um quatérnio x = (1, xs, T3, 24) € 0 numero real

|z| = \/$%+x§+$§+xi
Definigao 1.2. O quatérnio conjugado T de v = (x1,x2, 3, x4) € dado por
T = (xla —T2, —T3, _x4)-

Sex,yeH, x = (x1, 9, x3,24) €y = (Y1, Y2, Y3, Y1), €ENUNCIAMOS as operagoes:
e Adicao:
r+y = (v1+y1, T2+ Y2, T3 + Y3, T4 + Ya)

= (x1+y1) +i(xe + o) + j(x3+ y3) + k(x4 + ys)

e Multiplicacao:
ry = (T1Y1 — TaY2 — T3Ys — Ta¥s, T1Y2 + Tolh + T3Ys — Tays,

T1Y3 — ToYs + T3Y1 + TaY2, T1Ya + Tays — T3Y2 + T4Y1)

o Divisao:
T Y mYr T TaYa T X3Y3 + TaYs | —T1Y2 + ToY1 — T3Ys + TaYs
o= o= 2 2 2 2 + 2 2 2 2
Y yy Yi T Y3 T Y3+ ;i Yi T Y3 Y3ty
+i —T1Y3 + ToYs + T3Y1 — T2l I —T1Ys — TolYs + T3Y2 + T4l

Y+ s +y3 i Y+ s+ y3 +ui

1.2 Funcoes de Quatérnios

Sejam D e D' dominios no espaco euclidiano quadri-dimensional IR*, DCH,
D'CcH. Uma funcao
f:D— D
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¢ uma funcao quaternionica se f é um mapeamento que faz corresponder a cada

r = (21,29, x3,24)€EH um y = f(x), ycD'CH, ou seja

[ (x1,$2,373,33'4) - (y17y27y37y4>

Sendo f uma fungao quaternionica, podemos decompoé-la em parte escalar fi(z) =

¢(x) e parte vetorial ifs(x) + jfs(z) + kfi(x) = ¢(x), ou seja
f(@) = fi(z) +ife(z) + 5 f3(x) + kfa(z) = o(x) + @(2),

onde f; : IR* — IR sao funcoes coordenadas de valores reais para i = 1,2,3, 4.

Consequentemente,

[f(@)] =V Ai(@)? + fal2)? + f3(2)? + ful2)?,

¢ a sua norma.
Informacoes sobre analiticidade, diferenciacao e integragao, verificar [3]

e [4].
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Os coeficientes de f(x) = z"

Tendo como objetivo o célculo das distancias | f(y) — f(x)| para fungoes hipercom-
plexas do tipo f(z) = 2™ com dominio DCH e estudar a dilatacao
H(z) < K < oo provocadas pelo quociente entre o maximo e minimo dessas
distancias, teve-se inicialmente a necessidade de obter uma generalizagao de x™,

x€H, usando as relacoes de De Moivre’s em

" = (.Tl + il’g +j£L’3 + kl’4)n (21)

2.1 O desenvolvimento de z"

Seja

T = a1 +ire + ja3 + kxy = 21 + hy, (2.2)
h, é a parte vetorial dada por
hy =ixo + jas + kay, (2.3)
usando as leis de multiplicacao temos

h2 = —a3 — 3 — 1} (2.4)

5
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como um numero real.

Para n € IN, h2 é real e h*"*! = h,h*" = h?"h, imagindrio da forma

R (ixy + jas + kxy) = ixah™ + jozh® + kxgh2". Assim

hin—i_l = Zﬂfghin + ]xghin + kf$4hin

Entao

" = (x1 + h,)" = (Z) zkpk

Y n-11 N\ n-3;3 n n—(2k+1) ; 2k+1
h h;, h
(et ()it e (5, ot

2k<n 2k+1<n
_ n—2kp 2k n—(2k+1) 3 2k+1
_Z(k) h+z(2k+1> L

(. J/

Vo w
Real Imaginario

2k<n 2k+1<n n
n—2k1 2k —(2k+1) 7 2k
Z (%) ha Z <2k+1)$ fig” fa

J/

Real Coeficientedapartevetorial

= Re(z") + I(z")

2.2 Fator h?* e aplicagoes

O fator h2* pode ser calculado da forma

k
W2k = (h2)F = [— a2+ (—a2 —2?)]" = > (k) (—z2) P (=5 + (-

(2.5)

(2.6)

(2.7)
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=3 (B[S (3 iy 29)

=0

Exemplo 2.1. Seja obter 2%, x = 11 + 29 + T3 + T4 = 21 + hy

Usando tabela, temos

?=xx|n 1T jx3 kx4
1 a3 11Ty | Jrix3 | krizy
. . 2
1T 112 —Ty
. . 2
Jxs JT1T3 —I3
kxy kxixy —2

Pela formula

%<2
Re(x?) = Z (2k> z7 2 h2 = 27 + hZ, e
k=0

2k+1<2 5
I 2y _ 2—(2k+1) 4 2k —9
(%) hx[ kZ:O <2k—l— 1):51 h T1hy,

logo ? =23 + h2 + 221 h,.

Exemplo 2.2. Seja obter 2®, = 11 + 29 + 23 + T4 = 21 + hy

Usando tabela, temos
2 =22z | iTo jxs kxy
x? T3 iz3Ty jrirs kx?z,
—x3 —rr3 | —ir —jwixsy | —krizy
—x3 —rx5 | —iwexl | —jad —kx3zy
-3 —x 23 | —iwxt | —jwsa’ | —ka?
2ixr 1 x 2ixix — 21172
142 142 149
2jx17 2jz3x —2x122
JT1T3 JL1T3 13
2kxqx 2kxlx —2x122
144 144 144
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Pela formula

23 /o
Re(z?) = Z (21{:) o3 R = 23 4 33,h2, e
k=0

2k+1<3 3
I(2®) = hx{ Z <2k + 1)x?_(2k+l)hik] = (327 + h})ha,
k=0

logo 3 = a3} + 3x1h2 + (322 + h2)h,.



Capitulo 3

Coordenadas Esféricas

n-dimensionais

Nesse capitulo explicitamos o processo que nos leva a escrever bolas quadri-
dimensionais B(z,r) em coordenadas esféricas, com a finalidade de calcularmos
a distancia |f(y) — f(z)|, em que x é o centro da hipersuperficie de raio r e y é

um ponto de sua fronteira.

3.1 Coordenadas Esféricas

Consideremos uma hiperesfera de raio r e dimensao n, centrada na origem, e as

seguintes notacgoes:
cost; = ¢;, senb; = s;, tgl; = t; (3.1)

Agora considerando
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Ty = TCICy ... Cp_2Cp_1, 0< 0,1 <2,
— 1 <0 < 1
Tg = TCiCy ... Cp_—25p—1, 571' S Up—2 S 571',
1 1
Tz = TCiCy ... Sp-2, —5m < O3 < 5,
T; = T cr Cp—jSp—j+1,
T, = T8 —ir<, <irn
n 15 ot V1 = 57,

como as coordenadas de um ponto na casca dessa esfera, podemos notar que:

Se n = 2, temos a ja conhecida representacao dada por

T1 = rcosb 0<r< oo, 0 <6, <2m,

To = rsent;

com z? + 22 = r? e Jacobiano dado por

Oz1 Oz _
J— (w1, 12) _| o ey | _ costh  —rsenb, —
o(r,01) 9z Ozp sen#ly  rcost
or 96, 1 1
Se n = 3, temos
r1 = rcostcosby, 0<6,<2m,,
Ty = rcostsenbs, —5<0, <73
r3 = rsenbq, 0<r<oo,
com z? + 2% + 22 = r? e Jacobiano dado por
C1Coy —TS81Cy —TC1S2
J = Oy, 25, 23) _ = —1r?¢; = —r’cosh
=7 = | 1S9 —TrsiSy rcicy | =T =— 15
6(T) 017 92)

$1 rcy 0

Se n = 4, que nos interessa na maior parte deste trabalho temos

(

X1 = TrciCecs, 0<r<oo
To9 = TC1C283, 0 <65 <2,
T3 = re18y, - <0y < 7,
T4 =181, 5 <0, <7,

\
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com x? + x5 + 22 + 22 = r? e Jacobiano dado por

C1C9C3 —TS81C2C3 —TC182C3 —TC1C2S83
(1, 9, 3, T4) C1C283 —TS81C253 —TC182583 TC1C2C3 9 9
J = AN = —r°cicy
(r,01,62,63) €189  —TS81S9 rcicy 0
S1 rcy 0 0

3.2 Jacobianos

Um método para calcular os Jacobianos pode ser deduzido a partir do seguinte
exemplo:

Seja calcular

C1C2C3 —T'S1C2C3 —TC1S592C3 —TC1C2S53
J C1C2S83 —TS81C283 —TC159S3 rC1C2C3
€159 —7S1S9 rC1Cy 0
S1 rc 0 0
entao
1 —t, —ty —t3
1 —t —ty t3'
J =13(cicae3)(c1c983) (c152) (1) ,
1 —t; t;7 0
1 tt8 0 0
que com algumas manipulacoes de filas obtemos
1 —t —t9 —13
0 0 0 ty+t3!
J = 13(crcoe3)(c10983) (c152) (1) ,
0 0 to+ty" 13
0 th+t7' o ts

entao

J = —13(cicacs)(crcass)(c182) (s1) (t + ti)(tg + l)(753 + 1)7

1

to

t3
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mas

1 1
tj+—)=——, logo J = —r3cc
(t tj) 5505 9 162

O sinal do Jacobiano é dado por J >0sen=4q¢+1oun=4q+ 2, e
J < 0sen=4q+ 3 oun = 4q, ¢g:natural.

Seja agora
r = (21, Ta,x3,24) = T1 + %9 + ja3 + kxy = 21 + hy

o centro de uma bola de raio r em um dominio D simplesmente conexo contido

em H, H é o espacgo hipercomplexo, e
y € B(z,r) C D, |z —y|=r>0

Y= (y1,Y2,Y3,Ya) = Y1 + Y2 + jys + kya = y1 + hy

entao

(y1 — 1)+ (Y2 — 22)* + (Y3 — 23)° + (ya — 34)* = 1

Escrevendo y em coordenadas (r, ), temos

(

Y1 = x1 + rcosbicosbycostls = x1 + reicacy = x1 +1e
Yo = T+ rcosficosbysentlls = xo + reqcass
(3.2)
Y3 = x3+ rcostsents = X3+ 1rc189
| Y= 1 + rsenb =x4+75

Temos que se

hm = il‘g + jxg + ]f.%‘4,
elevando ao quadrado obtemos

h? = —a5 — x5 — a3, e

hz =—ys— s —Y; = — [(mz +reicgs3)? 4 (x5 4+ rerse)? + (w4 + 7“81)2}
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2 2. 2 20222 22 2
= — |23 + @} + 2] + 2xorci0a83 + 237152 + 2204151 + 17 (1585 + 55 + 7))

COo1mo

222 22 2 22 2 2 2
16385 +cis5+s7=—cjcses+1=—c"+1=—s (3.3)

e denominando

IT = z9ciCa85 + 130189 + T481 (3.4)

temos

2 _ ;2 2/ 2
hy, = hy —2rll+1°(c" — 1) (3.5)

Logo, temos em (3.2) a representacao de uma hiperficie no IR?*.
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O desenvolvimento de

f(y) — f(z)| para f(z)=z"

Nesse capitulo desenvolvemos os fundamentos centrais desse traba-
. 2

Iho. Demonstramos que a expressao | f(y) — f(z)|” para f(z) = 2", quando z, y

€ H, escritos em coordenadas esféricas, é um polindmio na variavel r e de grau

2n da forma

AP 4 A 4 A (4.1)

Para tanto, dividimos o capitulo em se¢oes, em que cada uma mostra o desenvol-

vimento das fungoes que compoem cada coeficiente AW,

4.1 Estudos de |f(y) — f(z)| para f(z) = 2"

Esses estudos tem a finalidade de obter a real expressao de |f(y) — f(z)],
f(z) = 2", n=2,3,.., bem como induzir as préximas se¢oes com esses calculos.
Para a compreensao das proximas secoes, essa é fundamental, pois nela as funcoes

componentes dos coeficientes Al comecam a ser introduzidas e deduzidas.

14
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4.1.1 A expressao de ‘f(y) — f(x)} para f(z) = 2°

Consideremos x = (1, X2, x3,x4) 0 centro da bola quadri-dimensional de raio r,

e, ¥y = (Y1, Y2, Y3, ys) um ponto de sua fronteira parametrizado por

(

Y1 = x1 + rcosbicosbycostls = x1 + reicacy = x1 +1e
) Yo = T + rcosbficosbysentlls = xo + reqcass

Y3 = x3+ rcostsents = X3+ rc189

Yy = x4+ rsent = T4 + 751,

\

e, queremos calcular | f(y) — f(z)| para f(z) = 2%

Entao
|F(y) — f(@)| = | (1 + hy)? = (21 + hy)?]

|y% — 3+ hz . 2y1hy — 2x1hx‘

= |y%—x%+h§—hi
+(2y1y2 — 22122)1 + (2y1ys — 22123)5 + (2y1ys — 231 24) K|

= |F +iF; 4+ jF; + kEy|,

com
Fzyf—xf+h§—hi7 Fy = 2y1y2 — 22129,
F; = 2y1y3 — 21173 e Fr = 2y1y4 — 21124

Escrevendo F =y —al+h —h} = féQ) + f2(2), para é2) =

2 2 _ _ _ 22229
yr — a1 = (1 — 1) (y1 + 1) = rercacs(2x1 + rejeacs) = 2xireicacs + ricicses e

f2(2) = hy — h2 = =2rI1 + r*(c* — 1), temos
F =2(x1c—T)r + (2¢* — 1)r?,
e, analogamente, obtemos os desenvolvimentos de
F, = f.(Q) = (2y192 — 22175) = (271C1C983 + 2390)T + 2cciCa8572,

2

F; = f;g) = (2y1y3 — 22123) = (2310159 + 2w3C)r + 2cC1 5977 e
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F, = fk(f)) = (2y1ys — 2x124) = (21181 + 2240)7 + 2c817°%
Considerando, entao
F = firl + for? para f1 =2(zyc — 1) e fo=2c%—1,

F, = far' + for? para fin = 2z1c10983 + 229C e fia = 2ccicas3,
F; = fﬂrl + fj27“2 para fi1 = 2x1c189 + 2230 e fi2 = 2ccy59,
Fip = fur® + fror® para fr1 = 22181 + 2x4C e fr2 = 2¢sq

temos que
F% = 22 4 of for® + f2r*,

F? = 1'21T2 + zfilfiZTS + fi227’47

.Ff = j21T2 + 2fj1fj2r3 + fj227“4,

Fk2 = f1317"2 + kalfk27‘3 + f1327"4a
logo, se

[F() = F@)| = |F +iF;+ jF + kFy| = \[F? + F? + F? + F?,
temos
50) = Fa)| = AP+ AP s
onde
AP = fE 4+ A+ A+ = A - hle+ 1Y),
A§,2) =2f1fa+2fafio +2fnfia+ 2fk1fre = 4(x1c+11),

AP =B+ A+ fh+ =1

Em resumo
|f(y) — f(a:)‘ = \/4(55% — h2c2 + 112)r?2 + 4(z1c + )13 + 1ot (4.2)
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4.1.2 A expressao de ‘f(y) — f(x)} para f(z) = 2°

Consideremos x = (1, X2, x3,x4) 0 centro da bola quadri-dimensional de raio r,

e, ¥y = (Y1, Y2, Y3, ys) um ponto de sua fronteira parametrizado por

(

Y1 = a1 + rcosbicosbfycostls = x4+ rejcacs = + e
Yo = Xo + rcosbicosbfysentlls = xo + reicass
ys = x3+ rcosfisents = X3 + rC1 89

| Ya= 24 + rsenfy = X4 + 751,

e, queremos calcular | f(y) — f(z)| para f(z) = 2°.

Entao

f(z) =2 = 23 +32,h2 + (327 + h2)hy, fly) =9 = yi’—l—?)ylhz%— (By%—i-hf,)hy

(§]
|fy) = f(@)| = |y} — 2F + 3(y1hl — 21h2) + (347 + h2)hy — (337 + h2)hy|
= ly) — o} + 3(phy — 21 h3) + i [(3yi + hy)ye — (327 + h3)aa]+
7[Bys + h2)ys — (3% + h2)xs] + k[(3yf + hl)ys — (2] + h2)z4)
= |F'+iF; + jF; + kFg|,
onde
F =y} — a2} +3(yhl — 21h3) = &+ 1,

sendo

fég) = yi’—xi’ = (x1+rc)3—x*z’ = 31:%07‘—1—3@027’2—1-037’3 = f(ojl)rl+f(072)7’2+f(073)r3,

com

f(o,l) = 333307 f(0,2) = 355102, f(0,3) = 037

9 = 3(uh3 — 11h2) = 3[(w1 + re) (B2 — 271+ 125%) — 112
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= (—6x, 11 + 3h§c)r + (3:1:152 - 60H)r2 + 3es?r? = f(g}l)’r‘l + f(272)7"2 + f@g)rg,
com
= f(2’1) = —6.1'11_[ + 3hic, f(2,2) = 3$182 — 6CH, f(2,3) = 3082.
Facamos, entao
F=f"+ [0 = fir' + for® + for®,

para

J1=fo + fe = 3C(:E% + hi) — 6111,
fo= foo) + fao =312 = 1) =6l e fa= foz + flas =4c® —3c.

Agora
Fy = (3y3 + h2)yo — (323 + h2)as = 3(ylys — 23w2) + (y2h? — 22h2) = fi5) + fi5,

fi(g) = 3(y%y2—x%x2) = (395%010253—1—61:1@0)7"—1-(6x10010253+3x202)7‘2+302010253r3,

ou
fi(g)) = fi(O,l)rl + fz’(0,2)7“2 + fi(0,3)r37

coeficientes respectivos, e

f-(?’) = ygh?/ — woh? = (29 + 1Tcico83) (M2 — 2rTl + s*1?) — a9k

(2

= (h2c1co83—22oT1) 1+ (295° — 2Ty co83) 12 +52CrCp 831> = fi(2,1)7“1+f¢(272)7“2+f¢(2’3)r3,
entao
Fi = fi((?) + fi(zg) = far' + for? + fir®,
com
fir = fio) + fiey) = (335% + hy,? Y1283 + 2w (3z1c — 1)
fi2 = fi(0,2)+fz'(2,2) = 562(402—1)+2010233(3$10—H), € fiz = (402—1)010283

Agora

Fj = (3y? + h2)ys — (323 + h2)as = 3(yPys — a2ws) + (ysh? — wsh?) = £ + [,
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f](?’) = 3(y2ys — 2323) = (3x]c189 + 6z 1w30)r + (62100189 + 3T3¢%)1? + 3cPCy 5977,

ou
3
£ = fionr' + fioar® + fioar®,

coeficientes respectivos, e

£3) = ysh? — w3h? = (x5 + rerss) (B2 — 2011 + s%1r%) — w3h?

= (hZc180 — 2x3ID)r + (238 — 211 80)1° + s2cisor® = fioyr' + fiear” + fies
entao

F;, = f;g) + f}S’) = fir' + fior® + fisr®,
com

fin = Fion + fin) = (37 + hZ)ersy + 2x3(3w1c — 10)
fi2 = fio2) + fice = r3(4c* — 1) +2¢155(31c—11), e fis = (4¢® —1)cy 5.
Analogamente,
F, = f,ig) + f,S’ = frar' + frar® + frar®,
com

Jr1 = fron + fren = (3$% + hi)sl + 2x4(3z1¢ — 1)
fr2 = fr02) + fr2) = xa(4c® — 1) + 251 (3z1¢ — 1) e frs = (4¢* — 1)s1.
Se

F = firt + for® + far® + fur®, Fy = far' + for* + fisr® + fur®,

Fy = fart + fpr® + fi3r® + fur®, Fy = fir' + fror? + fusr® + frar?,

F? = f2r2 £ 2f for® 4+ (f3 4 2f1f3)r* + 2fo far® + f2rS,
F? = far® 4+ 2fu for® + (f5 + 2fu fis)r* + 2fufir® + fir°,

FP = fAr? +2fifior® + (f + 2f fia)r* + 2finfiar® + fi3r°,
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F? = far® + 2fu fror® + (f& + 2fa fra)rt + 2frafasr® + f57°,

entao se

[F() = [@)| = |F +iF;+ jF + kFy| = \[F? + F? + F? + FE,

temos

F@) — F(@)] = /AP r2 + AP 4 AP 1 A5 4 4D (13)
com
AD = 4+ A+ fA+ 1
= Oz} + (—24h2c? + 6h2 + 2411%) 2% — 8h2TI% + (8¢* + 1)h?,
Agg) =2(fifo+ fafio + firfiz + frifro)
= 18z%¢c + 182311 + (6h2 + 24117 — 24h2c*)x1c — (8¢ + 10)hAI1 4 SIT°,
Af) =fi+fa+ fj22 + fh 4 2(fifs + fufis + finfis + frifus)
= 3(z] — h2) + 12(z1c1c003 + T1)2,
Aég) = 2(fafs + fiafis + fiafiz + frafrs) = 6(z1c10205 + 11),
AP = B+ A+ A+ =1,

que foram calculados separadamente.

4.1.3 A expressao de |f(y) — f(z)| para f(z) = 2*

Consideremos x = (1, X2, 3, x4) 0 centro da bola quadri-dimensional de raio r,
e, ¥y = (Y1, Y2, Y3, ys) um ponto de sua fronteira parametrizado por

.

y1 = a1+ rcosficosbycosls = x1 + rejcacs = x1 +1e
Yo = To + rcosticosbfosenls = xo + 1reicass

Y3 = x3 + rcosfisents = I3+ rc189

Yy = x4+ rsenb = x4+ 151,
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e, queremos calcular | f(y) — f(z)| para f(z) = z*.

Entao

(2 (o)
(e ()
(0 Qo (G e

APrs 4 A

onde, por exemplo

=i+ A+ A+ fa

dadas por
fi = 4(zjc — 3231 + 3x1h2c — K210),
fa=4 |:17?010283 + 3x%x20 + (hiclchg, — 2952H)x1 + {EghiC:| ,

fjl =4 |:.T:150152 + 3I%$3C + (hiclSQ - 2I3H)l’1 + LL’3hiCj| s

fin =4 {xi’sl + 395%3040 + (hisl — 2:1:41'1)1’1 + mhic] ,

que foram calculadas separadamente.

21
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4.2 A generalizagao |f(y)

— f(z)|, para f(z) =

22

Consideremos x = (1, x2, 3, x4) 0 centro da bola quadri-dimensional de raio r,

e, ¥ = (y1, Y2, Y3, y4) um ponto de sua fronteira parametrizado por
( Y1 = a1 + rcosbicosbfycostls = x4+ rejcacs =+ re
Yo = Xo + rcosbicosbfysentlls = xo + reicass
ys = x3+ rcosfisents = X3+ 1rc189
| Ya= Tat rsenf = x4+ 1851,
e, queremos calcular | f(y) — f(xz)| para f(z) = 2"
Temos que
1f(y) = f(2)] =
‘Re(y ) — Re(x”) +I(y") — I(x")‘ =
2k<n
% <27;€) (4o~ 2kh2k 22k 2k

- 2k+1<n

+i{
-~ k=0

2

- 2k+1<n

+j{_ kZ:O

2k+1<n
+k{ [

D

k=0

n n—(2k’+1)h _
(zk: + 1) % } b2

n nf(2k+1)h2k _
(Qk n 1) h y } Y3

n n(2k+1)h _
O s

2k<n
n

r 2k+1<n

2k+1<n

|2 (]
— 2k +
2k+1<n

2 G
— 2k +

2k+1<n
> [y
— 2k +1

1) % (2k+1)h2k

1

)x —(2k+1) hgk

)
)

)xrll—(%ﬂ)h% ‘

S (1o

+1

2k +

+
5
| — |
Do
?v
>—\
O \/\o
3
YO

n—(2k+1) 2k
+1 1 h

)i
)l

L)

n—(2k+1) 2k _
y

2»751

1

(ysy
Y y? (2k+1) hzk N x4$111(2k1)hik):| |

n—(2k—1) h2k>

n—(2k—1) h2k)
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= |F +iF; + jF; + kFy|

= \[F2+ P2+ F2 4+ F},

onde

2k<n n
n—2k1 2k
- Z (2/€) (yl hy B
=0
2k+1<n
( ) y2 n— 2k+1 h2k
1

0
2k+1<n
Fo— ( ) 2k+1)h2k
j

entao, mostremos que

0
2k+1<n
F. — n—(2k+1) hgk .

|f(y) — f(z)] = \/F2+Fi2+pj2+pk2:

4.3 Deducao de f, -

Tolq

L3y

441

),
n—(2k—1) h%)
In_(gk_l)hik)

n*(Zkfl)th)

Y

23

(4.6)

(4.7)

(4.8)

Nosso objetivo é de obter separadamente os coeficientes do polinémio em r, deri-

vado do fator hzk que aparece nas equagoes (4.5)..(4.8), para que ao distribuirmos

esse polindmio com os outros fatores, possamos escrever F', F;, F; e Fj, como um

polinomio normal em funcao de 7.

Como hzk (h2) (0 <2k <mn),

W2k = (B2 + (=2rT + (rs)?))"

entao

(5) -2+ ()P

=

+(

=N

)(hi)k*(—zrn T (rs?)t

- (2) (R2)E2(—2rT + (rs)?)?+
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entao,

24
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(§)oer () comer s
()

(
[(;) (h2)* i (—211)2 (%) + (/;
n

onde frtq= seré definida como

e = | () () 2y comp-agsty

m q

R ] Gy [ I e T

+( k ) <m + q) (12 )+ (a2 0

m+q 0
satisfazendo 0<m+q <2k, 0<g<m<k e fmqq= =10 se

m > k. Entao

2k
h2k = Z Frgqer™ 11 (4.11)

m—~+q=0
4.4 Dedugao de [y
Nosso objetivo é de obter o coeficiente de r! para cada t fixado em
2k<n n
F = ( ) (y’f—Qkhzk o mrlz—Qkhik)
k=0

Seja, entao

n n n— n—
2(k) _ (2k> (91 Qkhzk — 2k:hg2£k:)’
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entao

n—2k 2k
@) () )

m+4q=0

— (27”];) { K” _02]“) 2 (re)? + (" _1%) 27 re) +

n — 2k n—2k—p P n— 2k 0 n—2k
< ) )xl (re)? + ... + ook xi(re) )

@

n — 2k n— 2k
K ; >quz—2kco F— ( 1 )xwlm—%—lcl fm+q—o} Ly

- n — 2k . n — 2k n—2k— n — 2k n—2k—
( 0 )xl 2kCOfm+q=2+( 1 ):Cl 2w 1lem+q=1+( 9 )ml 2w 202fm+q=0}r2

[ /n—2k\ n—2k\ ok n — 2k
( )JZ? chofm+qt+...—|—( » )ZL‘1 o pCpfm+qt—p+~-.+( ‘ ):p[l)ctfm_,_qo} rt

0
n—2k\ ,_ n — 2k - n

_$711—2k:h920k: }

Simplificando o primeiro com o tltimo termo, temos

n n n—2k\ ,_ n—2k\ ,_on_
2(k;) = <2k) |:( 0 )1:1 2kcofm+q:1 + ( 1 )xl o 1lem+q:0:| T1+

n n — 2k n — 2k n — 2k
B e o K o

n n — 2k B n — 2k e n
(ka) {( 0 )x? chofm+q:n + . + (n _ 2k:> a:(l)c 2kfm+q:2k] r".
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Definimos entao

t
n n—2k\ ,_on_
fory = AR A (4.12)
2k D
p=0
e escrevermos
n
2(1:) = Zf(zk,t)?”t (4.13)
t=1

4.5 Dedugao de F =) f;r

Temos que

mas fQ(Z) => 1 fernr', entao F = Zi’;%” (2?21 f(%t)rt) ou de

outra forma,

F= f(071)7’1 + f(072)7,2 + o + f(oﬂg)?”t—f—

f(271)7“1 + f(272)7"2 + e + f(27t)rt+

feryr' + farar® + ... + fernr'

2k<n 2%k<n 2%k<n
= Z f(Qk,l)rl + Z f(zk,z)TQ + ... + Z f(2k,t)7“t
k=0 k=0 k=0
Definimos entao
2%k<n
Ji = Z Jer (1<t<n) (4.14)
k=0

e obtemos
F=> fr (4.15)
=1

sendo Jekt) deduzida anteriormente.
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Exemplo 4.1. Em f(z) = 22, temos

2
F = Zfﬂ”t = fir' + for?,
t=1

como
2k<2
fi= Z Tern = fo + fe,
k=0
e

2 2 2
fon = (O) [(()) I%C()fm-‘,-q:l + <1> x}clfmﬂo] = x%O + 221cl = 2z1¢1¢9C3,

e
2 0\ 00 L\ (1 20 Le2\0
o= Q)] - Q)Y -
entao
f1=2(z1c109c5 — 10).
Como
2k<2
fo= Z Tere) = fo2) + fieo2),
k=0
e
2\ [ /2 2 2
fo2) = (O) (O) x%COfmw:z + (1)~T%lem+q=l + (2) $(1)C2fm+q:0:|>
fo2) = 230 4+ 2210 + *1 = ¢ = cic3c3,
2\ [(0Y o0 L\ (1 20 0r.2\1 2
s = (2) _(0):’710 ! W:g] ) (1> (1) () (=207 = 5%
entao
fo=cE+ s =+ (e — 1) =2 ces — 1
logo

F = 2(3:1010203 — H)rl + (26%6%63 — 1)r2

Exemplo 4.2. Em f(z) = 23, temos

3
F= Zfﬂ"t = firt + for® + far®,
t=1
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como
%<2
1= Z feen = fo + fe),
pn
e

0

f(2,1) = <3> [(é) x%cofm+q:1 + G) x(fclferq:o]

=3 [xl G) ((1)) (h2)°(—2m)" () + ¢! (3) (8) (hi)l] — —6ay 11 + 3h2c,

3 3
fon = ( )x?COfm+q1 + <1) ﬁclfmﬂ:o = xi’O + 317%01 = 31’%01C263,

entao
fi =32 + h2)c — 62,11,
e como X
fa= Z fer) = fo2) + fe2),
k=0
e

3 3 3 3
Jo2) = (O) [(0) xi)cofm+q:2 + (1)$%lem+q1 + (2) x%CQfmquo},

fo2) = 210 + 327c0 + 32,¢°1 = 327¢’,

f(2,2) = (2) [((1)) l’%COferq:z + <1> $(1Jclfm+q=1:|a

fiaw =3[l 4 ) (g ) 0202 | = 301s? — o

entao
fo = 3x1(2¢ic5c5 — 1) — 6llecocs,

Analogamente, f3 = 4ccics — 3cicacs. Assim,

F = [3(x] + h?)cicacs — 6210 r' +

[3(z1(2cc3c3 — 1) — 6Ilcieacs] P+

[40‘1’0%03 — 3 0203] 7
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4.6 Deducao de F, =" furt, Fi=> fjtrt
€ Fj. = Z S !

Se
R n k+1) 2k+1
n—(2
F = Z <2k+1){y2y1 + th zt n—( +)hik}
k=0
e
n n —(2k k
Jik = <2k + 1) {y s e H)h%}
entao
n n—(2k+1) 2k .
R = <2k—l— 1) {Z/Q [fl +7‘0} { Z fm+qrm+q] — gy 2R h%}

m+q=0

_ (%Z 1) {m K” - (20’“ + 1)>x?_(2k+1)(rc)0—l— (” B (21’“ * 1)):1;’;—(2“ (re) 4.

i Y (g E T ]

n—(2k
{ferq—oTO + frnrgmT + o+ fm+q_2kr2k} — Ty (2 +1)h326k}

= (o ) rescas) [ ("7 )t O ) 4

((n — (2k + 1))$1 (2k+1)( LT <n — (21k + 1))$?(2k)(c)1fm+q:0) Pl

—(2k+1)\ . —(2k+1)\ .- -
((n )% 2k;+1) LT —I—(n (2 ))951 (2k+1) 2(6)2fm+q—0)7’2+~-

t—1

n—(2k+1 _ _
G (-8

p=

+

t
—(2k+1 e _
( ( ( )) ] (2k+1) pcpfm+q:t—p) 7,,t 4o+
0 p
+
+

1)
0,n—(2k+1 n—1 n—(2k+1) 7 2k
xic )fm+q:2k7’ — ToT h

temos que

1
n n—2k+1)\ - _
i = (2/<; + 1) { lm ; ( >x1 S iyt

p
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p:

01C283ZC1

n—(2k+1) h2k:| 4

—(2k+1
[@Z(n )) z" —(2k+1) pcpfm+q y ot

1
(2k e _
oy Z (n + )) D) pCpfm+q2_p] -

p=

;
n—(2k+1
{@Z( ( )> R
p=0 p

s, fi (n - (2; + 1))

p=0

{ (n — (2k+1)
+|c1ca83 n

Assim

n
fz‘(zk,t) = (Qk: i 1) [xz

— (n — (2k +1)

C1C2S3
p:

Do mesmo modo

n
fj(2k7t): 2% + 1 xs3

o, i <n — (2k + 1)

p=0

— (2k+1)

—(2k+1)—p
Ty Cpfm+qtp1:|r+

)$?Cn_(2k+l)fm+q:2k:| Tn}.

@2k Zf’t 2k t)r

sendo fic2k,) definida

p=0

p

como

t
—(2k+1 e _
Z (n (2k + )>$1 (2k+1) Y S—

p

n—2k+1)—p p
)xl e frntq=t—p—1

definimos

p=0

p

t
n—(2k+1
E ( ( )) Zq — @Ry pCpferq t—pt

p

) x?(2k+1)pcpfm+q:t—p—l:|

t
n n—2k+1)\ ,— _
uawn) = (2k+ 1) ["M ( | ))xl G fr gt
0

p

31

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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t—1
— 2k n— _
S1 (n * )>951 (k1) pcpfm+q:tp1:|
=0

p

Seja entao

2k+1<n n
Fz’ _ n—(2k+1) hzk (2k+1)h2k
Z <2k i 1) {y2y1 o x

k=0
2k+1<n
Z fz(;k) = —|—f(n) .......... +f2k’ 12k = Zfz th)T
k=0
Entao
2k+1<n n
S (z Fanar ).
k=0
ou
-Fi = {fi(()’l?"l + fi(O’QTZ + o + fi(07t7’t+
+fi(2717"1 —+ fi(2’2T2 R + fi(27t7"t+
fz'(2k,17"1 + fz‘(2k,27“2 + o + fz‘(2k,t7“t}
2k+1<n 2k+1<n

Y faokr! e + D fior
k=0 h=0

Definimos entao
2k+1<n

Jit = Z Ji(2k,t)5 (1<t<n)
k=0

Assim
n
t
Fi = E fur®
t=1
Analogamente, definimos
n n
t t
FJIE fier?, Fk:E frer
t=1 t=1
com

2k+1<n 2k+1<n

fir = Z Ficonp) 2 Jee = Z SRkt dadas.
k=0 k=0

32

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)
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Exemplo 4.3. Em 22,

9
F; = ZfitTt = fur' + fur?,
=1

onde
2% 41<2
fa= Y fiern = fion,
k=0
e

1 0
2 1 _ 1
fir = fio) = (1) (xg Z <p) 1P frngam1—p + C1C253 Z (O) xlcofm+q:o)

p=0 p=0
= 2x9c + 2x1C1C283 = 2x5C1CaC3 + 2x1C1Co 83,
2 2. /1 1
fio = fz‘(o,Q) = <1> (Iz Z (p) Iiipcpfm+q=2—p + 10283 <1> x?clfm+q:0)
p=0

= 2¢10983C = 20%6%0383,

logo
F; = (2x3c10903 + 2 )+222 2
i = 2C1C2C3 T1C1C283)r C]C5C383T°.
Analogamente,
Fj; = (2z3¢109¢3 + 210182)7 + 2¢]casacsr?
e

Fy. = (2z4¢10003 + 23151 )1 + 20151 CoC3T.

4.7 Conclusao de |f(y) — f(x)| = O] Ag”)r8)1/2

Considerando entao,

F=Y fr',  FE=Y fur's E=) fur' e F=Y fur
t=1 t=1 t=1 t=1

temos
F2= (firt 4+ for® 4 oo, + far™)?
2n
= aor® +asrd 4+ o + Qg1 = Z asr’ (4.24)
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sendo
0 — Z;;ifpfsfpa se 2<s<n+1 e (425)
Yonco forkfnk, s€ s=mn+p, p>1
Analogamente, faremos
2n
FP = air, (4.26)
s=2
com
s—1
P — szl fipfi(S—P)7 s€ 2 S S S n + 1 e (4 27)
Yorst fiprk) fin—k), se s=n+p, p>1,
e
2n
FP=>ajr, (4.28)
s=2
com
STy finfite—p): se 2<s<n+1l e
Ajs = (429)
Yoo fiorm) fin—r), € s=mn+p, p>1,
e
2n
Fp=> apr, (4.30)
s=2
com
Z;;ifkpfk(sfp% se 2<s<n+1 e
ks = (431)
Y orso furi) fem—r), se s=mn+p, p> 1
Entao
2n 2n
FP 4 FP+ FP 4 FY =) (as+ aie + ajs + age)r® = Y A
s=2 5=2
com
A™ = a, + a4 ajs + ags (4.32)
Assim, se

|f(y) — f(z)| = |F +iF, + jF; + kF|,
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temos
F) = f@)] = P2+ F2 + F2 4+ F? = (4.33)
Exemplo 4.4. Em f(z) = 22, temos n = 2, e
2n
F@) = F@)] = | S AP = \J AP 4 4D 4 AP
s=2
Seja entao, obter A§2). Ora A§2) = as+app+ajo+ar, eay = fifi =
f12: Qi = fi21’ QAjo2 = fj217 Qg2 = fl?l LOgO

AP = P A A+ fA

Agora
2k<n
Ji= Z Tk, assim  f1 = fo1) + fe, e
k=0
2k+1<n
Jit = Z fi(Zk:,t)a assim fii = fi(O,l)a €
k=0
2k+1<n
fjt = Z fj(2k,t)a assim fjl = fj(0,1)> €
k=0
2k+1<n
fio=>_ frern, assim — fr1 = fr0,1)-
k=0
Se .
n n—2k\ ,_ok—p
= " c? —t_
f(Zk,t) (2]6) [FZO ( p )xl fm-l—qft D>
temos
N [ 2\ ,
fon = (O> {Z ( )mlpcpferq:lp} = 2x1¢,
p=0 p
e
2\ [ /0
f(2,1) = (2> [ ( )xl_pcpfm+q:1—p:| = —2II,
p=0 p
logo

fl = 21’10 — 2II.
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Agora,
t
n n — (2]{7 -+ ].) n—(2k+1)—
fi(2k,t) = <2]€+ 1) |}C2 ( » )xl ( ) pcpfm+q=t7p+
p=0
— [n— (2k+1)
C1C283 ( )m?_(2k+1)_pcpfm+qt—p—1:| )
p=0 p
assim
2 /1 1
1—
fi(O,l) = <1> {132 pzzg <p> Ty pcpferq:lfp + C€1C253 (0) x%coferq:O}a
lOgO fi(O,l) = 2(I1C10253 —+ LL’QC), € analogamente, fj(O,l) = Q(xlclsg -+ 1’30) €

Jro,1) = 2($181 + x4c), entao voltando em A§2), temos
Ag) = [2 (:1:16—1_[)]2+ [2 (331610283+ZB26)]2 + [2 ($10132+x30)}2—|— [2 (:vlsl —|—m4c)}2

Exemplo 4.5. Em f(z) = 23, temosn =3, ¢

2n
‘f(y) — f(x)| = Z APps = \/Ag’)r? + Aé?’)r?’ + Al(f’)r‘l + Aé?’)r5 + Aé?’)r6.
s=2

Seja entao, obter A§3). Ora Ag?’) = ay + i + ajo + ak2, € az = f1fi = fi,

Qi2 = fi217 Aj2 = ij e g2 = f]?p logo
3
Ag):ffjL i21+ ]‘21+f1?1a

obtidos a sequir.
Temos que

2k<n

Ji = Z Sk, assim J1= fo) + fie, e
k=0

2k+1<n

fit = Z fic2k,0), assim fir = fion) + fi1) e
k=0

2k+1<n
fie=">_ fiern,  assim o= fion+ fien, e
k=0
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2k+1<n

Jre = Z Jr@k0)s assim fer = fron) + frz)-
k=0

n 'L n— 2k n—2k—p p
f(zk,t) = o P T, & fm+q:t—p )
=0

3\ s_ 3 3
(p) QZ? pcpferq:lp} =1 [(0) xi’coferq:l_'_ (1) xfclferq:O] = 3afc
1
1\ = 1 1
)i (i
=0

=3 {xl G) ((1)) (R2)°(—2IT)*(s*)? + c<(1)> (hg)l] = 3h%c — 6111,

Se

logo
fi=3(a3 + h2)c — 6a111.
Agora
t
n n — (Qk + 1) n—(2k+1)—
fi(2k,t) = (2l<: n 1) {ﬂ% ( » )951 ( ) pcpfm+q:t_p+
p=0
o [n— (2k+1)
C1C253 Z ( >x?(2k+1)pcpfm+q=tpl:| )
0 p
P
com

1
3 2 _ 2
fi(O,l) = <1> {962 E <p> x? pCpfm+q:1—p + c1c283 (0) x%COferqo},

=0

2
)x%fm—&-q:l + <1> Iiclferq:o] +$%C1C253} =

= 3{1’2 [0 + 2xlc} + xfclcgsg} = 62179¢ + 3771 o583,

3

o)

B

=

Il

W
—
8

[\V)
| — |
RS
[an I \V)]

1 0
3 0\ _ 0\ _
f¢(2,1) = (3) [ﬁz Z (p) £y pcpfm—i-q:l—p + c1c283 Z <p> Ty pcpfm+q——p:|

p=0
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= {362 {fm+q=1:| =+ 010253fm+q=0} =
= {xQ [G) (é) (hi)o( — QH)l} + c1¢983 (hi)l} = —2xI1 + hiclcQSg,,

entao

fir = (322 + h2)cicoss + 229 (3w1c — 11),

e da mesma forma

38

fin = Bxl+h2)crsy+ 2a3(3w1c—11) e fer = (327 +h2)sy +224(3w1c— ).



Capitulo 5

Transformacoes

5.1 Introducao

Nesse capitulo exibimos os conceitos de transformagao complexa, conformidade e
analiticidade, bem com o de transformacao hipercomplexa. Nao procuramos uma
associacao entre transformagoes conformes e quaseconformes (a serem definidas

mais adiante), ja que as defini¢oes delas sao distintas.

5.1.1 Derivada

Uma fungao f(z) é derivavel em zeD, D é uma regiao do plano z dos complexos

se

o) =t LA 1)

Az—0 AZ

(5.1)

existe, e independa de como Az tenda a zero.

5.1.2 Funcao Analitica

Uma funcio f(z) é analitica (ou regular) em zpeD, se existe § > 0 tal que f'(2)

existe para todo z com ‘z — 20’ < 9.

39
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5.1.3 Transformacgoes

Suponhamos o sistema

u = u(x,
S (:9) (5.2)
v=uv(z,y)
que relaciona pontos do plano z = (z, y) com pontos do plano w = (u,v). Dizemos
que S associa ou transforma pontos do plano z em pontos do plano w.

Se a transformacao S é biunivoca, existe

z = z(u,v
S (u,0) (5.3)
y =y(u,v)
Considerando nos complexos z = (x1, x2) = x1+1ix, 1 =+—1 e f(z) =
w = uy + tug = (ug, us), temos entao

g ) m= uy (21, T2)

Uy = uz(71, T2)
Exemplo 5.1. Seja f(2) =22 = (x1 +122)* = 23 — 23 + 27179 entdao

up = uy (T, 12) = 22 — a3

S :

us = ug(x1, T2) = 2129, f(z) =w=wuy +iugy

5.1.4 Mapeamentos

Teorema de Bieberbach [9]

Teorema 5.1. Se hd uma dada regiao D simplesmente conexa estando intei-
ranmente numa parte finita do z — plano e tendo uma fronteira simples 6D.
Se 0D consiste de um numero finito de arcos de curvas que sao continuos e
diferencidveis. Se a fun¢do w = f(x) € regular e se |f(z)| < k < co. Se a curva
0D é mapeada 1—1 sobre 0D, isto €, ndo se intercepta. Entdo a fungio w = f(x)

mapeia a regiago D 1 — 1 sobre uma regiao simples e finita D' com fronteira §D’.
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Exemplo 5.2. A fun¢ao f dada por
f(z) =22, zEN: (xp — 1)+ 22 =17 (r >0)

mapeia \ no cardioide

!

A (U 0 = drtu(u? +0?) — drte? =0

Figura 5.1: Cardidide

5.2 Transformacao Hipercomplexa

Se z = (x1, %9, T3,24) = X1 + 100 + juz + kxg e f(2) = w = uy + tug + jus + kua,

temos:

Uy = U1\T1, T2, T3, T4

Uy = U2\ X1, T2, T3, T4

3\%1, T2, X3, T4

<
w
I
<
~—~~ o~ —
~—  ~— ~—

; f(z) =w=uy + iug + jrs + kg

I
S
I

Ug\T1, T2, T3, T4
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Considerando entao coordenadas esféricas (r,0) no R", temos para

n=4 0<r<oo, —ggel,QQSg, 0< 6 <o, (5.4)
(
x1 = x1(r, 01,02, 03) = rcostcosbacosls
5. Ty = x9(1, 01,02, 03) = rcoshicoshasentds (5.5)
xg = x3(r, 61,02, 05) = rcost senby

)
)
| T4 = x4(r,01,05,03) = rsenb;

que para maior simplicidade escreveremos como

)
r1 = rcostcosbqcosfs = reicacs

T9 = rcoshicosfysents = rcicass

T3 = rcostisenly = re sy

| T4 = rsentl; = rs;

Na expressao costlicostlacosfls usaremos algumas vezes cicocg = ¢, assim como

para cicic denotaremos por ¢? e ¢ — 1 = s2.

5.3 Transformacoes Conformes

As transformagdes w = f(z) que preservam angulos entre curvas num ponto
2o € z, sao ditas conforme com angulo de giro v = argf’(zo).
Como exemplos de funcoes conformes podemos citar as translagoes w =

z + f3, as rotagoes w = ez, entre muitas outras(8].

5.3.1 Teorema Fundamental de Conformidade

Teorema 5.2. Para z complezo, se f(z) € analitica com f'(z) # 0 numa regido

D, entao a transformacdo w = f(z) € conforme em todos os pontos [8] de D.

Como consequéncia do teorema temos as equacoes de Cauchy-Riemann

ouy B Ouy ouy B Ouy
oxy, Oz’ dxy  Om 57)
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Se as derivadas parciais de f(z) sdo continuas em D, entdo as equagoes de
Cauchy-Riemann sao também condigoes suficientes para que f(z) seja analitica
[8] em D.

Sabemos que nos complexos, a translacao, a dilatagao, rotacao e a in-

versao sao mapeamentos conformes.

Nos hipercomplexos temos as equacoes Cauchi-Riemann Generalizadas ,

Ou;  Ous  Ouz  Ouy Ousy ouy Ous  Ouy

Or,  Odxy Ory Oxy Oy Ovy  Ovg  Oxy

Ous ou;  Ous Ouy Ouy ouy Quy  OJug

9. - 0z 0m -~ Omy 9o 0m 0m 0m,  ©Y

mas o conceito de analiticidade ndo é o mesmo, e as transformagoes [2] conformes

tém restricoes.
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Transformacao Quaseconforme

O moderno desenvolvimento dessa teoria comeca por volta de 1950, com os tra-
balhos de Ahlfors, e, hoje tem crescido enormemente o interesse por esse assunto
pelas possibilidades de conexoes com outros campos da matematica.

Grotzsch, por volta de 1920, foi o primeiro a considerar mapeamentos
quaseconformes para n = 2 em seus estudos sobre dominios planos simples [6].
Porém, os estudos para dimensoes n > 3, foram desenvolvidos por Lavrent’ev,
com registros de 1938.

O passo mais importante foi dado por Teichmiiller com [10] mapeamentos
quaseconformes em superficies de Riemann, levando a uma conexao com diferen-
ciais quadraticas holomorfas.

H&4 muitas maneiras de definir funcao quaseconforme, usaremos aqui a

que achamos mais simples.

6.1 Definicao métrica

Se D e D' sdo dominios no n-espaco Euclidiano R™ com n > 2 e seja
f:D — D um homeomorfismo (continua, bijetora e preserva topologia).

Para z € D e r > 0, considere B(x,7) a bola fechada (com centro em x) em D.
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Seja

L(z,r) = max [f(y) = f(z)],  U(z,r)= min [f(y) = f(z)], (6.1)

lz—yl=r lz—yl=r
L
H(z,r) = l((fi’:)) e H(x)= liin_s)%p H(z,r), (6.2)

entao dizemos que a funcdo f é quaseconforme se a dilatagao linear H () é unifor-
memente limitada em D[6]. Por conveniéncia, definimos f sendo K-quaseconforme

com 1 < K < oo se f é quaseconforme e

H(z) <K quasesempre. (6.3)

6.1.1 A l-quaseconformidade:

Seja o complexo z = x1 + ixo, e a funcao

w= f(z) = etz w = Uy + iUs

uy = uy(xq, x2) = x10080 — T95€NH
s = us(w1, T2) = x18€nb + wocosl

com Jacobiano

7 O(u,us) _ cosd —senl _140 (v6)

(1, T2) senf  cosf

logo, continuamente diferencidvel para z # 0, seu ponto critico. Como f(z)

satisfaz as equacoes de Cauchi — Riemann

8331 N N 3:152’ 8351 N N 391:2’

é conforme [2]. Mostremos que ¢é 1-quaseconforme.

Se
L(z0,7) = max [f(2) — f(20)|

|z0—z|=r

= max |e®z — %y
|z0—z|=r
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= e%r =1(z,7) = min |f(2) — f(20)]

|z0—z|=r
entao

H(z,7) = l<207’7n) =1 =limsup H(z)

Poderiamos, entao, procurar fatores ou situagoes que provoquem

a K-quaseconformidade, para 1 < K < oo, entao consideremos

6.1.2 Fator de expansao da fungao

Seja f : D — D' nos complexos, r > 0, f(z) =w = 2> e B(zx,r) C D,
se © = (x0,90) : fizado e y € B(x,r) tal que y estd na "casca’de B, entdo para
y = (x1,y1) temos

1 = xo + rcosl

Y1 = Yo + rsent

Como |z — y| = r, temos (71 — x0)> + (1 — yo) = 7% ¢

fl@) =2 =2 — 2 +2v0y0, fly)=y* =22 -yl +i2my e

|f(y) - f(x)‘ = }95% - 1‘% - ?J% +y(2) —I—z'(2x1y1 - 25170%)‘

_ T\/TQ + 4r(zocost + yosenh) + 4(z2 + ),

notamos que o

lim [r? + 4r(zocosh + yosend) + 4(zf + y3)| = 4(z5 + yg)

r—s0

é constante, que denominamos de Ay = 4(22+y2), o fator de expansio da funcao.

Entao, no calculo da K-quaseconformidade, obtemos

L
H(z) = hin—s}olp H(z,r) = liin_s)%p l((j”:;,

assim

=1

H(x) = lim sup max /12 + 4r(zgcosd + yosend) + 4(x2 + y2)
r—0  minry/r2 + 4r(zrocosd + yosend) + 4(x3 + y3)
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De uma forma mais geral, podemos mostrar que com complexos escritos na forma
, a potenciacdo f(z) = 2" é l-quaseconforme, pois 2" = 7™ entdo

L=1=r"e" logo H(r) =1

z = re

Poderemos observar mais adiante que se o fator de expansao, por nés

denominados de

A (6.4)

nao for constante, a fungao serd K-quaseconforme com 1 < K < oo.

6.1.3 A funcao Identidade

A funcao identidade para 0s nimeros hipercomplexos
f(z2) = z = x1 + izy + jrs + kxy é conforme pois satisfaz as equagbes de

Cauchy-Riemann generalizadas [2], visto que

.
uy = uy (@, T9, T3, x4) = 1 000
o = Ug(X1, T, T3, T 01 00

S 2(®1, T2, 73, 04) = e J= =140, (V2#0)
ZU3(ZE To,T3,T 4) 0010
L = U4($1,$2, 5E3,$4) = Ty, 0001

Na investigacao de fungoes K-quaseconformes, chegamos ao estudo de
fungoes do tipo f(z) = 2™, n = 2,3, .. e z hipercomplexo da forma z = x1 + izy +

Jx3 + kx4 e obtivemos os resultados a seguir:

6.1.4 Resultado paraf(z) = 2>

Seja x = (11,22, T3, T4) = x1 + 1T + jrs + kxy e
Yy = (Y1,Y2,Y3,91) = Y1 + iya + jys + kys, onde z € D C H, r > 0 tal que
B(x,r)CDeyé€ B(x,r), | v —y|=r, entdo:

(y1 —21)* + (Y2 — 22)? 4+ (y3 — 23)° + (ya —z0)* =7
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Em coordenadas (r,#) temos
Y1 = 1 + rcostcosbscosls = xq + rejcacs
g. 4 Yo = X9 + rcosbicostysenls = x1 + reicaSs (6.5)
Y3 = x3 + rcosbisently = x1 + 1S9
Yy = T4 +rsenf; = x1 + 181

Assim

f(z) = 2* = 2] + h2 + 221 h,, hy =ixy + jas + kay, h2 = —23 — 13 — 7}

FW) =y =i +h+2yphy,  hy=iya+jys+hys, b =h2— 2407

com as notagoes I = xycic83 + T30182 + 1481 € 82 = — 1 = c2cac2 — 1, logo
| f(y) = f(x) |=] yi — 2T + hi, — B2 + 2y1hy — 221 h, |

'2(1’1610263 —I)r + (2¢ = 1)r? + i[(2x2010203 + 2x1010983)r + 260102337’2}

+7 [(2x3010203 + 2x10189)T + 2001327“2} +k [(2x4010203 + 2x18)r + 20317“2}

‘F‘i‘iﬂ‘f’ij—Fka :\/F2+Ff+Ff+F,§,

onde
F = fir+ for?, f1=2(z1c10905 — 1), fa= (202 - 1),
Fi= far+ fz’27“27 Jir = 2xac10903 + 271010983, Jia = 2ccica83,
F; = far + fjr?, fi1 = 2x3c100¢3 + 2310152, fia = 2ccy 59,
Fy = fiar+ frar®,  fu = 2wacicacs + 20181, fre = 2051
Como

F? = f127"2 + 2f1f27"3 + f227"4, Ff = 1-217"2 + 2fi1fi2r3 + fl-227"4,

F? = fAr’ + 2fnfir® + fArt e FP=far’ +2fufir’ + firt

Y
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temos
|F(y) — f(2)] = V/Asr? + Agrd + Agrt,
onde
144:f22+ 1’224' j22+f132:]-7
As =2f1fo+2fafio+2fi1fi2+ 2fur fre = 4(x1c + 1)
e
Ay = f3 + [+ i+ fio = Ala — hic® +117)
ou

Ay = 4[x] + (23 + 25 + 23) {365 + (zac10283 + T30152 + 451)°]

Note que A, nao é constante, e

L A-r2 + Aar3 + Ar?
H(z) =limsup H(z,r) = limsup (z,7) — limsup m?X\/ 12 - Aar3 + Ayr |
r—s0 r—s0 l($, T) r—s0 Imin \/A2T2 X A3T‘3 T+ A47’4

. maxryAs + Asr + Ayr2 max /A, max A,
H(z) = limsup — = — '
r—0 minry/As + Asr + Ayr? min/A, min A,y

Nesse caso podemos tentar prever o valor de H(x), estudando o max As e o

min As.
Fazendo x;=max{| z1 |,| z2 |,| 3 |,| x4 |}, entao se
I = z9cica83 + 13C159 + 1451 < 3234, temos 0 < II? < 927 e

0 < (23 + 23 + 23)c33c3<3z?, assim temos dois casos a considerar,

Primeiro: Se x1 # 0, para Ay = 4(z3 — hc® + I1?) temos

Ay < 4] + 3x7 + 977) = 5277, logo  max Ay = 5217

e, se
co =0 — Il = x3¢1 + 2451, que pode ser zero,
entdao min Ay = 42?2, logo se H(x) = K (1,2, 73, 74)
1 < K(xy, 29,23, 14) < E\/l_S (6.6)

X1
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Sequndo: Se r; = 0, entdo max Ay = 48@2 e min Ay pode ser infinitamente

pequeno fazendo
K(xq1, 29,23, 14) tender ao in finito.

A seguir calcularemos alguns valores de K (x1, z9, x3, x4) = K(a,b, ¢,d) computa-
cionalmente, usando o programa Mathematica, em que nos preocupamos apenas

com os coeficientes Ag"), n = 2,3,.., dados por
Agn) = a9 + a;9 + Ao + ago,

sendo, por exemplo

AY) = 4(a} = 13 4+ 1P),
AP = 9zt 4 (—24h2c% + 6R2 + 24T1%)2% — 8R2IT? + (8¢% + 1)hY,
2
A = [4(%1’0 — 3211 + 321 h2e — hiﬂ)] +
2
[4[35:;’010253 + 3z2z9c + (hi610283 — 2wl xy + xghic] +
2
[4[9@?0132 + 3z3x3c + (hicisy — 2x3l)ay + ZE3h§C:| +

2
{4[1‘?51 + 3xiwyc + (hisy — 2x41)a; + mhic}
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Calculo da K-quaseconformidade
computacionalmente

Usando o fato que

(7.1)

2n
Z Agn)rs,
s=2

e de posse da definicao métrica

L(z,r) = max [f(y) = f(x),  U(z,r) = min [f(y) = f(z)], (7.2)

le—yl=r |z—yl|=r
L
H(z,r) = l((i’:)) e H(x)= liirl_s)%p H(z,r), (7.3)

temos que

Entao, na investigacao de H(x) < K, precisamos apenas da maximizacao e da mi-
nimizagao de A}, n=1,2,3.., que sao os coeficientes de 72 em (7.1). Tais coeficientes,
denominamos de fator de expansao, na qual para fungoes conformes sao constantes.

O caminho computacional para o calculo de K pelo programa Mathematica foi:

1. Digite AJ" 2. Maximize A"= a 3. Minimize AY”=b

51
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4. Faga \/%: K

7.1 O calculo de K computacionalmente

7.1.1 Seja f(z) = 2%, 2 = (a,b,c,d) centro da hiperesfera de
raio r

Com o comando :Af) = 4[a*+(b*+c*+d?)(cosx)*(cosy)?(cosz)*+(bcoszcosysinz+
ccosxsiny + dsinz)?], -+ < z,y <7, 0 <z < 2m, a,b,c, d nao

todos nulos, obtivemos as seguintes K-quaseconformidade, K (a, b, ¢, d) tais
K(1,1,1,1) = 1.99998

K(15,15,15,15) = 1.99998
K(1,0,0,0) =1
K(15,1,1,1) = 1.00664
K(15,0.1,0.1,0.1) = 1.00007
K(0.1,1,1,1) = 17.3434
K(0,1,1,1) = 674.021,

Observe que esses numeros foram previstos na seccao anterior.

7.1.2 Seja f(z) =23, 2 = (a,b,c,d) centro da hiperesfera de
raio r

Com o comando :A§3) = [3(a® — b* — ¢® — d*)coszcosycosz — 6a(bcoszcosysinz +

ccosxsiny + dsinz)]* + [(3a® — b* — * — d*)coszcosysinz + 2b(3acosxcosycosz —

beoszcosysinz—ccoszsiny—dsing)|*+[(3a*—b*—c*—d?)coszsiny+2c(3acoszcosycosz —

beoszcosysinz—ccosrsiny—dsing)*+[(3a*—b*—c*—d?) sinz+2d(3acoszcosycosz—
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beoszcosysinz—ccosxsiny—dsinz)|? - <,y <3, 0<2z2< 2m, a,b,c,d

nao todos nulos, obtivemos as seguintes K-quaseconformidade, K(a,b, ¢, d) tais
K(1,1,1,1) = 674.021

K(15,15,15,15) = 674.021
K(1,0,0,0) = 1
K(15,1,1,1) = 1.01786
K(15,0.1,0.1,0.1) = 1.00018
K(0.1,1,1,1) = 3.04035

K(0,1,1,1) = 2.99994,

7.1.3 Seja f(z) = 2%, z = (a,b,c,d) centro da hiperesfera de
raio r

Com o comando :Agl) = [4(a3coszcosycosz — 3a*(bcoswcosysinz + ccosxsiny +
dsinz)+3a(—b*—c*—d?)cosxcosycosz—(—b*—c*—d?)(bcosxcosysinz-+ccosrsiny+
dsinz)]*+ [4(acoszcosysinz +3a’beosxcosycosz + ((—b* — * — d*)coszcosysinz —
20(bcoszcosysinz + ccosxsiny + dsinz))a + b(—b* — ¢ — d?)coszcosycosz)* +
[4(aBcoszsiny +3a’ccosxcosycosz + ((—b* — ? — d?)coszsiny — 2c(bcoszcosysinz +

3sinx+3adcosxcosycosz+

ccosrsiny+dsinz))a+c(—b*—c*—d?)cosxcosycosz]*+[4(a
((=b* — & — d?)sinz — 2d(bcoszcosysinz + ccoszsiny + dsinz))a + d(—b* — * —
d?)coswcosycosz]?, F <zy <3, 0<z<2m, a,b,c,d  mnao to-

dos nulos, obtivemos as seguintes K-quaseconformidade, K (a,b, c,d) tais
K(1,1,1,1) = 3.99989

K(15,15,15,15) = 3.99989
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K(1,0,0,0) = 1
K(15,1,1,1) = 1.03385
K(15,0.1,0.1,0.1) = 1.00033
K(0.1,1,1,1) = 17.4594
K(0,1,1,1) = 674.021,

que podem ser comparados pela tabela:

22 23 24

K(1,1,1,1) 1.99998 674.021 3.99989
K(15,15,15,15) 1.99998 674.021 3.99989
K(1,0,0,0) 1.00000 1.00000 1.00000
K(15,1,1,1) 1.00664 1.01786 1.03385
K(15,0.1,0.1,0.1) 1.00007 1.00018 1.00033
K(0.1,1,1,1) 17.3434 3.04035 17.4594

)

K(0,1,1,1) 674.021 2.99994 674.021

Z _/ / . ~ - A .
Concluimos que se B é o mapeamento obtido pela funcao quaternionica

— —

f:B— B (7.5)
entao bolas B(x,r), r tendendo a zero, sdo transformadas em hipersuperficies das
mais variadas em fungao do centro x = (a,b,c,d), que a K-quaseconformidade
depende de z. E de nosso interesse, entao, localizar e visualizar essa deformacao,
com o procedimento de fixar uma ou duas das quatro coordenadas, como se

segue.
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Mapeamentos

Seja B = B(z,r) uma bola com centro em x = (a, b, c,d) e raio r, mapeada pela
funcao quaternionica

=

f:B— B, (8.1)
entdo B é uma hipersuperficie tal que

_/ —_—
B = f(B(r.r). (5.2)
Se yeB(x,r) com |y — x| =7 e y = (y1, Y2, Y3, ya) sendo escrito em coordenadas

esféricas como )

Y1 = x1 + rcosbicosbycosts

Yo = To + rcosticoshysenbs

B: (8.3)
Y3 = x3 + rcosfisents
| Ya = 24 + rsenb
entio B = f(y), ou seja

( y1=f1(y)
T - ys = fa(y) (8.4)

ys = f3(y)

| vi=n)

95



Capitulo 8 56

8.1 Mapeamentos com curvas de nivel

Seja B a hipersuperficie quadridimensional dada por

p

vy = fily)

El : yé - fQ(y) (85)
ys = f3(y)
s = fa(y)

\
Das infinitas curvas de nivel possiveis, faremos o encaminhamento apenas para
aquelas paralelas a cada eixo coordenado. Para tanto, usaremos a seguinte ana-

logia dos cortes de uma esfera. Seja a esfera

1 = rcosticosby, 556 <3

-/

B (w1,79,23) : {29 = rcosb senby, 0<6, <27 (8.6)
T3 = rsenby, r dado.

e Corte um : Fazendo #; = 0 e anulando a terceira coordenada teremos a projegao

da esfera nos eixos x; — x5, equivalente ao sistema

— 1 = rcosbs,
B (xy1,23) : (8.7)
Ty = rsenby, 0<6y <27

e Corte dois : Fazendo #; = 0 e anulando a segunda coordenada teremos a

projecao da esfera nos eixos x; — x3, equivalente ao sistema

— x1 = rcosby,
B (xy1,x3) : (8.8)
xr3 = rsenbq, 0<6; <27

e Corte trés : Fazendo #y = 7/2 e anulando a primeira coordenada teremos a

projecao da esfera nos eixos x, — x3, equivalente ao sistema

— X9 = rcosby,
B (x9,x3) : (8.9)
r3 = rsenby, 0<6; <2r
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Seja entao B a hipersuperficie quadridimensional obtida em funcao de r, 1, 65, 05,

ou seja
’
y& = fl(r761792>93)5
5} 5 = 7079797 —ESQ,Q SE
5. )V fa(r, 01,02, 05) T <6,0, <% £.10)
yé:f3(7ﬂa01702763)7 0§03§27T
yé/L = f4(ra 91792703>7 T dado.

\
Faremos entao apenas quatro curvas de nivel, perpendiculares aos eixos coordena-

dos provocadas por 01 =0, 6, = 0, 05 = 0 e 03 = 7/2, para obtermos superficies
. — — — — .
no IR3, a saber B (1, %o, 13), B (1,22, 24), B (x1,%3,74) € B (19,3, 74), ou mais

explicitamente dadas por

yi:f{(rae%ei%)) —%Sé’gg g
Blerwa ) vy =f(r,02,05),  0<65< 2 (8.11)
L ys = [f3(r,62,63), r dado,
.
yi:f{(Taelvei%)a —%Sé’l < g
B(x1,2,24) 1§ wh = f3(r,01,03), 0<0;3<2m (8.12)
L Yy = fi(r,61,63), r dado,
.
yi:f{(/’“’01792)7 —%Sel S g
B(t1,23,02) 1 4 gy = f5(r,00,00),  0<6, <21 (8.13)
L Yy = fi(r,01,62), r dado,
e finalmente,
(
yé:fé(r761792)7 _% <6, < %
B(ws,w3,20) o= fi(r.00,00),  0<0,<2r (8.14)
L yy = fi(r,01,02), r dado.

z 2 _/ _/ . .
Para cada superficie B, podemos obter B m como um corte meridional, fazendo

para cada 6; com variagao de 0 a 27, a variacao 0 <6; <, por exemplo
yi:f{(r,e%%), _%Seggg
Bm(wr,w0,05) 1 { gy = f3(r.00,605), 0<by<n (8.15)
Yy = f3(r, 02,03), r dado,
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e opcionalmente usaremos

Yy = fi(r,02,03), —T <6, <0
B'h(zy,w0,73) 1 { yh = fo(r,02,05),  0<6s<2r (8.16)

ys = f3(r,02,03), r dado,

ol

para cortes hemisféricos. Seja agora El(x,»,xj,xk) a superficie obtida no IR3.
Podemos obter sua projecao no IR? fazendo em analogia dos cortes da esfera,
zerando uma das coordenadas, obter El(xi,wj), El(xi,xk) e E,(xj,wk). Para os
mapeamentos que seguem, considere yeB(z,7) com |y—x| =rey = (y1, Yo, ¥3, Ys)

sendo escrito em coordenadas esféricas como

.
Y1 = a + rcosticostycosts

Yo = b+ rcostcosfysenbs

S|

(8.17)
Y3 = ¢ + rcostsents

| Y= d + rsenb;

onde x = (a, b, c,d) é o centro da bola quadridimensional e raio r dado.

8.2 Mapeamento de f(z) = 2°

Se f(z) = 2% = (y1 + iy2 + jys + kya)?, temos

(
2

Y= — Y5 — 5 — i,

/
_ =2
B/ » Yo Y1Y2 (8.18)

?Jé = 29193

yf; = 291V,

que parametrizada fica

4
Yy = (a + rcoslicoshscosls)? — (b + rcoshicosbysends)?

—(c + rcosfysendy)? — (d + rsend;)?
B Q8 yh = 2(a+ rcoshicosBacoshs) (b + rcoshicosbysends) (8.19)

ys = 2(a + rcostcoshacosts)(c + rcost senbs),

Yy = 2(a + rcosbcosbacosts)(d + rsenby),
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satisfazendo -2 < 0,05 < e 0 < 63 < 27. O corte dado por

2 2
0, = 0 produz no IR? a superficie El(xl, T, r3) dada por

r
Yy = (a + rcosbycoss)? — (b + rcosbysentds)?

_ —(c+ rsenfy)? — d?
B,(371,372,353) : ( 2 (8.20)
Yy = 2(a + rcosbacoss) (b + rcoshysenbs)

\ Y5 = 2(a + rcosbycosls)(c + rsenbs),

com —7 < 0y < 7e0< 03 < 2w, com corte meridional dado por

(
Yy = (a + rcosbycoshz)? — (b + rcosbysenlds)?

— —(c+ rsenbq)* — d?
B/m(:vl,xg,xg) ; ( 2) (8.21)
Yy = 2(a + rcosbacosts) (b + rcosbysends)

Y5 = 2(a + rcosbycosts)(c + rsenbs),

\

quando —5 < 0, < 7 e 0 < 03 < m. Para obtermos os cortes de El(xl, T, T3) NO

ol

IR? fazemos 0, =0 , 03 = 0 e 03 = 7/2 e obtemos respectivamente

— vy = (a+rcoslz)* — (b+ rsenbz)? — * — d?
/

B (w1, 22) : (8.22)

vy = 2(a + rcosts) (b + rsenbs), 0<0;<2r

- Yy = (a + rcosly)? — b* — (c + rsenby)? — d?

/
B (xy,23) : ! (8.23)
ys = 2(a + rcosbty)(c + rsenby), 0<0y <2rm

e finalmente

_ 5, = 2a(b+ rcosf
B (12,73): { ( 2) (8.24)
Y5 = 2a(c + rsenby), 0 <6, <2r.
Os cortes de El(ajl,;@, Ty) e El(xl, r3,x4) por originarem figuras seme-

o . . -/
lhantes, omitimos aqui. Agora, para obtermos o corte B (z3,x3,x4) facamos em

(8.19) #3 = 7/2 cujo mapeamento é dado por

Yy = 2a(b + rcostcosls)

B (w2, 23,74) : § yh = 2a(c + rcosh sendsy) (8.25)
Yy = 2a(d + rsenby),
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com —5 < ¢ <7 e0 <0 <, e projegoes no IR? dadas por
_ = 2a(b+ rcosf
B (29, 23) : v ( 2) (8.26)
yh = 2a(c + rsenby), 0 <6, <2,
_ L, = 2a(b + rcos
B (2,20 : { 2 ( 2 (8.27)
Yy = 2a(d + rsenb,), 0<6; <2m,
e
— L = 2a(c+ rcosé
B (x3,24) : s ( 2 (8.28)
vy = 2a(d + rsenby), 0<6;, <2m,

—; R —A —_—/ .
onde podemos notar que B (z3,x3), B (x2,74) € B (x3,14) representam circun-

N . ., =Y ,
feréncias, ja que B (3, x3,24) é uma esfera.

Alguns desses cortes foram ilustrados na secgao (8.4) para x = (a, b, ¢, d)

e raio r indicados.

8.3 Mapeamento de f(z) = 2°

Seguindo o roteiro anterior, sabemos que se w = f(z) = 23, isto é

entao

w = (y1 + 1y + jys + kya)’ (8.29)
yi1=yi + 3k
= (3y7 + Iy
Y yi + hy)ye (8.30)
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ou equivalentemente, em coordenadas esféricas, dado por

(
Yy = (a + rcoslicoshacosls)® — 3(a + rcosbcosbacosbs)

((b + rcosbicosbasenbs)? + (¢ + rcostysenby)® + (d + rsent;)?)

yh = [3(a + rcosficosfycoshz)? — (b + rcosbcoslysenbs)?

_ —(c + rcostisenfy)? — (d + rsend;)?|(b + rcosdcosfysend

o) senfa)? — ( D2 cosbysenty)
yh = [3(a + rcosycoslycoshs)? — (b + rcosbcoshysentds)?

—(c + rcosbisenbs)? — (d + rsenby)?](c + rcosdi sends)

v, = [3(a + rcosficosfycos03)? — (b + rcostcoslysenbs)?

—(c+ rcosbhsenby)* — (d + rsenb)?|(d + rsend)

para —2<04,0, < e 0 < 63 < 27. Fazendo ¢; = 0 para obtermos

vl
vl

-
o corte B (x1, 2, x3), temos

p
Y = (a + rcosbycosts)® — 3(a + rcosbhcosts)

(b + rcosBysentz)? + (c + rsenby)* + d?)
El(%, 29, 33) : yh = [3(a + rcosBycosls)? — (b + rcoshysends)? (8.32)
—(c+ rseny)? — d?](b + rcosbysenls)

yh = [3(a + rcosbaycoshz)? — (b + rcoslysends)?

| —(c+ rsenby)? — d?](c + rsenfs),

para —5 < 6 < 7 e 0 < 3 < 2m, e para obtermos E/m(xl,xg,mg), fazemos

0 < 03 < 7. Curvas de nivel no IR? sao obtidas para 6 = 0, 5 = 0 e 05 = 7/2

que sao respectivamente

(

vy = (a+rcoslz)® — 3(a + rcosts)[(b + rsenbz)? + ¢ + d?
B (21,22) : yh = [3(a + rcosfs)? — (b + rsenbs)? — ¢ — d?)(b + rsenbs),
| 0= 05 < 2m,
(8.33)
( vy = (a+rcosty)® — 3(a+ rcosty)[V? + (c + rsenby)? + d?|
B (1,23) : 4 yh = [3(a + rcosby)? — b* — (¢ + rsenby)? — d*](c + rsenby),
\ 0 <0y <2m,

(8.34)
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yh = [3a% — (b + rsenby)* — (c + rsenby)? — d?|(b + rcosby)
=)

B (w3,23) 1 § v = [3a% — (b+ rcosty)? — (c + rsenby)? — d?](c + rsenbs),

0 S 02 S 27T7
(8.35)

Alguns desses cortes foram listados na secgao (8.4) para z = (a,b,c,d) e raio r
indicados.

As projecoes escolhidas foram as que mais nos chamaram a atencao
e acreditamos ser o suficiente para dar um parametro dessas hipersuperficies.
Com esse roteiro podemos obter muitas outras situagoes. como por exemplo, se

realizarmos cortes em angulos diferentes dos citados.

8.4 Ilustracoes

Os cortes apresentados a seguir foram os mais interessantes pelo seu formato.
Foram selecionados aleatoriamente para valores do centro da hiperesfera
xr = (a,b,c,d) e raio r indicados em cada figura, assim como as letras m e h para
cortes meridionais e hemisféricos respectivamente.

Acreditamos na suficiéncia desses exemplos.
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Figura 8.2: B’(z1,12,73),

quando

z=(1,1,1,0), =1 e f(z) = 2*

BN W L}

-4 -3 -2-10 1 2

Figura 8.4: B’(z1,22),
r = (1717]-’())7 r=1 e
flz) =22

PN W A~ a

64

Al
rf/////’

A
W
vz

Figura 8.3: B'm(z1,r2,73), quando

r=(1,1,1,0), =1 e f(z) = 2*

-4 -3 -2-10 1 2 0 1 2 3 4

Figura 8.5:

B’(z1,x3),  Figura 8.6: B’(zq,z3),

r = (1,1,1,0), r=1e =z = (1,1,1,0), r=1 e

flz) =22

flz) =2
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00

—_—
.

Figura 8.7: B'h(zy,79,73), * = (1,1,1,0), r=10 e f(2) = 22
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Figura 8.8: B’(x1,r9,23), quando Figura 8.9: B'm(zy,r2,73), quando

r=(1,1,1,0), =10 e f(z) = 2* r=(1,1,1,0), =10 e f(z) = 2*

0]
100 100

1
/N /N of
100 -50 0§ 50 |10 100 -50 ¢ 50 |10 -10 10 2
-50 -50 -14

Figura 8.10: B’(zy,x9),  Figura 8.11: B’(zy,z3), Figura 8.12: B’(x9,z3),
r = (1,1,1,0), r=10e 2z = (1,1,1,0), r=10e 2z = (1,1,1,0), r=10 e
flz) =22 flz) =22 flz) =2
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-15

Figura 8.13: B’h(xy,29,73), * = (1,1,0,0), r=3 e f(z) = 22
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Figura 8.14: B’(z1,r2,73), quando
z=(1,1,0,0), =3 e f(z) = 2*

Figura 8.16: B’(z1,%2),
r = (1717()’0)7 r=3 e

f(z) =2*

15
10
5
°
5
Zij/s

68

Figura 8.15: B'm(xy,r9,23), quando

z=(1,1,0,0), r=3 e f(z) = 22

Figura 8.17: B’(z1,r3),
r = (1,1,0,0), r=3 e
flz) =22

2 4 6

Figura 8.18: B’(z2,23),
x = (1,1,0,0), r=3 e
flz) =2
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8 12
_1‘- ’
-19
_odn
-29°
Figura 8.20: B’(z1,r2,73), quando Figura 8.21: B'm(x;,r9,23), quando
r=(1,0,-2,0), =3 e f(z) = 2* r=(1,0,-2,0), =3 e f(z) = 2*

10
-2%20-15-10-5
5 Ho
10 -5 -

Figura 8.22: B’(x1,22), Figura 8.23: B’(z1,z3), Figura 8.24: B’(zq,z3),
r = (1,0,-2,0), =3 e 1z =(1,0,—-2,0), =3 e x = (1,0,-2,0), r=3 e
fz) =22 flz) =22 flz) =22
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Figura 8.25: B’h(xy,29,73), * = (1,0,0,0), r=3 e f(2) = 22
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Figura 8.26: B’(z1,r2,73), quando Figura 8.27: B'm(xy,r9,23), quando
z=(1,0,0,0), =3 e f(z) = 2* z=(1,0,0,0), =3 e f(z) = 2*

h
W

Figura 8.28: B’(x1,22), Figura 8.29: B’(z1,z3), Figura 8.30: B’(zq,z3),
x = (1,0,0,0), r=3 e x = (1,0,0,0), r=3 ¢ x = (1,0,0,0), r=3 e
flz) =22 flz) =22 flz) =2



73



Capitulo 8

Figura 8.32: B’(z1,r2,73), quando
r=(1,-2,3,0), r=4 e f(z) = 2*

20
0
40 -30 -20 {10 J@ ™0

N

Figura 8.34: B’(1,%2),
z = (1,-2,3,0), 1=4 ¢

74

- 400

100
-100 -5

Figura 8.33: B'm(xy,r9,23), quando
r=(1,-2,3,0), =4 e f(z) = 2*

’§0-40-30-20- 100 10
.10
.20

Figura 8.35: B’(z1,r3),
x = (1,-2,3,0), r=4 e
flz) =2
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Figura 8.36: B'(z2,23), v = (1,-2,3,0), r=4 e f(z) = 2°
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Figura 8.38: B’(z1,r2,73), quando Figura 8.39: B’'m(xy,r9,23), quando
r=(1,-2,3,0), r=4 ¢ f(z) = 2* r=(1,-2,3,0), r=4 ¢ f(z) = 2*

Figura 8.40: B’(zy,x2),  Figura 8.41: B’(zy,r3), Figura 8.42: B’(x9,13),
x=(1,-2,3,0), r=4 e x=(1,-2,30),r=4e x = (1,-2,3,0), =4 e
fz) =2 fz)=2° flz) =2



Capitulo 8

Figura 8.43: B’h(xy,29,73), * = (1,—-2,3,0), r=10 ¢ f(z) = 23
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Figura 8.44: B’(z1,r2,73), quando Figura 8.45: B'm(xy,r9,23), quando
r=(1,-2,3,0), =10 e f(z) = 23 r=(1,-2,3,0), =10 e f(2) = 23

i 500 1000 “\500

Figura 8.46: B’(x1,22),  Figura 8.47: B’(x1,z3), Figura 8.48: B’(zq,z3),
x=1(1,-2,3,0),r=10e 2 =(1,-2,3,0),r=10e 2 =(1,-2,3,0),r=10e
flz) =2° flz)=2° flz) =2°
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00

Figura 8.49: B’h(xy,29,73), * = (1,—2,0,0), r=20 e f(z) = 23

80
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Figura 8.50: B’(z1,r2,73), quando Figura 8.51: B’'m(x,r9,23), quando
r=(1,-2,0,0), =20 e f(z) = 2* r=(1,-2,0,0), =20 e f(z) = 2*

Figura 8.52: B’(zy,x9),  Figura 8.53: B’(zy,r3), Figura 8.54: B’(xq,13),
r=(1,-2,0,0),1=20e x=(1,-2,0,0), =20 = (1,-2,0,0), 1=20 e
flz) =2° flz)=2° flz) =2
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Conclusao

Com o objetivo inicial, meramente numérico, de obter dilatacoes lineares K de
bolas B(z,r) para ntimeros x hipercomplexos, tivemos a necessidade de tracar
paralelos com os ntimeros complexos, para comparagao e a compreensao do com-
portamento do mapeamento de fungoes aplicadas aos niimeros hipercomplexos.

Nao se teve aqui a felicidade de obter uma notacao simplificada para z,
como a z = € obtida por Gauss, muito provavelmente por termos mais de um
angulo envolvido, entao usamos para escrever z" os binomiais. Alids, a exploracao
de desenvolvimentos binomiais enriqueceu esse trabalho.

Conseguido no capitulo 3 a expressao caracteristica de |f(y) — f(x)], um
salto muito grande foi dado, pois a partir desse aspecto, precisariamos apenas de
testes numeéricos, visto que a K-quaseconformidade procurada dependia apenas
de um dos coeficientes dessa expressao.

A partir de uma possibilidade nao pensada até entao, a
K-quaseconformidade dependia da posicio do centro da bola z, em B(z,7).
Entao, pelo paralelo tragcado com os complexos, notamos que as deformagcoes
eram a eles similares, apesar de estarmos em dimensoes maiores.

Entendemos que, em linguagem figurativa, se a potenciagdo nos com-
plexos provocavam uma dilatagao e um giro, isso também deveria acontecer nos
hipercomplexos, obviamente na direcao de um novo argumento, onde o expoente
n seria um fator de alteracao de 61, 05 e 03.

Temos entao, apenas dois casos a considerar. Se o centro da bola z
coincide com a origem do sistema de coordenadas, entao o mapeamento é sim-
plesmente uma hiperesfera dilatada em r™, enquanto que se nao coincidir, ob-

viamente os elementos mais distantes desta (a origem) sofrerdao transformagoes
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maiores que os mais proximos, podendo até acontecer involugoes, dependendo do
raio considerado. Esse comportamento pode ser verificado também nos comple-
X0s, em que, no texto, usamos o termo ”cardiéide degenerado” para explicarmos o
formato do mapeamento. Esse argumento condiz também com os valores obtidos
por K, ja que é obtido por um quociente em que o denominador pode tender a
zero, fazendo K tender ao infinito.

E, finalmente, no capitulo 8 pudemos verificar visualmente no IR? o com-
portamento dessas funcoes e acreditamos ter cumprido o nosso proposito.

Problemas como analiticidade, diferenciacao, integracao e até mesmo
uma notacao mais simplificada para estes nimeros nao foram pensadas aqui,

fatos considerados suficientes para que esse material tenha uma continuacao.
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