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Resumo

Esta dissertacao objetiva-se ao estudo analitico de técnicas de interpolagao integral
— fundamentadas na teoria de distribuicao, também conhecida como teoria de fun¢oes
generalizadas — e suas aplicagoes a reconstrucao de imagens formadas por particulas
(noise image) e a forma anisotrépica das equagoes da hidrodindmica com particulas
suavizadas, no inglés smoothed particle hydrodynamics, bem conhecida como SPH. A
aplicacao a processamento de imagens é um caso particular da técnica de interpolagao
utilizada em SPH. A imagem original é fragmentada na forma de particulas (em duas
dimensoes), aleatoriamente colhidas dos pixeis da imagem original, cuja densidade de
probabilidade é proporcional & escala de cinza de cada pixel vizinho. Entao é feita uma
reconstrucao da imagem através de interpolacao anisotrépica, evidenciando que deta-
lhes estruturais do contexto original sao mais bem recuperados do que a correspondente
técnica isotrépica. Apesar de ndo realizarmos diretamente simulacoes de mecanica dos
fluidos neste trabalho, o que é proposto aqui é uma revisao das equagoes fundamentais
da técnica de simulacdo SPH para o caso anisotropico. As interpolac¢oes apresentadas
neste trabalho foram feitas a partir de um nicleo normalizado de suavizagao, definido
na forma de uma func¢ao regulada por partes, conhecida como cubic-B-spline, que é de
classe analitica C2.

Palavras-chave: teoria de distribuicao, interpolacao integral, anisotropia, SPH.






Abstract

This mastered dissertation aims at the analytical study of integral interpolation
techniques — based on the theory of distribution, also known as generalized function
theory — and its applications the reconstruction of images formed by particles (noise
image) and the anisotropic form of the fundamental equations of smoothed particle
hydrodynamics, well known as SPH. The application to image processing is a particular
case of the interpolation technique used in SPH. The original image is fragmented in the
form of particles (in two dimensions), randomly drawn from the pixels of the original
image, whose density is proportional to the gray scale of each neighboring pixel. Then a
reconstruction of the image is made through anisotropic interpolation, evidencing that
structural details of the original context are better recovered than the corresponding
isotropic technique. Although we do not directly perform fluid mechanics simulations
in this work, what is proposed here is a review of the fundamental equations of the
SPH simulation technique for the anisotropic case. The interpolations presented in this
work were made from a normalized smoothing kernel, defined as cubic-B-spline, which
is of analytic class C2.

Keywords: distribution theory, integral interpolation, anisotropy, SPH.
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1 Introducao

O presente texto de dissertacao concentra-se no estudo analitico da teoria de dis-
tribuicao e fungoes generalizadas (BASTIAANS, 1993; ALPAY; BALL; GOHBERG,
1990; NATANSON, 1965; SAKHNOVICH, 1997), bem como suas aplicagoes as técnicas
de interpolacao integral e suas variantes discretas, utilizadas em métodos computacio-
nais de reconhecimento de padroes (DUDA; HART; STORK, 2001), processamento de
imagens e simula¢oes computacionais, sejam essas por métodos em malhas espaciais ou
mesmo baseadas em particulas, como é o caso da recém criada astrofisica computacional
(MULLER, 2016; MARINHO, 1997, vide também as referéncias internas).

A simulagao computacional tornou-se uma importante ferramenta para solucionar
problemas em engenharia e ciéncias, testando e examinando as teorias, proporcio-
nando uma complexidade fisica significativa, e ajudando na interpretagao e até mesmo
na descoberta de novos fendomenos. Apesar de seu éxito, os métodos basados em ma-
lha apresentam dificuldades que limitam sua aplicacao em varios tipos de problemas
complexos tais como os de superficies livres, fronteiras deforméaveis, interfaces moveis
e deformacgoes extremamente grandes.

Além disso, ha dificuldade em tempo e custo computacional para fazer uma malha
de qualidade para geometrias complexas. Durante as ultimas quatro décadas, varios
novos métodos de simulagao sem malha, baseados somente em particulas, foram objeto
de grande atencao.

Dos métodos de simulagao de hidrodinamica baseados em particulas destaca-se a
técnica, conhecida na literatura, em inglés, como Smoothed Particle Hydridynamics
(SPH), originalmente introduzida em dois trabalhos independentes por Lucy (LUCY,
1977) e o outro por Gingold e Monaghan em (GINGOLD; MONAGHAN, 1977).

A técnica SPH tem recebido grandes inovacgoes ao longo desses anos, e, nos dias
atuais, a técnica é utilizada nao somente em astrofisica computacional, mas também
vem ganhando espago na mecénica dos fluidos computacional (MONAGHAN, 2012).

Na modelagem computacional de SPH, o fluido é representado por amostragem
estatistica, através de particulas. Essas representam dinamicamente as propriedades
intrinsecas do fluido. Cada uma dessas particulas estd localizada no centro de um
elemento de volume, definido primariamente como o volume da menor regiao esférica

(ou elipsoidal, no nosso caso) que circunscreve os k-vizinhos mais préximos (no inglés,
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18 Introducao

k-nearest neighbors, kNN) da referida particula.

As particulas que modelam o fluido s@o denominadas particulas SPH, e essas inte-
ragem entre si através de forcas hidrodinamicas, obtidas das equagoes de interpolacao,
conhecidas como equagoes SPH. Assim, o problema do fluido passa a ser equivalente
ao problema de m-corpos, onde as forgas internas do fluido sao substituidas por for-
cas de acdo a distancia de alcance limitado pelo tamanho da regiao kNN (GINGOLD;
MONAGHAN, 1977; HERNQUIST; KATZ, 1989; MARINHO, 1997, e referéncias in-
ternas).

Portanto, a técnica SPH ¢é inerentemente lagrangiana e dispensa a utilizacao de
malhas 3D, como ¢é o caso dos, computacionalmente complexos, métodos de elementos
finitos, muito empregadas em problemas de engenharia (HOCKNEY; EASTWOOD,
1988). Ainda assim, é possivel combinar as equagdes SPH com tais técnicas de malhas
(MONAGHAN, 2012, por exemplo).

Em meados dos anos de 1990, surgiram versoes adaptativas anisotréopicas de SPH.
Em especial os trabalhos pioneiros de Owen, Villumsen, Shapiro e Martel (MARTEL
et al., 1993; OWEN et al., 1998, daqui em diante, denominamos o método ASPH) que
introduziram o conceito de SPH anisotrépico, pela simples substituicao do parametro
de suavizacao, h, que é um escalar, por um tensor de suavizacao H, representado em
coordenadas cartesianas, fixada uma base desse espaco, na forma de uma matriz 3 x 3.

Uma critica a técnica ASPH é que o tensor de suavizagao nao é conhecido a priori,
mas é inicialmente esférico, independentemente da possivel correlagao espacial entre as
particulas da simulagao. Somente ao longo de varios passos de integragdo temporal é
que o tensor manifesta seu teor anisotropico, em decorréncia das componentes do tensor
taxa de deformagao do fluido (THOMPSON, 1972), representado por particulas.

Assim, um dos objetivos do presente trabalho de mestrado é o de propor uma pri-
meira modificacdo na técnica ASPH, mesmo que tedrica, conforme proposta pelo meu
orientador em publicagdes anteriores (MARINHO; ANDREAZZA, 2010; MARINHO,
2014). Na presente abordagem, o tensor de suavizacao, H, da ASPH, é substituido pelo
tensor de covariancia, 3, que ¢é estimado sobre a regido anisotrépica, dos k-vizinhos
mais préximos, conforme o método introduzido por Marinho e Andreazza (MARINHO;
ANDREAZZA, 2010).

1.1 Notacao e convencoes adotadas

Escalares serao representados por letras em caracteres italicos, como, por exemplo,
a, b etc. Vetores, tensores e matrizes serao representados em caracteres negritos como,
por exemplo, a, b etc. Vetores unitdrios sdo especialmente representados de forma

similar aos vetores ordinarios, mas utilizando a notagao chapéu, como, por exemplo, é.
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1.2 Estrutura do Trabalho

A estrutura do restante do material discutido na presente dissertacao é feita como
segue:

Um estudo das fungoes generalizadas e a teoria das distribuicoes sera feito no Capi-
tulo 2. Os conceitos estudados no Capitulo 2 circunstanciam as técnicas de interpolagao
integral e de estimadores de densidade, cuja versao isotropica, discretizada por partéu-
las, serd discutida no Capitulo 3. A versao anisotropica de interpolacgao por particulas
serd apresentada no Capitulo 4.

No Capitulo 5, fazemos uma breve aplicagdo de estimadores de densidade anisotro-
picos num problema simples de recuperagao de imagem a partir de uma distribuicao bi-
dimensional de particulas, aleatoriamente colhidos de uma imagem de referéncia, cuja
probabilidade a priori de escolha é proporcional a intensidade de cinza da imagem.
Ainda neste capitulo, consideraremos um estudo de caso sobre a versao anisotropica
da técnica de simulagao SPH, utilizando o conceito de arvores octais de covariancia
(MARINHO; ANDREAZZA, 2010; MARINHO, 2014), reescrevendo equagoes SPH de
conservacao de movimento para esse caso particular, baseados em vizinhancas aniso-
tropicas por covariancia.

Os comentarios conclusivos sobre o trabalho serdao discutidos no Capitulo 6.






2 Teoria de Distribuicao

Para chegarmos na definicdo de interpolagdo por ntcleo, seja esta interpolagao
integral ou discreta, precisamos rever os fundamentos tedricos da teoria de distribuicao.
Neste caso, a funcao nicleo de suavizacao é um caso particular de fun¢oes generalizadas.

As fungbes generalizadas sao aplicadas especialmente em fisica e engenharia, tais
processos podem ser naturais ou mesmo resultantes da dindmica social como, por
exemplo, o comportamento do mercado de agoes em funcao de diversas varidveis ma-
croeconomicas (MANTEGNA; STANLEY, 1999, vide também as referéncias internas)
ou mesmo projegoes sobre resultados de eleicoes através de aprendizado de maquina
(DUDA; HART; STORK, 2001) a partir do histérico de elei¢oes prévias com base em
diversas variaveis sociais.

Na matematica do século XIX, surgiram, informalmente, conceitos que fomentaram
a teoria das fungoes generalizadas. Por exemplo, na definicao da fungao de Green, na
transformada de Laplace e na teoria de Riemann das séries trigonométricas, sendo que
estas ainda nao eram necessariamente a forma elegante da série generalizada de Fourier.

O uso intensivo da transformada de Laplace na engenharia levou ao uso heuristico de
métodos simbdlicos, chamados de calculo operacional, que utilizaram séries divergentes,
estes métodos tinham uma ma reputacao do ponto de vista da matematica pura.

O termo “distribui¢ao” é uma generalizacao do conceito de funcao. A teoria das dis-
tribuigdes foi desenvolvida por Sergei Sobolev (1936) a fim de manipular determinadas
singularidades que surgem na fisica matematica, tais como na mecanica quéantica, em
problemas de fendmenos de transporte em geral, onde podem ocorrer singularidades.
Por exemplo, a distribuicao delta de Dirac é adequada para descrever distribuicao de
grandezas infinitamente concentradas, tais como massa ou carga elétrica pontuais. Cu-
riosamente, de tais singularidades é possivel abstrair propriedades integro-diferenciais

como, por exemplo, a fungdo de Green, G(r — '), para o problema gravitacional

1
= 2.1
R (21)
cuja laplaciana V2@ resulta na distribuicao Delta de Dirac
VG (r —7') = §(r — '), (2.2)

21
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que ¢ abstraida como uma funcao densidade tridimensional de uma massa unitaria,
infinitamente concentrada no ponto 7/, sendo esta nula em todos os pontos r # 7’
Contudo, a integral volumétrica da funcao densidade, em todo espaco, inclusive a
singularidade, é unitaria

/ 5(r — r')dz’ = 1. (2.3)
Se A : R?® — R é uma funcdo em todo espaco, entdo a seguinte identidade ¢ valida

,3

/(5(7‘ —r)A(r)dx' = A(r). (2.4)

O mesmo ocorre para as derivadas espaciais, por exemplo, o gradiente de A mesmo
sem computar essas derivadas diretamente sobre A mas, somente sobre § em cada

elemento diferencial de integracao
/ V'6(r — )] A(r')dz” = VA(r). (2.5)

Contudo, V¢ é contraintuitivo nos padroes classicos do calculo diferencial e integral.
Nao existe funcao ordinaria que satisfaca as propriedades da distribui¢ao Delta.
No entanto, sendo as integrais acima interpretadas como funcionais, é possivel descre-
ver a densidade, p(r), de uma massa pontual, m, localizada no ponto 7', como uma
distribuicao delta de Dirac
p(r)=mdo(r —7r'). (2.6)

Uma distribuicao, ou func¢ao generalizada, é uma forma linear continua F' no espaco

V de fungoes complexas
F:V+—V. (2.7)

Isto significa que uma distribuigao é uma transformacao F' que associa a toda funcao
teste f € V uma funcao transformada f € V, tal que o escalar complexo f (z) é obtido

de f e F pela seguinte convolucao

f(z) = /(D F(z — ) f(2)d. (2.8)

O conjunto das distribui¢ées com suas correspondentes relagoes é portanto o espago
dual topolégico VT do espaco V das funcoes teste.

A definicao formal de funcao generalizada sera feita na se¢ao seguinte deste capitulo.

2.1 Funcoes generalizadas e distribuicoes

2.1.1 Funcao teste

No estudo das fungoes generalizadas é necessario que se introduza o conceito de

espago das fungoes das fungoes infinitamente diferencidveis no R", que possuem suporte
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fechado 2 C R", conforme a definicao aseguir:

Definigao 2.1. Define-se espago C2°(Q2) a colegao das fungoes complexas p no R™, que
sejam indefinidamente diferenciaveis em todo o dominio, isto é, p € C*°, e que tenham

como suporte a regiao 2 C R™. Simbolicamente:
C(Q) ={p: R"— C | Q2 = supp (p)} (2.9)

Definigao 2.2. Define-se funcao teste, p, toda fung¢ao pertencente ao espago C.*(£2),

que tenha €2 como suporte compacto.

Convém notar que as fungoes teste correspondem a familia das boas fung¢oes de Bo-
rel. Essas ultimas sdo fungoes, cujas derivadas de qualquer ordem, inclusive a ordem
zero, que é a prépria fungdo, tendem para zero no infinito, ou se tratando de fun-
¢Oes teste, todas suas derivadas sdo nulas no contorno do suporte compacto, conforme

enunciado no seguinte teorema:

Teorema 2.1. Seja ¢(x1,...,2,) uma fungdo teste, cujo suporte é uma n-bola B,
centrada na origem. Entao, a derivada de ¢ com respeito a qualquer das coordenadas

xj, 3 =1,...,n, de um ponto x = (z1,...,2,) do R", € nula no contorno de B", que
é a hiperesfera S"1 = OB™.

Prova: Decorre imediatamente do fato de ¢ ser uma boa funcao de Borel B

2.1.2 Distribuicao

As distribuic¢oes sao especialmente tteis quando o objetivo de um problema é o de
suavizar fun¢des com variacoes espurias, ou mesmo uma categoria de fungdes genera-
lizadas, compostas de singularidades, denominadas (do inglés) steepy functions, bem
como o de remover possiveis descontinuidades inerentes a um modelo matematico.

Para darmos significado ao proposito da definicao da funcdo teste, é necessario

primeiramente que o conceito de distribuicao seja conhecido:

Definicao 2.3. Define-se distribuicio o sequinte funcional:

(oo)@) = [ fa@)ple— 2", (2.10)

Rn
onde f € uma funcao complexa, ou mesmo real, definida num dominio convexo, D C

R", e p € C.*°(2) € uma fungao teste.

Observagao 2.1. Se tivermos @1, @2 € CX(Q), e o escalar A € C, entdo temos as

seguintes propriedades:

L (f, 1) (x) + A(f, p2) (x) = (f, 1 + Ap2)();
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2. Se f =0, para todo & € D, entdo (0, ¢)(x) = 0.

Esta ultima observagao induz um conceito mais abrangente, que é o de espaco das

distribuicoes, definido a seguir:

Definicao 2.4. Seja F o espaco das funcoes complexas, ou mesmo reais, definidas
sobre regioes converas do R", ou seja, f € F <= f:D+— C, comD CR" eD ¢
uma regigo conveza. Um funcional linear continuo, (,¢) : F — C, com ¢ € C°(12),

¢ dito o espaco das distribuicoes em §2, e é denotado como D(Q)
Proposicao 2.1. O espaco D(Q) € um espago vetorial sobre o corpo dos complexos.

Prova: Vide Observacao 2.1 B

2.1.3 Derivada distribucional e derivadas classicas

Defini¢ao 2.5. Seja a distribuicio (f,¢) € D(RQ). Define-se derivada distribucional

de f, também conhecida como derivada fraca de f, o sequinte vetor de D(Q) :

of of(z') N qom
—, ) (x) = x—x)dx . 2.11
(g # @)= | g ele =) 211)

A seguir, enunciamos o teorema de regularizacao, que garante que a derivada fraca
de f, com respeito a alguma coordenada de x € R", equivale a derivada classica da

distribuicao (f, ¢).

Teorema 2.2. Sejam f : R™ — C3 continua e diferencidvel, com suporte compacto
V = supp(f), e a fungdo teste ¢ € par: p(x) = ¢(—x). Entao, a derivada fraca de
f pode ser diretamente computada como sendo a derivada cldassica da sua distribuicdo

(f.o):

of | _ o{f,e)
Prova: Pela Definicao 2.5, temos
of _[of&) o m
(g 9@) = [, g el @)™ (2.13)

Expandindo a derivada parcial no integrando da equagdo anterior (pela regra da

cadeia), temos

(o = [ ai; lﬂx/)@(w_x,)]dxm

— /v f(w’)ai,'go(m —x')da"". (2.14)
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Lembrando que um dos requisitos da funcao teste é que a mesma tenha suporte com-

pacto, €2, com centro em x:

Q= supp [p(x — @)] = {z | p(x — ') # 0}, (2.15)
onde A é o fecho da regiao A (FOLLAND, 1999).
Como, por hipétese, ¢ é par, ou seja, p(x — x') = p(’ — x), entdo

0
ox

ol —x') = —aijgp(m —x'). (2.16)

IA
J

Portanto, reescrevemos a integral anterior com o dominio de integra¢ao um pouco mais

restrito: 5 5
@) = [ | e
0 n
/sz f(w’)a—a:jgp(w —x')da"". (2.17)

Considerando o comportamento analitico da funcao teste nas fronteiras da interse-
¢do do suporte compacto V. com o dominio €2, digamos V N €),, temos que tecer as

seguintes consideragoes:

1. VNnQ, = V., ouseja, V, C Q. Neste caso, como a func¢ao teste, bem como
sua primeira derivada, desaparecem no contorno do compacto, 0€2,, temos, pelo

teorema de Green, que

d l 1 n n—1
— — dz" = / ' —x)elds"™ =0 2.18
/Qm o [f(:z: Yo(x —x )] x . f(@)p(x —=x )ej T , ( )
onde efdz’ "~ ¢ andlogo a um elemento de area no R™, projetado na direcdo do

unitario e;.

2. VN Qg # Qp, ou seja, V, € Q. Neste caso, temos a superposicao do problema
do item anterior com o fato de f e sua primeira derivada zerarem na fronteira de
seu suporte compacto V', digamos no contorno dV. Portanto, a integral do item
anterior, apés aplicar o teorema de Green, fica restrita ao contorno 9(V N€,) da

intersecao V N €),, a saber

0 " / N ST ../
/Vrm,. 87353 lf(m’)g&(m — a:’)] dz'" = /B(Vrmm) ) p(x — )ejdx L (2.19)

Agora, quebramos o contorno, (V' N§2,), da intersegdo em duas superficies aber-
tas, que sao as cascas Sy = OV N, e S, = 0Q; N Q — lembrando que estas sao
variedades de dimensao n — 1 — onde, obviamente, Sy U S, = 9(V N €),). Como

[ desaparece no contorno 9V, esta também desaparece na casca Sy. Concomi-
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tantemente, pelo mesmo argumento anterior, ¢ desaparece na casca S,. Entao,
a ultima integral pode ser quebrada em duas componentes que se anulam indivi-
dualmente, seja porque a integracao se da sobre a casca Sy ou porque se da sobre

a casca Sy:
/S f@)p(@ — a')eld™ " + /S f@)p(@ —a)elds™ ™ =040,  (2.20)
f »

Logo, em qualquer um dos itens anteriores, ficamos sempre com o resultado final

Gl = [ @)= el
= @aﬂﬁj{/\/mw f(@ (e — m’)dx’"}
- wlraE. . (2.21)

O resultado do ultimo teorema pode ser generalizado conforme o seguinte corolario:

Corolario 2.1. Se f é uma funcao em R™, integravel em quase todo R™, e f se anula
no infinito, ou seja

lim f(xy,...,25,...,2,) =0, j=1,...,n, (2.22)

LBJ'—>OO
entao, o resultado do Teorema 2.2 continua valido.

Prova: Para provar a afirmacao do presente corolario, basta mostrar que todo o racio-
cinio feito na prova do Teorema 2.2 pode ser repetido, mas, considerando a regiao V' nao
mais um suporte e sim uma n-bola, centrada na origem, e passando ao limite quando
o raio da mesma tende para infinito, onde tanto f quanto ¢ anulam-se. Portanto,

0 0 .
Grale) = [ 1) el =)

= - { [ 1@ete - 2

_ 9

= g (fe@)] - (2.23)

2.1.4 Derivadas distribucionais de ordem superior

Revisitando o Teorema 2.2, passamos pelo resultado intermedidrio via Equagao (2.14).
Como, no final do referido teorema, o primeiro termo do lado direito da referida equa-
cao foi anulado em decorréncia da hipétese do teorema, a saber, que f tem suporte

compacto e a funcao teste ¢ é par, podemos sintetizar o seguinte corolario:
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Corolario 2.2. Sendo f dada nas condigoes do Teorema 2.2 e sendo ¢ € C.*(Q2) uma

funcao teste qualquer, entdao sua derivada fraca pode ser escrita como

<§£w><w> — gfjxw). (2.24)

Usando o resultado do Corolario 2.2, comecemos por investigar o que acontece ao

2
calcularmos ( 85_ gxk Q).
J

Substituindo f por 887’;, obtemos

o0 f af 0Oy
= —(—, — . 2.2
G ? @ = {5, o) (@) (2.25)
Por indugao, o lado direito da equagao acima pode ser escrito como
of 0Oy 2, 0%
_ = (=1 ) 2.2
(G 2@ = (P ) (226)

Dando prosseguimento ao processo de inducao que nos conduziu a este ultimo re-

sultado, chegamos ao seguinte teoremas:

Teorema 2.3. Sejam f e p nas mesmas condigoes do Corolario 2.2. Entao, a derivada
parcial de ordem m, com respeito ds varidveis {xy,...,z,}, em qualquer ordem, de m
dos n, € escrita como

amf

9
(‘3% e 8[Ejm

_ 9%
’ 8J]j1 e 8:1;]-7”

{ o) (@) = (=1)"(f ) () (2.27)
Observemos que a ordem de diferenciacao, no teorema acima, nao altera o resultado,
uma vez que ¢ é C*. Deste modo, obtemos imediatamente a forma combinatoéria do

teorema de Schwartz para a funcao teste, ou seja,

om om
LA La— (2.28)
(93:j1 R 8$jm (%ckl ce 8ka
onde a listagem de indices (j1,...,Jm) é uma permuta sobre a listagem (ki, ..., k),

com ky,... .k, €{1,...,n}.

2.1.5 Convergéncia da distribuicao

Dizemos que uma sequéncia de fungoes, {f,}, tem convergéncia simples se, e so-

mente se, em todo ponto & do dominio D, temos

lim f,(z) = f(). (2.29)

n—oo

Dizemos que {f,} tem convergéncia uniforme se, e somente se, para todo ¢ > 0,
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existe N € N tal que
|fu() — f(z)] <e, VxeD, n>N. (2.30)

Isto significa que, a partir de um N suficientemente grande, todas as funcoes f,
aproximam-se de f, dentro de um raio €, quaisquer que sejam x do dominio. Equiva-

lentemente,
Jim sup |fo(@) = f(2)] =0 (2:31)

Alternativamente, a convergéncia do supremo pode ser substituida pela convergén-
cia da integral do moédulo da diferenca em todo o dominio:

n—oo

lim /]D fu(@) — f(z)|de"(z) =0, n> N, (2.32)

onde dz"(x) é um elemento de volume em D.

Utilizaremos daqui em diante a notacao f, Lunit, f para representar a convergéncia
uniforme.

Prova-se que, para uma sequéncia {f,}, de fungdes localmente integraveis, qual-
quer uma das classes de convergéncia acima aplica-se a convergéncia das distribuicoes,

conforme o seguinte teorema:

Teorema 2.4. Dada uma sequéncia {f,}, de fungoes localmente integraveis na regido

Q, tal que f, Lnif, f, entdo a sequéncia de funcionais (f,,p) também é convergente

unif

uniforme na regiao ), ou seja, (fn, ) — (f,¥).

Prova: Queremos mostrar que, para toda funcao teste, ¢, e um real positivo, e,

arbitrariamente pequeno (¢ < 1, temos
[(fa—fr@)l <&, n=N, (2.33)

para algum inteiro N > 1. Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos

[(fa = Fo0) <A fa = Fl, ) (2.34)

Contudo, por hipotese, f, mif, f,em © C D, e como

/ pda" =1,
Q

chegamos, finalmente, a relacao

(o= Fro)l < AIfn = flp) <(e.9) =& (2.35)
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Corolario 2.3. Se a sequéncia {f,}, de fungdes, localmente integrdveis é uniforme-

unif,

mente convergente para a funcgao f, ou seja, f, — f, entao (f,, p) SLLN (f, ).

Prova: Como a regiao {2 pode ser arbitrariamente relocada para um novo vértice x,
digamos {2, e que a mesma seja conveniente transformada, por algum homomorfismo,
de modo a se adaptar as bordas de D, tal regiao pode varrer todos os pontos do dominio.
Assim, podemos afirmar que, fazendo-se as devidas integracdes em §2,, o Teorema 2.4
vale para todos os pontos em D.

Concluimos, deste tultimo corolario, que ¢é suficiente que a sequéncia {f,,} seja uni-
formente convergente no dominio, mesmo que a funcao teste, y, seja compactamente
definida em Q, para que a sequéncia de funcionais (f,,p) também seja convergente
uniforme em D.

Para bem fundamentarmos a teoria de interpolacao integral, que sera discutida no
Capitulo 3, é conveniente definirmos o conceito de niicleo de suavizagao, que é um caso

especial da funcao teste, conforme a se¢ao seguinte.

2.2 Ntcleos suavizantes no contexto de distribui-
coes

Uma forma bastante comoda de se trabalhar com a fungao teste é reescrevé-la na

seguinte forma uniparametrizada:
Wi(x) = h™"¢(x/h) (2.36)

onde fica evidente o conceito de distribuicao, cujo nicleo de convolugao tem a dimensao
geométrica de densidade no R"™. Definimos nicleo suavizante a fun¢ao no lado esquerdo
da equacao acima.

Via de regra, o nicleo suavizante W), tem como suporte a bola unitaria:
supp (W) C {z | |z| < 1}. (2.37)
Ademais, W), é normalizada em 2, ou seja
/QWh(a:)dx” ~1. (2.38)
Tal condigdo de normalizagdao do nicleo suavizante, W}, implica
/Q Im(Wp)da" = 0. (2.39)

Ademais esta condigao se estende a todo R™ e é invariante a translagoes com desloca-

mento a em Wp,:
/ Wh(x — a)dz" = 1. (2.40)
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A Equacao (2.36) pode ser, entdo, reescrita como

(F@)Wa) = [ J@)Wi(@ - @')da" (2.41)

Observemos que, de certo modo, h pode ser interpretado como uma medida de
largura da funcao Wj,. O Leitor pode se sentir tentado a achar que ¢, tem suporte
com contorno esférico de raio h no R"™. Contudo, isto nao é necessariamente verdade, a
menos que seja explicitamente imposta tal condigao como uma propriedade subsidiaria
de um dado problema, como sera discutido no Capitulo 3.

As distribuigbes (f(x), W},) possuem propriedades que decorrem da integrabilidade
da fungao argumento f que requerem primeiramente o conceito de func¢ao localmente

integravel, enunciado na seguinte defini¢ao:

Definicao 2.6. Se f : Q) —— C € uma funcao complexa, Lebesque mensurdvel, tal que,
para cada compacto K C ), temos:

/K |fldz < . (2.42)

Neste caso, dizemos que f € localmente integrdvel, e escrevemos f € L},.(S2).

Teorema 2.5. Sejam W), um nicleo suavizante e f uma fung¢do localmente integravel.
Definamos o funcional fr(x) = (f,W). Entao:

1. Wy, € classe C* no R"™;

2. Se f € continua e supp (f) € compacto, temos fj, KR f, quando h — 0.

2.2.1 Estudo de caso: solucao fraca de equacoes diferenciais
parciais

[lustremos o emprego de distribui¢oes, tomando como exemplo as seguintes equa-

¢oes diferenciais parciais de segunda ordem:

0*u

= 2.4

0xdy 0 (243)
e 52
u

i (2.44)

A Equagao (2.43) é prontamente satisfeita pela solu¢ao u(z,y) = |z|. Contudo, a
essa mesma solugdo nao nao satisfaz a Equacao (2.44) em todos os valores de x € R,
uma vez que a derivada %Z nao existe para x = 0. De fato, a Figura 2.1 ilustra o com-
portamento da funcao |z| e sua mudanga abrupta de dire¢do, passando da inclinagao
ou

9u — —1 (z < 0) para a inclinagdo %* =1 (z > 0).
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Figura 2.1: A fungao |z| no intervalo [—1,1].

Uma forma alternativa para resolvermos tal descontinuidade em g—;‘, no ponto x = 0,
consiste em recorrer a métodos interpolativos, com o intuito de obtermos uma forma
aproximada do problema e, por conseguinte, obtermos uma solugao fraca para o mesmo.

Observemos que ambas equagoes, (2.43) e (2.44), naturalmente satisfazem o Teo-

rema de Schwarz,

0%u o*u
= —), (2.45)
Oydxr  0zxdy
devido a identidade de seus respectivos lados direitos — ambas idénticas a zero em todo

(z,y) € R”.

Numa primeira tentativa, deveras informal, fazemos a seguinte modificacao em wu:
w(z,y) = lin% Va2 + e (2.46)
e~

para obtermos -
u(x, ) x
(&E‘y) = llir(l) W (2.47)
Outra forma de se aproximar o problema exposto consiste em empregarmos o con-
ceito de distribuicao, de modo que a derivacao fraca % seja continua em todo x € R, a
despeito de |x| ndo ser diferencidvel em = = 0. Assim, encontraremos a solugao fraca,
u(z,y), para satisfazer a Equacao (2.44).
Ao utilizarmos as fung oes generalizadas devemos preservar sempre as propriedades
dos espacos das funcoes o quanto possivel. Como desejamos que u seja diferenciavel

em x = 0, fagamos a seguinte convolu¢ao com um nicleo Wy, (z), h > 0, definido como:

3 1_%27 Se |‘T|§h7

Wh(z) = —
W) 4h 0, se |z| > h,

(2.48)

que é uma funcao de classe C° — cuja ilustracdo encontra-se na Figura 2.2 — de modo
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-02 -0.1 0 0.1 02
¥

Figura 2.2: Ntcleo de interpolacao Wy (z), conforme Equacao (2.48), adotando h =
0,0625.

que uma forma aproximada @(z,y) de u(z,y) é obtida pelo seguinte funcional:

w(z,y) = /O:O Wi(x —2") u(2',y) da’ (2.49)

que resulta em

1 3h*4+6h2a> —z*
] h3 ) |.§L’| S h7

(2.50)
|z, || = h,

i(z,y) =

conforme ilustrada na Figura 2.3.

1.0
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-1 -05 o 0.5 1
x

Figura 2.3: Grafico da forma suavizada de |z|, obtidas pelas Equagoes (2.49) e (2.50).

. . ~ P dW; / .
A derivada espacial da funcao nucleo % ¢ escrita como

dWa(z) _ 3 ) =7 sela| <h, (2.51)
dz 4h* | o, se |z| > h,

conforme ilustrada na Figura 2.4.
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Figura 2.4: Gréafico da fungao derivada do niicleo de acordo com (2.51).

Com base no Teorema 2.2, a derivada du/Jdx pode ser aproximada da seguinte

forma: ou(z,y) < OWp(x — ') ,
TC’ = /_OO B — w(x',y) da’, (2.52)
obtendo-se
5 —1, se x < —h,
8u(ga; v) = %75”(3}1;3_362), se |z| < h, (2.53)
1 se x > h,

que ¢é ilustrada na Figura 2.5.
Observa-se que este ultimo resultado satisfaz o teorema de Schwarz, mesmo no

limite h — 0.

035

-1 -0.5 0 05 1

-0.5

. ’ . ou(x,
Figura 2.5: Grafico da derivada fraca % de u(x,y) = |x|.

Em ambos os casos houve um parametro de precisao, cujo limite tornou possivel
satisfazer o referido teorema. Antes de passar ao limite, vemos que essas funcoes foram
aproximadas, tornando analitico o que antes nao era no ponto x = 0.

Mesmo nos casos limite, a descontinuidade de u, na primeira derivada em z, foi
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removida. Esse tipo de solugao é denominada solugao fraca de uma equagao diferencial

mediante fungoes generalizadas.

2.3 Modelo de nicleo de suavizagao. A curva cubic-
B-spline

Consideremos a seguinte fungao, denominada cubic-B-spline (SCHOENBERG, 1973)

Blul —6u?+4, 0<]ul <1,
1
K(u) =gy (2—ul)?, 1< |ul <2, (2.54)
0, ul > 2,

cujo dominio é o conjunto dos niimeros reais.

0.3

-10 -5 0 3 10

Figura 2.6: Plot da cubic-B-spline da Equacgao (2.54)

O gréfico de K(u), na Equacao (2.54), ¢é ilustrado na Figura 2.6, a menos de um
fator de escala, que foi desconsiderado no momento em que a mesma foi elaborada
utilizando o pacote matematico MapleTM.

E facil verificar que a funcdo acima possui nicleo compacto de raio 2, sendo a

mesma normalizada em seu dominio

/O; K(u)du® = 2/02 K(u)du® = 1. (2.55)
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A primeira derivada % é facilmente calculada da Equagao (2.54), observando que

dla| _

du — |u|’
Assim, obtemos a féormula da derivada do nticleo cubic-B-spline escrita como
(Bu? —4Ju]) 0<|uf <1

—@— ) 1<l <2 (2.56)
0 lu| > 2

dK(u)
du

u

N | —

Jul

cujo grafico ¢é ilustrado na Figura 2.7, valendo a mesma observagao que foi feita sobre

a Figura 2.6 quanto ao fator de escala.

-10 -5 0 5 10

-0.1

-02

-03

Figura 2.7: Primeira derivada da cubic-B-spline

De modo andlogo a obtencao da derivada do nicleo, encontramos facilmente a

segunda derivada deste, observando que

d?lu|  d(u/|ul) 1du w dul 1 1

- = =
du? du luldu  |ul? du  |Ju|  |u ’
donde obtemos a férmula para a segunda derivada
) Blul —4, 0<|ul <1,
d*K(u
dug) =42— |u], 1< |u] < 2, (257)

0, lu] > 2,

cujo grafico é ilustrado na Figura 2.8, a menos de um fator de escala no eixo vertical,
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como mencionado nas figuras anteriores.

0ng

-10 -5 0 5 10

-0.4

-0.6

-08

Figura 2.8: Segunda derivada da funcao niucleo cubic-B-spline

Observemos que, nas Equagoes (2.54 - 2.57), os intervalos de regularizagao, 0 <
lul < 1,1 < |u| <2eu|l > 2 possuem 5 (cinco) vinculos, a saber u = 0, £1, £2, deno-
minados vértices de spline, que geralmente causam uma primeira impressao negativa
ao leitor. Contudo, a representacao nao somente estda matematicamente correta, como
é justamente o que impoe as condig¢oes de regularidade da fung¢ao definida aos pedagos
(piecewise), que tem que ser continuamente diferencidvel, até a segunda ordem, quando
esta se transforma em um B-spline linear.

O mesmo raciocinio no paragrafo anterior ja nao vale para a terceira derivada, que
estd fora do nosso propdsito, seja em interpolacao de imagens, seja em simulagdes SPH,
como sera discutido no Capitulo 5.

A funcio B-spline d®*K/du? é corretamente representada nos intervalos de existén-
cia, a saber 0 < |u| < 1, 1 < |u| < 2 e |u|] > 2, que nao sao intervalos reguladores pois
a terceira derivada B-spline é descontinua nos vértices u = 0, £1, +2.

A féormula que representa a terceira derivada é dada por

3L, 0< |ul <1,

lul?
B3 K (u)
) e LSlul<2 (2.58)
0, |ul =2

que ¢ obviamente descontinua nos vértices de spline.
A Figura 2.9 ilustra o comportamento descontinuo da terceira derivada do kernel.
O emprego das funcoes apresentadas nesta se¢do depende da dimensionalidade do

espago de representacao dos dados, ou particulas. Por exemplo, em simulagoes SPH
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L L

Figura 2.9: Terceira derivada da cubic-B-spline

nos interessa a representacao tridimensional das mesmas.

Retomemos o nicleo definido na Equagao (2.54) e podemos redefinir o mesmo para o
caso tridimensional (3D), levando em conta sua representacao em coordenadas esféricas,
uma vez que o nucleo é simétrico. Alternativamente, e de modo muito mais simplificado,

consideramos sua versao tridimensional K ®P) escrita como a seguinte decomposicio
K (r) = K(2)K(y)K(2), (2.59)

onde cada um dos fatores K (x), K(y), K(z) é definido pela Equagao (2.54) e assumimos

que r = (z,y, 2).

Figura 2.10: Visualizacao 2D do cubic-B-spline

A Figura 2.10 ilustra a representagao no caso bidimensional (2D) do referido cubic-

B-spline, anédlogo a Equagao (2.59):

K®)(p) = K(2)K(y). (2.60)



38 Teoria de Distribuicao

2.4 Exemplo: estimador de densidade em uma di-

mensao

Para ilustrar o erro de normalizagao, consideremos o caso de uma dimensao cuja
densidade SPH estimada é mostrada na Figura 2.11. Para realizar o teste onde adota-
mos a funcao B-spline ctibica discutida na se¢ao 2.3. O ntimero de particulas utilizadas
no teste foi 16384. A distribuig¢do de particulas vem da simulac¢ao de variavel aleatéria

normal.

SPH densities

X

Figura 2.11: Densidade SPH estimada para 16384 particulas distribuidas no intervalo
[0,1], apdés uma densidade de probabilidade arbitraria.

Os comprimentos de suavizagao h foram estimados como metade da semi-largura
(dimensao do raio) do suporte compacto que inclui os k = 62 vizinhos mais proximos
de cada particula SPH, cujo plano contra a coordenada x é observado em Figura 2.12.

O erro de normalizagao correspondente para o exemplo de estimativa de densidade
plotado na Figura 2.11 é mostrado na Figura 2.13.

O gradiente de densidade SPH, estimado para o teste de uma dimensao é mostrado

na Figura 2.11, e ilustrado na Figura 2.14.



Exemplo: estimador de densidade em uma dimensao

Smoothing lengths

logjoh
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Figura 2.12: Plotagem logaritmica do comprimento de suavizagao como funcao da
posicao das particulas para o exemplo mostrado na Figura 2.11.
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Figura 2.13: Erro de normalizacao para a densidade SPH plotado na Figura 2.11.
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SPH-density gradients
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Figura 2.14: Gradientes de densidade SPH para o exemplo dado

na Figura 2.11.



3 Interpolacao Integral

Neste Capitulo, serdo discutidas técnicas de interpolacao integral, como uma apli-
cagdo da teoria discutida no capitulo anterior. As técnicas aqui empregadas, tanto
na sua forma continua (integral), quanto na sua forma discreta ou seja por métodos
de grades ou malhas, seja por particulas (HOCKNEY; EASTWOOD, 1988; DUDA,;
HART; STORK, 2001; GINGOLD; MONAGHAN, 1977).

Interpolacao integral é uma técnica de interpolacao baseada na suposicao de que
as propriedades estatisticas de uma distribuicao de dados no R"™ podem ser resgatadas
através de integrais de suavizagao, similares ao que foi visto no capitulo anterior, na
defini¢ao de distribuicao como fungoes generalizadas.

Formalmente, o niicleo suavizante é uma funcao teste, a menos de uma mudanca de
escala. Apesar disso, na literatura de reconhecimento de padroes e de SPH (smoothed
particle hydrodynamics), é comum se fazer uma adaptagao desta fungao para um espago
aproximado C.™(), das fungoes de classe C™ com suporte compacto €.

Na sua forma mais ortodoxa, os métodos de interpolagao integral sao ditos métodos
isotropicos, no sentido de que os niicleos de suavizagao (c.f. Capitulo 2, Sec. 2.2) sao

esféricos. Assim, o nicleo esférico, no R?, pode ser escrito como

_ K(a|/h)

Wi (z) 3

. (3.1)
A funcdo K, na equagao anterior, seria, em principio, a fungao teste ¢ ja estudada
no Capitulo 2. Contudo, como mencionado mais acima, esta pode ser aproximada para
C?(By), onde B; é uma bola unitdria, centrada na origem.
Os requisitos de K ¢é que esta seja uma “bump-function” — assemelhada a uma

gaussiana — e que seja normalizada, isto é

/ K(|z|)dz*3 = 1. (3.2)
B1

A integral acima pode ser resolvida tanto em coordenadas polares (1,6, ¢) ou em
coordenadas cartesianas (x,y, z), no R?, sendo estas tltimas preferencialmente adota-
das em trabalhos de SPH adaptativo (HERNQUIST; KATZ, 1989; MARINHO, 1997;
MARTEL et al., 1993; OWEN et al., 1998). Ademais, em espagos multidimensionais,
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a forma cartesiana é invariante e dispensa as formas generalizadas para hiper-esferas.
Particularmente, adotamos W) como membro de uma generalizagdo da sequéncia

Delta de Dirac (GEL’'FAND; SHILOV, 1968), de modo que:

llzlir(l) Wi(x) = (). (3.3)
Consistentemente, W), deve ser simétrico, Wj,(x) = Wj,(—x), e satisfaz as seguintes
condigoes:
/ Wi(s — @)ds® = 1. (3.4)
R3

Por consisténcia a condicdo de normalizacao acima, e em decorréncia do Teo-

rema 2.2, temos imediatamente que a seguinte condi¢ao deve ser satisfeita:
/3 VWi (s — @)ds® = 0, (3.5)
R

para todo © € R?.

Alguns autores se desviam da definicdo formal de que as fungoes teste tenham
suporte compacto e adotam uma definicao alternativa onde W) se anula no infinito,
como ¢é caso do ntucleo gaussiano.

Para os propositos da presente dissertacao, trabalharemos com o espaco euclidiano

tridimensional, R3, sem comprometer a quase imediata generalizacao para o R™.

3.1 Resolucao espacial, isotropia e anisotropia

Um aspecto importante, que reflete a precisdo com que a distribui¢do se aproxima
da fungao alvo, é a adaptatividade do nucleo suavizante a densidade de probabilidade
dos dados distribuidos no espaco. Nestas técnicas adaptativas a densidade é necessario
recorre-rse a algum método de estimador de densidades.

Como mencionado ao fim do paragrafo anterior, o processo de interpolagao integral,
de uma forma geral, requer o conhecimento prévio da func¢ao distribuicao de proba-
bilidades, ou simplesmente fun¢do densidade de probabilidades. Assim, o processo de
interpolacao requer um preprocessamento no qual se estima a densidade de probabili-
dades, conhecido como estimador de densidades. A densidade estimada, no presente
contexto, é uma distribuicao, tal qual apresentada e discutida no Capitulo 2, também
chamada suavizacao.

A proépria funcao utilizada como nicleo de suavizacao é utilizada no processo de
estimacao de densidades. No caso do presente trabalho, a estimacao de densidades
vale-se de ntcleos com suporte compacto no R3, definido como a regidao esférica que
retém os k vizinhos mais préximos (no inglés, k-nearest neighbors).

Esta regiao compacta, que define o suporte do nticleo, é denominada regiao de

influéncia, também denominada regiao interpoladora.
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As técnicas de interpolacao integral que utilizam ntcleos sensiveis a diregoes —
também denominadas espacialmente correlacionadas — da distribuicao de densidades,
sao ditas interpolacao anisotrépica. Geralmente, em tais modelos sensiveis a diregoes
principais de distribuigdo de uma massa continua de dados (informagao), os nticleos
suavizantes possuem perfil elipsoidal (hiper-elipsoidal no R™), como serd discutido no
Capitulo 4.

3.2 Formulacao continua

Nesta formulacao, admite-se que o niimero de pontos de dados, ou particulas, na
base é grande o suficiente para que médias e demais momentos, computados através de
somatdrias, sejam satisfatoriamente abstraidas através de integrais, de Riemann ou de
Lebesgue. Assim, a massa de dados passa a ser representada como um continuo, um
fluido, onde as regioes mais provaveis sao aquelas onde os dados mais se adensam, ou
de maiores valores para a densidade de probabilidades que deve ter gerado o conjunto
de pontos.

Interpolacao integral é uma generalizagao da técnica de estimador de densidade de
Parzen (PARZEN, 1962) (vide também em (MARVASTI, 1993) e (SHANKAR et al.,
2014), utilizada para se estimar uma fungao através do funcional A: AxWy, —> R, de
uma fungao medida, A : R® — R, através de um nticleo de suavizacio (interpolacio),
Wy, : R?® — R, onde h parametriza a largura de W), que, em geral, é uma funcio de
Borel (MARVASTI, 1993). Assim, tem-se a férmula de interpolagdo sobre o espago

euclidiano tridimensional:
Alw) = / Wiz — 2')A(z)dz?3" (3.6)
R

O gradiente interpolado V A(z) é obtido de forma anéloga ao que foi estudado na

Secao 2.1.3, pelo Teorema 2.2, ficando o seguinte funcional:

VA(z) = /]R VWi — ) Aa’)dz*3 (3.7)

Observagao 3.1. Em nenhum momento é necessario computar diretamente o gradi-
ente de A, e nem se quer ter conhecimento de seu comportamento analitico no dominio
em questao. Ao invés, apenas o gradiente do nucleo, VW, é suficiente para se estimar
os gradientes dos valores associados aos pontos de dados, como o funcional VA na

equacao acima.
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3.3 Formulacao discreta

Para fins computacionais, devemos apresentar uma forma aproximada do problema
de interpolacao integral.

Uma versao mais simples e classica da discretizacao da interpolacao integral é a
que esses pontos sejam regularmente espacados, formando os nés de uma grade ctbica,
unitaria se devidamente normalizados.

Uma forma um pouco mais sofisticada que a do paragrafo anterior é que esses
pontos sejam obtidos de uma grade regular e transformados por um homeomorfismo,
obedecendo a geometria exigida de um problema, como é o caso das malhas utilizadas
em computacao grafica 3D e suas aplicagoes na engenharia.

Contudo, recorremos a natureza estocastica do problema de n-corpos, de modo que
a formulagdo nas equagoes (3.6) e (3.7) tenham que ser revistas para um conjunto N
de pontos distintos, aleatoriamente colhidos de uma base de dados, B, mas igualmente
provaveis, cujas coordenadas distribuem-se conforme uma densidade de probabilidades
a se descobrir, ou estimar.

Primeiramente, tentemos discretizar a integral em (3.6) para uma versao grosseira

da soma de Riemann:

Alm) =Y Wilz; — x)A(z;)AV; (3.8)
jeT

onde Z : B —— N ¢é a funcao indice da base de dados B, que transforma um ponto
x; de B em um inteiro j, enquanto AV; é um elemento de volume, centrado em x;,
que pode ter um tamanho e forma fixos, se a interpolacao nao ¢ adaptativa. Caso AV}
deve ter um vinculo topolégico com a vizinhanca do ponto interpolador x;, entao o

problema passa a ser bem mais complexo que o da adogao de volumes prefixados.
Um caso especial da formulagdo discreta é a interpolagao sobre particulas, como

veremos a seguir.

3.3.1 Interpolacao por particulas

No modelo de interpolacao discreta usando particulas, ao invés de uma discretizagao
regular do espaco, admitimos que a amostra de dados é um extrato, aleatoriamente
colhido do continuo, de modo que cada particula representa uma porgao deste.

Na técnica de simulagao SPH, que seréd estudada no Capitulo 5, é justamente a ideia
esbocada no paragrafo anterior que utilizada para se reproduzir, através da teoria de
distribuicao, o comportamento continuo do fluido, por exemplo, velocidade, densidade
de massa, pressao, temperatura etc.

A cada particula j ¢ subentendido um volume interpolador AV;. E intuitivo que
AV} tenha suas dimensoes proporcionais a h*. Por este motivo, o ntcleo Wj(x —

x;), centrado na particula identificada por j, estda intimamente ligado a AV; e a sua



Formulacao discreta

45

morfologia. Assim, se W) tem um perfil esférico, é intuitivo que AV seja também
esférico.

Via de regra, Av; deve ser grande o suficiente para que a interpolacao tenha bom sig-
nificado estatistico. Volumes muito pequenos irdao causar flutuagoes indesejaveis, uma
vez que W, tende a ser mais concentrada (densa) a medida que h diminui. Por outro
lado, volumes interpoladores muito grandes tornam W), bastante alargada e achatada,
transformando-se num filtro passa-baixas, atenuando drasticamente quaisquer estrutu-
ras em pequena escala.

Para reforcar o que foi dito acima, consideremos o caso em que h é tao diminuto
se comparado com as escalas espaciais tipicas da amostra de dados, de modo que a

equagao (3.8) torna-se

Asteopy (®) = D~ 0(x; — @) Az;) AV;. (3.9)
JET
Esta tultima equacao é a versao steepy da distribuicdo de densidades, sendo esta

fortemente concentradas em pontos (particulas), abstraidos pela fung¢ao delta de Dirac.

3.3.2 Estimadores de densidade. Janelas de Parzen

Recorrendo a Equacao (3.9), fazendo A(x;) = p(x;), que é a fungdo densidade de
probabilidade da medida x; — observando que p; = p(x;)AV; é a probabilidade de
se encontrar a mesma no interior do volume AV}, centrado em x; — temos a forma

“steepy” da densidade de probabilidade escrita como

ﬁsteep}’(m) = Z 5($] - w)pj' (310)

jeT
Por outro lado, valendo-nos da ideia expressa na equacao de interpolaciao integral
(3.6), e aplicando & equagao acima, temos a forma suavizada (distribuigao) da densidade

de probabilidade escrita como

p@) = [ Wils = @)y ()" = 3 Wal; — @)p;. (3.11)
jezT
que é um resultado interessante, pois este é um preprocessamento necessario na com-
putacao de fungoes interpoladas, quando nao se conhece os volumes de suavizagao, mas
faz parte da amostra de dados seus respectivos pesos estatisticos p;.
Por consisténcia, a somatoria das probabilidades, associadas a cada ponto da amos-
tra, é igual a unidade:
> pi=1 (3.12)
jez
Sendo N = |B| o ntimero de amostras na base B, entao, se os pontos sdo igualmente

provaveis, que alids ja foi considerado como hipotese ha alguns paragrafos atras, temos
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que p; = 1/N e, neste caso, ficamos com o seguinte resultado:

o) = > Wila, — ). (3.13)

JEL
3.3.3 Interpolacao adaptativa a densidade

Nos primeiros trabalhos de Parzen (PARZEN, 1962), a largura da janela de estima-
¢do, que corresponde ao presente h, era mantida constante. O mesmo problema surgiu
nos primeiros trabalhos de SPH (LUCY, 1977; GINGOLD; MONAGHAN, 1977), onde
h era uniformemente distribuido por todas as particulas, independentemente do grau
de concentragdo das mesmas ao longo do espago das particulas.

Para contornar o problema de se ter regides de coleta muito grandes em regides
densas, ou muito pequenas em regioes rarefeitas, adota-se h varidvel. Uma forma
simples, e bastante intuitiva, consiste em definir os volumes de interpolacao, AV}, de
modo que estes coletem, para cada particula 7, um ntimero constante k de vizinhos mais
préximos de j. Intuitivamente, AV; = 47rh§? é uma estimativa do volume associado a
particula j, se h; ¢ definido como o raio do suporte de Wj,. Este suporte ¢ entdao a
regiao que contém os k vizinhos mais proximos de j.

Admitindo que temos posse de um algoritmo eficiente de busca dos k vizinhos mais
proximos (no inglés, k-nearest neighbor algorithm, KNN), vide o método de Marinho-
Andreazza (MARINHO; ANDREAZZA, 2010), reescrevemos a formula de estimador de

densidade, vide Equagao (3.11). Assim, para o caso de particulas com probabilidades

pi, © = 1,..., N, ou, mais adequadamente para o caso de SPH, estas particulas com
massas m;, ¢ = 1,..., N. Adotemos esta ultima interpretacao, entao a densidade em
massa escrita como
pi= Y, Wiy, (z; —x;), (3.14)
JENF

onde i é o identificador da particula interpolada, N é a lista dos k vizinhos mais
préximos de i, e h; é o raio da regido esférica englobando as particulas listadas em N}.
Segue naturalmente, do raciocinio exercido no paragrafo acima, que
~ mj
A=) Wh(@i — ) A, (3.15)

onde ¢é feita a consideracao de que AV; = m;/p,; é uma razoavel aproximagao para o
volume interpolador, A; é o valor da informacao transportada pela particula j e, por
tltimo, A; é o valor interpolado sobre a particula i.
Analogamente, da Equagao (3.7), temos a forma de particulas para o gradiente
interpolado sobre a particula #:
VA= Y VW, (@ — z) A2

(3.16)
jEN,ka p]
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Observacgao 3.2. A varidvel usada como notacao indicial h;, da sequéncia W), muda
com a posicao da particula j, uma vez que o elemento de volume AV; é comovel.
Contudo, esta grandeza h; depende somente da posi¢ao x; da particula j e, portanto,
nao participa dos deslocamentos virtuais que definem o operador gradiente V;, sobre

a posicao da particula 1.

Para os problemas de SPH, é suficiente termos o gradiente de uma grandeza do
fluido, bem como o divergente de campos vetoriais representados pelas particulas in-
terpoladoras. Se necessario, principalmente em problemas de fluidos com modelagem
de turbuléncia, ou em problemas de teoria de elasticidade e eletrodindmica, é também
necessario estimar-se o rotacional dos campos associados as particulas e o laplaciano
dessas grandezas.

O divergente, V; - F;, de uma grandeza vetorial, F', associada & particula 7, pode
ser facilmente transcrito da Equagao (3.16), ou seja

Vi Fi= Y VW, (x — ;) F; 2

(3.17)

Analogamente, o rotacional, V; x F;, do vetor do pardgrafo anterior ¢ facilmente

deduzido como

61' X Fz = Z Vth3<wz — SL'j) X Fjﬁ (318)
O laplaciano pode ser computado tomando-se o divergente suavizado, V-, da dis-
tribuicio V;4;, inferindo-se das equacdes (3.16) e (3.17), ficando a seguinte forma

quadratica em Wj:

mpm;

Vidi= > 3 [ViW, (@i — x;) - VWi, (2 — @) A= =2 (3.19)
JENF 1eNF PL Pj

Esta versao de estimador do laplaciano é computacionalmente complexa. Uma

forma alternativa consiste em aplicar a Equacao (2.27), obtendo

m.

ViAi= Y ViWy,(zi —a)) A~ (3.20)
jENik p]






4 Interpolacao Anisotropica

Levar em consideracao as diregoes preferenciais das distribui¢oes recai num pro-
blema de multivariabilidade covariante (DUDA; HART; STORK, 2001), que somente
serd discutida na secao a seguir.

Se as direcoes com que os dados se dispersam em torno de seus vizinhos mais
proximos sao igualmente provaveis, dizemos que o espago de dados é isotropico. Por
outro lado, se existem dire¢oes privilegiadas com que os dados se dispersam em torno
de seus vizinhos mais proximos, entao o espago amostral é dito anisotropico.

Interpolacao anisotrépica ¢ um nivel adicional de adaptatividade, s6 que agora ¢é
com respeito as diregoes que oferecem tendéncias de dispersao local dos dados. Neste
caso, além de se permitir um aumento de eficicia quanto ao auto ajuste do nticleo de in-
terpolacao com as densidades, ainda permite um ajuste da forma do ntcleo, alongando

em algumas direc¢oes e se achantando em outras, conforme a tendéncia local.

4.1 Espacos vetoriais anisotrépicos

Anisotropia em espacos vetoriais refere-se a uma classe particular de operadores
lineares que alteram o médulo de um vetor conforme a orientacao deste no espago
original. Portanto, nao sao isometrias frente a métrica euclidiana.

No espaco euclidiano tridimensional, R?, o operador rotacao rigida

cos @ —sen ¢ 0
Q0,¢6) =| cosfsen ¢ cosfcos¢ senf

—senflsen¢ —senfcos¢p cosb

¢ uma isometria e, portanto, o espago gerado por este operador é um espago isotropico.

Ja o operador definido como o tensor momento de inércia

IE/]}p(r)<r21—r®r>dx3,

de um corpo rigido de volume V e fun¢do densidade de massa p(r), transforma o

espaco euclidiano em um espaco vetorial nao necessariamente isotrépico, a depender
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da simetria do sélido que ¢ refletida sobre as transformagoes realizadas por este tensor
(SYMON, 1982). A propésito, I nao é sequer um invariante galileano.

Um outro exemplo de transformacao anisotépica é a resultante do tensor de co-
variancia 3, que serd estudado mais adiante. Contudo, é importante fazer um breve

resumo de 4lgebra tensorial no R?, conforme a secdo seguinte.

4.1.1 Produto tensor e espacos tensores

Definicao 4.1. Sejam U e V espacos vetoriais reais'. Define-se produto tensorial,

também denominado produto tensor, a sequinte operag¢ao
R:UxV—URYV,

que transforma o par (u,v) € U XV no vetor w = u v do espago produto, ou espago
tensor, UQV={w | w=u®v, Vuec UAVYv eV}, onde ® obedece as sequintes

propriedades:

1. FExiste 0 € URV tal que, se 0 é um vetor nulo de U, entao 0®@v = 0 — 0 mesmo

vale para um vetor nulo de V, entdo u ® 0 = 0.
2. Seja o € R, entdo (au) ® v =u ® (av)
3 VYweV, u®@(v+w)=uv+ulw.
4. VtelU, (u+t)@v=uv+tew.
S u@u+twe UV, quaisquer que sejam u,t € U ev,w € V.

Das propriedades constitutivas do produto tensor, da Defini¢ao 4.1, podemos enun-

ciar o seguinte teorema:

Teorema 4.1. O espacgo tensor, UKV, entre os espacos vetoriais U e V, é um espago

vetorial.

Demonstragdo. Decorre imediatamente do Item 1 da Defini¢ao 4.1 que 3!0 € U ® V.
Ademais, combinando as propriedades listadas nas Linhas 2 a 5, é sempre possivel
encontrar uma combinagao linear ao + 7 € U ® V para quaisquer vetores o e 7 de
UxV. 1

Apesar de o espago tensor ser um espago vetorial, é conveniente denominarmos o
elemento genérico desse espaco como simplesmente um tensor.

Como todo espaco vetorial, o espaco tensor também deve ter sua base, obtida em

termos das respectivas bases de seus espagos quocientes.

Ipoderiam ser complexos, mas para os nossos propositos, espacos reais sio suficientes
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Sejam B = {é;, j = 1,2,...,m} base de U e C' = {fj, j=1,2,...,n} base de V.

Neste caso, qualquer que seja u € U, temos
m
j=1
e, similarmente, para todo v € V, temos
n A
v=> vf; (4.2)
j=1
Assim, u ® v é escrito como
m n R
U v = Z Z Ujvk (é] X fk) (43)
j=1k=1

Com base neste ultimo resultado, e da propriedade apresentada na Linha 5 da
Definicao 4.1, podemos generalizar que qualquer tensor w € U ® V pode ser escrito

CcOomo

w = Zkzn: wjk (éj X }k)7 (4‘4>

Jj=1

donde se conclui que {é; ® fk, 1 <j<m,1<k<n}ébasedoespago tensor U® V.
Observemos que o numero de dimensoes do espaco tensor U ® V nao é o mesmo
que o numero de dimensoes do espaco produto cartesiano U x V, como fica claro no

seguinte teorema:

Teorema 4.2. Seja W = U ® V um espago tensor entre os espagos vetoriais U e V.

Entao, a dimensdo de W ¢ igual ao produto das dimensoes de U e V, respectivamente.

Demonstragio. Sejam dimU = m, dimV = ne B = {é;, j = 1,2,...,m}, C =
{}’j, j=1,2,...,n} bases de U e V, respectivamente. Como ja foi visto mais acima,
{&; ® fk, 1<j<m,1<k<n}ébasede W. O ntiimero de componentes desta
base ¢, portanto, mn, que ¢ igual ao produto das dimensoes individuais dos espacos U
eV. 1

Para satisfazer a curiosidade, consideremos o produto cartesiano U x V. Qualquer
vetor desse espaco é escrito como um par ordenado (u,wv). Neste caso, com base nas
Equagoes (4.1) e (4.2), temos que

n
(u7v): ( u]éj7zkak>7
j k=1

HNgE

cujo nimero de componentes é igual a m+n. Portanto, (&;, f;) ndo é sequer uma base
do produto cartesiano U x V.

A importancia dos tensores, no contexto da mecanica classica, e mesmo em outras
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areas como computacao grafica e processamento de imagem, é o seu significado opera-
cional. A saber, um tensor no espago U® V estd associado a uma transformagcao linear
T : U +—— V, ou equivalentemente a uma forma bilinear L(U, V). Para tanto, come-
cemos com a defini¢do de produto interno (ou reducao) entre um tensor T' € U R V e

um vetor v € V.
Definigao 4.2. Define-se produto interno (,) : UV x V+—— U entre um tensor
T=3 > Tu(e;® f))
j=1k=1

e um vetor

frente as respectivas bases B = {&;, j =1,2,...m}, de U, e C' = {fj, j=1,2,...n},
de V, o vetor u = (T, v) € U escrito como
j=1 k=1
Equagao (4.5) pode ser interpretada como a ac¢ado de uma transformagao linear
T sobre um vetor do espaco V para o espaco U: w = T, cujos coeficientes T}y

correpondem aos elementos da matriz (Tw> :
mXn

Definigao 4.3. Define-se redugio a um escalar (,) : Ux U®V xV — R entre um

vetor .
u = Z éj’dj,
j=1
um tensor
m n N
T=> Y Tu(e;® f)
j=1k=1
e um vetor .
vV = Z UjfJ7
=1

frente as respectivas bases B = {&;, j =1,2,...m}, de U, e C' = {]’j, j=1,2,...n},

de V, o escalar o = (u, T, v) € R escrito como
a=> 3" u; Ty v (4.6)
j=1k=1

Equagao (4.6) representa o resultado da operacao de uma forma bilinear entre os

vetores u e v, 0 que inspira o seguinte teorema:

Teorema 4.3. URV € isomorfo ao espago das matrizes das formas bilineares (U, V).
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Demonstracao. Imediata. W
No preambulo do presente capitulo, apresentamos informalmente as componentes de
um tensor na forma matricial. Com base no teorema anterior, podemos fazer a seguinte

associagao entre tensores T' e matrizes (Tj ) se nao houver duvidas quanto as bases
mXn

envolvidas na decomposicao matricial. Assim, denotamos T' = (TJ ) )
mXn
Por consisténcia com a notagdo matricial, o produto interno entre o tensor 7" e o

vetor v serd denotado como

T11 Ce Tln U1
(Tyvy=Tv=| + . : (4.7)
Tml e Tmn Un-

Analogamente, a redugao a escalar, entre u, T e v fica escrita como

TH Ce Tln U1
(u,T,v) =u'"Tv = (u1 um> el : (4.8)
Tm1 ce Tmn Un.

O produto tensor u ® v fica sendo equivalente ao produto matricial
UV =uv’ (4.9)

Iremos dar uma atencao especial para o espaco tensor U ® U. Em particular,
U = R?, que resulta no espaco tensor R? ® R? = R**® = R?, portanto, isomorfo ao
espaco dos operadores lineares em R3.

Uma aplicacdo imediata para os tensores em R? ¢ a definicao da métrica euclidiana

generalizada, também chamada de métrica tensor.

4.1.2 Meétrica tensorial

Definicao 4.4. Um tensor T ¢ positivamente definido se, e somente se, para todo

r € R?, nao nulo, tem-se que
(r,T,r)y=7r"Tr > 0.

De modo analogo as matrizes quadradas, definimos o traco de um tensor T =

(Tik)3x3, dada uma base do R3, o seguinte escalar

3
tr T = ZT’”
j=1

Definimos a métrica tensor, como uma generalizacdo da métrica euclidiana, com
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respeito a um tensor T' positivamente definido, da seguinte forma

d(a,b) = /(a —b)"T(a - b). (4.10)

Um caso particular dessa métrica tensor é a métrica de Mahalanobis, que sera

estudada na secao seguinte.

4.1.3 Meétrica de Mahalanobis

A forma mais bem sucedida de adaptatividade tréopica (direcional) dé-se através
da computacdo da matriz de covaridncia, 3, (DUDA; HART; STORK, 2001), e a
aplicacao da métrica de Mahalanobis (MAHALANOBIS, 1936) na defini¢ao de regiao
de interpolagao como uma generalizagdo da interpolacao com ntcleos esféricos.

A ideia original de Mahalanobis é a de realizar medidas de erros multivariados — é o
mesmo que dizer que os dados se dispersam em torno da média, de forma nao isotropica
— utilizando-se tensor covariancia, ¥, que é definido com base na convengao (4.9) da

seguinte forma

1 T
Y= v > (:cZ - <:13>) (a:l - <:c>) ) (4.11)
i=11=1
onde (x) é a expectancia da massa de dados Xy = {x;,l =1,...,N}.

Se a base considerada na equagao anterior é a base dos autovetores de ¥, cujos au-

tovalores a]2~ sao as medidas das variancias tomadas nas respectivas dire¢oes principais,

Jj=1,...,d— dirigidas pelos autovetores ; — entao temos a forma diagonal
d
24~ AT
=) ojuu;, (4.12)
j=1

cujo traco tr¥ = o2 ¢ a variancia, cujo valor independe de transformacoes ortogonais
realizadas sobre ¥ (DUDA; HART; STORK, 2001).
Uma vez conhecida a forma diagonal, dada na equacao anterior, obtemos facilmente

a sua inversa X'

_ L.
=) ?uju]r. (4.13)
J

Distancia de Mahalanobis, £, cujo quadrado é a forma usual de ser abordada, a me-
nos que especificado em contrario, £2(x;, (x)), de um ponto de dados x;, [ € {1,..., N}

a média (x), é definida como

E(xy, (@) = (@ — ()" S e — (x) = > % (@: ~ () . (4.14)

j=1 g;

Um resultado interessante dessa métrica é que o conjunto solucdo da equagao

&(x;, (x)) = 1 é o lugar geométrico de um hiperelipséide, cujos semieixos principais
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sao os comprimentos oy, 09, ..., 04, nas respectivas dire¢oes principais, definidas pelos
autovetores de 3: {@;,j = 1,...,d}, admitindo que a ordem crescente dos indices j

corresponde a ordem decrescente dos valores de ;. Assim, 0; > 0j4;.
O grau de anisotropia 1 do espaco de dados — definido como o espago vetorial no

qual se computa a matriz de covaridncia — é definido como

Z] 20j

1y (4.15)

n=1-
que denota uma dispersao esférica se n = 0 e, no limite quando todos os demais
semieixos, exceto o primeiro, tenderem para zero, teriamos a situacao extrema de n

tornando-se essencialmente igual a unidade.

4.2 Interpolacao com nucleos elipsoidais

Uma aplicagdo da métrica discutida na subsecao anterior é a generalizacao da in-
terpolagao com nicleos esféricos para o caso de nicleos simétricos.
Novamente admitindo que a base do espago vetorial é o conjunto de autovetores da

—-1/2

matriz de covaridncia, definimos a matriz/operador de aspecto, , como sendo o

seguinte operador diagonalizado:
41
D=3 —ayal. (4.16)

J
]IO-J

Observemos que o tensor X2 ¢, de certo modo, o tensor raiz quadrada do tensor
covaridncia 3, uma vez que LV/2 212 = 3
Sendo  um vetor qualquer do conjunto de dados X, definimos o vetor anamorfi-

zado, &:
€=z — () = Ed: (@ = (=) (4.17)

0

onde (x) é a expectancia (média) de Xy

(z) = 1\14 Zj mia; (4.18)
1 N
M=—23m, (4.19)

¢ a massa total de Xy.
Ao conjunto de dados X associamos o conjunto anamorfizado Xy, cujos pontos

sao obtidos pela transformagao expressa na Equagao (4.17).

Definicao 4.5. Ao conjunto M? de todos os pontos obtidos a partir da transformac@o
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feita na Equacdo (4.17) sobre o espago euclidiano R® define-se espago de Mahalanobis,
M¢ = {¢ =272z — (x)), Va € R
E facil verificar que, sendo
7 = ||Xy]|| = max{|§;]*i=1,...,N}, (4.20)

a norma do conjunto de dados anamorfizados Xy, entdo todos os pontos de {,,i =
1,..., N} estdo todos circunscritos por uma esfera de raio «, centrada na origem do
espaco de Mahalanobis.

Consequentemente, tal esfera no espago de Mahalanobis corresponde a regiao con-
tornada pelo hyperelipsbide, com centro na expectancia (&), cujos semieixos principais,
a;, correspondem ao produto das componentes principais, o; @;, pelo fator de escala

v, que € o raio da esfera que circunscreve Xy. Portanto,

aj:'yajﬁj, ]:1,,d (421)

Figura 4.1: Elipsoide que circunscreve uma massa de dados. Os vetores e, e; e e3
definem as direcoes dos autovetores do tensor covariancia da massa de dados. O centro
¢é a espectancia dos pontos ilustrados.

No caso 3D, d = 3, temos na Figura 4.1 a ilustragdo de um conjunto de dados
circunscrito por um elipsoide cujos semieixos principais sao definidos pela equacao
anterior.

Decorre dos paragrafos preliminares desta se¢do, que o problema de suavizagao
anisotropica com suporte na métrica de Mahalanobis, corresponde a utilizar o nucleo

de suavizacao, sobre uma vizinhanca elipsoidal em torno do centro de suavizacao.
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Equivalentemente, a suavizacao anisotrépica corresponde a suavizagao esférica (iso-
trépica) no espago de Mahalanobis. Logo, o novo ntcleo de suavizagao, Wy — esférico

no espaco M, hiperelipsoidal no R? ~fica definido como
d -1
W= Vi) 11| 5©), (122)
j=1

onde K (§) é uma distribuicao adimensional, par em & = [|£||, com

| K€" = Va(e), (423)

e v é o raio da massa de dados definida na Equagao (4.20).

Para o nosso propoésito, consideraremos 7, tal qual calculado da Equagao (4.20),
como sendo o raio da hiperesfera que encerra um ntmero k, predeterminado, de vizinhos
mais préximos no espago de Mahalanobis, IM¢, onde, obviamente, tanto ¥ quanto ()
sao estimados em func¢ao desta vizinhanca, o que requer aprendizado de maquina, uma
vez que tal regiao nao é conhecida a priori.

O volume V() é o volume da hiperesfera no espaco M? | que é dado por

d
Wifyd

1) (4.24)

Va(y) =

onde I'(z) a fungdo Gama, muito conhecida de teoria de probabilidade, definida como
I'(z) = / ¥ e " du, (4.25)
0

cujo comportamento torna-se exatamente ao de um fatorial, quando o argumento z é

um inteiro positivo n, a saber:

I'(n) =(n—-1)! (4.26)
No caso 3D, d = 3, temos
4, -
Ws(§) = L{W 010203] K (). (4.27)

A densidade anisotropicamente interpolada é estimada de modo semelhante & Equa-

¢ao (3.13) mas utilizando o nicleo anisotrépico acima:

plx) = ]1V ; W (&), (4.28)

onde

=6 =& & = /el
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para um ponto ¢ de X.

Estamos presumindo, que o argumento de p na Equagao (4.28) é aproximadamente
o ponto médio (x) na regiao estimada, & ~ (x), caso contrario, a estimativa ficaria
estatisticamente injustificada.

Todas as subsequentes interpolages sobre as grandezas do fluido (simulagao) serao

estimadas de modo andlogo ao que foi feito na Equagao (4.28). A saber

A= We@)A 2L, (4.29)
lENi pl

onde os termos A a p com subindices significam valores estimados no ponto ¢ ou [, por
exemplo, A; = A(x;).
Com algum esfor¢o algébrico, podemos encontrar VWx (& = X7V2(x— (x))), donde

obtemos

Vid, =Y ViWE(gl)Al@- (4.30)
lEN; Pl



5 Aplicacoes

Neste capitulo serao mostradas duas aplicagoes de interpolacao anisotropica, dis-
cretizada por particulas. A primeira se refere a reconstrugao de imagens, cuja forma
bruta é uma distribuicao departiculas. A segunda é uma aplicacao a forma de se fazer
interpolacgoes anisotropicas sobre as particulas da técnica SPH. Mais especificamente,
esta ultima se refere apenas a adaptacao dos conceitos esudados nos capitulos anteriores

a forma de construir as equagoes SPH de movimento.

5.1 Estimador anisotépico de densidades para re-

cuperacao de imagens ruidosas

A forma com que transformamos imagem RGB em uma forma ruidosa, represen-
tada por particulas no espaco bidimensional, requer um preeprocessamento, conforme
descrito nos paragrafos seguintes.

As particulas sao obtidas, da imagem, por simulacao estocéstica, através do sorteio
de pixeis que serdao associados a particulas, cujas coordenadas sdo geradas a partir
das coordenadas do pixel, com uma perturbagao gaussiana dx, dy, cuja dispersao,
0%, é definida pelo usuério. Portanto, cada particula sorteada recebe coordenadas
(x+0x,y+dy), lembrando que (z,y) sdo inteiros ndo negativos e apenas a perturbagao
(0x,0y) é definida em ponto flutuante.

A probabilidade P(x,y) de um pixel ser escolhido como particula, no espago bidi-
mensional, é definida como o nivel de cinza normalizado do pixel localizado na linha
y e coluna x da imagem, tratada como uma matriz (grade), num total de NX x NY
pixeis.

A Figura 5.1 ilustra a imagem original, de onde serao extraidos algumas particulas,
conforme descrito nos paragrafos acima. O resultado da simulagao que sorteia os pixeis
para serem representados por particulas ¢ ilustrado na Figura 5.2.

O software utilizado foi desenvolvido pelo Professor Eraldo Pereira Marinho, ao
longo de suas atividades de pesquisa, desde seu doutorado (MARINHO, 1997).

Para ilustrar os efeitos positivos do estimador anisotrépico de densidades, em com-

paracao com a abordagem isotropica, discutida no capitulo anterior, utilizamos o Mé-

99
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Figura 5.1: Foto RGB da galaxia M51, tirada do Hubble Space Telescope.

Figura 5.2: Imagem da M51 com particulas colhidas por amostragem com probabilidade
proporcional a escala de cinza da imagem anterior.

todo de Quadriarvores de Covaridncia, com busca anisotropica dos k vizinhos mais
proximos (MARINHO; ANDREAZZA, 2010), para aplicar a Equacao (4.28), vide as
Figuras 5.3 e 5.4.

5.2 Reescrevendo as equacoes fundamentais da téc-

nica SPH para o caso anisotrépico

Neste capitulo, discute-se a técnica de hidrodindmica com particulas suavizadas (no
inglés, smoothed particle hydrodynamics), mas introduzindo o modelo anisotrépico de
interpolacao, baseado em covariancia dos k vizinhos mais préximos pela métrica de
Mahalanobis, ja discutida no capitulo anterior.

Antes de incorporar a técnica anisotrépica de interpolagao no método SPH, facamos
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Figura 5.3: Interpolacdo convencional (isotrépica) sobre a amostragem aleatoéria ilus-
trada na figura anterior.

>

Figura 5.4: Similar a figura anterior mas utilizando ntcleo de interpolagao anisotrépico.

uma breve revisao da versao classica deste método de simulacao baseada em particulas.

O método SPH é um método Lagrangiano de simulagdo da mecanica dos fluidos
baseada em particulas, originalmente introduzida em dois trabalhos simultaneos na
segunda metade da década de 1970 (LUCY, 1977; GINGOLD; MONAGHAN, 1977).

Na técnica SPH, o estado do fluido é representado por um conjunto de particulas,
sendo que essas possuem propriedades materiais individuais que se movem de acordo
com as equagoes de conservacao de movimento.

O método utiliza as técnicas de interpolagao, que foram discutidas nos capitulos
anteriores, para interpolar sobre cada particula os valores amostrados pelas suas vizi-
nhas mais préximas. Assim, a partir das propriedades de distribuicdo e do nucleo de
suavizac¢ao (smoothing Kernel) podemos determinar as derivadas espaciais até a ordem
desejada.

A cada particula, portanto, é associada uma lista de suas vizinhas mais préximas,
em principio uma k-vizinhanga, o que determina uma complexidade espacial de O(k N),
com N sendo o total de particulas na simulacao. Obviamente, a complexidade temporal
é maior que O(k N). Por exemplo, o método HK89 (HERNQUIST; KATZ, 1989) tem
complexidade temporal de O(k N log N). No modelo proposto por Marinho e Baldassin
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(MARINHO; BALDASSIN, 2012), esta complexidade torna-se O(k [ N/P]log N), onde
P é o nimero de nicleos de processamento de uma GPU (do inglés graphics processor

unit).

5.3 Equacoes basicas da SPH anisotrodpica

A versao SPH anisotrépica das densidades suavizadas é escrita como

pi= 2 Ws(&j)m;. (5.1)
JEN;

A equacao lagrangiana, SPH, de conservagao de momento linear, onde cada par-
ticula estd submetida a uma forca externa f, por unidade de massa — por exemplo
a aceleracao da gravidade é um campo externo ao elemento de volume lagrangiano,
representado pela particula i:

VP,

b= —

+ i (5.2)
Pi '
onde v; ¢é a aceleragao do elemento de fluido representado pela particula ¢, P; é a pressao
isotropica exercida pela vizinhanca sobre 7, p; é a densidade de massa, estimada sobre
i.
A equagao SPH de conservagdo de massa, admitindo que nao haja fontes nem

sorvedouros, € escrita como

i e
Pi (5:3)

A equagao SPH para a segunda lei da termodindmica, que faz o balango entre
trabalho de compressao, energia interna, calor liberado e calor absorvido por fontes

externas, é escrita como

Pi -

pi

onde

1. u; € a energia interna especifica do volume representado pela particula i e u; é a

sua taxa de variacao;

2. —% Vv, é a taxa de trabalho de compressao que a vizinhanca exerce contra o
2

volume representado pela particula ;

3. T'; é a taxa de calor absorvido pelo volume, também é chamado de aquecimento

especifico;

4. A; é a taxa de calor perdido, ou radiado, também chamado resfriamento especi-
fico. Todas essas grandezas térmicas sao representadas em unidades de energia,

por unidade de tempo, por unidade de massa.
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Em simulagoes adiabaticas, nao ha fuga nem entrada de calor, ficando apenas o

balanco entre a taxa de trabalho de compressao —% Vi v; e a taxa de variacao da
T

energia interna ;. Assim, em tais simulagdes simplificadas descartamos os termos de

perda e aquecimento, A; e I';, respectivamente.

5.4 Equacoes SPH simetrizadas

Para darmos inicio a esta se¢do, é conveniente reescrevermos a Equacao (4.30) para

a interpolagao por particulas:

As equagoes SPH padrao podem ser derivadas, quase que imediatamente, de tudo
que foi visto nos Capitulos 2 até 4. Por exemplo, poderiamos utilizar a Equagao (5.5)

para estimar o gradiente de pressao, substituindo A; por P;, obtendo assim

Vb =Y Vs P, (5.6)
onde
&j = \/(:132 — Q?j)TE_l(CL'i — ZL‘]‘). (57)

No entanto, no que diz respeito a simetria de comutagdo de pares (terceira lei de
Newton), para que se cumpra a conserva¢ao do momento linear, momento angular, bem
como a energia térmica, entdo é necessario que se faga alguns arranjos nas férmulas
dos gradientes interpolados (e demais derivadas espaciais).

Por exemplo, a componente da aceleracao devida ao gradiente de pressao, é dada
por

a; =—V;Pi/p;.

Examinando a Equagao (5.6), e o resultado acima, temos que a forga de interagio de

pressao SPH entre o par i e j, fica escrito como

m;m;

Fij = —V,Ws(&)P,
; (€)R"

(5.8)
Ao comutarmos as particulas i e j — isto é, mudar a perspectiva da particula i para

a particula j — ficamos com

m;m;

Fji = -V, Ws(&;)P,
J J 2( J) pip;
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Nos valendo da simetria do ntcleo suavizante, ficamos com

m;m;
Fj; =V Ws(&;)P—2.

PiPj

Contudo, este resultado contradiz o principio de acao-reagao uma vez que F;; # —F;,
enquanto era esperada a identidade F';; = —Fj;. Isso se deu ao fato de, apds a permuta,
o fator P; mudou para o fator F;.

O método convencional de se obter uma forma simetrizada para o gradiente de
pressao (GINGOLD; MONAGHAN, 1977) consiste em escrever o gradiente interpolado

de P;/p;, apds aplicar a regra da cadeia:

P>:E_PVp

V<; p PP

donde se obtém

ve /P PVp
T_V(p)+ P

Entao, a forma interpolada pode ser escrita como
VP
Pi

5) L PV

N 6’(p@- p?

(5.9)

Finalmente, usando raciocinio semelhante ao obtermos a Equacao (5.6), chegamos

a seguinte forma simetrizada do gradiente interpolado de pressoes:

VP, P, | P
= > mVilWs(&;) <2 + 5) (5.10)
Pi JEN; Pi Pj

Para o divergente das velocidades, utilizamos a equagao de conservacao de massa,
representada na forma suavizada na Equacao (5.3).
Primeiramente, calculemos a derivada temporal total da densidade interpolada, da
Equagao (5.1):
pi = jt 2 mWs(&)- (5.11)
JEN;
Como Wx(&;;) = ¢(x; — x;), uma vez que &; é fungao de (x; — x;), temos que a

derivada total na equacao acima fica escrita como

pi= D m;ViWs(&y) - (vi —v;). (5.12)
JEN;

Combinando a equacdo acima com a equacao de conservacao de massa, Equa-

¢ao (5.3), temos
~ 1
Vi'vi = —— E m]VZWE(f”) ('Uz‘ — 'Uj). (513)

p’b jEM



Viscosidade artificial SPH

65

A forma simetrizada da taxa de trabalho de compressao, —%61"’01', requer uma
elaboragao um pouco mais longa que os passos executados nas equagdes anteriores.
Podemos escrever a taxa de trabalho de compressao utilizando o resultado anterior, na
equacao SPH do divergente:

P P,
pi JEN; Pi
Contudo, esta tltima forma nao é simetrizada, uma vez que os termos de pressao e
densidade aparecem apenas para a particula i.
De modo semelhante ao que foi feito para derivarmos a Equagao (5.10), podemos

escrever

Pig v, (© V(-
—Evz“vi -V, (Evl) +v; - Vz(g)

Transcrevendo cada termo do lado direito da equacao anterior, através da Equa-

¢ao (5.5), temos
P

- P ;
-V, (fvz) =— > ViWs(&) - (%Uj)
pl ]EM j
Ny P,
(2) = 55 mon vt ()
Combinando esses dois ultimos resultados, temos
P, - P
——V,vz = Z m]VZWg(&]) : ('Ui - 'Uj)fz. (515)
Pi JEN; Pj

Esta tltima equagao incide no mesmo problema de quebra de simetria reportada
mais acima sobre a Equacao (5.14), s6 que, agora, é com respeito a particula j. Con-
tudo, somando ambas equagoes, membro a membro, em seguida, dividindo os resultado,
membro a membro por dois, chegamos finalmente a forma simetrizada da equacao adi-
abéatica SPH da segunda lei da termodinamica

P

. = 1 P, P
4 J

Pi JEN;
5.5 Viscosidade artificial SPH

A equagao adiabatica de conservacao de energia, Equagao (5.16), bem como a equa-
¢ao de conservacao de momento, Equagao (5.2), envolvem variagdes de pressdao em ve-
locidade, que podem funcionar bem em situagoes de baixas taxas de compressao ou de
expansao. Contudo, em regimes de fortes taxas de compressao, ou mesmo de rarefagao,
denominados choques, o modelo adotado para pressao, com base em livros classicos de
mecanica dos fluidos e termodinamica, essas equagoes falham.

O motivo é que, em situagoes de choque, as colisdes entre as moléculas ou atomos
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do gas passam a dominar o regime de escoamento no que, macroscopicamente, é cha-
mado de viscosidade aerodinamica. No caso de simula¢bes computacionais, nao temos
como entrar nesses pormenores de natureza microscopica devido a altissima, digamos
exponencial, diferenca de escalas entre o que é modelado em SPH e o que é modelado
na fisica atomica e molecular.

John von Neumann, no desenvolvimento do computador do Projeto Manhattan, ao
realizar simulagdes de choque, introduziu um modelo de viscosidade artificial (BAL-
SARA, 1995, vide referéncias internas), que simula os efeitos microscépicos dos choques
reais.

Simulacoes de fluidos, que nao possuem um modelo de viscosidade artificial, nao
sao robustas a situacao de choque, podendo ocorrer desde erros numéricos e instabili-
dade do integrador de érbitas, como também pode ocorrer atropelos entre as particulas
(OWEN, 2004; CARTWRIGHT; STAMATELLOS, 2010; HOSONO; SAITOH; MA-
KINO, 2016).

Numa boa simulagdo SPH, as particulas nao atropelam umas as outras. Ao invés,
essas devem reter qualquer tendéncia a furar os elementos de volume lagrangiano. Par-
ticularmente, (OWEN, 2004) propde um modelo tensorial de viscosidade artificialque
é mais adequado a simula¢oes com SPH anisotrépico.

O modelo proposto por Marinho (MARINHO, 1997) é adequado para choques
magneto-hidrodindmicos. Contudo, o modelo ainda é baseado na versdo isotrépica
de SPH.

Admitimos que ji adotamos algum modelo tensor de viscosidade artifical, Q,;, que
detecta rapida aproximacao entre as particulas ¢ e j de modo a impedir a superposi¢ao
da vizinhanga de suavizagdo N, centrada na particula i, e NV, centrada em j, respecti-
vamente. Assim, generalizamos os termos entre paénteses nas equagoes (5.10) e (5.16)

na seguinte forma

P P
Pi P;

onde P ¢é uma forma generalizada, tensor, da pressao hidrodinamica, que pode incor-
porar tensoes elasticas, o tensor de tensoes eletromagnéticas de Maxwell etc. No caso
mais simples, em que s6 temos pressao isotrépica, consideramos apenas P = 1P na
equacao acima.

Da Equagao (5.17), podemos reescrever a equagao de conservagao de momento (5.2)

numa forma mais abrangente

v =— >, m;ViWs(&;) Ty + £ (5.18)
VBEN;

A Equacao (5.4), de conservagiao de energia, ganha um novo aspecto

. 1
W =5 >, mVilWs(&y) - (vi—v)) - Ty =T = Ay (5.19)
VBEN;
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5.6 Sumario das equacgoes anisotropicas SPH

Sumariamente, listamos todas as equac¢des SPH de movimento, utilizando um nicleo

anisotropico de interpolacao:

1. Taxa de variacao da particula i:

2. taxa de variacao da velocidade, equacao de conservagao do momento:

v, =— > mViWs(&) Tij + fi; (5.21)
VBEN;

3. taxa de variacao da energia interna especifica, equagdo da segunda lei da termo-
dindmica:
) 1
Ui —= . miViWs(&;) - (v; —v;) - Ty =Ti — Ay; (5.22)
VBEN;

4. taxa de variacao de densidade, equagao de conservagao de massa, também co-

nhecida como equacao de continuidade:

pi = Z m;ViWs(&j) - (vi — v;); (5.23)
JEN;

5.7 Modelo termodinamico

Tanto a pressao P quanto a densidade p se relacionam com a energia térmica
especifica u através da equacao de estado F(P, p,u) = 0.
Em se tratando de simulagoes adiabaticas, a pressao pode ser escrita em func¢ao da

densidade e da energia térmica especifica como
Py = (v = 1)piui, (5.24)

onde v é o coeficiente de expansao adiabatica, que é definido como a razao entre a
capacidade térmica a pressao constante, Cp, e a capacidade térmica a volume constante

Cy (SERWAY; JR., 2004):

e

Caso seja adotado um modelo de transformagao isotérmica — a temperatura T é

(5.25)

constante e, como u ¢ proporcional a T, u também ¢é constante — a relacao entre
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pressao e densidade é de simples proporcionalidade:
IS C?soph (526>

onde ¢y € a velocidade isotérmica do som no gas.
Modelos mais realistas e, portanto, mais sofisticados podem ser vistos, por exemplo,
na tese de doutorado de Marinho (1997).

5.8 Requisitos computacionais

As primeiras simulagoes computacionais remontam desde a Segunda Guerra Mun-
dial, durante o Projeto Manhattan, e, especificamente, as primeiras simulacoes de
grande porte foram realizadas no inicio dos anos 1960 com os trabalhos de Aarseth
(1963). Essas ultimas foram realizadas com programas implementados em Fortran, em
computadores que ocupavam uma sala de uma Central de Processamento de Dados,
mas, que hoje em dia, poderiam ser realizadas num simples smart-phone.

Via de regra, as particulas computacionais sao representadas na forma de uma
matrix N x (M + 6), usualmente chamadas de data-sets. Cada uma das N linhas
corresponde a uma particula. A primeira coluna é geralmente reservada para armaze-
nar as massas m;—;__n individuais das particulas. Cada particula é identificada, sem
duplicata, pelas suas 3 coordenadas, (x,y, z).

par O numero 6, na férmula no paragrafo acima, significa que necessariamente deve
haver, também, mais 3 colunas para as velocidades (v, vy,v,). No caso de simulagoes
SPH adiabaticas, ou mesmo mais sofisticadas, deve haver uma coluna para armazenar
as energias térmicas especificas. Tal requisito nao é necessario no caso de simulagoes
isotérmicas. Neste caso, a velocidade isotérmica do som, ¢, passa a ser um parametro
global.

Um requisito essencial para simulagoes SPH é que se tenha, ou se implemente,
um algoritmo rapido para busca dos k vizinhos mais proximos. Geralmente, este é o
que causa maior carga na eficiéncia da simulagao. Um método eficiente para busca
anisotropica dos k vizinhos mais proximos é o proposto por Marinho e Andreazza
(2010). O mesmo algoritmo ¢é reusado como o método de busca das contribuicoes
para forca gravitacional exercida por cada elemento do fluido sobre o outro, necessario
para simulagoes de sistemas auto-gravitantes (MARINHO; LEPINE, 2000; MARINHO;
ANDREAZZA; LEPINE, 2001).

Por ultimo, deve-se adotar um integrador temporal para prever as novas posicoes,
velocidades etc. através das equacoes diferenciais listadas na Secao 5.6. Para simula-
¢oes baseadas em métodos de arvore (HERNQUIST; KATZ, 1989; MARINHO, 1997)

¢é suficiente um integrador leap-frog com miltiplas escalas temporais.



6 Conclusao

Neste trabalho foi feito um estudo das fungoes generalizadas e teoria de distribuicao,
que serviram de alicerce tedrico para o estudo de técnicas de interpolacao integral e de
estimadores de densidade.

O modelo de interpolagao isotropica e respectivo estimador de densidades serviu de
base para uma revisao do modelo matematico das equagoes de movimento da smoothed
particle hydrodynamics (SPH), o qual denominamos SPH anisotrépico.

A proposta de viscosidade artificial desenvolvida por (GINGOLD; MONAGHAN,
1977; LATTANZIO et al., 1985), nos permitiu ter simulagoes de ondas de choque que
previne a sobreposi¢ao das particulas que segundo (LIU; LIU, 2003) essa proposta de
viscosidade artificial é a mais utilizada na literatura de SPH.

Das possiveis fontes de erro da técnica SPH, podemos ressaltar que uma das mais
importantes contribui¢oes deve-se a maneira usual de se escrever a equacao SPH de
continuidade, sem levar em conta os efeitos de variagoes dos comprimentos. A equagao
de continuidade SPH ¢ utilizada por muitos autores para se deduzir a equacao SPH da
primeira lei da termodindmica, arrastando assim contribui¢oes de erro no céalculo do
divergente da velocidade.

Geralmente, SPH aparece na literatura como um modelo relativamente simples e os
autores dao poucas referéncias aos fundamentos matematicos do método. De fato, se
compararmos a simplicidade da teoria exposta no Capitulo 5 com a alta complexidade
tedrica desde o Capitulo 2 até o Capitulo 4, percebemos o esfor¢co matematico necessario
para justificar cada uma das equagoes utilizadas na técnica SPH, tanto na formulagao

classica (isotrépica) quanto na presente formulagao anisotrépica.
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A Integral de Lebesgue

Conforme a teoria de Lebesgue (NATANSON, 1965, por exemplo, para uma leitura
mais detalhada), uma funcao f : D — R*T é dita fungdo Lebesque mensurdvel, sobre
um dominio D C R", se e somente se a restricdio f(x) > t na sua imagem reflete

subconjuntos mensurdveis ; C D, definidos como
E;={xeD | f(x) >t} (A.1)

Denominamos o parametro ¢ como parametro de corte da funcao f, que é um nimero
real arbitrariamente escolhido.
Certamente, a reuniao integral de todos os subconjuntos I;, com ¢t > 0, é o proprio

dominio D da fungdo mensuravel f, a saber

U E, =E,=D. (A.2)
>0
Os subconjuntos IE; sdo ditos mensuraveis porque supoe-se que existe uma funcgao
medida g : 2P — RF, que expressa o tamanho de qualquer subconjunto A C D, na

forma de um niimero nao negativo p(A). Por conseguinte, intui-se a seguinte definigao:

Definicao A.1. Define-se funcao transformada de Lebesgue, denota-se f*, como sendo

a medida dos subconjuntos mensurdveis de f, ou seja, dado o corte t:

F1(t) = u(Ey). (A.3)

No caso do dominio D ser um intervalo real, entdao a funcao u(E;) reflete o com-
primento total das faixas em D que satisfazem a condi¢ao f(z) >t (vide Figura A.1).
J& no caso de DD ser uma regiao com dimensionalidade superior a unidade, entao
u(E; € D), é uma medida de volume de ;. Assim, o produto f*(t)dt¢ corresponde ao
volume do corte infinitesimal, cuja espessura ¢é dt, e cuja base corresponde ao subcon-
junto mensuravel I, vide exemplo unidimensional ilustrado na Figura A.1. De acordo
com a figura, o elemento de integracao é o retangulo horizontal, formado aproximada-
mente pelas intercecoes entre as retas y =t e y =t +dt3 e a curva y = f(x), cuja area
sombreada u(IE;)dt3.
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Figura A.1: Versao 1D da integral de Lebesgue. Diferentemente da integral de Rieman,
os elementos de integracao sao faixas horizontais.

Observemos, ainda com base na figura, que a fungdo medida, f*(t), é decrescente
em t, e esta torna-se nula para algum t,,.,, correspondendo ao valor méaximo de f.

Seguindo a inuticao fornecida nos paragrafos anteriores, a integral de Lebesgue é
definida como segue:

Definicao A.2. A integral de Lebesgue, denota-se [, fdu, de uma fung¢do mensurdvel
f:Dw— R, € definida como

/]D fdu = /0 TPt (A.4)

As contribui¢oes nao nulas para a integral acima devem-se a subconjuntos, ou inter-
valos, cujas medidas sdo também nao nulas, f*(t) > 0. Contudo, podem existir regioes
(intervalos) onde as medidas sdo nulas, f*(t) = 0. Uma medida u(E;) é nula se, e
somente se, a condigdo f(x) > t ndo pode ser satisfeita, o que equivale a ter I, = () na

Equacao (A.1). Um bom exemplo de tal situagao, é considerar, tal qual na Figura A.1,

que f possui um maximo absoluto, f(x.) = tyax, em D, e tentarmos encontrar IE; para

t > tmax, que obviamente é um conjunto vazio.

Duas fungoes f e g, ambas definidas no mesmo dominio D, sdo iguais em quase todo
lugar se, e somente se, para algum ¢ > 0, tivermos u({x € D | f(x) # g(x)}) = 0.
Chamemos tais fungoes, satisfazendo a condi¢ao anterior, como Lebesgue idénticas.

A Figura A.2 ilustra o problema de identificacdo de funcoes iguais em quase todo
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Figura A.2: Fungoes idénticas em quase todo dominio.

dominio. De acordo com a ilustragdo, existe algum ¢. > 0 tal que ambas as fungoes f
(em preto) e g (em vermelho) sdo idénticas em termos de medida de Lebesgue, isto é,
wu(f(z) > t.) = p(g(z) > t.), onde a linha de corte, y = t. é representada em azul. Por
outro lado, para t < t., f e g sao diferentes, inclusive suas medidas.

Por tultimo, é facil verificar que, se f e g sao Lebesgue idénticas, e f é Lebesgue
integravel, entdo g também é uma funcao Lebesgue integravel. Assim, o valor de uma
funcao mensuravel em um determinado ponto nao é, em certo sentido, o seu aspecto
mais relevante, mas sim nas regioes onde esta funcao dé contribui¢cbes nao nulas a

integral de Lebesgue.



