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Resumo

Neste trabalho fizemos um levantamento das diferentes versoes discretas e continuas
dos argumentos de Gordon, utilizados no estudo espectral de operadores de Schrodinger
unidimensionais. Estudamos como aproximagoes periddicas do potencial (caso continuo)
e ocorréncias de estruturas repetitivas do potencial (caso discreto) permitem excluir o
espectro pontual de tais operadores. No caso discreto, as aplicagoes dos argumentos de
Gordon fornecem resultados genéricos, q.t.p. (quase toda parte) e uniformes sobre a
auséncia de espectro pontual para modelos de Schrodinger com potenciais gerados por
substituicoes primitivas e rotagoes na circunferéncia. Parte dos resultados obtidos na
demonstracao desses argumentos podem ser usados para mostrar que o espectro dos ope-
radores tem medida de Lebesgue zero. Consequentemente, com a ocorréncia simultanea
das propriedades “auséncia de espectro pontual” e “espectro com medida zero”, obtemos
operadores de Schrodinger com espectro puramente singular continuo. No caso conti-
nuo, as aplica¢oes incluem operadores de Schrodinger gerados por potenciais de Gordon
com frequéncias de Liouville, fungoes Holder continuas, funcoes escada e fungoes com

singularidades locais.
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Abstract

In this work review different versions of discrete and continuous Gordon’s arguments,
used in the spectral study of one-dimensional Schrodinger operators. We study periodic
approximations of the potential (continuous case) and occurrences of repetitive structu-
res of the potential (discrete case) that allow us to exclude the point spectrum of such
operators. In the discrete case, the applications of Gordon’s arguments supply generic
results, almost sure and uniform on the absence of point spectrum for Schrodinger models
with potentials generated by primitive substitutions and circle maps. Part of the results
obtained in the demonstration of these arguments can be used to show that the spectrum
of the operators has zero Lebesgue measure. Consequently, with the properties “ absence

»and “ spectrum with zero measure ”, we obtain Schrodinger opera-

of point spectrum ’
tors with purely singular continuous spectrum. In the continuous case, the applications
include Schrédinger operators generated by Gordon potentials with Liouville frequencies,

Hoélder continuous functions, step functions and functions with power-type singularities.

X



CONTEUDO



CAPITULO

Introducao

A teoria espectral de operadores de Schrédinger tem sido objeto de estudo de va-
rios pesquisadores, por se tratar de um assunto importante e relevante para a area de
Fisica-Matematica. Dentro dessa teoria destacam-se os chamados “argumentos de Gor-
don”, que sao ferramentas essenciais no estudo espectral de operadores de Schrodinger.
Esses argumentos sao usados para excluir o espectro pontual de tais operadores e, atu-
almente, existem algumas versoes discretas e continuas para operadores de Schrodinger

unidimensionais.

Neste trabalho fizemos um levantamento dessas diferentes versoes dos argumentos de

Gordon existentes, e suas aplicacoes, para os operadores de Schrodinger
H=-A+V (1.1)

atuando sobre [? (Z) ou L* (R). No caso discreto, o Laplaciano A é o operador diferenga
finita (AY) (n) = =Y (n+1) =1 (n—1) e V & um potencial limitado, no caso continuo

2 . . ~ ..
A= dd? e V' é um potencial real que pode nao ser limitado.

Nos tltimos anos o estudo de operadores H do tipo (1.1), com potenciais quase-
periodicos, tem atraido grande interesse de pesquisadores, pois estes representam mode-
los fisicos de estruturas quase-cristalinas unidimensionais. Além disso, esses potenciais
quase-periddicos pertencem a uma classe intermediaria que fica entre os potenciais V), pe-
riodicos (que induzem espectro absolutamente continuo para H (ver [6])) e os potenciais

V, aleatorios (que induzem espectro pontual para H (ver [5, 6])).
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Matematicamente, o espectro do operador H, denotado por o (H), é definido como o

complementar do conjunto resolvente
p(H)={EeC:(H- EI™" é um operador linear limitado } .

Os valores de E para os quais a solucao de Hvy = FE1) pertence ao espaco de Hilbert
I>(Z) ou L? (R), sdo os autovalores de H, e o fecho do conjunto de autovalores ¢ chamado
espectro pontual de H, denotado por g, (H). O restante do espectro é o espectro conti-
nuo, denotado por o, (H), que pode ser decomposto em espectro absolutamente continuo
04c (H) e espectro singular continuo o, (H), de acordo com a decomposicao de Lebesgue
da parte continua da medida espectral de H (veja |21]). Algo interessante é que na Fi-
sica os niveis energéticos de um atomo ou de uma molécula sao chamados de espectro,
e estes podem ser teoricamente obtidos pelo espectro de certos operadores diferenciais
(Schrédinger ou Dirac).

Nesta dissertacao descrevemos algumas versoes discretas e uma versao continua dos
argumentos de Gordon, juntamente com as aplicacoes para os operadores de Schrodinger
do tipo (1.1) com potenciais quase-periodicos, tais como potenciais gerados por substi-
tuigdes primitivas, por rotagdes na circunferéncia S' [10], o modelo Almost-Mathieu |7]
(para o caso discreto) e potenciais de Gordon generalizados com frequéncias de Liouville

[18] (para o caso continuo).

Definicao 1.1. Um potencial limitado V sobre Z ou R é chamado potencial de Gordon

se existem potenciais periodicos V'™, de periodo T, — oo, tais que para todo m € N,

sup |V (z)=V"(2)| < Cm~Tm

‘x|§2Tm

sendo C' uma constante apropriada.

Temos o resultado original de Gordon para operadores de Schrodinger, o qual foi
mostrado em [23] (ver também [42]) que se V' é um potencial de Gordon, entao o corres-
pondente operador H nao tem autovalores.

Para operadores de Schrodinger discretos do tipo (1.1), certas variagoes do resultado
original de Gordon foram estabelecidas por Delyon e Petritis [19] e por Siito [45]. Eles
obtiveram dois métodos para excluir autovalores do espectro de H, um deles com repe-
ticao de dois blocos do potencial, juntamente com a limitacao do traco das matrizes de
transferéncia, e outro com repeticao de trés blocos do potencial. Esses métodos estao

descritos nos teoremas a seguir.



Seja Mg (n) = Mg, (n) (w € Q fixo e £ € C) a matriz de transferéncia associada ao

operador H (definida na se¢ao 2.1).

Teorema 1.2. (Argumento de Gordon 2-blocos) Suponha que existam uma sequéncia de

valores positivos n, — oo e uma constante 1 < C' < oo, tais que para todo k, tem-se
LV =V(i+tm),1<j<ng
2. [tr (Mg (ng))] < C.

Entao E nao é um autovalor de H e nenhuma solu¢ao da equagao Hvy = Ev tende a zero

em —+00.

Teorema 1.3. (Argumento de Gordon 3-blocos) Suponha que exista uma sequéncia ny —>

o0, tal que para todo k, tem-se
Vi-n) =V =V3y+n), 1<j<ny.

Entao E nao é um autovalor de H e nenhuma solu¢ao da equagao Hvy = Ev tende a zero

em +oo.

Usando os argumentos de Gordon descritos nos Teoremas 1.2 e 1.3, juntamente com
outros argumentos especificos, estudamos (se¢ao 4.1) a auséncia de espectro pontual para
modelos de Schrédinger gerados por rotagoes na circunferéncia e por substitui¢oes primi-
tivas. Os resultados sobre a auséncia de espectro pontual para esses modelos sao obtidos
sob trés pontos de vista diferentes, em ordem crescente de generalidade, tais como gené-
ricos (argumentos topologicos), q.t.p (argumentos de medida) e uniformes (argumentos

combinatorios).

Aplicacao 1.1: Como uma aplicagcao para os argumentos de Gordon 2-blocos ou 3-blocos
consideramos a familia de operadores (Hy o) do tipo (1.1), discretos, com potenciais

Sturmianos da forma
Viaw (1) = AXj1—a,1) (v +w  mod 1) (1.2)

em que 0 £\ €R, a€[0,1) é um mimero de rotacao irracional, w € Q =S e x denota
a fungao caracteristica. Assim, os operadores (H) ,.,) possuem espectro pontual vazio,

para todo w € 2 e para todo \, ou seja, temos um resultado uniforme para esse modelo.

A familia de operadores (H) o) é usada como modelos de quase-cristais unidimen-

sionais. Esta fornece uma generalizacao natural da familia Fibonacci de operadores, que
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V5—1
2

fazer um estudo mais detalhado desse modelo com potenciais Sturmianos.

corresponde ao niimero de rotacao a = , chamado razao aurea. Na secao 4.1 vamos

No caso desses modelos Sturmianos ou modelos gerados por substituicoes primitivas,
os tracos das matrizes de transferéncia (argumento de Gordon 2-blocos) podem ser inves-
tigados estudando o sistema dinamico chamado “aplicagao traco” (veja se¢ao 2.3).

Além disso, para esses modelos analisamos como a propriedade “espectro com medida
de Lebesgue zero” pode ser obtida, usando parte dos resultados estabelecidos na demons-
tragdo do argumento de Gordon 2-blocos (Teorema 1.2). Neste sentido, a propriedade
espectral “medida de Lebesgue zero” pode ser vista com uma consequéncia da demonstra-
cao da auséncia de autovalores. Quando as propriedades “auséncia de espectro pontual” e
“espectro com medida de Lebesgue zero” sao obtidas simultaneamente, para um modelo
de Schrodinger, resulta que o espectro deste operador é puramente singular continuo.
Os modelos Sturmianos sao exemplos de operadores de Schrodinger onde ocorrem essas
propriedades espectrais.

A versao do argumento de Gordon para o caso discreto que foi reproduzida em |7] e
aplicada ao operador de Schrodinger Almost-Mathieu, também permite concluir que este
modelo possui espectro singular continuo puro, para certas realizacoes do potencial.

No caso continuo, Damanik e Stolz [18] desenvolveram uma versdo continua mais
geral do argumento de Gordon, para potenciais de Gordon generalizados (que inclui os

potenciais de Gordon originais). Eles mostraram que:

Teorema 1.4. Suponha que V' é um potencial de Gordon generalizado. Entao, o corres-

pondente operador de Schridinger H possui espectro pontual vazio.

As aplicacoes desse resultado sao para potenciais quase-periddicos com frequéncias
de Liouville. Como um modelo deste temos os potencias gerados por func¢oes Holder

continuas, sendo que na secao 4.4 demonstramos o resultado abaixo:

Aplicacao 1.2: Seja H o operador definido por (1.1) sobre L* (R), com potenciais do
tipo
Vi(z) =Vi(z) + V2 (ax +0),

em que Vi € localmente integrdvel e possui periodo 1, Vo € uma funcao Hélder continua e

a,0 €0,1), sendo o um nimero de Liouville. Entao, o espectro pontual de H € vazio.

No segundo capitulo estudamos algumas propriedades béasicas de uma familia ergodica
de operadores de Schrodinger discretos unidimensionais, gerada por modelos de substi-

tuicoes primitivas e por rotacoes na circunferéncia. No terceiro capitulo analisamos as



diferentes versoes dos argumentos de Gordon para os casos discreto e continuo, onde
demonstramos os Teoremas 1.2, 1.3 e 1.4. No quarto capitulo estudamos as aplicagoes
desses argumentos para operadores H do tipo (1.1), os quais permitem excluir o espectro

pontual dos operadores em estudo.



CAPITULO

2

Familia Ergodica de Operadores de Schrédinger

No caso unidimensional os operadores de Schrodinger discretos, também denominados
operadores tight-binding, com potenciais quase-periodicos assumindo um nimero finito de

valores, tomam a forma

(Hot) (n) = ¢ (n+ 1)+ (n—1)+V, ()¢ (n), (2.1)

sendo V,, € (> (Z) um potencial real, ) € [*(Z) e w € Q (hull de w). Temos que H,
¢ um operador auto-adjunto e limitado em [*(Z), e portanto seu espectro o (H,) ¢ um

subconjunto compacto da reta.

Neste capitulo vamos realizar um estudo sobre a construcao de uma familia ergodica
de operadores de Schrodinger (Definigao 2.6), associados aos potenciais V,, gerados por
substituicoes primitivas ou rotacoes na circunferéncia S', que devido a teoria de Kotani
ambas as familias de operadores H, nao possuem espectro absolutamente continuo, ou
seja, 0 (H,) = 0, (Hy) Uos (Hy,).

Como o principal objetivo do nosso trabalho é excluir o espectro pontual de H,,
na ultima secao deste capitulo estudamos um sitema dinamico chamado aplicagao traco
para os modelos de Schrodinger gerados por substitui¢goes primitivas e por potenciais
Sturmianos. Entretanto, para nao perdermos o foco principal de nosso trabalho, que
é um levantamento de diferentes versoes dos argumentos de Gordon, as demonstracoes
desses resultados serao omitidas, sendo que as referéncias onde é possivel encontrar essas

demonstracgoes estao indicadas no decorrer do texto.
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2.1 Familia Ergédica

Na primeira secao vamos apresentar defini¢oes e resultados bésicos para uma familia
ergddica de operadores de Schrodinger, os quais sao extremamente importantes para o
desenvolvimento desse trabalho. Em particular, a teoria de Kotani é essencial nos re-
sultados sobre a auséncia de espectro absolutamente continuo e na propriedade sobre o

espectro com medida de Lebesgue nula, do operador em estudo.

Definicao 2.1. Sejam Q um espago métrico compacto e T : @ — Q um homeomorfismo.
i) O par (Q,T) é chamado um sistema dindmico topoldgico.
ii) Dado w € Q), o conjunto O (w) ={T"w :n € Z} é chamado a dérbita de w.

iii) Seja B a o-dlgebra de Borel de . Uma medida de probabilidade p é chamada
estaciondria se p (T (B)) = u(B), para cada B € B.

iv) Um conjunto de Borel B é chamado invariante se T (B) = B.

v) Uma medida estaciondria é chamada ergddica se todo conjunto invariante tem me-
dida 0 ou 1.

Definigao 2.2. Dizemos que um sistema dindmico topoldgico (2, T) € minimal se a drbita
de todo w € Q € densa em §). FEste é chamado unicamente ergddico se existe uma unica
medida ergodica, e dizemos que € estritamente ergodico se for minimal e unicamente

ergodico.

E um fato bem conhecido que se existe uma tinica medida estacionéria, entao a medida

¢ necessariamente ergodica [47].

Exemplo 2.3. Seja Q = S! a circunferéncia unitdria, o qual é um conjunto compacto
e pode ser representado (identificado) pelo intervalo [0,1). Definimos a aplicagao T, :
St — St por

Tow =w+ a(mod 1).

Para o € (0,1) irracional, temos que nao existem drbitas periddicas e que a dorbita de qual-
quer ponto é densa em St. Além disso, é bem conhecido que a medida de Lebesgue sobre
St € uma medida unicamente estaciondria, logo o sistema € unicamente ergédico. Como
toda orbita é densa, temos que o sistema € minimal. Portanto, (Q,T,) € estritamente

ergaodico.
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Definigao 2.4. Seja A = {ay,...,a;} um conjunto finito, chamado alfabeto. Dota-se A

com a topologia discreta.
i) Os elementos a; sao chamados de simbolos ou letras.

ii) Os elemetos de A* = Ulzlfll sio chamados de palavras, donde os conjuntos A’ sio

formados por palavras que possuem [ letras de A.
iii) Denotamos por |v| o comprimento de uma palavra v € A*, ou seja, |v| =1 sev € Al

i) Para v,w € A*, §, (w) denota o nimero de ocorréncias de v em w.( Por exemplo,

faa (aabaaa) = 3).

Definicao 2.5. AN, A% denotam os conjuntos unilateral e bilateral de sequéncias infinitas,
chamadas palavras infinitas, sobre A. Consideramos a topologia da convergéncia pontual

dada pela métrica

D
d(w,v):Z%, w=(wn),v="_(v,), neNoune€Z,

n

sendo D a métrica discreta em A. Logo, com essa métrica os espacos AN, A% sio espacos

métricos compactos.

Dada uma palavra w finita ou infinita, se existem finitas ou infinitas palavras r, s tal
que w = rvs, dizemos que a palavra finita v é chamada subpalavra ou fator de w.

Definimos F,, = {y : y ¢ um fator de w} e F,, (n) = F,NA" n € N. A fun¢ao comple-
xidade p,, : N — Ny, correspondente a w, ¢ dada por p,, (n) = |F,, (n)], com |-| denotando

a cardinalidade.

Definigao 2.6. Dados um sistema dindmico topoldgico (2, T), uma medida ergddica u e
uma funcao mensurdvel g : @ — R, define-se para cada w € ) uma sequéncia infinita
bilateral V,, : Z — R por V,, (n) = g (T"w). FEsta sequéncia gera o operador de Schridinger

discreto unidimensional H,, sobre I? (Z), o qual atua sobre cada v € 1> (Z) por

(Hot) (n) = ¢ (n+ 1)+ (n—1)+V,(n)¢(n). (2.2)

A familia (H,),.q € chamada uma familia ergddica de operadores de Schridinger.

Teorema 2.7. (Pastur, Kunz-Souillard) Seja (H,,) ., wma familia ergddica de operadores
de Schrodinger. Entdao existem conjuntos Qp C €, X, %, X, ¥ge C R tais que p1(Qp) =1
eo(H,) =%, 0,(H,) =%, 0sc(Hy) =g, 0ac (Hy) = e, para cada w € .
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A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em |34, 38|.

Definigao 2.8. Uma familia ergddica de operadores de Schridinger (H,), ., ¢ chamada
minimal se para cada par wi,ws € ), a sequéncia V,,, € o limite pontual de transladados

de Vi,.

Observagdo: A minimalidade da familia ergodica (H,), ., segue da minimalidade do

sistema dinamico (2, 7).

Teorema 2.9. Seja (H,), . uma familia ergédica minimal de operadores de Schrodinger.
Entao, o (Hy,) =3 € 04 (Hy) = 3ac, para todo w € Q.

A demonstracao de que o espectro independe de w € €2 pode ser encontrada em [40)].
Last e Simon [35] demonstraram que o espectro absolutamente continuo é o mesmo para
operadores com potenciais cujo hull associado é minimal. Consequentemente, dada uma
familia ergddica minimal, podemos escolher qualquer membro da familia para estudarmos
0 espectro ou o espectro absolutamente continuo, o que torna mais facil o estudo espectral.
Observamos que minimalidade da familia ergodica nao implica na constancia de o, (H,)
ou o, (H,), como sao explicitados em contra-exemplos |28|.

Os resultados que serao descritos abaixo formam um nicleo da teoria sobre familias
ergddicas de operadores de Schrodinger 1D e fornecem uma base para mais resultados
associados a diferentes tipos de potenciais.

Dada uma familia ergodica (H,) considere a equagao de autovalores

P+ +¢(n—1)+V,(n)(n) =Ed(n), (2.3)

onde K € C e ¢ é uma sequéncia bilateral.

Algumas das ferramentas mais utilizadas na teoria de operadores de Schrédinger unidi-
mensionais sao resultados que estabelecem uma ligacao entre o comportamento de solugoes
de (2.3) e propriedades espectrais do operador H,,.

Vamos definir as matrizes de transferéncia para a familia de operadores (H,)weq-

Definimos a sequéncia ¥ : Z — C? por

e consideramos a matriz
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Podemos escrever a equagao (2.3) na forma matricial
U(n)=Tg,(n)¥(n—-1), ¥n>1.
Segue dessa relacao de recorréncia que, para todo n > 1,
V(n)=Tgwn)Tep,(n—1)...Tg, (1) ¥ (0).

Para n = 0 é imediato que ¥ (0) = I,V (0), sendo Iy a matriz identidade de ordem 2.

Agora para n < —1, segue da equacao de autovalores que

OV WY U
( o >—<TE,M< +1) ( " )

0 1

onde (T, (n+1)) " = ( 1 E-V(n+1)

> . Assim, podemos escrever que:

U(n) = Tpwn+1)""T(n+1), Vn< -1
Segue dessa relacao de recorréncia que, para todo n < —1,
U(n)=Tg,(n+ 1))_1 (Tgw(n+ 2))_1 oo (Tr (0))_1 v (0).
Desse modo, definimos as matrizes de tranferéncia como:

T'E"uJ (n) ce TE,w (1) , n>1
Mg (n) == q I ., n=0
(Tew(n+1)"" . (Tp, (0)™" . n<-—1.

Por conseguinte, temos que 1 é solugao de (H,) (n) = Ev (n) se, e somente se, ¥ é
solu¢ao de ¥ (n) = Mg, (n) ¥ (0), para todo n € Z.

Valem as seguintes propriedades:
1. O espago vetorial das solugoes de (2.3), para cada E fixo, possui dimensao 2.

2. det (Mg, (n)) = 1, para todo n € Z, pois essas matrizes sao produtos de matrizes
de tranferéncia elementares Tg , (n), as quais obviamente tém determinantes iguais
al.
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3. Considerando duas solugoes 11,1, de (2.3), com condigbes iniciais

’

Uy (O> =1y (1) =0, ¥ (1) =1y (0) =1,

obtemos que

ME,w (n) =

(wl(nﬂ) %(nﬂ))
Yy (n) Ua(n) )

Agora, notamos que se tivermos limitacao sobre ||Mg,, (n)|| obteremos limitagao sobre
||¥ (n)|| para toda solugao da equagao de autovalores. Para estudar o crescimento de
|Mg., ()], definimos

o1
Yot (B) = lim —1n [[Mp,, ()]
n—oo N
A existéncia desse limite segue do resultado abaixo (veja [22]).

Teorema 2.10. (Furstenberg-Kesten) Para cada E € C, existem Qp C Q ey (F) € R de
modo que p(Q2g) =1 e para cada w € Qp, Yo+ (E) existem e sao iguais a v (E), isto €,
Yot (E) = Yoo (B) =7 (E).

O namero 7 (F) é chamado ezpoente de Lyapunov.

Teorema 2.11. (Osceledec) Suponha que para algum E € C, v (FE) > 0. Entao, para
todo w € Qp, existem solugdes V1,1, de Hyp = Ei de modo que w;lt decaem expo-
nencialmente em +oo, respectivamente, com taxa —vy (E). Além disso, toda solu¢ao que
é linearmente independente com T (respectivamente, 1 ) cresce exponencialmente para

+oo (respectivamente, —oo) com taza 7y (F).

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [35, 37|. Assim, no caso do
expoente de Lyapunov positivo, temos uma compreensao completa do comportamento
assintotico das solucoes no infinito.

A teoria de Kotani estabelece uma ligacao entre o expoente de Lyapunov e o espectro

absolutamente continuo. Defina
A={FeR:v(E)=0}.

O fecho essencial S°°° de um conjunto S C R é definido por

—~ESS

ST={FEeR:A(E—€¢E+¢NS)>0 Ve>0},

onde ¢ denota a medida de Lebesgue. Em particular, S = para todo conjunto S de

medida de Lebesgue zero.
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—F €SS

Teorema 2.12. (Ishii-Pastur-Kotani) ¥, = A .

Para a demonstragao deste resultado veja [27, 31, 38]. O proximo resultado pode ser

encontrado em [32].

Teorema 2.13. (Kotani) Se os potenciais V,, sao aperiddicos e assumem somente um

ndmero finito de valores, entao ¢ (A) = 0. Em particular, ¥,. = .

Desse modo, se considerarmos uma familia ergodica de operadores de Schrédinger
(Hy),eqr definida por (2.2), sendo minimal e os potenciais V,, aperiodicos assumindo um

niumero finito de valores, entao pelos resultados anteriores temos que
o(H,)=0,(H,)Uoy (Hy,).

Assim, quando estudamos o tipo espectral de H,,, precisamos apenas analisar o espectro

pontual e o espectro singular continuo H,,.

2.2 Substituicdes Primitivas e Rotacdes na S'

Seja A um alfabeto. Uma substituicao ¢ é uma aplicacao ¢ : A — A*. A substi-

tuicdo ¢ possui extensdes naturais, por concatenacio, a A* e AN sendo ¢ (by---b,) =

C(b1) -+ C(bn) e (b1, by ) =C(br)C(ba) -
Dizemos que ¢ é primitiva se existe k& € N tal que para cada a € A, ¢*(a) contém

todos os simbolos de A. Exemplos importantes de substitui¢coes primitivas sao dadas por:

i) Fibonacci:

(s (a) =ab Gr(b)=a
ii) Duplicagao de Periodo:
Cap (@) = ab Cap (b) = aa
iii) Binaria nao-Pisot:
Cop (@) = ab Cop (b) = aaa

iv) Thue-Morse:
Ctm (CL) =ab Ctm (b) = ba

v) Rudin-Shapiro:
Crs (@) = ab Grs (b) = ac



2.2. SUBSTITUICOES PRIMITIVAS E ROTACOES NA St 13

grs (C) - db Crs (d) = dC

Definigao 2.14. Uma sequéncia de substituicao é um ponto fixo (se existir) de uma

substitui¢ao ¢ em AN, ou seja, um elemento u € AY tal que ¢ (u) = u.

A existéncia de um ponto fixo de uma substituicao, sobre um alfabeto A, é assegurada

pelas seguintes condigoes (veja [39]):
e Existe a € A tal que ¢ (a) comega com a letra a.
o lim, .. [(" (a)] = +o0, Va € A.

Agora vamos usar essas sequéncias, com valores numéricos, para construir potenciais para
os operadores de Schrodinger (2.2).

Podemos escrever u = lim,, o, (" (a), sendo u algum ponto fixo da substitui¢do primi-
tiva . Estendendo u arbitrariamente para a esquerda, sendo 4 € A? e definindo € como o
conjunto dos pontos de acumulacao dos transladados de 4, com a respectiva convergéncia
pontual,

Q:{wGAZ:w: lim T”iﬂ}.
n; —00

Dizemos que Q ¢ o hull de w em A%, sendo T o operador shift sobre A%, definido por
(Ta), = tps1, @ € A% Por defini¢do, © ¢ um subconjunto fechado de A” o qual é
invariante sobre T'. O sistema dinamico (€2, T") é chamado sistema dindmico de substitui¢ao
associado a (. Sendo ¢ primitiva, este sistema possui propriedades bem conhecidas ( veja
em [39]), o qual é unicamente ergodico, isto é, existe somente uma medida de probabilidade
ergodica invariante. Também, temos que este sistema é minimal, ou seja, a 6rbita de todo
elemento w € € é denso em (2. Finalmente, toda palavra ocorrendo em algum w € 2
ocorre em todo w € ).

Notemos que a o—algebra de Borel é gerada pelos conjuntos cilindricos

[bO--‘bl—l] }:{wGQ:me:bi,Ogigl—l},

[m,m—+1-1

sendomeZ, 1 >1, b€ A, 0 <i<[—1. Temos que a tinica medida ergédica de Borel

1 sobre €) satisfaz

onde d (by...b_1) é a frequéncia da palavra by ...b_1 em wu, isto &,

N
d(bobl_l):nh_{l;oﬁﬂ{jgn . Uj...Uj+l_1—b0...bl_1},
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a qual é sempre estritamente positiva. Escolhendo arbitrariamente uma funcao f: A — R
e definindo g (w) = f (wp), obtemos os potenciais V,, (n) = f (wy).

Resumidamente, podemos dizer que supondo a substituicao ¢ primitiva, a sequéncia
de substituicao u nao é periddica no final, e a funcao f assume no minimo dois valores.
Entao a familia induzida de operadores (H,,), ., ¢ ergodica e minimal.

Agora, vamos estudar a construcao de uma familia ergddica de operadores de Schro-
dinger (Defini¢ao 2.6), associados aos potenciais V,, gerados por rotages na circunferéncia

St. Um modelo de rotacido na circunferéncia é parametrizado por trés parametros:
1. um ntamero de rotagao irracional « € (0, 1);
2. um comprimento de intervalo 5 € (0, 1);
3. uma constante de aclopamento nao nula A € R.

Existem duas maneiras para escolher 2,7 g. A primeira maneira segue do Exemplo 2.3,
sendo Q = S' ~ [0, 1), e a aplica¢ao T,w = w+a (mod 1) para algum irracional a € (0, 1),

o qual (€, 7,) é estritamente ergodico. Definimos a fungao g como g (w) = A~ xp—p,1) (W),

e estes geram os potenciais
Vo(n)=g(T"w) =X Xxp-p1) (an+w mod 1).

Outra possibilidade de obter uma familia de potenciais é considerar a sequéncia v, g(n) =

Xn-p,1) (@n mod 1), n € N. Definindo o hull 2 = Q, g por
Qop = {w €{0,1}" 1w= m T, g, n; — oo} ,

temos que o sistema dinamico (2,4, 7") é estritamente ergodico, com uma tnica medida
ergodica p dada sobre conjuntos cilindricos pela frequéncia das respectivas palavras [24].
A fungdo g que gera os potenciais neste caso, ¢ dada por g (w) = f (wp), onde f(0) =0e
f (1) =\, sendo A = {0, 1}.

Temos que ambas as maneiras de obter os potenciais de (H,), ., correspondentes aos
parametros «, 3, A induz a familias de operadores de Schrodinger ergodicas e minimais.

No caso de a = ( escrevemos v, e {),, e obtemos o sistema dinamico (2,,7") com os
resultantes potenciais Sturmianos. Algo extremamente interessante é que na substituicao
de Fibonacci o hull associado é equivalente ao hull Sturmiano correspondente a o = @,
sendo a — 1 e b — 0. Desse modo, as correspondentes familias de operadores sao

equivalentes.
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2.3 Aplicacao Traco

A versao do argumento de Gordon 2-blocos sugere a investigacao de estruturas repe-
titivas no potencial e a limitacao do trago das matrizes de transferéncia associadas ao
operador definido em (2.2).

No caso dos modelos Sturmianos ou modelos gerados por substitui¢coes primitivas, a
limitacao do traco das matrizes de transferéncia pode ser investigada através do estudo de
um sistema dinamico, chamado aplicacao traco, o qual é induzido por estruturas repetiti-
vas do correspondente potencial. Essas estruturas estao presentes nos potenciais gerados
por substitui¢oes primitivas e sua presenca no caso Sturmiano pode ser exibida usando a
expansao em fracoes continuadas do niimero de rotagao irracional associado ao potencial.

Neste estudo, vamos seguir os procedimentos de analisar uma sequéncia de palavras
geradoras obedecendo as relacoes recursivas, considerar as matrizes de transferéncia asso-
ciadas a palavras finitas em vez de sequéncias infinitas, estender as relacoes recursivas
das palavras para o nivel das matrizes de transferéncia e, consequentemente, passar essas
relacoes para os tragos dessas matrizes.

Para os modelos associados as substituicoes primitivas, temos que para cada F fixo,

consideremos, por abuso de notacao, a aplicagdio Mg : A — SL (2,R), definida por

ME(Q):<E—1JC(G) —01>

Vamos denotar pelo mesmo simbolo a aplicacao Mg : A™ — SL (2,R), definida por
Mg (w) = Mg (a,) -+ Mg (a1), (2.4)

sendo w = (ay - --ay). A aplicacdo Mg permite introduzir uma ac¢ao induzida de ( sobre
o conjunto imagem de Mg com ( (Mg (w)) = Mg (Cw), donde (" (Mg (w)) = Mg (("(w)).
Desse modo, devido a equagao (2.4) temos que a agao de ¢ define um sistema dinamico
sobre SL (2, R)* desde que Mg (¢"(a)) pode ser expressado como produto de matrizes
Mg (" Ya)), a € A.

A analise desse sistema dinamico, em principio poderia produzir toda a informagcao de-
sejada sobre o espectro do operador (2.2). Entretanto, na pratica pode ser extremamente
complicado trabalhar com este sistema diretamente, e existe a vantagem de se passar para
um novo sistema dindmico com base nos tragos das matrizes Mg (¢"(a)).

Definimos, para cada w € A*, g (w) = tr (Mg (w)). Naturalmente, podemos escrever

2’ (w) = tr (Mg (("w)), e obviamente podemos estender a agao de ¢, como ¢ (2 (w)) =
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2’ (w). No entanto, dessa vez ndo existe uma expressio imediata de ¢ (25 ' (a)), como

funcao de x%‘l (a), ou seja, a realizacao dessa ac¢do de ¢ como um sistema dinamico em

RMI. Porém, quando isso nio for possivel sempre podemos encontrar um subconjunto

finito A C A* tal que para todo w € A, 27, (w) pode ser expressado como uma func¢ao de
n—1

2% (w), com w € A, ou seja, a realizacio de ¢ como um sistema dinamico sobre RM™.

Tal sistema dinamico é chamado de aplicacao traco.

Exemplo 2.15. No caso da substituicao de Fibonacci, temos que

Cf(a)=¢F7H(ab) = ¢ (a) GG (b)),
Gr) = G (a).

Para simplificar a notacao, denotamos

T, = tr (ME (C?(a)))
yo = (Mg (GG(0)))
zn = tr (Mg (¢f(a)) Mg (¢F (D))
Temos que
2y = tr (Mg (¢F(a)) Mg (CF71(0)) = 2n-

Agora, usando que
tr (M1M2M1M3> = tr (MlMQ) tr (M1M3> + tr (M2M3) — tr (MQ) tr (Mg) y
sendo M; € SL(2,R), i =1,2,3, obtemos que

z = tr (Mg (C}hl(a)) Mg (C}Fl(b)) Mg (C}Lil(a)))

= Tp-1Lpn — Tp—2.

Neste exemplo nao € preciso ampliar o alfabeto ji que z, = x, 1. Assim, temos a recursao

equivalente x,, = 2,1 = Tp_1Tp_2 — Tp_3, envolvendo somente r-varidveis.
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Exemplo 2.16. No caso da substituicao duplicacao de periodo, temos que

Cip (@) = ¢, (ab) = 3" (a) ¢, (b).
Cip (0) = GG, (aa) = 3" (a) ¢, " (a).

Para simplificar a notagao, denotamos

Usando o Teorema de Caley-Hamilton, obtemos que

v =t (Mp (¢ (0)?)
= o (M (G (@) tr (M (¢35 (@)) — e (1)

_ 2
= x,_,—2

Agora, usando a identidade
tr (My Ms) = tr (M) tr (M) — tr (M M5"),
sendo M; € SL(2,R), i = 1,2, obtemos que

T, = ftr (ME (C}L_l(a)) Mg (Q}‘_l(b)))
= tr (Mg (¢ (@)) tr (Mg (GG7(0))) —2

= Tpn-1Yn-1 — 2.

Logo, nao € preciso ampliar o alfabeto sendo a recursio equivalente x, = x3 | —2x, 1 —2,

envolvendo somente x-varidveis.

Para o caso dos potenciais gerados por rotacoes na circunferéncia, vejamos algumas
propriedades para o hull Sturmiano. Considere a expansao em fragoes continuadas de

a € (0,1) irracional,
1
=—-"F"— (2.5)
ap + a2t A

sendo a,, € N unicamente determinados.
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A aproximagao racional associada «, = 2= & definida pelas relagoes recursivas:
n

q
po=0, p1 =1, pp = anpp—1 + Pn—2

Go = ]-7 g1 = @1, gn = QpQn—1 + qn—2.- (26)

Definimos as palavras s, sobre o alfabeto {0, 1} por
s.1=1, 85g=0, s1 = 881718_1, Sn = Sp"1Sp—2, N > 2. (2.7)

Em particular, a palavra s,, possui comprimento ¢,, n > 2. Desse modo, podemos definir

uma sequéncia infinita unilateral da seguinte forma,

U= U, = lim s,,.
n—o0

A seguinte proposicao relaciona u,, ou seja, as palavras s,, com o hull Sturmiano ),,.
Proposicao 2.17. v, restrito para {1,2,3,...} coincide com u,.
A demonstracao deste resultado encontra-se em |[2].
Proposicao 2.18. Para cadan > 2, 5,511 = sn+1sfl[_llsn_gsn_1.
Demonstragao.A demonstracao segue diretamente da equagao (2.7). De fato,
SnSnt1 = SnSy" T Sno1 = S snsno1 = 8" s SnaSn
= Sn+1SZ":118n725n71-
m

Escrevendo s, = sl ... s, definimos as matrizes de trasferéncia Mg (s,) correspon-

dentes as palavras s, por

E —)\si» —1 E—Xsl -1
Mg (s,) = ) 0 X e X . Nk

Agora, uma questao natural para ser analisada é qual a relacdo do espectro com
o conjunto das energias onde o traco das matrizes de transferéncia é limitado. Nesse
sentido, Belissard e outros demonstraram em |[2] uma igualdade entre esses conjuntos

para os modelos gerados por potenciais Sturmianos. Mais explicitamente,
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Proposigao 2.19. Seja (H,),, ., uma familia ergédica de operadores de Schridinger Stur-

mianos. Entao para X\, correspondentes, existe uma constante C tal que
o (H,) ={E :|tr (Mg (sn))] < Cx Vn}.

Notando que se definimos x, = tr (Mg (8,)), yn = tr (Mg (s,-1)) € 2, — tr (Mg (Sp8n-1)),
obtemos que

max{|zal, [ynl; |2} < Cy.

Bovier e Ghez [4] obtiveram para os modelos associados as substitui¢oes primitivas,
incluindo Fibonacci, duplicacao de periodo, binirio nao-Pisot e Thue-Morse, uma carac-
terizacao da aplicacao traco com o espectro. Entretanto, notamos que nao se obtém a
limitacao das orbitas de energias do espectro em seu contexto geral, mas sim a limita-
¢ao para uma subsequéncia. Neste sentido, a aplicacao traco associada a modelos de

substituicao primitiva exibi apenas uma analogia parcial a Proposi¢ao 2.19.



CAPITULO

3

Argumentos de Gordon

Os argumentos de Gordon sao métodos essenciais para excluir o espectro pontual
dos operadores de Schrodinger 1D do tipo (1.1). Neste capitulo vamos analisar algumas
versoes discretas e uma versao continua dos argumentos de Gordon, sendo que nosso
objetivo consiste em estudar as demonstragoes dos argumentos de Gordon 2-blocos e 3-
blocos (Teoremas 1.2 e 1.3) e também uma versao discreta do argumento de Gordon,

presente na referéncia |7].

Na segunda secao estudamos o caso continuo onde analisamos o resultado de Damanik
e Stolz |18] sobre uma versao continua mais geral do argumento de Gordon, para po-
tenciais de Gordon generalizados (Defini¢ao 3.4), o qual recupera os resultados originais
dos potenciais de Gordon. Tal resultado garante que os operadores de Schrodinger 1D

associados a potenciais de Gordon generalizados nao possuem autovalores (Teorema 1.4).

3.1 Versoes Discretas

Nesta secao estudamos a demonstracao de resultados essenciais do nosso projeto, como
os argumentos de Gordon 2-blocos e 3-blocos, sendo que esses dois métodos podem ser
utilizados para excluir autovalores do espectro do operador de Schrédinger discreto 1D,
o primeiro com repeticao de dois blocos do potencial, juntamente com limitacao do traco
das matrizes de transferéncia, e o segundo com repeticao de trés blocos do potencial (|10]).

Para a aplicagao destes métodos vamos fixar um elemento da familia ergodica (H,) e

wed?

20



3.1. VERSOES DISCRETAS 21

para cada potencial limitado V' : Z — R associamos o operador de Schrodinger

(Hp) (n) = (n+1)+¢(n=1)+V (n)¢(n), (3.1)

e a equacao dos autovalores

(H) (n) =¢ (n+1)+¢ (n=1)+V(n) ¢ (n) = EY (n), (3:2)

onde E € C. De modo anélogo ao que foi feito para uma familia ergdédica de operadores
de Schridinger, definimos as matrizes de transferéncia Mg (n) = Mg, (n) (w € Q fixo).
Temos que 9 é solugdo de (Hy) (n) = Ev (n) se, e somente se, ¥ & solucdo de ¥ (n) =
Y(n+1)

Mpg (n) ¥ (0), donde W (n) = & ()

, para todo n € Z.

Lema 3.1. Seja Mg (n) a matriz de transferéncia associada ao operador H e considere

U : N — C? uma sequéncia. Se

1
IV (2n)|| > = ou |tr (Mg (n))V(n)|| > 5 bara todo n € N,

N | —

entao

1 . 1
o (19 0)] ¥ () > G min (1, )

Demonstracgao.Vamos supor que para todo n € N,

[ @)l > 5 on e (Mg () ¥ ()] > 5.

Entao 1

max ([ 2n)], [ (n)]]) = 5
ou .

max ([[¥ (2n)|, [V (n)[)) = 2 Jtr (Mp ()]
Portanto,
1 . 1
max (|| (2n)||, ||V (n)|]) > 5 min <1, m) :

]

Agora, recordando o Teorema 1.2 (argumentos de Gordon 2-blocos, enunciado na

Introdugao), em que consideramos Mg (n) a matriz de transferéncia, fixados um potencial
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V e um escalar E' € C associados ao operador H definido por (3.1), onde temos a repeti¢ao
de blocos do potencial para uma sequéncia n, — oo e uma limitacao no traco das
matrizes de transferéncia, entao obtemos sob essas hipoteses, que E nao é um autovalor

de H, ou seja, o espectro pontual de H é vazio. Vejamos a demonstracao desse resultado.

Demonstragao.(Teorema 1.2) Fixe um escalar £ € C e uma funcao limitada (poten-
cial) V : Z — R, associados ao operador H. Vamos supor que E é um autovalor de H,
ou seja, existe ¢ € [ (Z) — {0} tal que

(Hy) (n) = E¥ (n).
Escrevendo esta equacao em termos das matrizes de transferéncia, temos que

Como Mg (ng) é uma matriz quadrada de ordem 2, podemos escrever seu polindomio

caracteristico:

p(\) =\ —tr (Mg (ng)) A+ 1.

Entao, pelo Teorema de Cayley-Hamilton,
Mg (ng)? = tr (Mg (ng)) Mg (ng) + 1 = 0. (3.3)

Agora, supondo que V (j) =V (j +nyg), 1 < j < ng, devido a defini¢do das matrizes de
transferéncia,
ME (nk)2 = ME (2nk) y

e substituindo na equagao (3.3) obtemos

Considerando o vetor inicial ¥ (0), com ||V (0)|| = 1, e aplicando-o na equagao acima

temos que
U (0) =tr (Mg (ng)) ¥ (ng) — ¥ (2ny) .

Desse modo, pela desigualdade triangular temos

1< ltr (Mg (n)) W () [| + 1 (2n) [ -
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Assim,

[tr (M (nk)) W (ne)[| = 5 ou (| (2n4)]| =

N | —
N | —

Se tr (Mg (ny)) = 0, entdo ||V (2ng)]| > 3,

tr (Mg (ny)) # 0, entdo pelo Lema 3.1 temos

o que contradiz o fato de ¢ € *(Z). Se

1 . 1
max (|| ¥ (2ng)|], [|[¥ (ng)]]) > 5 in (17 m) '

Por hipotese [tr (Mg (ng))] < C, onde 1 < C' < co. Entao

(0 Femgn) 2 ¢

Logo,
1
v (2 \ > —.
max (@ (2n)ll, ¥ (n)l) 2 55
Mas, quando nj — oo temos que |¥ (ng)|| — 0, pois ¥ € [>(Z), e como o maximo é

uma aplicacao continua segue que

1 :
5¢ < Jim max (19 @)l 19 () ) =0,

0 que é uma contradicao.

Portanto, concluimos que E nao pode ser um autovalor para H, e pelo mesmo absurdo

nenhuma solucao da equacao Hvy = F1 pode tender a zero em +o0. O

Entretanto, em algumas situagoes pode ser uma tarefa complicada limitar o traco
da matriz de transferéncia Mg (n). Entao, pode-se tentar encontrar uma repeticao dos
valores do potencial V' a esquerda, donde temos o argumento de Gordon 3-blocos. Vejamos

a demonstra¢ao do Teorema 1.3 (enunciado na Introducio).

Demonstragao.(Teorema 1.3) De modo analogo a demonstra¢ao do Teorema 1.2, vamos

supor que E é um autovalor de H, ou seja, existe ¢ € [* (Z) — {0} tal que

(Hi) (n) = Evp (n).
Escrevendo esta equacao em termos das matrizes de transferéncia, temos que
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Da mesma forma que na demonstracao do teorema anterior, obtemos

Pela hipotese da repetigao dos blocos sob o potencial V', temos que Mg (ny) Mg (—ng) = 1.
Aplicando ¥ (—ny) na equagao (3.4), resulta que

tr (Mg (ng)) W (0) =W (ng) + ¥ (—nyg) .
Tomando ||V (0)|| = 1, pela desigualdade triangular temos
[tr (Mg (n))] < [[@ ()| + [[W (=n) || - (3.5)
Para os valores de ny em que |tr (Mg (ng))| > 1, por (3.5)
I ()| + (W (=) | = 1,

entao

W (ne)l| = 5 ou (| (=ng)l| =

DN | —
DN | —

Agora, para os valores de nj em que |[tr (Mg (ng))| < 1, aplicando ¥ (0) na equacao
(3.4) segue que
1= [[¥(0)]

< 1 )|+ 1 ()]

logo

W ()l = 5 ou ([0 (2n)]] =

N —

Portanto, para todo ny,

max ([|W (2n) ||, [[© () [ 5 [[W (=r)[[) =

N | —

Assim, quando nj — oo temos que ||¥ (ng)|| — 0, pois ¢ € [*(Z). Como no teorema

anterior isto nos leva a uma contradicao, pois

< tim max (|9 2] % ()]l % (=ni)])) = 0.

1
2 Ng—>00

Dessa forma, concluimos que E nao pode ser um autovalor para H, e que nenhuma

solucao da equacao Hv = E1 pode tender a zero em +oo. 0
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Agora, vejamos no teorema abaixo uma outra versao discreta dos argumentos de Gor-
don [7] para o operador H definido por (3.1), onde considera-se uma aproximagao limitada
e periodica do potencial V', sendo possivel excluir os autovalores associados ao operador
H.

Teorema 3.2. Sejam V (n) e V,, (n), para m € N, sequéncias limitadas sobre Z (isto é,

n € Z). Suponhamos
1. 'V, periddica, com periodo T}, — oo;
2. SUP, . [Vin (n)| < 00;
3. supy, <o, [Vin () =V (n)| <m~"m.
Entao qualquer solugao 1 # 0 da equagao dos autovalores (3.2) satifaz

)PP 1
oo [ (D 4+ (0)F T 4

Como uma aplicacao do Teorema 3.2 temos que o modelo Almost-Mathieu, para certas

realizagoes do potencial, possui espectro pontual vazio (veja Segao 4.3).

Lema 3.3. Seja M € SL(R,2) e x um vetor unitdrio. Entao

|

Demonstragao.Pelo Teorema de Caley-Hamilton, temos que

e (M|, || M%) | M~ [[24%])) > 2.

M? —tr (M)M + I, = 0. (3.6)

Assim, se |tr (M)] > 1, seja K =

equagao (3.6), temos

m. Entdo, aplicando M~! e o vetor unitario x na

r=K (Mx—l—M’lx) .
Desse modo,

1= [|]

IN

K| (I Mz + [ M ) (3.7)
[Mz] + || M) (3.8)

IN

Logo, |[Mz|| > 1 ou [[M 'z > 1.



26 CAPITULO 3. ARGUMENTOS DE GORDON
Agora, se |tr (M)| < 1, aplicando z na equagao (3.6) temos que
r=tr(M)Mz — M?z.
Consequentemente,
1= ||z]| < |Mz| + || M>x].

Logo, |[Mz| > % ou ||[M?z| > . Portanto,

max (|| Mz, ||M?z|, || M "2

1
5

M7z)) =

|

m
Demonstragao.(Teorema 3.2) Sejam v e v, solu¢des da equagao de autovalores Hiy =
Et), ambas com as mesmas condicoes iniciais satisfazendo |1 (1)[> + [ (0)]> = 1. Como

nos casos anteriores, consideremos as sequéncias

[ Yv(n+1) o) — U (n+1)
q’”‘( W (n) ),@m() ( Ui (n) )

Entao, utilizando as matrizes de transferéncia, podemos escrever a equacao

De modo anélogo, temos que V¥, (n) = M} (n) ¥ (0). Por inducdo sobre n é possivel

mostrar que
1W, () =¥ ()| < [n| C"Hsup |V (n) = Vi ()] 1€ (0)]],
sendo C' = maxy; (|| T (0)| , [|TF (4)]); |{| = 1,...,n. Logo, usando a hipotese (ii) temos

sup Wy, (n) =W (n)]| < sup [n|C"Hm T
[n|<2Tm In|<2Tm

< sup |n|eCIlmTm
In|<2T,

= 2T, Tmm~Tm,

Entao,

[0, (0T,) = ¥ (aTy,)| = 0 (39)
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quando m — oco. Agora, pela periodicidade do potencial V,, e pelo Lema 3.3

1
> —. .
a:H:E%?:(tQ H\Ilm (aTm>H =9 (3 10)
Entao, pelas equagdes (3.9) e (3.10), concluimos que
1
limsup |1 (n)|* + [¢ (n +1)]* > limsup max || ¥ (aT},)|]* > -.
|n|—o00 n|— 00 a==+1,£2 4
]

3.2 Versao Continua

Nesta secao vamos estudar uma generalizacao do resultado de Gordon original para o

operador de Schrodinger da forma

H=——+V(), (3.11)

atuando sobre L? (R), com um potencial V : R — R localmente integravel ( V € L] ).

loc

Particularmente, estamos interessados em potenciais da forma
V(r)=Vi(z) + V2 (az +0), (3.12)

onde Vi e V; sdo localmente integraveis, possuem periodo 1 e «, 6 € [0, 1).

Se a = % é racional, entao o potencial V' tem periodo ¢ e H possui espectro absoluta-
mente continuo puro. Se « € irracional, entao o potencial é quase-periodico, e o espectro
tem tendéncia a ser singular continuo. Particularmente, estamos interessados em méto-
dos que permitem excluir os autovalores associados a H, ou seja, obtermos que o espectro

pontual de H é vazio.

Gordon [23| demonstrou que o operador H nao possui autovalores se V' é um potencial
de Gordon (Defini¢ao 1.1). Para o caso discreto estudamos nas segdes anteriores a este
capitulo alguns métodos que permitem excluir os autovalores associados ao operador de
Schrodinger H. De maneira semelhante, vamos estudar uma generalizacao do resultado

de Gordon, para operadores H da forma (3.11), com potenciais V' definidos abaixo.

Definicao 3.4. Dizemos que V é um potencial de Gordon generalizado se V € L} (R),

loc,uni f
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15to €,

x+1
IV iy = sup/ |V (z)] dx < oo,

zeR

e existem potenciais V'™, de periodos T, — 0o, tais que

2T,
lim CTn / WV (2) = V™ ()| de = 0, (3.13)

m—0o0 Tm

sendo C' uma constante apropriada.

Claramente, todo potencial de Gordon é um potencial de Gordon generalizado, pois

quando m — oo

2T m CTm T
eCTm/ WV (2) = V™ ()| de < 28T g,

T,
— T m-m

Lema 3.5. Suponha que V € L} (R) e seja Hy = Ev com ¢ € L* (R). Entao,

loc,unif
[ ()" + ¢ ()" =0,
quando x| — 0.

A demonstragao deste lema segue dos teoremas C.3.1 e C.3.2 de [43].
Como no caso classico [23|, vamos mostrar que se V' é um potencial de Gordon gene-

ralizado, entao para toda energia E as solugoes de

=" () + V (2) ¥ (x) = EY (x) (3.14)

nao tendem a zero quando |r| — oo, ou seja,

[ ()* + ¢ (z)]* = D

para uma constante D > 0 e uma sequéncia (z,),,.y @ qual obedece |z,,| — oo quando
m — oo. Entdo, ndo existem solugoes em L*(R), pois se ¢p € L?*(R) implicaria pelo
Lema 3.5 que |1 (z,n)]> + [ (2m)]° = 0, quando |z,,| = oco.

Fixos dois potenciais W1 € Ly, .i; (R), Wy € Lj,. (R) e uma energia E, consideremos

as solucgoes 1y, Ys:

= () + W (2) 1 (v) = By (2)
=ty (x) + Wa (x) 2 (x) = By (),
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com as condigdes iniciais ¥ (0) = 15 (0), ¢, (0) = %, (0),
[ ()7 + [ (0)]” = |12 (0)* + [¢5 (0)* = 1.
Lema 3.6. Eriste C' = C (HW1 - E||Lumf) tal que para todo x, temos
‘me@)_(wxm>
Vi () e
Demonstragao.Consideremos z > 0 (as modificacdes para = < 0 sdo 6bvias). Temos
(wmww*w)af( U4 (1) = 5 (1) >ﬁ:
W (@) — o4 () o \ (Wi (t) = E) (1) — (Wa (1) — E) s (1)
)

(
B /< 0 )dt+/w< wL(t) — b (t )dt:
0\ (Wa (1) = Wa () 2 (1) 0 \ (Wi (t) = E) (1 (1) — 2 (1))

max(0,z)
< O / W (1) — Wa ()] [ (O] de. (3.15)

1in(0,x)

H( el )H < [T - w0l ol
! 0 1 1 () = 12 (t)
" / <W1<t>—E 0 )H H( (1) — b (1) )
Pelo lema de Gronwall [48] obtemos
H( v () ) _ < V2 (2) )
Wy () ¥y ()

Desse modo, concluimos que existe um valor C' = C (||W1 - E|, umf> tal que a relagao
(3.15) é satisfeita. O

dt.

J5
e

<

(woire o )] /O W () — Wa ()] [i6n (1)) .

No lema acima, observamos que podemos controlar a diferenca de solucoes em ter-
mos das condi¢oes de uma integral envolvendo a diferenca dos potenciais. Outro fato
importante para a demonstracao do Teorema 1.4 é que para potenciais periddicos, temos

conhecimento sobre a norma do vetor solucio (¢ (x), 4’ (x))" em determinados pontos z,
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sendo isto feito no lema a seguir:

Lema 3.7. Suponha W um potencial com periodo p e E uma energia arbitrdria. Entao

toda solucao de

V() + W (z) ¥ (2) = B (x), (3.16)

normalizada no sentido que |1 (0)]” + [¢' (0)° = 1, satisfaz a estimativa

(SR )=

Demonstragao.Vamos considerar que ¢ é uma solucao de (3.16). Para z,y € R, z < v,

introduzimos para o caso continuo a matriz de transferéncia Mg (x,y), satisfazendo que

() N\ _ [ v
A@“”<wm>‘<ww)‘

Temos que essa matriz depende somente da energia F e do potencial sobre o intervalo

(x,y). Entao, como W possui periodo p, temos

Agora, usando o teorema de Caley-Hamilton, sendo det (Mg) = 1 (veja a observagao apos

essa demonstracao), temos que
Mz —tr (Mg) Mg+ I = 0. (3.18)

Se |tr (Mg)| < 1, aplicamos a equagao acima no vetor (¢ (0), ¢’ (0))T, e pela relacao (3.17)

<¢@m>_MMm<wm>+<w@>:0
' (2p) V' (p) ' (0)

Desse modo, como estamos considerando |1 (0)]* 4 [¢/ (0)]* = 1, obtemos

1:H< ¢ (0) ) ( ¢ () ) ( ¥ (2) )H
v (0) V' (p) V' (2p)
(V%)
V' (p)

segue que

< +

Logo,
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Se [tr (Mg)| > 1, de maneira semelhante ao caso anterior, aplicamos a equacao (3.18) no
vetor (1 (—p), 1 (—=p))7, e pela relacio (3.17)

Logo, como |u (0)]* + |/ (0)* = 1, temos que

¥’ (0) Y (p) V' (=p) .
axc (H( ¥ (p) ) ( ¥ (—p) )") >1
V' (p) V' (=p) 2

Observagdo: Como no caso discreto, se considerarmos que ¥, ¢ sao solugoes da equacao

1 < |tr (Mp)] <

Portanto,

]

(3.16), para z,y € R e para cada energia fixa E, temos que as matrizes de transferéncia

Mp (z,y) dadas por

@)\ _ [ v ) . . ple) \ _ [ »®)
ME(’y)<1/)’(x)) (W(y)) ME(7y)<90’(fE)) (w’(y)>7

possuem colunas ( v (y) ) e ( 4 (y)) >, desde que as condicoes iniciais de ¥, p em x

(20)-() - (20)-(0)

Temos que o Wronskiano das solugoes 1, ¢ da equacao (3.16) é definido por

sejam:

w (1, ) = (y) &' (y) + e @) (y),

e esta expressao independe de y; logo obtemos que det (Mg (z,y)) = 1.

Finalmente, vamos fazer a demonstracao do Teorema 1.4 enunciado na introducao.

Demonstragao.(Teorema 1.4) Seja V' um potencial de Gordon generalizado e sejam

V'™ aproximantes de periodo T,,, satisfazendo a relagao (3.13). Fixando m, aplicando o
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Lema 3.6 com W; =V e Wy = V"™ temos
6@\ [ Y@
V' () U (2)

onde ¢ é solugdo de =" (z) + V ()¢ (z) = FEu(x) e 1, é solugdo de —¢! (z) +

V™ (x) Yy (x) = Etby, (), sendo ambas as solugdes normalizadas na origem e obedecem

o max(0,z)
< Gyl / V(&) = V™ ()] (D), (3.19)

min(0,z)

as mesmas condigoes de contorno. Temos pela equacao (3.13) que [V, € limitado
em m. Entao, uma segunda aplicacao do Lema 3.6 com W; = V™ e W5 = 0, notando que

a constante em (3.15) depende somente da norma sobre L]

(55)-(32)
@ )\ v

donde C3 ndo depende de m e ¢y é uma solu¢do normalizada de —i = Ev. Notando

;; de Wi — E, temos que

loc,uni

max(0,z)
<Gt [Ty ] 0]

1in(0,x)

que v é limitado exponencialmente, temos que
|Um ()] < CyeH (3.20)

com (3 independente de m (mais detalhes em [43]). Desse modo, substituindo (3.20) em
(3.19) para todo x, com —T,, <z < 2T,,, temos

H( W (x) ) - ( U () )
Y (x) W, (x)

onde C' = max {2 (C} + C3),C1C3}. Pela equagdo (3.13) temos que existe myq tal que para

Y () Uy (T
( e ) ( " )H =3 20

para todo z, com —T,, < x < 2T,,. Como V™ tem periodo T,,, segue pelo Lema 3.7 que

(0 G )N )G )

Desse modo, pela desigualdade acima e por (3.21) obtemos que

() GG ) =5

2T m
< (JeC'Tm/ [V (t) — V™ (b)|dt,

—T

todo m > mg, temos

v

1
5
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Por conseguinte, temos que

e

[ () [* + [0 (@) =

para uma sequéncia z,, € {—T,,, Trn,2T,,} a qual obedece |x,,| — oo quando m — oc.

Desse modo, pelo Lema 3.5 concluimos que o operador H nao possui autovalores.
m

Em nosso trabalho estamos interessados em potenciais da forma (3.12), sendo « € [0, 1)
um nimero irracional. Temos que a pode ser decomposto em fragoes continuadas como
em (2.5) e ser bem aproximado por niimeros racionais que satisfazem as relagoes recursivas

(2.6). Desse modo, se considerarmos as aproximacoes V" de periodo ¢, definidas como
VTi(z) =V (x) + Va (za, +0), (3.22)

obtemos imediatamente o seguinte corolario para o Teorema 1.4:

Corolario 3.8. Suponhamos que existe uma constante C' tal que

2qm
lim ecqm/ Vo (x4 0) — Vi (zav, + 6)| dx = 0.

m—0o0
qm

Entao V' (dado por (3.12)) é um potencial de gordon generalizado e H (definido por

(3.11) ) possui espectro pontual vazio.



CAPITULO

4

Aplicacdes

Neste capitulo vamos estudar algumas aplicacoes dos argumentos de Gordon analisados
no capitulo anterior. Além disso, estudaremos propriedades tais como “espectro com
medida de Lebesgue zero”, sendo que essa propriedade juntamente com a auséncia de
autovalores, para um operador de Schrédinger H, permitem concluir que o espectro deste

operador é puramente singular continuo.

As aplicages dos argumentos de Gordon 2-blocos e 3-blocos ( Teoremas 1.2 e 1.3)
sao para uma familia de operadores de Schrodinger 1D com potenciais gerados por subs-
tituicoes primitivas e por rotacoes na circunferéncia S', sendo que os resultados sobre
a auséncia de espectro pontual para esses modelos sao obtidos sob trés pontos de vista
diferentes: resultados genéricos, ¢.t.p e uniformes, donde vamos analisar com um maior
detalhamento os resultados uniformes para os modelos gerados por potenciais Sturmianos
e pela substituicao primitiva duplicacao de periodo. Para a versao de Gordon estudada no
Teorema 3.2 temos que o modelo de Schrédinger Almost-Mathieu, para certas realizacoes

do potencial, possui espectro pontual vazio.

Os modelos de Schrédinger 1D continuo associados com potenciais de Gordon genera-
lizados nao possuem autovalores (Teorema 1.4), sendo as aplicacoes desse resultado para
potenciais quase-periodicos gerados por frequéncias de Liouville, os modelos obtidos por

funcoes Holder continuas, funcoes do tipo escada e fungoes com singularidades locais.

34
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4.1 Resultados sobre Auséncia de Espectro Pontual

Nesta secao vamos estudar os resultados sobre a auséncia de espectro pontual para os
modelos gerados por substituicoes primitivas e rotacoes na circunferéncia. Praticamente
todos os resultados conhecidos foram obtidos usando variantes dos métodos de Gordon,
com uma exce¢ao do trabalho de Hof e outros [25], que introduziram uma nova técnica
para excluir autovalores baseada na ocorréncia de palindromos. Nas subsegoes seguintes,
vamos mostrar como alguns métodos e ferramentas apresentados anteriormente podem
ser combinados para produzir os resultados.

Dada uma familia (H,,), ., tal que o sistema dinamico (£2,7’) ¢ estritamente ergodico

com uma Unica medida invariante g, definimos
Q={we:0,(H,) =9}.

Definicao 4.1. Dizemos que a auséncia de autovalores para (H,)
dos:

weq apresenta resulta-

e genéricos se . € um Gg denso, isto €, uma intersecao enumerdvel de conjuntos

abertos que sao densos em €2;
e quase toda parte (q.t.p) se . tem medida p total;
e uniformes se €, = ().

Vejamos alguns argumentos gerais que sao tteis para se obter esses resultados so-
bre a auséncia de autovalores. Primeiramente, notemos que para estabelecer resultados

genéricos, é suficiente excluir autovalores para apenas um w € €.
Proposicao 4.2. Se Q. € nao vazio, entao 2. € um Gs denso.
Demonstragao.Simon [44| mostrou que . é um Gs. Agora, se ). é ndo-vazio, entao ele
contém uma orbita inteira que é densa por minimalidade. O
Por invariancia, ). tem medida p igual & 0 ou 1. A fim de estabelecer um resultado
q.t.p, temos que é suficiente limitar inferiormente a medida de €2, por um ntmero positivo.
Proposicao 4.3. Suponha que G (n), n € N, sdo conjuntos de Borel tais que
1. limsup,,_,., G (n) C Q. ,

2. limsup p (G (n)) > 0.
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Entao, pu(92.) = 1.

Demonstracgao.O resultado segue usando que

I (Iim sup G (n)) > limsup p (G (n)) .

n—oo n—oo

Pela hipotese (1) temos que

189 n(imamco)

n—oo

logo 1 (€2.) > 0. Entao, pela invariancia de €., conclui-se que p (€.) = 1. O

Entretanto, nao se pode esperar uma forma geral para estabelecer a auséncia uniforme
de autovalores para os modelos estudados neste trabalho, devido a inspecao de um con-
junto de w's que é estritamente menor que 2. Assim, somos levados a considerar cada w
individualmente e aplicar métodos pontuais.

Algo interessante para se notar é que o estudo do problema de autovalores motiva trés

pontos de vista diferentes:
e argumentos topoldgicos para resultados genéricos;
e argumentos de medida para resultados q.t.p.;
e argumentos combinatorios para resultados uniformes.

Agora vamos combinar essas estratégias gerais com os critérios de Gordon estudados
anteriormente, para tratarmos de resultados genéricos, ¢.t.p. e uniformes separadamente.
Nas subsecgoes seguintes, vamos fazer uma breve anéalise sobre os casos de resultados
genéricos e q.t.p., indicando as referéncias onde esses podem ser encontrados, sendo que
estudaremos com maior detalhamento os resultados uniformes, os quais sao resultados

mais fortes que generalizam os anteriores.

4.1.1 Resultados Genéricos
Como nossa primeira aplicagao, deduzimos um critério para auséncia genérica de au-

tovalores.

Proposicao 4.4. Suponha que exista um w € ) tal que V =V, satisfaz o argumento de

Gordon 2-blocos ou 3-blocos. Entao, ). € um Gs denso.
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Demonstracao. Supondo que V = V,, satisfaz o argumento de Gordon 2-blocos ou 3-
blocos, entao o operador de Schrédinger H,, nao possui autovalores; logo w € €).. Desse

modo, pela Proposicao 4.2 concluimos que €2, é um G denso. O

As simetrias do tipo Gordon foram encontradas no caso Fibonacci [45], no caso Stur-
miano geral [2| e para uma classe de modelos de substitui¢ao duplicagdo de periodo [3].
Também deixamos como observacao que o trabalho [25] fornece um método para demons-
trar a auséncia genérica de autovalores estudando estruturas palindromicas nos potenciais.
Entretanto, esse método parece ser restrito a conjuntos de medida nula [9], e assim nao é

capaz de estabelecer resultados ¢.t.p ou uniformes.

4.1.2 Resultados q.t.p.

Similarmente, vamos obter um critério para a auséncia q.t.p. de autovalores. Come-

cemos usando o argumento de Gordon 3-blocos. Defina
Gn)={weQ: Vy(k—n)=V,(k)=V,(k+n), 1<k<n}.

Obviamente, os G (n) sdo conjuntos de Borel, ja que eles sdo unides finitas de conjuntos

cilindricos.

Proposicao 4.5. Suponha que

limsup p (G (n)) > 0.

n—oo
Entao, 1 (Q.) = 1.

Demonstragao. Pelo argumento de Gordon 3-blocos, obtemos limsup G (n) C 2. Dai,

pela Proposicao 4.3, concluimos que p (9,) = 1. O

Também temos que u (G (n)) pode ser estimado através das frequéncias dos cubos,

devido a equacao

,u({w € 0 Wy - Winglol—1 :U}) =d(v).

Um critério que é muitas vezes utilizado para obter este resultado ¢ o seguinte: suponha

4

que existe uma quarta poténcia v* ocorrendo em u tal que |v| = n. Entao p (G (n)) >

nd (v*). Em particular, a hipotese da Proposigao 4.5 é satisfeita se encontrarmos uma

constante B > 0 e uma sequéncia de palavras v; com |vx| = ny — oo, quando k — oo,
B
ng "

tal que para todo k, v{ € Fy e d (v}) >
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No sentido de satisfazer o critério acima, foi demonstrado |29 o seguinte teorema para

modelos de rotacao na circunferéncia:

Teorema 4.6. (Kaminaga) Seja Qg 0 hull para a rotagao na circunferéncia. Suponha

que o0s coeficientes a,, na erxpansao em fragoes continuadas de o satisfazem

limsup a, > 4.
n—oo

Entao para toda constante de aclopamento X\, os autovalores sao ausentes q.t.p, ou seja,

() = 1.
Para modelos de substitui¢ao o resultado em [8] é o seguinte:

Teorema 4.7. Seja u um ponto firo de uma substitui¢cao primitiva (. Suponha que u
tenha wma quarta poténcia como um fator. Entao para a familia de operadores (H,),q

associada, tem-se p (€2.) = 1.

Este critério aplica-se em particular para o caso da binaria nao-Pisot. Além disso,
o argumento da demonstracao pode ser modificado para incluir o caso duplicacao de
periodo; veja |9] para uma demonstra¢ao mais direta neste caso.

Retornando agora para o argumento de Gordon 2-blocos, podemos modificar os passos

acima como segue. Defina paran € Ne C < o0,
G (n,C)={weQ: V,(k)=V,(k+n), 1<k<n, |tr (Mg, (n))] <C VEecX}.

! ~ o~ . . 1. .
Novamente temos que os GG (n, C) sao unioes finitas de conjuntos cilindricos e, portanto,
sao conjuntos de Borel. Como no caso anterior, combinando o argumento de Gordon

2-blocos e Proposicao 4.3 obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 4.8. Suponha que existe C' < oo tal que

lim sup (G, (n, C’)) > 0.

n—oo
Entao, pu(92.) = 1.

Temos o seguinte critério o qual é similar ao caso anterior: suponha que existe um

cubo v ocorrendo em u tal que |[v| =n e |tr (Mg, (n))] < C, VE € . Entao

[ <G/ (n, C’)) > nd (v*) .
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Em particular, a hipotese da Proposicao 4.5 é satisfeita se encontrarmos constantes B > 0,
C' < oo e uma sequéncia de palavras v, com |vg| = n, — 00, quando k — oo, tal que para
todo &, vi € Fy, [tr (M. (n))| < C, VE € X e d(v}) > .

Este critério é particularmente util no caso Sturmiano, pois pela Proposicao 2.19
temos o traco limitado para cada A fixo. Além disso, temos resultado que permite estimar

frequéncias de sf’L usando s,S,11 = anSfL’Slsn_gsn_l.

4.1.3 Resultados Uniformes

A auséncia uniforme de autovalores foi demonstrada para todos os hulls Sturmianos,

onde obteve-se o seguinte teorema:

Teorema 4.9. Seja Q, um hull Sturmiano qualquer. Entao para todo X\, Q, = Q.. Ou

seja, para todos os pardmetros X\, o, w, o operador H) o, tem espectro pontual vazio.

Para obter esse resultado é aplicado o argumento de Gordon 2-blocos, onde anali-
samos a ocorréncia da repeticao em blocos em cada caso que permite a construcao do
potencial V,, [13|. Vejamos os resultados obtidos para o modelo de Schrodinger 1D ge-
rado por potenciais Sturmianos, donde vamos fazer a demonstracao do resultado uniforme

(Teorema 4.9) o qual generaliza os demais.

Modelo Sturmiano: Vamos considerar a familia ergodica de operadores de Schro-

dinger (H) »,,) do tipo (2.2) gerada por potenciais V) o, Sturmianos, definidos por

(Hxawt) (n) =¥ (n+1) + ¢ (n—1) + Viaw (n) P (n), (4.1)

onde os potenciais V) 5, s@o do tipo (1.2), conforme definido na Aplicagao 1.1. Relembra-
mos a expansao de o em fragoes continuadas (2.5) e que este pode ser bem aproximado
por nimeros racionais que satisfazem as relagoes recursivas (2.6) (secio 2.2).

O trabalho de Belissard e outros [2|, publicado em 1989, estuda o espectro do operador
de Schrédinger com potenciais Sturmianos definidos acima. Nesse artigo encontra-se o

seguinte lema:

Lema 4.10. Seja v (n) = X—a) (Rov mod 1). Entao
i) v(n)=[(n+1)a] —[nal, Vn € Z.
i) vign +k)=v(k), 1 <k <gny1—1,n#—1.

iii) v(—n) =v(n—1).
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Demonstracao.

i) Temosquev(n) =1 na—|naje[l—a,l)<ImeN;, m+1—a <na<m+l,

com na < m+ 1 < na+ a, sendo m = [nal.

Por outro lado,

pois
0<[(n+1)a]—[nal < (n+1)a—[na] ={na} +a <2,

onde {-} denota a parte fracionéria. Por fim, temos que
(n+1)a]—[na]=13ImeN;, m+1—-—a<na<m+1, sendo m = [na].
Portanto, concluimos a igualdade

v(n)=[n+1)a] —[nal, ¥n € Z.

ii) Temos que g, — p, = (=1)"||gu| € |[[mal| > [|gnc]] Ym < Gny1,m # gn, onde
|z|| = inf,ez |z +n| é a distancia de x a Z (veja [1] ). Logo, usando o item i)

obtemos que

U(Qn"'k) - [(Qn"_k"_l)a}_[(ﬁh"_k)a]
= [(k+1)a+ ¢ga—p,] — [ka+ g, — py]
= [(k+1)a]—[ka] =v (k).

iii) Pelo item i) segue que
v(—n)=[(—n+1)a] — [-na] = [@ —na] + [na] = [na] — [(n—1)a| =v(n—1).
[l

Notamos que neste resultado consideramos o parametro w = 0, pois temos relagoes
recursivas para a repeticao do potencial e sobre o traco das matrizes de transferéncia
associadas a este, sendo que o espectro do operador (4.1) independe do valor de w |2].

Vamos fixar esse w e desse modo, utilizando a Proposicao 2.19 e pelo Lema 4.10 temos

a limitacao do traco das matrizes de tranferéncia e a repeticao do potencial, sendo que
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o operador estudado satisfaz o argumento de Gordon 2-blocos, garantindo que para «, A
fixo, Q. # (). Ou ainda, pelo Lema 4.10 temos a repeticao no potencial a “direita” e a
“esquerda”, logo satisfaz o argumento de Gordon 3-blocos, donde €. # (). Portanto pela
Proposicao 4.4, utilizando o argumento de Gorgon 2-blocos ou 3-blocos é possivel obter
resultados genéricos sobre a exclusao de autovalores.

Posteriormente ao resultado obtido acima em |2|, Kaminaga |29] estendeu os resultados

de Deylon e Petritis [19], onde considerou o conjunto
G(”) :{UJGQQ: Vw(k_Qn) :Vw(k):V(]{‘i'qn), 1§k§qn}

e demonstrou o Teorema 4.6. Desse modo, obteve o resultado principal de seu artigo
que o, (H,) = 0, para quase todo w com respeito a medida de Lebesgue. Logo temos
resultados q.t.p sobre exclusao de autovalores para os modelos Sturmianos.

Em 1999 Damanik e Lenz publicaram em [14] o seguinte resultado (aplicagdo do Ar-
gumento de Gordon 2-Blocos): suponha limsup a,, # 2, onde os a,, sdo os coeficientes da
expansao de « em fracoes continuadas. Entao, para todo A e todo w € €, o operador
(4.1) possui o, (H,) = 0. Portanto, temos resultados uniformes, ou seja, a auséncia de
autovalores para todos os elementos w do hull €., sob a condicao enunciada acima. Por
fim, em 2000 Damanik, Killip e Lenz demonstraram em [13] uma generalizacao do resul-
tado obtido anteriormente, a qual obteve que para todos os parametros A, o, w, o operador
H) .. tem espectro pontual vazio (Teorema 4.9).

Agora vamos analizar a demonstragao do Teorema 4.9, a fim de obter um resultado
uniforme sobre a auséncia de autovalores para o operador de Schrodinger gerado por
potenciais Sturmianos H) ... Primeiramente, notemos que as palavras s, definidas em
(2.7) podem ser relacionadas com as sequéncias V), da seguinte forma: para cada par
(n, ), a sequéncia V), ., pode ser particionada em palavras, com cada palavra sendo s,

ou s,_1, notando que podemos considerar o alfabeto {0, A}, sendo 0 # A € R.

Definicao 4.11. Sejan € Ny = {0,1,2,...} dado. Uma (n,a)—parti¢io de uma fungao
f:Z —{0,\} (com 0# X eR firado) é uma sequéncia de pares (I;,z;), j € Z, tal que:

i) os conjuntos I; = {d;,d; +1,...,dj41 — 1} C Z particionam Z;
i) 1€ Ip;
iii) cada bloco z; € {sp,sn-1}; €

iv) a restrigio de f a I; € z;. Isto €, fg faj41- .. fa,,-1 = 2j.
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A propriedade de decomposicao dos potenciais Sturmianos em palavras candnicas é

dada pelo lema seguinte, que esta demonstrado em [13].

Lema 4.12. Para todo n € Ny e todo w € [0,1), existe uma inica n—particao (I}, z;) de
Waaw- Além disso, se z; = s,_1, entao zj_; = zj41 = Sp. Se z; = sy, entao existe um
intervalo I = {d,d+1,...,d+1—1} C Z contendo j e de comprimento | € {an11,an1+1}

tal que 2qg = 2441 = ... Zd11-1 = Sp € 2d—1 = Zd4l = Sn—_1-

Definicao 4.13. Uma palavra w = wy ... w, € conjugado de uma palavra v = vy ...V, Se

para algum i € {1,...,n}, temos
Wy... Wy =V;...001...0;_1,

1sto €, se w € obtido de v por uma permutacao ciclica de seus simbolos.

Queremos estudar o comportamento das solugoes da equacao de autovalores. Para

isso, vamos analizar o comportamento de ¢ € [? (Z) que pode ser investigado através de

2

1]l = <ZH‘1’(“)H2> ,

L € N, sendo que

V(n) = (@(n+1),0m)" e [T = [vn+ 1)+ [d0),
pois
1
SIPIE < el < iz -
Utilizando a limitacao uniforme dos tragos, vamos obter estimativas sobre o cres-

cimento de ||V||, para energias no espectro e solu¢bes normalizadas (no sentido que

14(0)]2 + |¢(1)]? = 1) da correspondente equagao de autovalores.

Lema 4.14. Fize A\, o,w. Suponha que Vyou(j) ... Vaaw(j + 2k — 1) é conjugado de
(8n-1)%, (80)? ou (Sp—15,)? para algum n € N, | < k, e todo j € {1,...,l}. Seja E €
0 (Hy)aw)- Entao toda solugao normalizada ¢ de (Hyaw — E)Y = 0 satisfaz

|26 > Dl W]

[N

com Dy = (1 + ﬁ) , em que C\ € dado pela Proposi¢ao 2.19.
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Demonstragao.Considere algum j € {1,...,[}. Por defini¢do, temos

qj(] + k) = M<)‘7 Ea V)\,a,w(j> s V)\,a,w(.j + k- 1)>\P(]>
e W(j+2k)=Mp(Vaaw(i) - Viaw(i +2k—1))¥(j).

Como, por hipotese, Vauw(j).. . Viaw(j + 2k — 1) & conjugado de (s,-1)?, (s,)* ou

(Sp_15n)?, temos
W(j + 2k) = [Mp(Vaaw(i) - Vaaw(d +k = D)PE().
Dai, aplicando o teorema de Cayley-Hamilton, vem
U(j+2k) —tr[MN, E,Vag,(j) ... Voo, +k—1))]¥(j+k)+ ¥(j) =0. (4.2)
Além disso, pela Proposicao 2.19,
tr[Mp(Vaaw(d) - Vaaw(d + k= 1)) < Cx (4.3)
para algum C) > 1. De (4.2) e (4.3) obtemos

20 max{[|U(7 + B)[|, 10 +20)[1} = W+ 2k)[| + CA[Y (7 + K)
e N0

para todo 1 < j < [. Isto implica que

1+ R+ 112G+ 2017 = (max{ 20 + k)], L0+ 26)[1})*

v

1 o
4—C§H‘1’(J)||



44 CAPITULO 4. APLICACOES

para todo 1 < j < [. Assim,

I+2k

1907 = D11 (m)|?
m=1

l I+2k
= D Ivm)IP+ > em))?
m=1 m=Il+1
l l
> Z MW m) 1+ > (1 (m + k)| + [[¥(m + 2k)[)
m=1
2 2
> Zu I+ i ZH m)l
1
- (1+4CQ) .
Portanto, H\IIHH_Qk Z D)\H\I/Hl ]

Agora, usaremos os Lemas 4.12 e 4.14 para estimar o crescimento de |||/, com ener-

gias no espectro e solugoes normalizadas (|1 (0)|?+[¢(1)]* = 1) da equagdo de autovalores.

Lema 4.15. Sejam A\, o,w arbitrdrios, E € 0 (Hy ) € ¢ uma solu¢io normalizada de
(Hyow— E)Y =0. Entao, para todo n > 8, vale a desigualdade

Wllg. = Dal¥]lq, s

com Dy = (1—1—@)2
Demonstracgao. Faremos uso das informacgoes fornecidas pelo Lema 4.12 e exibiremos

quadrados nos potenciais, no sentido que eles satisfazem as hipoteses do Lema 4.14. Para

demonstrarmos o lema, mostraremos que

H\IJH2((17L+1+QVL)+(17L71 > D)\”\Iqun—z;

para todos A\, a,w, todo E € 0 (H) ), todas solugoes ¢ da equacao de autovalores, e
todo n > 4, pois ¢4 > 2(gnt1 + qn) + Gn-1.

Fixe A\, o, w e algum n > 4. Considere a n—particao de V) .. Como queremos exibir
quadrados para a origem, consideremos os seguintes casos:
Caso 1. zyg = Sp—1.

Pelo Lema 4.12, z; = s,,. Como s,,_1 é um prefixode s, e 25 € {s,,_1, 8, }, entao z3 = s,,_1a,
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sendo a uma palavra apropriada. Por (2.7) e pela Proposi¢ao 2.18, temos

202122 = Sp—15nSn—10
— an
= Sp-15,-15n—25n—-10
a a _2—1
- Sn—lsnzlsn—lsnig Spn—4Sn—30
—1 ap—2—1

2 a
= Sn—18,-1Sn-1 Sn—3  Sn—4Sn—30 .

an—2b

Se a,, > 2 entao zpz129 = sn,lsi_lsn,lsn_ = sn,ls%_lsn,4d, com palavras apropriadas

b,d. Se a, =1 entao

. 2 ap—2—1
2021722 = Spn—1S3,-1S,—-3  Sn—4Sn—34Q,

e usando (2.7) obtemos (em qualquer um dos casos: a, 2 =1 ou a, o > 2) que 29212 =
Sp_152_ 18, 4v, com uma palavra apropriada v. Portanto, aplicando o Lema 4.14 com

l=qn_4 €k =q,_1 obtemos

H\Ij||2(Qn+1+Qn)+Qn71 Z ||\:[]||an4+2an1 Z D)\H\:[lan74

Caso 2. zg = S, € 21 = Sy,.

Se zo = s,_1 entao, pelo Lema 4.12, 23 = s,. Aplicando a Proposicao 2.18 obtemos

-1
20217223 = SpS28em S 8, 35, 0, € de (2.7) vem que

2
20R172273 = SpSySpn—3W,

com uma palavra apropriada w. Caso contrario, se zo = s, entao como s,,_; é um prefixo
de s, e z3 € {sp_1,Sn}, temos zypz12923 = snsisn_lr, sendo r uma palavra apropriada.
Dai, por (2.7), 20212923 = $,525,_38, com uma palavra s. Portanto, aplicando o Lema 4.14

com [ = q,_3e k=g, obtemos

112t 1 an)+an1 = W llgnst200 = DAl¥ g5 = DAl ¥]lg, -

Caso 8. z9 = Sp € 21 = Sp_1-

Sejam 2z os blocos na (n + 1)—parti¢do de V) ,,. Pela unicidade da n—particdo temos

2y = Snt1. Consideremos os seguintes subcasos:
Caso 3.1. 21 = Sp41.

Analogamente ao caso 2, isto implica que s{s} é seguido por s,.15,_2 e dai aplicando o
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Lema 4.14 com | = q,,_5 e k = @,+1 obtemos

1 ]l2(gns1+an)tans = [P llanst20000 = Dall¥llg, o = Dal[¥lg, -

/
Caso 3.2. 2] = sy,
Segue do Lema 4.12 que 25 = s5,,.1. Novamente consideremos 2 subcasos.
2 n+1
! __
Caso 3.2.1. z5 = sp,.
Note que este caso ocorre somente se a,,5 = 1. Pelo Lema 4.12, 2} = s,.1. Como s, é

um prefixo de s,41 € z5 € {Sp, Sp11}, por (eq:repetestur) temos
VY Y B Y A 2 I 2 an—1 /
2021252520728 = Spi1(SnSnt1) SnW' = Spi1(SnSni1) Sn15m"1 Sp—oW

com uma palavra apropriada w’. Aplicando o Lema 4.14 com | = q,_1 ¢ k = ¢, + @ni1
obtemos
19| g—s+2anrans1) = Dall¥lguoy = Dall¥llg,_s-

Caso 3.2.2. 25 = Spi1.

Considere as consequéncias deste caso particular para os blocos na n—particao. Temos
a a
2021 -+ - 224y 144 = SnSn—15nS," 1 Sn_18," " Sp—1.

Como s, é um prefixo de s,.1, este bloco deve ser seguido por s,. Portanto, temos a
sequéncia de blocos

SnSn—15nSu" S 150" S 15y, (4.4)

Usando a Proposi¢ao 2.18 podemos reescrever (4.4) como

an—1—
n—

1
Ap41 Apt1
SnSn—18n8,"" 8n—18,""8nS, 5 Sn—3Sn—2,

n

o qual pode ser interpretado como

An+1 An41 anp—1—1
SnSn—15nS," ' Sn—15n5,""8," 5 Sp_3S5n_2.

Agora, observe que s,,_15,s.! é conjugado de s,,5,+1 = s,50" ' s,_1. Assim, aplicando o

Lema 4.14 com [ = q,,_3 € k = ¢, + ¢n+1 Obtemos

H\Il”2(Qn+1+(In)+Qn71 > ”\IJan73+2(CIn+Qn+1) > DAH‘IIan—s > D)\H\I’an_4.

Como os casos 1, 2 e 3 cobrem todas as possiveis escolhas de zg, z1, 0 lema estad demons-
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trado. L]

Em particular, o Lema 4.15 permite excluir os autovalores do espectro de H) ., para
todos os parametros A, a,w. Mais precisamente, temos
Demonstragao.(Teorema 4.9) Sejam A, o, w arbitrarios, £ € 0 (H) 4,) € ¥ uma solugao

normalizada de (H) ,., — E)¥ = 0. Entao pelo Lema 4.15, temos
1V |gs, = DAl llgs,—s = --- = DX[[ ¥l = D3[|¥[ls = D5, Vn = 1.

Isto implica que
0[]z > W]z, > D3, ¥n > 1, com Dy > 1.

q8n

Fazendo n — oo obtemos .
1) = T (m)]* = .
m=1

Assim, para todos os parametros \, a, w, nao existe solucao 1) em [2. Portanto, para todos

os parametros A, o, w, o operador H) , . tem espectro pontual vazio. O

Modelo Duplicagao de Periodo: Resultados sobre a auséncia uniforme de autova-
lores também foram obtidos para a classe de potenciais duplicagao de periodo em [11], o
qual utiliza os argumentos de Gordon para obter este resultado.

Vamos analisar o modelo de Schrédinger H,, da forma (2.2) gerado por potenciais
duplicacao de periodo, definido na secao 2.2. Considerando a substituicao primitiva du-
plicacao de periodo

Cap (@) = ab Cap (b) = aa,

sobre o alfabeto A = {a, b}, donde temos as seguintes extensdes naturais por concatenagao

Cip (@) = g (ad) = it (a) GGt (D),
Cip (0) = G+ (aa) = 7" (a) G (a) -

Vamos definir s, = (3, (a) e t,, = ¢} (b), donde temos as seguintes relagdes
Sp = Sp_1tn_1 € typ = Sp_1Sn_1- (4.5)

Verifica-se facilmente por inducao sobre n, que as palavras s,, e t,, possuem tamanho 2".

Também temos pela proposi¢ao abaixo que essas palavras sdo quase idénticas [8|.
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Proposicao 4.16. Para todo n € N as palavras s, e t, sao as mesmas, exceto para sua

respectiva ultima letra a direita.

Demonstragao.Definimos a aplicacao h : AL — A" por h(a;...a) = ay...a;_,, para
[ > 1.

Entao, para demonstrar essa proposicao basta verificar que h ((gp (a)) =h (cgp (b))
Com efeito, usando o principio de inducao sobre n, temos que para n = 1 o resultado é

imediato. Agora, pela definicao da aplicagao h e pela hipétese de indugao temos que

h (G (@) = h(CG " (a) ¢y (0) =G (a) b (GG " (a))
= (G, () GGt (@) =N (GG, (D)) -

]

Temos o seguinte resultado sobre os tragos das matrizes de transferéncia construidas

pelo potencial gerado pela substituicao duplicacao de periodo.

Proposigao 4.17. Para todo E € o (H,) e todo n € N, temos
min {[z], [} < 2.

Consideremos o fato que para todo n, todo w € €2 pode ser unicamente decomposto em
produto infinito de blocos da forma s,, ou £,,. Chamamos esta decomposicao de n-particao
de w. Resumimos as propriedades necessarias na proposi¢ao a seguir, cuja demonstragao

encontra-se em [11].

Proposicao 4.18. Para todo n, todo w € Q) tem uma unica n-particao. No produto desta
representacao, um t,-bloco € sempre isolado e entre dois consecutivos t,-blocos existe um

ou trés s, -blocos.

Teorema 4.19. O operador de Schridinger H,, da forma (2.2), gerado por potenciais

duplicacao de periodo, possui espectro pontual vazio, para todo w € €.

Demonstragao. Fixe w € Q, F € 0 (H,), e uma solugao 1 de
(H,— E)Y =0

satisfazendo [t (0)]> + | (1)]* = 1.
Vamos mostrar que E nao pode ser um autovalor para o operador H,,, ou seja, verificar

que 1 nao pertence ao espaco [ (Z), e para isso basta verificar que para o operador H.,



4.1. AUSENCIA DE ESPECTRO PONTUAL 49

gerado por potenciais duplicacao de periodo os argumentos de Gordon 2-blocos ou 3-blocos
(Teoremas 1.2 ou 1.3) sao satisfeitos em cada caso.

Com efeito, seja k € N e n € N tal que 2" > k, e consideremos a n-particao de w.
Caso 1. §,8,.
Vamos considerar o caso de um s,-bloco seguido a direita por um outro s,-bloco, sendo
que indicaremos como 5, o bloco onde esta localizada ponto 0 € Z. Utilizando a Propo-
sicao 4.18 consideremos os seguintes casos:
Caso 1.1. 1,8,5,Sntn.
Pela Proposicao 4.16 as hipoteses do argumento de Gordon 3-blocos sao satisfeitas.
Caso 1.2. t,5,5,5ntn.
Logo, se |z,| < 2 temos que o resultado segue do Argumento de Gordon 2-blocos. Agora,
se |x,| > 2 segue da Proposigao 4.17 que |z,.1| < 2, entdo vamos considerar a (n + 1)-
parti¢do sendo que pela relagao (4.5) temos a seguinte situacao: Spitbng1Sns1. Assim,
pela Proposigao 4.18 consideraremos os casos:
Caso 1.2.1. sn+1sn+1fn+1sn+1.
Aplicando a Proposicao 4.16 as hipoteses do argumento de Gordon 2-blocos sao satisfeitas
(refletindo & esquerda a localiza¢ao do ponto de origem).
Caso 1.2.2. tyi1Sni1tni1Snit.
Passando para a (n + 2)-parti¢do, por (4.5) temos a situagdo: S,i25,12. Logo, pela
Proposicao 4.18 temos os casos:
Caso 1.2.2.1. Sp12Sn128niotnio.
Usando a Proposicao 4.16, refletindo a posicao da origem a esquerda, podemos aplicar o
argumento de Gordon 3-blocos.
Caso 1.2.2.2. 1,195,195, 25n12tn 1o
Usando a Proposicao 4.16, podemos aplicar o argumento de Gordon 3-blocos. Desse
modo, encerramos o Caso 1.
Caso 2. $,5,.
Temos que essa n-particao coincide com o Caso 1.2.2., e o resultado segue analogamente.
Caso 3. t,5,t,.
Neste caso, consideramos a (n + 1)-parti¢do sendo que pela relagao (4.5) passamos para
0 €aso: S,+15,+1. Desse modo, o resultado segue como no Caso 1.2.2..
Caso 4. ty,.
Temos que na (n+ 1)-partigio, pela rela¢do (4.5) obtemos o caso: $,.1. Logo, o resultado
pode ser obtido como nos Casos 1, 2, 3.

Portanto, os Casos 1, 2, 3, 4 cobrem todas as possiveis escolhas na construcao de um
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potencial gerado pela substituicao duplicacao de periodo, donde aplicando os argumentos
de Gordon 2-blocos ou 3-blocos concluimos que o operador H,, associado a este potencial
possui espectro pontual vazio, para todo w € €2, ou seja, obtemos um resultado uniforme

para este modelo.

]

Na tabela 4.1 abaixo resumimos os resultados conhecidos sobre a auséncia de espectro

pontual, com referéncias para os casos demonstrados e mencionamos os casos em abertos.

Tabela 4.1: Auséncia de Espectro Pontual.

Modelo Genérico q.t.p Uniforme
Rotagao no Circulo (A, a, f = «) 2] [29] [14], |13]
Rotacao no Circulo (A, 8, q.t.p) [19] [19] Aberto
Rotagao no Circulo (A, a, ) [25] Aberto | Aberto
Substitui¢do de Fibonacci [45] [29] [14]
Substitui¢do Dupli¢ao de Periodo 3] 9] [11]
Substituicao Binaria nao-Pisot [25] 18] Aberto
Substituigao Thue-Morse [20] Aberto | Aberto
Substitui¢do Rudin-Shapiro [33] Aberto | Aberto

4.2 Espectro com medida de Lebesgue zero

Nesta secao vamos mostrar que o fato do espectro ter medida de Lebesgue nula, pode
ser provado usando alguns resultados obtidos quando foi estabelecida a auséncia de au-
tovalores. Nesse sentido, a propriedade "espectro de medida nula" é apenas um corolario
da demonstracao de auséncia de autovalores, se esta é baseada no argumento de Gordon
2-blocos.

Na verdade este tipo de argumento praticamente recupera todos os resultados conhe-
cidos sobre espectro de medida nula. Uma discussao mais detalhada deste simples, porém
surpreendente, resultado é abordado em |[17].

Relembremos que A = {E € R : ~v(E) =0}, e que este conjunto, pelo Teorema de
Kotani (Teorema 2.13), possui medida de Lebesgue zero para os operadores H,, em estudo.
Uma forma padrao para mostrar que o espectro possui medida de Lebesgue nula é verificar
que

o(H,) C A

Com efeito, supondo que F € o (H,), entao pelo Teorema 2.10 existe Qp C Qe (F) € R
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tal que p(Qg) = 1, e para todo w € Qg o expoente de Lyapunov estd bem definido.
Supondo que w € Qp satisfaz o argumento de Gordon 2-blocos, entao a equacao dos

autovalores

(He) v = Ed (4.6)

nao possui solucao decaindo em +o00. Desse modo, a energia E deve pertencer ao conjunto
A, pois caso contrario, v (E) > 0 e pelo teorema de Osceledec para todo w € (g, existe
uma solugao ¥+ da equagao (4.6) que decai exponencialmente em +00, 0 que seria um

absurdo.

Notamos que acima consideramos para E € €, Qp C €. Mas, na verdade ji foi
mostrado que Qg = Q para todo modelo de substitui¢ao [24] e todo modelo Sturmiano
[15].

Desse modo, o argumento de Gordon 2-blocos pode ser aplicado para obter que o
espectro possui medida de Lebesgue nula para os modelos Sturmianos, donde recupera
os principais resultados de |2|, e também ¢é possivel aplicar esse método em |[3] e |4]
para os modelos de substituicao como duplicacao de periodo, Thue-Morse e binaria nao-
Pisot. Quando as propriedades “auséncia de espectro pontual” e “espectro com medida
de Lebesgue zero” ocorrem simultaneamente, para um modelo de Schrédinger H, resulta

que o espectro deste operador é puramente singular continuo.

Resumimos, na tabela 4.2 a seguir, os resultados conhecidos sobre espectro com medida

de Lebesgue zero, com referéncias para os casos demonstrados e mencionamos os casos

em aberto.
Tabela 4.2: Espectro com medida de Lebesgue zero.
Modelo Espectro com medida zero
Rotagao no Circulo (quaisquer A\, o, 8 = ) | [2]
Rotacao no Circulo (quaisquer A\, o, 5 # «) | Aberto
Substitui¢ao de Fibonacci [46]
Substituicao Dupligao de Periodo 3]
Substitui¢do Binaria nao-Pisot [4]
Substitui¢do Thue-Morse [20]
Substituicao Rudin-Shapiro Aberto
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4.3 Modelo Almost-Mathieu

Nesta secao vamos analisar o exemplo unidimensional do operador de Schrédinger

discreto, gerado pelo potencial quase-periodico
Vo (n) = Acos 21 (an + w)],

sendo w € [0, 1] ~ o hull de V,,. Nesse caso o correspondente operador de Schrédinger H,,

é chamado de “Almost-Mathieu”.

Teorema 4.20. Se « é um nimero irracional, entdo o expoente de Lyapunov v (E) cor-
respondente ao potencial

V, (n) = Xcos 27 (an + w)]

satisfaz v (F) > In (%‘)
Demonstracgao. Primeiramente, notemos que

Vo(n) = Acos[2m (an + w)]
A ) ) ) )
_ 5 (€2man€2ﬂ'zw 4 67271'104716727”0.:)
A

_ = (€2momz 4 67271'10471271) ’
2
sendo z = e*™_ Para cada valor fixo de E, escrevemos as matrizes de transferéncia como
ME,z (77,) = TE,z (n) TE,Z (TL — 1) e TE,Z (1)

E — % <€27rioznz T e—27riomz—l) -1

sendo T, (n) = ( .

) . Definimos

F,(2) = 2"Mp. (n) = [[ 2Te. (n)

k=1

donde a func¢ao F, (z) é analitica no plano complexo, e satisfaz
1En (2)]| = [[ME,: (n)], (4.7)

para quaisquer z = 2™,

Como a funcao F), (z) é analitica, a funcao In||F, (z)|| é subharmonica (veja [30]).
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Entao
27

1 ” A
o . In ||F, (¢)|| dw = In||F, (0)]| = nln (7> . (4.8)
Como « é um numero irracional, temos que a familia de operadores de Schrédinger é

ergodica para quase todo w (vide [7]), e entao segue das equagoes (4.7), (4.8) que

o1
v(E) = JEISOEIHHMEZW)H
1 27 d
= lm o~ [ WnMp. ()] 2
n—oo M 0 27T
1 27 i dw
_ 1. - l Fn w _
i - [l ) 5

v

()

Observagdo: O resultado acima, juntamente com o teorema 9.13 de 7] permite concluir
que o operador H definido por (2.1) nao possui espectro absolutamente continuo w ¢.t.p

se a & um valor irracional e || > 2.

Definicao 4.21. Um nimero o € R — Q é chamado nimero de Liouville se, para todo

k € N existem pi, qi. € N, tais que

’oz _ Bk < kT,

qk

Um ntmero de Liouville € um ntimero irracional que é extremamente bem aproximado
por racionais. O conjunto dos nimeros de Liouville é pequeno do ponto de vista de
Analise, pois possui medida de Lebesgue zero. Mas, do ponto de vista da Topologia
é grande, sendo um conjunto G4 denso (lembrando que um conjunto G4 é a interse¢ao

enumeravel de conjuntos abertos).

Teorema 4.22. Seja o um nimero de Liouville, |\| > 2 e
Vi (n) = Acos 27 (an 4+ w)].

Entao o correspondente operador de Schrodinger H,, definido por (2.1), nao possui auto-

valores.

Demonstracao. Como « é um nimero de Liouville, assumimos que ele é bem aproximado
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or niimeros racionais 2& como na definicdo anterior. Escolhendo uma subsequéncia 2
dk qi’
k

de Z—: podemos assumir que

Prr
a__

< gtk
qx’

Consideremos o potencial

V¥ (n) = Acos {% <np’“’ + w)} .

qr

Logo, Vf é um potencial com periodo T, = q. Agora, como uma consequéncia do

Teorema do Valor Médio temos

sup |V} (n) =V, (n)] = sup |cos |:27T (pk,n + w)] — cos 27 (an + w)]
[n|<2q, [n|<2q, K
< sup 27|n||a— Di
[n|<2q; g’
< Axk~ T,

Portanto, as hipoteses do Teorema 3.2 sao satisfeitas, e assim concluimos que o operador

de Schrédinger H,, nao possui autovalores, ou seja, o espectro pontual de H, é vazio. [J

Corolario 4.23. Seja o um numero de Liouville, |\| > 2 e
V, (n) = Acos 27 (an + w)].

Entao o operador de Schrodinger H,, definido por (2.1), possui espectro singular continuo

para quase todo w.

Demonstragao. Pelo Teorema 4.20 temos que o operador H, do tipo (2.1) ndo pos-
sui espectro absolutamente continuo para quase todo w, e como pelo teorema anterior o
espectro pontual de H, é vazio, concluimos que esse operador possui espectro singular

continuo puro para quase todo w. O

4.4 Potenciais de Gordon Generalizados

Vamos estudar exemplos de fungoes V5 satisfazendo

2qm
lim e“4m / |V (zav + 0) — Vo (zay, + 0)| de =0, (4.9)

m—0o0
qm
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para frequéncias de Liouville o (ver Defini¢do 4.21), as quais induzem fungoes quase-
periodicas por V (z) = Vi (z) + Vs (za + 6), que sao potenciais de Gordon generalizados.
Para estes serao incluidas as funcoes Holder continuas, funcoes do tipo escada e funcoes
com singularidades locais.

Obviamente, temos que para «,6 fixos, a classe de funcoes V5 obedecendo a relacao

(4.9) & um espaco vetorial, ou seja, fechado com rela¢ao a soma e multiplicagao por escalar.

Teorema 4.24. Seja H o operador de Schrodinger continuo 1D com potenciais do tipo
Vi(z)=Vi(z) + V2 (az +0),

onde Vi € localmente integravel e possui periodo 1, Vo € uma funcao de periodo 1 satisfa-

zendo um dos itens:
i) Vo é uma fungao Holder continua;
ii) Vo € uma fungao escada;
iii) Vo () = |z| ™2, para —1/2 <z < 1/2,
sendo o, 6 € 0,1) e o um nimero de Liouville. Entao, o espectro pontual de H é vazio.
Demonstracao.

i) Temos que uma fun¢io f: R — R é dita ser Holder continua se existem constantes
D, > 0 tais que
5
1f(2) = F Wl <Dz -yl

para quaisquer z,y € R. Fixando o escalar C, temos

2qm
lim ecqm/ Vo (za+ 0) — Vo (zauy, + 0)| do <

m—0o0
—qm

o [P s
< lim e“" D |a — oy / |x|° dx
—qm

m—0o0
o+1 5+1
<  lim ecqu’qm| + 12m| m~Im = 0.

Desse modo, se as funcoes V5 sao Holder continuas entao pelo Corolario 3.8 o opera-
dor de Schrédinger do tipo (3.11) gerados por potenciais da forma (3.12) nao possui

autovalores. Assim, temos verificado a Aplicacao 1.2.
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ii) Considerando que V5 é uma funcao escada, temos que existe uma parti¢io —gq,, =

ro < x1 < -+ < x, = 2q,y, sendo possivel escrever

n
VY2 (I’) - ZaiXAi (:L‘) )
i=1
donde a; € R, y é a funcao caracteristica e A; = [x;_1, z;] sdo intervalos disjuntos

da reta. Como « é um nimero de Liouville, temos que para todo z € R

1 m—0o0
lax — apz| < —— |z| — 0.
mQW’L
Desse modo, considerando um m suficientemente grande de maneira que se ax € A;

temos que a,,r € A;, entao

n

Zai (XAz' (OéZL’) — XA, (OémCL’>> =0.

=1

Va (ax) = Va (ame)| =

Logo a expressao (4.9) segue imediatamente. Portanto, concluimos que se os poten-
ciais V5 sdo fungoes escada, entdo o operador de Schrodinger do tipo (3.11) gerados

por potenciais da forma (3.12) possui espectro pontual vazio.

iii) Fixando o escalar C, temos

2gm
lim e“m / Vo (xae+ 0) — Vo (zau, + 0)| dx =

m=ree —qm
e RV I S
= o [ NER
B o Chat ) 1 Ll
me0 Vamya (vam +/a)
mooo L famy/a (e + /@)

qum —

IN

Logo, a relagao (4.9) é satisfeita. Desse modo, concluimos pelo Corolario 3.8 que o

operador de Schrédinger do tipo (3.11) possui espectro pontual vazio. O

Observagdo: No item iii) acima obtemos um resultado analogo, se considerarmos a

fun¢io V5 de perfodo 1, definida por V, (z) = |27, para —1/2 < 2 < 1/2,sendo 0 < y < 1

(veja |18]).
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Figura 4.1: Funcao y = |l‘|_1/2, —1/2 < x < 1/2, periodica de periodo 1.

57



CAPITULO

5

Consideracdes Finais

Neste capitulo, além de realizarmos as consideragoes finais do nosso trabalho, vamos
analisar um pouco da historia no desenvolvimento da pesquisa para o uso dos argumen-
tos de Gordon no estudo espectral de operadores de Schrodinger unidimensionais H da
forma (1.1) gerado por potenciais quase-periodicos. Esta analise histérica comega em 1976
quando Alexander Gordon publicou [23]| que se o operador de Schrédinger unidimensional
H for gerado por potencias de Gordon (Definigao 1.1), entao este operador possui espec-
tro pontual vazio. Como aplicacao para este resultado temos o modelo de Schrodinger
Almost Mathieu, para certas realizagoes do potencial |7, 42].

A descoberta de estruturas quase-critalinas, em 1984, por Shechtman e outros [41] tem
motivado o estudo de fisicos e mateméticos em modelos adequados que descrevem essas
estruturas, sendo que uma classe de modelos que tem atraido especial atencao neste con-
texto ¢ fornecido pelos operadores de Schrédinger unidimensionais H da forma (2.2) com
potenciais gerados pelas seqiiéncias de substituicoes primitivas e por rotacoes na circunfe-
réncia. Observamos como uma conquista importante, que a descoberta dos quase-cristais
a aproximadamente vinte e oito anos atras, propicionou o Prémio Nobel da Quimica de
2011 ao pesquisador israelense Daniel Shechtman.

O primeiro modelo proposto foi o operador de Schrédinger gerado pelo potencial de
Fibonacci. Simula¢oes numéricas baseadas na aplicacao traco, indicavam para esse mo-
delo espectro de Cantor (fechado, com interior vazio e sem pontos isolados) com medida
de Lebesgue zero, sendo que em 1989 foi demonstrado por Siito [46] que tal operador

possui espectro singular continuo puro, com medida de Lebesgue zero. Temos que este

o8
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trabalho foi baseado principalmente nos resultados de Kotani [32| que garantem a auséncia
de espectro absolutamente continuo para quase todo elemento no hull, de um potencial
aperiddico assumindo um ntimero finito de valores, e em propriedades particulares do
potencial e na limitacao uniforme para a aplicacao traco e, dessa maneira, introduzir a

técnica conhecida como Argumento de Gordon 2-blocos, usada para excluir autovalores.

Uma generalizagao do resultado de Siito para potenciais Sturmianos, sendo o potencial
de Fibonacci um caso particular, foi obtido no mesmo ano por Bellissard e outros [2]. Com
esses exemplos de operadores com espectro singular continuo puro, varios outros casos de
operadores com potenciais quase-peridédicos foram estudados, como os modelos gerados
por substitui¢oes primitivas [3, 20]. Bovier e Ghez [4] (1993) generalizaram os resultados
de Siito [46] para algumas substitui¢bes primitivas, obtendo mais uma série de exemplos

de operadores com espectro singular continuo puro.

As tnicas técnicas conhecidas para excluir autovalores dos operadores que estamos
tratando, eram os argumentos Gordon 2-blocos e 3-blocos [19, 45| (Teoremas 1.2 e 1.3
estudados no terceiro capitulo desta dissertacao), até que no ano de 1995 Hof e outros
[25] introduziram uma nova técnica para excluir autovalores baseada na ocorréncia de
palindromos, sendo que essa nova técnica permite excluir autovalores para um conjunto
genérico no hull, entretanto nao é possivel obter resultados mais fortes como os resultados
q.t.p e uniforme, os quais podem ser obtidos aplicando os métodos de Gordon 2-blocos e

3-bocos.

No ano de 2000 foram obtidos resultados uniformes para potenciais Sturmianos [13]
e em 2001 para substitui¢oes primitivas do tipo duplicacido de periodo [11], sendo esses
resultados estudados na Secao 4.1. Apesar de nao explorarmos neste trabalho, temos
conhecimento que foram obtidos resultados uniformes para potenciais Quase-Sturmianos
[16] e também para modelos gerados por uma substitui¢do nao-primitiva estudado em
|36].

Recentemente, foi publicado em [12]|, que este operador de Schrédinger 1D quando
gerado por determinadas funcoes em um conjunto (G5 denso, possui espectro singular
continuo com medida de Lebesgue zero, sendo que para obter este resultado foi utilizada
a versao original dos argumentos de Gordon, entretanto nao analizamos tal resultado, pois

neste artigo nao estao claras as aplicacoes para o modelo estudado.

Para o caso continuo, pelo que sabemos existe somente uma generalizagao do resultado
de Gordon [23], a qual inclui este resultado original. Essa generalizagdo para os potencias
de Gordon [18| publicada no ano de 2000 permite excluir o espectro pontual do operador

de Schrodinger continuo definido como (3.11) com potenciais gerados por fungoes Holder
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continuas, funcoes do tipo escada e fung¢oes com singularidades locais.

Por fim, nesta dissertacao estudamos versoes discretas e continuas dos argumentos de
Gordon que sao ferramentas importantissimas para excluir o espectro pontual de opera-
dores de Schrédinger unidimensionais do tipo (1.1) gerado por potencias quase-periddicos,
sendo que estes representam modelos fisicos de estruturas quase-critalinas, os chamados
quase-critais, o qual tem atraido grande interesse na pesquisa cientifica. Do ponto vista
matematico, estes operadores possuem a tendéncia de ter espectro singular continuo puro
suportado sobre um conjunto de medida de Lebesgue zero, donde ainda existem problemas

em aberto como os mencionados nas tabelas 4.1 e 4.2.
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