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�������� �� +���,��	!��
 � ���� ���

�������� �� $�8& #��� ������ $9�&' ��� �� V � �� 
���	���� �� 0����	
 �	��� � ������ 


�	��	�� �
������ � 	�� ��� ������������

:��� �
�������� �� +���,��	!�� ��������� �� ��
� #%�%'
 ������ ������/�� �� ���������

���!�	�� �� 0����	 ����� ������������� 
�� -��;�	 � :������� $%<& � 
�� +=�� $9>&� ?���

��������� ���� ������� 
��� �@����� ����������� �� ��
����� �� �
 �� ����� ��� ��
� 

����� �� ���� ������ �� 
���	����
 ��	����	�� ��� � ��������� �� ����� ��� �����5�� ��

���	����2	���
 � ����� ��� ��
������ �� ��2� ������ �� 
���	����� ?���� ������� �����

��������� 	�� �������� � ��!����



�

���� ME (n) = ME,ω (n) �ω ∈ Ω ��	 � E ∈ C
 � ���
�� �� �
�����
����� ���	����� �	

	��
��	
 H �������� �� ����	 ���
�

������� ��	� ��������	
 �� �
��
� 
���
�
�� ���
��� ��� ����	�� ��� ��������� ��

���
��� �
��	��
� nk −→ ∞ � ��� �
��	��	� 1 ≤ C < ∞� 	��� ��� ���� 	
�
 k� 	�����

�� V (j) = V (j + nk)� 1 ≤ j ≤ nk 


� |tr (ME (nk))| ≤ C.

!�	"
 E �"
 # �� ��	
���
� �� H � ������� �
��$"
 �� ����$"
 Hψ = Eψ 	���� � %��


�� +∞�

������� ��
� ��������	
 �� �
��
� &���
�
�� ���
��� ��� ����	� ��� ��������� nk −→
∞� 	�� ��� ���� 	
�
 k� 	�����

V (j − nk) = V (j) = V (j + nk) , 1 ≤ j ≤ nk.

!�	"
 E �"
 # �� ��	
���
� �� H � ������� �
��$"
 �� ����$"
 Hψ = Eψ 	���� � %��


�� ±∞�

�����	 	� �
������	� �� �	
�	� ����
��	� �	�  �	
���� ��� � ���! ���������� �	�

	��
	� �
������	� �����"��	�! �������	� �����	 #��
 � �������� �� ������
	 �	����$ ��
�

�	��$	� �� ��%
&�����
 ��
��	� �	
 
	���'�� �� ��
�����
����� � �	
 ��(�������'�� �
���)

��*��� +� 
���$���	� �	(
� � �������� �� ������
	 �	����$ ��
� ����� �	��$	� ��	 	(���	�

�	( �
�� �	��	� �� *���� ����
�����! �� 	
��� �
������� �� ����
�$�����! ���� �	�	 ���,)


��	� ��
������	� �	�	$-���	�
! .���� ��
������	� �� ������
 � ����	
��� ��
������	�

�	�(����-
�	�
�

��
������ ���� '
�
 ��� ������$"
 ���� 
� �������	
� �� �
��
� 
���
�
� 
� &���
�
�

�
��������
� � (��)��� �� 
�����
��� (Hλ,α,ω) �
 	��
 ����
� ������	
�� �
� �
	�������

�	������
� �� (
���

Vλ,α,ω (n) = λχ[1−α,1) (nα + ω mod 1) ����


�� ��� 0 �= λ ∈ R, α ∈ [0, 1) # �� �*���
 �� �
	�$"
 ������
���� ω ∈ Ω = S1 � χ ���
	�

� (��$"
 �����	��)�	���� ������ 
� 
�����
��� (Hλ,α,ω) �
����� �����	�
 �
�	��� ��%�
�

���� 	
�
 ω ∈ Ω � ���� 	
�
 λ� 
� ��+�� 	��
� �� �����	��
 ���(
��� ���� ���� �
���
�

/ ���"$�� �� 	��
��	
�� (Hλ,α,ω) , ����� �	�	 �	��$	� �� .����)�
������ ��������)

��	����� 0��� �	
���� ��� ����
�$�����	 ����
�$ �� ���"$�� 1�(	����� �� 	��
��	
��! .��



� �������� 	
 ���
������

���������	� 
� ������ 	� ��

�
� α =
√
5−1
2

, ��
�
	� �
��� ����
� �
 ����� ��� �
���

�
��� �� ��
�	� �
�� 	�

��
	� 	���� ��	��� ��� ��
����
�� �
����
����

�� �
�� 	����� ��	���� �
����
��� �� ��	���� ���
	�� ��� ����
�
������ �����
��
��

�� 
�
��� 	
� �

����� 	� 
�
����� ���
 !
������
� 	� "��	�� #$������% ��	�� ��� �����$


��
	�� ��
�	
�	� � ���
��
 	��&���� ��
�
	� '
����
��� 
�
��( !��)
 ����� #�*%�

+�,� 	����� �
�
 ����� ��	���� 
�
���
��� ���� 
 �������	
	� '�����
�� ��� ��	�	


	� -������� ����( ��	� ��� ��
�	
� ��
�	� �
�
� 	�� �����

	�� ��

������	�� �
 	�����$


�
��� 	� 
������
� 	� "��	�� #$������ !.�����
 1.2%� ���
� ���
�	�� 
 �������	
	�

�����
�
� '��	�	
 	� -������� ����( ��	� ��� ���

 ��� ��
 �����/� ���
 	
 	�����
�
$

��� 	
 
�� ���
 	� 
�
��
������ 0�
�	� 
� �������	
	�� '
�� ���
 	� �����
�� ���
�
�( �

'�����
�� ��� ��	�	
 	� -������� ����( ��� ��
�	
� �����

��
���
�� �
�
 �� ��	���

	� ����1	������ �����

 /�� � �����
�� 	��
� ����
	�� , ���
���
� ������
� ���
2����

3� ��	���� �
����
��� ��� �4������ 	� ����
	���� 	� ����1	����� ��	� ������� ���
�

�������	
	�� �����
�
���

+ ������ 	� 
������
� 	� "��	�� �
�
 � �
�� 	�����
� /�� ��� �����	���	
 �� 567 �


����
	
 
� ����
	�� 	� ����1	����� +����
$8

����� 

��,� �����
� �������� /�� ��
�

��	��� ������ �����
�� ������
� ���
2��� ����� �
�
 ���

� ��
���
���� 	� ��
����
��

�� �
�� ���
2���� 9
�
��: � �
��� 5�;7 	����������
� ��
 ������ ���
2��
 �
��

���
� 	� 
������
� 	� "��	��� �
�
 ��
����
�� 	� "��	�� �����
���
	�� !/�� ������ ��

��
����
�� 	� "��	�� ������
��%� <��� ���
�
�
� /��=

������� ��	� ������� ��	 V 
 �� ���	�
��� �	 ������ �	�	��������� ������ � 
���	��

����	��	 ��	����� �	 �
�������	� H ������ 	��	
��� ������� ������

+� 
����
���� 	���� �����

	� ��� �
�
 ��
����
�� /�
��$����>	���� ��� ���/� ���
�

	� -��������� ?��� �� ��	��� 	��
� 
���� �� ��
����
� ���
	�� ��� ������� @1�	��

���
2��
�� ���	� /�� �
 ����� ��� 	�����
�
��� � �����

	� 
�
�4�=


��
����� ���� �	�� H � ��	����� �	����� ��� !���% ����	 L2 (R)� 
�� ���	�
���� ��

����

V (x) = V1 (x) + V2 (αx+ θ) ,

	� ��	 V1 
 ��
���	��	 ���	�� �	� 	 ������ �	�!��� "� V2 
 ��� #��$�� %���	� 
���!��� 	

α, θ ∈ [0, 1)� �	��� α �� �&�	�� �	 '�������	� ������ � 	��	
��� ������� �	 H 
 ������

�� �����	� �
�2
��� ��
�	
��� 
����
� �������	
	�� �����
� 	� ��
 �
�2��
 ���>	��
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	���� 	� ����1	����� 	�����
�� ���	��������
��� ���
	
 ��� ��	���� 	� ����
�$


������ �����
��
� � ��� ��

���� �
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� �� 
������� �
�2
��� 
�
���
��� 
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���������	 
��	��	 ��	 
��������	 �� ������ �
�
 �	 �
	�	 ��	����� � ��������� ����

�����	��
��	 �	 ������
	 ���� ��� � ���� �� ��
��� �
������ �	���
��	 
	 
����
���	

��		�	 
��������	 �
�
 ����
����	 H �� ����  ���!� �	 ��
�	 �������� �"����� � �	������

�����
� ��	 ����
����	 �� �	�����
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�

������� ��	
���� �
 ��
�����
� �
 ��������	
�

�� ���� ���	�
�������� �� �
���	���� 	� �����	����� 	��������� ��
��
 	���
���	��

�
���	���� �������������� ��
 
��������� ������
����	���� ����
��	� �
 ��
��� ����� 	�

�������� ��
�
 � ���
�

(Hωψ) (n) = ψ (n+ 1) + ψ (n− 1) + Vω (n)ψ (n) , �� !"

���	� Vω ∈ 
∞ (Z) �
 
�������� ����� ψ ∈ l2 (Z) � ω ∈ Ω ��	

 	� ω" #�
�� ��� Hω

� �
 �
���	�� ������	$���� � ��
���	� �
 l2 (Z)� � 
������� ��� ��
����� σ (Hω) � �


������$���� ��

���� 	� ���� 

����� ��
%���� ��
�� �����&�� �
 ����	� ����� � �������'(� 	� �
� ��
%��� ����	���

	� �
���	���� 	� �����	����� �)����'(� 2.6"� �������	�� ��� 
��������� Vω ����	�� 
��

���������'*�� 
��
������ �� ����'*�� �� ���������+���� S1� ��� 	���	� � ������ 	� ,�����

�
��� �� ��
%���� 	� �
���	���� Hω �(� 
�����
 ��
����� ��������
���� ����%���� ��

��$�� σ (Hω) = σp (Hω) ∪ σsc (Hω) 

-�
� � 
�����
�� ��$����� 	� ����� �������� � �.����� � ��
����� 
������ 	� Hω�

�� ����
� ��'(� 	���� ��
%���� ����	�
�� �
 ����
� 	��/
��� ���
�	� �
����'(� ���'�


��� �� 
�	���� 	� �����	����� ����	�� 
�� ���������'*�� 
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������ � 
�� 
���������

����
����� 0���������� 
��� �(� 
��	��
�� � ���� 
�����
�� 	� ����� ��������� ���

� �
 �������
���� 	� 	��������� ����*�� 	�� ����
����� 	� 1��	��� �� 	�
������'*��
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���	��� ���	� ��� �� �����+����� ��	� � 
���%��� ��������� �����
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2



���� �����	� 
��
�	�� �

��� �����	� 
��
�	��

�� �������� 	�
�� 
���	 ����	����� �����
��	 � ��	������	 ��	���	 ���� ��� �������

�������� �� ���������	 �� ������������ �	  ���	 	�� �!���������� ����������	 ���� �

��	��
��
������ ��		� ��������" #� ����������� � ������ �� $����� % �		������ ��	 ��&

	������	 	���� � ��	'���� �� �	������ ��	���������� �������� � �� ����������� 	���� �

�	������ ��� ������ �� (���	��� ����� �� �������� �� �	����"

�������� 	
�
 ����� Ω �� ����	
 ���
��
 �
�����
 � T : Ω −→ Ω �� �
��
�

���
�

�� � ��
 (Ω, T ) � ������
 �� ������� �������
 �
�
�����
�

��� ���
 ω ∈ Ω� 
 �
�����
 O (ω) = {T nω : n ∈ Z} � ������
 � �
���� �� ω�

���� ���� B � σ������
� ��  

�� �� Ω� !�� ������ �� �

���������� μ � �������

������
��
�� �� μ (T (B)) = μ (B)� ��
� ���� B ∈ B�

�"� !� �
�����
 ��  

�� B � ������
 ��"�
����� �� T (B) = B�

"� !�� ������ ������
��
�� � ������� �
������ �� �
�
 �
�����
 ��"�
����� ��� ���

���� 0 
� 1�

�������� 	
	
 ��#��
� $�� �� ������� �������
 �
�
�����
 (Ω, T ) � ������� �� � �
����

�� �
�
 ω ∈ Ω � ����� �� Ω� %��� � ������
 ���������� �
�����
 �� �&���� ��� '����

������ �
������� � ��#��
� $�� � ���
�������� �
�����
 �� (

 ������� � ����������

�
�����
�

) �� ���� ��� ���������  �� 	� �!�	�� ��� *���� ������ �	����������� ����� � ������

% ����		��������� �������� +,�-"

�
����� 	
�
 ���� Ω = S1 � ��
���(�
)���� �����
��� 
 $��� � �� �
�����
 �
�����


� �
�� ��
 
��
�������
 *����������
� ���
 ����
"��
 [0, 1)� ������
� � ������	+
 Tα :

S1 −→ S1 �



Tαω = ω + α (mod 1) .

,�
� α ∈ (0, 1) �

���
���� ���
� $�� �+
 �&����� �
����� ��
������� � $�� � �
���� �� $����

$��
 �
��
 � ����� �� S1� -��� ����
� � ��� �
������
 $�� � ������ �� .������� �
�
�

S1 � ��� ������ ���������� ������
��
��� �
�
 
 ������� � ���������� �
�����
� /
�


�
�� �
���� � ������ ���
� $�� 
 ������� � �������� ,

����
� (Ω, Tα) � ���
��������

�
�����
�



� �������� 	
 �����
���� 
� �����
����� �


�������� 	
�
 ���� A = {a1, ..., al} �� ��	��	
� �	�
�
 ������� ������
�� ��
���� A

��� � 
�������� ������
��

�� �� �����	
�� ai ��� �������� �� �������� �� ��
����

��� �� �����
�� �� A∗ = ∪l≥1A
l ��� �������� �� ��������
 ��	�� �� ��	��	
�� Al ���

�������� ��� �������� ��� ������� l ��
��� �� A�

���� ��	�
���� ��� |v| � ��������	
� �� ��� ������� v ∈ A∗
 �� ����
 |v| = l �� v ∈ Al�

���  ��� v, ω ∈ A∗
 �v (ω) ��	�
� � 	!���� �� �����"	���� �� v �� ω�#  �� �$�����


�aa (aabaaa) = 3��

�������� 	
�
 AN
 AZ ��	�
�� �� ��	��	
�� �	���
���� � ����
���� �� ����"	���� �	�	�
��


�������� �������� �	�	�
��
 ����� A� %�	��������� � 
�������� �� ��	����"	��� ��	
���

���� ���� �&
����

d (ω, v) =
∑
n

D (ω, v)

2|n|
, ω = (ωn) , v = (vn) , n ∈ N �� n ∈ Z,

��	�� D � �&
���� ������
� �� A� '���
 ��� ���� �&
���� �� ����(�� AN
 AZ ��� ����(��

�&
����� ������
���

���� ��� ����	
� ω ��
�� �� 
���
��� �� ��
���� ��
��� �� 
���
��� ����	
�� r, s ���

��� ω = rvs� �
����� ��� � ����	
� ��
�� v � ������� ���������� �� ��
�� �� ω�

����
��� Fω = {y : y � �� ����
 �� ω} � Fω (n) = Fω ∩An� n ∈ N� � ������ �������

�
���� pω : N −→ N0� ��

���������� � ω� � ���� ��
 pω (n) = |Fω (n)|� ��� |·| ���������
� ��
�
���
�����

�������� 	


 ����� �� ���
��� ��	)���� 
����*���� (Ω, T )
 ��� ������ ���*���� μ �

��� ��	(�� ��	���+��� g : Ω → R
 ���	���� ���� ���� ω ∈ Ω ��� ����"	��� �	�	�
�

����
���� Vω : Z → R ��� Vω (n) = g (T nω)� ,�
� ����"	��� ���� � �������� �� ����-��	���

������
� �	�����	���	�� Hω ����� l2 (Z)
 � ���� �
�� ����� ���� ψ ∈ l2 (Z) ���

(Hωψ) (n) = ψ (n+ 1) + ψ (n− 1) + Vω (n)ψ (n) . � � !

. ������� (Hω)ω∈Ω & ������� ��� ������� ���*���� �� ���������� �� ����-��	����

������� 	
�
 # ��
��
 /�	0����������� ���� (Hω)ω∈Ω ��� ������� ���*���� �� ����������

�� ����-��	���� ,	
�� �$��
�� ��	��	
�� Ω0 ⊆ Ω
 Σ,Σp,Σsc,Σac ⊆ R 
��� ��� μ (Ω0) = 1

� σ (Hω) = Σ
 σp (Hω) = Σp
 σsc (Hω) = Σsc
 σac (Hω) = Σac
 ���� ���� ω ∈ Ω0�



���� �����	� 
��
�	�� �

� ������	
��
� ���	� 
����	��� ���� ��
 �����	
��� �� ���� ����

�������� 	
�
 ��� ������� �	
���
� �� ���	���	�� �� �
�	����
�	 (Hω)ω∈Ω � 
������

������� �� ��	� 
��� ��	 ω1, ω2 ∈ Ω� � ������
�� Vω1 � � ������ ������� �� �	����������

�� Vω2�

��������	
� � ������������ �� ������� �
������ (Hω)ω∈Ω ����� �� ������������ ��

���	��� �������� (Ω, T )�

���
��� 	
�
 ���� (Hω)ω∈Ω ��� ������� �	
���
� ������� �� ���	���	�� �� �
�	����
�	�

������ σ (Hω) = Σ � σac (Hω) = Σac� ��	� ���� ω ∈ Ω�

� ������	
��
� �� ��� � �����	
� ��������� �� ω ∈ Ω ���� ��
 �����	
��� �� �� ��

!��	 � "���� ��#� ������	
�
�� ��� � �����	
� �$����	����	� ���	���� % � ����� ��
�

���
���
�� ��� ��	������� ��&� '��� ��������� % �������� (��������	����	�� ���� ���

������� �
������ �������� ������� �����'�
 �������
 ���$
� �� ������� ��
� ��	���
���

� �����	
� �� � �����	
� �$����	����	� ���	����� � ��� 	�
�� ���� �)��� � ��	��� �����	
���

*$��
+���� ��� ������������ �� ������� �
������ �
� ������� �� ����	����� �� σp (Hω)

�� σsc (Hω)� ���� �
� �,�����	���� �� ���	
�-�,������ �.���

*� 
����	���� ��� ��

� ����
�	�� �$��,� ��
��� �� �/���� �� 	��
�� ��$
� ��������

�
������� �� ���
���
�� �� "�'
0�����
 12 � ��
����� ��� $��� ��
� ���� 
����	����

���������� � ����
��	�� 	���� �� ��	��������

2��� ��� ������� �
������ (Hω)ω∈Ω� �������
� � �����
� �� ��	�+���
��

ψ (n+ 1) + ψ (n− 1) + Vω (n)ψ (n) = Eψ (n) , 3.��4

���� E ∈ C � ψ % ��� ����5���� $���	�
���

������� ��� ��

����	�� ���� �	���6���� �� 	��
�� �� ���
���
�� �� "�'
0�����
 �����-

���������� �
� 
����	���� ��� ��	�$������ ��� �����
� ��	
� � �����
	����	� �� �����7��

�� 3.��4 � �
��
������� �����	
��� �� ���
���
 Hω�

8���� ��9��
 �� ��	
�6�� �� 	
�����
5���� ��
� � ������� �� ���
���
�� (Hω)ω∈Ω�

2�9����� � ����5���� Ψ : Z −→ C2 ��


Ψ(n) =

(
ψ (n+ 1)

ψ (n)

)

� �������
���� � ��	
�6

TE,ω (n) =

(
E − Vω (n) −1

1 0

)
.



�� �������� 	
 �����
���� 
� �����
����� �


������� ��	
���
 � �
����� ����� �� ��
�� ���
�	���

Ψ(n) = TE,ω (n)Ψ (n− 1) , ∀n ≥ 1.

����� ����� 
������ �� 
�	�

��	�� 
��� ��
� ���� n ≥ 1�

Ψ(n) = TE,ω (n)TE,ω (n− 1) . . . TE,ω (1)Ψ (0) .

��
� n = 0  �������� 
�� Ψ(0) = I2Ψ(0)� ����� I2 � ���
�! ���������� �� �
��� ��

"��
� ��
� n ≤ −1� ����� �� �
����� �� ��������
�� 
��

(
ψ (n+ 1)

ψ (n)

)
= (TE,ω (n+ 1))−1

(
ψ (n+ 2)

ψ (n+ 1)

)
,

���� (TE,ω (n+ 1))−1 =

(
0 1

−1 E − Vω (n+ 1)

)
. "����� ������� ��	
���
 
��#

Ψ(n) = (TE,ω (n+ 1))−1 Ψ(n+ 1) , ∀n ≤ −1.

����� ����� 
������ �� 
�	�

��	�� 
��� ��
� ���� n ≤ −1�

Ψ(n) = (TE,ω (n+ 1))−1 (TE,ω (n+ 2))−1 . . . (TE,ω (0))
−1 Ψ(0) .

$���� ����� ��%����� �� �������� 	� ���
����

�� 	���#

ME,ω (n) :=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
TE,ω (n) . . . TE,ω (1) , n ≥ 1

I2 , n = 0

(TE,ω (n+ 1))−1 . . . (TE,ω (0))
−1 , n ≤ −1.

��
 	����������� ����� 
�� ψ  ������� �� (Hωψ) (n) = Eψ (n) ��� � ������� ��� Ψ  

������� �� Ψ(n) = ME,ω (n)Ψ (0)� ��
� ���� n ∈ Z�

&���� �� ��������� �
��
�������#

�� ' ������ ����
��� ��� �����(�� �� ������ ��
� 	��� E %)�� ������ �������� ��

�� det (ME,ω (n)) = 1� ��
� ���� n ∈ Z� ���� ����� ���
�!�� ��� �
������ �� ���
�!��

�� �
����
��	�� ��������
�� TE,ω (n)� �� 
���� �*�������� ��� ����
�������� ������

� ��



���� �����	� 
��
�	�� ��

�� �����	
���	� 	
�� ���
��
� ψ1, ψ2 	
 ������ ��� ���	���
� ��������

ψ1 (0) = ψ2 (1) = 0, ψ1 (1) = ψ2 (0) = 1,

���
��� �



ME,ω (n) =

(
ψ1 (n+ 1) ψ2 (n+ 1)

ψ1 (n) ψ2 (n)

)
.

������ ������� �

 �
 ���
���� ��������� ����
 ‖ME,ω (n)‖ ���
�
��� ��������� ����

‖Ψ(n)‖ ���� ��	� ���
��� 	� 
�
���� 	
 �
�������
�� ���� 
��
	�� � ��
����
��� 	


‖ME,ω (n)‖� 	
 �����
γω,± (E) = lim

n→∞
1

n
ln ‖ME,ω (n)‖ .

� 
!���"���� 	
��
 �����
 �
�

 	� �
�
���	� ����!� ��
#� $��%��

������� ��	
� ��������	��
�������
 ���� ���� E ∈ C� ������� ΩE ⊆ Ω � γ (E) ∈ R ��

���� ��� μ (ΩE) = 1 � ���� ���� ω ∈ ΩE� γω,± (E) ������� � ��� �
���� � γ (E)� ���� ��

γω,+ (E) = γω,− (E) = γ (E) .

& �'�
�� γ (E) ( �)���	� �������� �� ���������

������� ��		� ����������
  ����!� ��� ���� ��
�� E ∈ C� γ (E) > 0" #����� ����

���� ω ∈ ΩE� ������� ����$%�� ψ+
d , ψ

−
d �� Hωψ = Eψ �� ���� ��� ψ±

d ������ �����

������������ �� ±∞� ���������������� ��� ���� −γ (E)" &��� ������ ���� ����$�� ���

� ����������� ������������ ��� ψ+
d ����������������� ψ−

d 
 ������ ���������������� ����

+∞ ����������������� −∞
 ��� ���� γ (E)"

� 	
���������� 	
��
 �
�
���	� ��	
 �
� 
�������	� 
� $�*� �+%� ������ �� ���� 	�


!��
��
 	
 ,-��
��� ��������� �
��� 
�� �����

���� �����
�� 	� ���������
���

������.���� 	�� ���
��
� �� �� �����

� �
���� 	
 /����� 
����
�
�
 
�� ������� 
���
 � 
!��
��
 	
 ,-��
��� 
 � 
��
����

�����
���
��
 ����0�
�� 1
 ��

A = {E ∈ R : γ (E) = 0} .

& 2
�)� 
��
����� S
ess

	
 
� ���#
��� S ⊆ R ( 	
 ��	� ���

S
ess

= {E ∈ R : 
 ((E − ε, E + ε) ∩ S) > 0 ∀ε > 0} ,

��	
 
 	
���� � �
	�	� 	
 ,
�
��

� 3� ������
���� S
ess

=∅ ���� ��	� ���#
��� S 	


�
	�	� 	
 ,
�
��

 4
���



�� �������� 	
 �����
���� 
� �����
����� �


������� ��	�� ����������	
���
	���� Σac = A
ess

�

���� � ���	
����
�	 ����� ��������	 ���� ���� ��� ���� � ������	 ��������	 �	�� ���

�
�	
����	 �� �����

������� ��	
� ��
	���� �� 
� �
	������� Vω ��
 ���������
� � ���
��� �
���	� 
�

�����
 ���	
 �� ���
���� ��	�
 
 (A) = 0� �� ���	��
���� Σac =∅�

 ���� �	�	� �� �	
��������	� ��� !��"��� ��#����� �� 	�����	��� �� $�%�&��
#��

(Hω)ω∈Ω� ��'
��� �	� (���)� ��
�	 ��
���� � 	� �	��
����� Vω ���������	� ������
�	 ��


*���	 '
��	 �� ���	���� �
��	 ���	� ��������	� �
����	��� ���	� +��

σ (Hω) = σp (Hω) ∪ σsc (Hω) .

,����� +��
�	 �������	� 	 ���	 ��������� �� Hω� ��������	� ���
�� �
������ 	 �������	

�	
���� � 	 �������	 ��
#���� �	
�"
�	 Hω�

��� ���������	
�� �
�������� � ����	
�� �� S1

$��� A �� ��!�-��	� .�� ��-������
�	 ζ / ��� ������
�	 ζ : A → A∗� , ��-���0

���
�	 ζ �	���� ����
�1�� 
�������� �	� �	
����
�
�	� � A∗ � AN� ��
�	 ζ (b1 · · · bn) =

ζ (b1) · · · ζ (bn) � ζ (b1, b2 · · · ) = ζ (b1) ζ (b2) · · · �
 �2��	� +�� ζ / ��������� �� ������ k ∈ N ��� +�� ���� ���� a ∈ A� ζk (a) �	
�/�

�	�	� 	� �"�-	�	� �� A� 3�����	� ���	���
��� �� ��-������
1�� ���������� ��	 ����� �	�4

�) 5�-	
����4

ζf (a) = ab ζf (b) = a

��)  ������
�	 �� ���"	�	4

ζdp (a) = ab ζdp (b) = aa

���) 6�
7��� 
�	0���	�4

ζbp (a) = ab ζbp (b) = aaa

��) 8%��09	���4

ζtm (a) = ab ζtm (b) = ba

�) :���
0$%����	4

ζrs (a) = ab ζrs (b) = ac



���� ����������	
� ���
������ 
 �����	
� �� S1
��

ζrs (c) = db ζrs (d) = dc

�������� 	
��
 ��� �����	
�� �� ��
��������� � �� ��	�� ��� ��� �������� �� ���

��
��������� ζ �� AN� �� ����� �� �	���
�� u ∈ AN ��	 ��� ζ (u) = u


� �������	�
 �� �
 ����� ��� �� �

 ������������� ����� �
 
��
���� A� � 
������
�


���
� ��������� 	�������� ����
 �� !"#

• $����� a ∈ A �
� %�� ζ (a) 	�
��
 	�
 
 ����
 a&

• limn→∞ |ζn (a)| = +∞� ∀a ∈ A&

����
 �

�� ��
� ���
� ��%���	�
�� 	�
 �
����� ��
���	��� �
�
 	�������� �����	�
�� �
�


�� ����
����� �� '	(�)������ �*&*"&

+���
�� ��	����� u = limn→∞ ζn (a)� ����� u 
���
 ����� ��� �
 ������������ ���
�,

���
 ζ& $��������� u 
�����
��

���� �
�
 
 ��%����
� ����� ũ ∈ AZ � �������� Ω 	�
� �

	������� ��� ������ �� 
	�
��
��� ��� ��
���
�
��� �� ũ� 	�
 
 �����	���
 	��������	�


�����
��

Ω =

{
ω ∈ AZ : ω = lim

ni→∞
T ni ũ

}
.

-�.�
�� %�� Ω � � ��		 �� ω �
 AZ� ����� T � ����
��� ����� ����� AZ� ������� ���

(T ũ)n = ũn+1� ũ ∈ AZ& +�� ��������� Ω � �
 ���	������� ��	(
�� �� AZ � %�
� �

���
��
��� ����� T & / �����

 ���0
�	� (Ω, T ) � 	(


�� ������� ��
����� �� ������������

��������� � ζ& '���� ζ ���
����
� ���� �����

 ������ ��������
��� ��
 	��(�	��
� � ���


�
 �� !"� � %�
� � ���	

���� ���1��	�� ���� �� ������ ��
���� �

 
����
 �� ����
�����
��

���1��	
 ���
��
���& 2

��
� ��
�� %�� ���� �����

 � 
���

�� �� ���
� 
 1����
 �� ����

���
���� ω ∈ Ω � ����� �
 Ω& 3��
�
����� ���
 �
�
��
 �	������� �
 
���
 ω ∈ Ω

�	���� �
 ���� ω ∈ Ω&

4���
�� %�� 
 σ−
�����
 �� 5���� � ���
�
 ����� 	�������� 	��6����	��

[b0 . . . bl−1][m,m+l−1] = {ω ∈ Ω : ωm+i = bi, 0 ≤ i ≤ l − 1} ,

����� m ∈ Z, l ≥ 1, bi ∈ A, 0 ≤ i ≤ l− 1& 2�
�� %�� 
 7��	
 
����
 ���1��	
 �� 5����

μ ����� Ω �
����
.

μ
(
[b0 . . . bl−1][m,m+l−1]

)
= d (b0 . . . bl−1) ,

���� d (b0 . . . bl−1) � 
 ���%���	�
 �
 �
�
��
 b0 . . . bl−1 �
 u� ���� ��

d (b0 . . . bl−1) = lim
n→∞

1

n
� {j ≤ n : uj . . . uj+l−1 = b0 . . . bl−1} ,



�� �������� 	
 �����
���� 
� �����
����� �


� ���� � �	
��	 	�
��
�
	�
	 ����
���� ������	��� ����
�����
	�
	 �
� ������ f : A → R

	 �	������ g (ω) = f (ω0)� ��
	
�� �� ��
	������ Vω (n) = f (ωn)�

�	��
���
	�
	� ���	
�� ���	� ��	 ������� � ����
�
����� ζ ���
�
���� � �	�������

�	 ����
�
����� u ��� � �	�� ���� �� ����� 	 � ������ f ����
	 �� 
!��
� ���� �����	��

��
�� � ��
!��� �������� �	 ��	�����	� (Hω)ω∈Ω � 	�" ���� 	 
���
���

#"���� ��
�� 	�
���� � ����
����� �	 �
� ��
!��� 	�" ���� �	 ��	�����	� �	 $���%&

���"	� '(	������ 2.6)� ���������� ��� ��
	������ Vω "	����� ��� ��
��*	� �� �������	������

S1� +
 
��	�� �	 ��
���� �� �������	������ � ����
	
������ ��� 
��� ���,
	
���-

�� �
 �.
	�� �	 ��
���� ���������� α ∈ (0, 1)/

0� �
 ��
���
	�
� �	 ��
	����� β ∈ (0, 1)/

1� �
� ����
��
	 �	 ������
	�
� ��� ���� λ ∈ R�

�2��
	
 ���� 
��	���� ���� 	�����	� Ω, T, g� # ���
	��� 
��	��� �	"�	 �� �2	
��� 2.3�

�	��� Ω = S1 
 [0, 1)� 	 � ��������� Tαω = ω+α (mod 1) ���� ��"�
 ���������� α ∈ (0, 1)�

� ���� (Ω, Tα) � 	�
��
�
	�
	 	�" ����� (	���
�� � ������ g ��
� g (ω) = λ ·χ[1−β,1) (ω)�

	 	�
	� "	��
 �� ��
	������

Vω (n) = g (T nω) = λ · χ[1−β,1) (αn+ ω mod 1) .

3�
�� ������������	 �	 ��
	� �
� ��
!��� �	 ��
	������ � ������	��� � �	������� vα,β(n) =

χ[1−β,1) (αn mod 1)� n ∈ N� (	������ � ���� Ω = Ωα,β ���

Ωα,β =
{
ω ∈ {0, 1}Z : ω = limT nivα,β, ni → ∞

}
,


	
�� ��	 � ���
	
� ���,
��� (Ωα,β, T ) � 	�
��
�
	�
	 	�" ����� ��
 �
� .���� 
	����

	�" ���� μ ���� ����	 ���4��
�� ���!������� �	�� ��	������� ��� �	��	�
���� �������� 50�6�

# ������ g ��	 "	�� �� ��
	������ �	�
	 ����� � ���� ��� g (ω) = f (ω0)� ���	 f (0) = 0 	

f (1) = λ� �	��� A = {0, 1}�
7	
�� ��	 �
��� �� 
��	���� �	 ��
	� �� ��
	������ �	 (Hω)ω∈Ω ����	�����	�
	� ���

���,
	
��� α, β, λ ����� 8 ��
!���� �	 ��	�����	� �	 $���%���"	� 	�" ����� 	 
���
����

9� ���� �	 α = β 	���	�	
�� vα 	 Ωα� 	 ��
	
�� � ���
	
� ���,
��� (Ωα, T ) ��
 ��

�	���
��
	� ��
	������ ������	
��� #�"� 	2
�	
�
	�
	 ��
	�	����
	 � ��	 �� ����
�
�����

�	 :�������� � ���� ��������� � 	������	�
	 �� ���� $
��
���� ����	�����	�
	 � α =
√
5−1
2

�

�	��� a �→ 1 	 b �→ 0� (	��	 
���� �� ����	�����	�
	� ��
!���� �	 ��	�����	� ���

	������	�
	��
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� �
�	� ��

��� �����	
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�	
�

� �����	 
	 ���
����	 
� �	�
	� ����	�	� �
���� � �����������	 
� ����
�
��� �����

������� �	 �	������� � � ��������	 
	 ����	 
�� �������� 
� ������������� ���	���
�� �	

	����
	� 
����
	 �� ���� �

!	 ���	 
	� �	
��	� "�
�����	� 	
 �	
��	� ����
	� �	� �
�����
��#�� ����������$ �

��������	 
	 ����	 
�� �������� 
� ������������� �	
� ��� ���������
� �����%� 
	 ���

	 
�


� ������� 
��&���	$ �'���
	 ��������	 ����	$ 	 (
�� % ��

��
	 �	� ����
�
��� ���������

��� 
	 �	�����	�
���� �	�������� )���� ����
�
��� ����	 ��������� �	� �	�������� ����
	�

�	� �
�����
��#�� ���������� � �
� �������� �	 ���	 "�
�����	 �	
� ��� �*���
� 
���
	 �

�*�����	 �� ����#�� �	����
�
�� 
	 �+���	 
� �	����	 ������	��� ���	���
	 �	 �	��������

!���� ���

	$ ���	� ���
�� 	� ��	��
�����	� 
� �������� 
�� ��(
����� 
� ��������

����
	��� 	��
����
	 �� �����#�� ���
������$ �	���
���� �� �������� 
� ������������� ���	�

���
�� , �������� ������ �� ��� 
� ��(
������ ��������$ �����
�� �� �����#�� ���
������


�� �������� ���� 	 �-��� 
�� �������� 
� ������������� �$ �	���(
���������$ ������ �����

�����#�� ���� 	� ����	� 
����� ���������

.��� 	� �	
��	� ���	���
	� �� �
�����
��#�� ����������$ ���	� (
� ���� ��
� E �*	$

�	���
����	�$ �	� ��
�	 
� �	����	$ � ��������	 ME : A → SL (2,R)$ 
����
� �	�

ME (a) =

(
E − f (a) −1

1 0

)
.

/��	� 
��	��� ���	 ����	 �-��	�	 � ��������	 ME : An → SL (2,R)$ 
����
� �	�

ME (ω) = ME (an) · · ·ME (a1) , ���0 

���
	 ω = (a1 · · · an)� � ��������	 ME ������� ����	

��� 
�� ���	 ��

��
� 
� ζ �	���

	 �	�1
��	 ������ 
� ME �	� ζ (ME (ω)) ≡ ME (ζω)$ 
	�
� ζn (ME (ω)) = ME (ζn(ω))�

2���� �	
	$ 
���
	 � �(
���	 ���0 ���	� (
� � ���	 
� ζ 
���� 
� ������� 
��&���	

�	��� SL (2,R)|A|$ 
��
� (
� ME (ζn(a)) �	
� ��� �*������
	 �	�	 ��	

�	 
� ��������

ME (ζn−1(a))$ a ∈ A�

� ��3���� 
���� ������� 
��&���	$ �� �����-��	 �	
���� ��	

��� �	
� � ���	�����	 
��

��1�
� �	��� 	 �������	 
	 	����
	� ���� � )��������	$ �� ��3���� �	
� ��� �*����������

�	������
	 ������'�� �	� ���� ������� 
����������$ � �*���� � �������� 
� �� ������ ����


� �	�	 ������� 
��&���	 �	� ���� �	� ����	� 
�� �������� ME (ζn(a))�

2�����	�$ ���� ��
� ω ∈ A∗$ xE (ω) = tr (ME (ω))� !��
��������$ �	
��	� ��������

xn
E (ω) = tr (ME (ζnω))$ � 	��������� �	
��	� �����
�� � ���	 
� ζ$ �	�	 ζ

(
xn−1
E (ω)

)
=



�� �������� 	
 �����
���� 
� �����
����� �


xn
E (ω)� �� ���	���
 ����	 
�� ��� ������ ��	 ��������� �����	�	 �� ζ

(
xn−1
E (a)

)

 ����

������ �� xn−1
E (a)
 �� ���	
 	 ��	���	��� ����	 	��� �� ζ ���� �� ������	 �������� ��

R|A|� �����
 ��	��� ���� ��� ��� �����
�� ������ ������� �������	� �� �� ��������

!���� Ã ⊂ A∗ �	� ��� �	�	 ���� ω ∈ Ã
 xn
E (ω) ���� ��� �������	�� ���� ��	 ������ ��

xn−1
E (ω)
 ��� ω ∈ Ã
 �� ���	
 	 ��	���	��� �� ζ ���� �� ������	 �������� �� �� R|Ã|�

"	� ������	 �������� � �#	�	�� �� 	����	��� ��	���

������� �	
�	 �� ���� �� ����	
	�
��� �
 �
������
� 	
��� ��


ζnf (a) = ζn−1
f (ab) = ζn−1

f (a) ζn−1
f (b) ,

ζnf (b) = ζn−1
f (a) .

���� �
���
���� � ��	����� �
��	����

xn = tr
(
ME

(
ζnf (a)

))
yn = tr

(
ME

(
ζnf (b)

))
zn = tr

(
ME

(
ζnf (a)

)
ME

(
ζnf (b)

))
.

�
��� ��


xn = tr
(
ME

(
ζn−1
f (a)

)
ME

(
ζn−1
f (b)

))
= zn−1




yn = tr
(
ME

(
ζn−1
f (a)

))
= xn−1.

������ ������ ��


tr (M1M2M1M3) = tr (M1M2) tr (M1M3) + tr (M2M3)− tr (M2) tr (M3) ,

�
��� Mi ∈ SL (2,R) , i = 1, 2, 3� ��	
��� ��


zn = tr
(
ME

(
ζn−1
f (a)

)
ME

(
ζn−1
f (b)

)
ME

(
ζn−1
f (a)

))
= xn−1xn − xn−2.

�
�	
 
�
���� ��� � ��
�
�� ����
�� � �����
	� �� ��
 zn = xn+1 ���
�� 	
��� � �
������


��
!��
�	
 xn = zn−1 = xn−1xn−2 − xn−3� 
�!��!
��� ���
�	
 x"!��
�!

� 



���� ������	
� �
�	� ��

������� �	
�	 �� ���� �� ����	
	�
��� ��
�
����� �� 
������� 	���� ���

ζndp (a) = ζn−1
dp (ab) = ζn−1

dp (a) ζn−1
dp (b) ,

ζndp (b) = ζn−1
dp (aa) = ζn−1

dp (a) ζn−1
dp (a) .

���� �
�
�
���� � ��	����� ����	����

xn = tr
(
ME

(
ζndp(a)

))
yn = tr

(
ME

(
ζndp(b)

))

������ � ������� �� ���������
�	��� ��	���� ���

yn = tr
(
ME

(
ζn−1
dp (a)

)2)
= tr

(
ME

(
ζn−1
dp (a)

))
tr
(
ME

(
ζn−1
dp (a)

))− tr (I)

= x2
n−1 − 2.

������ ������ � 
���	
����

tr (M1M2) = tr (M1) tr (M2)− tr
(
M1M

−1
2

)
,

����� Mi ∈ SL (2,R) , i = 1, 2� ��	���� ���

xn = tr
(
ME

(
ζn−1
f (a)

)
ME

(
ζn−1
f (b)

))
= tr

(
ME

(
ζn−1
f (a)

))
tr
(
ME

(
ζn−1
f (b)

))− 2

= xn−1yn−1 − 2.

 ���� ��� ! 
���
�� ��
�
�� � ��"���	� ����� � �������� ���
#����	� xn = x3
n−1−2xn−1−2�

��#��#���� �����	� x�#��
$#�
�%

���� � ���� 	�� 
���
����� ����	�� 
�� �������� 
� �����
����
���� ������� �������


��
���	�	�� 
��� � &��� �������
�� ��
��	��� � ��
�
��� �� ������� ��
��
��	�� 	�

α ∈ (0, 1) �������
���

α =
1

a1 +
1

a2+
1

a3+···

� �!"

��
	� an ∈ N �
�����
�� 	������
�	���



�� �������� 	
 �����
���� 
� �����
����� �


� �����	
���� ��
	���� ����
	��� αn = pn
qn

� ����	�� ����� �������� ��
���	����

p0 = 0, p1 = 1, pn = anpn−1 + pn−2

q0 = 1, q1 = a1, qn = anqn−1 + qn−2. �����

����	
�� �� �������� sn ����� � �� ���!� {0, 1} ���

s−1 = 1, s0 = 0, s1 = sa1−1
0 s−1, sn = sann−1sn−2, n ≥ 2. ���"�

#
 ���!	
����$ � ������� sn �����	 
�
��	
��!� qn$ n ≥ 2� ����� 
���$ ����
�� ����	�

�
� ��%�&�
	� 	���	!� ��	��!���� �� ��'�	�!�  ��
�$

u = uα = lim
n→∞

sn.

� ��'�	�!� ������	��� ����
	��� uα$ �� ��(�$ �� �������� sn$ 
�
 � ���� )!��
	��� Ωα�

���������� 	
��
 vα �������	 
��� {1, 2, 3, . . .} �	�
���� �	� uα�

� ��
���!����� ���!� �����!��� ��
��!��*�� �
 +�,�

���������� 	
�

 ���� ���� n ≥ 2� snsn+1 = sn+1s
an−1
n−1 sn−2sn−1�

������������
� ��
���!����� ��'�� �	��!�
��!� �� �%����� ���"�� ��  �!�$

snsn+1 = sns
an+1
n sn−1 = san+1

n snsn−1 = san+1
n sann−1sn−2sn−1

= sn+1s
an−1
n−1 sn−2sn−1.

#�
������� sn = s1n . . . s
qn
n $ ����	
�� �� 
�!�	-�� �� !��� ��&�
	� ME (sn) 
��������*

���!�� �� �������� sn ���

ME (sn) =

(
E − λsqnn −1

1 0

)
× · · · ×

(
E − λs1n −1

1 0

)
.

�'���$ �
� %���!�� ��!���� ���� ��� ����	���� � %��� � ������� �� ����
!�� 
�


� 
��(��!� ��� ����'	�� ���� � !���� ��� 
�!�	-�� �� !���� ��&�
	� � �	
	!���� .����

���!	��$ /��	����� � ��!��� ��
���!����
 �
 +�, �
� 	'������� ��!�� ����� 
��(��!��

���� �� 
������ '������ ��� ��!��
	�	� )!��
	����� 0�	� ����	
	!�
��!�$



���� ������	
� �
�	� ��

���������� 	
��
 ���� (Hω)ω∈Ω ��� ����	
� ���
�
�� �� ���������� �� ������
���� �����

�
����� ����� ���� λ, α ���������������� ��
��� ��� ��������� Cλ ��	 ���

σ (Hω) = {E : |tr (ME (sn))| ≤ Cλ ∀n} .

������� ��� �� ����
��� xn = tr (ME (sn))� yn = tr (ME (sn−1)) � zn  tr (ME (snsn−1))�

�!����� ���

max{|xn|, |yn|, |zn|} ≤ Cλ.

������ � 	
�� �
� ��������� ���� �� ������� ���������� �� ������������� �����������

��������� ���������� ���������� �� �������� ��� ��� ���!"���� � #
��!$����� ��� �����!

��������� �� ��������� ����� ��� � ��������% &���������� ������� '�� ��� �� ���(� �

��������� ��� )������ �� ����*��� �� �������� �� ��� �����+�� *����� ��� ��� � ������!

��� ���� ��� �����'�,����% -���� �������� � ��������� ����� ��������� � ������� ��

������������ ��������� �+��� ������ ��� �����*�� ������� . "��������� 2.19%



��������

�

��������	
 �� �	��	�

�� ������	
�� �� 
����	 ��� ��
���� ����	����� ���� ������� � �����
�� ��	
���

��� ���������� �� �������	��� �� �� 
��� ������ ���
� ����
��� ����� �	������ �������

���� �� ������
�� � ��� ������ ��	
�	�� ��� ������	
�� �� 
����	! ��	�� "�� 	����

�#$�
��� ��	���
� �� ��
���� �� ����	�
��% �� ��� ������	
�� �� 
����	 &'#����� � ('

#����� �)������� ��& � ��(� � 
��#�� ��� ������ ������
� �� ������	
� �� 
����	!

�����	
� 	� ��*��+	��� ,-.�

�� ����	�� ��%�� ��
������ � ���� ��	
�	�� �	�� �	�������� � �����
��� �� ����	�/

� �
��0 ,�1. ��#�� ��� ������ ��	
�	�� ���� ����� �� ������	
� �� 
����	! ���� ��'


�	����� �� 
����	 ��	�����0���� ���2	�%�� 3.4�! � "��� �������� �� �����
���� �����	���

��� ��
�	����� �� 
����	� )�� �����
��� ����	
� "�� �� ���������� �� �������	��� ��

���������� � ��
�	����� �� 
����	 ��	�����0���� 	�� ������� ��
�������� �)������ 1.4��

��� ������� 	
�����
�

���
� ��%�� ��
������ � ����	�
��%�� �� �����
���� ����	����� �� 	���� ���$�
�! ����

�� ������	
�� �� 
����	 &'#����� � ('#�����! ��	�� "�� ����� ���� ��
���� ����� ���

�
���0���� ���� ������� ��
�������� �� �����
�� �� �������� �� �������	��� ������
� ��!

� �������� ��� ����
�%�� �� ���� #����� �� ��
�	����! $�	
���	
� ��� ����
�%�� �� 
��%�

��� ��
��0�� �� 
��	�*��+	���! � � ����	�� ��� ����
�%�� �� 
�+� #����� �� ��
�	���� �,�3.��

4��� � ������%�� ���
�� ��
���� ����� 2��� �� �����	
� �� *������ ���5���� (Hω)ω∈Ω! �

&3



���� ������� 	
�����
� ��

���� ���� ��	
����
 
���	��� V : Z → R ���������� � ��
����� �
 ���������
�

(Hψ) (n) = ψ (n+ 1) + ψ (n− 1) + V (n)ψ (n) , �����


 � 
������ ��� ��	���
��
�

(Hψ) (n) = ψ (n+ 1) + ψ (n− 1) + V (n)ψ (n) = Eψ (n) , �����

���
 E ∈ C� �
 ���� ���
��� �� ��
 ��� �
�	� ���� ��� ��� 
�� 
��!���� �
 ��
�����
�

�
 ���������
�" �
#����� �� ��	��$
� �
 	�����
�%���� ME (n) = ME,ω (n) �ω ∈ Ω #&���

'
��� ��
 ψ ( ��
���� �
 (Hψ) (n) = Eψ (n) �
" 
 ���
�	
 �
" Ψ ( ��
���� �
 Ψ(n) =

ME (n)Ψ (0)" ����
 Ψ(n) =

(
ψ (n+ 1)

ψ (n)

)
" ���� 	��� n ∈ Z�

���� ���� ���� ME (n) � �����	 
� �����
������� �������
� �� �����
�� H � �����
���

Ψ : N −→ C2 ��� ���������� ��

‖Ψ(2n)‖ ≥ 1

2
�� ‖tr (ME (n))Ψ (n)‖ ≥ 1

2
���� ��
� n ∈ N,

�����

max (‖Ψ(2n)‖ , ‖Ψ(n)‖) ≥ 1

2
min

(
1,

1

|tr (ME (n))|
)
.

���	
��
���	�)���� ����� ��
 ���� 	��� n ∈ N"

‖Ψ(2n)‖ ≥ 1

2
�� ‖tr (ME (n))Ψ (n)‖ ≥ 1

2
.

*�	��

max (‖Ψ(2n)‖ , ‖Ψ(n)‖) ≥ 1

2

��

max (‖Ψ(2n)‖ , ‖Ψ(n)‖) ≥ 1

2 |tr (ME (n))| .

+��	��	�"

max (‖Ψ(2n)‖ , ‖Ψ(n)‖) ≥ 1

2
min

(
1,

1

|tr (ME (n))|
)
.

,����" �
�������� � '
��
�� 1.2 ������
�	�� �
 -����� �./
����" 
�������� ��

0�	��������" 
� ��
 ������
����� ME (n) � ��	��$ �
 	�����
�%����" #&���� �� ��	
����




�� �������� 	
 ����
����� �� ������

V � �� ������	 E ∈ C ���
����
� �
 

�	��
	 H ������
 

	 ������ 
��� ���
� � 	�
�����


�� ��
�
� �
 

������� 
�	� ��� ��������� nk −→ ∞ � ��� ��������
 �
 �	��
 ���

���	���� �� �	�����	������ ����
 
����
� �
� ����� ��
������� ��� E ��
  �� ���
!��
	

�� H� 
� ��"�� 
 ��
���	
 

����� �� H  !���
� #�"��
� � ���
���	���
 ����� 	�������
�

��������	
���
������	 1.2� $�%� �� ������	 E ∈ C � ��� �����
 �������� �

���&

����� V : Z −→ R� ���
����
� �
 

�	��
	 H� #��
� ��

	 ��� E  �� ���
!��
	 �� H�


� ��"�� �%���� ψ ∈ l2 (Z)− {0} ��� ���

(Hψ) (n) = Eψ (n) .

'��	�!���
 ���� ������
 �� ��	�
� ��� ���	���� �� �	�����	������ ���
� ���

Ψ(nk) = ME (nk)Ψ (0) .

(
�
 ME (nk)  ��� ���	�� ����	��� �� 
	��� 2� 

���
� ���	�!�	 ��� 

���)��


��	����	*����
+

p (λ) = λ2 − tr (ME (nk))λ+ 1.

'���
� 
��
 ,�
	��� �� (�-��-&.�����
��

ME (nk)
2 − tr (ME (nk))ME (nk) + I = 0. �����

/0
	�� ��

��
 ��� V (j) = V (j + nk)� 1 ≤ j ≤ nk� ��!��
 � �������
 ��� ���	���� ��

�	�����	������

ME (nk)
2 = ME (2nk) ,

� �����������
 �� ������
 ����� 
����
�

ME (2nk)− tr (ME (nk))ME (nk) + I = 0.

(
�����	���
 
 !��
	 ������� Ψ(0)� �
� ‖Ψ(0)‖ = 1� � �
������
&
 �� ������
 �����

���
� ���

Ψ(0) = tr (ME (nk))Ψ (nk)−Ψ(2nk) .

1���� �
�
� 
��� ����0������� �	���0���	 ���
�

1 ≤ ‖tr (ME (nk))Ψ (nk)‖+ ‖Ψ(2nk)‖ .



���� ������� 	
�����
� ��

������

‖tr (ME (nk))Ψ (nk)‖ ≥ 1

2
�	 ‖Ψ(2nk)‖ ≥ 1

2
.


� tr (ME (nk)) = 0� ��
�� ‖Ψ(2nk)‖ ≥ 1
2
� � �	� ���
����� � ��
� �� ψ ∈ l2 (Z)� 
�

tr (ME (nk)) �= 0� ��
�� ���� ���� 3.1 
����

max (‖Ψ(2nk)‖ , ‖Ψ(nk)‖) ≥ 1

2
min

(
1,

1

|tr (ME (nk))|
)
.

��� ����
��� |tr (ME (nk))| ≤ C� ���� 1 ≤ C < ∞� ��
��

min

(
1,

1

|tr (ME (nk))|
)

≥ 1

C
.

�����

max (‖Ψ(2nk)‖ , ‖Ψ(nk)‖) ≥ 1

2C
.

���� �	���� nk −→ ∞ 
���� �	� ‖Ψ(nk)‖ −→ 0� ���� ψ ∈ l2 (Z)� � ���� � � !��� "

	�� ������#�� ���
$�	� ���	� �	�

1

2C
≤ lim

nk→∞
max (‖Ψ(2nk)‖ , ‖Ψ(nk)‖) = 0,

� �	� " 	�� ���
����#���

���
��
�� �����	$��� �	� E ��� ���� ��� 	� �	
�%���� ���� H� � ���� ����� �&�	���

����	�� ���	#�� �� ��	�#�� Hψ = Eψ ���� 
����� � ���� �� +∞�

��
��
��
�� �� ���	��� ��
	�#'�� ���� ��� 	�� 
����� ���������� ����
�� � 
��#�

�� ��
��� �� 
�������(���� ME (n)� ��
��� ����)�� 
��
�� �����
��� 	�� ����
�#�� ���

%������ �� ��
������ V * ���	����� ����� 
���� � ���	���
� �� +����� �)&������ ,�-����

� ������
��#�� �� .������ 1.3 /��	������ �� 0�
���	#��1�

��������	
���
������	 1.3�2� ���� �� ���� � ������
��#�� �� .������ 1.2� %����

�	��� �	� E " 	� �	
�%���� �� H� �	 ��-�� �!��
� ψ ∈ l2 (Z)− {0} 
�� �	�

(Hψ) (n) = Eψ (n) .

�����%���� ��
� ��	�#�� �� 
����� ��� ��
����� �� 
�������(����� 
���� �	�

Ψ(nk) = ME (nk)Ψ (0) .



�� �������� 	
 ����
����� �� ������

�� ����� �	
�� ��� 
� ���	
��
���	 �	 ��	
��� �
��
�	
� 	����	�

ME (2nk)− tr (ME (nk))ME (nk) + I = 0. �����

���� �������� �� 
�������	 �	� ��	�	� �	� 	 �	��
���� V � ���	� ���ME (nk)ME (−nk) = I�

������
�	 Ψ(−nk) 
� ������	 ������ 
������ ���

tr (ME (nk))Ψ (0) = Ψ (nk) + Ψ (−nk) .

 	��
�	 ‖Ψ(0)‖ = 1� ���� ����!������� �
��
!���
 ���	�

|tr (ME (nk))| ≤ ‖Ψ(nk)‖+ ‖Ψ(−nk)‖ . ���"�

��
� 	� #��	
�� �� nk �� ��� |tr (ME (nk))| ≥ 1� �	
 ���"�

‖Ψ(nk)‖+ ‖Ψ(−nk)‖ ≥ 1,

�
��	

‖Ψ(nk)‖ ≥ 1

2
	� ‖Ψ(−nk)‖ ≥ 1

2
.

�!	
�� ��
� 	� #��	
�� �� nk �� ��� |tr (ME (nk))| ≤ 1� ������
�	 Ψ(0) 
� ������	

����� ��!�� ���

1 = ‖Ψ(0)‖ ≤ ‖Ψ(2nk)‖+ ‖Ψ(nk)‖ ,

�	!	

‖Ψ(nk)‖ ≥ 1

2
	� ‖Ψ(2nk)‖ ≥ 1

2
.

�	
��
�	� ��
� �	�	 nk�

max (‖Ψ(2nk)‖ , ‖Ψ(nk)‖ , ‖Ψ(−nk)‖) ≥ 1

2
.

������ ���
�	 nk −→ ∞ ���	� ��� ‖Ψ(nk)‖ −→ 0� �	�� ψ ∈ l2 (Z)� $	�	 
	 ��	
���

�
��
�	
 ���	 
	� ��#� � ��� �	
�
�����	� �	��

1

2
≤ lim

nk→∞
max (‖Ψ(2nk)‖ , ‖Ψ(nk)‖ , ‖Ψ(−nk)‖) = 0.

����� �	
��� �	
���%�	� ��� E 
�	 �	�� ��
 �� ���	#��	
 ��
� H� � ��� 
�
����

�	����	 �� ������	 Hψ = Eψ �	�� ��
��
 � &�
	 �� ±∞�



���� ������� 	
�����
� ��

������ 	
����
 �� �
��
�� ������ ��� ����� 	
�
�� ��
��
�� ��
 �����
���
 �
 ����

��� ��� ���� � ��
����� H �
����� ��� �� !"� ���
 ���
��
���

 ��� ��������#�� $�������


 �
��%���� �� ���
����$ V � 

��� ��

&	
$ 
��$��� �
 ����	�$��

 �

������
 �� ��
�����

H 

������� ��	� ����� V (n) � Vm (n)� ���� m ∈ N� 	�
��
���	 ��������	 	���� Z ��	�� ��

n ∈ Z�� ����
����	

�� Vm ���������� ��� ������� Tm → ∞�

�� supm,n |Vm (n)| < ∞�

�� sup|n|≤2Tm
|Vm (n)− V (n)| ≤ m−Tm�

 
�!� 
���
��� 	���"!� ψ �= 0 �� �
��"!� ��	 ����#�����	 �� �" 	���$�%

lim sup
|n|→∞

|ψ (n+ 1)|2 + |ψ (n)|2
|ψ (1)|2 + |ψ (0)|2 ≥ 1

4
.

'��� ��� ��$���#�� �� (
��
�� 3.2 �
��
 )�
 � ���
$� �$��
��*��+�
�� ���� �
���


�
�$�,�#-

 �� ���
����$� ��

�� 

�
���� ������$ 	�,�� �	
�� .
#�� / �" 


��� ���� ���� M ∈ SL (R, 2) � x �� #���� �
��&����  
�!�

max
(‖Mx‖ , ∥∥M2x

∥∥ , ∥∥M−1x
∥∥ , ∥∥M2x

∥∥) ≥ 1

2
.

�����
�������0
$� (
��
�� �
 '�$
1�2���$���� �
��
 )�


M2 − tr (M)M + I2 = 0. �� 3"

�

��� 

 |tr (M)| ≥ 1� 

�� K = 1
|tr(M)|  4����� ��$������ M−1 
 � 	
��� ����5��� x ��


)��#�� �� 3"� �
��


x = K
(
Mx+M−1x

)
.

6



 �����

1 = ‖x‖ ≤ |K| (‖Mx‖+ ∥∥M−1x
∥∥) �� �"

≤ ‖Mx‖+ ∥∥M−1x
∥∥ . �� 7"

8���� ‖Mx‖ ≥ 1
2

�� ‖M−1x‖ ≥ 1
2
 



�� �������� 	
 ����
����� �� ������

������ 	
 |tr (M)| < 1� ���
����� x �� 
������ ����� �
��	 ��


x = tr (M)Mx−M2x.

���	
��
��
�
��
�

1 = ‖x‖ < ‖Mx‖+ ∥∥M2x
∥∥ .

����� ‖Mx‖ ≥ 1
2
�� ‖M2x‖ ≥ 1

2
� ���������

max
(‖Mx‖ , ∥∥M2x

∥∥ , ∥∥M−1x
∥∥ , ∥∥M−2x

∥∥) ≥ 1

2
.

��������	
���
������	 3.2� �
��� ψ 
 ψm 	���� 
	 �� 
������ �
 ����!����
	 Hψ =

Eψ� ��"�	 ��� �	 �
	��	 ����
� 
	 
�
�
�
	 	��
	#�$
��� |ψ (1)|2 + |ψ (0)|2 = 1� ����

��	 ��	�	 ���
�
��
	� ���	
�
�
��	 �	 	
��%��
�	

Ψ(n) =

(
ψ (n+ 1)

ψ (n)

)
, Ψm (n) =

(
ψm (n+ 1)

ψm (n)

)
.

&����� ��
�
$���� �	 ����
$
	 �
 ����	#
�%��
�� ���
��	 
	��
!
� � 
������

Ψ(n) = ME (n)Ψ (0) .

'
 ���� ��(����� �
��	 ��
 Ψm (n) = Mm
E (n)Ψ (0)� ��� 
������ 	�"�
 n ) ��		*!
�

��	���� ��


‖Ψm (n)−Ψ(n)‖ ≤ |n|C |n−1| sup
n,m

|V (n)− Vm (n)‖ ‖Ψ(0)‖ ,

	
��� C = max|i| (‖TE (i)‖ , ‖Tm
E (i)‖)+ |i| = 1, . . . , n� ����� �	���� � ,
�-�
	
 �

� �
��	

sup
|n|≤2Tm

‖Ψm (n)−Ψ(n)‖ ≤ sup
|n|≤2Tm

|n|C |n−1|m−Tm

≤ sup
|n|≤2Tm

|n|eC|n|m−Tm

= 2Tme
2CTmm−Tm .

&�����

max
a=±1,±2

‖Ψm (aTm)−Ψ(aTm)‖ → 0, ���.�



���� �����	 
	��
��� ��

������ m → ∞	 
����
 ���� ������������� �� ��������� Vm � ���� ���� 3.3

max
a=±1,±2

‖Ψm (aTm)‖ ≥ 1

2
. ��	���

�����
 ����� �������� ��	 � � ��	���
 ������!��� ���

lim sup
|n|→∞

|ψ (n)|2 + |ψ (n+ 1)|2 ≥ lim sup
|n|→∞

max
a=±1,±2

‖Ψ(aTm)‖2 ≥ 1

4
.

��� �����	 
	��
���

"���� ����� #���� ������� ��� ��������$���� �� ��������� �� %����� �������� ���� �

�������� �� &�'�(������ �� )����

H = − d2

dx2
+ V (x) , ��	���

������� ��*�� L2 (R)
 ��� �� ��������� V : R → R ���������� ������+#�� � V ∈ L1
loc�	

,��������������
 ������� ������������ �� ���������� �� )����

V (x) = V1 (x) + V2 (αx+ θ) , ��	���

���� V1 � V2 ��� ���������� ������+#���
 ������� ���!��� � � α, θ ∈ [0, 1)	

&� α = p
q
- ��������
 ����� � ��������� V ��� ���!��� q � H ������ �������� �*������.

����� ����!��� ����	 &� α - ����������
 ����� � ��������� - �����.����/����
 � � ��������

��� ����0���� � ��� �������� ����!���	 ,��������������
 ������� ������������ �� �-��.

��� ��� �������� �1����� �� ����#������ ���������� � H
 �� ��2�
 �*������ ��� � ��������

������� �� H - #�$��	

%����� 3��4 ���������� ��� � �������� H ��� ������ ����#������ �� V - �� ���������

�� %����� �5�6����� 1.1�	 ,��� � ���� �������� ��������� ��� ������ ���������� � ����

���!���� ������ �-����� ��� �������� �1����� �� ����#������ ���������� �� �������� ��

&�'�(������ H	 5� ������� �����'����
 #���� ������� ��� ��������$���� �� ���������

�� %�����
 ���� ���������� H �� )���� ��	���
 ��� ���������� V ��6����� �*��1�	

�������� 	
�
 ������� �	� V 
 	� ����
���� �� �����
 ��
��������� �� V ∈ L1
loc,unif (R)�



�� �������� 	
 ����
����� �� ������

���� ��

‖V ‖1,unif = sup
x∈R

∫ x+1

x

|V (x)| dx < ∞,

� ������	 
������
�� V m� �� 
������� Tm → ∞� �
�� ���

lim
m→∞

eCTm

∫ 2Tm

−Tm

|V (x)− V m (x)| dx = 0, ������

����� C �	
 �����
��� 

��
��
�
�

�	
�
�
��
� ���� ���
���
	 �
 ������ � �� ���
���
	 �
 ������ �
�
�
	��
��� ����

��
��� m → ∞

eCTm

∫ 2Tm

−Tm

|V (x)− V m (x)| dx ≤ eCTm3CTm

mTm
→ 0.

���� ���� ��
���
 ��� V ∈ L1
loc,unif (R) � ���
 Hψ = Eψ ��	 ψ ∈ L2 (R)� ������

|ψ (x)|2 + |ψ′ (x)|2 → 0,

��
��� |x| → ∞�

� �
������
��� �
��
 	
�
 �
��
 ��� �
��
�
� ����� 
 ����� �
  !�"�

���� �� �
�� �	#�����  ��"� $
��� �����
� ��
 �
 V � �� ���
���
	 �
 ������ �
�
%

�
	��
��� 
���� �
�
 ���
 
�
���
 E 
� ��	��&
� �


−ψ′′ (x) + V (x)ψ (x) = Eψ (x) ����!�

��� �
��
� 
 �
�� ��
��� |x| → ∞� �� �
'
�

|ψ (xm)|2 + |ψ′ (xm)|2 ≥ D

�
�
 ��
 �����
��
 D > 0 
 ��
 �
��(���
 (xm)m∈N 
 ��
	 �)
�
�
 |xm| → ∞ ��
���

m → ∞� *����� ��� 
+���
� ��	��&
� 
� L2 (R)� ���� �
 ψ ∈ L2 (R) ���	��
��
 �
	�

,
�
 3.5 ��
 |ψ (xm)|2 + |ψ′ (xm)|2 → 0� ��
��� |xm| → ∞�

-�+�� ���� ���
���
�� W1 ∈ L1
loc,unif (R)� W2 ∈ L1

loc (R) 
 ��
 
�
���
 E� ������
�
���


� ��	��&
� ψ1, ψ2.

−ψ′′
1 (x) +W1 (x)ψ1 (x) = Eψ1 (x)

−ψ′′
2 (x) +W2 (x)ψ2 (x) = Eψ2 (x) ,



���� �����	 
	��
��� ��

��� �� ���	
��
� 
�
�
�
� ψ1 (0) = ψ2 (0)� ψ
′
1 (0) = ψ′

2 (0)�

|ψ1 (0)|2 + |ψ′
1 (0)|2 = |ψ2 (0)|2 + |ψ′

2 (0)|2 = 1.

���� ���� ������ C = C
(
‖W1 − E‖1,unif

)
��� 	
� ���� �
�
 x� ���
�

∥∥∥∥∥
(

ψ1 (x)

ψ′
1 (x)

)
−

(
ψ2 (x)

ψ′
2 (x)

)∥∥∥∥∥ ≤ CeC|x|
∫ max(0,x)

min(0,x)

|W1 (t)−W2 (t)| |ψ2 (t)| dt. ������

���	
��
���	�����
	
�
��� x ≥ 0 ��� ��	
�����
� ���� x < 0 ��� ���
���� �
���

(
ψ1 (x)− ψ2 (x)

ψ′
1 (x)− ψ′

2 (x)

)
=

∫ x

0

(
ψ′
1 (t)− ψ′

2 (t)

(W1 (t)− E)ψ1 (t)− (W2 (t)− E)ψ2 (t)

)
dt =

=

∫ x

0

(
0

(W1 (t)−W2 (t))ψ2 (t)

)
dt+

∫ x

0

(
ψ′
1 (t)− ψ′

2 (t)

(W1 (t)− E) (ψ1 (t)− ψ2 (t))

)
dt =

=

∫ x

0

(
0

(W1 (t)−W2 (t))ψ2 (t)

)
dt+

∫ x

0

(
0 1

W1 (t)− E 0

)(
ψ1 (t)− ψ2 (t)

ψ′
1 (t)− ψ′

2 (t)

)
dt.

�����

∥∥∥∥∥
(

ψ1 (x)− ψ2 (x)

ψ′
1 (x)− ψ′

2 (x)

)∥∥∥∥∥ ≤
∫ x

0

|W1 (t)−W2 (t)| |ψ2 (t)| dt

+

∫ x

0

∥∥∥∥∥
(

0 1

W1 (t)− E 0

)∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥
(

ψ1 (t)− ψ2 (t)

ψ′
1 (t)− ψ′

2 (t)

)∥∥∥∥∥ dt.
 
!� !
�� 	
 "���#�!! $%&' ��(
���

∥∥∥∥∥
(

ψ1 (x)

ψ′
1 (x)

)
−

(
ψ2 (x)

ψ′
2 (x)

)∥∥∥∥∥ ≤ e

∫ x
0

∥∥∥∥
(

0 1

W1 (t) − E 0

)∥∥∥∥dt
∫ x

0

|W1 (t)−W2 (t)| |ψ2 (t)| dt.

)
��
 ��	�� ����!*+��� ,*
 
-
�(
 *� ��!�� C = C
(
‖W1 − E‖1,unif

)
(�! ,*
 � �
!����

������ . ��(
�/

(��

0� !
�� ��
��� ���
������ ,*
 ��	
��� ���(��!�� � 	
/
�
��� 	
 ��!*��
� 
� (
�1

��� 	�� ���	
��
� 	
 *�� 
�(
���! 
���!�
�	� � 	
/
�
��� 	�� ��(
��
�
�� 2*(�� /�(�


����(��(
 ���� � 	
����(����� 	� �
��
�� 1.4 . ,*
 ���� ��(
��
�
� �
�
�	
���� (
���

���3
�
�
�(� ����
 � ����� 	� �
(�� ��!*��� (ψ (x) , ψ′ (x))T 
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 �������

���� ���� ������� W �� ��	
����
 ��� �
����� p 
 E ��� 
�
���� ����	������ ��	��

	��� ��
���� �


ψ′′ (x) +W (x)ψ (x) = Eψ (x) , ������

�����
����� �� �
�	��� ��
 |ψ (0)|2 + |ψ′ (0)|2 = 1� ��	����� � 
�	���	���

max

(∥∥∥∥∥
(

ψ (−p)

ψ′ (−p)

)∥∥∥∥∥ ,
∥∥∥∥∥
(

ψ (p)

ψ′ (p)

)∥∥∥∥∥ ,
∥∥∥∥∥
(

ψ (2p)

ψ′ (2p)

)∥∥∥∥∥
)

≥ 1

2
.

���	
��
���	��
��� ��������
� ��� ψ � ��
 ������� �� ������� �
�
 x, y ∈ R� x < y�

��	���������  
�
 � �
�� ���	!��� 
 �
	��� �� 	�
��
��"���
 ME (x, y)� �
	��

����� ���

ME (x, y)

(
ψ (x)

ψ′ (x)

)
=

(
ψ (y)

ψ′ (y)

)
.

#���� ��� ���
 �
	��� �� ���� �����	� �
 ������
 E � ��  �	����
� ��$�� � ��	��%
��

(x, y)� &�	��� ���� W  �����  ��!��� p� 	����

ME (−p, 0) = ME (0, p) = ME (p, 2p) := ME. ����'�

(���
� ��
��� � 	�����
 �� )
��*+,
���	��� ����� det (ME) = 1 �%�-
 
 �$���%
��� 
 .�

���
 ������	�
����� 	���� ���

M2
E − tr (ME)ME + I = 0. ����/�

0� |tr (ME)| ≤ 1� 
 ���
��� 
 ���
��� 
���
 �� %�	�� (ψ (0) , ψ′ (0))T � �  ��
 ���
��� ����'�

����� ��� (
ψ (2p)

ψ′ (2p)

)
− tr (ME)

(
ψ (p)

ψ′ (p)

)
+

(
ψ (0)

ψ′ (0)

)
= 0.

1���� ����� ���� ��	
��� ��������
��� |ψ (0)|2 + |ψ′ (0)|2 = 1� �$	����

1 =

∥∥∥∥∥
(

ψ (0)

ψ′ (0)

)∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
(

ψ (p)

ψ′ (p)

)∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
(

ψ (2p)

ψ′ (2p)

)∥∥∥∥∥ .
2����

max

(∥∥∥∥∥
(

ψ (p)

ψ′ (p)

)∥∥∥∥∥ ,
∥∥∥∥∥
(

ψ (2p)

ψ′ (2p)

)∥∥∥∥∥
)

≥ 1

2
.
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��� ��

�� |tr (ME)| > 1� �� ��	�
�� ����
��	�� �� ���� �	���
��� ��

����� � ������� ������ 	�

����� (ψ (−p) , ψ′ (−p))T � � ��
� ��
���� ������

(
ψ (p)

ψ′ (p)

)
− tr (ME)

(
ψ (0)

ψ′ (0)

)
+

(
ψ (−p)

ψ′ (−p)

)
= 0.

����� ���� |u (0)|2 + |u′ (0)|2 = 1� ����� ���

1 < |tr (ME)|
∥∥∥∥∥
(

ψ (0)

ψ′ (0)

)∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
(

ψ (p)

ψ′ (p)

)∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
(

ψ (−p)

ψ′ (−p)

)∥∥∥∥∥ .
�����	���

max

(∥∥∥∥∥
(

ψ (p)

ψ′ (p)

)∥∥∥∥∥ ,
∥∥∥∥∥
(

ψ (−p)

ψ′ (−p)

)∥∥∥∥∥
)

≥ 1

2
.

��������	
�  ��� 	� ���� �
������� �� ��	�
�������� ��� ψ, ϕ ��� ��
��!�� �� �������

����"�� ���� x, y ∈ R � ���� ���� �	���
� #$� E� ����� ��� �� ����
%�� �� ���	�&��'	�
�

ME (x, y) ����� ���

ME (x, y)

(
ψ (x)

ψ′ (x)

)
=

(
ψ (y)

ψ′ (y)

)
e ME (x, y)

(
ϕ (x)

ϕ′ (x)

)
=

(
ϕ (y)

ϕ′ (y)

)
,

������� ��
�	��

(
ψ (y)

ψ′ (y)

)
�

(
ϕ (y)

ϕ′ (y)

)
� ����� ��� �� ��	�
�!�� 
	
�
�
� �� ψ, ϕ �� x

��(��) (
ψ (x)

ψ′ (x)

)
=

(
1

0

)
,

(
ϕ (x)

ϕ′ (x)

)
=

(
0

1

)
.

*���� ��� � +��	�,
�	� ��� ��
��!�� ψ, ϕ �� ������� ����"� - ��#	
�� ���

w (ψ, ϕ) = ψ (y)ϕ′ (y) + ϕ (y)ψ′ (y) ,

� ���� �$������� 
	����	�� �� y. 
��� �/����� ��� det (ME (x, y)) = 1�

0
	�
��	��� ����� &�%�� � ����	������� �� *������ 1.4 �	�	�
��� 	� 
	���������

��������	
���
������	 1.4� ��(� V �� ����	�
�
 �� 1����	 ��	���

%��� � ��(��

V m ����$
��	��� �� ���2��� Tm� ���
�&�%�	�� � ��
���� ������� 0
$�	�� m� ��

��	�� �



�� �������� 	
 ����
����� �� ������

���� 3.6 ��� W1 = V � W2 = V m 	���
∥∥∥∥∥
(

ψ (x)

ψ′ (x)

)
−

(
ψm (x)

ψ′
m (x)

)∥∥∥∥∥ ≤ C1e
C1|x|

∫ max(0,x)

min(0,x)

|V (t)− V m (t)| |ψm (t)| dt, ���
��

���� ψ � 
������ �� −ψ′′ (x) + V (x)ψ (x) = Eu (x) � ψm � 
������ �� −ψ′′
m (x) +

V m (x)ψm (x) = Eψm (x)� 
���� ����
 �
 
������
 �����������
 �� ������ � ��������

�
 ��
��
 ��������
 �� ���	����� ����
 ���� � ����� ���
��  �� ‖V m‖1,unif � ����	���

�� m� !�	��� ��� 
������ ��������� �� ���� 3.6 ��� W1 = V m � W2 = 0� ��	����  ��

� ���
	��	� �� ���
"� ������� 
����	� �� ����� 
���� L1
loc,unif �� W1 − E� 	���
  ��

∥∥∥∥∥
(

ψm (x)

ψ′
m (x)

)
−

(
ψ0 (x)

ψ′
0 (x)

)∥∥∥∥∥ ≤ C2e
C2|x|

∫ max(0,x)

min(0,x)

|V m (t)| |ψ0 (t)| dt,

����� C2 ��� ������� �� m � ψ0 � ��� 
������ ����������� �� −ψ′′
0 = Eψ0� #�	����

 �� ψ0 � ����	��� �$������������	�� 	���
  ��

|ψm (x)| ≤ C3e
C3|x| ����%�

��� C3 ����������	� �� m ����
 ��	��&�
 �� '(�)�� *�

� ����� 
��
	�	����� ����%� ��

���
�� ���� 	��� x� ��� −Tm ≤ x ≤ 2Tm� 	���


∥∥∥∥∥
(

ψ (x)

ψ′ (x)

)
−

(
ψm (x)

ψ′
m (x)

)∥∥∥∥∥ ≤ CeC|Tm|
∫ 2Tm

−Tm

|V (t)− V m (t)| dt,

���� C = max {2 (C1 + C3) , C1C3}� +��� � ����� ���
�� 	���
  �� �$�
	� m0 	��  �� ����

	��� m ≥ m0� 	���
 ∥∥∥∥∥
(

ψ (x)

ψ′ (x)

)
−

(
ψm (x)

ψ′
m (x)

)∥∥∥∥∥ ≤ 1

4
����
�

���� 	��� x� ��� −Tm ≤ x ≤ 2Tm� ,��� V m 	�� ���-��� Tm� 
���� ���� ���� 3.7  ��

max

(∥∥∥∥∥
(

ψm (−Tm)

ψ′
m (−Tm)

)∥∥∥∥∥ ,
∥∥∥∥∥
(

ψm (Tm)

ψ′
m (Tm)

)∥∥∥∥∥ ,
∥∥∥∥∥
(

ψm (2Tm)

ψ′
m (2Tm)

)∥∥∥∥∥
)

≥ 1

2
.

*�

� ����� ���� ��
��������� ����� � ��� ����
� ��	���
  ��

max

(∥∥∥∥∥
(

ψ (−Tm)

ψ′ (−Tm)

)∥∥∥∥∥ ,
∥∥∥∥∥
(

ψ (Tm)

ψ′ (Tm)

)∥∥∥∥∥ ,
∥∥∥∥∥
(

ψ (2Tm)

ψ′ (2Tm)

)∥∥∥∥∥
)

≥ 1

16
.
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��� �����	
����
 ����� �
�

|ψ (xm)|2 + |ψ′ (xm)|2 ≥ 1

4

���� 
�� ���
����� xm ∈ {−Tm, Tm, 2Tm} � �
�� ������� |xm| → ∞ �
���� m → ∞�

����� ����
 ���� ���� 3.5 �����
���� �
� � �������� H ��� ����
� �
����������

�� ����� �������� ������� ������������ �� ���������� �� ����� ��� !"
 ����� α ∈ [0, 1)


� �#���� ����������� $���� �
� α ���� ��� ���������� �� ���%&�� ������
���� ����

�� �!�'" � ��� ��� ����(����� ��� �#����� ��������� �
� �������)�� �� ����%&�� ���
������

�!�*"� ����� ����
 �� ������������� �� ����(���%&�� V m �� ������� qm ��+����� ����

V m (x) = V1 (x) + V2 (xαm + θ) , ���!!"

������� ������������� � ��	
���� �����,��� ���� � $������ 1.4-

��������� ��	� ���������	 
�� ��
	�� ��� ���	����� C ��� 
��

lim
m→∞

eCqm

∫ 2qm

−qm

|V2 (xα + θ)− V2 (xαm + θ)| dx = 0.

����� V ����� ��� ��� !"� � �� ������
�� �� ������ �������
���� � H �����
�� ���

���  "� ��		�
 �	������ ������� ���
��
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������

�� �����	
� ��������� �
�
 ������ ���	����
�� ������������ ���� ��
� ��������� ��



����� �� ������	� ������ ����� �	� ���� �����������  	���
���� ��
 � �	�!���� ��

�	����
����� ���� 	
 �������� �� "�#�$������ H� ���
���
 ����
	�� �	� � �������� �����

�������� � �	��
���� ����	
�� ������	��

�� ��
������� ��� ���	
����� �� ������ %&�
���� � '&�
���� ( )����
�� *�% � *�'+

�,� ���� 	
� -�
�
�� �� ���������� �� "�#�$������ *. ��
 ���������� ������� ��� �	��&

���	����� ���
������ � ��� �������� �� ����	�-��!���� S1� ����� �	� �� ���	
����� �����

� �	�!���� �� �������� ����	�
 ���� ����� 
���
�� �,� ������� ��� ��!� ������ �� �����

��-�������/ ���	
����� ���������� ����� � 	��-��
��� ����� ��
�� ���
���� ��
 	
 
����

����
#�
���� �� ���	
����� 	��-��
�� ���� �� 
���
�� ������� ��� ���������� "�	�
�����

� ��
� �	�����	��,� ���
����� �	�
����,� �� �������� 0��� � ����,� �� ������ ���	���� ��

)����
� 3.2 ��
�� �	� � 
���
� �� "�#�$������ �

���&1��#��	� ���� ������ ���
�������

�� ��������
� ����	� �������� ����	�
 ������

2� 
���
�� �� "�#�$������ *. ������	� ���������� ��
 ���������� �� ������ ������&
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���� ()����
� 1.4+� ����� �� ��
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���� ����

���������� �	���&����3����� ������� ��� -���	!����� �� ���	��

�� �� 
���
�� ������� ���

-	����� 4$
��� ������	��� -	����� �� ���� ������ � -	����� ��
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�
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� �
�����
����� ���������� � �
������ �� ����
���������� ������������

�
�
� 
� ���
����
� �
������
� �
��� 
����
� 
����
 ��������� �
� ���
�
� �� �
��
��

�
� 
�� � ���	
 �
 �������
 �� !
� � 

��
� "#�$� %
� ����
�
&���� 
�� �
�� �������

���� � ��
�� �
�
���
��� ������� �� 
�
������� �� ���'���
�
�� ��� �
������� ���
������

���
� �
����� �
�
 ���
�� ���
�
� � ����������� ����������
� ������
������ �
���

��� �
������
� ���� ��
�
&�� 
� ���
����
��

(��� 
�� ���'��� (Hω)ω∈Ω ��� %
� 
 ������� ���)���
 (Ω, T ) � ������������ ���*���


�
� 
�� +���� ������ ���������� μ� ��,���
�

Ωc = {ω ∈ Ω : σp (Hω) = ∅} .

�������� 	
�
 ������� �	� 
 
	���
�
 �� 
	���
����� �
�
 (Hω)ω∈Ω 
�������
 ���	��
�

����

• ������
�� �� Ωc � 	� Gδ ������ ���� �� 	�
 ���������� ��	������� �� 
���	����


������ �	� ��� ������ �� Ω�

• �	
�� ���
 �
��� �� � �! �� Ωc ��� �����
 μ ���
��

• 	��"����� �� Ωc = Ω 

-�.��
� ���
�� ���
����
� ������ %
� �	
 +���� ���� �� 
���� ����� ���
����
� �
/

��� � �
������ �� �
�
���
���� �������������� �
���
� %
� ���� ����������� ���
����
�

�������
�� � �
,������ � ��
�� �
�
���
��� ���� ������ 
� ω ∈ Ω�

�
�������� 	
�
 #� Ωc � ��� �
���� ����� Ωc � 	� Gδ ����� 

�������
����
0��
� "11$ �
���

 %
� Ωc � 
� Gδ� 2�
��� �� Ωc � �	
/��&�
� ���	
 ���

�
���� 
�� *����� ������� %
� � ����� �
� �������������

�
� ������)����� Ωc ��� ������ μ ��
�� 3 0 

 1� 2 ,� �� ����������� 
� ���
����


%����� ���
� %
� � �
,������ ������� ������
������ � ������ �� Ωc �
� 
� �+���
 �
�����
�

�
�������� 	
�
 #	���$
 �	� G (n)� n ∈ N� ��� 
���	���� �� %���� �
�� �	�

& lim supn→∞ G (n) ⊆ Ωc ,

' lim supμ (G (n)) > 0.



�� �������� 	
 �������
��

������ μ (Ωc) = 1�

��������	
���� �����	
�� ��
�� ��
��� ���

μ

(
lim sup
n→∞

G (n)

)
≥ lim sup

n→∞
μ (G (n)) .

���
 ����	��� (1) 	���� ���

μ (Ωc) ≥ μ

(
lim sup
n→∞

G (n)

)
,

��
� μ (Ωc) > 0� ��	��� ���
 ���
������
 �� Ωc� ���������� ��� μ (Ωc) = 1�

��	��	
�	�� ��� �� ���� �����
� ��
 ����
 
��
� �
�
 ��	
������� 
 
�� ���
 ��������

�� 
�	��
����� �
�
 �� ������� ��	��
��� ���	� 	�
�
���� ������ 
 �����!�� �� �� ����

"��	� �� ω′s ��� # ��	��	
���	� ����� ��� Ω� $����� ����� ���
��� 
 ��������
� �
�
 ω

��������
����	� � 
����
� �#	���� ���	�
���

$�
� ��	�����
�	� �
�
 �� ��	
� # ��� � ��	��� �� �������
 �� 
�	��
����� ��	��
 	� �

���	�� �� ���	
 �������	��%

• 
�
����	�� 	�����
���� �
�
 �����	
��� 
��#�����&

• 
�
����	�� �� �����
 �
�
 �����	
��� ��	���&

• 
�
����	�� ������
	����� �
�
 �����	
��� ����������

$
��
 �
��� ������
� ���
� ��	�
	#
�
� 
��
�� ��� �� ���	#���� �� '����� ��	��
���


�	��������	�� �
�
 	�
	
���� �� �����	
��� 
��#������ ��	��� � ��������� ���
�
�
���	��

(
� �����!)�� ��
���	��� �
��� �
*�� ��
 ����� 
�+���� ����� �� �
��� �� �����	
���


��#����� � ��	���� �����
��� 
� ����� ���
� ���� ����� ����� ��� �����	�
���� ����� ���

��	��
����� ��� �
��� ��	
��
���	� �� �����	
��� ���������� �� ��
�� ��� �����	
���

�
�� ���	�� ��� 
����
��*
� �� 
�	��������

����� �����	
��� 
��������

,��� ����
 �������
 
����
!��� ����*���� �� ���	#��� �
�
 
�� ���
 
��#���
 �� 
��

	��
������


������
�� ���� �	
���� 
	� ������ 	� ω ∈ Ω ��� 
	� V = Vω �������� � ���	����� ��

������ �������� �	 ��������� ������ Ωc � 	� Gδ ������



���� �����	
� �� ��
�	��� 
������ ��

��������	
��� ������� 	�
 V = Vω ��
����� � �����
�
� �
 ������ �������� �� ��

������� 
�
�� � ��
����� �
 ���������
� Hω ��� ������ ��
������
�� ���� ω ∈ Ωc !
��


����� �
�� "������#�� 4.2 ������$��� 	�
 Ωc % �� Gδ �
��� 

&� ���

���� �� 
��� ������ ����� 
����
����� �� ���� '�������� ()*+� �� ���� �
���

����� �
��� (�+ 
 ���� ��� �����
 �
 ���
��� �
 ����
�
��#�� �������#�� �
 �
�$��� (�+ 

,���%� �
�-���� ���� ���
���#�� 	�
 � 
������� (�*+ ����
�
 �� �%
��� ���� �
�����


��� � ���.���� �
�%���� �
 ��
������
� 
�
������ 
�
��
���� �������/����� ��� ��

������ 

0�
�

��
�� 
��
 �%
��� ���
�
 �
� �
�
��
� � ���1��
�� �
 �
���� ���� (2+� 
 ����� ��� %

����� �
 
�
��
�
�
� �
���
���� 	 
 � �� �������
� 

����� ����	
��
� ��
���

��������
�

� ����� ��

� �� ���
%��� ���� � ���.���� 	 
 � �
 ��
������
� 3��
�

�
��� ������ � �����
�
� �
 ������ �������� !
4��

G (n) = {ω ∈ Ω : Vω (k − n) = Vω (k) = Vω (k + n) , 1 ≤ k ≤ n} .

5�����
�

� �� G (n) ��� ���1��
�� �
 6��
�� 17 	�
 
�
� ��� ���8
� 4��
�� �
 ���1��
��

���$������� 


������
�� ���� ������� ��	

lim sup
n→∞

μ (G (n)) > 0.

������ μ (Ωc) = 1�

��������	
��� ���� ����	�
�� �� 
����
 ��������� ����	�� lim supG (n) ⊆ Ωc� ����

���� ���������� 4.3� ��
����	�� ��� μ (Ωc) = 1�

��	��	 ��	�� ��� μ (G (n)) ���� ��� ����	��� ������� ��� ����� 
���� ��� ������

������ � �������

μ
({

ω ∈ Ω : ωm · · ·ωm+|v|−1 = v
})

= d (v) .

!	 �������� ��� � 	����� ��"�� �����"��� ���� ����� ���� ��������� � � �����
��# ����
$�

��� �%���� �	� ������ ��� 
��� v4 ������
�� �	 u ��� ��� |v| = n� &
��� μ (G (n)) ≥
nd (v4)� &	 ����������� � $��'���� �� ���������� 4.5 � ���������� �� �
��
����	�� �	�

��
���
�� B > 0 � �	� ���� 
��� �� �������� vk ��	 |vk| = nk → ∞� ���
�� k → ∞�

��� ��� ���� ���� k� v4k ∈ Fψ � d (v4k) ≥ B
nk

�



�� �������� 	
 �������
��

�� ����	
� 
� ���	���
�� � ��	���	� ��	��� ��	 
��������
� ���� � ����	��� ������� ����

��
���� 
� ������� �� �	����������	��

������� ��	� ���������� 	
�� Ωα,β � 
��� ���� � ������� �� �������
������� 	����
�

��
 �� ��
���
��
� an �� 
������� 
� �����
� ����������� �
 α ��������
�

lim sup
n→∞

an ≥ 4.

 ���� ���� ���� ��������
 �
 �������
��� λ! �� ����"����
� ��� ���
��
� �����! �� �
��!

μ (Ωc) = 1�

���� ��
���� 
� �� ��	��	��� � �������
� �� ��� � � ����	����

������� ��
� 	
�� u �� ����� ��� �
 ��� ��#��������� �������"� ζ� 	����
� ��
 u

�
�
� ��� ������ �������� ���� �� ������  ���� ���� � ���$��� �
 ��
�����
� (Hω)ω∈Ω
���������! �
�%�
 μ (Ωc) = 1�

!��� ��	���	� ���	��"�� �� ����	����� ���� � ���� 
�  	�#�	� ���"�	���$ %��� 
	����

� ��������� 
� 
����������� ��
� ��� ��
	&��
� ���� 	����	� � ���� 
���	����� 
�

���'�
�( )�*� ��� ���� ��� 
����������� ��	� 
	���� ����� ����$

+�������
� ����� ���� � ��������� 
� ,��
�� �" ������ ��
���� ��
	&��� �� ������

��	�� ���� �����$ -�&�� ���� n ∈ N � C < ∞�

G
′
(n,C) = {ω ∈ Ω : Vω (k) = Vω (k + n) , 1 ≤ k ≤ n, |tr (ME,ω (n))| ≤ C ∀E ∈ Σ} .

��)������ ����� .�� �� G
′
(n,C) ��� ��	/�� &�	��� 
� ���*����� �	�'�
�	��� �� ���������

��� ���*����� 
� 0����$ 1��� �� ���� �����	��� ��� 	���
� � ��������� 
� ,��
��

�" ����� � ������	��� 4.3 � ����� � ����	��� �������
��

�����
���� ���� 	����
� ��
 
����
 C < ∞ ��� ��


lim sup
n→∞

μ
(
G

′
(n,C)

)
> 0.

 ����! μ (Ωc) = 1�

2���� � ����	��� ��	���	� � .��� � �	�	��� �� ���� �����	��� �����3� .�� �4	��� ��

�� � v3 �������
� �� u ��� .�� |v| = n � |tr (ME,ω (n))| ≤ C, ∀E ∈ Σ$ !����

μ
(
G

′
(n,C)

)
≥ nd

(
v3
)
.



���� �����	
� �� ��
�	��� 
������ ��

�� ����	
����
 � �	������ �� ������	��� 4.5 � ���	���	�� �� ��
��������� 
��������� B > 0


C < ∞ � ��� ������
	� �� �������� vk 
�� |vk| = nk → ∞
 ������ k → ∞
 ��� ��� ����

���� k
 v3k ∈ Fu
 |tr (ME,ω (n))| ≤ C, ∀E ∈ Σ � d (v3k) ≥ B
nk
�

���� 
�	���	� � ����	
��������� ��	� �� 
��� �����	���
 ��	� ���� ������	��� 2.19

����� � ����� �	�	���� ���� 
��� λ  !�� "��� �	���
 ����� ��������� ��� ����	�� ���	���

�������
	�� �� s3n ������ snsn+1 = sn+1s
an−1
n−1 sn−2sn−1�

����� ����	
��
� ����
����

" �����
	� ��	����� �� ����������� ��	 ����������� ���� ����� �� ����� �����	����


���� �#����$�� � ��%�	��� �������&

������� ��	� ���� Ωα �	 ���� �
��	��
� ��������� �

�� ���� 
��� λ� Ωα = Ωc� ��

����� ���� 
���� �� ����	�
��� λ, α, ω� � �������� Hλ,α,ω 
�	 �����
�� ��

��� ������

���� �#��� ���� ��������� � ���	
��� � ��%������ �� '����� ($#��
��
 ���� ����	$

����� � �
�����
	� �� �����	��� �� #��
�� �� 
��� 
��� ��� ����	�� � 
��������� ��

�����
	�� Vω )*�+� ,�-���� �� ���������� �#�	��� ���� � ������ �� �
��.�	�%�� */ %�$

���� ��� �����
	�	� �����	����
 ����� ����� ��0�� � ������������ �� ��������� ��	�����

12������ 4.93 � ���� %������	0� �� ����	��


����� 
��������� ,���� 
���	����� � ���4�	� ��%��	
� �� ���������� �� �
��.$

�	�%�� (Hλ,α,ω) �� �	�� 1(�(3 %����� ��� �����
	�	� Vλ,α,ω �����	����
 �� �	��� ���

(Hλ,α,ωψ) (n) = ψ (n+ 1) + ψ (n− 1) + Vλ,α,ω (n)ψ (n) , 15�*3

���� �� �����
	�	� Vλ,α,ω ��� �� �	�� 1*�(3
 
������� �� �	�� �� "��	
���� *�*� 6����#��$

��� � �!������ �� α �� ����7�� 
���	������ 1(�83 � ��� ���� ���� ��� #�� ����!	����

��� ������� ��
	���	� ��� ���	���0�� �� �����7�� ��
���	��� 1(�93 1����� (�(3�

: ���#���� �� ;��	����� � ������ )(+
 ��#�	
��� �� *�<�
 ������ � ����
��� �� ��������

�� �
��.�	�%�� 
�� �����
	�	� �����	���� �� �	��� �
	��� =���� ���	%� ��
�����$�� �

��%�	��� ����&

���� ����� ���� v (n) = χ[1−α) (nα mod 1)� �

��

�� v (n) = [(n+ 1)α]− [nα]� ∀n ∈ Z�

��� v (qn + k) = v (k)� 1 ≤ k < qn+1 − 1� n �= −1�

���� v (−n) = v (n− 1)�



�� �������� 	
 �������
��

��������	
���

�� ����	 
�� v (n) = 1 ⇔ nα− [nα] ∈ [1− α, 1) ⇔ ∃m ∈ N; m+1−α ≤ nα < m+1�


�� nα < m+ 1 < nα + α� 	���� m = [nα]�

��� ����� �����

[(n+ 1)α]− [nα] =

{
0

1
,

���	

0 ≤ [(n+ 1)α]− [nα] ≤ (n+ 1)α− [nα] = {nα}+ α < 2,

���� {·} ������ � ����� ���
�������� ��� ��� ����	 
��

[(n+ 1)α]− [nα] = 1 ⇔ ∃m ∈ N; m+ 1− α ≤ nα < m+ 1, 	���� m = [nα] .

��������� 
��
�����	 � ���������

v (n) = [(n+ 1)α]− [nα] , ∀n ∈ Z.

��� ����	 
�� qnα − pn = (−1)n ‖qnα‖ � ‖mα‖ > ‖qnα‖ ∀m < qn+1,m �= qn� ����

‖x‖ = infn∈Z |x+ n| � � ��	���
�� �� x � Z ��� � !"# �� $���� �	���� � ���� i)

�%����	 
��

v (qn + k) = [(qn + k + 1)α]− [(qn + k)α]

= [(k + 1)α + qnα− pn]− [kα + qnα− pn]

= [(k + 1)α]− [kα] = v (k) .

���� ���� ���� �� 	���� 
��

v (−n) = [(−n+ 1)α]− [−nα] = [α− nα] + [nα] = [nα]− [(n− 1)α] = v (n− 1) .

&�����	 
�� ��	�� ��	������ 
��	�������	 � ��������� ω = 0� ���	 ����	 ����'(�	

��
��	���	 ���� � ������')� �� �����
��� � 	�%�� � ���'� ��	 �����*�	 �� ����	���+�
��

�		�
����	 � �	��� 	���� 
�� � �	��
��� �� �������� ���"� ��������� �� ����� �� ω !,#�

-���	 �.�� �		� ω � ��		� ����� �����*���� � �����	�')� 2.19 � ���� $��� 4.10 ����	

� ������')� �� ���'� ��	 �����*�	 �� �������+�
�� � � ������')� �� �����
���� 	���� 
��



���� �����	
� �� ��
�	��� 
������ ��

� �������� �	
����� 	�
�	
�� � �������
� �� ������ �������	� �����
���� ��� ���� α, λ

���� Ωc �= ∅� �� ������ ���� ���� 4.10 
���	 � ����
�� � �� ��
������ � !�����
�" � �

!�	������"� ���� 	�
�	
�� � �������
� �� ������ #������	� ����� Ωc �= ∅� $��
��
� ����

$����	�� � 4.4� �
�������� � �������
� �� ������ �������	 �� #������	 % ��		&'�� ��
��

��	��
���	 ���%����	 	���� � �����	 � �� ��
�'�����	�

$�	
��������
� �� ��	��
��� ��
��� ����� �� (�)� *������� (�+) �	
����� �	 ��	��
���	

�� ,�-��� � $�
��
�	 (�+)� ���� ���	������ � ���.��
�

G (n) = {ω ∈ Ωα : Vω (k − qn) = Vω (k) = V (k + qn) , 1 ≤ k ≤ qn}

� �����	
��� � /������ 4.6� ,�		� ����� ��
�'� � ��	��
��� ��������� �� 	�� ��
���

��� σp (Hω) = ∅� ���� ���	� 
��� ω ��� ��	���
� � ������ �� ����	���� ���� 
���	

��	��
���	 ��
�� 	���� �����	 � �� ��
�'�����	 ���� �	 ������	 0
�������	�

1� �+++ ,�����2 � ���� ���������� �� (��) � 	�����
� ��	��
��� 3������� � �� 4��

�����
� �� ������ ��5����	67 	����8� lim sup an �= 2� ���� �	 an 	 � �	 ��������
�	 ��

�����	 � �� α �� 
���9�	 ���
������	� 1�
 �� ���� 
��� λ � 
��� ω ∈ Ωα� � ��������

3���6 ��		�� σp (Hω) = ∅� $��
��
�� 
���	 ��	��
���	 ���
����	� �� 	�.�� � ��	:���� ��

��
�'�����	 ���� 
���	 �	 ������
�	 ω �� ���� Ωα� 	�� � ������ � ��������� ������ $��

��� �� �;;; ,�����2� *����� � ���� �����	
����� �� (�#) ��� ����������� � �� ��	���


��� ��
��� ��
��������
�� � ���� ��
�'� ��� ���� 
���	 �	 ���<��
��	 λ, α, ω� � ��������

Hλ,α,ω 
�� �	���
�� ���
��� '���� 3/������ 4.96�

4���� '���	 �������� � �����	
��� � �� /������ 4.9� � �� �� ��
�� �� ��	��
���

���
���� 	���� � ��	:���� �� ��
�'�����	 ���� � �������� �� 0�8�=������ ������ ���

��
������	 0
�������	 Hλ,α,ω� $����������
�� ��
���	 ��� �	 ����'��	 sn �������	 ��

3��>6 ����� 	�� �����������	 ��� �	 	���:����	 Vλ,α,ω �� 	�����
� 
����7 ���� ���� ���

(n, α)� � 	���:���� Vλ,α,ω ���� 	�� ���
�������� �� ����'��	� ��� ���� ����'�� 	���� sn

�� sn−1� ��
���� ��� ������	 ���	������ � ��
���
� {0, λ}� 	���� 0 �= λ ∈ R�

�������� 	
��
 ���� n ∈ N0 = {0, 1, 2, . . .} ���	
 ��� (n, α)−
������	 �� ��� �����	

f : Z → {0, λ} ��	� 0 �= λ ∈ R ����	� � ��� ��������� �� 
���� (Ij, zj), j ∈ Z� ��� ����

�� 	� �	�����	� Ij = {dj, dj + 1, . . . , dj+1 − 1} ⊂ Z 
������	��� Z 

��� 1 ∈ I0 

���� ���� !�	�	 zj ∈ {sn, sn−1} �

�
� � ��������	 �� f � Ij � zj
 "��	 �� fdjfdj+1 . . . fdj+1−1 = zj.
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	� 	� 	������
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 �������
�
 ������
��
 �� �
�
��

 �
�����

 �

	
	
 ���� ���
 
�������� ��� �
�� 	����
��
	� �� ���� 

���� ����� ���� ���� n ∈ N0 � ���� ω ∈ [0, 1)� �	
��� �
� ��
�� n−����
��� (Ij, zj) ��

Vλ,α,ω� ���
 �
���� �� zj = sn−1� ����� zj−1 = zj+1 = sn� �� zj = sn� ����� �	
��� �



�������� I = {d, d+1, ..., d+ l−1} ⊂ Z �������� j � �� ��
��

���� l ∈ {an+1, an+1+1}
��� ��� zd = zd+1 = . . . zd+l−1 = sn � zd−1 = zd+l = sn−1�

	�
��
�� ����� �
� ������� w = w1 . . . wn � ��������� �� �
� ������� v = v1 . . . vn ��

���� ����
 i ∈ {1, . . . , n}� ��
��

w1 . . . wn = vi . . . vnv1 . . . vi−1,


��� �� �� w � ���
�� �� v ��� �
� ���
������ ����
�� �� ���� ��
������

!������
 �
��	
� � �������
����� 	

 
����"�
 	
 ���
��� 	� 
����
����
 #
�


�

�� �
��
 
�
��$
� � �������
����� 	� ψ ∈ l2 (Z) ��� ��	� 
�� ����
���
	� 
��
��
 	�

‖Ψ‖L =

(
L∑

n=1

‖Ψ(n)‖2
) 1

2

,

L ∈ N� 
��	� ���

Ψ(n) = (ψ(n+ 1), ψ(n))T � ‖Ψ(n)‖2 = |ψ(n+ 1)|2 + |ψ(n)|2,

���

1

2
‖Ψ‖2L ≤ ‖ψ‖2L ≤ ‖Ψ‖2L .

%����$
�	� 
 �����
��� ���&���� 	�
 ��
��
� �
��
 �'��� �
���
���

 
�'�� � ���
(

������� 	� ‖Ψ‖L �
�
 ������

 �� �
������ � 
����"�
 ����
��$
	

 )�� 
����	� ���

|ψ(0)|2 + |ψ(1)|2 = 1* 	
 �����
���	���� ���
��� 	� 
����
����
 

���� �����  
	� λ, α, ω� �����!� ��� Vλ,α,ω(j) . . . Vλ,α,ω(j + 2k − 1) � ��������� ��

(sn−1)
2, (sn)

2 �� (sn−1sn)
2 ���� ����
 n ∈ N, l ≤ k� � ���� j ∈ {1, . . . , l}� ���� E ∈

σ (Hλ,α,ω)� "���� ���� ������� ���
��
#��� ψ �� (Hλ,α,ω − E)ψ = 0 ���
�$�#

‖Ψ‖l+2k ≥ Dλ‖Ψ‖l

��
 Dλ =
(
1 + 1

4C2
λ

) 1
2
, �
 ��� Cλ � ���� ���� ������
��� 2.19�



���� �����	
� �� ��
�	��� 
������ ��

��������	
���������	
	 ��
�� j ∈ {1, . . . , l}� ��
 �	������� �	���

Ψ(j + k) = M(λ,E, Vλ,α,ω(j) . . . Vλ,α,ω(j + k − 1))Ψ(j)

	 Ψ(j + 2k) = ME(Vλ,α,ω(j) . . . Vλ,α,ω(j + 2k − 1))Ψ(j).

����� ��
 �����	�	� Vλ,α,ω(j) . . . Vλ,α,ω(j + 2k − 1) � �����
��� �	 (sn−1)
2, (sn)

2 ��

(sn−1sn)
2� �	���

Ψ(j + 2k) = [ME(Vλ,α,ω(j) . . . Vλ,α,ω(j + k − 1))]2Ψ(j).

���� ��������� � �	�
	�� �	 ����	� !�������� "	�

Ψ(j + 2k)− �
[M(λ,E, Vλ,θ,ρ(j) . . . Vλ,θ,ρ(j + k − 1))]Ψ(j + k) + Ψ(j) = 0. #��$%

&��� ������ �	�� �
�������� 2.19�

|�
[ME(Vλ,α,ω(j) . . . Vλ,α,ω(j + k − 1))]| ≤ Cλ #���%

��
� ��
�� Cλ > 1� �	 #��$% 	 #���% �'�	���

2Cλ��({‖Ψ(j + k)‖, ‖Ψ(j + 2k)‖} ≥ ‖Ψ(j + 2k)‖+ Cλ‖Ψ(j + k)‖
≥ ‖Ψ(j)‖

��
� ���� 1 ≤ j ≤ l� )��� ������� *�	

‖Ψ(j + k)‖2 + ‖Ψ(j + 2k)‖2 ≥ (��({‖Ψ(j + k)‖, ‖Ψ(j + 2k)‖})2

≥ 1

4C2
λ

‖Ψ(j)‖2



�� �������� 	
 �������
��

���� ���� 1 ≤ j ≤ l� 	

��


‖Ψ‖2l+2k =
l+2k∑
m=1

‖Ψ(m)‖2

=
l∑

m=1

‖Ψ(m)‖2 +
l+2k∑

m=l+1

‖Ψ(m)‖2

≥
l∑

m=1

‖Ψ(m)‖2 +
l∑

m=1

(‖Ψ(m+ k)‖2 + ‖Ψ(m+ 2k)‖2)

≥
l∑

m=1

‖Ψ(m)‖2 + 1

4C2
λ

l∑
m=1

‖Ψ(m)‖2

=

(
1 +

1

4C2
λ

)
‖Ψ‖2l .

��������
 ‖Ψ‖l+2k ≥ Dλ‖Ψ‖l�

	����
 �
�����
 �
 ����
 ���� � ���� ���� �
����� � ���
������� �� ‖Ψ‖L
 ��� �����

���
 �� �
������ � 
������
 �����������
 �|ψ(0)|2+|ψ(1)|2 = 1� �� ������� �� ���� �����
�

���� ����� ����� λ, α, ω ����	�
����
 E ∈ σ (Hλ,α,ω) � ψ ��� ������� ����������� ��

(Hλ,α,ω − E)ψ = 0� ��	��
 ���� 	��� n ≥ 8
 ���� � ������������

‖Ψ‖qn ≥ Dλ‖Ψ‖qn−8

��� Dλ =
(
1 + 1

4C2
λ

) 1
2
.

	��
��
����
� !�����
 �
� ��
 ��"�������
 "��������
 ���� ���� ���� � �#�$�����


��������
 ��
 ���������

 �� 
������ ��� ���
 
���
"���� �
 %��&��
�
 �� ���� ����� ����

�����
������
 � ����
 ��
�������
 ���

‖Ψ‖2(qn+1+qn)+qn−1 ≥ Dλ‖Ψ‖qn−4

���� ����
 λ, α, ω
 ���� E ∈ σ (Hλ,α,ω)
 ����
 
������
 ψ �� ������� �� ���� �����

 �

���� n ≥ 4
 ���
 qn+4 ≥ 2(qn+1 + qn) + qn−1.

!�#� λ, α, ω � ����� n ≥ 4� '��
����� � n−�������� �� Vλ,α,ω� '��� �������
 �#�$��

��������
 ���� � ������
 ���
�������
 �
 
�������
 ��
�
(

���� �� z0 = sn−1�

���� ���� ����
 z1 = sn� '��� sn−1 ) �� ���*#� �� sn � z2 ∈ {sn−1, sn}
 ����� z2 = sn−1a




���� �����	
� �� ��
�	��� 
������ ��

����� a �	
 �
�

�
 
������
�
� ��� ����� � ���
 ���������� ����� ��	��

z0z1z2 = sn−1snsn−1a

= sn−1s
an
n−1sn−2sn−1a

= sn−1s
an
n−1sn−1s

an−2−1
n−3 sn−4sn−3a

= sn−1s
2
n−1s

an−1
n−1 s

an−2−1
n−3 sn−4sn−3a .

�� an ≥ 2 ����� z0z1z2 = sn−1s
2
n−1sn−1s

an−2
n−1 b = sn−1s

2
n−1sn−4d, ��	 �
�

�
� 
������
�
�

b, d� �� an = 1 �����

z0z1z2 = sn−1s
2
n−1s

an−2−1
n−3 sn−4sn−3a,

� ��
��� ����� ����	�� ��	 ��
����� �	 ��� �
��� an−2 = 1 �� an−2 ≥ 2� ��� z0z1z2 =

sn−1s
2
n−1sn−4v� ��	 �	
 �
�

�
 
������
�
 v� ����
���� 
����
��� � !�	
 ���� ��	

l = qn−4 � k = qn−1 ����	��

‖Ψ‖2(qn+1+qn)+qn−1 ≥ ‖Ψ‖qn−4+2qn−1 ≥ Dλ‖Ψ‖qn−4 .

���� �� z0 = sn � z1 = sn�

�� z2 = sn−1 ������ ���� !�	
 ����� z3 = sn� "����
��� 
 ���������� ���� ����	��

z0z1z2z3 = sns
2
ns

an−1−1
n−2 sn−3sn−2� � �� ����� 
�	 ���

z0z1z2z3 = sns
2
nsn−3w,

��	 �	
 �
�

�
 
������
�
 w� #
�� �����$���� �� z2 = sn ����� ��	� sn−1 % �	 ���&'�

�� sn � z3 ∈ {sn−1, sn}� ��	�� z0z1z2z3 = sns
2
nsn−1r� ����� r �	
 �
�

�
 
������
�
�

(
)� ��� ������ z0z1z2z3 = sns
2
nsn−3s� ��	 �	
 �
�

�
 s� ����
���� 
����
��� � !�	
 ����

��	 l = qn−3 � k = qn ����	��

‖Ψ‖2(qn+1+qn)+qn−1 ≥ ‖Ψ‖qn−3+2qn ≥ Dλ‖Ψ‖qn−3 ≥ Dλ‖Ψ‖qn−4 .

���� �� z0 = sn � z1 = sn−1�

��*
	 z′j �� ������ �
 (n + 1)−�
������ �� Vλ,α,ω� ���
 ������
�� �
 n−�
������ ��	��

z′0 = sn+1� #��������	�� �� ��+������ ����
��� 

���� ���� z′1 = sn+1.

"�
��+
	���� 
� �
�� �� ���� �	����
 ��� s′0s
′
1 % ��+���� ��� sn+1sn−2 � �
) 
����
��� �



�� �������� 	
 �������
��

���� ���� 	
� l = qn−2 � k = qn+1 
����



‖Ψ‖2(qn+1+qn)+qn−1 ≥ ‖Ψ‖qn−2+2qn+1 ≥ Dλ‖Ψ‖qn−2 ≥ Dλ‖Ψ‖qn−4 .

���� ���� z′1 = sn.

����� �
 ���� ���� ��� z′2 = sn+1� �
������� 	
�
������

 � 
��	�


�

���� ������ z′3 = sn�

�
�� ��� �
�� 	�

 
	
��� 

����� 
� an+2 = 1� ���
 ���� ����� z′4 = sn+1. �
�
 sn �

�� ���� 
 �� sn+1 � z′5 ∈ {sn, sn+1}� �
� !��"������
���# ���



z′0z
′
1z

′
2z

′
3z

′
4z

′
5 = sn+1(snsn+1)

2snw
′ = sn+1(snsn+1)

2sn−1s
an−1
n−1 sn−2w

′

	
� ��� ������� ���
������ w′� $���	���
 
 ���� ���� 	
� l = qn−1 � k = qn + qn+1


����



‖Ψ‖qn−1+2(qn+qn+1) ≥ Dλ‖Ψ‖qn−1 ≥ Dλ‖Ψ‖qn−4 .

���� ������ z′3 = sn+1�

�
�
����� �
 	
�
���%�	��
 ��
�� 	�

 �����	���� ���� 

 ��
	

 �� n−�����&'
� (��



z0z1 . . . z2an+1+4 = snsn−1sns
an+1
n sn−1s

an+1
n sn−1.

�
�
 sn � �� ���� 
 �� sn+1� �
�� ��
	
 ���� 
�� 
�����
 �
� sn� �
�����
� ���

 �


���%�	�� �� ��
	



snsn−1sns
an+1
n sn−1s

an+1
n sn−1sn. !���#

)
���
 � ��
�

�&'
 ���* �
���

 ���
	����� !���# 	
�


snsn−1sns
an+1
n sn−1s

an+1
n sns

an−1−1
n−2 sn−3sn−2,


 ���� �
�� 
�� �����������
 	
�


snsn−1sns
an+1
n sn−1sns

an+1
n s

an−1−1
n−2 sn−3sn−2.

$�
��� 
�
���� ��� sn−1sns
an+1
n � 	
�+����
 �� snsn+1 = sns

an+1
n sn−1� $

��� ����	���
 


���� ���� 	
� l = qn−3 � k = qn + qn+1 
����



‖Ψ‖2(qn+1+qn)+qn−1 ≥ ‖Ψ‖qn−3+2(qn+qn+1) ≥ Dλ‖Ψ‖qn−3 ≥ Dλ‖Ψ‖qn−4 .

�
�
 

 	�


 �� � � , 	
���� �
��
 �
 �


-���
 �
	
�.�
 �� z0, z1� 
 ���� �
�/ ���
�
0



���� �����	
� �� ��
�	��� 
������ ��

������

	
 �����
����� � ��
� ���� ���
��� ��
���� �� ����������� �� ����
��� �� Hλ,α,ω� ����

����� �� ����
����� λ, α, ω. ���� ���
���
����� ��
��

��������	
����
�����	 4.9� ����
 λ, α, ω ������ ����� E ∈ σ (Hλ,α,ω) � ψ �
� ����!"�

���
���#��� �� (Hλ,α,ω − E)ψ = 0� 	��"� ���� ��
� ����� ��
��

‖Ψ‖q8n ≥ Dλ‖Ψ‖q8n−8 ≥ . . . ≥ Dn
λ‖Ψ‖q0 = Dn

λ‖Ψ‖1 = Dn
λ , ∀n ≥ 1.

$��� �
���
� %��

‖Ψ‖2l2 ≥ ‖Ψ‖2q8n ≥ D2n
λ , ∀n ≥ 1, 
�
 Dλ > 1.

&�#���� n → ∞ ����
��

‖Ψ‖2l2 =
∞∑

m=1

‖Ψ(m)‖2 = ∞.

'���
� ���� ����� �� ����
����� λ, α, ω� �"� ������ ����!"� ψ �
 l2� (�������� ���� �����

�� ����
����� λ, α, ω� � �������� Hλ,α,ω ��
 ����
��� ������� ��#���

������ ������	
�� �� �������� )��������� ����� � ���*�
�� ���+��
� �� ������,

����� ��
�-
 +���
 ������� ���� � 
����� �� �����
���� �����
�!"� �� ���.��� �
 /��0� �

%��� �����#� �� ��1�
����� �� 2����� ���� ����� ���� ����������

3�
�� �������� � 
����� �� �
4�5���1�� Hω �� +��
� �6�6� 1����� ��� �����
����

�����
�!"� �� ���.���� ��7���� �� ��!"� 6�6� 8����������� � ���������!"� ���
����� ��,

���
�!"� �� ���.���

ζdp (a) = ab ζdp (b) = aa,

����� � ��+����� A = {a, b}� ����� ��
�� �� ��1������ ������9�� �������� ��� 
��
�����!"�

ζndp (a) = ζn−1
dp (ab) = ζn−1

dp (a) ζn−1
dp (b) ,

ζndp (b) = ζn−1
dp (aa) = ζn−1

dp (a) ζn−1
dp (a) .

3�
�� ��7��� sn = ζndp (a) � tn = ζndp (b)� ����� ��
�� �� ��1������ ����!9��

sn = sn−1tn−1 � tn = sn−1sn−1. �����

3���7
�,�� +�
��
���� ��� ����!"� ����� n� %�� �� �������� sn � tn ������
 ��
��4� 2n�

:�
�-
 ��
�� ���� �������!"� ������ %�� ����� �������� �"� %���� ��*���
�� /;0�



�� �������� 	
 �������
��

���������� 	
��
 ���� ���� n ∈ N �� ��	�
��� sn � tn ��� �� 
��
��� ������ ���� ���

��������
� �	��
� 	���� � ��������


�����������
������	
 � ��
�����	 h : Al → Al−1 �	� h (a1 . . . al) = a1 . . . al−1� ����

l > 1�

����	� ���� ���	�
���� �

� ��	�	
���	 ��
�� �������� ��� h
(
ζndp (a)

)
= h

(
ζndp (b)

)
�

�	� �����	� �
���	 	 ��������	 �� ������	 
	��� n� ���	
 ��� ���� n = 1 	 ��
�
���	 �

�������	� � 	��� ��
� �������	 �� ��
�����	 h � ��
� !��"��
� �� ������	 ���	
 ���

h
(
ζndp (a)

)
= h

(
ζn−1
dp (a) ζn−1

dp (b)
)
= ζn−1

dp (a)h
(
ζn−1
dp (a)

)
= h

(
ζn−1
dp (a) ζn−1

dp (a)
)
= h

(
ζndp (b)

)
.

#��	
 	 
� ����� ��
�
���	 
	��� 	
 ����	
 ��
 �����$�
 �� ����
���%���� �	�
������


��
	 �	������
  ����	 ��
� 
��
�������	 ���
�����	 �� ����	�	�

���������� 	
��
 ���� ���� E ∈ σ (Hω) � ���� n ∈ N� ��
��

min {|xn| , |xn+1|} ≤ 2.

�	�
������	
 	 ���	 ��� ���� �	�	 n� �	�	 ω ∈ Ω �	�� 
�� ���������� ���	��	
�	 ��

��	���	 ������	 �� �
	�	
 �� �	��� sn 	� tn� �!����	
 �
�� ���	��	
���	 �� n&�������	

�� ω� '�
����	
 �
 ��	��������
 ����

(���
 �� ��	�	
���	 � 
� ���� ��)� ���	�
�����	

���	����&
� �� *++,�

���������� 	
��
 ���� ���� n� ���� ω ∈ Ω ��
 �
� ����� n���������� �� ������� �����

�������������� �
 tn��	��� � ��
��� ���	��� � ����� ���� ���������
�� tn��	���� ������ �


�� ���� sn��	�����

������� 	
��
 � �������� �� �������� �� Hω �� !��
� -.�./�  ����� ��� ����������

���	������ �� ���"���� ������ �������� ������	 
�#��� ���� ���� ω ∈ Ω�


�����������
 0�1� ω ∈ Ω� E ∈ σ (Hω)� � ��� 
	
���	 ψ ��

(Hω − E)ψ = 0


���
��$���	 |ψ (0)|2 + |ψ (1)|2 = 1�

2��	
 �	
���� ��� E ��	 �	�� 
�� �� ���	��
	� ���� 	 	�����	� Hω� 	� 
�)�� ��������

��� ψ ��	 �������� �	 �
���	 l2 (Z)� � ���� �

	 ��
�� �������� ��� ���� 	 	�����	� Hω



���� �����	
� �� ��
�	��� 
������ ��

������ 	�� 	�
���
�
� ��	�
����� �� 	������ �� �������
�� �� ������ �������� �� ��������

��������� ��� �� ���� ��� ��

���

�� �� ���� �����

 �� ���

�! ��"� k ∈ N � n ∈ N 
�� #�� 2n ≥ k! � ����
������� � n�	��

��� �� ω�

���� �� ŝnsn�

$���� ����
����� � ���� �� �� sn������ ����
�� � �
��

� 	�� �� ��
�� sn������! �����

#�� 
��
������� ���� ŝn � ����� ���� ��
% �����
&��� 	��
� 0 ∈ Z� '

�
&���� � (��	��

�
��� 4.18 ����
������� �� ����
�
�� �����)

���� ���� tnsnŝnsntn�

(��� (��	��
��� 4.16 �� *
	+
���� �� �������
� �� ������ �������� ��� ��

���

���

���� ���� tnŝnsnsntn�

,���! �� |xn| ≤ 2 
���� #�� � �����
��� ����� �� -������
� �� ������ ��������� -����!

�� |xn| > 2 ����� �� (��	��
��� 4.17 #�� |xn+1| ≤ 2! ��
�� .���� ����
����� � (n + 1)�

	��

��� ����� #�� 	��� ������� ���/� 
���� � ����
�
� �

�����) sn+1t̂n+1sn+1� -��
�!

	��� (��	��
��� 4.18 ����
��������� �� �����)

���� ������ sn+1sn+1t̂n+1sn+1�
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(������� 	��� � (n + 2)�	��

���! 	�� ���/� 
���� � �
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� �� ������ ��������� 2����

����! ���������� �  ��� ��

���� �� snŝn�

����� #�� ���� n�	��

��� ��
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�� ��� � ���� ������! � � �����
��� ����� ����������
��

���� �� tnŝntn�
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������� � (n + 1)�	��

��� ����� #�� 	��� ������� ���/� 	������� 	���

� ����) sn+1ŝn+1� 2���� ����! � �����
��� ����� ���� �� ���� �������

���� 	� t̂n�
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���� ��� A = {E ∈ R : γ (E) = 0}� � ��� ���� ��������� ���� '��
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 ��
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σ (Hω) ⊆ A.

-�� ���	��� ������� ��� E ∈ σ (Hω)� ����� ���� '��
��
 2.10 �$	��� ΩE ⊆ Ω � γ (E) ∈ R



���� ������ 	���
���	�
��� ��

��� ��� μ (ΩE) = 1	 � 
��� ��
� ω ∈ ΩE � ��
����� 
� ���
���� ���� ��� 
����
��

��
��
� ��� ω ∈ ΩE �������� � ��������� 
� ���
�� � ���!��	 ���"� � ����#"� 
��

�����������

(Hω)ψ = Eψ $%�&'

�"� 
����� ����#"� 
�!���
� �� +∞� (���� ��
�	 � ������� E 
��� 
�����!�� �� !��)����

A	 
��� !��� !��������	 γ (E) > 0 � 
��� ������� 
� *�!���
�! 
��� ��
� ω ∈ ΩE	 ������

��� ����#"� ψ+ 
� ����#"� $%�&' ��� 
�!�� ��
����!�������� �� +∞	 � ��� ����� ��

�����
��

+������ ��� �!��� !����
������ 
��� E ∈ Ω	 ΩE ⊆ Ω� ,��	 �� ���
�
� )� ���

������
� ��� ΩE = Ω 
��� ��
� ��
��� 
� ���������#"� -�%. � ��
� ��
��� ���������

-��.�

(���� ��
�	 � ��������� 
� ���
�� � ���!�� 
�
� ��� �
��!�
� 
��� ����� ��� �

��
�!��� 
����� ��
�
� 
� �������� ���� 
��� �� ��
���� ����������	 
��
� ��!�
���

�� 
���!�
��� �������
�� 
� -�.	 � ����/� / 
���0��� �
��!�� ���� �/��
� �� -1. � -%.
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����� H	 �������

��� � ��
�!��� 
���� �
���
�� / 
�������� �������� !���0����

:��������	 �� ������ %�� � ������	 �� �������
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�!��� !�� ��
�
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��������
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�
� 
� �������� �����
������ ����	
�� 	�� ���
�� ����

:���#"� �� =0�!��� $��������� λ, α, β = α' -�.
:���#"� �� =0�!��� $��������� λ, α, β �= α' >�����
���������#"� 
� ?�����!!� -%&.
���������#"� (�
��#"� 
� 4��0�
� -1.
���������#"� @������ �"� 4���� -%.
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Vω (n) = λ cos [2π (αn+ ω)] ,

��
�
 ω ∈ [0, 1] 
 
 ���� �� Vω� ����� ���
 
 �
�����

��
�� 
�����
� �� �������
��� Hω

� ������
 ��  !��
���"������#�

������� ��	
� �� α � �� �	��
� �


����
�� ����� � �������� �� ��
����� γ (E) ��
�


���������� 
� �������
�

Vω (n) = λ cos [2π (αn+ ω)]

�
����
� γ (E) ≥ ln
(

|λ|
2

)
�

�����
������� $���������
��� 

���
� ���

Vω (n) = λ cos [2π (αn+ ω)]

=
λ

2

(
e2πiαne2πiω + e−2πiαne−2πiω

)
=

λ

2

(
e2πiαnz + e−2πiαnz−1

)
,

��
�
 z = e2πiω� $��� ���� ���
� %�
 �� E� ��������
� �� �����&�� �� ���
�'��(
��� �
�


ME,z (n) = TE,z (n)TE,z (n− 1) · · ·TE,z (1)

��
�
 TE,z (n) =

(
E − λ

2
(e2πiαnz + e−2πiαnz−1) −1

1 0

)
� )�%
��
�

Fn (z) = znME,z (n) =
n∏

k=1

zTE,z (n) ,

�

�� � '�
�	
 Fn (z) � �
��*���� 

 ���

 �
�����
� � �����'�&

‖Fn (z)‖ = ‖ME,z (n)‖ , +,�-.

���� ��������� z = e2πiω�

/
�
 � '�
�	
 Fn (z) � �
��*����� � '�
�	
 ln ‖Fn (z)‖ � ��0����1
��� +��2� 3456.�



���� ������ 	���
���	�
��� ��

�����
1

2π

∫ 2π

0

ln
∥∥Fn

(
eiω

)∥∥ dω ≥ ln ‖Fn (0)‖ = n ln

( |λ|
2

)
. �	
��


��� α � �� ������ ����������� ����� ��� � ������� �� ���������� �� �� �!���"�� �

��"#���� ���� ����� ���� ω �$��� %&'�� � ����� ��"�� ��� ����()�� �	
&�� �	
�� ���

γ (E) = lim
n→∞

1

n
ln ‖ME,z (n)‖

= lim
n→∞

1

n

∫ 2π

0

ln ‖ME,z (n)‖ dω

2π

= lim
n→∞

1

n

∫ 2π

0

ln
∥∥Fn

(
eiω

)∥∥ dω

2π

≥ ln

( |λ|
2

)
.

��������	
� * ��������� ������ +��������� ��� � ������� ,
-� �� %&' ������� ��������

��� � �������� H ��.���� ��� �/
-� ��� ������ �������� �0����������� �������� ω �����

�� α � �� $���� ���������� � |λ| > 2


�������� 	
��
 �� ���	
� α ∈ R − Q � 
������ ���	
� �	 ��������	 �	� ��
� ����

k ∈ N 	����	� pk, qk ∈ N� ���� ��	

∣∣∣∣α− pk
qk

∣∣∣∣ ≤ k−qk .

1� ������ �� 2���$���� � �� ������ ���������� ��� � �3���������� 0�� ����3�����

��� ���������
 * ���+���� ��� ������� �� 2���$���� � ������� �� ����� �� $���� ��

4�5����� ���� ������ ������ �� 2�0��"�� 6���
 7��� �� ����� �� $���� �� 8�����"��

� "������ ����� �� ���+���� Gδ ����� ����0����� ��� �� ���+���� Gδ � � �������(��

������5$�� �� ���+����� �0������



������ 	
��
 �	�� α �� ���	
� �	 ��������	� |λ| > 2 	

Vω (n) = λ cos [2π (αn+ ω)] .
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 pk
qk

���� �� �	��
��� ���	�
��� �
����	��� ��� 
��
	�����
�
pk′
qk′

�	 pk
qk

���	��
 �

��
� ��	 ∣∣∣∣α− pk′

qk′

∣∣∣∣ ≤ q−1
k′ k

−qk .

���

�	�	��
 � ���	��
��

V k
ω (n) = λ cos

[
2π

(
n
pk′

qk′
+ ω

)]
.

����� V k
ω � �� ���	��
�� ��� �	� ��� Tk = qk′ � !����� ���� ��� ���
	�����
� ��

"	��	�� �� #���� $��
� �	��


sup
|n|≤2qk′

∣∣V k
ω (n)− Vω (n)

∣∣ = sup
|n|≤2qk′

∣∣∣∣cos
[
2π

(
pk′

qk′
n+ ω

)]
− cos [2π (αn+ ω)]

∣∣∣∣
≤ sup

|n|≤2qk′
2π|n|

∣∣∣∣α− pk′

qk′

∣∣∣∣
≤ 4πk−Tk .

%�������� �
 �
���	
	
 �� "	��	�� 3.2 
�� 
��

&	
��
� 	 �


� ������ ��
 ��	 � ��	�����

�	 '���(�
��	� Hω ��� ��

�
 ����)����	
� �� 
	*�� � 	
�	���� ������� �	 Hω � )�+
��

��������� ��	
� ���� α �� ����	
 �� �

��
���� |λ| > 2 �

Vω (n) = λ cos [2π (αn+ ω)] .
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��	� ����� �
�
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���������� %	�� "	��	�� 4.20 �	��
 ��	 � ��	����� Hω �� �
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����� 	1	����
 �	 &���2	
 V2 
��

&�+	���

lim
m→∞

eCqm

∫ 2qm

−qm

|V2 (xα + θ)− V2 (xαm + θ)| dx = 0, ,��3/
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 �� ��������� α ���� ���
���� 4.21�� �
 ����
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����� ��
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���������
 ��� V (x) = V1 (x) + V2 (xα + θ)� ��� 
�� ����
����
 ��  ����
 !�
���������
"
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"

'(�����
��� ����
 ��� ���� α, θ �)�
� � ���

� �� ��
���
 V2 �(�����
�� � �������

�*"+� , �� �
���� ��������� �� 
�-�� ���.��� ��� ������� � 
��� � ������������� ��� �
�����"

������� ��	�� ���� H � �������� �� �	
����
��� 	�
��
�� �� 	�� ����
	���� �� ����

V (x) = V1 (x) + V2 (αx+ θ) ,

�
�� V1 � ��	����
�� �
�������� � ������ ������� �� V2 � ��� ��
��� �� ������� � ��������

��
�� �� ��� ���
� 

�! V2 � ��� ��
��� "����� 	�
��
��#

��! V2 � ��� ��
��� ��	���#

���! V2 (x) = |x|−1/2� ���� −1/2 ≤ x ≤ 1/2�

��
�� α, θ ∈ [0, 1) � α �� 
$���� �� %��������& '
���� � ����	��� ��
���� �� H � �����&


�����
������

�� /���
 ��� ��� ��
��� f : R → R , ���� 
�� %&���� ��
�$
�� 
� �)�
��� ��

��
��


D, δ > 0 ���
 ���

|f (z)− f (y)| ≤ D |z − y|δ ,

���� ����
���� z, y ∈ R" 0�)�
�� � �
����� C� ����


lim
m→∞

eCqm

∫ 2qm

−qm

|V2 (xα + θ)− V2 (xαm + θ)| dx ≤

≤ lim
m→∞

eCqmD |α− αm|δ
∫ 2qm

−qm

|x|δ dx

≤ lim
m→∞

eCqmD
|qm|δ+1 + |2qm|δ+1

δ + 1
m−qm = 0.

��

� ����� 
� �
 ��
���
 V2 
�� %&���� ��
�$
��
 �
��� ���� 1����2��� 3.8 � ������

��� �� 3�.�&��
!�� �� ���� �4"55� !�����
 ��� ����
����
 �� ����� �4"56� 
�� ��

��

����������
" 7

��� ����
 ��������� � 7�������� 5"6"
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����
 ��� �������� −qm =

x0 < x1 < · · · < xn = 2qm �
�	� ������
� 
���
�
�

V2 (x) =
n∑

i=1

aiχAi
(x) ,

	��	
 ai ∈ R� χ � � ������ ������
������� 
 Ai = [xi−1, xi] ��� ���
������ 	��������

	� �
��� ���� α � �� ���
�� 	
 ��������
� �
��� 
�
 ���� ��	� x ∈ R

|αx− αmx| ≤ 1

mqm
|x| m→∞−→ 0.

 
��
 ��	�� �����	
���	� �� m ��!��
��
�
��
 "���	
 	
 ���
��� 
�
 �
 αx ∈ Ai

�
��� 
�
 αmx ∈ Ai� 
����

|V2 (αx)− V2 (αmx)| =
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ai (χAi
(αx)− χAi

(αmx))

∣∣∣∣∣ = 0.

��"� � 
���
���� #$�%� �
"�
 ��
	�����
��
� &�������� ���������� 
�
 �
 �� ���
�'

����� V2 ��� ����(
� 
���	�� 
���� � ��
��	�� 	
 )�*�+	��"
� 	� ���� #,�--� "
��	��

��� ���
������ 	� ����� #,�-.� ������ 
��
���� ������� ��/���

���� 0����	� � 
������ C� �
���

lim
m→∞

eCqm

∫ 2qm

−qm

|V2 (xα + θ)− V2 (xαm + θ)| dx =

= lim
m→∞

eCqm

∣∣√α−√
αm

∣∣
√
α
√
αm

∫ 2qm

−qm

1√|x|dx

= lim
m→∞

eCqm

(
2 + 2

√
2
)√

qm |αm − α|√
αm

√
α
(√

αm +
√
α
)

≤ lim
m→∞

eCqm

(
2 + 2

√
2
)√

qm√
αm

√
α
(√

αm +
√
α
)m−qm = 0.

��"�� � �
����� #$�%� � ������
����  
��
 ��	�� ���������� �
�� �����1��� 3.8 
�
 �

��
��	�� 	
 )�*�+	��"
� 	� ���� #,�--� ������ 
��
���� ������� ��/���

��������	
� 2� ��
� iii) ����� �3�
��� �� �
�����	� ��1��"�� �
 �����	
������ �

������ V2 	
 �
���	� -� 	
!��	� ��� V2 (x) = |x|−γ � ���� −1/2 ≤ x ≤ 1/2� �
�	� 0 < γ < 1
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��� y = |x|−1/2
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���� 	� ��	�� �� �������� �� �������
������� �� ����	��� ���� � 	�� ��� ���	����

��� �� ������ �� ���	�� ��������
 �� ���������� �� ���� ������ 	�������������� H ��

!���� "#$#% ������ ��� ���������� �	��������������$ &��� ��'
��� ��������� ������ �� #()*

�	���� +
�,����� ������ �	�
���	 -./0 �	� �� � �������� �� ���� ������ 	������������


H !�� ������ ��� ��������� �� ������ "1�����2� 1.1%� ���2� ���� �������� ����	� ������

��� ����	�
 �����$ 3��� ��
����2� ���� ���� ���	
���� ����� � ����
� �� ���� ������

+
���� 4�����	� ���� ������ ���
������� �� ��������
 -)� 5.0$

+ ���������� �� ����	�	��� �	���������
����� �� #(65� ��� ��������� � �	���� -5#0 ���

�������� � ���	�� �� !������ � �����'����� �� ����
�� ����	���� �	� ��������� �����

����	�	���� ����� �	� 	�� �
���� �� ����
�� �	� ��� ������� �������
 �����2� ����� ����

��,�� 
 !�������� ��
�� ���������� �� ���� ������ 	�������������� H �� !���� ".$.% ���

���������� ������� ��
�� ���78����� �� �	�����	����� ���������� � ��� �������� �� ����	�!��

�8����$ 9��������� ���� 	�� ����	���� ����������� �	� � ���������� ��� �	������������

� ����,���������� ����� � ���� ���� ���'�� ����������	 � :�8��� ����
 �� ;	����� ��

.<## �� ����	������ �����
���� 1����
 ���������$

9 �������� ����
� �������� !�� � �������� �� ���� ������ ������ ��
� ��������
 ��

=��������$ ���	
����� �	�
����� �������� �� ��
����2� ������ ��������� ���� ���� ���

��
� �������� �� 3����� "!������� ��� �������� ����� � ��� ������ ���
����% ��� ������

�� >�����	� ����� ����� �	� �� #(6( !�� ����������� ��� �7�� -5*0 �	� ��
 ��������

����	� �������� ����	
�� ������	� �	��� ��� ������ �� >�����	� ����$ ?���� �	� ����
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