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RESUMO

Neste trabalho, estudamos uma classe de equacdes do tipo Hénon que envolvem o
operador 1-Laplaciano na bola unitaria. Com algumas condi¢bes sobre a néo-
linearidade, prova-se a existéncia de solucdes radiais e, para um parametro em uma
determinada faixa, prova-se a existéncia de quebra de simetria pela presenca de so-
lucbes nao radiais. Nossa abordagem € baseada em um esquema de aproximacao
onde uma analise completa das solu¢cdes dos problemas envolvendo o operador

p- Laplaciano associados é necesséria.

Palavras-chave: Equacdo do tipo Hénon. Quebra de simetria. Operador 1-
Laplaciano. Espaco de func¢des de variacao limitada.



ABSTRACT

In this work, we study a class of Hénon-type equations which involve the 1-Laplacian
operator in the unit ball. With some conditions on the non-linearity, it is proved the
existence of radial solutions and, for a parameter in a certain range, it is proved the
existence of symmetry breaking through the presence of non-radial solutions. The
approach is based on an approximation scheme, where a thorough analysis of the

solutions of problems involving the associated p-Laplacian operator is hecessary.

Keywords: Hénon-type equation. Symmetry breaking. 1-Laplacian operator. Space of
functions of bounded variation.
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1 Introducao

Diversos autores, no decorrer do tltimos anos, tém estudado problemas que envolvem
o operador 1-Laplaciano, ou seja:
—Aju= f(x,u) em £
u=20 sobre 012,

onde o operador A; é formalmente definido por Aju := div (%) com a funcao f satis-
fazendo condigoes adequadas. Entre os primeiros artigos envolvendo o operador que foi
citado anteriormente temos os de autoria dos pesquisadores F. Andreu, C. Ballesteler, V.
Caselles e JM Mazén, sendo os principais artigos [2, 3, 4]. Esses deram origem & mono-
grafia [5]. Esses autores perceberam que o espaco adequado para o estudo envolvendo o
problema (1.1) deveria ser o espaco formado pelas fungoes de variagao limitada, espago
esse, denotado por BV (2). Diante do que foi falado, percebemos que ao lidarmos com o
operador 1-Laplaciano temos algumas dificuldades, sendo a primeira delas quando tenta-
mos definir o quociente ﬁ, onde Du é apenas uma medida de Radon. Esta dificuldade
é superada através da Pairing Theory de G. Anzellotti em [6]. Foi possivel, usando essa
teoria, determinar precisamente a expressao da equacao de Euler-Lagrange associada a
problemas envolvendo o operador 1-Laplaciano. Por exemplo, temos que segundo essa
teoria podemos dizer que u € BV(Q)) é solugao de (1.1), se existe um campo vetorial

z € L>=(Q,RY) tal que, [|z]o < 1e

—div(z) = f(z,u) em D'(Q),
(z, Du) = |Du| como medida, (1.2)
[z,v] € sign(u) sobre 052,

com (z, Du) e [z,v] sendo definidos na Secao 2.2.

Além do mais, entre os primeiros trabalhos sobre este assunto, citamos o de Kawohl
em [27] que apresenta o problema de torgao com f(z,u) =1 em (1.1). Em [17], Demen-
gel usou a simetria do dominio para obter solugoes nodais para problemas envolvendo
o operador 1-Laplaciano e uma nao-linearidade com crescimento critico, o que foi feito
tomando o limite de problemas envolvendo o operador p—Laplaciano.

Em [32], Anna Mercaldo, Sergio Segura de Ledn e Cristina Trombetti estudaram o
problema

{—Alu:f em () (13)

u=0 sobre O0f),
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onde 2 C RN é um subconjunto aberto, limitado com fronteira Lipschitz e N > 2. Os auto-
res procuraram solugoes de (1.3), tomando o limite da familia de problemas envolvendo o
operador p—Laplaciano. Para isso, eles consideraram a funcao f em diversos casos, sendo
0 caso mais geral o que considera f € W~5°(Q), onde W~1%(Q) é o dual de Wy ().
Esses mesmos autores estudaram em [31] a existéncia de solugoes para o problema (1.3),
novamente tomando o limite de problemas envolvendo o operador p—Laplaciano, consi-
derando, porém, f € L'(Q). Chegaram ainda & conclusdo de que (1.3) admite solugao,
desde que || f]] <1

w—Loo(q) —

Em [30], os autores estudaram o seguinte de problema de Neumann para o operador
1-Laplaciano,
D
—div <|DZ|) =0 em

Du
— v
| Dul’

(1.4)

]:g sobre 012,

onde v é o vetor normal exterior a fronteira de Q, com g € L>*(99Q) tal que [y, gdHN ! = 0.
Os autores consideraram uma familia de problemas envolvendo o operador p-Laplaciano,
mostrando que quando p — 17 as solucoes destes convergem para uma funcao mensuravel
u. Provaram ainda que as propriedades de v dependem da limitacdo da funcao g através
de uma norma adequada, ou seja, que se g for pequeno o suficiente entao, u ¢ uma fun-
¢do de variacao limitada, entretanto se g for grande o suficiente entdo, u assume o valor
infinito em um conjunto de medida positiva.

Em [28], M. Latorre, F. Oliva, F. Petitta, e S. Segura estudaram o problema de
Dirichlet para uma equacao eliptica envolvendo o operador 1-Laplaciano, a saber:

{—Alu:h(u)f(x) em ()

(1.5)
u=20 sobre 012,

onde € é um subconjunto aberto em RY com fronteira lipschitziana, f € L'(Q), f(z) > 0
para z € () e h sendo uma funcao real continua que pode ser singular em zero. Com o in-
tuito de garantir a existéncia, a ndo-existéncia e a singularidade de solugdes ndo-negativas,
os autores procuraram investigar os intervalos ideais para tais hipoteses.

Conforme [35], Molino e Segura estudaram o seguinte problema de Dirichlet para o
operador 1-Laplaciano

D
Cdiv [ 2L = |ul7™?u em
Dl (1.6)
u=>0 sobre 02,

onde Q@ C RY (N > 2) é um aberto limitado com fronteira lipschitziana e 0 < ¢ <

ﬁ. Visto que existem algumas dificuldades em lidar com o operador 1-Laplaciano, eles

encontraram, entao, solu¢oes nao triviais u, para o problema

(1.7)

—Apu=|ul??u em
u=>0 sobre 012,
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com 0 < g < p*—1 onde p* = ]\e—]_v. Essas solugoes foram obtidas através do Teorema
p

do Passo da Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz. Depois, foi possivel mostrar que o
limite u = Iljlg% u, ¢ uma solucdo nao-trivial para (1.6).

Figueiredo e Pimenta em [22], foram os primeiros a usarem argumentos de tipo Nehari
a fim de obter solugoes de variacao limitada para o operador 1-Laplaciano, isto é, eles
conseguiram provar resultados de existéncia de minimizantes para funcionais localmente
lipschitzianos, sobre um conjunto cuja defini¢ao é inspirada na variedade de Nehari. Estes
autores definiram o funcional energia do problema, I : BV (£2) — R por:

I(u) := /Q | Dul +/BQ |uldHN —/QF(u)d:E?

onde I(u) é escrito como I;(u) — I5(u), com o funcional I1(u) = [, |Du| + [y [u|dHN 1
sendo convexo e localmente lipschitziano e I(u) = [o F(u)dz, com I, € C'(BV()).
Assim, os autores mostraram que o infimo do funcional I sobre o conjunto

N ={ue BVQ)\{0}; [1(w)u = L(u)u}

¢ alcancado e é um ponto critico. Consequentemente, obtiveram uma solugao nao-trivial
do tipo ground-state para o problema envolvendo o operador 1-Laplaciano. Podemos,
ainda, citar os trabalhos recentes [20, 21] que sdo dos préprios autores que obtiveram
solucoes positivas e nodais, respectivamente, para problemas semelhantes.

Em 1973, Hénon propds em [25], o seguinte problema

—Au = |z|*u|”?u em RY, (1.8)

para estudar a estabilidade dos aglomerados globulares, que sao agrupamentos de estrelas
aproximadamente esféricos, em astrofisica. De fato, os anos de 1960 a 1975, os astrofisi-
cos comecaram a se dedicar de forma intensiva para conseguirem entender e detectar a
existéncia de buracos negros em aglomerados globulares. E de se destacar que por mais
que existam teorias e hipdteses quanto ao que ocorre nessas regioes do espago, nao ha
qualquer prova concreta que aponte o que de fato acontece dentro de um buraco negro.
Na verdade, suspeita-se que as leis universais da fisica perdem seu valor tanto dentro
quanto no horizonte de eventos desses buracos.

Além da aplicagao supracitada para a equacao de Hénon, podemos citar os artigos
[11, 9, 10], onde é estudada a existéncia de modelos de dinAmica estelar estacionarios
equivalentes & equacao (1.8) para N = 3.

Consideremos o seguinte problema de Dirichlet relativo a equacao de Hénon

—Au = |z|ul"%u em Q
(1.9)
u=20 sobre 0f).

Em 1982, Ni em [34] foi capaz de mostrar a existéncia de uma solugao radial do problema
(1.9), quando g € (2,2}), utilizando o Teorema do Passo da Montanha. Foi usado ainda o
fato de que o espaco Hy ,,4(Q) == {u € Hj(Q) : u(x) = u(|z|)} estd imerso compactamente
em L2(Q), para ¢ no intervalo acima. Ainda nesta linha, conforme [16], Clément, de
Figueiredo e Mitidieri estudaram o problema

{—Lu = |2|*u|"%u em Q

(1.10)
u=20 sobre 012,
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onde Lu = div (|z|~%?|Vu[P~2Vu). Por meio de uma redu¢io a um problema unidimensi-
onal e usando o Teorema do Passo da Montanha, eles provaram a existéncia de solucoes
radiais de (1.10) para p < q¢ < %, estendendo o resultado de Ni em [34] para este
operador mais geral. Observe que p-Laplaciano A, é um caso particular deste operador
L.

Motivados por [34], no Capitulo 3, estudaremos a existéncia de solugao radial para o

seguinte problema do tipo Hénon envolvendo o operador 1-Laplaciano:
{—Alu — |z]°f(u) em B

(1.11)
u=20 sobre 0B,

em que B = B(0,1) CRY, N >2 a>0e f éuma funcio localmente Holder continua
onde f(s) > 0se s > 0 e que satisfaz:

(f1) existe a > 0 tal que

lim sup @ = 0, uniformemente em z € B,
s—0 ’5’(1

(f2) existem C' > 0e g € (0,15 — 1) tal que
1f(s)] <C(1+[s]?), VseR,

x _ N4«
onde 1a = N-1

(f3) existe k > 1 tal que
0 <rF(s) < f(s)s,

para todo s > 0, onde F(t) = [i f(s)ds.
O resultado principal desse capitulo é o seguinte.

Teorema 1.1. Supondo N > 2 e que f satisfaz as condicoes (f1) — (f3), entao existe uma
solugdo nao-negativa u € BV, 4q(B) de (1.11).

O primeiro passo é aplicar as ideias introduzidas em [34] para o seguinte problema

{—Apu:|x|af(u) em B

(1.12)
u=>0 sobre 0B,

rad
Montanha. Depois, usamos alguns argumentos de [35] para mostrarmos que (u,) converge

para u, quando p — 11 onde u € BV,.4(B) satisfaz (1.11). Assim, uma grande dificul-
dade, é assegurar que as constantes que aparecerao na prova nao dependam de p. Outra
grande dificuldade que precisamos superar é a verificacdo de que a funcao limite v nao é
trivial. Vale a pena ressaltar que a condicdo de contorno de Dirichlet nao é satisfeita no
sentido usual, sendo que uma formulacao mais fraca deve ser introduzida.

encontrando assim uma solucdo radial u, € Wol”p (B) para (1.11), no nivel do Passo da

Na argumentacgao para a demostracao do Teorema 1.1, foi necessario estabelecermos
. - . 1
q P
as imersdes de BV,qq em L (B), em analogia ao que se faz em [18] com o W[ ;(B). Tal
resultado mostrou-se desafiador e acreditamos que seja interessante por si s6. Temos,
entdo, o seguinte resultado para imersao radial que se encontra no Capitulo 2, em que

apresentamos defini¢oes e resultados fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho.
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Teorema 1.2. Seja o > 0, entao a imersao

B‘/rad(B> — L;(B)

é continua para 1 <r <17 = % e compacta para 1 <r <17 =

N+«
N-1°

Ao mostramos que o problema (1.11) possui solugao radial, surge a questao acerca da
existéncia de uma solugdo nao-radial para tal problema.

Por meio de algoritmos computacionais, Chen, Ni e Zhou, em [15], obtiveram solugoes
numéricas nao-radiais de (1.7) em R2. Com isso, foi possivel sugerir que as solucdes de
ground-state deste problema, nao sao radialmente simétricas. Este fato foi confirmado
posteriormente quando, em [36], Smets, Su e Willem provaram que para ¢ subcritico e
« suficientemente grande, existem solu¢des nao-radiais com menores niveis de energia
quando comparadas com aquela encontrada por Ni.

Em [13], Carrido, de Figueiredo e Miyagaki provaram resultados sobre a existéncia e
multiplicidade de solu¢des nao-radiais para a classe de problemas elipticos quasilineares
com termos singulares como no problema (1.10). Em sua argumentagao foi essencial a
imersao compacta dos espagos de fungoes com uma certa simetria (esférica ou cilindrica)
em espacos de Lebesgue com peso. Foi muito importante ainda a comparacao entre

Pd

&= inf J5 [VulPdx .

ueW, Foa(B)—{0} ([ |2|*|ul9dz) <
¢ VulPd
mb = inf Jp [VulPdx

)

-
weW P (B)~10} ([ || [ulrde)
Com efeito, eles mostraram que, para « suficientemente grande, m? , < c£, o que im-

plica na existéncia de solugoes nao-radiais.

No Capitulo 4, abordamos a questao de estender os resultados de [13] ao operador
1-Laplaciano. Estudamos, mais especificamente, o problemas:

(1.13)

A= |z|*ul*u em B
u=20 sobre 0B.

Antes de mencionar o resultado principal deste capitulo, devemos definir

m se N ¢ par;
*(N) = N
p( ) W seNéimpara
D) - P

onde [a] denota a parte inteira a € R e p > 1.

O resultado principal é o seguinte.

Teorema 1.3. Suponha N >4 e q € (1,1*(N)), entao existe ag > 0 tal que, o problema
(1.13) tem uma solugio de variagdo limitada ndao-trivial e nao-radial, para o > «.
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Para a prova desse resultado, tal como na do Teorema 1.2, é necessario estudar resul-
tados de imersao no espaco BV)(B) em L% (B), onde

BVi(B) = {u € BV(B) : u(y, ) = u(lyl,|2]), ¥z = (. ) € B},
onde 2 < N —1[1<le p>1. Mais especificamente, provamos o resultado.

Teorema 1.4. Sejam I, N,p;, q; e & como no Teorema 2.31, entdo a imersao BV(B) —
Li(B) é continua se 1 < q <1; e compacta se 1 < q < 1.

Acreditamos que tal resultado, o que também é inédito, também tenha interesse por
si s6 e que possa ainda ser visto como uma extensao de [18][ Corolario 1.5].

A argumentacao para a demonstragdo do Teorema 1.3 se baseia em um anélise cui-
dadosa dos minimizantes de ¢, e m? ,, os quais sdo atingidos por fungdes que, depois de
reescalonados, sao solugoes de

—Ayu = |z|%u/"%u em B
u=1>0 sobre 0B.
Além disso é necessério garantir que, quando p — 17, os limites de ¢, e mil, nao se

colapsem. Por fim, vale mencionar que foi necessario desenvolver novos argumentos que
nos permitissem demostrar que as solugoes do problema (1.14), de fato constituiam uma
familia limitada em BV;(B). Tal dificuldade surgiu da natureza de tais solugoes, as quais
nao tém caracterizagdo minimax como em [35] e tampouco eram minimizantes sobre um
conjunto do tipo Nehari, como em [20].
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2 Simetria e imersoes do espaco
BV (Q)

Neste capitulo, apresentamos propriedades basicas do espaco das fungoes de variacao
limitada. Posteriormente, apresentamos alguns resultados da pairing theory de G. Anzel-
lotti em [6], os quais dao sentido ao produto de campos vetoriais com baixa regularidade,
pela derivada distribucional de fung¢oes de BV. Por fim, mas nao menos importante,
mostramos alguns resultados de imersao entre os espacos de fungoes de variagao limitada
com simetria radial e parcial e os espagos LP com peso, sendo estes resultados de extrema
importancia para o que abordamos nesse trabalho.

2.1 Espaco das funcoes de variacao limitada

Vamos apresentar, nesta secao, resultados basicos sobre o espago das funcoes de va-
riagao limitada BV (), onde Q C RY, N > 2 é um aberto com fronteira lipschitziana.
Tais resultados podem ser encontrados em [7, 23]. Para tanto, apresentamos inicialmente
a definicao de medida de Radon.

Definicao 2.1. Seja p uma medida de Borel em 2 e £ C €2 um boreliano. Dizemos que
i é regular externa em E C (), se

w(E) =inf{u(A): AD E, A éabertode Q }.
Dizemos que p é regular interna em E C (2, se
p(E) =sup{u(K): K C E, Kécompacto de Q }.

Definicao 2.2. Dizemos que uma medida p é uma medida de Radon em ), se é uma
medida de Borel que é finita em compactos, regular externa em todos os borelianos e
regular interna em abertos cujo espago é denotado por M(£2).

Definicao 2.3. Uma medida v ¢é dita absolutamente continua com respeito a medida pu,
denotando-se v < p, se v(E) = 0, para todo £ € M tal que pu(E) = 0. Duas medidas
pevem (2, M) sdo singulares, denotando-se v L p, se existem E,F € M tais que
ENF=0 EUF=QepnFE)=v(F)=0.

Vamos definir, a seguir, o espaco de funcoes com o qual trabalharemos nesta tese.

Definigdo 2.4. Uma fungdo v € L'(Q2) é chamada uma fungdo de variagdo limitada
se suas derivadas distribucionais de primeira ordem sao geradas por medidas de Radon.
Denotamos por BV (Q2) o conjunto de tais fungoes, isto é,

BV(Q) = {u € LYQ) : Due M(Q,RY)}.
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Do fato de que M(€) é igual ao dual topoldgico de Cy(€2, R) e como C}(2, R) é denso
em Cp(€2,R) com respeito a norma uniforme, o teorema a seguir fornece uma caracteriza-
¢ao quantitativa para os elementos de BV (€2).

Proposicao 2.5. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:
i) u € BV (Q);

i) u € L'(Q) e 2+ € M(Q), para todo i =1,..., N;

N
jii) u € LNQ) ¢ | Dul| = sup {z [ 6D € Co0.BY). i < 1} < +00;
=1

) u e LY(Q) e [o|Dul :=sup {/udivwdﬂv; Y € CHOQ,RY), |ih]o < 1} < +o0.
0

O resultado anterior é encontrado na se¢ao 10.1 da referéncia [7] como uma defini¢ao
equivalente para o espago BV. Além disso, pelo Teorema de Representacao de Riesz-
Alexandroff (ver [7], Teorema 2.4.6)

|Dull = [ |Dul (2.1)

Observagao 2.6. Dado u € BV (Q2), do Teorema de Radon-Nikodym (ver [7] [Teorema
4.2.1]) podemos decompor sua derivada distribucional como

Du = D%u + Dfu,

onde D% é absolutamente continua com relacdo a medida de Lebesgue £V em RY, en-
quanto D*u é singular com relacdo a mesma medida. Além disso, denotamos a variagao
total de Du como |Dul.

O espago BV (Q2) é um espago de Banach quando dotado da norma

|u| gy ::/ |Du|+/ luldz.
Q 0

Da Observacao 2.6 segue que W1(Q) é um subespaco de BV (Q) e que a norma || - || gy
é uma extensio da norma usual em W1(Q), ou seja, dado v € WH (), tem-se que

lulpv =/ |Du|+/ |u|dx:/ |Vu]dx+/ luldz = [ulws .
Q Q Q Q
Proposigao 2.7. WH1(Q) é um subespaco préprio de BV ().

Demostragio. Mostremos que de fato W11(Q) C BV(Q). Seja E C RN aberto com
fronteira suave tal que HY"1(OF) < +o0o. Notamos que xg € L*(RY), onde yp representa
a funcao caracteristica em E. Notemos ainda que, pelo Teorema da Divergéncia

/Q xudiv()dz = /E div(y)dz = /a AN < HYTHOE) < 4o,

para cada 1 € CHQ,RY), com [|1)]|. < 1, onde v(z) denota o vetor normal exterior em
r € OF. Assim, pela Proposigao 2.5, temos que xg € BV (Q). Porém, xg ¢ WH(Q), pois
Dxg = —v.HYN o5,

de forma que Dxg, por consistir em uma medida singular com respeito a de Lebesgue em
RN, ndo é gerada por uma fungao de L'(().
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U

Pela maneira com o qual o espago BV (2) foi definido, nao é possivel afirmar que este
contém C*°(Q)N BV () como um subconjunto denso com respeito a topologia da norma.
Disso surge a necessidade de introduzir uma nocao de convergéncia que torne o espaco
C>(2) N BV () denso em BV (£2) com respeito a topologia induzida.

Defini¢ao 2.8. Dizemos que (u,) C BV(Q2) converge para u € BV (€2) no sentido da
convergéncia estrita, se

quando n — oo.

O préximo teorema refere-se a semicontinuidade inferior da norma em BV(Q2) com
respeito & topologia de L'(€).

Lema 2.9. Seja (u,) C BV(Q) uma sequéncia limitada e tal que u, — u em L'(Q),
entdo u € BV (Q) e

/\Duy gnmmf/ |Duy). (2.2)
QO n—oo O

Demostragio. Seja ¢ € CHQ,RY) de modo que [1|o < 1. Da convergéncia u, — u em
LY (Q) e por [12] [ Teorema 9.9 |, existe h € L'(Q), de forma que a menos de subsequéncia,

un(r) = u(z) em quase todo ponto z € Q,

|un(x)| < h(z), em quase todo ponto x € ).

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim | un(2)dive(z)de = /Q w(@)divep(2)de. (2.3)

n—+oo JO

Do fato de que (u,) C BV (), entao pela Proposi¢ao 2.5,

/ undivipdz < / | Duy|.
Q Q
Assim, tomando o lim inf em ambos lados da tltima desigualdade e usando (2.3) obtemos

/udiv¢dx < lim inf/ | Dy, | (2.4)
Q Q

n—-4o0o

Como ¢ € CL(Q,RY) ¢ arbitrario, tomando o supremo sobre tais [1/|o < 1 na desi-
gualdade acima, pela Proposigao 2.5 tem-se que u € BV (2) e (2.2) é satisfeita.

O
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Teorema 2.10. O espago C*(Q)NBV () é denso em BV () equipado com a convergén-

cia estrita. Consequentemente, C*(§2) é denso em BV (Q2) com a convergéncia estrita.

Demostragao. Ver [7][Teorema 10.1.2]. O

Como consequéncia desse resultado, para todo u € BV (2) existe uma sequéncia (uy,)
em C*(Q2) N BV(Q) tal que

u, — uem L'(Q) e /|Vun|dx—>/ | Dul.
Q Q

Teorema 2.11. Seja Q C RY aberto com fronteira lipschitziana. Entdo a imersdo
N

BV (Q) — LI(Q2) ¢ continua para q € [1,1*] e compacta para q € [1,1%), onde 1* = 5.
Demostragao. Ver [7][Teorema 10.1.3, Teorema 10.1.4].
U

Em [1] est4 bem definido um operador de imersao BV () — L'(99), de forma que a
norma

lullsve = [ 1Dul+ [ jula#~,
Q o0
¢ equivalente a norma |u|py(q), conforme mostra o préximo lema.

Lema 2.12. A norma |[u||pv () € equivalente a norma |u|py ().

Demostragao. De [7][Teorema 10.2.1] existe uma constante C' > 0 tal que

[ Juldh " < Clul v,

assim

lullsvey = [ 1Dul + [ JuldH™!
Q o0

g/Q|Du|+C|u|BV(m

:/|Du|+C’/|Du|—|—C’/|u|
Q Q Q

<+0)( [ 1ul+ [ Jul)

= (1+O)|u|pv(a)- (2.5)

Por outro lado, pela Desigualdade de Poincaré (ver [33][Proposigao 2]) tem-se:
[u| By () :/ |Du|—|—/ |u|dx
Q Q

g/ﬂ;puuc(/g\puu/m\uuw1)

:(1+0)/ |Du|+C’/ | dHN
Q o0

<(1+0) (/Q | Dul + /(m \u|d’HN1)
(1 + O)|ullBv(e)- (2.6)
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De (2.5) e (2.6) temos a equivaléncia entre as normas |[u|| gy () € |u|pv ().
U

Enunciamos, no préximo resultado, uma versao da Férmula de Green para fungoes em

BV (9).

Teorema 2.13. Seja Q C RY um aberto com fronteira lipschitziana, entdo existe um
operador linear e continuo v : BV (Q) — LY(Q) tal que:

i) v(w) = wlay, para toda w € C(Q) N BV (Q);

ii) para todo ¢ € C*(Q,RY) vale a sequinte versao generalizada da férmula de Green:

: _ N-1
/dew(gp)dx+/gngw —/8(2 y(w)p.vdH .

Demostragao. Ver [7] [Teorema 10.2.1].

Por fim, como um consequéncia do Lema 2.9 temos o seguinte resultado.

Lema 2.14. Seja (u,) C BV(Q) uma sequéncia limitada e tal que u, — u em L*(Q),
entio u € BV (Q) e

/ | Dul +/ lu|dHN~ < liminf </ | Du,| +/ \un\d”HNl) : (2.7)
Q o9 n—oo \Jq B

Demostragio. De fato, seja B C RN, uma bola tal que Q CC B. Para cada v € BV (),
consideremos

v Ju@), se 2€Q
U(z)_{O, se x ¢ .

Entao v € BV(B) e ainda

/|Dv|:/ yDv|+/ o] dH VL.
B Q oN

Ainda, note que, se u, — u em L'(f), entdo u, — u em L'(B). Assim, pela se-
micontinuidade inferior da norma em BV (B) com respeito a topologia de L'(B), segue
que

[ipul+ [ ulant = [ |pa
Q o0N B
< liminf/ | D1y, |
B

n—-+o00

= liminf (/ | Du, | +/ |un|dHN_1>.
n—too \Jo B
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2.2 Teoria de Anzellotti

Apresentamos nesta secao algumas defini¢oes e resultados da pairings theory desenvol-
vida por Anzellotti em [6], pois em varios argumentos que usamos neste trabalho, é preciso
ter uma espécie de férmula de Green para expressoes como w div(z), onde z € L>®(2,RY),
div(z) é uma medida limitada e w € BV (). Para isso temos que lidar de alguma forma
com um tipo de produto entre z e Dw.

Defini¢ao 2.15. Seja X,,(Q?) := {z € L>(Q,RY); div(z) € M(Q)} Definimos (z,w) :
X, (Q) x (BV())NL>*(Q)NC()) = R por

(z, W) ::/ z(x).v(z)w(z)dHN .

Teorema 2.16. Seja €2 dominio limitado e v o campo normal exterior a 0S2. Entdo eziste
uma aplicagdo bilinear (z,w) : X,,(2) x (BV () N L>*(Q)NC(Q)) = R tal que

(1) (z,W) 50 = Joq 2(x).v(@)w(z)dHN ™! para todo z € C*(Q,RY) e
(i) {2z, w) |50 < |29 foq [w|dHN T para todo z € C*(Q,RY) ew € (BV(2) N L*(Q)NC(R)).
Demostragao. Ver [6][Teorema 1.1].

O

Para definir um anédlogo da Foérmula de Green, também é necessario descrever o trago
fraco de z.

Teorema 2.17. Seja Q um dominio em RYN. Entdo existe uma aplicacio linear v :
X, (Q) = L>(09) tal que

(1) v2lloc,00 < [ 2lloc,0;
(i1) (2, V) = [oV2(2)w(x)dHN T para todo w € BV (Q) N L®(2) N C(Q);
(iii) v.(x) = 2(z) - v(x) em OQ quando z € C(Q,RY).
Demostragio. Ver [6] [Teorema 1.2].
U

A funcao v,(x) é o trago fraco definido sobre 02, da componente normal de z, a qual
denotamos por [z, v|.

Definicao 2.18. Para todo A CC Q, sejaz € X,(2) e w € (BV(A)NL*(A)NC(A)),
definimos a distribuigao (z, Dw) € D'(2) como

((z, Dw), p) = —/ngo div(z)dx — /sz -Vedz.

Por Anzellotti [6][Teorema 1.5 , Corolario 1.6], tem-se que, para todo aberto A CC Q
e todo ¢ € C§°(A),

[ (2. Dw).0) | < sup|gl[zlca [ 1Dl
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Assim, a fungao (z, Dw) é uma medida Radon em 2. Além disso, as medidas (z, Dw) e
|(z, Dw)| sdo absolutamente continuas com respeito a |Dw| em §2 e vale ainda

[ (2. D), 9) | < |pluclzlos [ 1Dul,
para todo conjunto de Borel B e para todo aberto A CC €2 tal que B C A C (.

Com essas definigoes, é possivel enunciar a seguinte versao da formula de Green.

Proposigao 2.19. Seja Q um aberto de RN com fronteira Lipschitz e sejaw € (BV(Q) N L=(2) N O
e z€ X(Q),. Entao

/deiv(z)dx—l—/g(z, Dw) = /m[z, viwdHN 1.

Demostragao. Ver [6] [Teorema 1.9].

2.3 Simetria e imersoes de Sobolev

Seja B a bola unitaria, N > 2. Sejam Wolj’p (B) = {u e Wy (B) : u(z) = u(|x|)} e

rad ,rad

Li(B) :={u: B —R: [g|z|*|u|idzr < 400} .

Lema 2.20. O operador T : Wy * (B) — L4(B) com 1 <p < N e a > 0 definido por

;rad
T(u) = |z|*u, € continuo para 1 < g < pi = P(Jf\yiir;) e compacto para 1 < q < p}, = p(f\,vijpa).

Demonstragio. Pelo Lema Radial (ver [18][Teorema 1.1]) temos que existe C; > 0 tal que

Tl = [ lolul'de

|z *CT [l
0,ra;

a(B)
— dx
/B ’x‘ (N pp)q

IN

(N—p)q

q q o=
< Cfllullyry o [ o7 de
1 _(N-p)g _
= Oi]HUH;I/VOI,’fad(B) (wn/o ra P TN 1d7“>

(N—

D oa-@=pay
(B)/o r P dr, (2.8)

= Gillull?,,

0,rad

onde Cy = C{w,, com w, sendo a &rea da superficie da bola unitdria em RY. Notemos
que

/lr"‘_(N_pm”N‘ldr: {T“_(N?vp)q” [PIUI Gl )l P
0 0 D o
N —
& a+N2w
p
p(N + «) <

N—0p =4
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Entao, de (2.8)

Tl < Cllulbwis ) (2.9

. 1
_(N-p)
onde C = (C’2 / NS 1dr> . Portanto, T' é um operador continuo.
0

Provemos agora que T é um operador compacto. De fato, inicialmente consideremos
€ (0,1). Pela Desigualdade de Holder, deduzimos

[ laelultde = [ Jullalfulodo
B B

) UB Guw)ide UB (‘x,ana)lladx]la

= (/B|u|dx>a</jzg|x|&|u|mdx>l_a. (2.10)

Precisamos mostrar que

</ |z| ™= a|u’1 ad:L’> <CHu’W0 v By (2.11)

onde a constante C' > 0 é dada em (2.9). Porém, por (2.9) temos que (2.11) se verifica, se

q—a D o
1< < N . 2.12
_1—a_N—p< +1 ) ( )

Porém,

— N - N
q ag P ata < a(N —p—Np)>Nqg—pqg—pN — pa
l—a ™~ N-—p

o g< Na—pg—pN—pa _ pg+pN+poa—Ng
- N —p—Np (N+1)p—N

1—a

Mas tal escolha de a, é possivel, desde que

pq + pN + pa — Ngq

0.
Ntlp-N

Para isso, basta que

p(N + «)
N—-p =
Como por hipétese, ¢ < p, segue que (2.12) se verifica e portanto também (2.11).
Substituindo (2.11) em (2.10) obtemos

o < o) o)
- (Jl—a</B|u|dx>

q <<

(2.13)
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. , ~ . . . 1 ~ .
Assim, se (u,) é uma sequéncia limitada em W' ,(B), entao pela compacidade da

imersao Woljp (B) = L'(B) existe u € Woljp (B) tal que

rad rad
u, —»u em L'(B) (214)
e por (2.13)
Tun =)l < O lun = ulfapllun —ullyds 5
SN O,

quando n — +o00. Portanto, 7' é um operador compacto.

Definimos

BV,wa(B) :=={ uwe BV(B) : u(z) = u(|z|)},
ou, de forma equivalente, podemos definir
BV,wa(B) = {u € BV(B) : u(Sz) = u(z),Vo € B,¥S € O(N)},

onde O(N) é o grupo ortogonal matricial real N x N.

Observacao 2.21. Usando os mesmos argumentos que no Lema 2.9, é possivel provar
que, se (u,) C BV,(B) é limitada e u, — w em L} (B), para 1 < r < 1%, entao
u € BV,q.(B) e

||U||Bde(B) < 1}&5&({% ||UHBde(B)'

A seguir, enunciamos e provamos um lema de densidade que é essencial nos teoremas
de imersao. Para isso, precisamos inicialmente de algumas defini¢cbes e observagoes.

Definig¢ao 2.22. Dizemos que (u,) C BV, .q4(B) converge para u € BV, .4(B) com respeito
a topologia da convergéncia estrita se

U, — uem L’ (B)

/|Dun| —>/ | Dul.
B B

A préxima definigao e as duas proximas proposi¢oes podem ser encontradas em [7].

Definigdo 2.23. Uma fungio regularizante p. € C®(RY) ¢é definida como
p-(x) = e Np(%), onde p é uma funcdo nao-negativa que satisfaz [pv p(z)dz = 1, com
supp(p.) C B1(0). Também, para todo u € M(RY R™) define-se:

pox ) = [ pole = yuty).

Proposigao 2.24. Seja f € LP(RY), p € [1,00), entio para quaisquer funcoes requlari-
zantes (p,) valem as sequintes propriedades:
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(i) fxpn € LP(RY),
(@) 1f * palro@yy < |floo@my,
(iit) f*pn — f € LP(RY), quando n — +oo.
Demonstragio. Ver [7]] Proposigao 2.2.4 |.
U

Proposicao 2.25. Considerando p., p-*p como na Definicdo 2.23 acima, entao p.* . €
C> (RN R™), e além disso, quando € — 0 valem as sequintes propriedades:

Demonstragio. Ver [7][ Teorema 4.2.2].
U

Observagao 2.26. Se u e p. sdo radialmente simétricos, entdo u x p. é radialmente
simétrico. Com efeito, para todo S € O(N) temos

(wxp)(S2) = [ uly)p-(Sa—y)dy
u(y)p- (S(z — S"y)) dy
u(y)pe(z — STy)dy
u(S"y)ps(x — S"y)dy

u(z)pe(x — 2z)|detS|dz

I
S el

w(z)pe(z — 2)dz
* pe)(x). (2.15)

Lema 2.27. O espago C*(B) N BV,4a(B) é denso em BV,.4(B) com respeito a conver-
géncia estrita.

oy

=

Demonstra¢io. Dados u € BV,..q(B) e € > 0, nosso objetivo é, dado € > 0, construir uma
funcdo u. € C>°(B) N WYL (B) tal que

rad

jue = iy < < e | [ [Vuclde — | ]Du|’ < de.

B B
Como [ |Du| < +o00, existe By aberto de B e tal que [g g, [Du| < e. Assim, podemos
construir uma familia de conjuntos abertos {B;}ien tais que B; CC B;y1 e B = U, B;.
Seja ainda {C;},.y, onde C) = By e C; = By \ Bi_1, para i > 2 que também ¢é uma
cobertura aberta de B. Seja ainda {;},.y uma particao da unidade subordinada a {C;},



Simetria e imersoes de Sobolev 27

ou seja, p; € CX(C;),0 < ¢; <1eX g, = 1. Notemos que Cjo 1 NC; = B \B; # 0 e
com isso temos que By NC; = () com i > 2, e entdo ¢;(z) = 1 em By.
Agora, para cada ¢ € N, escolhemos p., funcoes regularizantes de maneira que

supp (pe, * piu) C C; (2.16)

‘/B |pey * (p1Du)| — /B lp1Dul| < e (2.17)
/B |2|*] pe; * (wps) — upildz < 23 (2.18)
/B |pe; * (uV ;) —uVp;|de < % (2.19)

Observamos que (2.17) foi obtido a partir da Proposicao 2.25 (idi). Sendo
uwp; € LL(B) e uVy; € L'(B), entao obtemos (2.18) e (2.19) respectivamente a par-
tir da Proposicao 2.24 (ii7).

Definimos .
Ue 1= ZpCi * (uep;)
i=1

e notemos que esta soma é localmente finita, uma vez que, para cada xr € B, x pertence
no maximo a dois conjuntos C; e, portanto, u. estd bem definido e é radialmente simétrico
por (2.15). Além disso, do fato de que em uma vizinhanga de x, no maximo duas fungoes
©; nao se anulam, entao u, € C2,(B). Logo, da desigualdade (2.18) temos que

|l = wlde = | Jal°
B B

= /]x\“ dx
B i=1
< 3 [ Jel fugs = pe, x (ug)] da
=1
< %:5. (2.20)

Por fim, mostremos que
<e.

‘/ |Vua|dx—/ | D
B B

D(up;) = piDu + qupiﬁN I -

Como ¢; € C*(B) temos:

Ainda,

ZV%‘ =V <Z%) =0,
i=1 i=1



Simetria e imersoes de Sobolev 28

o que implica
Vue = ZD Pe; * UQOZ )

= pri * D(ugpl)

i=1

= Z pe, * (piDu + uV;)

o0

= Zpe (@iDu) + Y pey * (uV ;)
=1

= Zpsl (p;Du) + Z pe. * (uV ;) —uVy;). (2.21)

Assim, por (2.19) , (2.21) e pela Proposigao 2.25 (iii) temos que

IA

[ 10+ @V do = [ Va

Z/B |pe; *(sDiDU)\dxﬂLZ/B |pe; * (UV ;) — uVe;| dx
i=2 =1

o0 o0 6

;Awnm+;%

> [ leillDul + €

i—1 B

< / |Du| + ¢ < 2e. (2.22)
B\Bo

IN

IN

Da desigualdade (2.17) e do fato de que ¢ = 1 em By, temos

[ o= @Venlde = [ Dul] < | [ lpo = @0l do = [ oiDulda| +
B B B B
+ | [leDul = [ 1Dyl
B B
< e+ |[ leiDul - [ 1Du
B B

< e+ [ (=) IDul - [ |Dul
B B
< 2. (2.23)

dx

Assim, pelas desigualdades (2.22) e (2.23) obtemos que

‘/B\Vue!dx—/B\Du!’ < ‘/Byvue\dx—/B!pel*(uwl)m’+

[ e+ @Vonydz — [ 1Dul
< A4e. (2.24)

IN

Concluindo assim a demonstragao deste resultado.

Segue como uma consequéncia de (2.15) e do Lema 2.27 a seguinte observagao.
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Observacgao 2.28. (B)NBV,4q(B) ¢é denso em BV,.4(B) com a convergéncia estrita.

rad

Observacao 2.29. Podemos modificar a demonstragao do Lema 2.27 de modo a tomar
fungoes suficientemente préximas de u na norma de L’ (B), com isso, temos que para todo
u € BVyea(B) e r > 1, existe (ue)es0 C Cooy(B) N BV,a(B), tal que, quando € — 07,

u. — uem L) (B) e / |Vu5|dx—>/ | Dul.
B B

A seguir enunciamos e provamos um dos principais resultados deste capitulo.

Teorema 2.30. Seja o > 0, entdo a imersao
BV,44(B) — L. (B)
é continua para 1 <1 < 1% e compacta para 1 <r < 17.

Demonstragio. Sejam u € BV,u(B) e (u,) C CX,(B) N BV,.(B) tais que, quando
n — +090,

/|x|a|un|rdx—>/ |g;|a|u|fdme/ |Vun|d:1:—>/ | Dul.
B B B B

Notemos ainda que (u,) € Ws(B) e pelo Lema 2.20 tem-se a imersao Wah(B) <
L7 (B) é continua. Logo
[unllz ) < Cllunllyr g

Fazendo n — oo, obtemos
ullzr By < CllullBv.,uB)- (2.25)

Para mostrarmos a imersao compacta, consideremos a € (0, 1) e usando a Desigualdade
de Holder, obtemos

[lellarde = [ Jullzie e de
B B

<l OWY“H/B (|a:|a|u|’”‘“>lladx]

- (/B |u]dq:>a</B y:c\ﬁz|uy’£’3dx>la. (2.26)

Provemos agora que existe C' > 0 tal que

(/ Fli=di= adg:) < Cllull5 o) (2.27)

De fato, por (2.25), (2.27) vale se,

1§r—a§ 1 N+ « .
l—a " N-1 1—a

Com efeito,

r—a< 1 (N—Na—i—a

—a>Nr—r—N—
I—a=-N_—-1 > = a =~ T r (6

1—a
< a<r+N-+a—Nr.
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Tal escolha para a s é possivel se

r+N+a—-—Nr>0 < r+N+a>Nr
N+a_1*

= <
"SNCT

o que é satisfeito por hipdtese.
Substituindo (2.27) em (2.26), obtemos

1—a
[iattras < (f ae) (il o)
= oo [ ulde) Tl o 225)

Assim, se wu, é uma sequéncia limitada em BV,.(B), entdo pela compacidade da
imersao BV,.q(B) — L'(B) existe u € L'(B) que

u, —u em L'(B). (2.29)

De (2.28) e (2.29)

un = uligmy < O (fun = uliam) =l
— 0,

quando n — +oo. Além disso, da semicontinuidade da norma ||.||py(s) com respeito a
topologia de L7 (B), segue que u € BV,.4(B). Portanto a imersao BV, .4(B) — L. (B) é
compacta se 1 <r < 17%.

O

2.4 Resultados de densidade em BV,

Nesta segao apresentamos resultados de imersao entres os espagos BV)(B) e Li(B).
Para isso, devemos fixar N > 4 com [ € N tal que 2 < N — [ <[ e p > 1. Consideremos
também z = (y,2) € R x RV~! e definamos

BVi(B) :={u € BV(B) : u(Ryy, R2z) = u(y, 2),Vx = (y,2) € B,V(Ry, Rs) € O(l) x O(N —

€

W,"P(B) := {u € WH(B) : u(Ryy, Roz) = u(y, 2), Vo = (y,2) € B,¥(Ry, Ry) € O(l) x O(N —

— {u e WY (B) : uly, 2) = u(lyl, |2]), Vo = (y, 2) € B}.

Teorema 2.31. Assumindo que 2 < N —1 <, p > 1. Sejam p; := p(l+1)

I+1-p
ep € (p,+00), sel+1 < p. Além disso, seja q = W. Entdo a imersao

W&’IP(B) — Li(B) é continua, para 1 < q¢ <p ea > ap:= %. Ainda, se 1 < g <p e
a > g, entao a imersao € compacta.

sel+1>p

Demonstragio. Ver de Figueiredo [18][Corolario 1.5].

D},

D}
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U

Lema 2.32. Se u e p. sao parcialmente simétricas, entao ux p. também o é. De fato, se
Se€O(N—1)eTeO()), temos

(uxpe)(Sy,Tz) = | u(y,Z)p: (Sy, T2) — (¥,7)) dydz
w(y,z)pe ((Sy — 7, T2 — 7)) dydz
u(,2)p (S(y — S'9), T(z — T'z) ) dydz
u(S'y, T'%)p. (y — §'7, = — T'z) dydz
uw(R,Q)p: (y — R,z — Q) dRdQ

= (uxp)(y, 2)- (2.30)

Lema 2.33. C°(B) N BV|(B) € denso em BV|(B) com respeito a convergéncia estrita.

I
TS TS TS e e

Demonstragao. Similar a prova do Lema 2.27, levando em conta a observagao anterior.
O

Observacgao 2.34. Como uma consequéncia do Lema 2.33 temos que para todo v €
BV|(B) e s > 1, existe (v:)e=0 C C7°(B) N BV)(B) tal que quando ¢ — 07,

u. — vem L (B) e /]Vvs\dx—>/ | Dv.
B B

Observagao 2.35. Suponha que w € BV|(B) e seja

w em B
W = _ 2.31
v {0 em RV\B. (2:31)

Entdo, w € BV;(RY) e ainda
DW= Dw|Q — tr(w)aovHY 109,

onde v(z) denota o vetor unitario exterior a 2 em x € 0f). De fato, para todo ¢ €
C3H(RN,RN) e pelo Teorema 2.13, temos

o pDw = — . wdiv(p)dx

= — [ wdiv(p)dx
Q

= — [ D - /BQ tron(@) e HY L. (2.32)

Assim, pela observacao anterior

[ 1oul= [ |Du\+/8 uldHV (2.33)
RN B B
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O lema a seguir é essencial na prova de um outro resultado de densidade em BV].

Lema 2.36. Seja Q@ C RY um aberto e limitado com fronteira lipschitziana, entdo existe
70 >0 e 0 <7 <7, uma familia de difeomorfismos C=, &7 : RY — RN com inversa
U7, tal que

(D1) ®° = W0 = Id,
(D2) & — Id e V™ — Id, quando 7 — 0 uniformemente em RY,

(D3) DO (z) — Id e DV (x) — Id, quando 7 — 0 uniformemente com respeito a
r € RY,

(D4) ®™(Q) CC Q para todo T € (0, 7).
Demonstragio. Ver [29] [ Lema 3.2].

Proposicao 2.37. Se u € BV)(B) N L. (B), para algum r € [1,00) e a > 0, entdo existe
uma sequéncia (uy,), C C§°(B) N BV|(B) tal que

u, —u em L:(B)

/|Vun|dx—>/ |Du|—|—/ lu|dHN T,
B B OB

quando n — +oo, para s € [1,r]. Além disso, temos também que, se p, — 1T quando
n — 400, entao

lim /\Vu,#’"d:cz/ |Du]+/ luldHN L.
B oB

n—-+oo /B

Demonstragdo. Suponhamos primeiramente que u € BV;(B) N Ly (B), para algum r €

[1,00) que tenha suporte em B, isto é, u = 0 em B\ B onde B é compacto. Para
(%)
€n

e > 0 consideremos u. := u * 1., sendo n.(z) =
defini¢ao de u. e pela Proposigao 2.25 temos u. € C§°(B). Ainda, u. € BV(B) com ¢ > 0
suficientemente pequeno. Além disso, pela Proposi¢ao 2.24 iii) u. — u € L’ (B). Em
particular, identificamos u. com sua extensdo por zero ao RY, u, — u € LL(RY), quando
e — 0. Assim, pela semicontinuidade inferior da variagao total

/N |Dul < nngglf/N V. |dz. (2.34)
R € R

Por outro lado, tomando ¢ € C§°(R™,R") com |p| < 1 temos:

/ u.divipdr = / (u* n.)divpdx
RN
= / u(ne x divp)dz

= udiv(n. * ¢)dz
RN

<sup{ [ udiv (1% ¢)dai (%) € CHOARY), I » ol < 1

_|Dul, (2.35)
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desde que |n. x ¢| < 1. Pela arbitrariedade de ¢ e por (2.1)

lim sup | Duc|dx = lim sup [Ju.||
e—0 RN =0

= lim sup u.divedr
e—0 RN

=limsup | wudiv (7. x @) dx
RN

e—0
< o | Dul, (2.36)
De (2.34) e (2.36)
lim [ |Vu8|dx:/RN | Dul. (2.37)

Consideremos agora qualquer u € BV)(B) N L. (B) e fixemos uma familia (®7)o<,<,
de difeomorfismos de RY em R com inversa (¥7)y<,<,, de acordo com o Lema 2.36.
Consideremos u” := w0 " para 7 € [0, 7). Por construcio, u” = 0 em B\ B. Além disso,
pelas propriedades prévias de ¥ e u” conclui-se que u” € L’ (B) para todo 7 € [0, 70].

Vamos mostrar que v — u em L"(RY) quando 7 — 0. Para cada ¢ > 0 e pela
Observagao 2.34 existe 4 € C3°(B) com |u — @[z, < €. Desde que @ é uniformemente
continua, existe ¢ > 0 tal que

|i(z) —u(z)| <e se |z —y| <4. (2.38)
Por (D3) do Lema 2.36, existe 7, € (0, 7] tal que
U7 (x) — x| < 3§ e |det(DP(2))| < 2, (2.39)

para todo x € RY.
Assim,

lu—u"lpr =lu—t+a—ao¥" +aoW™ —u'|L,

[e3 «

<lu—alp +a—aoVW | + |ao W —u’|L,
1

<edt <|B|Sup|a(g;) — %o \IJT(;U)V)T + (/RN ’(ﬂ — U)(\IJT)\de>T

reB

-

T

Set <|B| sup |i(v) — o ‘1”(1:)|T> + (/RN @ — ul"| det(D\IfT))da;>’l”

< e+ |B|re+ 27| — ulyy

< e+ |B|re +27e. (2.40)
Logo, u™ — u em L" (RY) e além disso, u™ — u em L% (B).
A férmula de mudanca de coordenadas para fungdes em BV, (ver [24][Lema 10.1])

implica que
/ \Du"| = / (DY) || det(DUT)|d| Du
RN RN
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onde o é dada pela decomposicdo polar Du = o|Du|. Assim u™ € BV (RY) e desde o
integrando do lado direito converge uniformemente para 1,

lim |DuT|:/ | Du.
70 JRN RN

De acordo com (2.37), existe v™ € C§°(B) tal que

L vt = [ 9]

Seja €, — 0 e denotemos u., por u,. Entao

u" =", <7 e

/RN | Du| = lim (/RN \Vu,de) (2.41)

— lim (/ ]Vun|dx>
n—oo B

— lim (HVunHoo [Vein| dx)

n=300 B |Vt o
. |vun| o
= II;LS;}p (H U H B <||vun”oo z
= lim sup (HVUTLH;’M/ ]Vun\p”dw)
n—00 B
= (hm sup ||Vun||(lep”) (limsup |Vun|p”dx)
n—o00 n—o00 B

> liminf || Vu, |17 (lim sup/ \Vun]”"dx>
n—00 n—00 B

1_pn
1
> lim inf <|B|/B |Vun|dx> (liinﬁscgp/B |Vun|f’ndx>.

Note que

lim |vun\dx:/ |Du| > 0
B RN

n—oo

e, entao,

1 17pn
lim inf <’B|/B |Vun\dx> =1,

quando p,, — 1.

Desta forma, por (2.41)

lim sup qun\p"dxg/ | Dul. (2.42)
B RN

n—oo

Por outro lado, segue do fato de que, para uma sequéncia real (a,) tal que liminf,,_, . a,, >
0, temos que liminf, , a, = liminf, . (a,)"".

Assim,
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0< [, 1Dul = lim (/ |Vun]dac) (2.43)
RN n—o00 RN
= lim inf </ |Vun|.1dx>
n—0o0 B
1
< lim inf [(/ |Vun‘9ndx) on
n—r00 B
< liminf <yB\”'fil/ |Vun\p"da:)
n—oo B

= liminf/ |Vu,|’"dx
B

n—00

pn—1

B| pn

| S

isto é,
/ |Du| < liminf/ |V, | dx. (2.44)
RN n—o0 B

Portanto, de (2.41) e (2.44)

lim |Vun|p”dm:/ | Dul,
B RN

n—-+oo

0 que por sua vez implica que

lim /|Vun|p"dx:/ |Du\—|—/ uldHN
B B oB

n—-+4o0o

O

Teorema 2.38. Sejam I, N, p;, q; e « como no Teorema 2.31, entio a imersio BV(B) —
L4 (B) é continua se 1 < q < 1; e compacta se 1 < q < 1.

Demonstrag¢io. Sejam u € BV)(B) e (u,) C C°(B) tais que
/ (2| | Oz — / 2| u|?dz e / V| da —s / | Dul.
B B B B

Notemos ainda que (u,) € Wol”ll (B) e pelo Teorema 2.31 tem-se que a imersao Wol”ll(B ) —
L4 (B) é continua.
Logo
|unlLa(m) < CHUn”WOl:ll(B)-

Fazendo n — oo obtemos

[ul e By < CllullBri(s)- (2.45)

Consideremos a € (0,1) e usando a Desigualdade de Holder, obtemos

[ lelltar = [ Jullziejulede
B B

I <‘u'a>i I, (‘mm“)lladxra

l—a

- ([g|uydx>a<[9|x|&|u|ﬁdx> . (2.46)

IA
.
8
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Provemos agora que existe C' > 0 tal que

(/B |x]1a]u|1ad:c> < Cllull 5 s (2.47)

De fato, por (2.45) e (2.47) vale somente se,

— I+1
1< 4 aﬁ—il_@aﬁl—i-l(l—q).

“1—a

Tal escolha para a s é possivel se

1+l(1—¢)>0 & I(1—¢q)>-1

1
& 1—q>—7

& g< —,
1=

o que é satisfeito por hipdtese.
Substituindo (2.46) em (2.45), obtemos

/B|x‘a|u|qdaj < (/B Iu\d93> <C|]ullfg‘};(3)>

_ cla</B |u]dx> lall% - (2.48)

l—a

Assim, se u,, é uma sequéncia limitada em BV;(B), entdo existe u € L'(B) tal que
U, — u em L'(B). (2.49)
Assim, por (2.48)

un —ulfe gy < C N — ulnim) [Jun — ul|Bm)
— 0,
quando n — +oo, pela compacidade da imersao BV;(B) — L'(B). Além disso, da se-

micontinuidade de ||.||gy;(3) com respeito a topologia de LZ(B), segue que v € BVi(B).
Portanto a imersao BV)(B) < L%(B) é compacta se 1 < ¢ < p.

O
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3 Problemas do tipo Hénon com o
operador 1-Laplaciano

Neste capitulo, estudaremos a existéncia de solucao radial para o seguinte problema:

Du

—div [ — | = |z|* B

() = o) e (3.1)
u=>0 sobre 0B,

onde B C RY é uma bola unitdria, N > 2, o > 0 e a nio-linearidade f é uma funcio
localmente Holder continua com f(s) > 0 se s > 0 e satisfazendo:

(f1) existe a > 0 tal que

f(s)

lim sup W = 0, uniformemente em x € B,
s—0 S

(f2) existem C' > 0e g€ (0,17 — 1) tais que
[f(s)] < C(A+s]%), Vs eR,

x _ N4ao.
onde 1a = N—1»

(f3) existe k > 1 tal que
0 < KE(s) < (s)s

para todo s > 0, onde F(t) = [{ f(s)ds.

Para mostrarmos a existéncia de uma solugao para o problema (3.1), usaremos um
esquema de aproximacao por solugoes de problemas envolvendo o operador
p-Laplaciano. Para isso, nos baseamos no trabalho publicado em 1982 por Wei-Ming
Ni (vide [34]) onde demonstraremos a existéncia das solucoes radiais u, do seguinte pro-
blema:

(3.2)

—div(|Vu[P2.Vu) = |z|*f(u) em B
u=20 sobre 0B.

Observagao 3.1. Recordamos que uma solugéo fraca para o problema (3.2) é uma fungao
Lp
u € Wyq(B) tal que

p—2 _ a
/B\Vu\ Vqudx—/B|x| f(u)vdz,
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para todo v € Wol P(B). Assim, esta solugao fraca serd ponto critico de um funcional

J Wolfad(B) — R se e s6 se este funcional satisfizer

J'(u)U:/B]Vu]p*2 Vqud:L‘—/B|x]°‘f(u)vdx,

para todo v € W&fad(B). Dessa forma, o candidato natural a funcional associado ao

problema (3.2) é J : Wy ,(B) — R dado por

rad

1
J(u) = —/ |VulPdz —/ |z|* F(u)dz.
p /B B
o qual estd bem definido pela hipétese (fz).

Observacao 3.2. Pelo Principio de Criticalidade Simétrica de Palais, podemos considerar
J definido em Wolfad(B), ao invés de em W,"(B), uma vez que todo ponto critico de J

restrito a WO{’p (B), é ponto critico de J em Wy*(B).

rad

Para garantirmos a existéncia de pontos criticos para o funcional J precisamos dos
seguintes resultados.

Definigao 3.3. Seja E um espago de Banach real e I € C''(E,R). Dizemos que (u,) C F
¢ uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢ para I, ou simplesmente (PS),, se I(u,) = ¢
e I'(u,) — 0, quando n — oo. Dizemos ainda que [ satisfaz a condigao (PS)., quando
toda sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢ para I possuir uma subsequéncia convergente.

Antes de prosseguir, vamos enunciar um resultado cldssico, que sera essencial em nossa
argumentacao.

Teorema 3.4. (Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz) Seja E um
espago de Banach real e I € C*(E,R) um funcional satisfazendo a condi¢ao Palais-Smale-
(PS). Suponha que 1(0) =0 e que as sequintes condigoes sejam satisfeitas:

(H1)  Eistem constantes a,p > 0 tais que I|pp, > o, onde B, é uma bola aberta
de centro na origem e raio p;

(H2) Eziste um e € E\B, tal que I(e) < 0.
Entao, I possui um valor critico c, isto €, I(u) = c¢ e I'(u) =0, com ¢ >a, onde

¢ = Inf max I(v(1)),

el ={ye€C([0,1],E) : v(0) =0 e y(1) = e}.

3.1 Existéncia de solucao radial para uma equacao
tipo Hénon envolvendo o operador p-Laplaciano

Nesta sec¢ao, seguimos os argumentos de [34] para tratar das solugoes de

(3.3)

—div(|Vu|P~2Vu) = |z|*f(u) em B
u=20 sobre 0B.

Vamos considerar py = min{l + a, s, 1 + ¢} onde a, ¢ e  sdo como (f1), (f2) e (f3),
respectivamente. Por (f;) — (f3) e a defini¢ao de pg, a ndo-linearidade f satisfaz:
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(f1p) limsup f(s)

s—0 ’3|p_1

= 0, uniformemente com = € B,

(f2p) existe C' > 0 tal que f(s) < C(1+ |s]?), onde g € (p — 1, p}, — 1), para todo s € R,

onde pf = Pi(]fv\’j;)_

(fsp) existe sop > 0 tal que 0 < KF'(s) < sf(s) para © € B, s > sg, onde Kk > p.

De fato, mostraremos separadamente que cada uma das afirmagoes sao verdadeiras.
Afirmagao (f1,): Pela hipotese (f1), exite a > 0 tal que

lim sup ]|C(r> = 0 uniformemente com z € B. (3.4)
s—0 s|®

Assim, dado p € (1,pp), temos em particular que 1 < p < 1+ a, o que implica que
-1
0 < p—1<a. Ainda, para |s| < 1, (i>a > (i)p )

Is |s

Assim,
s~ = [s]®
Fazendo n — oo em (3.5) obtemos por (3.4) que
. f(s)
lim su =
0T s T
Afirmagao (fa,): Como, por (fa), ¢ <1}, —1= %, entao
(N—-1)g<a-+1. (3.6)
Como p > 1, entao
p(N —1)
—-1>0 > 1. 3.7
P © N (3.7)
Assim,
p(N + «) q - p(N+a)—N+p
N—p - N—p
_ Ne-1)+pla+1)
— Ny
- NO)+p(a+1)
N—p
_ pla+1)
= N=,
> (v -1)
N—-p
> q. (3.8)
Além disso, pela definicao de pg, temos:
p<po<l+g=p-1<y, (3.9)

assim, de (3.8) e (3.9), (fa,) ¢ satisfeita.
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Afirmagao (fs,): Basta notar que k > 1e 1l <p < py < k.

Mostraremos agora que, dado € > 0, existe d. > 0 tal que
1f(s)] < els[P~! +d.|s|?, para todos € R.
De fato, por (f1,), para cada € > 0 existe 0 < d; < 1 tal que
|f(s)] < elslP~!, paratodo s € (—6y,6;). (3.10)
Por (fa,), existem C' > 0 e M > 1 tais que
lf(s)| < C(1+1s]%), paratodo s> M,
o que implica em
|f(s)] < C(|s]?+|s]?) = 2Cs|?, para todo s> M. (3.11)
Como f é continua, existe C. > 0 tal que
|f(s)| < C., para todo s € [0y, M],
de onde obtemos
5]

1f(s)| < Coie= < gj]sr], para todo s € [dy, M]. (3.12)
1

|s]?

As estimativas (3.10),(3.11) e (3.12) implicam em
-1 Ce -1
1f(s)| <e|s]P™ + C29]s]|? + ?Mq = ¢|s|P7" 4 d.|s|?, para todo s >0, (3.13)
i

onde d. = (C27+ ).
Teorema 3.5. Considerando as hipoteses (fi,), (fop), € (fsp), entdo o problema (3.3)
possui uma solugdo fraca ndo-negativa no espaco Woly’rpad(B).

Demonstra¢ao. Como estamos procurando obter solucoes nao-negativas wu, para todo
1 < p < po, entdo vamos considerar (3.3) com fy : B C RY — R, definido por

0 , se s<0,
f(s) , se s>0.

Assim, a prova que faremos consiste em aplicar o Teorema do Passo da Montanha
(ver Teorema 3.4) ao funcional energia J;' : Wol,;npad(B) — R associado ao problema (3.3)
definido por:

1
+ _ p _ «
Jp (u) = pHuHWol,’fad(B) /B %" Fy (u)d, (3.14)

onde Fy(t) = [y fi(s)ds.
Notemos que JF € Cl(Wg’fad(B),R), e além disso,

J;/(u).v:/ |Vu|p_2VuVde—/ |z|* f1 (u)vde, (3.15)
B B
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para todo v € W&’p (B). Por (3.13) temos:

rad

Rl = | [
< [ 1rwla
< [ el + dafea)

< E\s\p—l— de

< 5 ﬁysrﬁl. (3.16)

Usando esta tltima desigualdade e as imersoes de Sobolev (ver Lema 2.20), deduzimos

€ d
z|*F (u)de < 7/ z|*uPdr + — /a:“xqﬂdx
et Pedr < = [ fefulde + 25 [ jalelal
d-
< 50/ VulPd + /|x|°‘|u|q+1dx
p JB q+1J/B
eC —
< = P qt+1 ) )
>~ D HuHWol,’fad(B) + C”uHWol:fad(B) (3 17)
Disso, obtemos
1 Ce —
+ P P q+1
Jp (u) Z EHUHWOI,’T:‘Dad(B) - ?HUHW&fad(B) - C||U||W01:fad(B)

1 Ce _
— - - p _ q+1
- <p P > ||U||W01,y:ad(B) CHUHW()l,fad(B).

Consideremos € > 0 tal que A = (% — %) > 0.

Escolhendo p > 0 tal que Ap? — dp?™ > 0, temos que, se 3 = Ap? — dp?*!, entdo

rad

1,
J (u) > B > 0, para todo u € W ? ,(B), com HUHWS,’fad(B) = p.

Com isto, J satisfaz a primeira hipotese geométrica do Teorema do Passo da Montanha.
Agora, mostremos que J; satisfaz a segunda hipdtese geométrica do Teorema do Passo
da Montanha, isto é, que existe e € W()lfad(B)\Fp tal que J(e) < 0. De fato, usando
(fsp), obtemos
KFL(s) < fi(s)s, Vs > so.

De modo equivalente

Fi(s) ~ s
implicando em
s t s
fol )dtz/ Bdt, Vs> so.
S0 FJr(t) S0 t
Assim . .
InF (t) > klnt , Vs> s,
50 SO
e entao 7 .
+(S) > i, Vs> So-
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Logo,
Fi (s) > Cys", Vs> sp, (3.18)

onde C] = % Desde que F'; é continua, existe C' > 0 tal que
|Fy(s) — Cys™| < C, Vs €0, s0). (3.19)

Assim, (3.18) e (3.19) implicam em

F.(s)>Cs"—C, VseR. (3.20)
Entao,
B =l - [l
P ! WekaB) g N
1 p @ K «@
< bl =1 [ Jolful*dr = C [ Jal"da. (3.21)

Assim, fixando u € W&,p (B) et > 0, obtemos

rad
Jof (tu) < Cst? — Cyt™ — Cs,
onde

1
— p — al, |k _ «
03 - ];||u||W01,,fad(B)7C4 - Ol é ’I| |U| dx (§ 05 - 02/3 |I| dl’

Sendo k > p, entao J]jr (tu) — —oo quando t — oo. Deste modo, é possivel escolher
to > 0 tal que
HtOUHW(}fM(B) >p e Jf(tou) <O.

Considerando e = tyu € Woly’p (B), obtemos

rad

||6||Wol,’fad(3) >p e Jf(e) <0.

Portanto, J;“ satisfaz a segunda hipdtese geométrica do Teorema do Passo da Monta-
nha.

Provemos agora que o funcional J; satisfaz a condicio de Palais-Smale (ver Defini-
¢ao 3.3). Para isso, suponhamos que (u,) é uma sequéncia de Palais-Smale para J em
Wol”p (B), isto é, existe d € R tal que

rad

i1) J;/(un) — 0 quando n — +oc.

Provemos inicialmente que (u,) é limitada em Wolfad(B). Como J "(up) — 0, entdo
dado ¢ > 0, existe ng € N, tal que

||J;/(un)]| < g,para todo n > ny,
ou seja,

/
[ (g )| < €||u"||W§,fad(B)’ Yn > ng. (3.22)
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Note ainda que

I 1 1
+ R & — p _ « = p _ «
Jp (un) H‘]p (un)un pHunHWolffad(B) /B |l” F+<un)dx K [HunHWol,fad(B) /B ‘l’| f+(un)undx‘|

1 1 » . 1
B (p a n) ”u"HWO{fad(B) - /B |z lFJr(Un) - Rf+(un)un] dz

L T N
= _— = un
P K WortuaB) ) Brjun<so]

— [ (un)un — F+(un)] dx+
1
+ /Bm[un>so] — [ (up)uy, — F+(un)} dx

K
K
) (L VT M|B| (3.23)
- 5 E Un Wol,,fad(B) ’ '

onde M = supg<,<,

Lfi(s)s — F+(S)’ . Por outro lado, de 17)

1
J;(un) - E‘];J(un)un <

1
JH () — =T (un)un

p Kk P

1
< 1y (un)| + — L (n |
5
<K+ —Juallwer (3.24)
para n suficientemente grande. De (3.23) e (3.24)

1 1

15
S [ APER VI S T

o que implica que ||y, ||y (B) é limitada.
0,ra

Agora, mostremos que (u,) C Wol’fad(B) possui uma subsequéncia convergente em
Wy 4(B). Como (uy) é limitada e desde que Wy? ,(B) é reflexivo, existe u € Wy ,(B)
tal que, a menos de subsequéncia

W uem WL (B),

quando n — 4o00. Ainda, como a imersao de Wolfad(B) em LI(B) é compacta (ver Lema
2.20 ), temos que

u, — u em Li(B),
quando n — +o00. Assim

un(xr) = u(xr) em quase todo ponto =z € B.

Por (f2)

|2 f (un Jun < | un| + cla|*fun|?.
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Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, tem-se que, quando n — +oo,
/ || fo (un ) upde —>/ |z]® f1 (w)udz. (3.25)
B B

Podemos mostrar como em [19][Se¢do 7.7] que J}'(u) = 0. Assim, de (3.25), temos
que

p _ a
el iy = [, Jol*Fi () (3.26)
= [ lal fi (wu + 0,(1)
— p
= el o
Assim, como consequéncia do Lema de Brezis-Lieb (ver [26][ Corolario 4.7]),

U, — u, em W,? (B).

;rad

Assim, J;© satisfaz a condigao Palais-Smale. Assim, do Teorema do Passo da Monta-
nha, e do Principio de Criticalidade Simétrica do Palais, segue que u é uma solugao fraca
do problema (3.5). Concluimos que u é nao-trivial, desde que J(u) = ¢ > 0.

Mostremos, por fim que, u > 0. De fato, tomando u~ como func¢ao teste obtemos

0 By oy = | et P (wpu=da = 0. (327

0

3.2 Solucao do problema envolvendo o operador 1-
Laplaciano

Mostraremos, nesta se¢ao, a existéncia de uma solugao radial positiva para o problema
(3.1), com f satisfazendo as hipéteses (f1) — (f3). Para isso, consideremos primeiramente

X,(B) = {z € L™(B,R"); divz € M(B)}.

Lembremos que para z € X, (B) e u € BV,4q(B) N L>(B), definimos por (z, Du) :
C°(B) — R a distribuigao

((z, Du), p) = —/ updivzdr —/ uzVodzr, Y€ C3°(B). (3.28)
B B

Ainda vale a Férmula de Green(ver Proposi¢ao 2.19) envolvendo a medida (z, Du) e
o trago fraco [z, v|, dado por

/B(Z,Du)—l—/Budivzd:U:/aBu[z,y]dHNfl. (3.29)

Para introduzir o cenario variacional do problema (3.1), consideremos o seu funcional
energia associado I : BV, ,4(B) — R definido por

o N—-1 o
I(w) —/B|Du\+/aB lu|dH /Bm Fu)dz,

onde ||ullgv,,.5) = [5|Du| + [yp |uldHN "t Temos, a seguir, a defini¢io para a solugdo
do nosso problema.
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Definigao 3.6. Dizemos que u € BV,,4(B)NL>®(B) é uma solucao para o problema (3.1)
se existe um campo vetorial z € X, com ||z][, <1 e tal que

(1) —=divz = |z|*f(u) em D'(B),
(2) (z, Du) = |Du| como medida sobre B,
(3) [z, v] € sign(—u) sobre 0B.
Observacgao 3.7.

Note que, para todo u € BV,.4(B), temos por (f3) que

[Nzl fldz < € [ fal* (14 |ul?) do

- C’/B|x]o‘dx+CHu||Lg(B)<+oo.

Podemos enunciar e demonstrar, com os resultados obtidos nas se¢oes anteriores, o
resultado principal desse capitulo.

Teorema 3.8. Suponha que N > 2 e que f salisfaca as condigoes (f1)— (f3), entao existe
uma solugdo nao-negativa u € BV,q.q(B) de (3.1).

Demonstra¢io. Como mencionado na Se¢ao 3.1, tomamos py = min{1+a, k, 1+ ¢} e para
cada 1 < p < pg, consideramos o seguinte problema

{—div(|VuyP—2Vu) = |2|*f(u) em B (3.30)

u=0 sobre 0B.

Pelas hipoteses (f1) —(f3) e da defini¢ao de py temos que para todo p € (1, pg) a fungao
f é Holder continua, f(s) > 0 se s > 0 e satisfaz

(fip) limsup /()

s—0 |s[P72s

= 0, uniformemente com = € B,

(fap) existe C' > 0 tal que f(s) < C(1+ |s]?), comp—1<q<pl—1,
(f3,p) existem s > 0 e k > p tais que 0 < kKF(s) < sf(s) para z € B, s > s.

Na Secao 3.1 mostramos que o problema (3.30) possui solucao u, > 0 a qual é ponto
critico do funcional Jif WyP (B) — R definido por

;rad

1

JF(u) =

p

/|Vu|pda:—/ |z|*Fy (u)dx.
B B

Consideremos agora o funcional I, : I/VO1 P o(B) — R definido por

;rad
p—1
Ip(u) = Jf (u) + T|B|. (3.31)

Observagao 3.9. Notemos que [,(u) estd bem definido e que os pontos criticos de J;“ e
de I,, sao os mesmos, pois os dois funcionais se diferem apenas por uma constante.
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Observagao 3.10. Para cada u € Wolfad(B), (Lp(w))1<p<p, € nd@0-decrescente com respeito

a p. De fato, se 1 < p; < py < po, a Desigualdade de Young implica que

/|Vu|p1dx < fﬂ/ VulPde + 22— PL ).
B P2 /B p

2

Portanto, segue que

p1 —
p1

1 1
= —/ \Vu|Prdx —/ |z|*Fy (u)dx + (1 — ) | B|
b1 /B B P

1 — 1
< (pl/ Vu|P2da + M|B|> —/ 2|y (w)dz + (1 . ) B
B P2 B p

1
Ly (u) = Jp(u)+ | B

p

D2 1
1 1
— 7/ |Vu|p2dx—/ |x|*Fy (u)dx + (1— ) |B|
b2 /B B b2
-1
— Jf(u)+ 2B
D2
= I, (u). (3.32)

Por outro lado, fixando ¢ € C§°(B),¢ > 0 e como I, (t¢) — —oo quando ¢t — 400,
entdo, para t > 0 suficientemente grande, existe e = t¢ tal que I, (e) < 0. Deste modo,
por (3.32), obtemos que ,(e) < 0 para todo p € (1,py), entao

1 <p<po=I,(e) < Ip(e) <O.
Pelo Teorema do Passo da Montanha existe u, € Wolj’fad(B) ponto critico de I, tal que

I(up) = inf ‘max I,(7(t)),

onde I', = {7 € C([0,1], Wy 2..(B)) : 7(0) =0 e (1) = e}.

;rad

Lema 3.11. A familia (I,(uy))p>1 € nao-decrescente para p € (1,po).

Demonstragio. Com efeito, sejam 1 < p; < ps < pg , Up, € W(Jlf;d(B) e Uy, € Wol’fjd(B).
Como py > p1, entdo Woljm (B) C Wol’f;d(B) eI, C T, . Assim,

rad

Iy, () = inf max I, (+(1))

IN

inf I, (~(t
Lot max Ip, (v(t))

IA

Jnf max I, (v(1))

IPQ (UPQ) (333)

e o lema esta provado.

Lema 3.12. A familia (uy)1<p<p, € limitada em BV, q.q.(B).
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Demonstragio. Segue, do Lema 3.11 que, para p € (1,po) fixo, I,(u,) < I (uy,,), € conse-
quentemente

1 o p—1
oy Tubde = [ el Py + P2 B < By () =2 €,
o que implica
1/|v P — [ ol Fo () < O r=lp<c (3.34)
— u xr — s u T _ .
p /B P B +\Yp = » = LU,

para todo p € (1,pp), onde C' = C(py) é uma constante independente de p. Agora, para
todo p € (1,pp), seja A, = {z € B : u,(x) < so}. Pelo item (fs,) e da definicdo de F,
obtemos

/A 2| F (up)dx < C, (3.35)

onde (] independe de p.
De fato,

« « C
/Apm Fy(u)de < /A 2] (Cup+Q+1ug+1>dx

p

C
< « q+1
< /A 2] <080+q+150 >d:c
o C
< /B ‘ZE| (CSO + q—i—ngJrl) dx
C
< /B (CSO + ng+1> dx

SQ-‘rl

= C’(so—i— 0 >|B|
q

= Cl-

Assim, pelo item (f;,) e, desde que u, ¢é solugao, verifica-se que
J Vel Felughdn < [ 2l P ()
1 (0%
< = [ Jal"f(uy)upda
1
= — [ |Vu,|’dz. 3.36
= [ 1Vuy|da (3.36)

Obtemos, substituindo (3.35) e (3.36) em (3.34),

1 1
< . ) / IV, |Pde < C + O (3.37)
B

bPo K

De fato, como
et Frw)dr = [l e+ [ el ()

1
< f/ IV, |Pda + O,
K JB
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temos que
1
—/B |z|*Fy (up)dr > —;/B \Vu,|Pde — C.

Por outro lado

1
c > 7/ Y, |’d —/ F(u,)d
’ B! up|Pdz B|90! (up)dz
1 1
> 7/ |Vup|pdx——/ |Vu,|Pdx — CY,
p /B k JB

implicando
1 1
( — ) / |Vu,|Pde < C + C4.
p k/)JB

Pelo fato de que p € (1, py) obtemos, assim:

1 1 1 1
( - ) / |Vu,|Pdr < ( - > / |Vu,|Pdx
po k) JB p k)J/B

< C+C.

Por isso, podemos concluir que
/ Vu,Pdz < C, (3.38)
B

para todo p € (1,py) e para alguma constante positiva C' = C(pg) que nio depende de p.

Por outro lado, de (3.38) e da Desigualdade de Young
vy = [ [Vuplda+ [ Juylan

= Vu,|d
J IV lda

1 -1
= [ Vupdr + 2=
p/B p

IN

1

< [ \VuPdz+|B
pJB

< C+|B|

—. ¢

onde C' nao depende de p. Assim (up)1<p<p, ¢ limitada em BV, qq(B).
U

Lema 3.13. Seja u, uma solugio para o problema (3.30), entao existe um campo vetorial
limitado z € L®(B,R"), com || 2|15y < 1 tal que, a menos de uma subsequéncia,

|Vu,|P~>Vu, — 2, fracamente em L*(B,RY), quandop — 17 . (3.39)
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Demonstragio. Dado 1 < s < p'. Pela Desigualdade de Hoélder para s(pp—l) e p_sé’;_l),
temos de (3.38) que
IV, 2V, [, = /B [V P 2V, | de
:/ |Vup|(p_1)sdx
B
» s(p—1) p—s(p—1)
< / Vi, |P~Ds) @D dx] ! (/ da:> !
- { B (l 2 ) B
% s p—s(p—1)
< [(/B]Vuﬂpclz) ] 187
~ 1\ s(p—1) p=s(p=1)
N
S 03(p;1) | |p—8(;n—1)
isto é,
~ p—1 1p—1
\|Vup|p*2vup\Ls(B) <C% |B|F7. (3.40)

Consequentemente, a sequéncia (|Vu,|P~2Vu,),s1 ¢ limitada em L*(B,RY) com 1 < s <
p'. Entdo existe z, € L*(B,R") tal que, a menos de subsequéncia,

|Vu,|P*>Vu, — z,, em L*(B,RY) paratodo 1 <s < oo, quandop— 1T, (3.41)

E possivel provar, usando um argumento diagonal, que o limite z nao depende de s,
ou seja

|V, [P *Vu, — 2z, em L*(B,RY) paratodo 1 <s<oo, quandop— 1*. (3.42)

Além disso, utilizando o fato da norma em L*(B,RYN) ser fracamente semicontinua inferi-
ormente, da desigualdade (3.40),

|z

. . p—2
Lo(p) < lim inf 1V, P2V, L+(B)

~ p—1 1p—1
< lim inf (CP.|B|SP)

p—1+

e (3.43)

para todo 1 < s < p e, consequentemente, z € L>(B,RN) e |z|z~5 < 1. Portanto,
existe um campo vetorial limitado z € L>(B,RY) tal que, a menos de uma subsequéncia,
(3.39) ¢ satisfeita.

U
Considerando ¢ € C§°(B), entdao Vi € L=(B,RY) e assim, a aplicagio

wH/Bw.w (3.44)

¢ um funcional continuo para ¢ € L>*°(B,RY). Utilizando a convergéncia fraca (3.39),
aplicando o funcional (3.44) no campo |Vu,[P~?Vu,, obtemos

/B |V, [P *Vu,Vodr — /Bngodx, quando p — 17, (3.45)

para todo ¢ € C§°(B).
Do Lema (3.12) e do Teorema 2.30 existe u € BV,.4(B), de forma que passando a uma
subsequéncia,
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(A) w, — up em L (B) para 1 <r < 3+

(B) uy(z) = uo(z) em quase todo ponto x € B,

(C) existe g € L, (B) com 1 < r < {2 tal que |u,(2)] < g(2).

Observe que uy > 0, pois u, > 0 para todo p > 1, entdo por (A) e, pelo fato de f(s)
ser continua, temos:

|z|® f1(up(z)) — |2|* f+(up(x)) para quase todo = € B.
Além disso, deduzimos dos itens (f2,) , (C) e da Observagao 3.7 que

2% fr(up(2)) < Clz[* (1 + |up(x)[7)

<
< CRl*(+ lo(n)lY) € 11(B).
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
[ lal f(w)ede — [ (2", (wo)pda, Vi € CL(B). (3.46)
Como u, é uma solugao fraca de (3.30), entao por (3.46)
LIVl Vo = [ el fu(u)pde — [ ol £ (w)pde, Vo€ CLB).  (347)

Agora, de (3.45) e da defini¢do do gradiente distribucional, temos:

/B |V, [P 2 Vu,Vodr —s /BZV<pda: = —/ngdiv(z), Vo € CH(B). (3.48)
Logo, das expressoes (3.47), (3.48) e pela unicidade do limite, temos que:
/B |2|* fy (uo)pdz = — /Bgodiv(z), Vo € CH(B), (3.49)
ou seja,
—divz = |z|* f1(ug) em D'(B). (3.50)

Lema 3.14. A fung¢do uy € L*(B).

Demonstragdo. Seja S; a melhor constante da imersao de Sobolev W()l,’rlad(B) — L%(B)

dada no Lema 2.20 (tal imersdo ocorre, pois % < %) Para cada k > 0ep € (1,po),

1
definimos
A, ={x € B: |uy(x)| > K}.

Por [35][Lema 3.1], vale a seguinte desigualdade

/A [1 + ug(x)]N dr < g, (3.51)

para todo k > kg e para todo p € (1,pg) e € > 0 suficientemente pequeno. Agora, para
cada k > 0, definimos a seguinte funcao auxiliar G, : R — R por

S—K, S>K
Gy = 0, |s|<k (3.52)

S+Kr s§s<—K.
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Entao, escolhendo G, (u,) como uma funcao de teste em (3.2), obtemos

/B VG (uy)Pdz = /B 2% f (1) G (1) . (3.53)

Agora, usando (3.52), a imersao de Sobolev e as desigualdades de Young e Holder, temos

(/B [Gn(up)]% dx) No1

< S /B VG (uy)|dz
1 p—1
< — p £
< S (p/B\VGH(upﬂ do+ yB|)
Si Sl(p—l)
s Pdx + ———|B
< [ VG ()P + 2B
o Sl(p_1>
<
< 51 [ bl )Gl + =
—1
< 08 /A (1+upq>aﬁ(up)dx+sl<pp )iB) (3.54)

K,p
1

) ([ @) T+ 20 g

p

< csl</A

onde C' > 0 é uma constante. Por (3.51), existe &y ( que nao depende de p) tal que

K,p

N 1
/A (1 +w"" < Gagyw: (3.55)
para todo £ > RKg. Assim, de (3.54) e (3.55)
v (G a) T g
( /B [G ()] ¥ dx) < ( ’ 5 ) (=1 B|, (3.56)
p

[, Gutuy= < (250

Desde que u,(x) = u(z) q.t.p em B, podemos utilizar o lema de Fatou para obtermos

0</ (u—r)de = liminf (u, — k) dx
B B p—1*t
< Tim _
< hprgglf [/B (up — K) dm}
= 11pI£1>%£lf BGK(up)dm
N
_ N1
< liminf (231(]? 1)|B|>
p—1+ p
— 0, (3.58)

ou seja,
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para todo k > Rg.

Portanto |||~ = inf {C : [u(z)| < C q.t.pem B} < Ry.
U

Lema 3.15. A funcdo ug e o campo vetorial z satisfazem a sequinte igualdade no sentido
de medida em B,
(2, Dug) = | Duy|.

Demonstragio. Basta mostrarmos que para todo ¢ € C°(B),

(2. Duo). ) = [ |Duole.

Pelo Teorema 2.17 temos

(2. Du).¢) < |((2 Duo). )]
< el [ #lDuo
< /30|Du0|.
B

Resta-nos mostrar, daqui em diante, que
(2. Duo).¢) = | [Duole.

Tomando 0 < u,p € W&fad(B) como funcio teste em (3.30), temos que

/B|Vup]pg0d$+/Bup|Vup]p_2VupVg0dx:/B]x\o‘f+(up)upgpdx. (3.59)

Estimando em (3.59) a primeira integral e usando a Desigualdade de Young, obtemos
Vuylpds = / V| - 1)d
[ Vwledz = [ o(1Vu,| - 1)da

1 -1 P
[ (w4 220 e
B \D p
1 -1
= f/ ¢|Vup|pdx+L/ pdz.
bJB p B

IN

Usando, neste momento, a semicontinuidade inferior da norma em BV (B) com respeito
a convergéncia em L’ (B) (Ver Observagao 2.21), temos que:

/gp\Du0| < liminf | ¢|Vu,|dx
B B

p—1t

1 -1
< liminf </ g0|Vup|pdx+L/ @dm)
p—1Tt \pJB D B

= liminf | ¢|Vu,|Pdx. (3.60)
B

p—1t
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Por outro lado, de (A) e (3.45),
/ |V, P>V, Vodr —s / upz.Vdz, (3.61)
B B
quando p — 17.

O lado direito de (3.59) é analisado da seguinte forma. Note que, por (f;,) e (C) ,

el o] < Clal*up(@)el(1 + Juy(@)]9)
< Clalg@)el(1 +|g()]) € L)(B).

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e por (3.50), temos que:

/B || fi (up)uppdr — /B |z|* fi (up)updr = —/Buogodivzdx,

quando p — 17, Entao fazendo p — 17 em (3.59), obtemos

lim inf (,0|Vup|pd:13+/u0z.Vgpdx = /|m|af+(u0)u0<pda:
p—1t JB B B

= —/ upp.divzdr,
B

e por (3.60)
/ | Dug| < —/ uoz.dex—/ divzugedr,
B B B
o que resulta que

|, #l1Dul < (2 D). ).

Logo

(z, Dug) = |Duy|. (3.62)

Lema 3.16. A fungio ugy satisfaz [z,v] € sign(—ug) sobre OB.

Demonstragdo. Observe inicialmente que
[z, V] € sign(—ug) < /8 (Juo| + o[z, v]))dHN 1 =0, (3.63)
B

pois como ’[z, 1/]‘ < ||z]|z=(5) < 1, entao
—|uo| < [z, v]ug = 0 < [z, v]ug + [uo|. (3.64)

Desta forma, [z, v]ug+|ug| = 0 sobre OB se, e somente se, [55(|uo|+uolz, v])dHY ' = 0.
Por um lado, por (3.64) temos:

v

/8B(|u0| + o[z, v])dHN /68(—u0[z, v] + uolz, v]))dHN !

— 0 (3.65)
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Resta mostrar entao, que
/a (ol + o[z, v))aH ¥ < 0. (3.66)
Para tal, seja ¢ € C}(B) e tomemos (u, — ¢) como funcio teste em (3.30), entdao
| IVwpdr = [ [Vu,p 2V, Vids + [ Jo]* £ (), = o)da. (3.67)

Desta forma, usando (3.67) e a Desigualdade de Young, temos:

p/ |Vu,lde = p/ (Vuy, - 1)dx
B B

p -1 P
p/ ('Wp’ + 2 -1pl>da:
B p p
p [, IVulde + (p-1)|B

= p [ IV 2V, Vido +p [ ol f () (, = )z + (p = 1|B|

VAN

IN

Implicando em

(p—1)
. |B|. (3.68)

| IVl < [ [V, 2Vu,Vodo + [ [} £ (), — @)do +

De (3.39) e (3.68) e da semicontinuidade inferior da variagao total (Ver Observagao 2.21)
e os argumentos prévios, obtemos que:

/\Duo\—i—/ lug|dHN ! < liminf
B OB

p—1+

N-1
_/B|Vup]d:c+/63 |u,|dH ]

— liminf / Vu,|dz
B

p—1+

< liminf /|Vup|p_2Vup.Vg0dx
B

p—1t

o p— 1
N e ]
B p
= [ 2aVede — [ Jal"f (wo)pda + [ (2] u)uod
B B B
= /B || f1 (ugp)uodz. (3.69)
Temos, desta maneira, por (3.50) , (3.29) e (3.62) que:
/]:E|af+(uo)u0dx = —/uodivzdx
B B
= —/ uo[z,y]dHN_l—i-/(z,Duo)
oB B
- —/ uo[z,v]d’HN_lJr/ | D). (3.70)
oB B

Substituindo (3.70) em (3.69) obtemos

/ | Dug| +/ |lug|dHN T < —/ uo[z,u]d’HN_l—i-/ | Dug|,
B 0B 0B B
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isto é,
[ Juolat < [ gl aH
OB OB

o que implica,
/ (Juo| + uolz, v]) dHV' < 0.
oB
Assim, concluimos que
[z, v] € sign(—uyg) sobre 0B. (3.71)
U
Entao, por (3.50), (3.62) e (3.71) concluimos que ug é uma solu¢ao do problema (3.2),
isto é,
—div(z) = |z|*f(u) em D'(B),

(z, Dug) = |Dug| como medida, (3.72)
[z,v] € sign(ug) sobre 0B.

Observagao 3.17. A principio, o item (1) da definigdo 3.6 apenas nos permite considerar
fungoes teste no espago C§°(B). Porém, como consequéncia da Teoria de Anzellotti,
podemos escolher qualquer w € BV,.4(B) N L>*(B) como funcao teste, entdo a férmula
de Green (3.29) implica

/(Z,Dw)—/ |:v]°‘f(u)w:/ wlz, v]dH L.

B B OB

Proposicao 3.18. ug € uma solugdo positiva nao-trivial.

Demonstracao. Por (f1) e (fa), é possivel provar que, dado € > 0, existe d. > 0 tal que

Fi(s) <cels|+d|s|%, Vs € R.

Logo
I(ug) = HUOHBdew) _/B|£E]01F+(U0)d;1:
> ol gy — €lluollam) — delluollfa s
Z HUOHBde<B) - 05Hu0HBv7,ad(B) o O|’u0H(1]3de(B)
= (1- CE)HuOHBVTad(B) - C”UOH%de(B)

-1
40l o [(1 = C) = Clluollt? ]

HUO HBde(B)

> Y
- 2

(3.73)

1

desde que ||ugl| < p,onde 0 < p < (% — C’a) ' onde € > 0 é escolhido pequeno

BVyqd(B)

suficiente para que (% — Ca) > 0.
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Observando que I(e) < 0, deduzimos que |le|| > p. Fixemos agora p € (1,pg) e pela
Desigualdade de Young para p e 1%, temos, para todo u € W&fad(B),

1) = llull v o = [ lo]" Fi(w)de
:/ |W|+/ \ujcmN*l—/ 2] Fy (u)dz
B oB B

1 —1
< [ vulp+ 2B - [ el Py (u)de
p /B p B

= (3 [ ivur+ 2 him - e re)
= Ip(u),

isto é,

Iy(uo) > I(ug),V ug € Wyt 4(B). (3.74)
Agora, considerando um caminho v € Iy, pela continuidade da aplicacao ¢t — I,(y(t)),

existe to > 0 tal que ||y(%o)|| = p. Disso, segue de (3.73) e (3.74) que

Bl =0 g 0 )

p
> . .
> ¢ (375)

Por outro lado, usando a Observagao 3.17 e o fato de que u e u, sao solucoes para os
problemas (3.1) e (3.2) respectivamente, temos:

1 .1 N
lim p/B\Vup\pda: = lim p/B]x\ fi(up)updz

p—1t p—1t

= /B|x\af+(U0)uod$
= /B(Z,Duo) —/83 oz, V] dHN !

= /|Du0|+/ |uo|dHN 1.
B OB

Além disso, o item (C') implica que
Rl F(up)] < 2] up | f (up)]
< zf*g(2)(1 + g(2)?) € LY(B).

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

lim / |x|°‘F+(up)dx:/ 2| Fy (ug)dx
B B

p—1t

e usando as duas ultimas equagoes, deduzimos que

i ] 1 @ p— 1
p]i)]:{h Ip(up) - p]i;[ln+ <p||up||wé’,fad(3) — A |ZL’| F_A'_(up)dﬂj' + p’B|)
= uollBv,.a3) — /B |2|*Fy (ug)dx
= 1{w). (3.76)

Por (3.75) e (3.76) concluimos que I(ug) > 4§ e entdo ug ¢ nao-trivial.
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4 Quebra de simetria para a
equacao de Hénon envolvendo o
operador 1-Laplaciano

Nesse capitulo, vamos estudar questoes sobre a existéncia de solucao que apresenta
quebra de simetria para o seguinte problema

(4.1)

A= |z|*ul*u em B
u=">0 sobre 0B,

onde B C RY é uma bola unitaria, a > 0, N >4, com 1 < ¢ < 1*(N), onde

N +2

se N é par;
@) = 8] 2
se N é impar,
3] +1

onde [a] denota a parte inteira de a € R.

Nos baseamos no trabalho de Figueiredo, Carrido e Miyagaki [13] para mostrarmos
que, apesar do dominio ser radial, existe uma solugao nao-radial para o problema (4.1),
quando « é suficientemente grande. O resultado principal desse capitulo é o seguinte:

Teorema 4.1. Suponha N > 4 e q € (1,1*(N)), entdo existe um oy > 0 tal que (4.1)
tem uma solucao de variacao limitada nao-trivial e nao-radial para o > .

4.1 Resultados de existéncia

Como no capitulo anterior, atacaremos o problema (4.1) por meio da aproximagao
deste, pela familia de problemas envolvendo o operador p-Laplaciano. Antes disso, deve-
mos fixar [ = % se N for par, [ = [%} + 1 se N é impar. Observamos que, 2 < N —[ <
e entdo seja pp € R tal que 1 < py < max{N/2,q, N — [}. Consideremos, para cada
1 < p < po, 0 problema envolvendo o operador p-Laplaciano associado a (4.1),

{—Apu:|:v|°‘|u|q_2u em B (1.2)

u=20 sobre 0B,

e definamos para cada 1 < p < py,
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p
&= inf Ip [Vul"dx . (4.3)
weWy Foa(B)={0} ([ |x]*|ul9dz)c
(§]
p
mb = inf Jp [Vuldx (4.4)

weW P B)= 0} ([ 2| |ultdz) s
A partir do fato de que a simetria radial implica em parcial, devemos ter Wol’fad(B) -
Wol”lp(B) e com isso, m},; < cb.

Observagao 4.2. Como 1 < p, entdo 1*(N) < p;. De fato,

p>1 = pl+1)>1+1
= pl—(l+1-p)>0
= (I+Dpl—(1+1-p)]>0
({+Dpl—(1+1)(1+1-p)]

>0
(l+1—p)
[+1 1
= (L+ p —l+ >0
[+1—p [
(I+1)p >l+1
I+1—p I
Assim, se N é par, entao
[+1 l+1
p= UFp it
[+1—-p [
_ N/2+1
~ N/2
_ N+2
N
= 1*(N)7
e, se N é impar, entao
[+1 [+1
p= UFp il
[+1—-p [
(V2] 4+ 1) +1
[N/2] +1
_ [N/2]+2
[N/2] +
= 1%(N).
Do Teorema 2.31, uma vez que nossa hipétese implica que ¢ < p; = gfl >p, segue que

W&lp (B) é imerso compactamente em L% (B) , desde que

m<Nm+U—DU+1—m»_

a2 Qo= I+1

De fato, se (4.5) for vélido, entdo, para cada 1 < p < pg, temos que a > %, onde

_ Np+(-1)(i+1-p) (+Dpo

Q= I+1 € P01 = 151—py-
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No préximo resultado, provamos que c£ e m’;J sao atingidos, respectivamente, por

fungoes u, € Wolfad(B) e v, € Wol,’lp (B) que serao, a menos de um multiplo escalar,

solugdes fracas de (4.2), conforme seguinte resultado:

Proposicao 4.3. Sob as condi¢oes do Teorema 4.1, para todo 1 < p < py, existem u, €
Wlfad(B) e, € Wol”lp(B), minimizantes de %, e my,,, respectivamente. Além disso, u, e
v, sao solugoes fracas de (4.2).

Demonstracao. Para mostrar este resultado utilizamos o Teorema de Multiplicadores de

. A . . . . p
Lagrange (ver [26]). Provamos apenas a existéncia de v, que minimiza my, ,, uma vez que a

s A . . . . 1
existéncia de u, segue os mesmos argumentos. Consideremos os funcionais .J : W,/ (B) —

Re F: Wy?(B) — R definidos por:
1 1
J@) == [ [Wofdz e Fo) = [ |o]lda.
pbJ/B q /B
Notemos que J, F € CY(W,F(B),R) com
J (v)w = / |VoP2VoVwdr e F'(v)w= / |z|*|v|7 2vwdz,
B B

para todo w € Wol”lp (B). Consideremos ainda o seguinte subconjunto de Woljlp (B) :

M= {U e Wi(B) - 2/3 j2|*oltdz = 1} .
Mostremos que, para todo v € M, F'(v) # 0. De fato, para todo v € M,
Fl(v) = /B |z|*|v|9dz = q # 0.
Além disso, J é limitado inferiormente em M pois, como

1
J(v) = - / VolPde > 0,
pJB

para todo v € W&’IP(B), temos em particular que J > 0 em M, pois M C W&’ZP(B).

Do fato de que J é limitado inferiormente em M, temos pelo Postulado de Dedekind
na reta que existe J,, € R tal que

Joo = inf J(v).

veM

Pela defini¢ao de infimo, existe uma sequéncia (v,) C M de modo que

1
— i . T - P
Joo = nEIJIrloo J(’Un> o nEIJIrloo P ||Un||Wgy’lp(B)’

(4.6)

mostrando que (v,) é uma sequéncia limitada em Woly’lp (B), para 1 < p < N, fixado. Desde
que Woljlp (B) é um espago reflexivo, existe vy € Wol”lp (B) tal que, a menos de subsequéncia

Up — Vg € W()l,}p(B)v
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e, pelo Teorema 2.31,
v, = v € LL(B), (4.7)

quando n — oo.

Afirmagao. vg € M. De fato, se (v,) C M , temos por (4.7)

1 1
f/ 12*[vo|?dz = lim 7/ 2| vn|?dz = 1,
q /B n—-+00 q /B
o que mostra vy € M.
Portanto,
Joo < J(vg). (4.8)

Por outro lado, desde que a fungdo norma é fracamente semicontinua inferiormente,
temos que

1 o1
T(w) = ol < limnt

= lim inf J(vy,)

n—-+o0o
= Js. (4.9)
Por (4.8) e (4.9) temos que J(vg) = Joo.
Afirmagao. Jo, > 0. De fato, suponha por absurdo que J,, = 0. De (4.6), obtemos
J(v,) = 0, quando n — oo, o que implica
v, — 0 em W7 (B).

Usando o fato de que Wol,’lp (B) esta imerso continuamente em L%(B) temos:

/ |z|*|v,|?dz — 0.
B
Assim, existe ng € N tal que
[ Jllon 1z < 1,
B
o que contradiz o fato de que v,, € M. Desse modo, concluimos que .J, > 0 e pelo fato

J(vg) = Jwo, segue que vy # 0.

Assim, podemos aplicar o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, o qual fornece
um A € R tal que
J/(’Ug) == )\J—"/<U0).

Podemos supor ainda que vy > 0 pois, caso contrario, troca-se vy por |vg| e, ainda assim,
continuamos a ter

T (v0) = AF'(v0).

Portanto
J' (vo)w = AF'(vo)w, para todo w € W&}’ZP(B), (4.10)

ou equivalentemente,

/ Vo P2V Vwdz = )\/ |2|*|vo| 9 2vowdz, para todo w € W, F(B). (4.11)
B B ’
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Assim, vy é uma solucao fraca para o problema

(4.12)

—Ayv = Nz|*|Vv|?%v em B
v=20 sobre 0B.

Em particular, tomando vy = w como fungao teste em (4.11), obtemos

/B|w0|pd:c - A/B\:c|a|volqu.
Logo,
A= ;/B VuolPde > 0,
pois %fB |z|*|volidz = 1.
Sejam 3 > 0 e v, = By , entao:

/B |V, P2V, Vwdz = /B |V Bug P2V (Bvg) Vwdax
:ﬂp_l/B]VUo\p_QVvOdex
= Bp_l)\/B || |vo| T 2vowdx
= O [ kel Guyuds
= Bp_q/\/B |z|¥|v, |7 2vwdz.

Agora, escolhendo 8 de modo que P79\ = 1, concluimos que v, ¢ uma solugao fraca
do problema (4.2). Ainda temos,

_mp

I|VuplPde BP [p|VulPde  [p|VuelPde
P p p = Mol
(g |z|*|vpltda)s B2 ([g |2|*[voltdz) s ([p |]*|vo|?dx) s
Além disso, de (4.10) e do Principio de Criticalidade Simétrica de Palais, segue que
v, ¢ uma solugdo fraca de (4.2).

O

A seguir enunciaremos um resultado obtido por Figueiredo, Carriao e Miyagaki em
[13] que serd crucial em nossa argumentagao.

Lema 4.4. Sejamp < N -1 <[, N >4 eq € (p,pm), entao existem Cy,Cy >0 e ag > 0
(que nao dependem de p ou ) de forma que

Qs

1+
C’lozp S CZ

_ _P)y2p
m? SCQQ(HI N)(1-2)+2 24,
para o > Q.

Demonstragio. Ver [13] [Teorema 4.1 e Teorema 4.2].
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O
Agora, suponha que o na tltima proposigao, satisfaca (4.5) e também
1
C. (1 P
ap > (2 + 1) (-5 (4.13)
Ch

1
Logo, para todos 0s 1 < p < pg € a > «, temos que o > (%’) ~-b(1-%) | Com efeito, se
1 <p<poeq>1,entao

s pyes TP TR0
q q
—1-Lsp 0
q q
p Po
:f<N—1>1<1—q>><N—Z><1 -2
T N-pI-7) T (N—p1-m)

1 1

Cy\ v—na-1) Co oI,

:><) ! <(+1> < .
Cl Cl

Isso, por sua vez, implica que

D

m?, < oo =240 0y qp 145 < 2, (4.14)
De fato, como
I N 2
p—1+2- [l—p+1—p—N+p—l—p—2+p] — (N -1 (1-”)
q q q ¢ q q
) z N
2 2
-l N T o1+ 1-N) <1—p> +2 94y
q q ¢ q 9)  q
segue que
1
Co\ von(i-2) Co _  (Nv-pa-p)
- < — — < q
<Cl) o~

— % < P IHE) =B 1= N4 R 204
Cy

— %a(l—%l)+1—§—N+%+2§—2+p < oP 1t
Cy

O ez e
Cy

— CpaHHM=E)+ 224 o gp 1+ (4.15)

Portanto, do Lema 4.4 e de (4.15) a desigualdade (4.14) ¢é satisfeita.

Observagao 4.5. A partir da Proposicao 4.3 e (4.14) podemos perceber a presenga de
quebra de simetria no problema que envolve o operador p-Laplaciano em (4.2), uma vez
que v, é uma solugao fraca nao simétrica de (4.2).
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4.2 Demonstracao do Teorema 4.1

Nesta segao, mostramos que (v,),~1 ¢ uma familia limitada em BV(B) e que seu limite
serd uma solugdo nao-radial do problema (4.1). Para tanto, analogamente ao Capitulo 3
devemos considerar

X,(B) = {z € L™(B,R"); div(z) € M(B)}.
Paraz € X, (B) ev € BV,(B)NL>*(B), [6] no fornece uma Formula de Green envolvendo

a medida (z, Dv) e o trago fraco [z, v], dado por

/B(Z,Dv)—l—/B'Udivzda::/ v[z, v]dH L. (4.16)

0B

Para introduzir um cenério variacional ao problema (4.1), buscamos pontos criticos de
seu funcional energia associado, ® : BV(B) — R, definido por,

1
o) = [ Dul+ [ Jular¥ " =~ [ foflufrda,
B OB q/B

onde BV(B) ¢ considerado munido com a norma ||u|gv;(s)y = [5 |Du| + [yp [u|dHN 1.

Defini¢ao 4.6. Dizemos que v € BV;(B) N L*°(B) é uma solugao para o problema (4.1)
se existe um campo vetorial z € X, com ||z|| <1 e tal que

(1) —di ( ) = |z[*[v]?"%v em D'(B),
(2) (z, Dv) = |Dv| como medida sobre B,
(3) [z,v] € sign(—v) sobre OB.

Observagao 4.7. Note que para todo v € BV)(B), utilizando a Desigualdade de Young
com os expoentes %7 e ¢, temos

1
[ jattotas < f o (-l L) a
q
= T eltg s + - [ lald
< +o0. (4.17)

Passamos agora a anélise assintética da familia (v,)1<p<p,, quando p — 17, a fim de
descobrir se a quebra de simetria ainda permanece no limite. Em primeiro lugar, observe
que para « > «q fixado, de (4.14),

my, = limsupm? ; < Cy Q=M (=51 o Cias < lim inf ? =: cl. (4.18)
’ p—1+ p—1T

De fato,
Cza(lJrlfN)(lf%)Jr%fl <C’1a%,

segue, desde que

1
C (N—)(1—1)
1 .
&+

Lema 4.8. (vp)1<p<p, € uma sequéncia limitada em BV)(B).

OK>OZ()><
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Demonstragao. De fato, pelo Teorema 4.3 mostramos que existe v, € Wol,’lp (B) tal que

o Ve e,

(Jp |zlofoplada)s

P a,l*
q
P
q
[ 19elrds =i, ([ fal o)

ool = Tl ool oy

Assim,

isto é,

Por outro lado, como v, é solucao fraca de (4.2), entdo, se v = v, temos:

/B |Vu,|[Pdx = /B |2|*|vp|"dx = HUPH%/O{;’(B) - HUPH%&(E'

De (4.19) e (4.20)

loplze 5y = mMeaallvalliy sy = vallLa(s) = mas
1

= Jopllam = (mby)" " < C,

onde C' > 0 e C' nao depende de p. Logo, novamente por (4.19)

||UpH€V01,lp(B) = mg,z |Up||ig(3);
o que implica que
1
losllwiry = (mhg)” lopllzacs)
1
(mgl) e

IA A

Cl)
para todo 1 < p < po.

Pela ultima desigualdade temos:

lopllovi = [ Voplde + [ foylan~
:/B|va]dx
< (/ |vu,,|de)’“.|ByT
B
p—1
< 01|B’T =: Co,

onde Cy > 0 e Cy nao depende de p.

(4.19)

(4.20)
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Do Teorema 2.38 e Lema 4.8, segue que existe vy € BV)(B) tal que
v, vy em LI(B), (4.21)
quando p — 17.

Utilizando uma argumentacao semelhante a do Lema 3.13, temos que existe um campo
vetorial z € L= (B,R") tal que

Vu,[P7*Vu, — z, fracamente em L7 (B,RY) , 4.22
p p

para todo 1 < r < oo, quando p — 17. Em particular, para ¢ € D(B), tomando V¢
como fungao teste em (4.22), temos

/ |V, P2V, Vipds — / zVpdzr, (4.23)
B B

quando p — 17,

Lema 4.9. —div(2) = |z|*|vg|7%vy  em D'(B).

Demonstragio. Observe que vy > 0, pois v, > 0 para todo p > 1. Entdo, por (4.21) e
pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/B |z|*|vp| 7 2o, pdr — /B |z|*|vo|? 2vopdx, Yo € CH(B). (4.24)

Assim, das expressoes (4.23) e (4.24),
—div(z) = |z|*|vo|* *vy em D'(B). (4.25)
U

Lema 4.10. A fungao vy € L*°(B).

Demonstracdo. Segue do Lema 3.14.

Lema 4.11. A fung¢do vy e o campo vetorial z satisfazem a sequinte igualdade

(2, Dvg) = |Duvgl|, em M(B).
Demonstragio. Para z € X,(B) e vy € BVj(B) N L>*(B), consideramos novamente a
distribuigao (z, Dvy) : C3°(B) — R dada por
((z, Dvg), ) = —/ vogodiv(z)dx—/ vozVpdz,
B B

Vo € CX(B).
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Entao, basta mostrarmos que, para todo ¢ € D'(B) e ¢ > 0,

{(z, Duy), ¢) = /B | Dvl.
Notemos primeiramente que

((z, Do), ) < [((z, Dwo), #)]

o D
< lellimeo [, ¢lDw)

/ | D).
B

Para todo ¢ € C}(B), e ¢ > 0. Mostremos agora que

(@ Dv).g) = [ ¢lDul

IN

A\

IN

para todo ¢ € C}(B), ¢ > 0.
Tomando 0 < v,p € W(i’lp(B) como funcao teste em (4.2),

| IVuleda+ [ 0,|Vo 20, Vede = [ ol 2,uedr,
e pela Desigualdade de Young temos
1 —1

/ |Vu,|ledr < f/ |V, [Pdr + L/ pdx.

B pJB p JB
Agora, fazendo p — 17 em (4.27), obtemos

. »
/Bsoleol < hprg%rgf/BsD\Wp\ dz.

Por outro lado, de (4.21) e (4.23)

/vp|va|p_2va.Vg0dx—>/ voz.Vdz,
B B

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

quando p — 1%. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e por (4.21),

temos que

L @I o ()ede — [ felfoo(@)]* 2uo(a)uo(e)edz,

(4.30)

quando p — 17. Entdo, fazendo p — 11 em (4.26) e depois, utilizando (4.29) e (4.30)

obtemos

lim inf ¢]va|pdx+/voz.Vvodx = /|x|a|v0\q_21)ovog0dx
B B B

p—17t
= —/ vop.div(z)dx.
B

E por (4.28)

/ | Dvg| < —/ voz.Vgod:c—/ div(z)vopdz,

B B B
0 que resulta

[, #lDvol < (@ Dw), ).
Logo

(Z, DUO) = |DU0|-

(4.31)
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Lema 4.12. A funcgao vy satisfaz [z, v] € sign(—uvg) sobre OB.

Demonstracao. E suficiente mostrar que
/8 (ol + volz v])ar™ = 0. (4.32)

Por um lado, temos facilmente que

[ (ol + wolz, van™ = o,
OB
Por outro lado, mostremos
V))dHN T <.
|, (ol + volz. ) ar " <
Para isso, para ¢ € C}(B) tomemos (v, — ) como fungdo teste em (4.2). Entdo,
/B Vo, [Pdz = /B Vo, [P~2V0,Vdz + /B 120,720, (v, — @) da. (4.33)
Assim, usando (4.33) e a desigualdade de Young, temos:
p[ IVulde < [ Vol 2Vu, Vede + [ fel*fo,l 2, (v, - ¢)dz + (p— 1) Bl

Disso, temos, pela semicontinuidade da norma de BV com respeito a L[, (ver Lema
2.14) e pela Formula de Green, e pelo Lema 4.11,

/|Dv0|+/ lvpldHN ™! < —/godivzdx+/ |I|°‘|vo|qdac—/ || |vg |9 2o od
B 0B B B B
_ /|x]°‘|v0\qda:
B
= —/ vodivzdx
B
= /(Z,Dvo)—/ volz, v]dHN !
B oB
= /|Dvo|—/ volz, v]dHN T (4.34)
B oB

De (4.34), segue que
/ (lvo| + volz, v]) dHN"1 < 0.
OB

Como o integrando ¢é positivo, segue que
(—vo)[z,v] = |vo] HY ' qsem OB e,
assim,

[z,v] € sign(—vy) sobre 0B. (4.35)
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Pelos Lemas 4.9, 4.11 e 4.12 segue que vy é uma solucao de (4.1).

Agora, terminamos a prova do Teorema 4.1 mostrando que vy apresenta quebra de
simetria, ou seja, que vy é uma solugao nao-radial de (4.1). Para isso, apresentamos o
seguinte resultado.

1

4 € ch definidos como em (4.18), entdo

Jo |Dw| + [op lw]dHY !

Lema 4.13. Sejam m

ml . — inf , (4.36)
weBV;(B)\{0} (fB |x|¥|wladx)e
e
N—1
o= inf Jo |Dw| + [35 |w|d7;[ _ (4.37)
WEBV,aa BN} ([ ] w]edi) s

Demonstra¢io. Provamos apenas (4.36), ja que (4.37) é totalmente andloga. Dado w €
BV,(B)\ {0}, entao existe uma sequéncia (w,), C BV;(B)NC§°(B) dada pela Proposicao
2.37, tal que

w, —w em Li(B) e / |an|dx—>/ |Dw|+/ lw|dHN (4.38)
B B OB
quando n — +oo. Além disso, pela mesma Proposicao 2.37, se p, — 17, quando n —

400, entao
lim |an|p”dx:/ |Dw|+/ w|dHN 1, (4.39)
B B 0B

n—-+4o0o

Entao, de (4.4) e da definicao de infimo, temos
< Iy IVunfrds
= U bl wal o)
Assim, de (4.38), (4.39) e (4.40)

1 — 1 Pn
my,; = limsup m,,
n—+oo

pn
< lim sup <( Jo [V, da ,,)

n—+oo \ (fq |z]*[wy|?dx)

- I |Dw| + Jom |w|d’HN_1

= T )
(Jp |z]*[w[?dz)

- (4.40)

Assim, segue que
Jp |Dw| + Jop [w|dHN !
we BV (B)\{0} (fB |;p|a|w|ngj)%

Por outro lado, pela semicontinuidade inferior da norma em BV;(B) com respeito a
convergéncia em L7 (B) (Ver Lema 2.14), da Desigualdade de Young e do fato de que w,
é solugao do problema (4.2) temos que

/ | Dwy| —|—/ lwo|dHN ™! < liminf (/ |Vw,|dx +/ |wp|dHN_1>
B OB B OB

p—1t

1
ma,l S

(4.41)

= liminf/ |Vw,|dx
B

p—1t

1 -1
< liminf [/ |Vw,|Pdx + p|B\]
pJB p

p—1+

— limin / Vw, |Pdz. (4.42)
B

p—1+
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Por (4.21) e (4.42) temos que

3 1Dvo] + o [ooldH¥ o VP

T < lim inf
(/i [|*vo|9d) = P21 ([ |z]lp|dz)

= lim inf m? |,
p—1+ ’

D
q

; p
< limsup m,
p—1t

=m},. (4.43)

Assim, de (4.41) e (4.43), segue que

D d N-1
Jp |Dvo| + Jo [vo]dH —mt,, (4.44)
(/5 |%]*|vo|?dz) s

o que implica em (4.36).
[
Observe que, a partir do dltimo resultado e levando em consideragao (4.18) e (4.44),

segue-se que vy é uma solugao nao-radial e nao-trivial de (4.1). Isso conclui a prova do
Teorema 4.1.
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