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RESUMO 

 
 
 
Neste trabalho, estudamos uma classe de equações do tipo Hénon que envolvem o 

operador 1-Laplaciano na bola unitária. Com algumas condições sobre a não- 

linearidade, prova-se a existência de soluções radiais e, para um parâmetro em uma 

determinada faixa, prova-se a existência de quebra de simetria pela presença de so- 

luções não radiais. Nossa abordagem é baseada em um esquema de aproximação 

onde uma análise completa das soluções dos problemas envolvendo o operador     

p- Laplaciano associados é necessária. 

 
Palavras-chave: Equação do tipo Hénon. Quebra de simetria. Operador 1-
Laplaciano. Espaço de funções de variação limitada. 



 

 
 
 

ABSTRACT 

 
 
 
In this work, we study a class of Hénon-type equations which involve the 1-Laplacian 

operator in the unit ball. With some conditions on the non-linearity, it is proved the 

existence of radial solutions and, for a parameter in a certain range, it is proved the 

existence of symmetry breaking through the presence of non-radial solutions. The 

approach is based on an approximation scheme, where a thorough analysis of the 

solutions of problems involving the associated p-Laplacian operator is necessary. 

 
Keywords: Hénon-type equation. Symmetry breaking. 1-Laplacian operator. Space of 
functions of bounded variation. 



Lista de Símbolos

LN Denota a medida de Lebesgue em RN.

|Ω| Denota a medida de Lebesgue do conjunto Ω ⊂ RN.

HN−1 Denota a medida de Hausdorff de dimensão N − 1.
∂Ω Denota a fronteira do conjunto Ω ⊂ RN.

Ω′ ⊂⊂ Ω Denota o conjunto Ω′ ⊂ Ω, com Ω′ compacto.
BV Denota o espaço das funções com variação limitada.
Du Denota a derivada distribucional de primeira ordem de u em BV.

|Du| Denota a variação total da medida de u em BV.

∆pu ∆pu = div (|∇u|p−2∇u) .

∆1u ∆1u = div
(
Du

|Du|

)
.

p∗ p∗ =


pN

N − p
, se p < N

+∞ , se p ≥ N.

p∗α p∗α =


p(N + α)
N − p

, se p < N e α > 0

+∞ , se p ≥ N.

sign(v) sign(v) =


v

|v|
, se v 6= 0

0 , se v = 0.
[a] Parte inteira de a ∈ RN.

p∗(N) p∗(N) =



(N + 2)p
N − 2p+ 2 , se N é par([

N
2

]
+ 2

)
p[

N
2

]
− p+ 2

, se N é ímpar.

pl pl = (l + 1)p
l + 1− p, se p < l + 1.

ql ql = pN + (l − 1)(l + 1− p)
l + 1 .

cpα cpα := inf
u∈W 1,p

0,rad(B)−{0}

∫
B |∇u|pdx

(
∫
B |x|α|u|qdx)

p
q

.



mp
α,l mp

α,l := inf
u∈W 1,p

0,l (B)−{0}

∫
B |∇u|pdx

(
∫
B |x|α|u|qdx)

p
q

.

c1
α c1

α := lim inf
p→1+

cpα.

m1
α,l mp

α,l := lim sup
p→1+

mp
α,l.
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1 Introdução

Diversos autores, no decorrer do últimos anos, têm estudado problemas que envolvem
o operador 1-Laplaciano, ou seja:−∆1u = f(x, u) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.1)

onde o operador ∆1 é formalmente definido por ∆1u := div
(
Du
|Du|

)
com a função f satis-

fazendo condições adequadas. Entre os primeiros artigos envolvendo o operador que foi
citado anteriormente temos os de autoria dos pesquisadores F. Andreu, C. Ballesteler, V.
Caselles e JM Mazón, sendo os principais artigos [2, 3, 4]. Esses deram origem à mono-
grafia [5]. Esses autores perceberam que o espaço adequado para o estudo envolvendo o
problema (1.1) deveria ser o espaço formado pelas funções de variação limitada, espaço
esse, denotado por BV (Ω). Diante do que foi falado, percebemos que ao lidarmos com o
operador 1-Laplaciano temos algumas dificuldades, sendo a primeira delas quando tenta-
mos definir o quociente Du

|Du| , onde Du é apenas uma medida de Radon. Esta dificuldade
é superada através da Pairing Theory de G. Anzellotti em [6]. Foi possível, usando essa
teoria, determinar precisamente a expressão da equação de Euler-Lagrange associada a
problemas envolvendo o operador 1-Laplaciano. Por exemplo, temos que segundo essa
teoria podemos dizer que u ∈ BV (Ω) é solução de (1.1), se existe um campo vetorial
z ∈ L∞(Ω,RN) tal que, ‖z‖∞ ≤ 1 e

−div (z) = f(x, u) em D′(Ω),
(z, Du) = |Du| como medida,

[z, ν] ∈ sign(u) sobre ∂Ω,
(1.2)

com (z, Du) e [z, ν] sendo definidos na Seção 2.2.

Além do mais, entre os primeiros trabalhos sobre este assunto, citamos o de Kawohl
em [27] que apresenta o problema de torção com f(x, u) = 1 em (1.1). Em [17], Demen-
gel usou a simetria do domínio para obter soluções nodais para problemas envolvendo
o operador 1-Laplaciano e uma não-linearidade com crescimento crítico, o que foi feito
tomando o limite de problemas envolvendo o operador p−Laplaciano.

Em [32], Anna Mercaldo, Sergio Segura de León e Cristina Trombetti estudaram o
problema −∆1u = f em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.3)
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onde Ω ⊂ RN é um subconjunto aberto, limitado com fronteira Lipschitz eN ≥ 2. Os auto-
res procuraram soluções de (1.3), tomando o limite da família de problemas envolvendo o
operador p−Laplaciano. Para isso, eles consideraram a função f em diversos casos, sendo
o caso mais geral o que considera f ∈ W−1,∞(Ω), onde W−1,∞(Ω) é o dual de W 1,1

0 (Ω).
Esses mesmos autores estudaram em [31] a existência de soluções para o problema (1.3),
novamente tomando o limite de problemas envolvendo o operador p−Laplaciano, consi-
derando, porém, f ∈ L1(Ω). Chegaram ainda à conclusão de que (1.3) admite solução,
desde que ‖f‖

W−1,∞(Ω)
≤ 1.

Em [30], os autores estudaram o seguinte de problema de Neumann para o operador
1-Laplaciano, 

−div
(
Du

|Du|

)
= 0 em Ω

[
Du

|Du|
, ν

]
= g sobre ∂Ω,

(1.4)

onde ν é o vetor normal exterior a fronteira de Ω, com g ∈ L∞(∂Ω) tal que
∫
∂Ω gdHN−1 = 0.

Os autores consideraram uma família de problemas envolvendo o operador p-Laplaciano,
mostrando que quando p→ 1+ as soluções destes convergem para uma função mensurável
u. Provaram ainda que as propriedades de u dependem da limitação da função g através
de uma norma adequada, ou seja, que se g for pequeno o suficiente então, u é uma fun-
ção de variação limitada, entretanto se g for grande o suficiente então, u assume o valor
infinito em um conjunto de medida positiva.

Em [28], M. Latorre, F. Oliva, F. Petitta, e S. Segura estudaram o problema de
Dirichlet para uma equação elíptica envolvendo o operador 1-Laplaciano, a saber:−∆1u = h(u)f(x) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.5)

onde Ω é um subconjunto aberto em RN com fronteira lipschitziana, f ∈ L1(Ω), f(x) ≥ 0
para x ∈ Ω e h sendo uma função real contínua que pode ser singular em zero. Com o in-
tuito de garantir a existência, a não-existência e a singularidade de soluções não-negativas,
os autores procuraram investigar os intervalos ideais para tais hipóteses.

Conforme [35], Molino e Segura estudaram o seguinte problema de Dirichlet para o
operador 1-Laplaciano 

−div
(
Du

|Du|

)
= |u|q−2u em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.6)

onde Ω ⊂ RN (N ≥ 2) é um aberto limitado com fronteira lipschitziana e 0 < q <
1

N−1 . Visto que existem algumas dificuldades em lidar com o operador 1-Laplaciano, eles
encontraram, então, soluções não triviais up para o problema−∆pu = |u|q−2u em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.7)



Introdução 13

com 0 < q < p∗ − 1 onde p∗ = pN
N−p . Essas soluções foram obtidas através do Teorema

do Passo da Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz. Depois, foi possível mostrar que o
limite u = lim

p→1
up é uma solução não-trivial para (1.6).

Figueiredo e Pimenta em [22], foram os primeiros a usarem argumentos de tipo Nehari
a fim de obter soluções de variação limitada para o operador 1-Laplaciano, isto é, eles
conseguiram provar resultados de existência de minimizantes para funcionais localmente
lipschitzianos, sobre um conjunto cuja definição é inspirada na variedade de Nehari. Estes
autores definiram o funcional energia do problema, I : BV (Ω)→ R por:

I(u) :=
∫

Ω
|Du|+

∫
∂Ω
|u|dHN−1 −

∫
Ω
F (u)dx,

onde I(u) é escrito como I1(u) − I2(u), com o funcional I1(u) =
∫

Ω |Du| +
∫
∂Ω |u|dHN−1

sendo convexo e localmente lipschitziano e I2(u) =
∫

Ω F (u)dx, com I2 ∈ C1(BV (Ω)).
Assim, os autores mostraram que o ínfimo do funcional I sobre o conjunto

N = {u ∈ BV (Ω) \ {0} ; I ′1(u)u = I ′2(u)u}

é alcançado e é um ponto crítico. Consequentemente, obtiveram uma solução não-trivial
do tipo ground-state para o problema envolvendo o operador 1-Laplaciano. Podemos,
ainda, citar os trabalhos recentes [20, 21] que são dos próprios autores que obtiveram
soluções positivas e nodais, respectivamente, para problemas semelhantes.

Em 1973, Hénon propôs em [25], o seguinte problema

−∆u = |x|α|u|q−2u em RN, (1.8)
para estudar a estabilidade dos aglomerados globulares, que são agrupamentos de estrelas
aproximadamente esféricos, em astrofísica. De fato, os anos de 1960 a 1975, os astrofísi-
cos começaram a se dedicar de forma intensiva para conseguirem entender e detectar a
existência de buracos negros em aglomerados globulares. É de se destacar que por mais
que existam teorias e hipóteses quanto ao que ocorre nessas regiões do espaço, não há
qualquer prova concreta que aponte o que de fato acontece dentro de um buraco negro.
Na verdade, suspeita-se que as leis universais da física perdem seu valor tanto dentro
quanto no horizonte de eventos desses buracos.

Além da aplicação supracitada para a equação de Hénon, podemos citar os artigos
[11, 9, 10], onde é estudada a existência de modelos de dinâmica estelar estacionários
equivalentes à equação (1.8) para N = 3.

Consideremos o seguinte problema de Dirichlet relativo à equação de Hénon−∆u = |x|α|u|q−2u em Ω
u = 0 sobre ∂Ω.

(1.9)

Em 1982, Ni em [34] foi capaz de mostrar a existência de uma solução radial do problema
(1.9), quando q ∈ (2, 2∗α), utilizando o Teorema do Passo da Montanha. Foi usado ainda o
fato de que o espaçoH1

0,rad(Ω) := {u ∈ H1
0 (Ω) : u(x) = u(|x|)} está imerso compactamente

em Lqα(Ω), para q no intervalo acima. Ainda nesta linha, conforme [16], Clément, de
Figueiredo e Mitidieri estudaram o problema−Lu = |x|α|u|q−2u em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,
(1.10)
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onde Lu = div (|x|−ap|∇u|p−2∇u). Por meio de uma redução a um problema unidimensi-
onal e usando o Teorema do Passo da Montanha, eles provaram a existência de soluções
radiais de (1.10) para p < q < p(N+α)

N−p(a+1) , estendendo o resultado de Ni em [34] para este
operador mais geral. Observe que p-Laplaciano ∆p é um caso particular deste operador
L.

Motivados por [34], no Capítulo 3, estudaremos a existência de solução radial para o
seguinte problema do tipo Hénon envolvendo o operador 1-Laplaciano:−∆1u = |x|αf(u) em B

u = 0 sobre ∂B,
(1.11)

em que B = B(0, 1) ⊂ RN , N ≥ 2, α > 0 e f é uma função localmente Hölder contínua
onde f(s) ≥ 0 se s > 0 e que satisfaz:

(f1) existe a > 0 tal que

lim sup
s→0

f(s)
|s|a

= 0, uniformemente em x ∈ B,

(f2) existem C > 0 e q ∈ (0, 1∗α − 1) tal que

|f(s)| ≤ C(1 + |s|q), ∀s ∈ R,

onde 1∗α = N+α
N−1 ,

(f3) existe κ > 1 tal que
0 < κF (s) ≤ f(s)s,

para todo s > 0, onde F (t) =
∫ t

0 f(s)ds.

O resultado principal desse capítulo é o seguinte.

Teorema 1.1. Supondo N ≥ 2 e que f satisfaz as condições (f1)− (f3), então existe uma
solução não-negativa u ∈ BVrad(B) de (1.11).

O primeiro passo é aplicar as ideias introduzidas em [34] para o seguinte problema−∆pu = |x|αf(u) em B

u = 0 sobre ∂B,
(1.12)

encontrando assim uma solução radial up ∈ W 1,p
0,rad(B) para (1.11), no nível do Passo da

Montanha. Depois, usamos alguns argumentos de [35] para mostrarmos que (up) converge
para u, quando p → 1+ onde u ∈ BVrad(B) satisfaz (1.11). Assim, uma grande dificul-
dade, é assegurar que as constantes que aparecerão na prova não dependam de p. Outra
grande dificuldade que precisamos superar é a verificação de que a função limite u não é
trivial. Vale a pena ressaltar que a condição de contorno de Dirichlet não é satisfeita no
sentido usual, sendo que uma formulação mais fraca deve ser introduzida.

Na argumentação para a demostração do Teorema 1.1, foi necessário estabelecermos
as imersões de BVrad em Lqα(B), em analogia ao que se faz em [18] com o W 1,p

0,rad(B). Tal
resultado mostrou-se desafiador e acreditamos que seja interessante por si só. Temos,
então, o seguinte resultado para imersão radial que se encontra no Capítulo 2, em que
apresentamos definições e resultados fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho.
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Teorema 1.2. Seja α > 0, então a imersão

BVrad(B) ↪→ Lrα(B)

é contínua para 1 ≤ r ≤ 1∗α = N+α
N−1 e compacta para 1 ≤ r < 1∗α = N+α

N−1 .

Ao mostramos que o problema (1.11) possui solução radial, surge a questão acerca da
existência de uma solução não-radial para tal problema.

Por meio de algoritmos computacionais, Chen, Ni e Zhou, em [15], obtiveram soluções
numéricas não-radiais de (1.7) em R2. Com isso, foi possível sugerir que as soluções de
ground-state deste problema, não são radialmente simétricas. Este fato foi confirmado
posteriormente quando, em [36], Smets, Su e Willem provaram que para q subcrítico e
α suficientemente grande, existem soluções não-radiais com menores níveis de energia
quando comparadas com aquela encontrada por Ni.

Em [13], Carrião, de Figueiredo e Miyagaki provaram resultados sobre a existência e
multiplicidade de soluções não-radiais para a classe de problemas elípticos quasilineares
com termos singulares como no problema (1.10). Em sua argumentação foi essencial a
imersão compacta dos espaços de funções com uma certa simetria (esférica ou cilíndrica)
em espaços de Lebesgue com peso. Foi muito importante ainda a comparação entre

cpα := inf
u∈W 1,p

0,rad(B)−{0}

∫
B |∇u|pdx

(
∫
B |x|α|u|qdx)

p
q

e
mp
α,l := inf

u∈W 1,p
0,l (B)−{0}

∫
B |∇u|pdx

(
∫
B |x|α|u|pdx)

p
q

.

Com efeito, eles mostraram que, para α suficientemente grande, mp
α,l < cpα, o que im-

plica na existência de soluções não-radiais.

No Capítulo 4, abordamos a questão de estender os resultados de [13] ao operador
1-Laplaciano. Estudamos, mais especificamente, o problema:−∆1u = |x|α|u|q−2u em B

u = 0 sobre ∂B.
(1.13)

Antes de mencionar o resultado principal deste capítulo, devemos definir

p∗(N) :=



(N + 2)p
N − 2p+ 2 se N é par;([

N
2

]
+ 2

)
p[

N
2

]
− p+ 2

se N é ímpar,

onde [a] denota a parte inteira a ∈ R e p ≥ 1.

O resultado principal é o seguinte.

Teorema 1.3. Suponha N ≥ 4 e q ∈ (1, 1∗(N)), então existe α0 > 0 tal que, o problema
(1.13) tem uma solução de variação limitada não-trivial e não-radial, para α > α0.
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Para a prova desse resultado, tal como na do Teorema 1.2, é necessário estudar resul-
tados de imersão no espaço BVl(B) em Lrα(B), onde

BVl(B) = {u ∈ BV (B) : u(y, z) = u(|y|, |z|),∀x = (y, z) ∈ B} ,

onde 2 ≤ N − l ≤ l e p ≥ 1. Mais especificamente, provamos o resultado.

Teorema 1.4. Sejam l, N, pl, ql e α como no Teorema 2.31, então a imersão BVl(B) ↪→
Lqα(B) é contínua se 1 ≤ q ≤ 1l e compacta se 1 ≤ q < 1l.

Acreditamos que tal resultado, o que também é inédito, também tenha interesse por
si só e que possa ainda ser visto como uma extensão de [18][ Corolário 1.5].

A argumentação para a demonstração do Teorema 1.3 se baseia em um análise cui-
dadosa dos minimizantes de cpα e mp

α,l, os quais são atingidos por funções que, depois de
reescalonados, são soluções de−∆pu = |x|α|u|q−2u em B

u = 0 sobre ∂B.
(1.14)

Além disso é necessário garantir que, quando p → 1+, os limites de cpα e mp
α,l, não se

colapsem. Por fim, vale mencionar que foi necessário desenvolver novos argumentos que
nos permitissem demostrar que as soluções do problema (1.14), de fato constituíam uma
família limitada em BVl(B). Tal dificuldade surgiu da natureza de tais soluções, as quais
não têm caracterização minimax como em [35] e tampouco eram minimizantes sobre um
conjunto do tipo Nehari, como em [20].
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2 Simetria e imersões do espaço
BV (Ω)

Neste capítulo, apresentamos propriedades básicas do espaço das funções de variação
limitada. Posteriormente, apresentamos alguns resultados da pairing theory de G. Anzel-
lotti em [6], os quais dão sentido ao produto de campos vetoriais com baixa regularidade,
pela derivada distribucional de funções de BV . Por fim, mas não menos importante,
mostramos alguns resultados de imersão entre os espaços de funções de variação limitada
com simetria radial e parcial e os espaços Lp com peso, sendo estes resultados de extrema
importância para o que abordamos nesse trabalho.

2.1 Espaço das funções de variação limitada
Vamos apresentar, nesta seção, resultados básicos sobre o espaço das funções de va-

riação limitada BV (Ω), onde Ω ⊂ RN , N ≥ 2 é um aberto com fronteira lipschitziana.
Tais resultados podem ser encontrados em [7, 23]. Para tanto, apresentamos inicialmente
a definição de medida de Radon.

Definição 2.1. Seja µ uma medida de Borel em Ω e E ⊂ Ω um boreliano. Dizemos que
µ é regular externa em E ⊂ Ω, se

µ(E) = inf {µ(A) : A ⊃ E, A é aberto de Ω } .

Dizemos que µ é regular interna em E ⊂ Ω, se

µ(E) = sup {µ(K) : K ⊂ E, K é compacto de Ω } .

Definição 2.2. Dizemos que uma medida µ é uma medida de Radon em Ω, se é uma
medida de Borel que é finita em compactos, regular externa em todos os borelianos e
regular interna em abertos cujo espaço é denotado porM(Ω).

Definição 2.3. Uma medida ν é dita absolutamente contínua com respeito a medida µ,
denotando-se ν � µ, se ν(E) = 0, para todo E ∈ M tal que µ(E) = 0. Duas medidas
µ e ν em (Ω,M) são singulares, denotando-se ν ⊥ µ, se existem E,F ∈ M tais que
E ∩ F = ∅, E ∪ F = Ω e µ(E) = ν(F ) = 0.

Vamos definir, a seguir, o espaço de funções com o qual trabalharemos nesta tese.

Definição 2.4. Uma função u ∈ L1(Ω) é chamada uma função de variação limitada
se suas derivadas distribucionais de primeira ordem são geradas por medidas de Radon.
Denotamos por BV (Ω) o conjunto de tais funções, isto é,

BV (Ω) = {u ∈ L1(Ω) : Du ∈M(Ω,RN)}.
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Do fato de queM(Ω) é igual ao dual topológico de C0(Ω,R) e como C1
c (Ω,R) é denso

em C0(Ω,R) com respeito à norma uniforme, o teorema a seguir fornece uma caracteriza-
ção quantitativa para os elementos de BV (Ω).
Proposição 2.5. As seguintes afirmações são equivalentes:

i) u ∈ BV (Ω);

ii) u ∈ L1(Ω) e ∂u
∂xi
∈M(Ω), para todo i = 1, ..., N ;

iii) u ∈ L1(Ω) e ‖Du‖ := sup
{

N∑
i=1

∫
Ω
ψDiu;ψ ∈ C0(Ω,RN), |ψ|∞ ≤ 1

}
< +∞;

iv) u ∈ L1(Ω) e
∫
Ω |Du| := sup

{∫
Ω
u divψdx; ψ ∈ C1

c (Ω,RN), |ψ|∞ ≤ 1
}
< +∞.

O resultado anterior é encontrado na seção 10.1 da referência [7] como uma definição
equivalente para o espaço BV. Além disso, pelo Teorema de Representação de Riesz-
Alexandroff (ver [7], Teorema 2.4.6)

‖Du‖ =
∫

Ω
|Du|. (2.1)

Observação 2.6. Dado u ∈ BV (Ω), do Teorema de Radon-Nikodym (ver [7] [Teorema
4.2.1]) podemos decompor sua derivada distribucional como

Du = Dau+Dsu,

onde Dau é absolutamente contínua com relação à medida de Lebesgue LN em RN, en-
quanto Dsu é singular com relação à mesma medida. Além disso, denotamos a variação
total de Du como |Du|.

O espaço BV (Ω) é um espaço de Banach quando dotado da norma

|u|BV :=
∫

Ω
|Du|+

∫
Ω
|u|dx.

Da Observação 2.6 segue queW 1,1(Ω) é um subespaço de BV (Ω) e que a norma ‖·‖BV
é uma extensão da norma usual em W 1,1(Ω), ou seja, dado u ∈ W 1,1(Ω), tem-se que

|u|BV =
∫

Ω
|Du|+

∫
Ω
|u|dx =

∫
Ω
|∇u|dx+

∫
Ω
|u|dx = |u|W 1,1(Ω).

Proposição 2.7. W 1,1(Ω) é um subespaço próprio de BV (Ω).
Demostração. Mostremos que de fato W 1,1(Ω) ( BV (Ω). Seja E ⊂ RN aberto com
fronteira suave tal que HN−1(∂E) < +∞. Notamos que χE ∈ L1(RN), onde χE representa
a função característica em E. Notemos ainda que, pelo Teorema da Divergência∫

Ω
χEdiv(ψ)dx =

∫
E
div(ψ)dx =

∫
∂Ω
ψ.νHN−1 ≤ HN−1(∂E) < +∞,

para cada ψ ∈ C1
c (Ω,RN), com ‖ψ‖∞ ≤ 1, onde ν(x) denota o vetor normal exterior em

x ∈ ∂E. Assim, pela Proposição 2.5, temos que χE ∈ BV (Ω). Porém, χE /∈ W 1,1(Ω), pois

DχE = −ν.HN−1b∂E,

de forma que DχE, por consistir em uma medida singular com respeito à de Lebesgue em
RN, não é gerada por uma função de L1(Ω).
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�

Pela maneira com o qual o espaço BV (Ω) foi definido, não é possível afirmar que este
contém C∞(Ω)∩BV (Ω) como um subconjunto denso com respeito à topologia da norma.
Disso surge a necessidade de introduzir uma noção de convergência que torne o espaço
C∞(Ω) ∩BV (Ω) denso em BV (Ω) com respeito à topologia induzida.

Definição 2.8. Dizemos que (un) ⊂ BV (Ω) converge para u ∈ BV (Ω) no sentido da
convergência estrita, se

un → u, em L1(Ω)

e ∫
Ω
|Dun| →

∫
Ω
|Du|,

quando n→∞.

O próximo teorema refere-se a semicontinuidade inferior da norma em BV (Ω) com
respeito à topologia de L1(Ω).

Lema 2.9. Seja (un) ⊂ BV (Ω) uma sequência limitada e tal que un → u em L1(Ω),
então u ∈ BV (Ω) e ∫

Ω
|Du| ≤ lim inf

n→∞

∫
Ω
|Dun|. (2.2)

Demostração. Seja ψ ∈ C1
c (Ω,RN) de modo que |ψ|∞ ≤ 1. Da convergência un → u em

L1(Ω) e por [12] [ Teorema 9.9 ], existe h ∈ L1(Ω), de forma que a menos de subsequência,

un(x)→ u(x) em quase todo ponto x ∈ Ω,

e
|un(x)| ≤ h(x), em quase todo ponto x ∈ Ω.

Do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
n→+∞

∫
Ω
un(x)divψ(x)dx =

∫
Ω
u(x)divψ(x)dx. (2.3)

Do fato de que (un) ⊂ BV (Ω), então pela Proposição 2.5,∫
Ω
undivψdx ≤

∫
Ω
|Dun|.

Assim, tomando o lim inf em ambos lados da última desigualdade e usando (2.3) obtemos∫
Ω
udivψdx ≤ lim inf

n→+∞

∫
Ω
|Dun| (2.4)

Como ψ ∈ C1
c (Ω,RN) é arbitrário, tomando o supremo sobre tais |ψ|∞ ≤ 1 na desi-

gualdade acima, pela Proposição 2.5 tem-se que u ∈ BV (Ω) e (2.2) é satisfeita.

�
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Teorema 2.10. O espaço C∞(Ω)∩BV (Ω) é denso em BV (Ω) equipado com a convergên-
cia estrita. Consequentemente, C∞(Ω) é denso em BV (Ω) com a convergência estrita.

Demostração. Ver [7][Teorema 10.1.2]. �

Como consequência desse resultado, para todo u ∈ BV (Ω) existe uma sequência (un)
em C∞(Ω) ∩BV (Ω) tal que

un −→ u em L1(Ω) e
∫

Ω
|∇un|dx −→

∫
Ω
|Du|.

Teorema 2.11. Seja Ω ⊂ RN aberto com fronteira lipschitziana. Então a imersão
BV (Ω) ↪→ Lq(Ω) é contínua para q ∈ [1, 1∗] e compacta para q ∈ [1, 1∗), onde 1∗ = N

N−1 .

Demostração. Ver [7][Teorema 10.1.3, Teorema 10.1.4].

�

Em [1] está bem definido um operador de imersão BV (Ω) ↪→ L1(∂Ω), de forma que a
norma

‖u‖BV (Ω) :=
∫

Ω
|Du|+

∫
∂Ω
|u|dHN−1,

é equivalente à norma |u|BV (Ω), conforme mostra o próximo lema.

Lema 2.12. A norma ‖u‖BV (Ω) é equivalente à norma |u|BV (Ω).

Demostração. De [7][Teorema 10.2.1] existe uma constante C > 0 tal que∫
∂Ω
|u|dHN−1 ≤ C|u|BV (Ω),

assim

‖u‖BV (Ω) =
∫

Ω
|Du|+

∫
∂Ω
|u|dHN−1

≤
∫

Ω
|Du|+ C|u|BV (Ω)

=
∫

Ω
|Du|+ C

∫
Ω
|Du|+ C

∫
Ω
|u|

≤ (1 + C)
(∫

Ω
|Du|+

∫
Ω
|u|
)

= (1 + C)|u|BV (Ω). (2.5)

Por outro lado, pela Desigualdade de Poincaré (ver [33][Proposição 2]) tem-se:

|u|BV (Ω) =
∫

Ω
|Du|+

∫
Ω
|u|dx

≤
∫

Ω
|Du|+ C

(∫
Ω
|Du|+

∫
∂Ω
|u|dHN−1

)
= (1 + C)

∫
Ω
|Du|+ C

∫
∂Ω
|u|dHN−1

≤ (1 + C)
(∫

Ω
|Du|+

∫
∂Ω
|u|dHN−1

)
= (1 + C)‖u‖BV (Ω). (2.6)
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De (2.5) e (2.6) temos a equivalência entre as normas ‖u‖BV (Ω) e |u|BV (Ω).

�

Enunciamos, no próximo resultado, uma versão da Fórmula de Green para funções em
BV (Ω).

Teorema 2.13. Seja Ω ⊂ RN um aberto com fronteira lipschitziana, então existe um
operador linear e contínuo γ : BV (Ω)→ L1(Ω) tal que:

i) γ(w) = w|∂(Ω), para toda w ∈ C(Ω) ∩BV (Ω);

ii) para todo ϕ ∈ C1(Ω,RN) vale a seguinte versão generalizada da fórmula de Green:∫
Ω
w div(ϕ)dx+

∫
Ω
ϕDw =

∫
∂Ω
γ(w)ϕ.νdHN−1.

Demostração. Ver [7] [Teorema 10.2.1].

�

Por fim, como um consequência do Lema 2.9 temos o seguinte resultado.

Lema 2.14. Seja (un) ⊂ BV (Ω) uma sequência limitada e tal que un → u em L1(Ω),
então u ∈ BV (Ω) e∫

Ω
|Du|+

∫
∂Ω
|u|dHN−1 ≤ lim inf

n→∞

(∫
Ω
|Dun|+

∫
∂Ω
|un|dHN−1

)
. (2.7)

Demostração. De fato, seja B ⊂ RN, uma bola tal que Ω ⊂⊂ B. Para cada v ∈ BV (Ω),
consideremos

v(x) =

v(x) , se x ∈ Ω
0 , se x /∈ Ω.

Então v ∈ BV (B) e ainda ∫
B
|Dv| =

∫
Ω
|Dv|+

∫
∂Ω
|v|dHN−1.

Ainda, note que, se un → u em L1(Ω), então un → u em L1(B). Assim, pela se-
micontinuidade inferior da norma em BV (B) com respeito à topologia de L1(B), segue
que

∫
Ω
|Du|+

∫
∂Ω
|u|dHN−1 =

∫
B
|Du|

≤ lim inf
n→+∞

∫
B
|Dun|

= lim inf
n→+∞

(∫
Ω
|Dun|+

∫
∂Ω
|un|dHN−1

)
.

�
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2.2 Teoria de Anzellotti
Apresentamos nesta seção algumas definições e resultados da pairings theory desenvol-

vida por Anzellotti em [6], pois em vários argumentos que usamos neste trabalho, é preciso
ter uma espécie de fórmula de Green para expressões como w div(z), onde z ∈ L∞(Ω,RN),
div(z) é uma medida limitada e w ∈ BV (Ω). Para isso temos que lidar de alguma forma
com um tipo de produto entre z e Dw.

Definição 2.15. Seja Xµ(Ω) :=
{
z ∈ L∞(Ω,RN); div(z) ∈M(Ω)

}
. Definimos 〈z, w〉 :

Xµ(Ω)× (BV (Ω) ∩ L∞(Ω) ∩ C(Ω))→ R por

〈z, w〉∂Ω :=
∫
∂Ω

z(x).ν(x)w(x)dHN−1.

Teorema 2.16. Seja Ω domínio limitado e ν o campo normal exterior a ∂Ω. Então existe
uma aplicação bilinear 〈z, w〉 : Xµ(Ω)× (BV (Ω) ∩ L∞(Ω) ∩ C(Ω))→ R tal que

(i) 〈z, w〉∂Ω :=
∫
∂Ω z(x).ν(x)w(x)dHN−1 para todo z ∈ C1(Ω,RN) e

(ii) |〈z, w〉|∂Ω ≤ |z|∞,∂Ω
∫
∂Ω |w|dHN−1 para todo z ∈ C1(Ω,RN) e w ∈ (BV (Ω) ∩ L∞(Ω) ∩ C(Ω)) .

Demostração. Ver [6][Teorema 1.1].

�

Para definir um análogo da Fórmula de Green, também é necessário descrever o traço
fraco de z.

Teorema 2.17. Seja Ω um domínio em RN. Então existe uma aplicação linear γ :
Xµ(Ω)→ L∞(∂Ω) tal que

(i) ‖γz‖∞,∂Ω ≤ ‖z‖∞,Ω;

(ii) 〈z, ν〉 =
∫
Ω γz(x)w(x)dHN−1 para todo w ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω) ∩ C(Ω);

(iii) γz(x) = z(x) · ν(x) em ∂Ω quando z ∈ C1(Ω,RN).

Demostração. Ver [6] [Teorema 1.2].

�

A função γz(x) é o traço fraco definido sobre ∂Ω, da componente normal de z, a qual
denotamos por [z, ν].

Definição 2.18. Para todo A ⊂⊂ Ω, seja z ∈ Xµ(Ω) e w ∈ (BV (A) ∩ L∞(A) ∩ C(A)) ,
definimos a distribuição (z, Dw) ∈ D′(Ω) como

〈(z, Dw), ϕ〉 := −
∫

Ω
wϕ div(z)dx−

∫
Ω
wz · ∇ϕdx.

Por Anzellotti [6][Teorema 1.5 , Corolário 1.6], tem-se que, para todo aberto A ⊂⊂ Ω
e todo ϕ ∈ C∞0 (A),

| 〈(z, Dw), ϕ〉 | ≤ sup |ϕ||z|∞,A
∫
A
|Dw|.
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Assim, a função (z, Dw) é uma medida Radon em Ω. Além disso, as medidas (z, Dw) e
|(z, Dw)| são absolutamente contínuas com respeito a |Dw| em Ω e vale ainda

| 〈(z, Dw), ϕ〉 | ≤ |ϕ|∞|z|∞,A
∫
A
|Dw|,

para todo conjunto de Borel B e para todo aberto A ⊂⊂ Ω tal que B ⊂ A ⊂ Ω.

Com essas definições, é possível enunciar a seguinte versão da fórmula de Green.

Proposição 2.19. Seja Ω um aberto de RN com fronteira Lipschitz e seja w ∈ (BV (Ω) ∩ L∞(Ω) ∩ C(Ω))
e z ∈ X(Ω)µ. Então ∫

Ω
w div(z)dx+

∫
Ω

(z, Dw) =
∫
∂Ω

[z, ν]wdHN−1.

Demostração. Ver [6] [Teorema 1.9].

�

2.3 Simetria e imersões de Sobolev
Seja B a bola unitária, N ≥ 2. Sejam W 1,p

0,rad(B) :=
{
u ∈ W 1,p

0,rad(B) : u(x) = u(|x|)
}
e

Lqα(B) := {u : B −→ R :
∫
B |x|α|u|qdx < +∞} .

Lema 2.20. O operador T : W 1,p
0,rad(B) −→ Lqα(B) com 1 ≤ p < N e α > 0 definido por

T (u) = |x|αu, é contínuo para 1 ≤ q ≤ p∗α = p(N+α)
N−p e compacto para 1 ≤ q < p∗α = p(N+α)

N−p .

Demonstração. Pelo Lema Radial (ver [18][Teorema 1.1]) temos que existe C1 > 0 tal que

|T (u)|qLqα(B) =
∫
B
|x|α|u|qdx

≤
∫
B

|x|αCq
1‖u‖

q

W 1,p
0,rad(B)

|x|
(N−p)q

p

dx

≤ Cq
1‖u‖

q

W 1,p
0,rad(B)

∫
B
|x|α−

(N−p)q
p dx

= Cq
1‖u‖

q

W 1,p
0,rad(B)

(
ωn

∫ 1

0
rα−

(N−p)q
p rN−1dr

)

= C2‖u‖qW 1,p
0,rad(B)

∫ 1

0
rα−

(N−p)q
p

+N−1dr, (2.8)

onde C2 = Cq
1ωn, com ωn sendo a área da superfície da bola unitária em RN . Notemos

que ∫ 1

0
rα−

(N−p)q
p

+N−1dr =
[
rα−

(N−p)q
p

+N
] ∣∣∣∣1

0
< +∞ ⇔ α− (N − p)q

p
+N ≥ 0

⇔ α +N ≥ (N − p)q
p

⇔ p(N + α)
N − p

≥ q.
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Então, de (2.8)

|T (u)|Lqα(B) ≤ C‖u‖W 1,p
0,rad(B), (2.9)

onde C =
(
C2

∫ 1

0
rα−

(N−p)q
p

N−1dr

) 1
q

. Portanto, T é um operador contínuo.

Provemos agora que T é um operador compacto. De fato, inicialmente consideremos
a ∈ (0, 1). Pela Desigualdade de Hölder, deduzimos∫

B
|x|α|u|qdx =

∫
B
|u|a|x|α|u|q−adx

≤
[ ∫

B

(
|u|a

) 1
adx

]a[ ∫
B

(
|x|α|u|q−a

) 1
1−adx

]1−a

=
(∫

B
|u|dx

)a(∫
B
|x|

α
1−a |u|

q−a
1−adx

)1−a

. (2.10)

Precisamos mostrar que(∫
B
|x|

α
1−a |u|

q−a
1−adx

)
≤ C‖u‖

q−a
1−a
W 1,p

0,rad(B), (2.11)

onde a constante C > 0 é dada em (2.9). Porém, por (2.9) temos que (2.11) se verifica, se

1 ≤ q − a
1− a ≤

p

N − p

(
N + α

1− a

)
. (2.12)

Porém,

q − a
1− a ≤

p

N − p

(
N −Na+ α

1− a

)
⇔ a(N − p−Np) ≥ Nq − pq − pN − pα

⇔ a ≤ Nq − pq − pN − pα
N − p−Np

= pq + pN + pα−Nq
(N + 1)p−N .

Mas tal escolha de a, é possível, desde que

pq + pN + pα−Nq
(N + 1)p−N > 0.

Para isso, basta que

q <
p(N + α)
N − p

.

Como por hipótese, q < p∗α, segue que (2.12) se verifica e portanto também (2.11).
Substituindo (2.11) em (2.10) obtemos

∫
B
|x|α|u|qdx ≤

(∫
B
|u|dx

)a(
C‖u‖

q−a
1−a
W 1,p

0,rad(B)dx

)1−a

= C1−a
(∫

B
|u|dx

)a∥∥∥u∥∥∥q−a
W 1,p

0,rad(B)
. (2.13)
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Assim, se (un) é uma sequência limitada em W 1,p
0,rad(B), então pela compacidade da

imersão W 1,p
0,rad(B) ↪→ L1(B) existe u ∈ W 1,p

0,rad(B) tal que

un → u em L1(B) (2.14)

e por (2.13)

|T (un − u)|qLqα(B) ≤ C1−a|un − u|aL1(B)‖un − u‖
q−a
W 1,p

0,rad(B)

−→ 0,

quando n→ +∞. Portanto, T é um operador compacto.

�

Definimos

BVrad(B) := { u ∈ BV (B) : u(x) = u(|x|)} ,

ou, de forma equivalente, podemos definir

BVrad(B) = {u ∈ BV (B) : u(Sx) = u(x), ∀x ∈ B, ∀S ∈ O(N)},

onde O(N) é o grupo ortogonal matricial real N ×N .

Observação 2.21. Usando os mesmos argumentos que no Lema 2.9, é possível provar
que, se (un) ⊂ BVrad(B) é limitada e un → u em Lrα(B), para 1 ≤ r < 1∗α, então
u ∈ BVrad(B) e

‖u‖BVrad(B) ≤ lim inf
n→+∞

‖u‖BVrad(B).

A seguir, enunciamos e provamos um lema de densidade que é essencial nos teoremas
de imersão. Para isso, precisamos inicialmente de algumas definições e observações.

Definição 2.22. Dizemos que (un) ⊂ BVrad(B) converge para u ∈ BVrad(B) com respeito
à topologia da convergência estrita se

un −→ u em L1
α(B)

e ∫
B
|Dun| −→

∫
B
|Du|.

A próxima definição e as duas próximas proposições podem ser encontradas em [7].

Definição 2.23. Uma função regularizante ρε ∈ C∞c (RN) é definida como
ρε(x) = ε−Nρ(x

ε
), onde ρ é uma função não-negativa que satisfaz

∫
RN ρ(x)dx = 1, com

supp(ρε) ⊂ B1(0). Também, para todo µ ∈M(RN ,Rm) define-se:

ρε ? µ(x) =
∫
RN
ρε(x− y)µ(y).

Proposição 2.24. Seja f ∈ Lp(RN), p ∈ [1,∞), então para quaisquer funções regulari-
zantes (ρn) valem as seguintes propriedades:
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(i) f ? ρn ∈ Lp(RN),

(ii) |f ? ρn|Lp(RN ) ≤ |f |Lp(RN ),

(iii) f ? ρn −→ f ∈ Lp(RN), quando n→ +∞.

Demonstração. Ver [7][ Proposição 2.2.4 ].

�

Proposição 2.25. Considerando ρε, ρε ?µ como na Definição 2.23 acima, então ρε ?µ ∈
C∞c (RN ,Rm), e além disso, quando ε→ 0 valem as seguintes propriedades:

(i) ρε ? µ ⇀ µ emM(RN ,Rm),

(ii)
∫
RN |ρε ? µ| ≤

∫
RN |µ|,

(iii)
∫
RN |ρε ? µ| −→

∫
RN |µ|,

(iv) Dα(ρε ? µ) = Dαρε ? µ = ρε ? D
αµ, para todo α ∈ NN .

Demonstração. Ver [7][ Teorema 4.2.2].

�

Observação 2.26. Se u e ρε são radialmente simétricos, então u ? ρε é radialmente
simétrico. Com efeito, para todo S ∈ O(N) temos

(u ? ρε)(Sx) =
∫
B
u(y)ρε(Sx− y)dy

=
∫
B
u(y)ρε

(
S(x− STy)

)
dy

=
∫
B
u(y)ρε(x− STy)dy

=
∫
B
u(STy)ρε(x− STy)dy

=
∫
B
u(z)ρε(x− z)|detS|dz

=
∫
B
u(z)ρε(x− z)dz

= (u ? ρε)(x). (2.15)

Lema 2.27. O espaço C∞(B) ∩ BVrad(B) é denso em BVrad(B) com respeito a conver-
gência estrita.

Demonstração. Dados u ∈ BVrad(B) e ε > 0, nosso objetivo é, dado ε > 0, construir uma
função uε ∈ C∞(B) ∩W 1,1

rad(B) tal que

|uε − u|L1
α(B) < ε e

∣∣∣∣∫
B
|∇uε|dx−

∫
B
|Du|

∣∣∣∣ < 4ε.

Como
∫
B |Du| < +∞, existe B0 aberto de B e tal que

∫
B\B0

|Du| < ε. Assim, podemos
construir uma família de conjuntos abertos {Bi}i∈N tais que Bi ⊂⊂ Bi+1 e B = ∪∞i=1Bi.
Seja ainda {Ci}i∈N , onde C1 = B2 e Ci = Bi+1 \ Bi−1, para i ≥ 2 que também é uma
cobertura aberta de B. Seja ainda {ϕi}i∈N uma partição da unidade subordinada a {Ci},
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ou seja, ϕi ∈ C∞c (Ci), 0 ≤ ϕi ≤ 1 e ∑ϕi = 1. Notemos que Ci+1 ∩ Ci = Bi+1\Bi 6= ∅ e
com isso temos que B1 ∩ Ci = ∅ com i ≥ 2, e então ϕ1(x) = 1 em B1.

Agora, para cada i ∈ N, escolhemos ρεi funções regularizantes de maneira que

supp (ρεi ? ϕi.u) ⊂ Ci (2.16)∣∣∣∣∫
B
|ρε1 ? (ϕ1Du)| −

∫
B
|ϕ1Du|

∣∣∣∣ < ε (2.17)∫
B
|x|α|ρεi ? (uϕi)− uϕi|dx <

ε

2i (2.18)∫
B
|ρεi ? (u∇ϕi)− u∇ϕi|dx <

ε

2i . (2.19)

Observamos que (2.17) foi obtido a partir da Proposição 2.25 (iii). Sendo
uϕi ∈ L1

α(B) e u∇ϕi ∈ L1(B), então obtemos (2.18) e (2.19) respectivamente a par-
tir da Proposição 2.24 (iii).

Definimos
uε :=

∞∑
i=1

ρεi ? (uϕi)

e notemos que esta soma é localmente finita, uma vez que, para cada x ∈ B, x pertence
no máximo a dois conjuntos Ci e, portanto, uε está bem definido e é radialmente simétrico
por (2.15). Além disso, do fato de que em uma vizinhança de x, no máximo duas funções
ϕi não se anulam, então uε ∈ C∞rad(B). Logo, da desigualdade (2.18) temos que

∫
B
|x|α|u− uε|dx =

∫
B
|x|α

∣∣∣∣∣u−
∞∑
i=1

ρεi ? (uϕi)
∣∣∣∣∣ dx

=
∫
B
|x|α

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

(uϕi − ρεi ? (uϕi))
∣∣∣∣∣ dx

≤
∞∑
i=1

∫
B
|x|α |uϕi − ρεi ? (uϕi)| dx

≤
∞∑
i=1

ε

2i = ε. (2.20)

Por fim, mostremos que ∣∣∣∣∫
B
|∇uε|dx−

∫
B
|Du|

∣∣∣∣ ≤ ε.

Como ϕi ∈ C∞c (B) temos:

D(uϕi) = ϕiDu+ u∇ϕiLN |B .

Ainda,
∞∑
i=1
∇ϕi = ∇

( ∞∑
i=1

ϕi

)
= 0,
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o que implica

∇uε =
∞∑
i=1

D (ρεi ? (uϕi))

=
∞∑
i=1

ρεi ? D(uϕi)

=
∞∑
i=1

ρεi ? (ϕiDu+ u∇ϕi)

=
∞∑
i=1

ρεi ? (ϕiDu) +
∞∑
i=1

ρεi ? (u∇ϕi)

=
∞∑
i=1

ρεi ? (ϕiDu) +
∞∑
i=1

(ρεi ? (u∇ϕi)− u∇ϕi) . (2.21)

Assim, por (2.19) , (2.21) e pela Proposição 2.25 (iii) temos que∣∣∣∣∫
B
|ρε1 ? (u∇ϕ1)| dx−

∫
B
|∇uε|

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
i=2

∫
B
|ρεi ? (ϕiDu)| dx+

∞∑
i=1

∫
B
|ρεi ? (u∇ϕi)− u∇ϕi| dx

≤
∞∑
i=2

∫
B
|ϕi||Du|+

∞∑
i=1

ε

2i

≤
∞∑
i=1

∫
B
|ϕi||Du|+ ε

≤
∫
B\B0

|Du|+ ε < 2ε. (2.22)

Da desigualdade (2.17) e do fato de que ϕ ≡ 1 em B1, temos∣∣∣∣∫
B
|ρε1 ? (u∇ϕ1)| dx−

∫
B
|Du|

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
B
|ρε1 ? (u∇ϕ1)| dx−

∫
B
|ϕ1Du|dx

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫
B
|ϕ1Du| −

∫
B
|Du|

∣∣∣∣ dx
≤ ε+

∣∣∣∣∫
B
|ϕ1Du| −

∫
B
|Du|

∣∣∣∣
≤ ε+

∫
B

(1− ϕ1) |Du| −
∫
B
|Du|

≤ 2ε. (2.23)

Assim, pelas desigualdades (2.22) e (2.23) obtemos que∣∣∣∣∫
B
|∇uε|dx−

∫
B
|Du|

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
B
|∇uε|dx−

∫
B
|ρε1 ? (u∇ϕ1)|dx

∣∣∣∣+
≤

∣∣∣∣∫
B
|ρε1 ? (u∇ϕ1)dx−

∫
B
|Du|

∣∣∣∣
≤ 4ε. (2.24)

Concluindo assim a demonstração deste resultado.

�

Segue como uma consequência de (2.15) e do Lema 2.27 a seguinte observação.
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Observação 2.28. C∞rad(B)∩BVrad(B) é denso em BVrad(B) com a convergência estrita.

Observação 2.29. Podemos modificar a demonstração do Lema 2.27 de modo a tomar
funções suficientemente próximas de u na norma de Lrα(B), com isso, temos que para todo
u ∈ BVrad(B) e r > 1, existe (uε)ε>0 ⊂ C∞rad(B) ∩BVrad(B), tal que, quando ε→ 0+,

uε −→ u em Lrα(B) e
∫
B
|∇uε|dx −→

∫
B
|Du|.

A seguir enunciamos e provamos um dos principais resultados deste capítulo.

Teorema 2.30. Seja α > 0, então a imersão

BVrad(B) ↪→ Lrα(B)

é contínua para 1 ≤ r ≤ 1∗α e compacta para 1 ≤ r < 1∗α.

Demonstração. Sejam u ∈ BVrad(B) e (un) ⊂ C∞rad(B) ∩ BVrad(B) tais que, quando
n→ +∞, ∫

B
|x|α|un|rdx −→

∫
B
|x|α|u|rdx e

∫
B
|∇un|dx −→

∫
B
|Du|.

Notemos ainda que (un) ∈ W 1,1
rad(B) e pelo Lema 2.20 tem-se a imersão W 1,1

rad(B) ↪→
Lrα(B) é contínua. Logo

‖un‖Lrα(B) ≤ C‖un‖W 1,1
rad

(B).

Fazendo n→∞, obtemos
‖u‖Lrα(B) ≤ C‖u‖BVrad(B). (2.25)

Para mostrarmos a imersão compacta, consideremos a ∈ (0, 1) e usando a Desigualdade
de Hölder, obtemos∫

B
|x|α|u|rdx =

∫
B
|u|a|x|α|u|r−adx

≤
[∫

B

(
|u|a

) 1
a

dx

]a[∫
B

(
|x|α|u|r−a

) 1
1−a

dx

]1−a

=
(∫

B
|u|dx

)a(∫
B
|x|

α
1−a |u|

r−a
1−adx

)1−a

. (2.26)

Provemos agora que existe C > 0 tal que(∫
B
|x|

α
1−a |u|

r−a
1−adx

)
≤ C‖u‖

r−a
1−a
BVrad(B). (2.27)

De fato, por (2.25), (2.27) vale se,

1 ≤ r − a
1− a ≤

1
N − 1

(
N + α

1− a

)
.

Com efeito,

r − a
1− a ≤

1
N − 1

(
N −Na+ α

1− a

)
⇔ −a ≥ Nr − r −N − α

⇔ a ≤ r +N + α−Nr.
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Tal escolha para a só é possível se

r +N + α−Nr > 0 ⇔ r +N + α > Nr

⇔ r <
N + α

N − 1 = 1∗α,

o que é satisfeito por hipótese.
Substituindo (2.27) em (2.26), obtemos

∫
B
|x|α|u|rdx ≤

(∫
B
|u|dx

)a(
C‖u‖

r−a
1−a
BVrad(B)

)1−a

= C1−a
(∫

B
|u|dx

)a
‖u‖r−aBVrad(B). (2.28)

Assim, se un é uma sequência limitada em BVrad(B), então pela compacidade da
imersão BVrad(B) ↪→ L1(B) existe u ∈ L1(B) que

un → u em L1(B). (2.29)

De (2.28) e (2.29)

|un − u|rLrα(B) ≤ C1−a
(
|un − u|L1(B)

)a
‖un − u‖r−aBVrad(B)

−→ 0,

quando n → +∞. Além disso, da semicontinuidade da norma ‖.‖BV (B) com respeito à
topologia de Lrα(B), segue que u ∈ BVrad(B). Portanto a imersão BVrad(B) ↪→ Lrα(B) é
compacta se 1 ≤ r < 1∗α.

�

2.4 Resultados de densidade em BVl

Nesta seção apresentamos resultados de imersão entres os espaços BVl(B) e Lqα(B).
Para isso, devemos fixar N ≥ 4 com l ∈ N tal que 2 ≤ N − l ≤ l e p ≥ 1. Consideremos
também x = (y, z) ∈ Rl × RN−l e definamos

BVl(B) := {u ∈ BV (B) : u(R1y,R2z) = u(y, z),∀x = (y, z) ∈ B, ∀(R1, R2) ∈ O(l)×O(N − l)} ,

e

W 1,p
l (B) :=

{
u ∈ W 1,p(B) : u(R1y,R2z) = u(y, z),∀x = (y, z) ∈ B, ∀(R1, R2) ∈ O(l)×O(N − l)

}
.

=
{
u ∈ W 1,p(B) : u(y, z) = u(|y|, |z|),∀x = (y, z) ∈ B

}
.

Teorema 2.31. Assumindo que 2 ≤ N − l ≤ l, p ≥ 1. Sejam pl := p(l+1)
l+1−p se l + 1 > p

e pl ∈ (p,+∞), se l + 1 ≤ p. Além disso, seja ql := Np+(l−1)(l+1−p)
l+1 . Então a imersão

W 1,p
0,l (B) ↪→ Lqα(B) é continua, para 1 ≤ q ≤ pl e α ≥ α0 := plql

p
. Ainda, se 1 ≤ q < pl e

α ≥ α0, então a imersão é compacta.

Demonstração. Ver de Figueiredo [18][Corolário 1.5].
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�

Lema 2.32. Se u e ρε são parcialmente simétricas, então u ? ρε também o é. De fato, se
S ∈ O(N − l) e T ∈ O(l), temos

(u ? ρε)(Sy, Tz) =
∫
B
u(y, z)ρε ((Sy, Tz)− (y, z)) dydz

=
∫
B
u(y, z)ρε ((Sy − y, Tz − z)) dydz

=
∫
B
u(y, z)ρε

(
S(y − Sty), T (z − T tz)

)
dydz

=
∫
B
u(Sty, T tz)ρε

(
y − Sty, z − T tz

)
dydz

=
∫
B
u(R,Q)ρε (y −R, z −Q) dRdQ

=
∫
B
u(R,Q)ρε ((y, z)− (R,Q)) dRdQ

= (u ? ρε)(y, z). (2.30)

Lema 2.33. C∞l (B) ∩BVl(B) é denso em BVl(B) com respeito a convergência estrita.

Demonstração. Similar à prova do Lema 2.27, levando em conta a observação anterior.

�

Observação 2.34. Como uma consequência do Lema 2.33 temos que para todo v ∈
BVl(B) e s > 1, existe (vε)ε>0 ⊂ C∞l (B) ∩BVl(B) tal que quando ε→ 0+,

uε −→ v em Lsα(B) e
∫
B
|∇vε|dx −→

∫
B
|Dv|.

Observação 2.35. Suponha que w ∈ BVl(B) e seja

w :=

w em B

0 em RN \B.
(2.31)

Então, w ∈ BVl(RN) e ainda

Dw = DwbΩ− tr(w)∂ΩνHN−1b∂Ω,

onde ν(x) denota o vetor unitário exterior a Ω em x ∈ ∂Ω. De fato, para todo ϕ ∈
C1

0(RN,RN) e pelo Teorema 2.13, temos∫
RN
ϕDw = −

∫
RN
wdiv(ϕ)dx

= −
∫

Ω
wdiv(ϕ)dx

= −
∫

Ω
ϕDw −

∫
∂Ω
tr∂Ω(w)ϕHN−1. (2.32)

Assim, pela observação anterior∫
RN
|Du| =

∫
B
|Du|+

∫
∂B
|u|dHN−1. (2.33)
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O lema a seguir é essencial na prova de um outro resultado de densidade em BVl.

Lema 2.36. Seja Ω ⊆ RN um aberto e limitado com fronteira lipschitziana, então existe
τ0 > 0 e 0 ≤ τ ≤ τ0, uma família de difeomorfismos C∞, Φτ : RN −→ RN com inversa
Ψτ , tal que

(D1) Φ0 = Ψ0 = Id,

(D2) Φτ −→ Id e Ψτ −→ Id, quando τ → 0 uniformemente em RN,

(D3) DΦτ (x) −→ Id e DΨτ (x) −→ Id, quando τ → 0 uniformemente com respeito a
x ∈ RN,

(D4) Φτ (Ω) ⊂⊂ Ω para todo τ ∈ (0, τ0].

Demonstração. Ver [29] [ Lema 3.2].

Proposição 2.37. Se u ∈ BVl(B) ∩ Lrα(B), para algum r ∈ [1,∞) e α > 0, então existe
uma sequência (un)n ⊂ C∞0 (B) ∩BVl(B) tal que

un → u em Lsα(B)

e ∫
B
|∇un|dx→

∫
B
|Du|+

∫
∂B
|u|dHN−1,

quando n → +∞, para s ∈ [1, r]. Além disso, temos também que, se pn → 1+ quando
n→ +∞, então

lim
n→+∞

∫
B
|∇un|pndx =

∫
B
|Du|+

∫
∂B
|u|dHN−1.

Demonstração. Suponhamos primeiramente que u ∈ BVl(B) ∩ Lrα(B), para algum r ∈
[1,∞) que tenha suporte em B, isto é, u = 0 em B \ B̃ onde B̃ é compacto. Para
ε > 0 consideremos uε := u ? ηε, sendo ηε(x) = η(x

ε
)

εn
para o mollifiers padrão η. Pela

definição de uε e pela Proposição 2.25 temos uε ∈ C∞0 (B). Ainda, uε ∈ BVl(B) com ε > 0
suficientemente pequeno. Além disso, pela Proposição 2.24 iii) uε → u ∈ Lrα(B). Em
particular, identificamos uε com sua extensão por zero ao RN, uε → u ∈ L1

α(RN), quando
ε→ 0. Assim, pela semicontinuidade inferior da variação total∫

RN
|Du| ≤ lim inf

ε→0

∫
RN
|∇uε|dx. (2.34)

Por outro lado, tomando ϕ ∈ C∞0 (Rn,Rn) com |ϕ| ≤ 1 temos:

∫
RN
uεdivϕdx =

∫
RN

(u ? ηε)divϕdx

=
∫
RN
u(ηε ? divϕ)dx

=
∫
RN
udiv(ηε ? ϕ)dx

≤ sup
{∫

Ω
u div (ηε ? ϕ) dx; (ηε ? ϕ) ∈ C1

c (Ω,RN), ‖ηε ? ϕ‖∞ ≤ 1
}

≤
∫
RN
|Du|, (2.35)
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desde que |ηε ? ϕ| ≤ 1. Pela arbitrariedade de ϕ e por (2.1)

lim sup
ε→0

∫
RN
|Duε|dx = lim sup

ε→0
‖uε‖

= lim sup
ε→0

∫
RN
uεdivϕdx

= lim sup
ε→0

∫
RN
udiv (ηε ? ϕ) dx

≤
∫
RN
|Du|, (2.36)

De (2.34) e (2.36)

lim
ε→0

∫
RN
|∇uε|dx =

∫
RN
|Du|. (2.37)

Consideremos agora qualquer u ∈ BVl(B) ∩ Lrα(B) e fixemos uma família (Φτ )0≤τ≤τ0
de difeomorfismos de RN em RN com inversa (Ψτ )0≤τ≤τ0 de acordo com o Lema 2.36.
Consideremos uτ := u ◦Ψτ para τ ∈ [0, τ0]. Por construção, uτ = 0 em B \ B̃. Além disso,
pelas propriedades prévias de Ψτ e uτ conclui-se que uτ ∈ Lrα(B) para todo τ ∈ [0, τ0].

Vamos mostrar que uτ → u em Lrα(RN) quando τ → 0. Para cada ε > 0 e pela
Observação 2.34 existe ũ ∈ C∞0 (B) com |u − ũ|Lrα ≤ ε. Desde que ũ é uniformemente
contínua, existe δ > 0 tal que

|ũ(x)− u(x)| ≤ ε se |x− y| ≤ δ. (2.38)

Por (D3) do Lema 2.36, existe τ1 ∈ (0, τ0] tal que

|Ψτ (x)− x| ≤ δ e | det(DΦτ (x))| ≤ 2, (2.39)

para todo x ∈ RN.
Assim,

|u− uτ |Lrα = |u− ũ+ ũ− ũ ◦Ψτ + ũ ◦Ψτ − uτ |Lrα
≤ |u− ũ|Lrα + |ũ− ũ ◦Ψτ |Lrα + |ũ ◦Ψτ − uτ |Lrα

≤ ε+
(
|B| sup

x∈B
|ũ(x)− ũ ◦Ψτ (x)|r

) 1
r

+
(∫

RN
|(ũ− u)(Ψτ )|rdx

) 1
r

≤ ε+
(
|B| sup

x∈B
|ũ(x)− ũ ◦Ψτ (x)|r

) 1
r

+
(∫

RN
|ũ− u|r| det(DΨτ ))dx

) 1
r

≤ ε+ |B| 1r ε+ 2 1
r |ũ− u|Lrα

≤ ε+ |B| 1r ε+ 2 1
r ε. (2.40)

Logo, uτ → u em Lrα(RN) e além disso, uτ → u em Lrα(B).

A fórmula de mudança de coordenadas para funções em BV, (ver [24][Lema 10.1])
implica que ∫

RN
|Duτ | =

∫
RN
|(DΨτ )Tσ|| det(DΨτ )|d|Du|
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onde σ é dada pela decomposição polar Du = σ|Du|. Assim uτ ∈ BV (RN) e desde o
integrando do lado direito converge uniformemente para 1,

lim
τ→0

∫
RN
|Duτ | =

∫
RN
|Du|.

De acordo com (2.37), existe vτ ∈ C∞0 (B) tal que

|uτ − vτ |r < τ e
∣∣∣∣∫

RN
|∇uτ | −

∫
RN
|∇vτ |

∣∣∣∣ .
Seja εn → 0 e denotemos uεn por un. Então

∫
RN
|Du| = lim

n→∞

(∫
RN
|∇un|dx

)
(2.41)

= lim
n→∞

(∫
B
|∇un|dx

)
= lim

n→∞

(
‖∇un‖∞

∫
B

|∇un|
‖∇un‖∞

dx

)

≥ lim sup
n→∞

(
‖∇un‖∞

∫
B

(
|∇un|
‖∇un‖∞

)ρn
dx

)

= lim sup
n→∞

(
‖∇un‖1−ρn

∞

∫
B
|∇un|ρndx

)
=
(

lim sup
n→∞

‖∇un‖1−ρn
∞

)(
lim sup
n→∞

∫
B
|∇un|ρndx

)
≥ lim inf

n→∞
‖∇un‖1−ρn

∞

(
lim sup
n→∞

∫
B
|∇un|ρndx

)

≥ lim inf
n→∞

(
1
|B|

∫
B
|∇un|dx

)1−ρn (
lim sup
n→∞

∫
B
|∇un|ρndx

)
.

Note que

lim
n→∞

∫
B
|∇un|dx =

∫
RN
|Du| > 0

e, então,

lim inf
n→∞

(
1
|B|

∫
B
|∇un|dx

)1−ρn

= 1,

quando ρn → 1.

Desta forma, por (2.41)

lim sup
n→∞

∫
B
|∇un|ρndx ≤

∫
RN
|Du|. (2.42)

Por outro lado, segue do fato de que, para uma sequência real (an) tal que lim infn→∞ an >
0, temos que lim infn→∞ an = lim infn→∞(an)ρn .

Assim,
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0 <
∫
RN
|Du| = lim

n→∞

(∫
RN
|∇un|dx

)
(2.43)

= lim inf
n→∞

(∫
B
|∇un|.1dx

)
≤ lim inf

n→∞

[(∫
B
|∇un|ρndx

) 1
ρn |B|

ρn−1
ρn

]

≤ lim inf
n→∞

(
|B|

ρn−1
ρn

∫
B
|∇un|ρndx

)
= lim inf

n→∞

∫
B
|∇un|ρndx

isto é, ∫
RN
|Du| ≤ lim inf

n→∞

∫
B
|∇un|ρndx. (2.44)

Portanto, de (2.41) e (2.44)

lim
n→+∞

∫
B
|∇un|pndx =

∫
RN
|Du|,

o que por sua vez implica que

lim
n→+∞

∫
B
|∇un|pndx =

∫
B
|Du|+

∫
∂B
|u|dHN−1

�

Teorema 2.38. Sejam l, N, pl, ql e α como no Teorema 2.31, então a imersão BVl(B) ↪→
Lqα(B) é contínua se 1 ≤ q ≤ 1l e compacta se 1 ≤ q < 1l.

Demonstração. Sejam u ∈ BVl(B) e (un) ⊂ C∞l (B) tais que∫
B
|x|α|un|qdx −→

∫
B
|x|α|u|qdx e

∫
B
|∇un|dx −→

∫
B
|Du|.

Notemos ainda que (un) ∈ W 1,1
0,l (B) e pelo Teorema 2.31 tem-se que a imersãoW 1,1

0,l (B) ↪→
Lqα(B) é contínua.

Logo
|un|Lqα(B) ≤ C‖un‖W 1,1

0,l (B).

Fazendo n→∞ obtemos
|u|Lqα(B) ≤ C‖u‖BVl(B). (2.45)

Consideremos a ∈ (0, 1) e usando a Desigualdade de Hölder, obtemos∫
B
|x|α|u|qdx =

∫
B
|u|a|x|α|u|q−adx

≤
[∫

B

(
|u|a

) 1
a

dx

]a[∫
B

(
|x|α|u|q−a

) 1
1−a

dx

]1−a

=
(∫

B
|u|dx

)a(∫
B
|x|

α
1−a |u|

q−a
1−adx

)1−a

. (2.46)
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Provemos agora que existe C > 0 tal que(∫
B
|x|

α
1−a |u|

q−a
1−adx

)
≤ C‖u‖

1
1−a
BVl(B). (2.47)

De fato, por (2.45) e (2.47) vale somente se,

1 ≤ q − a
1− a ≤

l + 1
l
⇔ a ≤ 1 + l(1− q).

Tal escolha para a só é possível se

1 + l(1− q) > 0 ⇔ l(1− q) > −1

⇔ 1− q > −1
l

⇔ q <
l + 1
l
,

o que é satisfeito por hipótese.
Substituindo (2.46) em (2.45), obtemos

∫
B
|x|α|u|qdx ≤

(∫
B
|u|dx

)a(
C‖u‖

q−a
1−a
BVl(B)

)1−a

= C1−a
(∫

B
|u|dx

)a
‖u‖q−aBVl(B). (2.48)

Assim, se un é uma sequência limitada em BVl(B), então existe u ∈ L1(B) tal que

un −→ u em L1(B). (2.49)

Assim, por (2.48)

|un − u|qLqα(B) ≤ C1−a|un − u|L1(B) ||un − u||q−aBVl(B)

−→ 0,

quando n → +∞, pela compacidade da imersão BVl(B) ↪→ L1(B). Além disso, da se-
micontinuidade de ‖.‖BVl(B) com respeito à topologia de Lqα(B), segue que u ∈ BVl(B).
Portanto a imersão BVl(B) ↪→ Lqα(B) é compacta se 1 ≤ q < pl.

�
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3 Problemas do tipo Hénon com o
operador 1-Laplaciano

Neste capítulo, estudaremos a existência de solução radial para o seguinte problema:
−div

(
Du

|Du|

)
= |x|αf(u) em B

u = 0 sobre ∂B,
(3.1)

onde B ⊂ RN é uma bola unitária, N ≥ 2, α > 0 e a não-linearidade f é uma função
localmente Hölder contínua com f(s) ≥ 0 se s > 0 e satisfazendo:

(f1) existe a > 0 tal que

lim sup
s→0

f(s)
|s|a

= 0, uniformemente em x ∈ B,

(f2) existem C > 0 e q ∈ (0, 1∗α − 1) tais que

|f(s)| ≤ C(1 + |s|q), ∀s ∈ R,

onde 1∗α = N+α
N−1 ;

(f3) existe κ > 1 tal que
0 < κF (s) ≤ f(s)s,

para todo s > 0, onde F (t) =
∫ t

0 f(s)ds.

Para mostrarmos a existência de uma solução para o problema (3.1), usaremos um
esquema de aproximação por soluções de problemas envolvendo o operador
p-Laplaciano. Para isso, nos baseamos no trabalho publicado em 1982 por Wei-Ming
Ni (vide [34]) onde demonstraremos a existência das soluções radiais up do seguinte pro-
blema: −div(|∇u|p−2.∇u) = |x|αf(u) em B

u = 0 sobre ∂B.
(3.2)

Observação 3.1. Recordamos que uma solução fraca para o problema (3.2) é uma função
u ∈ W 1,p

0,rad(B) tal que ∫
B
|∇u|p−2 ∇u∇vdx =

∫
B
|x|αf(u)vdx,
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para todo v ∈ W 1,p
0 (B). Assim, esta solução fraca será ponto crítico de um funcional

J : W 1,p
0,rad(B) −→ R se e só se este funcional satisfizer

J ′(u)v =
∫
B
|∇u|p−2 ∇u∇vdx−

∫
B
|x|αf(u)vdx,

para todo v ∈ W 1,p
0,rad(B). Dessa forma, o candidato natural a funcional associado ao

problema (3.2) é J : W 1,p
0,rad(B) −→ R dado por

J(u) = 1
p

∫
B
|∇u|pdx−

∫
B
|x|αF (u)dx.

o qual está bem definido pela hipótese (f2).

Observação 3.2. Pelo Princípio de Criticalidade Simétrica de Palais, podemos considerar
J definido em W 1,p

0,rad(B), ao invés de em W 1,p
0 (B), uma vez que todo ponto crítico de J

restrito a W 1,p
0,rad(B), é ponto crítico de J em W 1,p

0 (B).

Para garantirmos a existência de pontos críticos para o funcional J precisamos dos
seguintes resultados.

Definição 3.3. Seja E um espaço de Banach real e I ∈ C1(E,R). Dizemos que (un) ⊂ E
é uma sequência de Palais-Smale no nível c para I, ou simplesmente (PS)c, se I(un) = c
e I ′(un) → 0, quando n → ∞. Dizemos ainda que I satisfaz a condição (PS)c, quando
toda sequência de Palais-Smale no nível c para I possuir uma subsequência convergente.

Antes de prosseguir, vamos enunciar um resultado clássico, que será essencial em nossa
argumentação.

Teorema 3.4. (Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz) Seja E um
espaço de Banach real e I ∈ C1(E,R) um funcional satisfazendo a condição Palais-Smale-
(PS). Suponha que I(0) = 0 e que as seguintes condições sejam satisfeitas:

(H1) Existem constantes α, ρ > 0 tais que I|∂Bρ ≥ α, onde Bρ é uma bola aberta
de centro na origem e raio ρ;
(H2) Existe um e ∈ E\Bρ tal que I(e) ≤ 0.

Então, I possui um valor crítico c, isto é, I(u) = c e I ′(u) = 0, com c ≥α, onde

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)),

e Γ = {γ ∈ C([0, 1], E) : γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

3.1 Existência de solução radial para uma equação
tipo Hénon envolvendo o operador p-Laplaciano

Nesta seção, seguimos os argumentos de [34] para tratar das soluções de−div(|∇u|p−2∇u) = |x|αf(u) em B

u = 0 sobre ∂B.
(3.3)

Vamos considerar p0 = min{1 + a, κ, 1 + q} onde a, q e κ são como (f1), (f2) e (f3),
respectivamente. Por (f1)− (f3) e a definição de p0, a não-linearidade f satisfaz:
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(f1,p) lim sup
s→0

f(s)
|s|p−1 = 0, uniformemente com x ∈ B,

(f2,p) existe C > 0 tal que f(s) ≤ C(1 + |s|q), onde q ∈ (p− 1, p∗α − 1), para todo s ∈ R,
onde p∗α = p(N+α)

N−p .

(f3,p) existe s0 > 0 tal que 0 < κF (s) ≤ sf(s) para x ∈ B, s > s0, onde κ > p.

De fato, mostraremos separadamente que cada uma das afirmações são verdadeiras.
Afirmação (f1,p): Pela hipótese (f1), exite a > 0 tal que

lim sup
s→0

f(s)
|s|a

= 0 uniformemente com x ∈ B. (3.4)

Assim, dado p ∈ (1, p0), temos em particular que 1 < p < 1 + a, o que implica que
0 < p− 1 < a. Ainda, para |s| < 1,

(
1
|s|

)a
>
(

1
|s|

)p−1
.

Assim,
0 < |f(s)|
|s|p−1 ≤

|f(s)|
|s|a

. (3.5)

Fazendo n→∞ em (3.5) obtemos por (3.4) que

lim sup
s→0

f(s)
|s|p−1 = 0.

Afirmação (f2,p): Como, por (f2), q < 1∗α − 1 = α+1
N−1 , então

(N − 1)q < α + 1. (3.6)

Como p > 1, então
p− 1 > 0 e p(N − 1)

N − p
> 1. (3.7)

Assim,

p(N + α)
N − p

− 1 = p(N + α)−N + p

N − p

= N(p− 1) + p(α + 1)
N − p

>
N(0) + p(α + 1)

N − p

= p(α + 1)
N − p

>
p

N − p
(q(N − 1))

> q. (3.8)

Além disso, pela definição de p0, temos:

p < p0 ≤ 1 + q =⇒ p− 1 < q, (3.9)

assim, de (3.8) e (3.9), (f2,p) é satisfeita.
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Afirmação (f3,p): Basta notar que κ > 1 e 1 < p < p0 ≤ κ.

Mostraremos agora que, dado ε > 0, existe dε > 0 tal que

|f(s)| < ε|s|p−1 + dε|s|q, para todos ∈ R.

De fato, por (f1,p), para cada ε > 0 existe 0 < δ1 < 1 tal que

|f(s)| < ε|s|p−1, para todo s ∈ (−δ1, δ1). (3.10)

Por (f2,p), existem C > 0 e M > 1 tais que

|f(s)| ≤ C(1 + |s|q), para todo s > M,

o que implica em

|f(s)| ≤ C(|s|q + |s|q) = 2C|s|q, para todo s > M. (3.11)

Como f é contínua, existe Cε > 0 tal que

|f(s)| ≤ Cε, para todo s ∈ [δ1,M ],

de onde obtemos

|f(s)| ≤ Cε
|s|q

|s|q
<
Cε
δq1
|s|q, para todo s ∈ [δ1,M ]. (3.12)

As estimativas (3.10),(3.11) e (3.12) implicam em

|f(s)| < ε|s|p−1 + C2q|s|q + Cε
δq1
|s|q = ε|s|p−1 + dε|s|q, para todo s ≥ 0, (3.13)

onde dε =
(
C2q + Cε

δq1

)
.

Teorema 3.5. Considerando as hipóteses (f1,p), (f2,p), e (f3,p), então o problema (3.3)
possui uma solução fraca não-negativa no espaço W 1,p

0,rad(B).

Demonstração. Como estamos procurando obter soluções não-negativas up para todo
1 < p < p0, então vamos considerar (3.3) com f+ : B ⊂ RN −→ R, definido por

f+(s) =

 0 , se s ≤ 0,
f(s) , se s > 0.

Assim, a prova que faremos consiste em aplicar o Teorema do Passo da Montanha
(ver Teorema 3.4) ao funcional energia J+

p : W 1,p
0,rad(B) → R associado ao problema (3.3)

definido por:
J+
p (u) = 1

p
‖u‖p

W 1,p
0,rad(B) −

∫
B
|x|αF+(u)dx, (3.14)

onde F+(t) =
∫ t

0 f+(s)ds.
Notemos que J+

p ∈ C1(W 1,p
0,rad(B),R), e além disso,

J+
p
′(u).v =

∫
B
|∇u|p−2∇u∇vdx−

∫
B
|x|αf+(u)vdx, (3.15)
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para todo v ∈ W 1,p
0,rad(B). Por (3.13) temos:

|F+(s)| =
∣∣∣∣∣
∫ s

0
f+(t)dt

∣∣∣∣∣
≤

∫ s

0
|f+(t)|dt

≤
∫ s

0
(ε|t|p−1 + dε|t|qdt)

≤ ε

p
|s|p + dε

q + 1 |s|
q+1. (3.16)

Usando esta última desigualdade e as imersões de Sobolev (ver Lema 2.20), deduzimos∫
B
|x|αF+(u)dx ≤ ε

p

∫
B
|x|α|u|pdx+ dε

q + 1

∫
B
|x|α|x|q+1dx

≤ ε

p
C
∫
B
|∇u|pdx+ dε

q + 1

∫
B
|x|α|u|q+1dx

≤ εC

p
‖u‖p

W 1,p
0,rad(B) + C‖u‖q+1

W 1,p
0,rad(B). (3.17)

Disso, obtemos

J+
p (u) ≥ 1

p
‖u‖p

W 1,p
0,rad(B) −

Cε

p
‖u‖p

W 1,p
0,rad(B) − C‖u‖

q+1
W 1,p

0,rad(B)

=
(

1
p
− Cε

p

)
‖u‖p

W 1,p
0,rad(B) − C‖u‖

q+1
W 1,p

0,rad(B).

Consideremos ε > 0 tal que A =
(

1
p
− Cε

p

)
> 0.

Escolhendo ρ > 0 tal que Aρp − dρq+1 > 0, temos que, se β = Aρp − dρq+1, então

J+
p (u) ≥ β > 0, para todo u ∈ W 1,p

0,rad(B), com ‖u‖W 1,p
0,rad(B) = ρ.

Com isto, J satisfaz a primeira hipótese geométrica do Teorema do Passo da Montanha.
Agora, mostremos que J+

p satisfaz a segunda hipótese geométrica do Teorema do Passo
da Montanha, isto é, que existe e ∈ W 1,p

0,rad(B)\Bρ tal que J+
p (e) < 0. De fato, usando

(f3,p), obtemos
κF+(s) ≤ f+(s)s, ∀ s > s0.

De modo equivalente
f+(s)
F+(s) ≥

κ

s
, ∀ s > s0,

implicando em ∫ s

s0

f+(t)
F+(t)dt ≥

∫ s

s0

κ

t
dt, ∀ s > s0.

Assim
lnF+(t)

s

s0

≥ κ ln t
s

s0

, ∀s > s0,

e então
F+(s)
F+(s0) ≥

sκ

s0
, ∀ s > s0.
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Logo,
F+(s) ≥ C1s

κ, ∀ s > s0, (3.18)

onde C1 = F+(s0)
s0κ

. Desde que F+ é contínua, existe C > 0 tal que

|F+(s)− C1s
κ| ≤ C, ∀ s ∈ [0, s0]. (3.19)

Assim, (3.18) e (3.19) implicam em

F+(s) > C1s
k − C, ∀s ∈ R. (3.20)

Então,

J+
p (u) = 1

p
‖u‖p

W 1,p
0,rad(B) −

∫
B
|x|αF+(u)dx

≤ 1
p
‖u‖p

W 1,p
0,rad(B) − C1

∫
B
|x|α|u|κdx− C2

∫
B
|x|αdx. (3.21)

Assim, fixando u ∈ W 1,p
0,rad(B) e t > 0, obtemos

J+
p (tu) ≤ C3t

p − C4t
κ − C5,

onde
C3 = 1

p
‖u‖p

W 1,p
0,rad(B), C4 = C1

∫
B
|x|α|u|κdx e C5 = C2

∫
B
|x|αdx.

Sendo κ > p, então J+
p (tu) → −∞ quando t → ∞. Deste modo, é possível escolher

t0 > 0 tal que
‖t0u‖W 1,p

0,rad(B) > ρ e J+
p (t0u) < 0.

Considerando e = t0u ∈ W 1,p
0,rad(B), obtemos

‖e‖W 1,p
0,rad(B) > ρ e J+

p (e) < 0.

Portanto, J+
p satisfaz a segunda hipótese geométrica do Teorema do Passo da Monta-

nha.

Provemos agora que o funcional J+
p satisfaz a condição de Palais-Smale (ver Defini-

ção 3.3). Para isso, suponhamos que (un) é uma sequência de Palais-Smale para J em
W 1,p

0,rad(B), isto é, existe d ∈ R tal que

i) J+
p (un) −→ d;

ii) J+
p
′(un)→ 0 quando n→ +∞.

Provemos inicialmente que (un) é limitada em W 1,p
0,rad(B). Como J+

p
′(un) → 0, então

dado ε > 0, existe n0 ∈ N, tal que

‖J+
p
′(un)‖ < ε, para todo n ≥ n0,

ou seja,

‖J+
p
′(un)un‖ ≤ ε‖un‖W 1,p

0,rad(B), ∀ n ≥ n0. (3.22)
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Note ainda que

J+
p (un)− 1

κ
J+
p
′(un)un = 1

p
‖un‖pW 1,p

0,rad(B) −
∫
B
|x|αF+(un)dx− 1

κ

[
‖un‖pW 1,p

0,rad(B) −
∫
B
|x|αf+(un)undx

]

=
(

1
p
− 1
κ

)
‖un‖pW 1,p

0,rad(B) −
∫
B
|x|α

[
F+(un)− 1

κ
f+(un)un

]
dx

=
(

1
p
− 1
κ

)
‖un‖pW 1,p

0,rad(B) +
∫
B∩[un≤s0]

[1
κ
f+(un)un − F+(un)

]
dx+

+
∫
B∩[un>s0]

[1
κ
f+(un)un − F+(un)

]
dx

≥
(

1
p
− 1
κ

)
‖un‖pW 1,p

0,rad(B) −M |B|, (3.23)

onde M = sup0≤s≤s0

∣∣∣ 1
κ
f+(s)s− F+(s)

∣∣∣ . Por outro lado, de i)

J+
p (un)− 1

κ
J+
p
′(un)un ≤

∣∣∣∣∣J+
p (un)− 1

κ
J+
p
′(un)un

∣∣∣∣∣
≤ |J+

p (un)|+ 1
κ
|J+
p
′(un)un|

≤ K + ε

κ
‖un‖W 1,p

0,rad(B), (3.24)

para n suficientemente grande. De (3.23) e (3.24)(
1
p
− 1
κ

)
‖un‖pW 1,p

0,rad(B) −M |B| ≤ K + ε

κ
‖un‖W 1,p

0,rad(B),

o que implica que ‖un‖W 1,p
0,rad(B) é limitada.

Agora, mostremos que (un) ⊂ W 1,p
0,rad(B) possui uma subsequência convergente em

W 1,p
0,rad(B). Como (un) é limitada e desde que W 1,p

0,rad(B) é reflexivo, existe u ∈ W 1,p
0,rad(B)

tal que, a menos de subsequência

un ⇀ u em W 1,p
0,rad(B),

quando n→ +∞. Ainda, como a imersão de W 1,p
0,rad(B) em Lqα(B) é compacta (ver Lema

2.20 ), temos que

un → u em Lqα(B),

quando n→ +∞. Assim

un(x)→ u(x) em quase todo ponto x ∈ B.

Por (f2,p)

|x|αf+(un)un ≤ c|x|α|un|+ c|x|α|un|q.
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Então, pelo Teorema da Convergência Dominada, tem-se que, quando n→ +∞,∫
B
|x|αf+(un)undx −→

∫
B
|x|αf+(u)udx. (3.25)

Podemos mostrar como em [19][Seção 7.7] que J+
p
′(u) = 0. Assim, de (3.25), temos

que

‖un‖pW 1,p
0,rad(B) =

∫
B
|x|αf+(un)un (3.26)

=
∫
B
|x|αf+(u)u+ on(1)

= ‖u‖p
W 1,p

0,rad(B).

Assim, como consequência do Lema de Brezis-Lieb (ver [26][ Corolário 4.7]),

un → u, em W 1,p
0,rad(B).

Assim, J+
p satisfaz a condição Palais-Smale. Assim, do Teorema do Passo da Monta-

nha, e do Princípio de Criticalidade Simétrica do Palais, segue que u é uma solução fraca
do problema (3.5). Concluímos que u é não-trivial, desde que J+

p (u) = c > 0.

Mostremos, por fim que, u ≥ 0. De fato, tomando u− como função teste obtemos

‖u−‖p
W 1,p

0,rad(B) =
∫
B
|x|αf+(u)u−dx = 0. (3.27)

�

3.2 Solução do problema envolvendo o operador 1-
Laplaciano

Mostraremos, nesta seção, a existência de uma solução radial positiva para o problema
(3.1), com f satisfazendo as hipóteses (f1)− (f3). Para isso, consideremos primeiramente

Xµ(B) = {z ∈ L∞(B,RN); divz ∈M(B)}.

Lembremos que para z ∈ Xµ(B) e u ∈ BVrad(B) ∩ L∞(B), definimos por (z, Du) :
C∞0 (B) −→ R a distribuição

〈(z, Du), ϕ〉 = −
∫
B
uϕdivzdx−

∫
B
uz∇ϕdx, ∀ ϕ ∈ C∞0 (B). (3.28)

Ainda vale a Fórmula de Green(ver Proposição 2.19) envolvendo a medida (z, Du) e
o traço fraco [z, ν], dado por∫

B
(z, Du) +

∫
B
udivzdx =

∫
∂B
u[z, ν]dHN−1. (3.29)

Para introduzir o cenário variacional do problema (3.1), consideremos o seu funcional
energia associado I : BVrad(B) −→ R definido por

I(u) =
∫
B
|Du|+

∫
∂B
|u|dHN−1 −

∫
B
|x|αF (u)dx,

onde ‖u‖BVrad(B) =
∫
B |Du| +

∫
∂B |u|dHN−1. Temos, a seguir, a definição para a solução

do nosso problema.
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Definição 3.6. Dizemos que u ∈ BVrad(B)∩L∞(B) é uma solução para o problema (3.1)
se existe um campo vetorial z ∈ Xµ com ‖z‖∞ ≤ 1 e tal que

(1) −divz = |x|αf(u) em D′(B),
(2) (z, Du) = |Du| como medida sobre B,
(3) [z, ν] ∈ sign(−u) sobre ∂B.

Observação 3.7.

Note que, para todo u ∈ BVrad(B), temos por (f2) que∫
B
||x|αf(u)|dx ≤ C

∫
B
|x|α (1 + |u|q) dx

= C
∫
B
|x|αdx+ C‖u‖Lqα(B) < +∞.

Podemos enunciar e demonstrar, com os resultados obtidos nas seções anteriores, o
resultado principal desse capítulo.

Teorema 3.8. Suponha que N ≥ 2 e que f satisfaça as condições (f1)−(f3), então existe
uma solução não-negativa u ∈ BVrad(B) de (3.1).

Demonstração. Como mencionado na Seção 3.1, tomamos p0 = min{1+a, k, 1+ q} e para
cada 1 < p < p0, consideramos o seguinte problema−div(|∇u|p−2∇u) = |x|αf(u) em B

u = 0 sobre ∂B.
(3.30)

Pelas hipóteses (f1)−(f3) e da definição de p0 temos que para todo p ∈ (1, p0) a função
f é Hölder contínua, f(s) ≥ 0 se s > 0 e satisfaz

(f1,p) lim sup
s→0

f(s)
|s|p−2s

= 0, uniformemente com x ∈ B,

(f2,p) existe C > 0 tal que f(s) ≤ C(1 + |s|q), com p− 1 < q < p∗α − 1,

(f3,p) existem s0 > 0 e κ > p tais que 0 < κF (s) ≤ sf(s) para x ∈ B, s > s0.

Na Seção 3.1 mostramos que o problema (3.30) possui solução up ≥ 0 a qual é ponto
crítico do funcional J+

p : W 1,p
0,rad(B) −→ R definido por

J+
p (u) = 1

p

∫
B
|∇u|pdx−

∫
B
|x|αF+(u)dx.

Consideremos agora o funcional Ip : W 1,p
0,rad(B) −→ R definido por

Ip(u) = J+
p (u) + p− 1

p
|B|. (3.31)

Observação 3.9. Notemos que Ip(u) está bem definido e que os pontos críticos de J+
p e

de Ip, são os mesmos, pois os dois funcionais se diferem apenas por uma constante.
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Observação 3.10. Para cada u ∈ W 1,p
0,rad(B), (Ip(u))1<p<p0 é não-decrescente com respeito

a p. De fato, se 1 ≤ p1 ≤ p2 < p0, a Desigualdade de Young implica que∫
B
|∇u|p1dx ≤ p1

p2

∫
B
|∇u|p2dx+ p2 − p1

p2
|B|.

Portanto, segue que

Ip1(u) = J+
p1(u) + p1 − 1

p1
|B|

= 1
p1

∫
B
|∇u|p1dx−

∫
B
|x|αF+(u)dx+

(
1− 1

p1

)
|B|

≤ 1
p1

(
p1

p2

∫
B
|∇u|p2dx+ p2 − p1

p2
|B|

)
−
∫
B
|x|αF+(u)dx+

(
1− 1

p1

)
|B|

= 1
p2

∫
B
|∇u|p2dx−

∫
B
|x|αF+(u)dx+

(
1− 1

p2

)
|B|

= J+
p2(u) + p2 − 1

p2
|B|

= Ip2(u). (3.32)

Por outro lado, fixando φ ∈ C∞0 (B), φ > 0 e como Ip0(tφ) → −∞ quando t → +∞,
então, para t > 0 suficientemente grande, existe e = tφ tal que Ip0(e) < 0. Deste modo,
por (3.32), obtemos que Ip(e) < 0 para todo p ∈ (1, p0), então

1 < p < p0 ⇒ Ip(e) < Ip0(e) < 0.

Pelo Teorema do Passo da Montanha existe up ∈ W 1,p
0,rad(B) ponto crítico de Ip, tal que

Ip(up) = inf
γ∈Γp

max
t∈[0,1]

Ip(γ(t)),

onde Γp = {γ ∈ C([0, 1],W 1,p
0,rad(B)) : γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

Lema 3.11. A família (Ip(up))p>1 é não-decrescente para p ∈ (1, p0).

Demonstração. Com efeito, sejam 1 < p1 ≤ p2 < p0 , up1 ∈ W
1,p1
0,rad(B) e up2 ∈ W

1,p2
0,rad(B).

Como p2 ≥ p1, então W 1,p2
0,rad(B) ⊂ W 1,p1

0,rad(B) e Γp2 ⊂ Γp1 . Assim,

Ip1
(up1) = inf

γ∈Γp1
max
t∈[0,1]

Ip1(γ(t))

≤ inf
γ∈Γp2

max
t∈[0,1]

Ip1(γ(t))

≤ inf
γ∈Γp2

max
t∈[0,1]

Ip2(γ(t))

= Ip2(up2) (3.33)

e o lema está provado.

�

Lema 3.12. A família (up)1<p<p0 é limitada em BVrad(B).
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Demonstração. Segue, do Lema 3.11 que, para p ∈ (1, p0) fixo, Ip(up) ≤ Ip0(up0), e conse-
quentemente

1
p

∫
B
|∇up|pdx−

∫
B
|x|αF+(up)dx+ p− 1

p
|B| ≤ Ip0(up0) =: C,

o que implica

1
p

∫
B
|∇up|pdx−

∫
B
|x|αF+(up)dx ≤ C − p− 1

p
|B| ≤ C, (3.34)

para todo p ∈ (1, p0), onde C = C(p0) é uma constante independente de p. Agora, para
todo p ∈ (1, p0), seja Ap = {x ∈ B : up(x) ≤ s0}. Pelo item (f2,p) e da definição de F+,
obtemos ∫

Ap
|x|αF+(up)dx ≤ C1, (3.35)

onde C1 independe de p.
De fato, ∫

Ap
|x|αF+(up)dx ≤

∫
Ap
|x|α

(
Cup + C

q + 1u
q+1
p

)
dx

≤
∫
Ap
|x|α

(
Cs0 + C

q + 1s
q+1
0

)
dx

≤
∫
B
|x|α

(
Cs0 + C

q + 1s
q+1
0

)
dx

≤
∫
B

(
Cs0 + C

q + 1s
q+1
0

)
dx

= C

(
s0 +

sq+1
0

q + 1

)
|B|

=: C1.

Assim, pelo item (f3,p) e, desde que up é solução, verifica-se que∫
B\Ap

|x|αF+(up)dx ≤
∫
B
|x|αF+(up)dx

≤ 1
κ

∫
B
|x|αf+(up)updx

= 1
κ

∫
B
|∇up|pdx. (3.36)

Obtemos, substituindo (3.35) e (3.36) em (3.34),(
1
p0
− 1
κ

)∫
B
|∇up|pdx ≤ C + C1. (3.37)

De fato, como∫
B
|x|αF+(up)dx =

∫
B\Ap

|x|αF+(up)dx+
∫
Ap
|x|αF+(up)dx

≤ 1
κ

∫
B
|∇up|pdx+ C1,
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temos que
−
∫
B
|x|αF+(up)dx ≥ −

1
κ

∫
B
|∇up|pdx− C1.

Por outro lado

C ≥ 1
p

∫
B
|∇up|pdx−

∫
B
|x|αF (up)dx

≥ 1
p

∫
B
|∇up|pdx−

1
κ

∫
B
|∇up|pdx− C1,

implicando (
1
p
− 1
κ

)∫
B
|∇up|pdx ≤ C + C1.

Pelo fato de que p ∈ (1, p0) obtemos, assim:(
1
p0
− 1
κ

)∫
B
|∇up|pdx ≤

(
1
p
− 1
κ

)∫
B
|∇up|pdx

≤ C + C1.

Por isso, podemos concluir que∫
B
|∇up|pdx ≤ C̃, (3.38)

para todo p ∈ (1, p0) e para alguma constante positiva C̃ = C(p0) que não depende de p.

Por outro lado, de (3.38) e da Desigualdade de Young

‖up‖BVrad(B) =
∫
B
|∇up|dx+

∫
∂B
|up|dHN−1

=
∫
B
|∇up|dx

≤ 1
p

∫
B
|∇up|pdx+ p− 1

p
|B|

≤ 1
p

∫
B
|∇up|pdx+ |B|

≤ C̃ + |B|
=: C,

onde C não depende de p. Assim (up)1<p<p0 é limitada em BVrad(B).

�

Lema 3.13. Seja up uma solução para o problema (3.30), então existe um campo vetorial
limitado z ∈ L∞(B,RN), com ‖z‖L∞(B) ≤ 1 tal que, a menos de uma subsequência,

|∇up|p−2∇up ⇀ z, fracamente em Ls(B,RN), quando p→ 1+ . (3.39)
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Demonstração. Dado 1 ≤ s < p′. Pela Desigualdade de Hölder para p
s(p−1) e p

p−s(p−1) ,

temos de (3.38) que∣∣∣|∇up|p−2∇up
∣∣∣s
Ls(B)

=
∫
B

∣∣∣|∇up|p−2∇up
∣∣∣s dx

=
∫
B
|∇up|(p−1)sdx

≤
[∫
B

(
|∇up|(p−1)s

) p
s(p−1) dx

] s(p−1)
p

.
(∫

B
dx
) p−s(p−1)

p

≤
[(∫

B
|∇up|pdx

) 1
p

]s(p−1)

.|B|
p−s(p−1)

p

≤
(
C̃

1
p

)s(p−1)
.|B|

p−s(p−1)
p

≤ C̃
s(p−1)
p .|B|

p−s(p−1)
p

isto é, ∣∣∣|∇up|p−2∇up
∣∣∣
Ls(B)

≤ C̃
p−1
p .|B|

1
s
p−1
p . (3.40)

Consequentemente, a sequência (|∇up|p−2∇up)p>1 é limitada em Ls(B,RN) com 1 ≤ s <
p′. Então existe zs ∈ Ls(B,RN) tal que, a menos de subsequência,

|∇up|p−2∇up ⇀ zs, em Ls(B,RN) para todo 1 ≤ s <∞, quando p→ 1+. (3.41)

É possível provar, usando um argumento diagonal, que o limite z não depende de s,
ou seja

|∇up|p−2∇up ⇀ z, em Ls(B,RN) para todo 1 ≤ s <∞, quando p→ 1+. (3.42)

Além disso, utilizando o fato da norma em Ls(B,RN) ser fracamente semicontínua inferi-
ormente, da desigualdade (3.40),

|z|Ls(B) ≤ lim inf
p→1+

∣∣∣|∇up|p−2∇up
∣∣∣
Ls(B)

≤ lim inf
p→1+

(
C̃

p−1
p .|B|

1
s
p−1
p

)
= |B| 1s , (3.43)

para todo 1 ≤ s < p′ e, consequentemente, z ∈ L∞(B,RN) e |z|L∞(B) ≤ 1. Portanto,
existe um campo vetorial limitado z ∈ L∞(B,RN) tal que, a menos de uma subsequência,
(3.39) é satisfeita.

�

Considerando ϕ ∈ C∞0 (B), então ∇ϕ ∈ L∞(B,RN) e assim, a aplicação

ψ 7−→
∫
B
ψ.∇ϕ (3.44)

é um funcional contínuo para ψ ∈ L∞(B,RN). Utilizando a convergência fraca (3.39),
aplicando o funcional (3.44) no campo |∇up|p−2∇up, obtemos∫

B
|∇up|p−2∇up∇ϕdx −→

∫
B
z∇ϕdx, quando p→ 1+, (3.45)

para todo ϕ ∈ C∞0 (B).
Do Lema (3.12) e do Teorema 2.30 existe u ∈ BVrad(B), de forma que passando a uma

subsequência,
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(A) up → u0 em Lrα(B) para 1 ≤ r < N+α
N−1 ,

(B) up(x)→ u0(x) em quase todo ponto x ∈ B,
(C) existe g ∈ Lrα(B) com 1 ≤ r < N+α

N−1 tal que |up(x)| ≤ g(x).

Observe que u0 ≥ 0, pois up ≥ 0 para todo p > 1, então por (A) e, pelo fato de f+(s)
ser contínua, temos:

|x|αf+(up(x)) −→ |x|αf+(u0(x)) para quase todo x ∈ B.

Além disso, deduzimos dos itens (f2,p) , (C) e da Observação 3.7 que

|x|αf+(up(x)) ≤ C|x|α(1 + |up(x)|q)
≤ C|x|α(1 + |g(x)|q) ∈ L1(B).

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue∫
B
|x|αf+(up)ϕdx −→

∫
B
|x|αf+(u0)ϕdx, ∀ϕ ∈ C1

c (B). (3.46)

Como up é uma solução fraca de (3.30), então por (3.46)∫
B
|∇up|p−2∇up∇ϕ =

∫
B
|x|αf+(up)ϕdx −→

∫
B
|x|αf+(u0)ϕdx, ∀ϕ ∈ C1

c (B). (3.47)

Agora, de (3.45) e da definição do gradiente distribucional, temos:

∫
B
|∇up|p−2∇up∇ϕdx −→

∫
B
z∇ϕdx = −

∫
B
ϕdiv(z), ∀ϕ ∈ C1

c (B). (3.48)

Logo, das expressões (3.47), (3.48) e pela unicidade do limite, temos que:∫
B
|x|αf+(u0)ϕdx = −

∫
B
ϕdiv(z), ∀ϕ ∈ C1

c (B), (3.49)

ou seja,

−divz = |x|αf+(u0) em D′(B). (3.50)

Lema 3.14. A função u0 ∈ L∞(B).

Demonstração. Seja S1 a melhor constante da imersão de Sobolev W 1,1
0,rad(B) ↪→ L

N
N−1 (B)

dada no Lema 2.20 (tal imersão ocorre, pois N
N−1 <

N+α
N−1 ). Para cada κ ≥ 0 e p ∈ (1, p0),

definimos
Aκ,p = {x ∈ B : |up(x)| > κ}.

Por [35][Lema 3.1], vale a seguinte desigualdade∫
Aκ,p

[
1 + uqp(x)

]N
dx < ε, (3.51)

para todo κ ≥ κ0 e para todo p ∈ (1, p0) e ε > 0 suficientemente pequeno. Agora, para
cada κ > 0, definimos a seguinte função auxiliar Gκ : R→ R por

Gκ =


s− κ, s > κ

0, |s| ≤ κ

s+ κ s < −κ.
(3.52)
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Então, escolhendo Gκ(up) como uma função de teste em (3.2), obtemos∫
B
|∇Gκ(up)|pdx =

∫
B
|x|αf(up)Gκ(up)dx. (3.53)

Agora, usando (3.52), a imersão de Sobolev e as desigualdades de Young e Hölder, temos

(∫
B

[Gκ(up)]
N
N−1 dx

)N−1
N

≤ S1

∫
B
|∇Gκ(up)|dx

≤ S1

(
1
p

∫
B
|∇Gκ(up)|pdx+ p− 1

p
|B|

)

≤ S1

p

∫
B
|∇Gκ(up)|pdx+ S1(p− 1)

p
|B|

≤ S1

∫
B
|x|αf(up)Gκ(up)dx+ S1(p− 1)

p
|B|

≤ CS1

∫
Aκ,p

(1 + up
q)Gκ(up)dx+ S1(p− 1)

p
|B| (3.54)

≤ CS1

(∫
Aκ,p

(1 + up
q)N

) 1
N (∫

B
(Gκ(up))

N
N−1

)N−1
N

+ S1(p− 1)
p

|B|,

onde C > 0 é uma constante. Por (3.51), existe κ0 ( que não depende de p) tal que∫
Aκ,p

(1 + up
q)N <

1
(2CS1)N , (3.55)

para todo κ ≥ κ0. Assim, de (3.54) e (3.55)

(∫
B

[Gκ(up)]
N
N−1 dx

)N−1
N

≤

(∫
B [Gκ(up)]

N
N−1 dx

)N−1
N

2 + S1(p− 1)
p

|B|, (3.56)

isto é, ∫
B

(Gκ(up))
N
N−1 ≤

(
2S1(p− 1)|B|

p

) N
N−1

. (3.57)

Desde que up(x)→ u(x) q.t.p em B, podemos utilizar o lema de Fatou para obtermos

0 <
∫
B

(u− κ) dx =
∫
B

lim inf
p→1+

(up − κ) dx

≤ lim inf
p→1+

[∫
B

(up − κ) dx
]

= lim inf
p→1+

∫
B
Gκ(up)dx

≤ lim inf
p→1+

(
2S1(p− 1)|B|

p

) N
N−1

= 0, (3.58)

ou seja, ∫
B

(u− κ)
N
N−1 = 0,
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para todo κ ≥ κ0.

Portanto ‖u‖L∞(B) = inf {C : |u(x)| ≤ C q.t.p em B} ≤ κ0.

�

Lema 3.15. A função u0 e o campo vetorial z satisfazem a seguinte igualdade no sentido
de medida em B,

(z, Du0) = |Du0|.

Demonstração. Basta mostrarmos que para todo ϕ ∈ C∞c (B),

〈(z, Du0), ϕ〉 =
∫
B
|Du0|ϕ.

Pelo Teorema 2.17 temos

〈(z, Du0), ϕ〉 ≤ |〈(z, Du0), ϕ〉|

≤ ‖z‖L∞(B)

∫
B
ϕ|Du0|

≤
∫
B
ϕ|Du0|.

Resta-nos mostrar, daqui em diante, que

〈(z, Du0), ϕ〉 ≥
∫
B
|Du0|ϕ.

Tomando 0 ≤ upϕ ∈ W 1,p
0,rad(B) como função teste em (3.30), temos que∫

B
|∇up|pϕdx+

∫
B
up|∇up|p−2∇up∇ϕdx =

∫
B
|x|αf+(up)upϕdx. (3.59)

Estimando em (3.59) a primeira integral e usando a Desigualdade de Young, obtemos∫
B
|∇up|ϕdx =

∫
B
ϕ(|∇up| · 1)dx

≤
∫
B
ϕ

(
1
p
|∇up|p + p− 1

p
· 1

p
p−1

)
dx

= 1
p

∫
B
ϕ|∇up|pdx+ p− 1

p

∫
B
ϕdx.

Usando, neste momento, a semicontinuidade inferior da norma emBV (B) com respeito
à convergência em Lrα(B) (Ver Observação 2.21), temos que:∫

B
ϕ|Du0| ≤ lim inf

p→1+

∫
B
ϕ|∇up|dx

≤ lim inf
p→1+

(
1
p

∫
B
ϕ|∇up|pdx+ p− 1

p

∫
B
ϕdx

)

= lim inf
p→1+

∫
B
ϕ|∇up|pdx. (3.60)
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Por outro lado, de (A) e (3.45),∫
B
up|∇up|p−2∇up.∇ϕdx −→

∫
B
u0z.∇ϕdx, (3.61)

quando p→ 1+.

O lado direito de (3.59) é analisado da seguinte forma. Note que, por (f1,p) e (C) ,∣∣∣|x|αf+(up)upϕ
∣∣∣ ≤ C|x|α|up(x)ϕ|(1 + |up(x)|q)
≤ C|x|α|g(x)ϕ|(1 + |g(x)|q) ∈ L1(B).

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue e por (3.50), temos que:∫
B
|x|αf+(up)upϕdx −→

∫
B
|x|αf+(u0)uϕdx = −

∫
B
u0ϕdivzdx,

quando p→ 1+. Então fazendo p→ 1+ em (3.59), obtemos

lim inf
p→1+

∫
B
ϕ|∇up|pdx+

∫
B
u0z.∇ϕdx =

∫
B
|x|αf+(u0)u0ϕdx

= −
∫
B
u0ϕ.divzdx,

e por (3.60) ∫
B
ϕ|Du0| ≤ −

∫
B
u0z.∇ϕdx−

∫
B
divzu0ϕdx,

o que resulta que ∫
B
ϕ|Du0| ≤ 〈(z, Du0), ϕ〉.

Logo

(z, Du0) = |Du0|. (3.62)

�

Lema 3.16. A função u0 satisfaz [z, ν] ∈ sign(−u0) sobre ∂B.

Demonstração. Observe inicialmente que

[z, ν] ∈ sign(−u0)⇔
∫
∂B

(|u0|+ u0[z, ν])dHN−1 = 0, (3.63)

pois como
∣∣∣[z, ν]

∣∣∣ ≤ ‖z‖L∞(B) ≤ 1, então

−|u0| ≤ [z, ν]u0 =⇒ 0 ≤ [z, ν]u0 + |u0|. (3.64)

Desta forma, [z, ν]u0+|u0| = 0 sobre ∂B se, e somente se,
∫
∂B(|u0|+u0[z, ν])dHN−1 = 0.

Por um lado, por (3.64) temos:∫
∂B

(|u0|+ u0[z, ν])dHN−1 ≥
∫
∂B

(−u0[z, ν] + u0[z, ν])dHN−1

= 0. (3.65)
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Resta mostrar então, que ∫
∂B

(|u0|+ u0[z, ν])dHN−1 ≤ 0. (3.66)

Para tal, seja ϕ ∈ C1
c (B) e tomemos (up − ϕ) como função teste em (3.30), então∫

B
|∇up|pdx =

∫
B
|∇up|p−2∇up∇ϕdx+

∫
B
|x|αf+(up)(up − ϕ)dx. (3.67)

Desta forma, usando (3.67) e a Desigualdade de Young, temos:

p
∫
B
|∇up|dx = p

∫
B

(∇up · 1) dx

≤ p
∫
B

(
|∇up|p

p
+ p− 1

p
· 1

p
p−1

)
dx

≤ p
∫
B
|∇up|pdx+ (p− 1)|B|

= p
∫
B
|∇up|p−2∇up.∇ϕdx+ p

∫
B
|x|αf+(up)(up − ϕ)dx+ (p− 1)|B|.

Implicando em∫
B
|∇up|dx ≤

∫
B
|∇up|p−2∇up∇ϕdx+

∫
B
|x|αf+(up)(up − ϕ)dx+ (p− 1)

p
|B|. (3.68)

De (3.39) e (3.68) e da semicontinuidade inferior da variação total (Ver Observação 2.21)
e os argumentos prévios, obtemos que:∫

B
|Du0|+

∫
∂B
|u0|dHN−1 ≤ lim inf

p→1+

[ ∫
B
|∇up|dx+

∫
∂B
|up|dHN−1

]

= lim inf
p→1+

∫
B
|∇up|dx

≤ lim inf
p→1+

[ ∫
B
|∇up|p−2∇up.∇ϕdx

+
∫
B
|x|αf+(up)(up − ϕ)dx+ p− 1

p
|B|

]

=
∫
B
z.∇ϕdx−

∫
B
|x|αf+(u0)ϕdx+

∫
B
|x|αf+(u0)u0dx

=
∫
B
|x|αf+(u0)u0dx. (3.69)

Temos, desta maneira, por (3.50) , (3.29) e (3.62) que:∫
B
|x|αf+(u0)u0dx = −

∫
B
u0divzdx

= −
∫
∂B
u0[z, ν]dHN−1 +

∫
B

(z, Du0)

= −
∫
∂B
u0[z, ν]dHN−1 +

∫
B
|Du0|. (3.70)

Substituindo (3.70) em (3.69) obtemos∫
B
|Du0|+

∫
∂B
|u0|dHN−1 ≤ −

∫
∂B
u0[z, ν]dHN−1 +

∫
B
|Du0|,
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isto é, ∫
∂B
|u0|dHN−1 ≤

∫
∂B
u0[z, ν]dHN−1,

o que implica, ∫
∂B

(|u0|+ u0[z, ν]) dHN−1 ≤ 0.

Assim, concluímos que

[z, ν] ∈ sign(−u0) sobre ∂B. (3.71)

�

Então, por (3.50), (3.62) e (3.71) concluímos que u0 é uma solução do problema (3.2),
isto é, 

−div (z) = |x|αf(u0) em D′(B),
(z, Du0) = |Du0| como medida,

[z, ν] ∈ sign(u0) sobre ∂B.
(3.72)

Observação 3.17. A princípio, o item (1) da definição 3.6 apenas nos permite considerar
funções teste no espaço C∞0 (B). Porém, como consequência da Teoria de Anzellotti,
podemos escolher qualquer w ∈ BVrad(B) ∩ L∞(B) como função teste, então a fórmula
de Green (3.29) implica∫

B
(z, Dw)−

∫
B
|x|αf(u)w =

∫
∂B
w[z, ν]dHN−1.

Proposição 3.18. u0 é uma solução positiva não-trivial.

Demonstração. Por (f1) e (f2), é possível provar que, dado ε > 0, existe dε > 0 tal que

F+(s) ≤ ε|s|+ dε|s|q,∀s ∈ R.

Logo

I(u0) = ‖u0‖BVrad(B) −
∫
B
|x|αF+(u0)dx

≥ ‖u0‖BVrad(B) − ε‖u0‖L1
α(B) − dε‖u0‖qLqα(B)

≥ ‖u0‖BVrad(B) − Cε‖u0‖BVrad(B) − C‖u0‖qBVrad(B)

= (1− Cε)‖u0‖BVrad(B) − C‖u0‖qBVrad(B)

= ‖u0‖BVrad(B)

[
(1− Cε)− C‖u0‖q−1

BVrad(B)

]
≥
‖u0‖BVrad(B)

2 , (3.73)

desde que ‖u0‖BVrad(B) ≤ ρ, onde 0 < ρ <
(

1
2 − Cε

) 1
q−1 , onde ε > 0 é escolhido pequeno

suficiente para que
(

1
2 − Cε

)
> 0.
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Observando que I(e) < 0, deduzimos que ‖e‖ > ρ. Fixemos agora p ∈ (1, p0) e pela
Desigualdade de Young para p e p

p−1 , temos, para todo u ∈ W 1,p
0,rad(B),

I(u) = ‖u‖BVrad(B) −
∫
B
|x|αF+(u)dx

=
∫
B
|∇u|+

∫
∂B
|u|dHN−1 −

∫
B
|x|αF+(u)dx

≤ 1
p

∫
B
|∇u|p + p− 1

p
|B| −

∫
B
|x|αF+(u)dx

=
(

1
p

∫
B
|∇u|p + p− 1

p
|B| −

∫
B
|x|αF+(u)dx

)
= Ip(u),

isto é,

Ip(u0) ≥ I(u0),∀ u0 ∈ W 1,p
0,rad(B). (3.74)

Agora, considerando um caminho γ ∈ Γp, pela continuidade da aplicação t 7→ Ip(γ(t)),
existe t0 > 0 tal que ‖γ(t0)‖ = ρ. Disso, segue de (3.73) e (3.74) que

Ip(up) = inf
γ∈Γp

max
t∈[0,1]

Ip(γ(t))

≥ ρ

2 . (3.75)

Por outro lado, usando a Observação 3.17 e o fato de que u0 e up são soluções para os
problemas (3.1) e (3.2) respectivamente, temos:

lim
p→1+

1
p

∫
B
|∇up|pdx = lim

p→1+

1
p

∫
B
|x|αf+(up)updx

=
∫
B
|x|αf+(u0)u0dx

=
∫
B

(z, Du0)−
∫
∂B
u0[z, ν]dHN−1

=
∫
B
|Du0|+

∫
∂B
|u0|dHN−1.

Além disso, o item (C) implica que

κ|x|α|F (up)| ≤ |x|αup|f(up)|
≤ |x|αg(x)(1 + g(x)q) ∈ L1(B).

Então, pelo Teorema da Convergência Dominada,

lim
p→1+

∫
B
|x|αF+(up)dx =

∫
B
|x|αF+(u0)dx

e usando as duas últimas equações, deduzimos que

lim
p→1+

Ip(up) = lim
p→1+

(
1
p
‖up‖W 1,p

0,rad(B) −
∫
B
|x|αF+(up)dx+ p− 1

p
|B|

)

= ‖u0‖BVrad(B) −
∫
B
|x|αF+(u0)dx

= I(u0). (3.76)

Por (3.75) e (3.76) concluímos que I(u0) ≥ ρ
2 e então u0 é não-trivial.

�
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4 Quebra de simetria para a
equação de Hénon envolvendo o
operador 1-Laplaciano

Nesse capítulo, vamos estudar questões sobre a existência de solução que apresenta
quebra de simetria para o seguinte problema−∆1u = |x|α|u|q−2u em B

u = 0 sobre ∂B,
(4.1)

onde B ⊂ RN é uma bola unitária, α > 0, N ≥ 4 , com 1 < q < 1∗(N), onde

1∗(N) =


N + 2
N

se N é par;[
N
2

]
+ 2[

N
2

]
+ 1

se N é ímpar,

onde [a] denota a parte inteira de a ∈ R.

Nos baseamos no trabalho de Figueiredo, Carrião e Miyagaki [13] para mostrarmos
que, apesar do domínio ser radial, existe uma solução não-radial para o problema (4.1),
quando α é suficientemente grande. O resultado principal desse capítulo é o seguinte:

Teorema 4.1. Suponha N ≥ 4 e q ∈ (1, 1∗(N)), então existe um α0 > 0 tal que (4.1)
tem uma solução de variação limitada não-trivial e não-radial para α > α0.

4.1 Resultados de existência
Como no capítulo anterior, atacaremos o problema (4.1) por meio da aproximação

deste, pela família de problemas envolvendo o operador p-Laplaciano. Antes disso, deve-
mos fixar l = N

2 se N for par, l =
[
N
2

]
+ 1 se N é ímpar. Observamos que, 2 ≤ N − l ≤ l

e então seja p0 ∈ R tal que 1 < p0 ≤ max{N/2, q, N − l}. Consideremos, para cada
1 < p < p0, o problema envolvendo o operador p-Laplaciano associado a (4.1),−∆pu = |x|α|u|q−2u em B

u = 0 sobre ∂B,
(4.2)

e definamos para cada 1 < p < p0,
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cpα := inf
u∈W 1,p

0,rad(B)−{0}

∫
B |∇u|pdx

(
∫
B |x|α|u|qdx)

p
q

(4.3)

e
mp
α,l := inf

u∈W 1,p
0,l (B)−{0}

∫
B |∇u|pdx

(
∫
B |x|α|u|qdx)

p
q

. (4.4)

A partir do fato de que a simetria radial implica em parcial, devemos ter W 1,p
0,rad(B) ⊂

W 1,p
0,l (B) e com isso, mp

α,l ≤ cpα.

Observação 4.2. Como 1 < p, então 1∗(N) < pl. De fato,

p > 1 ⇒ p(l + 1) > l + 1
⇒ pl − (l + 1− p) > 0
⇒ (l + 1)[pl − (l + 1− p)] > 0

⇒ (l + 1)pl − (l + 1)(l + 1− p)]
(l + 1− p)l > 0

⇒ (l + 1)p
l + 1− p −

l + 1
l

> 0

⇒ (l + 1)p
l + 1− p >

l + 1
l
.

Assim, se N é par, então

pl = (l + 1)p
l + 1− p >

l + 1
l

= N/2 + 1
N/2

= N + 2
N

= 1∗(N),

e, se N é ímpar, então

pl = (l + 1)p
l + 1− p >

l + 1
l

= ([N/2] + 1) + 1
[N/2] + 1

= [N/2] + 2
[N/2] + 1

= 1∗(N).

Do Teorema 2.31, uma vez que nossa hipótese implica que q < pl = (l+1)p
l+1−p , segue que

W 1,p
0,l (B) é imerso compactamente em Lqα(B) , desde que

α ≥ α0 := p0l

(
Np0 + (l − 1)(l + 1− p0)

l + 1

)
. (4.5)

De fato, se (4.5) for válido, então, para cada 1 < p < p0, temos que α ≥ plql
p
, onde

ql = Np+(l−1)(l+1−p)
l+1 e p0l = (l+1)p0

l+1−p0
.
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No próximo resultado, provamos que cpα e mp
α,l são atingidos, respectivamente, por

funções up ∈ W 1,p
0,rad(B) e vp ∈ W 1,p

0,l (B) que serão, a menos de um múltiplo escalar,
soluções fracas de (4.2), conforme seguinte resultado:

Proposição 4.3. Sob as condições do Teorema 4.1, para todo 1 < p < p0, existem up ∈
W 1,p

0,rad(B) e vp ∈ W 1,p
0,l (B), minimizantes de cpα e mp

α,l, respectivamente. Além disso, up e
vp são soluções fracas de (4.2).

Demonstração. Para mostrar este resultado utilizamos o Teorema de Multiplicadores de
Lagrange (ver [26]). Provamos apenas a existência de vp que minimizamp

α,l, uma vez que a
existência de up segue os mesmos argumentos. Consideremos os funcionais J : W 1,p

0,l (B)→
R e F : W 1,p

0,l (B)→ R definidos por:

J(v) = 1
p

∫
B
|∇v|pdx e F(v) = 1

q

∫
B
|x|α|v|qdx.

Notemos que J,F ∈ C1(W 1,p
0,l (B),R) com

J ′(v)w =
∫
B
|∇v|p−2∇v∇wdx e F ′(v)w =

∫
B
|x|α|v|q−2vwdx,

para todo w ∈ W 1,p
0,l (B). Consideremos ainda o seguinte subconjunto de W 1,p

0,l (B) :

M =
{
v ∈ W 1,p

0,l (B) : 1
q

∫
B
|x|α|v|qdx = 1

}
.

Mostremos que, para todo v ∈M, F ′(v) 6= 0. De fato, para todo v ∈M ,

F ′(v)v =
∫
B
|x|α|v|qdx = q 6= 0.

Além disso, J é limitado inferiormente em M pois, como

J(v) = 1
p

∫
B
|∇v|pdx ≥ 0,

para todo v ∈ W 1,p
0,l (B), temos em particular que J ≥ 0 em M, pois M ⊂ W 1,p

0,l (B).

Do fato de que J é limitado inferiormente em M , temos pelo Postulado de Dedekind
na reta que existe J∞ ∈ R tal que

J∞ = inf
v∈M

J(v).

Pela definição de ínfimo, existe uma sequência (vn) ⊂M de modo que

J∞ = lim
n→+∞

J(vn) = lim
n→+∞

1
p
‖vn‖pW 1,p

0,l (B), (4.6)

mostrando que (vn) é uma sequência limitada emW 1,p
0,l (B), para 1 < p < N, fixado. Desde

queW 1,p
0,l (B) é um espaço reflexivo, existe v0 ∈ W 1,p

0,l (B) tal que, a menos de subsequência

vn ⇀ v0 ∈ W 1,p
0,l (B),
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e, pelo Teorema 2.31,
vn → v0 ∈ Lqα(B), (4.7)

quando n→∞.

Afirmação. v0 ∈M. De fato, se (vn) ⊂M , temos por (4.7)

1
q

∫
B
|x|α|v0|qdx = lim

n→+∞

1
q

∫
B
|x|α|vn|qdx = 1,

o que mostra v0 ∈M.
Portanto,

J∞ ≤ J(v0). (4.8)
Por outro lado, desde que a função norma é fracamente semicontínua inferiormente,

temos que

J(v0) = 1
p
‖v0‖pW 1,p

0,l
≤ lim inf

n→∞

1
p
‖vn‖pW 1,p

0,l

= lim inf
n→+∞

J(vn)

= J∞. (4.9)

Por (4.8) e (4.9) temos que J(v0) = J∞.

Afirmação. J∞ > 0. De fato, suponha por absurdo que J∞ = 0. De (4.6), obtemos
J(vn)→ 0, quando n→∞, o que implica

vn −→ 0 em W 1,p
0,l (B).

Usando o fato de que W 1,p
0,l (B) está imerso continuamente em Lqα(B) temos:∫

B
|x|α|vn|qdx −→ 0.

Assim, existe n0 ∈ N tal que ∫
B
|x|α|vn0|qdx < 1,

o que contradiz o fato de que vn0 ∈ M . Desse modo, concluímos que J∞ > 0 e pelo fato
J(v0) = J∞, segue que v0 6= 0.

Assim, podemos aplicar o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, o qual fornece
um λ ∈ R tal que

J ′(v0) = λF ′(v0).
Podemos supor ainda que v0 ≥ 0 pois, caso contrário, troca-se v0 por |v0| e, ainda assim,
continuamos a ter

J ′(v0) = λF ′(v0).
Portanto

J ′(v0)w = λF ′(v0)w, para todo w ∈ W 1,p
0,l (B), (4.10)

ou equivalentemente,∫
B
|∇v0|p−2∇v0∇wdx = λ

∫
B
|x|α|v0|q−2v0wdx, para todo w ∈ W 1,p

0,l (B). (4.11)
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Assim, v0 é uma solução fraca para o problema−∆pv = λ|x|α|∇v|q−2v em B

v = 0 sobre ∂B.
(4.12)

Em particular, tomando v0 = w como função teste em (4.11), obtemos∫
B
|∇v0|pdx = λ

∫
B
|x|α|v0|qdx.

Logo,

λ = 1
q

∫
B
|∇v0|pdx > 0,

pois 1
q

∫
B |x|α|v0|qdx = 1.

Sejam β > 0 e vp = βv0 , então:∫
B
|∇vp|p−2∇vp∇wdx =

∫
B
|∇βv0|p−2∇(βv0)∇wdx

= βp−1
∫
B
|∇v0|p−2∇v0∇wdx

= βp−1λ
∫
B
|x|α|v0|q−2v0wdx

= βp−1λ

βq−1

∫
B
|x|α|βv0|q−2(βv0)wdx

= βp−qλ
∫
B
|x|α|vp|q−2vwdx.

Agora, escolhendo β de modo que βp−qλ = 1, concluímos que vp é uma solução fraca
do problema (4.2). Ainda temos,∫

B |∇vp|pdx
(
∫
B |x|α|vp|qdx)

p
q

= βp
∫
B |∇v0|pdx

βp (
∫
B |x|α|v0|qdx)

p
q

=
∫
B |∇v0|pdx

(
∫
B |x|α|v0|qdx)

p
q

= mp
α,l.

Além disso, de (4.10) e do Princípio de Criticalidade Simétrica de Palais, segue que
vp é uma solução fraca de (4.2).

�

A seguir enunciaremos um resultado obtido por Figueiredo, Carrião e Miyagaki em
[13] que será crucial em nossa argumentação.

Lema 4.4. Sejam p ≤ N − l ≤ l, N ≥ 4 e q ∈ (p, pl), então existem C1, C2 > 0 e α0 > 0
(que não dependem de p ou α) de forma que

C1α
p−1+ p

q ≤ cpα

e
mp
α,l ≤ C2α

(l+1−N)(1− p
q )+ 2p

q
−2+p,

para α ≥ α0.

Demonstração. Ver [13] [Teorema 4.1 e Teorema 4.2].
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�

Agora, suponha que α0 na última proposição, satisfaça (4.5) e também

α0 >
(
C2

C1
+ 1

) 1
(N−l)(1− p0q ) . (4.13)

Logo, para todos os 1 < p < p0 e α > α0, temos que α >
(
C2
C1

) 1
(N−l)(1− pq ) . Com efeito, se

1 < p < p0 e q > 1, então

−p > −p0 =⇒ −p
q
>
−p0

q

=⇒ 1− p

q
> 1− p0

q

=⇒ (N − l)(1− p

q
) > (N − l)(1− p0

q
)

=⇒ 1
(N − l)(1− p

q
) <

1
(N − l)(1− p0

q
)

=⇒
(
C2

C1

) 1
(N−l)(1− pq )

<
(
C2

C1
+ 1

) 1
(N−l)(1− p0q )

< α0.

Isso, por sua vez, implica que

mp
α,l ≤ C2α

(l+1−N)(1− p
q )+ 2p

q
−2+p < C1α

p−1+ p
q ≤ cpα. (4.14)

De fato, como

p− 1 + p

q
−
[
l − pl

q
+ 1− p

q
−N + pN

q
+ 2p

q
− 2 + p

]
= (N − l)

(
1− p

q

)

e
l − pl

q
+ 1− p

q
−N + pN

q
+ 2p

q
− 2 + p = (l + 1−N)

(
1− p

q

)
+ 2p

q
− 2 + p,

segue que
(
C2

C1

) 1
(N−l)(1− pq ) < α =⇒ C2

C1
< α(N−l)(1− p

q
)

=⇒ C2

C1
< α(p−1+ p

q
)−[l− pl

q
+1− p

q
−N+ pN

q
+ 2p
q
−2+p]

=⇒ C2

C1
α(l− pl

q
)+1− p

q
−N+ pN

q
+ 2p
q
−2+p < αp−1+ p

q

=⇒ C2

C1
α(l+1−N)(1− p

q
)+ 2p

q
−2+p < αp−1+ p

q

=⇒ C2α
(l+1−N)(1− p

q )+ 2p
q
−2+p < C1α

p−1+ p
q . (4.15)

Portanto, do Lema 4.4 e de (4.15) a desigualdade (4.14) é satisfeita.

Observação 4.5. A partir da Proposição 4.3 e (4.14) podemos perceber a presença de
quebra de simetria no problema que envolve o operador p-Laplaciano em (4.2), uma vez
que vp é uma solução fraca não simétrica de (4.2).
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4.2 Demonstração do Teorema 4.1
Nesta seção, mostramos que (vp)p>1 é uma família limitada em BVl(B) e que seu limite

será uma solução não-radial do problema (4.1). Para tanto, analogamente ao Capítulo 3
devemos considerar

Xµ(B) = {z ∈ L∞(B,RN); div(z) ∈M(B)}.

Para z ∈ Xµ(B) e v ∈ BVl(B)∩L∞(B), [6] no fornece uma Fórmula de Green envolvendo
a medida (z, Dv) e o traço fraco [z, ν], dado por∫

B
(z, Dv) +

∫
B
vdivzdx =

∫
∂B
v[z, ν]dHN−1. (4.16)

Para introduzir um cenário variacional ao problema (4.1), buscamos pontos críticos de
seu funcional energia associado, Φ : BVl(B) −→ R, definido por,

Φ(u) =
∫
B
|Du|+

∫
∂B
|u|dHN−1 − 1

q

∫
B
|x|α|u|qdx,

onde BVl(B) é considerado munido com a norma ‖u‖BVl(B) =
∫
B |Du|+

∫
∂B |u|dHN−1.

Definição 4.6. Dizemos que v ∈ BVl(B) ∩ L∞(B) é uma solução para o problema (4.1)
se existe um campo vetorial z ∈ Xµ, com ‖z‖∞ ≤ 1 e tal que

(1) −div(z) = |x|α|v|q−2v em D′(B),
(2) (z, Dv) = |Dv| como medida sobre B,
(3) [z, ν] ∈ sign(−v) sobre ∂B.

Observação 4.7. Note que para todo v ∈ BVl(B), utilizando a Desigualdade de Young
com os expoentes q

q−1 e q, temos

∫
B
|x|α|v|q−1dx ≤

∫
B
|x|α

(
q − 1
q
|v|q + 1

q
.1
)
dx

= q − 1
q
‖v‖qLqα(B) + 1

q

∫
B
|x|αdx

< +∞. (4.17)

Passamos agora à análise assintótica da família (vp)1<p<p0 , quando p → 1+, a fim de
descobrir se a quebra de simetria ainda permanece no limite. Em primeiro lugar, observe
que para α > α0 fixado, de (4.14),

m1
α,l := lim sup

p→1+
mp
α,l ≤ C2α

(l+1−N)(1− 1
q )+ 2

q
−1 < C1α

1
q ≤ lim inf

p→1+
cpα =: c1

α. (4.18)

De fato,
C2α

(l+1−N)(1− 1
q )+ 2

q
−1 < C1α

1
q ,

segue, desde que

α > α0 >
(
C2

C1
+ 1

) 1
(N−l)(1− 1

q )
.

Lema 4.8. (vp)1<p<p0 é uma sequência limitada em BVl(B).
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Demonstração. De fato, pelo Teorema 4.3 mostramos que existe vp ∈ W 1,p
0,l (B) tal que∫

B |∇vp|pdx
(
∫
B |x|α|vp|qdx)

p
q

= mp
α,l.

Assim, ∫
B
|∇vp|pdx = mp

α,l

(∫
B
|x|α|vp|qdx

) p
q

,

isto é,
‖vp‖pW 1,p

0,l (B) = mp
α,l‖vp‖

p
Lqα(B). (4.19)

Por outro lado, como vp é solução fraca de (4.2), então, se v = vp temos:∫
B
|∇vp|pdx =

∫
B
|x|α|vp|qdx⇒ ‖vp‖pW 1,p

0,l (B) = ‖vp‖qLqα(B). (4.20)

De (4.19) e (4.20)

‖vp‖qLqα(B) = mp
α,l‖vp‖

p
Lpα(B) ⇒ ‖vp‖q−pLqα(B) = mp

α,l

⇒ ‖vp‖Lqα(B) =
(
mp
α,l

) 1
p−q ≤ C,

onde C > 0 e C não depende de p. Logo, novamente por (4.19)

‖vp‖pW 1,p
0,l (B) = mp

α,l‖vp‖
p
Lpα(B),

o que implica que

‖vp‖W 1,p
0,l (B) =

(
mp
α,q

) 1
p ‖vp‖Lqα(B)

≤
(
mp
α,l

) 1
p .C

≤ C1,

para todo 1 < p < p0.

Pela última desigualdade temos:

‖vp‖BVl(B) =
∫
B
|∇vp|dx+

∫
∂B
|vp|dHN−1

=
∫
B
|∇vp|dx

≤
(∫

B
|∇vp|pdx

) 1
p

.|B|
p−1
p

≤ C1.|B|
p−1
p =: C0,

onde C0 > 0 e C0 não depende de p.

�
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Do Teorema 2.38 e Lema 4.8, segue que existe v0 ∈ BVl(B) tal que

vp → v0 em Lqα(B), (4.21)

quando p→ 1+.

Utilizando uma argumentação semelhante à do Lema 3.13, temos que existe um campo
vetorial z ∈ L∞(B,RN) tal que

|∇vp|p−2∇vp ⇀ z, fracamente em Lr(B,RN) , (4.22)

para todo 1 ≤ r < ∞, quando p → 1+. Em particular, para ϕ ∈ D(B), tomando ∇ϕ
como função teste em (4.22), temos∫

B
|∇vp|p−2∇vp∇ϕdx −→

∫
B
z∇ϕdx, (4.23)

quando p→ 1+.

Lema 4.9. −div(z) = |x|α|v0|q−2v0 em D′(B).

Demonstração. Observe que v0 ≥ 0, pois vp ≥ 0 para todo p > 1. Então, por (4.21) e
pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,∫

B
|x|α|vp|q−2vpϕdx −→

∫
B
|x|α|v0|q−2v0ϕdx, ∀ϕ ∈ C1

c (B). (4.24)

Assim, das expressões (4.23) e (4.24),

−div(z) = |x|α|v0|q−2v0 em D′(B). (4.25)

�

Lema 4.10. A função v0 ∈ L∞(B).

Demonstração. Segue do Lema 3.14.

�

Lema 4.11. A função v0 e o campo vetorial z satisfazem a seguinte igualdade

(z, Dv0) = |Dv0|, em M(B).

Demonstração. Para z ∈ Xµ(B) e v0 ∈ BVl(B) ∩ L∞(B), consideramos novamente a
distribuição (z, Dv0) : C∞0 (B)→ R dada por

〈(z, Dv0), ϕ〉 = −
∫
B
v0ϕdiv(z)dx−

∫
B
v0z∇ϕdx,

∀ϕ ∈ C∞c (B).
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Então, basta mostrarmos que, para todo ϕ ∈ D′(B) e ϕ ≥ 0,

〈(z, Dv0), ϕ〉 =
∫
B
ϕ|Dv0|.

Notemos primeiramente que

〈(z, Dv0), ϕ〉 ≤ |〈(z, Dv0), ϕ〉|

≤ ‖z‖L∞(B)

∫
B
ϕ|Dv0|

≤
∫
B
ϕ|Dv0|.

Para todo ϕ ∈ C1
c (B), e ϕ ≥ 0. Mostremos agora que

〈(z, Dv0), ϕ〉 ≥
∫
B
ϕ|Dv0|,

para todo ϕ ∈ C1
c (B), ϕ ≥ 0.

Tomando 0 ≤ vpϕ ∈ W 1,p
0,l (B) como função teste em (4.2),∫

B
|∇vp|pϕdx+

∫
B
vp|∇vp|p−2∇vp∇ϕdx =

∫
B
|x|α|vp|q−2vpvpϕdx, (4.26)

e pela Desigualdade de Young temos∫
B
|∇vp|ϕdx ≤

1
p

∫
B
ϕ|∇vp|pdx+ p− 1

p

∫
B
ϕdx. (4.27)

Agora, fazendo p→ 1+ em (4.27), obtemos∫
B
ϕ|Dv0| ≤ lim inf

p→1+

∫
B
ϕ|∇vp|pdx. (4.28)

Por outro lado, de (4.21) e (4.23)∫
B
vp|∇vp|p−2∇vp.∇ϕdx −→

∫
B
v0z.∇ϕdx, (4.29)

quando p → 1+. Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue e por (4.21),
temos que ∫

B
|x|α|vp(x)|q−2vp(x)ϕdx −→

∫
B
|x|α|v0(x)|q−2v0(x)v0(x)ϕdx, (4.30)

quando p → 1+. Então, fazendo p → 1+ em (4.26) e depois, utilizando (4.29) e (4.30)
obtemos

lim inf
p→1+

∫
B
ϕ|∇vp|pdx+

∫
B
v0z.∇v0dx =

∫
B
|x|α|v0|q−2v0v0ϕdx

= −
∫
B
v0ϕ.div(z)dx.

E por (4.28) ∫
B
ϕ|Dv0| ≤ −

∫
B
v0z.∇ϕdx−

∫
B
div(z)v0ϕdx,

o que resulta ∫
B
ϕ|Dv0| ≤ 〈(z, Dv0), ϕ〉.

Logo

(z, Dv0) = |Dv0|. (4.31)
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�

Lema 4.12. A função v0 satisfaz [z, ν] ∈ sign(−v0) sobre ∂B.

Demonstração. É suficiente mostrar que∫
∂B

(|v0|+ v0[z, ν])dHN−1 = 0. (4.32)

Por um lado, temos facilmente que

∫
∂B

(|v0|+ v0[z, ν])dHN−1 ≥ 0.

Por outro lado, mostremos∫
∂B

(|v0|+ v0[z, ν])dHN−1 ≤ 0.

Para isso, para ϕ ∈ C1
c (B) tomemos (vp − ϕ) como função teste em (4.2). Então,∫

B
|∇vp|pdx =

∫
B
|∇vp|p−2∇vp∇ϕdx+

∫
B
|x|α|vp|q−2vp(vp − ϕ)dx. (4.33)

Assim, usando (4.33) e a desigualdade de Young, temos:

p
∫
B
|∇vp|dx ≤

∫
B
|∇vp|p−2∇vp.∇ϕdx+

∫
B
|x|α|vp|q−2vp(vp − ϕ)dx+ (p− 1)|B|.

Disso, temos, pela semicontinuidade da norma de BV com respeito à Lrα (ver Lema
2.14) e pela Fórmula de Green, e pelo Lema 4.11,

∫
B
|Dv0|+

∫
∂B
|v0|dHN−1 ≤ −

∫
B
ϕdivzdx+

∫
B
|x|α|v0|qdx−

∫
B
|x|α|v0|q−2v0.ϕdx

=
∫
B
|x|α|v0|qdx

= −
∫
B
v0divzdx

=
∫
B

(z, Dv0)−
∫
∂B
v0[z, ν]dHN−1

=
∫
B
|Dv0| −

∫
∂B
v0[z, ν]dHN−1. (4.34)

De (4.34), segue que ∫
∂B

(|v0|+ v0[z, ν]) dHN−1 ≤ 0.

Como o integrando é positivo, segue que

(−v0)[z, ν] = |v0| HN−1 q.s em ∂B e,

assim,

[z, ν] ∈ sign(−v0) sobre ∂B. (4.35)

�
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Pelos Lemas 4.9, 4.11 e 4.12 segue que v0 é uma solução de (4.1).

Agora, terminamos a prova do Teorema 4.1 mostrando que v0 apresenta quebra de
simetria, ou seja, que v0 é uma solução não-radial de (4.1). Para isso, apresentamos o
seguinte resultado.
Lema 4.13. Sejam m1

α,l e c1
α definidos como em (4.18), então

m1
α,l = inf

w∈BVl(B)\{0}

∫
Ω |Dw|+

∫
∂B |w|dHN−1

(
∫
B |x|α|w|qdx)

1
q

. (4.36)

e
c1
α = inf

w∈BVrad(B)\{0}

∫
Ω |Dw|+

∫
∂B |w|dHN−1

(
∫
B |x|α|w|qdx)

1
q

. (4.37)

Demonstração. Provamos apenas (4.36), já que (4.37) é totalmente análoga. Dado w ∈
BVl(B)\{0}, então existe uma sequência (wn)n ⊂ BVl(B)∩C∞0 (B) dada pela Proposição
2.37, tal que

wn → w em Lqα(B) e
∫
B
|∇wn|dx→

∫
B
|Dw|+

∫
∂B
|w|dHN−1, (4.38)

quando n → +∞. Além disso, pela mesma Proposição 2.37, se pn → 1+, quando n →
+∞, então

lim
n→+∞

∫
B
|∇wn|pndx =

∫
B
|Dw|+

∫
∂B
|w|dHN−1, (4.39)

Então, de (4.4) e da definição de ínfimo, temos

mpn
α,l ≤

∫
B |∇wn|pndx

(
∫
B |x|α|wn|qdx)

p
q

. (4.40)

Assim, de (4.38), (4.39) e (4.40)
m1
α,l = lim sup

n→+∞
mpn
α,l

≤ lim sup
n→+∞

( ∫
B |∇wn|pndx

(
∫

Ω |x|α|wn|qdx)
p
q

)

=
∫
B |Dw|+

∫
∂B |w|dHN−1

(
∫
B |x|α|w|qdx)

1
q

.

Assim, segue que

m1
α,l ≤ inf

w∈BVl(B)\{0}

∫
B |Dw|+

∫
∂B |w|dHN−1

(
∫
B |x|α|w|qdx)

1
q

. (4.41)

Por outro lado, pela semicontinuidade inferior da norma em BVl(B) com respeito à
convergência em Lrα(B) (Ver Lema 2.14), da Desigualdade de Young e do fato de que wp
é solução do problema (4.2) temos que∫

B
|Dw0|+

∫
∂B
|w0|dHN−1 ≤ lim inf

p→1+

(∫
B
|∇wp|dx+

∫
∂B
|wp|dHN−1

)
= lim inf

p→1+

∫
B
|∇wp|dx

≤ lim inf
p→1+

[
1
p

∫
B
|∇wp|pdx+ p− 1

p
|B|

]

= lim inf
p→1+

∫
B
|∇wp|pdx. (4.42)
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Por (4.21) e (4.42) temos que∫
B |Dv0|+

∫
∂B |v0|dHN−1

(
∫
B |x|α|v0|qdx)

1
q

≤ lim inf
p→1+

∫
B |∇vp|pdx

(
∫
B |x|α|vp|qdx)

p
q

= lim inf
p→1+

mp
α,l

≤ lim sup
p→1+

mp
α,l

= m1
α,l. (4.43)

Assim, de (4.41) e (4.43), segue que∫
B |Dv0|+

∫
∂B |v0|dHN−1

(
∫
B |x|α|v0|qdx)

1
q

= m1
α,l, (4.44)

o que implica em (4.36).

�

Observe que, a partir do último resultado e levando em consideração (4.18) e (4.44),
segue-se que v0 é uma solução não-radial e não-trivial de (4.1). Isso conclui a prova do
Teorema 4.1.
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