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RESUMO 

 
 

Seja M a superfície cuspidal edge, a qual é uma superfície de posto 1 parametrizada 

por uma frente de onda.  Neste trabalho estudamos invariantes geométricos que 

determinam M, como a curvatura umbílica para superfícies de posto 1, as curvaturas 

singular, normal e cuspidal para frentes de onda e a curvatura inflexional e torção 

cuspidal. Além disso, esclarecemos as relações entre estes invariantes geométricos. 

 

Palavras–chave: Superfícies Singulares. Cuspidal Egde. Geometria Diferencial. 

Frentes de Onda. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 



 



 
  

 

ABSTRACT 

 

Let M be a cuspidal edge which is a corank 1  surface given by a wave front. In this 

work we study geometric invariants that determine M, such as the umbilic curvature 

for surfaces with corank 1 singularities, the singular, normal and cuspidal curvatures 

for wave fronts and the inflexional curvature and cuspidal torsion. In addition, we 

clarify the relationships between these geometric invariants. 

 

Keywords: Singular Surfaces. Cuspidal Edge. Diferencial Geometry. Wave Fronts.  
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1 INTRODUÇÃO

O objetivo deste trabalho é estudar a geometria da superfície cuspidal edgeM . Através
deste estudo, apresentamos invariantes geométricos deM , relacionados aos coeficientes de
sua forma normal. A cuspidal edge é definida através do conceito de germe de aplicação
pela A−equivalência. Tal definição nos diz que um germe suave f : (R2,0) → (R3,0) é
uma cuspidal edge se f for A−equivalente a (x, y2, y3), denominada cuspidal edge usual,
como mostra a figura a seguir.

Figura 1.1: Cuspidal edge usual. Fonte: Feita pelo autor.

No início do trabalho, é apresentada a geometria de superfícies de posto 1 em R3 e o
conceito de frentes de onda, para que sejam apresentados os invariantes, já que a cuspidal
edge satisfaz ambos.
Os invariantes geométricos estudados neste trabalho podem ser visualmente observados
ao olhar para a cuspidal edge, pois em sua imagem podemos obter informações sobre
muitos dos conceitos a serem abordados neste trabalho.
Na Figura 1.2 temos superfícies que são imagens de germes de aplicações fornecidas pela
forma normal da cuspidal edge. Somente ao observar estas figuras, detectamos diferen-
ças ao variar seus representantes, baseado nas interpretações geométricas dos invariantes.
Logo, queremos estudar objetos que meçam estas diferenças e relacioná-los aos coeficien-
tes da forma normal associada a cuspidal edge. Desta forma, tornamos estes conceitos
invariantes ao representante desta classe.
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20 INTRODUÇÃO

Figura 1.2: Invariantes da cuspidal edge (invariantes não identificados são zero.)
Fonte: Martins, Saji, 2019, p. 459.

Uma classificação genérica de singularidades de frentes de onda, foi dada por Arnol’d
e Varchenko em [1]. Eles mostraram que as singularidades genéricas de frentes de onda
em R3 são cuspidal edges e swallowtails, um dos motivos pelos quais este trabalho foi
construído, já que a partir de [1] é entendido que a cuspidal edge se torna especialmente
um dos focos do estudo da teoria de singularidades. Recentemente, tem havido inúmeros
estudos sobre cuspidal edges do ponto de vista da geometria diferencial, por exemplo,
[9, 11, 15, 17].
A organização deste trabalho é como segue: No primeiro capítulo, discutimos brevemente
ferramentas de Geometria Diferencial que são necessárias para o nosso estudo, dentre elas
a geometria de curvas planas, curvas no espaço e superfícies, tendo como referência [3] e
[21]. Também revisamos brevemente alguns conceitos da Teoria de Singularidades, como
o conceito de germes, k-jatos e A−equivalência necessários para o nosso estudo, tendo
como referência [6, 7, 11].
No Capítulo 2, estudamos o conceito de geometria de superfícies em R3 de posto 1, es-
tudo importante, uma vez que cuspidal edges são superfícies de posto 1. Neste capítulo,
o objetivo principal é apresentar a definição de curvatura umbílica em p = f(q), onde q é
um ponto singular de posto 1 de f . Neste capítulo omitimos várias demonstrações, uma
vez que estão detalhadas em [14], dando preferência a ilustrar as definições e resultados
através de exemplos, tendo como referência [8].
No Capítulo 3, desenvolvemos o conceito de frentes de onda, uma vez que cuspidal edges
são frentes de onda, assim como outros exemplos citados. Este capítulo tem como obje-
tivo preparar a base para que possamos definir, no último capítulo, inúmeros invariantes,
tendo como referência [17].
No quarto e principal capítulo, apresentamos os principais conceitos deste trabalho, os
invariantes geométricos envolvendo a forma normal da cuspidal edge, com o objetivo de
esclarecer as relações entre esses invariantes e apresentar uma lista de invariantes que de-
terminam a cuspidal edge. Na primeira seção, definimos o conceito de forma normal, uma
forma de reparametrizar a cuspidal edge sem modificar a geometria da superfície. Este
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será um ponto importante deste trabalho, pois após definir cada invariante geométrico,
vemos como cada um será relacionado a forma formal. Na seção seguinte, apresentamos o
conceito de curvatura singular, definido para frentes de onda, de onde concluímos que sa
interpretação geométria nos indica se localmente a superfície cuspidal edge esta contida
no semiespaço determinado pelo plano osculador que contém o vetor normal principal ou
se possui pontos em ambos os semiespaços. Na Seção 4.3, apresentamos o conceito de cur-
vatura normal, definido para frentes de onda, de onde concluímos que sua interpretação
geométrica nos indica se a imagem da curva singular através de f esta contida no semies-
paço determinado pelo plano tangente limitante que contém o vetor ν ou se está contida
no semiespaço contrário. Na Seção 4.4, recordamos o conceito de curvatura umbílica
apresentado no Capítulo 2, mas com foco na cuspidal edge. Nesta seção, concluímos algu-
mas propriedades envolvendo a cuspidal edge em um sistema de coordenadas adaptado.
Na Seção 4.5, estudamos a curvatura cuspidal para cuspidal edges, sendo um conceito
já trabalhado para 3/2−cúspides no Capítulo 3, onde em sua interpretação geométrica
temos que a curvatura cuspidal de f coincide com a de uma 3/2−cúspide. Na Seção 4.6,
estudamos a torção cuspidal para cuspidal edges, conceito que mede a rotação da direção
cuspidal ao longo da curva singular. Na Seção 4.7, introduzimos o último invariante deste
trabalho, a curvatura inflexional, onde também será relacionado aos coeficientes da forma
normal.
Na última seção deste capítulo, apresentamos um teorema que relaciona todos os conceitos
vistos neste capítulo, de onde concluímos que, se dois germes de cuspidal edge possuem
os mesmos invariantes estudados neste capítulo, a menos de uma isometria na meta e um
difeomorfismo na fonte, eles coincidem até termos de grau 3, conceito próximo ao Teorema
Fundamental das Curvas Planas (2.1.2), Teorema Fundamental das Curvas no Espaço e
o Teorema Fundamental das Superfícies ( Bonnet, 2.2.2) estudados em Geometria Dife-
rencial. Também estudamos a relação κ2 = κ2

s + κ2
n envolvendo as curvaturas singular

e normal absoluta, similar a feita para pontos regulares (2.4), envolvendo as curvaturas
geodésicas e normal. Também neste capítulo, abordamos brevemente a relação das cur-
vaturas Gaussiana e média com os invariantes deste trabalho. Este último capítulo, tem
como referências principais [9], [11] e [17].
Em relação as referências deste trabalho, temos várias textos que foram de essencial im-
portância para sua construção. Como por exemplo, a curvatura singular e a curvatura
normal limitante para cuspidal edges são definidas em [17] por um limite de curvatu-
ras geodésicas e um limite de curvaturas normais, respectivamente. Por outro lado, a
curvatura umbílica é definida em [8] para superfícies de posto 1 usando a primeiras e a
segundas formas fundamentais. Portanto, a curvatura umbílica é definida para cuspidal
edges. É apresentado neste trabalho, com base em [9], que as curvaturas singular, normal
limitante e umbílica, cuspidal, inflexional e torção cuspidal são invariantes, definidas pelo
uso de ferramentas fundamentais de geometria diferencial de superfícies e da teoria da
singularidade, aplicadas a cuspidal edges.





2 PRELIMINARES

Neste capítulo de preliminares, discutimos brevemente definições e resultados que são
úteis em nosso trabalho. Na primeira seção, vemos uma breve revisão sobre a geometria
diferencial das curvas planas e curvas no espaço. Na segunda seção, vemos uma revisão de
Geometria Diferencial de superfícies regulares e, na última seção, discutiremos algumas
definições relacionadas a A -equivalência, onde apresentamos a definição de cuspidal edge
e swallowtail como germe de aplicação através da A -equivalência, de onde segue este
trabalho. Na sequência de todo este trabalho, a origem de Rn, n > 1, será denotada
também por 0, a menos de menção contrária. As duas primeiras seções são baseadas nas
referências [3] e [21], base para o estudo de Geometria Diferencial clássica e a última seção
é baseada nas referências [6, 7, 20], muito úteis ao estudo de singularidades.

2.1 Geometria diferencial de curvas

2.1.1 Curvas planas

Nesta subseção α : I → R2 denota uma curva parametrizada diferenciável (suave) em
R2, onde I é uma intervalo aberto da reta. Primeiramente, uma curva α : I → Rn é dita
regular se para todo t ∈ I, α′(t) 6= 0. Por outro lado, dizemos que t0 é um ponto singular
de α se α′(t0) = 0. Daqui em diante, vamos restringir a teoria apenas às curvas regulares.
A seguir, um exercício de cálculo que será utilizado na sequência do trabalho.

Lema 2.1.1. Seja f : R→ R uma função suave que satisfaz

f(0) = f ′(0) = . . . = f (k−1)(0) = 0,

então f(x)
xk

é uma função suave.

Demonstração. Vamos provar por indução sobre k. Para k = 1 temos

f(x)
x

= f(1.x)− f(0.x)
x

=
∫ 1

0
d
du
f(ux)du
x

=
∫ 1

0 xf
′(ux)du
x

=
∫ 1

0
f ′(ux)du.

Como essa nova função dentro da integral é suave, pois é a composição da função suave
f ′(x) com a função suave g(u, x) = ux, e sua derivada com relação a x é suave, e em
particular é contínua, então podemos aplica a regra de Leibniz e obter

d

dx

∫ 1

0
f ′(ux)du =

∫ 1

0

d

dx
f ′(ux)du =

∫ 1

0
uf ′′(ux)du.

Refazendo o processo para ordens superiores da derivada de f(x)
x

, concluímos que ela é
suave.

Supondo o resultado válido para k, vamos provar para k + 1. Temos que h(x) = f(x)
xk

é suave, queremos mostrar que f(x)
xk+1 é suave. Assim f(x)

xk+1 = h(x)
x

. Observe que

h(0) = lim
x→0

h(x) = lim
x→0

f(x)
xk

L′H= lim
x→0

f ′(x)
kxk−1

L′H= · · · L
′H= lim

x→0

f (k)(x)
k! = f (k)(0)

k! = 0.
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Como feito no passo k = 1, h(x)
x

é suave, isto é, f(x)
xk+1 é suave. Portanto, f(x)

xk
é suave.

Para facilitar as contas, existe uma proposição utilizada para verificar se uma curva α
está parametrizada por comprimento de arco, isto é, uma curva regular α : I → R2 está
parametrizada por comprimento de arco se, e só se, para todo t ∈ I, ||α′(t)|| = 1.

Para α(s) = (x(s), y(s)), s ∈ R, uma curva regular parametrizada por comprimento
de arco, para cada s ∈ I, denotamos

t(s) = α′(s) = (x′(s), y′(s)),

como sendo um vetor unitário. Seja n(s) = (−y′(s), x′(s)), um vetor unitário ortogonal a
t(s), tal que a base ortogonal de R2 formada por t(s) e n(s) é positivamente orientada.
O conjunto de vetores t(s) e n(s) é dito referencial de Frenet da curva α em s.
Observe que t(s) e n(s) são funções de I em R2 suaves e para cada s ∈ I os vetores
t′(s) e n′(s) são escritos como combinação linear de t(s) e n(s). Como t(s) é unitário,
temos que t′(s) é ortogonal a t(s) e portanto t′(s) é proporcional a n(s). Este fator de
proporcionalidade, denotado por κ(s), é chamado curvatura de α em s, isto é,

t′(s) = ˇ(s)n(s). (2.1)

Segue da definição de curvatura que

κ(s) = −x′′(s)y′(s) + y′′(s)x′(s).

Aplicando o mesmo raciocínio feito para t(s) em n(s), concluímos que n′(s) é proporcioanl
a t(s) e assim concluímos que

n′(s) = −ˇ(s)t(s). (2.2)
As equações (2.1) e (2.2) são ditas fórmulas de Frenet de uma curva plana.

A interpretação geométrica da curvatura nos diz que a função curvatura indica a
velocidade com que as retas tangentes mudam de direção. Ver ([21], p.43).

Fixando s0 ∈ I, o sinal da curvatura nos indica a direção do vetor n(s0) com relação
a α′′(s0), isto é, se κ(s0) > 0, então n(s0) tem mesmo sentido de α′′(s0), caso contrário,
n(s0) tem sentido contrário ao de α′′(s0). Ver ([21], p.47).

A seguir, temos um dos teoremas mais importantes da teoria, o teorema fundamental
das curvas planas.

Teorema 2.1.2. (TFCP)([21], p. 46) (a) Dada uma função diferenciável κ(s), s ∈ I ⊂ R,
existe uma curva regular α(s), parametrizada pelo comprimento de arco s, cuja curvatura
é κ(s).

(b) A curva α(s) do item (a) é única quando fixamos α(s0) = p0 e α′(s0) = ν0, onde
ν0 é um vetor unitário de R2.

(c) Se duas curvas α(s) e β(s) têm a mesma curvatura, então diferem por sua posição
no plano, isto é, existe uma rotação L e uma translação T em R2, tal que α(s) = (L ◦T ◦
β)(s).

Por fim, vamos definir uma curva utilizada ao longo deste trabalho, principalmente no
Capítulo 3, e um resultado, muito importante na teoria de cálculo.
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Definição 2.1.3. A ciclóide é a curva obtida por um movimento rígido da curva dada
por

c(t) := a(t− sent, 1− cost),

onde a > 0 é chamado de raio da ciclóide.

A seguir, temos um lema muito utilizado neste trabalho, análogo ao Lema de Ha-
damard, no qual podemos expressar uma aplicação suave que se anula em um eixo em
termos de uma função suave e um valor real exatamente de uma maneira conveniente.

Lema 2.1.4. ([2], p. 86) Suponha que f uma função suave em R2 na vizinhaça do 0.
Suponha que f(x, 0) = 0, para todo x na viznhança do 0. Então f(x, y) = yf1(x, y), para
uma função suave f1 definida na vizinhança do 0.

2.1.2 Curvas em R3

Na sequência desta subseção, α denota uma curva regular parametrizada por compri-
mento de arco, a menos de menção contrária. Como ocorre com as curvas planas, toda
curva regular no espaço admite uma reparametrização pelo parâmetro comprimento de
arco. A demonstração destes resultados citados é análoga ao feito para curvas em R2. An-
teriomente vimos uma breve revisão sobre as fórmulas de Frenet, considerando um diedro
ortonormal associado naturalmente a uma curva plana. A seguir, será feito um raciocí-
nio análogo, considerando um triedro ortonormal associado a uma curva regular no espaço.

A curvatura de α em s ∈ I é o número real κ(s) = ||α′′(s)||. Se α é parametrizada
por comprimento de arco, então podemos concluir que α′′(s) é ortogonal a α′(s). Assim,
podemos definir um vetor unitário na direção α′′(s) dada por n(s) = ff′′(s)

ˇ(s) denominado
vetor normal a α em s. A reta normal a α em s0 ∈ I é a reta que passa por α(s0) na
direção do vetor normal em s0. Denotando por t(s) o vetor unitário tangente a α, temos
que ele é ortonormal ao vetor normal e

t′(s) = ˇ(s)n′(s).

Se α tem curvatura estritamente positiva, então podemos definir o vetor b(s) =
t(s)×n(s), como o vetor binormal a α em s. O referencial ortonormal formado pelos
vetores t(s), n(s) e b(s) é chamado triedro de Frenet da curva α em s.
Em cima do triedro de Frenet, podemos construir determinados planos retificante, oscula-
dor e normal. O plano de R3 que contém α(s) e é normal ao vetor t(s) é o plano normal à
curva α em s. O plano que contém α(s) e é normal a b(s) é denominado plano osculador,
e o plano que contém α(s) e é normal a n(s) é o plano retificante da curva α em s.
Como b′(s) é paralelo a n(s), então b′(s) = τ(s)n(s), onde τ(s) é um número real, deno-
miando torção da curva α em s.
De forma análoga ao que foi feito para curvas planas, atráves das derivadas dos vetores
que compõem o triedro de Frenet, obtemos as seguintes fórmulas:

t′(s) = κ(s)n(s),
n′(s) = −κ(s)t(s)− ø(s)b(s),
b′(s) = τ(s)n(s).
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Estas fórmulas acima são denominadas fórmulas de Frenet. Uma das aplicações
do triedro de Frenet útil ao trabalho é a caracterização das curvas planas pelo fato de
terem torção nula. Da interpretação dos planos normal, osculador e retificante, temos a
seguinte proposição

Proposição 2.1.5. ([21], p. 79) Seja α uma curva regular em R3 de curvatura não nula,
para todo s ∈ I. Fixando s0 ∈ I, as seguintes propriedades se verificam:
(a) Para todo s suficientemente próximo de s0, α(s) pertence ao semiespaço determinado
pelo plano retificante, que contém n(s0).
(b) Se τ(s0) < 0, então para todo s suficientemente próximo de s0 α(s) pertence ao
semiespaço determinado pelo plano osculador, que contém -b(s0) (resp. b(s0)) se s < s0
(resp. s > s0). (c) Se τ(s0) > 0, então para todo s suficientemente próximo de s0 α(s)
pertence ao semiespaço determinado pelo plano osculador, que contém b(s0) (resp. -b(s0))
se s < s0 (resp. s > s0).

Vimos que a curvatura determina uma curva plana a menos de sua posição. Temos
também que a curvatura e a torção determinam uma curva a menos de sua posição no
espaço. Uma aplicação F : R3 → R3 é uma isometria de R3 se preserva distâncias isto é,
para todo p1, p2 ∈ R3,

||F (p1)− F (p2)|| = ||p1 − p2||.

Uma transformação ortogonal de R3 é uma aplicação linear C : R3 → R3 que preserva o
produto interno, isto é,

〈C(p1), C(p2)〉 = 〈p1, p2〉, ∀p1, p2 ∈ R3.

Destas definições, concluímos que toda transformação ortogonal é uma isometria e toda
isometria pode ser escrita de forma única como uma composta de translação e uma trans-
formação ortogonal. E mais, esta isometria é diferenciável e sua diferencial coincide com
a transformação ortogonal, isto é, sua diferencial preserva o produto interno.
Observe também que F preserva a orientação (resp. inverte a orientação) se, e somente
se, o determinante da matriz associada a diferencial de F em um ponto p ∈ R3 é igual a
1 (resp. -1).

É de se esperar que duas curvas α e ᾱ tais que α = F ◦ ᾱ, onde F é uma isometria,
tenham a mesma curvatura e torção (a menos de sinal). Por fim nesta seção, enunciamos
um dos teoremas centrais desta teoria, o teorema fundamental das curvas no espaço.

Teorema 2.1.6. (TFCE)([21], p. 91) (a) Dadas duas funções diferenciáveis, κ(s) > 0 e
τ(s), s ∈ I ⊂ R, existe uma curva regular α(s) parametrizada por comprimento de arco,
tal que κ(s) é a curvatura e τ(s) a torção de α em s.
(b) A curva α(s) é a única se fixarmos um ponto α(s0) = p0 ∈ R3, α′(s0) = v1, α′′(s0) =
κ(s0)v2, onde v1, v2 são vetores ortonormais de R3.
(c) Se duas curvas α(s) e β(s) têm a mesma curvatura e torção (a menos de sinal), então
elas coincidem, a menos de uma isometria.

2.2 Geometria diferencial de superfícies em R3

Expomos, nesta seção, definições e resultados sobre superfícies em R3 e sua geometria
diferencial que são importantes para o desenvolvimento deste trabalho. Um subconjunto
M ⊂ R3 é uma superfície regular se, para cada p ∈M , existe uma vizinhança V de p em
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R3 e uma aplicação f : U → V de um aberto U de R2 sobre V ⊂ R3, tal que f seja um
homeomorfismo suave e sua dfq é injetiva, para todo q ∈ U , isto é, sua matriz no ponto q
tem posto 2.
Chamamos de curvas coordenadas de f as curvas da forma α(t) = f(t, c) e β(t) = f(c, t),
onde c ∈ R é uma constante. Note que f é uma imersão (injetiva) de U ⊂ R2 em R3,
ou seja, uma aplicação (injetiva) suave com derivada injetiva em todos os pontos de U .
Como neste trabalho o estudo é local, consideramos no que segue, superfícies M dadas
por uma parametrização f : U → R3, com M = f(U). Consequentemente, temos um
vetor unitário normal a TpM dado por:

N(p) = fx(q)× fy(q)
||fx(q)× fy(q)||

(2.3)

que diremos ser um vetor unitário normal à superfície M em p. Note que o vetor −N(p)
também é um vetor unitário normal a M em p. Assim, é preciso explicitar qual é a
orientação à ser tomada para M , se compatível com (2.3) ou não. A aplicação suave
N : M → S2 é chamada Aplicação Normal de Gauss de M , onde S2 é a esfera unitária
em R3.

A aplicação bilinear simétrica Iq : R2 × R2 → R, dada por Iq(w,w) = 〈w,w〉 = ||w||
é chamada de primeira forma fundamental de M em q. Usaremos a notação Iq(w)
para Iq(w,w). Temos assim que E(q) = 〈fx(q), fx(q)〉, F (q) = 〈fx(q), fy(q)〉 e G(q) =
〈fy(q), fy(q)〉 são funções suaves em U , chamadas de coeficientes da primeira forma funda-
mental deM em q com repeito à parametrização f . Observe que, para w = afx(q)+bfy(q),
temos

Iq(w) = a2E(q) + 2abF (q) + b2G(q).

A segunda forma fundamental de M em p é a forma bilinear simétrica IIq : R2×R2 → R
dada por IIq(w,w) = 〈−dNp(w), w〉, onde denotamos por IIq(w).

Note que, tomando uma parametrização f de M em p = f(q) e escrevendo w1 =
a1fx(q) + b1fy(q) e w2 = a2fx(q) + b2fy(q), segue que IIq(w1, w2) = a1a2l(q) + (a1b2 +
a2b1)m(q) + a2b2n(q), onde

l(q) = 〈−Nx, fx〉(q) = 〈N, fxx〉(q),
m(q) = 〈−Nx, fy〉(q) = 〈N, fxy〉(q) = 〈−Ny, fx〉(q), e
n(q) = 〈−Ny, fy〉(q) = 〈N, fyy〉(q),

são funções suaves em U . Dizemos que l(q), m(q) e n(q) são os coeficientes da se-
gunda forma fundamental de M em p com respeito à parametrização f . Notemos que
IIq(w) = a2l(q) + 2abm(q) + b2n(q), para w = afx(q) + bfy(q).

Seja α : (−ε, ε) → M uma curva suave parametrizada pelo comprimento de arco.
Para cada t ∈ (−ε, ε), o valor aceleração α′′(t) é ortogonal à α′(t) e, portanto, pertence ao
plano gerado pelos vetores N(t) e N(t)× α′(t), onde N(t) = N(α(t)). Podemos escrever

α′′(t) = κg(t)(N(t)× α′(t)) + κn(t)N(t).

Definição 2.2.1. Temos que κn(t) é chamada de curvatura normal de α(t) e κg(t) a
curvatura geodésica de α(t).
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Se a curva não está parametrizada pelo comprimento de arco, a curvatura normal em
p é definida por

κn(t) = IIq

(
α′(t)
||α′(t)||

)
= IIq(α′(t))

Iq(α′(t))
= −〈α

′(t), N ′(t)〉
||α′(t)||2 = 〈α

′′(t), N(t)〉
||α′(t)||2 .

Se p é não umbílico, podemos escrever qualquer vetor unitário w ∈ TpM escrito como
w = cos(θ)w1 +sen(θ)w2, onde w1 e w2 são direções principais unitários. Assim, podemos
concuir que

κn(w) = IIp(w) = κ1 cos2(θ) + κ2sen2(θ).
Portanto, as curvaturas principais são os extremos da curvatura normal em p, quando
θ varia em [0, π]. Uma direção w em p tal que κn(w) = 0 é chamado de direção assin-
tótica. Uma direção é assintótica, portanto, se e somente se IIq(w) = 0. Uma curva
sobre M onde todos os vetores tangentes são direções assintóticas é chamada de curva
assintótica. Diferente da curvatura normal, a curvatura geodésica depende da curva, e
não somente do ponto α(t) e de α′(t). Pode ser mostrado que se α não está parametrizada
por comprimento de arco, a curvatura geodésica é dada por

κg(t) = 〈α
′′(t), N(t)× α′(t)〉
||α′(t)||3 .

Diretamenta da fórmula acima, temos a relação

κ(t)2 = κg(t)2 + κn(t)2, (2.4)

onde κ é a curvatura de uma curva α(t).
Por fim, um teorema que diz que o conhecimento da primeira e segundas formas

fundamentais determina a superfície localmente. Mais precisamente,

Teorema 2.2.2. ([3], p. 282)(Bonnet) Sejam E,F,G, l,m e n funções diferenciáveis
definidas em um conjunto aberto V ⊂ R2, com E > 0, G > 0. Suponha que as funções
dadas satisfaçam formalmente as equações de Gauss e Mainardi-Codazi e que EG−F 2 >
0. Então, para todo q ∈ V existe uma vizinhança U ⊂ V de q e um difeomorfismo ψ :
U → ψ(U) ∈ R3 tal que a superfície regular ψ(U) tem E,F,G, l,m e n como coeficientes
da primeira e segunda formas fundamentais, respectivamente. Além disso, se U é conexo
e se Φ : U → Φ(U) ∈ R3 é um outro difeomorfismo satisfazendo as mesmas condições,
então existe uma translação T e uma transformação ortogonal própria ρ em R3 tal que
ψ = T ◦ ρ ◦ Φ.

2.3 Formas normais de A -classes

Nesta seção, discutiremos o conceito de germes, que nos permite trabalhar localmente
com conjuntos e aplicações, o de determinação finita, que facilita o trabalho, no sentido
que permite reduzir o problema de classificar um certo germe ao estudo de seu k-jato,
que é um polinômio. É interessante trabalhar com germes pois eles contém toda a in-
formação que pode ocorrer em um conjunto ou em uma aplicação em uma vizinhança
suficientemente pequena de um ponto. As singulares são representas de uma classe de
A-equivalências, chamadas de formas normais, que seria os representantes “usuais” de
uma classe. Para mais detalhes, Ver [6].
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Sejam X e Y subconjuntos de Rn contendo o ponto q. Dizemos que X é equivalente a
Y em q se existe um aberto U ⊂ Rn contendo q tal que X|U = Y |U . Assim, temos uma
relação de equivalência bem definida sobre os subconjuntos de Rn que contém q. Essa
classe é chamada germe de X em q e é denotada por (X, q).
Definição 2.3.1. Sejam X e Y abertos de Rn contendo q ∈ Rn e sejam f : X → Rm

e g : Y → Rm duas aplicações. Dizemos que as aplicações f e g são equivalentes (e
denotamos porf ∼ g) se existe um aberto Z ⊂ X ∩ Y contendo q tal que f |Z = g|Z, isto
é, as aplicações f e g coincidem em Z. Esta é uma relação de equivalência e as classes são
chamadas germes de aplicações suave. Os elementos de uma classe são denominados
representantes. Denotamos por f : (X, q)→ Rm a classe de equivalência de f .

Para simplificar, vamos trabalhar com X = Rn e Y = Rm. Uma aplicação f é um
difeomorfismo quando é uma bijeção diferenciável, cuja inversa também é diferenciável.
Logo, sua diferencial é um isomorfismo e através do Teorema da aplicação Inversa, é
provado que a recíproca é válida localmente.

Se supomos que todos os elementos da classe de equivalência de f assumem o mesmo
valor em q, digamos p, denotamos seu germe por f : (Rn, q) → (Rm, p). Caso menção
contrária, no que segue f : (Rn, q) → Rm denota uma aplicação suave. Dizemos que um
germe de aplicação f é suave se um de seus representantes e, portanto todos, é suave
em q. Da mesma forma, dizemos que f é um germe de difeomorfismo se um de seus
representantes é um difeomorfismo local em q.

Denotamos por En o conjunto dos germes de funções suaves na origem de Rn. O con-
junto de todos os germes de aplicações suaves f é denotado por E (n,m), ou simplesmente
por E (n), quando n = m. Note que En = E (n, 1). É natural definirmos uma relação de
equivalência entre germes e buscar por uma classificação para as classes de equivalência,
ou seja, listar representantes para cada classe de equivalência, de tal maneira que sejam da
forma mais simples possível. Tais representantes para as classes são comumente referidos
como formas normais.

Sejam f, g : R2 → R3 germes suaves. Dizemos que f e g são A -equivalentes se existem
difeomorfismos k : R3 → R3 e h : R2 → R2, tais que f = h ◦ g ◦ k−1 e denotamos como
f ∼A g. Também podemos definir A -equivalência para aplicações de forma análoga.
Observe que a A - equivalência preserva singularidades. Desta forma, podemos definir a
cuspidal edge e a swallowtail através da A -equivalência.
Definição 2.3.2. Seja f : U ⊂ R2 → R3 então dizemos que f é uma

1) cuspidal edge quando f é A -equivalente a cuspidal edge usual, isto é
f ∼A (x, y2, y3),

2) swallowtail quando f é A -equivalente a swallowtail usual, isto é
f ∼A (3x4 + x2y, 4x3 + 2xy, y).

3) cross-cap quando f é A -equivalente a cross-cap usual, isto é
f ∼A (x, y2, xy).
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A seguir, faremos uma breve revisão sobre o espaço de k-jatos e as definições de ação
de um grupo e suas órbitas a fim de auxiliar no Capítulo 2, onde faremos um resultado
utilizando esse espaço.

O espaço dos jatos Jk(n,m) é o espaço vetorial real das aplicações f : Rn → Rm onde
cada componente fi de f é um polinômio de grau ≤ k nas coordenadas canônicas x1, . . . xn
de Rn com termo constante nulo. Para cada aplicação f suave e a cada a ∈ Rn, definimos
a aplicação jkf : Rn → Jk(n,m) por jkf(a) é o polinômio de Taylor de f(x + a) − f(a)
de ordem k na origem. Dizemos de jkf(a) é o k-jato de f em a.
O k-jato de um germe f em 0 é o k-jato de algum dos seus representantes em 0. Note
que esta definição não depende da escolha do representante de f em 0. Por fim, uma
ação de um grupo G em um conjunto M é uma aplicação α : G ×M → M definida por
(g, x) 7→ α(g, x) := g.x, tal que 1.x = x e (hg).x = h(g.x), para todo h, g ∈ G e para todo
x ∈ M . Fixando x ∈ M , temos a aplicação αx : G→ M definida por g 7→ αx(g) = g.x é
a órbita de x pela ação de g.



3 GEOMETRIA DE SUPERFÍCIES DE POSTO 111 EM R3R3R3

O objetivo deste capítulo é apresentar parte do artigo [8] que trata da geometria de
superfícies em R3 de posto 1. Este nosso estudo é importante uma vez que cuspidal edges
são superfícies de posto 1. Como nosso estudo é local, por uma superfície de posto 1 em
q ∈ R2 queremos dizer uma aplicação suave f : U ⊂ R2 → R3, com U um aberto de
R2 contendo q, tal que a diferencial de f em q tem posto 1, isto é, dim dfq(R2) = 1, ou
ainda, posto Jf(q) = 1, onde Jf(q) é a matriz jacobiana de f em q. Equivalentemente,
denotando por (x, y) as coordenadas de R2, uma outra condição é que {fx(q), fy(q)} seja
linearmente dependente, onde fx(q) e fy(q) não sejam simultaneamente nulos. Dizemos
ainda que q é um ponto singular de posto 1 de f . Ao conjunto imagem de f também
chamamos de superfície de posto 1.

Nosso principal objetivo é apresentar a definição de curvatura umbílica em p (κu(p)),
onde p = f(q), a qual usamos no Capítulo 4, que é o principal capítulo deste trabalho.

Na sequência de todo este trabalho, a origem de Rn, n > 1, será denotada também
por 0. Omitiremos aqui várias demonstrações, uma vez que elas estão detalhadas na
Dissertação [14], dando preferência aos exemplos que ilustram as definições e resultados.

Exemplo 3.0.1. (a) A superfície f : R2 → R3 dada por f(x, y) = (x, y2, y3), é chamada
cuspidal edge usual, e sua imagem é dada na Figura 3.1, esquerda. Temos fx(x, y) =
(1, 0, 0) e fy(x, y) = (0, 2y, 3y2). Logo, q = (x, 0) é um ponto singular de posto 1 de f ,
para todo x ∈ R. Portanto, a cuspidal edge usual é uma superfície singular de posto 1
em q.

(b) A superfície f : R2 → R3 dada por f(x, y) = (x, y2, xy), é chamada cross-
cap usual e sua imagem é dada na Figura 3.1, centro. Temos fx(x, y) = (1, 0, y) e
fy(x, y) = (0, 2y, x). Portanto a cross-cap usual é uma superfície singular de posto 1
em q = (0, 0).

(c) A superfície f : R2 → R3 dada por f(x, y) = (3x4 + x2y, 4x3 + 2xy, y), é chamada
swallowtail usual e sua imagem é dada na Figura 3.1, direita. Como fx(x, y) = (12x3 +
2xy, 12x2 + 2y, 0) e fy(x, y) = (x2, 2x, 1), então os pontos da forma q = (x,−6x2) são
pontos singulares de posto 1 de f , para todo x ∈ R.

2

Figura 3.1: Cuspidal edge, cross-cap e swallowtail usuais do Exemplo 3.0.1.
Fonte: Feita pelo autor.
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Em todo este capítulo, U denotará um aberto de R2 e f : U ⊂ R2 → R3 uma
aplicação suave de posto 1 em q ∈ U , com f(q) = p. Além disso, M = f(U), (x, y)
denota as coordenadas de R2 com relação a base canônica {e1, e2} e (u, v, w) denota as
coordenadas de R3 com relação a base canônica {e1, e2, e3}.

3.1 Primeira e segunda formas fundamentais para superfícies de posto 1

Definição 3.1.1. A métrica euclidiana em R3 induz uma pseudométrica em R2

Iq : R2 × R2 → R

definida por
Iq((x, y), (x′, y′)) = 〈dfq(x, y), dfq(x′, y′)〉,

chamada de primeira forma fundamental de M = f(U) em q.

Observe que I não é uma métrica sobre R2 pois, dado (x, y) ∈ Ker(dfq) não nulo,
tem-se que 〈dfq(x, y), dfq(x, y)〉 = 0.

Definição 3.1.2. Os coeficientes da primeira forma fundamental de M em q
são as funções dadas por:

E(q) = Iq(e1, e1) = 〈fx(q), fx(q)〉,
F (q) = Iq(e1, e2) = 〈fx(q), fy(q)〉,
G(q) = Iq(e2, e2) = 〈fy(q), fy(q)〉.

Dado (x, y) ∈ R2, obtemos

Iq((x, y), (x, y)) = 〈dfq(x, y), dfq(x, y)〉 = 〈xfx(q) + yfy(q), xfx(q) + yfy(q)〉
= x2〈fx(q), fx(q)〉+ 2xy〈fx(q), fy(q)〉+ y2〈fy(q), fy(q)〉
= x2E(q) + 2xyF (q) + y2G(q).

Exemplo 3.1.3. Seja M = f(U) qualquer uma das superfícies estudadas no Exemplo
3.0.1.

(a) Para a cuspidal edge usual temos fx(x, 0) = (1, 0, 0) e fy(x, 0) = (0, 0, 0). Logo,
E(q) = 1 e F (q) = G(q) = 0. Assim, para (x, y) ∈ R2, temos que a primeira forma
fundamental de M no ponto singular q = (x, 0) é dada por Iq((x, y), (x, y)) = x2.

(b) Para a cross-cap usual, como fx(0, 0) = (1, 0, 0) e fy(0, 0) = (0, 0, 0) temos que sua
primeira forma fundamental em q = (0, 0) coincide com a da cuspidal edge usual.

(c) Para o swallowtail usual, para q = (x,−6x2) temos fx(q) = (0, 0, 0) e fy(q) =
(x2, 2x, 1). Logo, E(q) = F (q) = 0 e G(q) = x4 + 4x2 + 1. Logo, para (x′, y′) ∈ R2,
Iq((x′, y′), (x′, y′)) = y′2(x4 + 4x2 + 1). 2
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A reta tangente a M = f(U) em p = f(q), denotada por TpM , é a reta que passa por
p e é paralela ao subespaço de dimensão 1 dada por dfq(R2), que sabemos ser uma reta
em R3 pois f tem posto 1 em q. O plano normal a M em p, denotado por NpM , é o
plano perpendicular à reta TpM . Assim, temos que

TpR3 = TpM ⊕NpM,

onde ⊕ denota a soma direta de espaços vetoriais e TpR3 é o espaço tangente a R3 em p,
ou seja, é o espaço vetorial {(p, v); v ∈ R3}, com as operações

(p, v) + (p,w) = (p, v + w)
λ(p, v) = (p, λv), (3.1)

para λ ∈ R e v,w ∈ R3, o qual é isomorfo a R3. Note que a origem de TpR3 é o vetor
(p, 0). Vamos denotar (p, v) ∈ TpR3 por vp, ou simplesmente por v para simplificar a
notação. Geometricamente, vp é o vetor em R3 com ponto inicial em p e final em p + v.
Assim, a origem de TpR3 é o próprio p.

Exemplo 3.1.4. Considerando as matrizes jacobianas das aplicações dos itens (a) e (b) do
Exemplo 3.0.1, obtemos que a reta tangente e o plano normal na origem da cuspidal edge
e cross-cap usuais são retas e planos paralelos aos o eixo-u e plano-vw, respectivamente.
Para swallowtail usual, a reta tangente na origem é paralela ao eixo-w e o plano normal
na origem é paralelo ao plano-uv. 2

Definição 3.1.5. A segunda forma fundamental de f em q é a aplicação

IIq : R2 × R2 → NpM

definida como segue. Definimos:

IIq(e1, e1) = f⊥xx(q), IIq(e1, e2) = f⊥xy(q) e IIq(e2, e2) = f⊥yy(q),

onde, para v ∈ R3, v⊥ denota a projeção ortogonal do vetor vp sobre NqM , e estendemos
IIq para R2 × R2 de modo único como uma aplicação bilinear simétrica.

Tomando (x, y), (x′, y′) ∈ R2, temos

IIq((x, y), (x′, y′)) = IIq(xe1 + ye2, x
′e1 + y′e2)

= xx′IIq(e1, e1) + xy′IIq(e1, e2) + yx′IIq(e2, e1) + yy′IIq(e2, e2)
= xx′f⊥xx(q) + (xy′ + yx′)f⊥xy(q) + yy′f⊥yy(q).

Assim, em particular obtemos:

IIq((x, y), (x, y)) = x2f⊥xx(q) + 2xyf⊥xy(q) + y2f⊥yy(q) (3.2)

Quando usamos uma outra base para R2 que não a canônica para calcular a segunda
forma fundamental, obtêm-se a mesma aplicação bilinear simétrica. Ou seja, vale o se-
guinte lema.
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Lema 3.1.6. ([8], p.108) A definição da segunda forma fundamental não depende da
escolha de coordenadas em R2.

Exemplo 3.1.7. Considerando as superfícies estudadas nos Exemplos 3.0.1 e 3.1.4, e to-
mando a base ortonormal {e2, e3} deNpM =plano-vw para os itens (a) e (b) e {e1, e2} para
o item (c), calculemos suas respectivas segundas formas fundamentais de f em q = (0, 0).
Tomando (x, y) ∈ R2, temos:

(a) Seja M = f(U) a cuspidal edge usual. Temos, f⊥xx(q) = f⊥xy(q) = (0, 0, 0) e
f⊥yy(q) = (0, 2, 0). Portanto,

IIq((x, y), (x, y)) = (0, 2y2, 0).

(b) Seja M = f(U) a cross-cap usual. Temos, f⊥xx(q) = (0, 0, 0), f⊥xy(q) = (0, 0, 1) e
f⊥yy(q) = (0, 2, 0). Portanto,

IIq((x, y), (x, y)) = (0, 2y2, 2xy)

(c) Seja M = f(U) o swallowtail usual. Temos f⊥xx(q) = (0, 0, 0) e f⊥xy(q) = fyy(q) =
(0, 2, 0). Portanto,

IIq((x, y), (x, y)) = (0, 4xy, 0).
2

Note que neste exemplo, por abuso de linguagem, denotamos (e1)p, (e2)p e (e3)p por
e1, e2 e e3, isto é,(e1)p = e1, (e2)p = e2 e (e3)p = e3 por p = (0, 0, 0).

Definição 3.1.8. Seja ν ∈ NpM . A segunda forma fundamental de f em q ao
longo de ν é a aplicação IIν : R2 × R2 → R definida por

IIν((x, y), (x′, y′)) = 〈IIq((x, y), (x′, y′)), ν〉,

e os coeficientes da segunda forma fundamental de f em q ao longo de ν em
q por:

lν(q) = 〈IIq(e1, e1), ν〉 = 〈f⊥xx(q), ν〉, mν(q) = 〈IIq(e1, e2), ν〉 = 〈f⊥xy(q), ν〉

e nν(q) = 〈IIq(e2, e2), ν〉 = 〈f⊥yy(q), ν〉.

Dados (x, y), (x′, y′) ∈ R2, temos:

IIν((x, y), (x′, y′)) = 〈IIq((x, y), (x′, y′)), ν〉 = 〈xx′f⊥xx(q) + (xy′ + yx′)f⊥xy(q)
+ yy′f⊥yy(q), ν〉 = xx′〈f⊥xx(q), ν〉+ (xy′ + x′y)〈f⊥xy(q), ν〉
+ yy′〈f⊥yy(q), ν〉 = xx′lν(q) + (xy′ + x′y)mν(q) + yy′nν(q).
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Assim, em particular obtemos:

IIν((x, y), (x, y)) = x2lν(q) + 2xymν(q) + y2nν(q). (3.3)

Fixando uma base ortonormal {ν1, ν2} de NpM , como IIq((x, y), (x, y)) ∈ NpM , ob-
temos:

IIq((x, y), (x, y)) = 〈IIq((x, y), (x, y)), ν1〉ν1 + 〈IIq((x, y), (x, y)), ν2〉ν2 (3.4)
= IIν1((x, y), (x, y))ν1 + IIν2((x, y), (x, y))ν2.

De (3.3) obtemos:

IIq((x, y), (x, y)) = (x2lν1(q) + 2xymν1(q) + y2nν1(q))ν1 + (x2lν2(q) + 2xymν2(q)
+ y2nν , (q))ν2.

(3.5)

Exemplo 3.1.9. Considerando as superfícies estudadas nos Exemplos 3.0.1, 3.1.4 e 3.1.7,
calculemos suas respectivas segundas formas fundamentais ao longo de ν = (0, ν2, ν3) para
os itens (a) e (b) e ν = (ν1, ν2) para o item (c) e seus coeficientes em q = (0, 0). Tomando
(x, y) ∈ R2, temos:

(a) Seja M = f(U) a cuspidal edge usual. Temos, lν(q) = mν(q) = 0 e nν(q) = 2ν2.
De (3.3), obtemos:

IIν((x, y), (x, y)) = 2ν2y
2.

(b) Seja M = f(U) a cross-cap usual. Temos lν(q) = 0, mν(q) = ν3 e nν(q) = 2ν2. De
(3.3), obtemos:

IIν((x, y), (x, y)) = 2ν2y
2 + 2ν3xy.

(c) Seja M = f(U) o swallowtail usual. Temos lν(q) = 0 e mν(q) = nν(q) = 2ν2. De
(3.3), obtemos:

IIν((x, y), (x, y)) = 2ν2(2xy + y2).
2

3.2 Parábola de curvatura

Definição 3.2.1. Sejam Cq o subconjunto de R2 formado por todos os vetores unitários
com relação a pseudométrica Iq e ηq : Cq → NpM a aplicação dada por

ηq(x, y) = IIq((x, y), (x, y)).

A parábola de curvatura de M = f(U) em p = f(q), a qual denotamos por ∆p, é a
imagem de ηq, isto é, ∆p = ηq(Cq).
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Dado que Cq = {(x, y) ∈ R2;
√
Iq((x, y), (x, y)) = 1}. Temos:

∆p = ηq(Cq) = {IIq((x, y), (x, y)); Iq((x, y), (x, y)) = 1} ⊂ NpM.

Exemplo 3.2.2. Considere o obtido nos Exemplos 3.1.3 e 3.1.7, onde q = (0, 0) é o ponto
singular, f(q) = p = (0, 0, 0) e (x, y) ∈ R2. Para os itens (a) e (b), Iq((x, y), (x, y)) = x2,
então Cq = {(x, y) ∈ R2;x = ±1}.

(a) Seja M = f(U) a cuspidal edge usual. Como IIq((x, y), (x, y)) = (0, 2y2, 0), então

ηq(Cq) = {(0, 2y2, 0); y ∈ R}.

Logo a parábola de curvatura ∆p deM é a semirreta parametrizada por α(y) = (0, 2y2, 0).
Neste caso, dizemos que a extremidade da semireta é o vértice de ∆p. Ver Figura 3.2,
esquerda.

(b) Seja M = f(U) a cross-cap usual. Como IIq((x, y), (x, y)) = (0, 2y2, 2xy), então

ηq(Cq) = {(0, 2y2, 2xy); y ∈ R}.

Logo a parábola de curvatura ∆p de M é uma parábola não degenerada em NpM e pode
ser parametrizada por α(y) = (0, 2y2, 2y). Ver Figura 3.2, centro.

(c) Seja M = f(U) o swallowtail usual. Como IIq((x, y), (x, y)) = (0, 4xy, 0), então

ηq(Cq) = {(0, 4xy, 0); y ∈ R}.

Logo a parábola de curvatura ∆p de M é uma reta em NpM passando pela origem
parametrizada por α(y) = (0, 4y, 0). Ver Figura 3.2, direita. 2

Figura 3.2: Cuspidal edge, cross-cap e swallowtail usuais do Exemplo 3.2.2
Fonte: primeira e segunda figura: Nunez, 2018, p. 80. Terceira figura, feita do autor.

Observação 3.2.3. Como f tem posto 1 em q, podemos escolher um sistema de coorde-
nadas em R2 e realizar uma rotação em R3 de tal forma que f pode ser escrita como

f(x, y) = (x, f2(x, y), f3(x, y)),

onde (fi)x(q) = (fi)y(q) = 0, i = 2, 3. Neste caso, a reta tangente a M = f(U) em
p = f(q) é paralela ao eixo-u e o plano normal é o plano-vw, onde estamos denotando
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por (u, v, w) as coordenadas de R3. Além disso, E(q) = 1 e F (q) = G(q) = 0 e, dado
(x, y) ∈ Cq, temos

Iq((x, y), (x, y)) = x2E(q) + 2xyF (q) + y2G(q) = 1⇔ x = ±1.

Então, fixando {ν1, ν2} base ortonormal de NpM e usando (3.5), obtemos que

α(y) = (0, lν1(q) + 2ymν1(q) + y2nν1(q), lν2(q) + 2ymν2(q) + y2nν2(q)), (3.6)

é uma parametrização para a parábola de curvatura∆p no plano normal deM em p. Além
disso, ∆p é uma parábola no plano normal, a qual se degenera em uma reta, semirreta ou
a um ponto se, e somente se, sua curvatura se anula ou, equivalentemente, mν1(q)nν2(q)−
mν2(q)nν1(q) = 0. Para detalhes da demonstração ver [14], p. 81. 2

Veremos a seguir um resultado que distingui os diferentes casos da parábola de curva-
tura. O seguinte resultado encontrado em [12], nos dá uma partição de todos os germes
de aplicação f de posto 1 na vizinhança da origem de acordo com seu 2-jato sob a ação de
A 2, que denota o espaço de 2-jatos de difeomorfismos na fonte e na meta. Vamos denotar
por J2(2, 3) o espaço de 2-jatos j2f(0, 0) dos germes de aplicação f e por Σ1J2(2, 3) o
subconjunto de 2-jatos de posto 1.

Proposição 3.2.4. ([8], p. 111) Existem quatro órbitas em Σ1J2(2, 3) sob a ação de A 2,
que são

(x, y2, xy), (x, y2, 0), (x, xy, 0) e (x, 0, 0).

No próximo teorema, mostramos que a parábola de curvatura pode ser facilmente
usada para distinguir entre os quatro tipos de singularidades de posto 1, apenas olhando
para o tipo de degeneração da parábola de curvatura.

Teorema 3.2.5. ([8], p. 111) Seja M = f(U) uma superfície de posto 1 em p = f(q),
onde q e p são as origens de R2 e R3, respecitvamente. Então os seguintes itens são
válidos:
(a) ∆p é uma parábola não degenerada se, e somente se, j2f(0) ∼ (x, y2, xy);
(b) ∆p é uma semirreta se, e somente se, j2f(0) ∼ (x, y2, 0);
(c) ∆p é uma reta se, e somente se, j2f(0) ∼ (x, xy, 0);
(d) ∆p é um ponto se, e somente se, j2f(0) ∼ (x, 0, 0).

Exemplo 3.2.6. Vimos no Exemplo 3.2.2 que a parábola de curvatura da cuspidal edge
usual é uma semirreta, da cross-cap usual é uma parábola não degenerada e do swallowtail
usual é uma reta. O teorema acima diz que o tipo de parábola de curvatura é invariante
pela A -equivalência e, portanto, a parábola de curvatura da cross-cap, cuspidal edge e
swallowtail são, respectivamente, parábolas não degeneradas, semirretas e retas. 2

3.3 Direções assintóticas e binormais

Veremos agora duas definições importantes para o estudo da curvatura umbílica. No
que segue, M = f(U) ⊂ R3 continuará denotando uma superfície de posto 1 em f(q) = p
e ∆p sua parábola de curvatura em p.
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Definição 3.3.1. Dizemos que uma direção dada por um vetor não nulo u ∈ R2 é assin-
tótica se existe um vetor não nulo ν ∈ NpM tal que IIν(u, v) = 0, para todo v ∈ R2. Além
disso, neste caso dizemos que ν é uma direção binormal associada a direção assintótica
u.

Desta definição, podemos observar o seguinte:

(a) A definição de “direção” assintótica faz sentido pois, se u ∈ R2 é direção assintótica,
então λu também é uma direção assintótica, para todo λ real. De fato, para todo v em
R2, da bilinearidade da segunda forma fundamental e do produto interno, obtemos:

IIν(λu, v) = 〈IIq(λu, v), ν〉 = λ〈IIq(u, v),˚〉 = 0,

onde ν é direção binormal associada a u.

(b) Se u é uma direção assintótica unitária, isto é, u ∈ Cq, e ν uma direção binormal
associada então a reta que passa por p e é perpendicular a ν contém um ponto da parábola
de curvatura∆p. De fato, da definição temos, 〈IIq(u, v), ν〉 = 0,∀v ∈ R2, ou seja, IIq(u, v)
é um vetor de NpM perpendicular a ν. Em particular, tomando v=u, temos que o vetor
IIq(u, u), o qual corresponde a um ponto de ∆p, é perpendicular a direção binormal ν,
ou seja, a reta que passa por p e é perpendicular a ν contém um ponto da parábola de
curvatura ∆p, como afirmamos.

Exemplo 3.3.2. Tomemos u = (x, y) ∈ R2, p a origem do R3 e ν = (0, ν2, ν3) ∈ NpM
não nulo. Sejam M = f(U) qualquer uma das superfícies estudadas no Exemplo 3.1.9.

(a) Seja M = f(U) a cuspidal edge usual. Então u é uma direção assintótica de M se
existe ν tal que, para todo v = (x′, y′) ∈ R2, IIν(u, v) = 2ν2yy

′ = 0. Assim toda direção u
∈ R2 é assintótica, pois basta toma ν = (0, 0, ν3) com ν3 6= 0 como direção binormal as-
sociada. Em particular, se tomarmos a direção assintótica da forma u=(x, 0), com x 6= 0,
qualquer direção em NpM é direção binormal associada a u.

(b) Seja M = f(U) a cross-cap usual. Então u é uma direção assintótica de M se
existe ν tal que, para todo v = (x′, y′) ∈ R2, IIν(u, v) = 2ν2yy

′+ν3(xy′+yx′) = 0. Assim,
u=(x, 0) é direção assintótica, pois basta tomar ν = (0, ν2, 0) com ν2 6= 0 como direção
binormal associada.

(c) Seja M = f(U) o swallowtail usual. Então u é uma direção assintótica de M se
existe ν tal que, para todo v = (x′, y′) ∈ R2, IIν(u, v) = 4(xy′ + yx′)v2 + 2yy′ν2 = 0.
Assim, toda direção u ∈ R2 é assintótica, pois basta toma ν = (0, 0, v3) com v3 6= 0 como
direção binormal associada. 2

Considerando {ν1, ν2} uma base ortonormal de NpM , vamos buscar no resultado a
seguir condições para que uma direção tangente u ∈ R2 seja assintótica. Sua demonstração
pode ser encontrada com detalhes em [14], p. 24.

Proposição 3.3.3. ([8], p.115) Uma direção u= xe1+ye2 ∈ R2 é assintótica se, e somente
se,

det

 y2 −xy x2

lν1(q) mν1(q) nν1(q)
lν2(q) mν2(q) nν2(q)

 = 0.
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Definição 3.3.4. Chamamos a direção dada pelo núcleo de dfq de direção nula, ou seja,
todo vetor em R2 pertencente ao núcleo de dfq é uma direção nula.

Considere f como na Observação 3.2.3, com q e p a origem de R2 e R3, respectivamente.
Como fx = (1, (f2)x, (f3)x) e fy = (0, (f2)y, (f3)y) então o núcleo de dfq é o eixo-y, ou seja,
a direção dada por e2 = (0, 1) é direção nula. Além disso, Cq = {(±1, y)} e a parábola de
curvatura ∆p é parametrizada por (3.6).

Proposição 3.3.5. ([8], p. 116) Nas condições acima, temos:
(a) A direção (1, y) ∈ R2 é assintótica se, e somente se, α(y) e α′(y) são colineares, onde
α é a parametrização de ∆p dada em (3.6).
(b) A direção nula e2 é assintótica se, e somente se, ∆p é uma parábola degenerada.

O resultado acima é referente ao Lema 2.5, p.116 de [8], juntamente com a Proposição
4.18, p. 95 de [14].

Por abuso de linguagem, o parâmetro y ∈ R correspondente a uma direção assintótica
(1, y) também é dito direção assintótica. Vamos adicionar um parâmetro ao domínio de
α e α′, denotado por y∞, correspondente a direção nula e2, da seguinte maneira:

• Se ∆p é uma semireta ou uma reta,

α(y∞) = α′(y∞) := α′(y)
||α′(y)|| ,

onde y > 0 é qualquer valor tal que α′(y) 6= 0.

• Se ∆p é um ponto,
α(y∞) := ∆p e α

′(y∞) := 0.

• Se ∆p é uma parábola não degenerada, α(y∞) e α′(y∞) não estão definidos.

Também chamaremos o parâmetro y∞ de direção assintótica.
Considerando a Proposição 3.3.5, vamos analisar as possibilidades para as direções

assintóticas em R ∪ {y∞} para cada tipo de parábola de curvatura, uma vez que α(y) e
α′(y) devem ser colineares. Ver Figura 3.3.

(1) Se ∆p é uma parábola não degenerada então, para que α(y) e α′(y) sejam colinea-
res, a reta tangente a ∆p no parâmetro y deve passar pela origem p de NpM . Logo, podem
existir 0, 1 ou 2 direções assintóticas que ocorrem quando p está no interior, pertence ou
está no exterior de ∆p, respectivamente.

(2) Se ∆p é uma semirreta, então, para que α(y) e α′(y) sejam colineares, com y 6= y∞,
basta que um desses vetores de NpM seja nulo, ou que a reta que contém ∆p passe por
p. Assim, temos dois casos:

• Se a reta contendo ∆p não passa por p então existem duas direções assintóticas
{yv, y∞}, onde yv é o vértice de ∆p, pois α′(y) = 0.
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• Se a reta contendo ∆p passa por p então todo y ∈ R ∪ {y∞} é direção assintótica.

(3) Quando ∆p é uma reta, então α(y) e α′(y), y 6= y∞, são colineares se, e somente
se, ∆p passa por p. Assim, temos dois casos:

• Se a reta não contém p então y∞ é a única direção assintótica.

• Se a reta contém p então cada y ∈ R ∪ {y∞} é uma direção assintótica.

(4) Se ∆p é um ponto, então todo y ∈ R ∪ {y∞} é direção assintótica, uma vez que
α′(y) = 0.

Figura 3.3: Possibilidades para ∆p e o conjunto A das direções assintóticas de M em
NpM . Fonte: Nunez, 2018, p. 97.

Das considerações e resultados anteriores, concluímos o seguintes resultado.

Proposição 3.3.6. ([8], p. 117) Uma direção ν ∈ NpM é binormal se, e somente se,
existe uma direção assintótica y ∈ R∪{y∞} tal que ν é ortogonal ao subespaço gerado por
α(y) e α′(y).

Da mesma forma que fizemos anteriormente para direções assintóticas, vamos analisar
as possibilidades para direções binormais de M em NpM , utilizando da Proposição 3.3.6.
Ver figura 3.4.

(1) Se ∆p é uma parábola não degenerada, então podem existir 0, 1 ou 2 direções
binormais, uma para cada direção assintótica. Cada direção binormal é perpendicular a
reta tangente à ∆p que passa por p.
(2) Se ∆p é uma semirreta existem três casos:

• Se a reta que contém ∆p não passa por p então temos 2 direções binormais, uma
para cada direção assintótica. Mais precisamente, uma direção perpendicular à reta
que contém ∆p (associada a y∞), e a outra é perpendicular à reta que passa por p
e pelo vértice de ∆p (associada a yv).
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• Se a reta que contém ∆p passa por p, mas o vértice da parábola não é o ponto p,
então temos apenas uma direção binormal, ortogonal a α′(y), com y 6= yv.

• Se o vértice de∆p é o ponto p então a direção assintótica yv satisfaz α(yv) = α′(yv) =
0 e, daí, todas as direções do plano normal são binormais. No caso de y 6= yv, são
os vetores ortogonais a reta que contém ∆p.

(3) Se ∆p é uma reta então existe apenas uma direção binormal, a qual é perpendicular
a ∆p.

(4) Se ∆p é um ponto, temos dois casos:

• Se ∆p 6= {p} então temos apenas uma direção binormal (a direção ortogonal a reta
que passa por p e ∆p).

• Se ∆p = {p} então qualquer direção do plano normal é binormal, uma vez que o
espaço gerado por α(y) e α′(y) é apenas o ponto p.

Figura 3.4: Possibilidades para ∆p, o conjunto A das direções binormais de M em NpM .
Fonte: Nunez, 2018, p. 98.

3.4 Curvatura umbílica

SuponhaM = f(U) cuja parábola de curvatura ∆p é uma parábola degenerada. Dada
{ν1, ν2}, base ortonormal de NpM e v∈ R2, de (3.4) temos a seguinte relação

IIq(v, v) = 〈IIq(v, v),˚1〉˚1 + 〈IIq(v, v),˚2〉˚2.

Vamos considerar uma base especial para NpM . Suponha que ∆p seja uma reta ou
uma semirreta. Vamos denotar por ν∞ a direção binormal infinita, ou seja, a direção
binormal associada a direção assintótica y∞, de modo que a base ortonormal de NpM

{α(y∞), ν∞} (3.7)
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seja positiva. Suponha agora que ∆p seja um ponto diferente da origem de NpM . Então
α(y) é um vetor constante não nulo. Seja ν direção binormal tal que a base ortonormal
de NpM {

ν,
α(y)
||α(y)||

}
(3.8)

seja positiva.

Definição 3.4.1. As bases dadas em 3.7 e 3.8 são chamadas de bases adaptadas de
NpM . Quando ∆p = {p}, qualquer base ortonomal positiva de NpM é chamada de base
adaptada. Ver Figura 3.5.

Figura 3.5: Bases adaptadas de NpM . Fonte: Nunez, 2018, p.99.

Exemplo 3.4.2. Seja M = f(U) qualquer uma das superfícies estudadas no Exemplo
3.2.2. Relembrando que nos três casos, NpM= plano-vw, vamos calcular a base adaptada
de NpM , tomando q = (0, 0) e p = f(q) = (0, 0, 0).

(a) Seja M a cuspidal edge usual. Sua parábola de curvatura é a semirreta parame-
trizada por α(y) = (0, 2y2, 0), cujo vértice é a origem. A base adaptada de NpM é dada
por (3.7), sendo:

α(y∞) = α′(y) := α′(y)
||α′(y)|| = (0, 1, 0).

Para que {α(y∞), ν∞} seja uma base adaptada, a direção binormal ν∞ associada a y∞
deve ter norma 1 e ser ortogonal a (0, 1, 0). Assim, tomando ν∞ = (0, 0, 1), obtemos
{(0, 1, 0), (0, 0, 1)} base adaptada de NpM .

(b) Seja M a cross-cap usual. Sua parábola de curvatura ∆p é a parábola não dege-
nerada parametrizada por α(y) = (0, 2y2, 2y). Logo, não podemos realizar o cálculo da
base adaptada de NpM , pois α(y∞) e α′(y∞) não estão definidos.
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(c) Seja M o swallowtail usual. Sua parábola de curvatura é a reta passando pela
origem parametrizada por α(y) = (0, 4y, 0). Então neste caso, a base adaptada de NpM
é dada por (3.7), com

α(y∞) = α′(y) := α′(y)
||α′(y)|| = (0, 1, 0).

Assim, {α(y∞), ν∞} é base adaptada, onde ν∞ = (0, 0, 1). 2

Dado v ∈ Cq temos IIq(v, v) ∈ ∆p. Assim, segue da definição que em uma base
adaptada {ν1, ν2} de NpM , IIν2(v, v) não depende de v ∈ Cq, a menos de sinal.

Definição 3.4.3. Seja M = f(U) cuja parábola de curvatura é degenerada. Dado um
vetor v ∈ Cq e uma base adaptada {ν1, ν2} de NpM , chamamos o número não negativo

κu(p) = |〈IIq(v, v), ν2〉| = |IIν2(v, v)|

de curvatura umbílica de M em f(q) = p.

Exemplo 3.4.4. Utilizando os cálculos do Exemplo 3.4.2, obtemos a curvatura umbílica
de M = f(U) em p = (0, 0, 0). Dado v = (x, y) ∈ Cq, com q = (0, 0), temos:

(a) Seja M a cuspidal edge usual. Como IIq((x, y), (x, y)) = (0, 2y2, 0) e ν2 = ν∞ =
= (0, 0, 1), a curvatura umbílica de M = f(U) em q é dada por:

κu(p) = |〈IIq(v, v), ν2〉| = |〈(0, 2y2, 0), (0, 0, 1)〉| = 0.

(b) SejaM o swallowtail usual. Como IIq((x, y), (x, y)) = (0, 4xy, 0) e ν2 = ν∞ = (0, 0, 1),
a curvatura umbílica de M = f(U) em q é dada por:

κu(p) = |〈IIq(v, v), ν2〉| = |〈(0, 4xy, 0), (0, 0, 1)〉| = 0.

2

Observação 3.4.5. Superfícies de mesmo traço nem sempre tem mesma curvatura um-
bílica. De fato, sabemos que M = f(U) onde

f(x, y) = (x, (y3 + x)2, (y3 + x)3)

tem mesmo traço que a cuspidal edge usual, porém, a curvatura umbílica da cuspidal edge
usual é 0. Para esta outra parametrização, a reta tangente e o plano normal coincidem
com as da cuspidal edge usual. Para (x, y) ∈ R2, temos que Iq((x, y), (x, y)) = x2 e
IIq((x, y), (x, y)) = (0, 2x2, 0). Assim, a parábola de curvatura ∆p de M = f(U) em
p = (0, 0, 0) é apenas o ponto {(0, 2, 0)}. Logo, {(0, 1, 0), (0, 0, 1)} é base adaptada para
NpM . Portanto, ∀v = (x, y) ∈ Cq,

κu(p) = |〈IIq(v, v), ν2〉| = |〈(0, 2, 0), (0, 1, 0)〉| = 2 6= 0,

como queríamos. 2
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Note que nesta observação também concluímos que a segunda forma fundamental e
a parábola de curvatura dependem da parametrização de f . A seguir, vamos fazer a
interpretação geométrica da curvatura umbílica, de acordo com as possibilidades para a
parábola de curvatura ∆p.

Observação 3.4.6. (a) Se ∆p é um ponto, segue diretamente da definição de κu(p) que
κu(p) é a distância entre ∆p e p. Neste caso, κu(p) = 0 se, e somente se, ∆p = {p}.

(b) Se ∆p é uma semirreta ou uma reta, então κu(p) é a medida da projeção de ∆p na
direção dada por ν∞. De fato, como∆p é uma reta ou semirreta, então uma base adaptada
é da forma {α(y∞), ν∞}. Logo, pela interpretação da Figura (3.4), a curvatura umbílica
é a medida da projeção de ∆p na direção dada por ν∞, uma vez que este é perpendicular
à reta que contém p. Neste caso, κu(p) = 0 se, e somente se, ∆p está contida na reta
passando por p na direção de α′(y). Ver Figura 3.6.

Figura 3.6: Interpretação geométrica de κu em NpM , considerando uma base adaptada.
Fonte: Nunez, 2018, p. 101.

Então obtemos

κu(p) =
∣∣∣∣∣
〈
α(y), α′(y)

||α′(y)|| × v
〉∣∣∣∣∣ = 1

||α′(y)|| | det(α(y), α′(y), v)|,

onde α é a parametrização de ∆p, v vetor unitário em TpM e y um número real tal que
α′(y) 6= 0. Como a curvatura umbílica pode ser vista como a distância entre p e a reta
que contém ∆p, também obtemos a expressão:

κu(p) = ||α(y)× α′(y)||
||α′(y)|| ,

a qual não depende de y, com α′(y) 6= 0.

(c) Para qualquer v ∈ R2 e {ν1, ν2} base adaptada de NpM , vale

κu(p) = |IIν2(v, v)|
Iq(v, v) .

De fato,

|IIν2(v, v)| = ||v||2
∣∣∣∣∣IIν2

(
v
||v|| ,

v
||v||

)∣∣∣∣∣ = Iq(v, v)κu(p),
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considerando a pseudométrica induzida de Iq. Observe que existe uma fórmula seme-
lhante para curvatura normal κn em pontos regulares. Assim, a direção binormal infinita
ν∞, quando ∆p é uma reta ou semirreta, faz o papel do vetor normal principal de uma
superfície regular. Além disso, quando κn é constante, obtemos os pontos umbílicos da
superfície. Para o caso de superfícies singulares de posto 1, com ∆p sendo uma reta ou
semirreta, temos κu(p) = |IIν2 (v,v)|

Iq(v,v) constante. Portanto, temos a motivação para o nome
de curvatura umbílica.

(d) Segue de (a) e (b) que a definição de curvatura umbílica não depende da esco-
lha da base adaptada de NpM e nem da parametrização de α, mas pode depender da
parametrização de M = f(U), como mostra a Observação 3.4.5.





4 GEOMETRIA DE FRENTES DE ONDA

O objetivo desse capítulo é estudar parte do artigo [17] que trata da geometria de
frentes de onda em R2 e R3, definidas neste capítulo. Este estudo é importante uma vez
que cuspidal edges são imagens de frentes de onda, assim como outros exemplos citados
no Capítulo 1, como a cross-cap e o swallowtail. No que segue, f : U ⊂ R2 → R3 denota
uma aplicação suave em q ∈ U , com f(q) = p, onde U é um aberto de R2, α : I ⊂ R→ R2

denota uma aplicação suave em t ∈ I, onde I um aberto de R, (x, y) denota as coorde-
nadas de R2 com relação a base canônica {e1, e2} e (u, v, w) as coordenadas de R3 com
relação a base canônica {e1, e2, e3}. O principal objetivo é apresentar definições e propri-
edades acerca das frentes de onda para que possamos definir no capítulo 4 a curvatura
singular de uma curva através de f em um parâmetro t (κs(t)). Omitiremos aqui algumas
demonstrações, uma vez que elas estão detalhadas na Dissertação [18].

4.1 Frentes de onda em R2

Nesta seção, α : I ⊂ R → R2 denotará uma aplicação suave, onde I é um aberto de
R.

Definição 4.1.1. Uma aplicação suave ν : I ⊂ R→ R2 é um campo suave de vetores
normais unitários à α se para todo t ∈ I, temos ||ν(t)|| = 1 e ν(t) é ortogonal a α′(t).

Se ν é um campo suave de vetores normais unitários à α, então ν(t) é ortogonal a
imagem de dαt, a qual pode ser um ponto ou uma reta, para todo t ∈ I.

Definição 4.1.2. Uma aplicação suave α : I ⊂ R → R2 é uma frontal se existe um
campo ν suave de vetores normais unitários à α. Se (α, ν) : U ⊂ R2 → R2 × R2 é uma
imersão, então dizemos que α é uma frente de onda (ou apenas frente).

Logo, se α(t) = (x(t), y(t)) e ν(t) = (ν1(t), ν2(t)) um campo suave de vetores unitários
normais a α, então para todo t ∈ I, se for verificado que x′(t) 6= 0, y′(t) 6= 0, ν ′1(t) 6= 0 ou
ν ′2(t) 6= 0, temos um critério para verificar se uma curva α é uma frente.

Exemplo 4.1.3. (a) Seja α : I ⊂ R → R2 uma curva parametrizada regular, dada por
α(t) = (x(t), y(t)). Para todo t ∈ R,

ν(t) = (−y′(t), x′(t))√
x′(t)2 + y′(t)2

é um vetor normal unitário de α em t, como visto na Seção na Seção 2.1.1. Assim, ν é um
campo suave de vetores unitários normais à α, para todo t ∈ R. Logo α é frontal. Como
α é regular, então x′(t) ou y′(t) é não nulo. Portanto α é frente.

(b) Seja α(t) = (t2, t3) a cúspide ordinária, cuja imagem está dada na Figura 4.1. Esta
curva é singular em t = 0, uma vez que α′(0) = (0, 0). Para todo t ∈ R,

47
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ν(t) = (ν1(t), ν2(t)) = (−3t, 2)√
4 + 9t2

é um campo unitário de vetores normais à α, pois ||ν(t)|| = 1 e

〈α′(t), ν(t)〉 =
〈

(2t, 3t2),
(
−3t√
4 + 9t2

,
2√

4 + 9t2

)〉
= 0.

Logo α é frontal. Para t 6= 0, temos x′(t) = 2t 6= 0 e como ν ′1(t) = −12
(4 + 9t2) 3

2
, para t = 0

ν ′1(0) = −3
2 6= 0. Portanto α é frente. 2

Figura 4.1: Traço da cúspide (t2, t3) do Exemplo 4.1.3. Fonte: feita pelo autor.

Agora, faremos um exemplo de uma curva singular α que é uma frontal, porém, não é
uma frente, isto é, (α, ν) não é uma imersão, onde ν uma campo suave de vetores unitários
normais à α.

Exemplo 4.1.4. Seja α(t) = (t2, t5) uma curva em R2 cuja imagem está dado na Figura
4.2. Está curva é singular em t = 0, uma vez que α′(0) = (0, 0). Para todo t ∈ R,

ν(t) =
(
−5t3√

4 + 25t6
,

2√
4 + 25t6

)

é um campo suave de vetores unitários normais à α, pois ||ν(t)|| = 1 e 〈α′(t), ν(t)〉 = 0.
Portanto, α é frontal. Agora, para todo t 6= 0 temos x′(t) 6= 0, porém, para t = 0 obtemos
que

x′(0) = y′(0) = ν ′1(0) = ν ′2(0) = 0,

onde ν ′1(t) = 5t(25t6 − 8)
(4 + 25t6) 3

2
e ν ′2(t) = 150t5

(25t6 + 4) 3
2
. Portanto, (α, ν) não é uma imersão e

assim α não é uma frente. 2
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Figura 4.2: Traço da cúspide (t2, t5) do Exemplo 4.1.4. Fonte: Feita pelo autor.

4.1.1 3/2-cúspides e curvatura cuspidal

Esta seção será dedicada a geometria nos pontos singulares de um tipo particular de
curva α denominada 3/2-cúspide, desenvolvida em [19]. O objetivo principal é definir a
curvatura cuspidal de α em um parâmetro t onde a curva é singular. Para facilitar alguns
cálculos, vamos supor t = 0 e α(0) = (0, 0).

Definição 4.1.5. Seja α : (−ε, ε)→ R2 uma curva suave e 0 um ponto singular de α(t).
Dizemos que α é uma 3/2-cúspide em 0 se é A−equivalente a cúspide ordinária (t2, t3),
cujo traço foi dado na Figura 4.1.

Na sequência deste trabalho, podemos dizer também que 0 é um ponto de 3/2−cúspide
de α.

Fato 1. ([10] p.4) α é uma 3/2−cúspide em t0 se, e somente se, os vetores α′′(t0) e
α(3)(t0) são linearmente independentes.

Definição 4.1.6. Seja α(t) uma 3/2− cúspide no 0. Dizemos que α é uma cúspide
positiva se [α′′(0), α(3)(0)] > 0 e cúspide negativa se [α′′(0), α(3)(0)] < 0.

Notação: A notação [α′′(0), α(3)(0)] indica o determinante da matriz que tem como
colunas as derivadas segundas e terceiras da 3/2−cuspíde α, respectivamente.

Observe que o sinal da cúspide é invariante sob um difeomorfismo de R2 que pre-
serva orientação, isto é, dada uma 3/2−cúspide α em 0 e um difeomorfismo φ tal que
det(Jφ) > 0, então φ◦α é uma 3/2−cúspide que tem o mesmo sinal da 3/2-cúspide α, pois
[(Φ ◦ α)′′(0), (Φ ◦ α)(3)(0)] = [α′′(0), α(3)(0)]. det(Jφ).

Definição 4.1.7. Seja α(t) curva suave tal que é 3/2−cúspide em 0. A curvatura
cuspidal (Euclidiana) κc de α em 0 é dada por

κc(0) := [α′′(0), α(3)(0)]
||α′′(0)|| 52

.

O número 1
(µg(0))2 é chamado de raio da curvatura cuspidal.
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Exemplo 4.1.8. (a) Consideremos α(t) = (at2, at3), com a 6= 0, cuja imagem está dado
na Figura 4.3, para diferentes valores de a ∈ R∗.

• α é uma 3/2−cúspide, pois tomando k uma mudança de coordenada tal que k(t) = t,
onde k(0) = 0 e h um difeomorfismo tal que h(x, y) =

(
x

a
,
y

a

)
, onde h(γ(0)) =

h(0, 0) = (0, 0), temos

(h ◦ α ◦ k)(t) = (h ◦ α)(k(t)) = h(at2, at3) = (t2, t3),

como queríamos.

• α é uma cúspide positiva, pois

[α′′(0), α(3)(0)] =
∣∣∣∣∣ 2a 0

0 6a

∣∣∣∣∣ = 12a2 > 0,

onde a 6= 0.

• A curvatura cuspidal de α é dada por

κc(0) = [α′′(0), α(3)(0)]
|α′′(0)| 52

= 12a2

(
√

4a2) 5
2

= 12a2

(2|a|) 5
2

= 12a2√
32|a|5

= 3(4a2)
4a2

√
2|a|

= 3√
2|a|

.

• Por fim, o raio de curvatura de γ é 2|a|
9 .

Figura 4.3: Traço de α para a = −200, a = −1, a = 1 e a = 200, da esquerda para a
direita, do Exemplo 4.1.8 item (a). Fonte: feita pelo autor.

Note que quanto maior seja o a ∈ R∗ em módulo, a curvatura cuspidal é menor.

(b) Consideremos
α(t) = (a(t− sen(t)), a(1− cos(t)))

a ciclóide de raio a 6= 0, cujo traço esta dado da Figura 4.4.

• γ é uma 3/2−cúspide, pois

[α′′(0), α(3)(0)] =
∣∣∣∣∣ asen(0) a cos(0)
a cos(0) −asen(0)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 0 a
a 0

∣∣∣∣∣ = −a2 6= 0,

e pelo Fato 1, segue que α é uma 3/2−cúspide na origem.
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• Como [α′′(0), α(3)(0)] = −a2 < 0, então α é uma cúspide negativa.

• A curvatura cupidal de α é dada por

κc(0) = [α′′(0), α(3)(0)]
||α′′(0)|| 52

= −a2

√
a2

5
2

= −1√
a
.

• Por fim, o raio de curvatura de α é igual a a.

2

Figura 4.4: Traço da ciclóide do Exemplo 4.1.8 item (a). Fonte: feita pelo autor.

4.1.2 Comportamento da curvatura cuspidal de 3/2-cúspides

Nesta subseção vamos abordar propriedades envolvendo a curvatura cuspidal e cul-
minar em um teorema que dá uma relação interessante entre a curvatura cuspidal e a
curvatura da curva. Por fim, vamos obter um teorema que dá um resultado análogo
ao Teorema Fundamental das Curvas Planas (2.1.2). Observe que o sinal da curvatura
cuspidal é invariante por isometrias em R2 que preservam orientação,isto é, dada α uma
3/2−cúspide no 0 e φ uma isometria que preserva orientação, isto é, det(Jφ) > 0, temos

[(φ ◦ α)′′(0), (φ ◦ α)(3)(0)]
||(φ ◦ α)′′(0)|| 52

= det Jφ(0) [α′′(0), α(3)(0)]
||(φ ◦ α)′′(0)|| 52

.

A proposição seguinte dá um resultado que relaciona 3/2−cúspides com ciclóides e
seus raios de curvatura.

Proposição 4.1.9. ([16], p. 604) Seja α uma 3/2−cúspide no 0. Então existe uma única
ciclóide c(t) tal que o raio de curvatura cuspidal de α coincide com raio da ciclóide c(t).
E mais,

α(t)− c(t) = o(t3),

a menos de mudanças de variável para α(t) e c(t), onde o(t3) nos diz que lim
t→0

|α(t)− c(t)|
|t3|

=

= 0, isto é, c(t) e α(t) expandidas em Taylor coincidem até os termos de ordem 3.
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Demonstração. Seja α : (−ε, ε)→ R2 é uma curva suave, onde γ(0) = 0. Primeiramente,
vamos reescrever α de forma que facilite alguns cálculos ao longo da demonstração. Pelo
Lema 2.1.4, existem funções diferenciáveis a1, b1 : (ε, ε)→ R tais que α(t) = t(a1(t), b1(t)).
Agora, observe que

α′(t) = (a1(t), b1(t)) + t(a′1(t), b′1(t)),
e aplicando no t = 0 temos

(0, 0) = α′(0) = (a1(0), b1(0)),

pois 0 é ponto singular de α. Pelo Lema 2.1.4 aplicado às funções a1 e b1, existem funções
diferenciáveis a, b : (ε, ε)→ R tais que

a1(t) = ta(t) e b1(t) = tb(t).

Logo,
α(t) = t(a1(t), b1(t)) = t(ta(t), tb(t)) = t2(a(t), b(t)).

Como 0 é um ponto de 3/2−cúspide de α(t) então, pelo Fato 1, [α′′(0), α(3)(0)] 6= 0.
Em particular,

α′′(0) 6= (0, 0)⇒ 2(a(0), b(0)) 6= (0, 0)⇒ (a(0), b(0)) 6= (0, 0).

A menos de uma rotação, suponha que a(0) = 0 e b(0) > 0. Considere o difeomorfismo
local h(t) = t

√
b(t), pois h′(0) =

√
b(0) 6= 0, g = h−1 e a reparametrização de α dada por

α̃(s) =
= (α ◦ g)(s). Então, podemos escrever α̃ da seguinte forma

α̃(s) = (λs3, s2) + o(s3),

com λ > 0. De fato, derivando g com relação a s, temos

g′(0) = 1
h′(0) = 1√

b(0)
. (4.1)

Derivando g novamente, aplicando em s = 0 e usando (4.1), obtemos:

g′′(0) = −1
h′(0)2h

′′(0)g′(0) = − b
′(0)
b(0)2 . (4.2)

Escrevendo (t2a(t), t2b(t)) = α(t) = (x(t), y(t)). Derivando novamente e aplicando em
0, obtemos:

y′′(0) = 2b(0). (4.3)

Derivando três vezes a igualdade y(t) = t2b(t) e aplicando em 0, obtemos:

y(3)(0) = 6b′(0). (4.4)

Temos
(x̃(s), ỹ(s)) = α̃(s) = α(g(s)) = (x(g(s)), y(g(s))).

Assim derivando a expressão ỹ(s) = y(g(s)) e aplicando em 0,

ỹ′(0) = y′(0)g′(0) = 0.
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Derivando novamente, aplicando em 0 e usando (4.1) e (4.3), obtemos:

ỹ′′(0) = y′′(0)g′(0)2 = 2b(0)
 1√

b(0)

2

= 2.

Derivando mais uma vez, aplicando em 0 e usando (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4), obtemos:

ỹ(3)(0) = y(3)(0)g′(0)3 + 3y′′(0)g′(0)g′′(0) = 6b′(0) 1√
b(0)

3 − 6b(0) 1√
b(0)

b′(0)
b(0)2 = 0.

Derivando duas vezes a expressão x(t) = t2a(t) e aplicando em 0,

x′′(0) = 2a(0) = 0. (4.5)

Derivando novamente e aplicando em 0, obtemos

a′(0) = x(3)(0)
6 6= 0, (4.6)

pois o determinante [α′′(0), α(3)(0)] 6= 0 e x′′(0) = 0. Derivando duas vezes a igualdade
x̃(s) = x(g(s)) e aplicando em 0,

x̃′′(0) = x′′(g(0))g′(0)2 + x′(g(0))g′′(0) = 0.

Derivando novamente, aplicando em 0 e usando (4.1), (4.5) e (4.6),

x̃(3)(0) = x(3)(0)g′(0)3 + 3x′′(0)g′(0)g′′(0) = x(3)(0)g′(0)3 = 6a′(0) 1√
b(0)3

6= 0.

Concluimos que

α̃′′(0) = (x̃′′(0), ỹ′′(0)) = (0, 2) e α̃(3)(0) = (x̃(3)(0), ỹ(3)(0)) =
6a′(0) 1√

b(0)3
, 0
 .

Note que

α̃(0) = α(g(0)) = α(0) = 0 e ff̃ ′(0) = g′(0)ff ′(g(0)) = g′(0)ff ′(0) = 0.

Assim,

α̃(s) = α̃′′(0)
2 s2 + α̃(3)(0)

6 s3 + o(s3) = (x̃′′(0), ỹ′′(0))
2 s2 + (x̃(3)(0), ỹ(3)(0))

6 s3 + o(s3) =

= (0, 1)s2 +
a′(0) 1√

b(0)3
, 0
 s3 + o(s3) =

 a′(0)√
b(0)

3 s
3, s2

+ o(s3) = (λs3, s2) + o(s3),

onde λ = a′(0)√
b(0)

3 6= 0. Podemos supor λ > 0 pois caso λ < 0 podemos substituir x(t)

por −x(t), tornando o novo α positivo. Note que essa reflexão muda o sinal da curvatura
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cuspidal, pois troca o sinal da primeira linha do determinante que define essa curvatura.
Considere a ciclóide

c(t) := 2
9λ2 (t− sen(t), 1− cos(t)),

a qual tem raio 2
9λ2 e a função h(t) = 1

3λt uma mudança de variável para c(t). Assim,
considere g(s) = 3λs, a inversa da função h e a reparametrização de c(t) dada por c̃(s) =
(c ◦ h)(s).
Afirmamos que

c̃(s) = (c ◦ g)(s) = 2
9λ2 (3λs− sen(3λs), 1− cos(3λs))

é a ciclóide desejada. Para isso, devemos provar a existência e unicidade de c̃(s) e que o
raio desta ciclóide coincide com a curvatura cuspidal da curva α̃.

• Existência: Expandindo c̃(s) em Taylor, obtemos:

c̃(s) = (0, 0) + (0, s2) + (λs3, 0) + o(s3) = (λs3, s2) + o(s3).

Subtraindo γ̃(s) e c̃(s) obtemos:

γ̃(s)− c̃(s) = (λs3, s2) + o(s3)− (λs3, s2)− o(s3) = o(s3).

• Unicidade: tome uma ciclóide d(t) = a(t− sent, 1− cos t) de raio a e componha com
g(s) = 3αs, como feito anteriormente, assim temos

d̃(s) = (d ◦ g)(s) = a(3λs− sen(3λs), 1− cos(3λs)),

ciclóide de raio a. Expandindo d̃(s) em Taylor, obtemos que

d̃(s) = (0, 0)+(0, 0)s+(0, 9λ2a)
2 s2+(27λ3a, 0)

6 s3+o(s3) =
(

27λ3a

6 s3,
9λ2a

2 s2
)

+o(s3).

Agora, para d̃(t) satisfazer o teorema, queremos que α̃(s)− d̃(s) = o(s3), isto é, α̃(s)
e d̃(s) devem coincidir expandidas em Taylor até termos de grau 3. Isto é,

27λ3a

6 = λ

9λ2a

2 = 1
⇒ a = 2

9λ2 ,

que é justamente o raio da ciclóide c̃(s).
Por fim, calculando as derivadas de α̃(t) temos:


α̃′(s) = (3λs2, 2s) + o(s2) s=0= (0, 0);
α̃′′(s) = (6λs, 2) + o(s) s=0= (0, 2);
α̃(3)(s) = (6λ, 0) + o(s0) s=0= (6λ, 0).
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Então 1
κc(0)2 = 2

9λ2 = raio[c̃(s)]. Portanto, c̃(s) é a ciclóide desejada, como quería-
mos.

Observe que no Exemplo 4.1.8 item (b), α(t) = c(t). Logo, podemos aplicar a propo-
sição acima e concluir qual é a curvatura cuspidal de α(t) a partir do raio da ciclóide.

Definição 4.1.10. Seja α(t) uma 3/2−cúspide em 0. A função Nk : R → R dada por
Nk(t) =

√
|sg(t)|κ(t) é chamada curvatura normalizada de α, onde κ denota a cur-

vatura de α e sg a função comprimento de arco de α a partir de t = 0.

Teorema 4.1.11. ([19], p.286) Seja α uma 3/2−cúspide no 0. Seja h(t) =?sgn(t)
√
sg(t)

(chamada mudança de parâmetro por meio comprimento de arco). Então h(t)
é uma mudança de coordenada de α em 0 e

√
|sg|κ é uma função C∞0 , onde C∞0 denotada

o conjunto das funções suaves em uma vizinhança do 0. E mais,

lim
t→0

√
|sg(t)|κ(t) = κc(0)

2
√

2
.

Demonstração. Podemos supor que α(0) = 0. Aplicando a regra de L’Hospital, obtemos:

lim
t→0

α′(t)
t

= lim
t→0

α′′(t) = α′′(0) 6= 0 (4.7)

e

lim
t→0

[α′(t), α′′(t)]
t2

= lim
t→0

[α′′(t), α(3)(t)]
2 = [α′′(0), α(3)(0)]

2 6= 0, (4.8)

o que implica que α′(t)
t

e [α′(t),α′′(t)]
t2

são suaves em t = 0. Temos

|t|κ(t) = |t| [α
′(t), α′′(t)]
||α′(t)||3 = [α′(t), α′′(t)]

t2
t2|t|
||α′(t)||3 = [α′(t), α′′(t)]

t2

∥∥∥∥∥ t3

α′(t)3

∥∥∥∥∥
= [α′(t), α′′(t)]

t2

∥∥∥∥∥α′(t)t
∥∥∥∥∥
−3

. (4.9)

Olhando para as funções coordenadas, como α′(0) = 0 e α′(t) é suave, podemos aplicar
o Lema 2.1.1 e concluir que α′(t)

t
∈ C∞. Note que a função [α′(t), α′′(t)] é suave, e tanto

ela quanto a sua primeira derivada se anulam em 0. Logo aplicando o Lema 2.1.1, temos
que [α′(t),α′′(t)]

t2
é C∞. Portanto, |t|κ(t) ∈ C∞0 e de (4.9) obtemos:

lim
t→0
|t|κ(t) = lim

t→0

[α′(t), α′′(t)]
t2

∥∥∥∥∥α′(t)t
∥∥∥∥∥
−3

= [α′′(0), α(3)(0)]
2||α′′(0)||3 . (4.10)

Temos

lim
t→0

∣∣∣∣∣sg(t)t2

∣∣∣∣∣ = lim
t→0

∣∣∣∣∣
∫ t

0 |α′(t)|dt
t2

∣∣∣∣∣ L′H.= lim
t→0

∥∥∥∥∥α′(t)2t

∥∥∥∥∥ L′H.= lim
t→0

||α′′(t)||
2 (4.11)

= ||α′′(0)||
2 > 0.
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Em particular,

lim
t→0

√√√√ |sg(t)|
|t2|

= lim
t→0

√
|sg(t)|
|t|

=

√
||α′′(0)||
√

2
. (4.12)

Portanto, substituindo (4.9), (4.10) e (4.12),

lim
t→0

√
|sg(t)|κ(t) = lim

t→0

√
|sg(t)|
|t|

|t| [α
′(t), α′′(t)]
||α′(t)||3 = lim

t→0

√
|sg(t)|
|t|

lim
t→0
|t| [α

′(t), α′′(t)]
||α′(t)||3

= ||α′′(0)|| 12√
2

[α′′(0), α(3)(0)]
2||α′′(0)|| = ||α

′′(0)|| 12
||α′′(0)||3

[α′′(0), α(3)(0)]
2
√

2

= [α′′(0), α(3)(0)]
||α′′(0)|| 52

1
2
√

2
= κc(0)

2
√

2
.

De (4.7), (4.12) e (4.12) temos
∥∥∥∥∥α′(t)t

∥∥∥∥∥, s(t)
sgn(t)t2 =

∣∣∣∣∣s(t)t2
∣∣∣∣∣, φ(t) :=

√
sg(t)
|t|

∈ C∞. Em

particular,
h(t) = sgn(t)

√
sg(t) = tφ(t) ∈ C∞0 .

Como h′(t) = φ(t) + tφ′(t), aplicando em t = 0, de (4.12) temos h(0) = φ(0) 6= 0. Pelo
Teorema da Função Inversa, h é um difeomorfismo em torno do 0 e, então, a função h é
uma mudança de coordenadas da curva α(t) em 0, como queríamos.

Teorema 4.1.12. ([19], p. 286) Seja f ◦ h uma função C∞, onde α é uma curva em R2

suave e h uma mudança de parâmetro para α, tal que α(0) 6= 0. Então existe uma única
3/2−cúspide em 0 a menos de isometria que preserva orientação em R2 tal que√

sg(t)κ(t) = (f ◦ h)(t).

Demonstração. Temos que f ◦ h uma função C∞. Seja α ◦ h a curva definida por

(α ◦ h)(t) := 2
∫ h(t)

0
u

(
cos θ(u)
senθ(u)

)
du, (θ ◦ h)(t) := 2

∫ h(t)

0
f(u)du.

Conseguimos verificar que

‖α′(h(t))‖ = ‖(2h(t)cosθ(h(t)), 2h(t)senθ(h(t)))‖
=

√
4h(t)2 cos2 θ(h(t)) + 4h(t)2 cos2 θ(h(t)) = 2h(t),

isto é, h(t) é uma mudança de parâmetro por meio comprimento de arco. Além disso
verificamos que esta α(h(t)) é a 3/2−cúspide procurada. De fato,

[α′′(h(t)), α(3)(h(t))] =
∣∣∣∣∣ −2senθ(h(t)) −2 cos θ(h(t))

2 cos θ(h(t)) −2senθ(h(t))

∣∣∣∣∣
= 4(sen2θ(h(t)) + cos2 θ(h(t))) = 4 6= 0, (4.13)
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e satisfaz

sg(h(t))k(h(t)) =
(∫ h(t)

0
||α′(u)||du

)(
[α′(h(t)), α′′(h(t))]
||α′(h(t))||3

)

= (2h(t)2)

∣∣∣∣∣ 2h(t) cos(θ(h(t))) −2sen(θ(h(t)))2f(h(t))
2h(t)sen(θ(h(t)) 2 cos(θ(h(t)))2f(h(t))

∣∣∣∣∣
8h(t)3

= (2h(t)2)

∣∣∣∣∣ h(t) cos(θ(h(t)) −sen(θ(h(t)))2f(h(t))
h(t)sen(θ(h(t)) cos(θ(h(t))2f(h(t))

∣∣∣∣∣
4h(t)3 =

= (2h(t)2)2h(t)f(h(t))
4h(t)3 = f(h(t)).

Exemplo 4.1.13. (a) Dada a cúspide α(t) = (at2, at3), com a 6= 0, cujo traço está dada
na Figura 4.3, temos que

sg(t) =
∫ t

0
||α′(u)||du = sgn(t)a((4 + 9t2) 3

2 − 8)
27 e κ(t) = [α′(t), α′′(t)]

||α′(t)||3 = 6
at(4 + 9t2) 3

2
.

Pelo teorema 4.1.11, a curvatura cuspidal é dada por

κc(0) = 2
√

2 lim
t→0

√
|sg(t)|kg(t) = 2

√
2 lim
t→0

√√√√sgn(t)a((4 + 9t2) 3
2 − 8)

27
6

at(4 + 9t2) 3
2

= 2
√

2 2√
3a

lim
t→0

√
(9t2 + 4) 3

2 − 8
t(9t2 + 4) 3

2
= 2
√

2 2√
3a

1
8 lim
t→0

√
(9t2 + 4) 3

2 − 8
t

= 2
√

2 2√
3a

1
8 lim
t→0

√
(9t2 + 4) 3

2 − 8
t

.

√
(9t2 + 4) 3

2 +8√
(9t2 + 4) 3

2 +8
= 2
√

2 2√
3a

1
83
√

3 = 3√
2a
.

(b) Dada a ciclóide α(t) = (a(t− sen(t)), a(1− cos(t))) com raio a 6= 0, cujo traço está
dada na Figura 4.4. Temos

sg(t) =
√

2a2 3
2

(
cos

(
t

2

)
− 1

)
e κ(t) = −sen2t

√
23
a(1− cos t) 3

2
.

Pelo Teorema 4.1.11 temos que a curvatura cuspidal de α é dada por

κc(0) =
√√

2a2 3
2 (cos( t2)− 1) −sen2t

√
23
a(1− cos t) 3

2
= −2

√
2 1

2
√

2a
= −1√

a
.

2
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4.2 Frentes de onda em R3

Nesta seção, f : U ⊂ R2 → R3 denotará uma aplicação suave, com U um aberto do
R2 contendo q, com f(q) = p.

Definição 4.2.1. Uma aplicação suave ν : U ⊂ R2 → R3, é um campo de vetores
normais unitários à f se, para todo (x, y) ∈ R2 e q ∈ U , temos ||ν(q)|| = 1 e ν(q) é
ortogonal a dfq(x, y).

Se ν é um campo de vetores normais unitários à f então ν(q) é ortogonal à imagem
de dfq, sendo um ponto, uma reta ou um plano, para todo q ∈ U , ou seja,

〈fx(q), ν(q)〉 = 0 e 〈fy(q), ν(q)〉 = 0,

onde ( )x = ∂
∂x

e ( )y = ∂
∂y
, para algum sistema de coordenadas (x, y) em U .

Definição 4.2.2. f : U ⊂ R2 → R3 é uma frontal se existe um campo ν de vetores
normais unitários à f . Ainda mais, se (f, ν) : U ⊂ R2 → R3 × R3 é uma imersão, então
f é uma frente de onda. (ou apenas frente). Neste caso, chamamos ν de aplicação
de Gauss da frente f .

Exemplo 4.2.3. Toda superfície parametrizada regular é uma frente de onda.
Seja f : U → R3 uma superfície parametrizada regular. Tomando ν como a aplicação

normal de Gauss de f , temos que ||ν(q)|| = 1, para todo q ∈ U . Então f é uma frontal.
Por fim, mostremos que (f, ν) é uma imersão. A matriz jacobiana em q de

(f, ν)(x, y) = (f1(x, y), f2(x, y), f3(x, y), ν1(x, y), ν2(x, y), ν3(x, y)),

é dada por

Jq(f, ν) =



f1x(q) f1y(q)
f2x(q) f2y(q)
f3x(q) f3y(q)
ν1x(q) ν1y(q)
ν2x(q) ν2y(q)
ν3x(q) ν3y(q)


.

As três primeiras linhas dessa matriz formam a matriz jacobiana de f em q. Como
f é uma superfície parametrizada regular, então dfq é injetora. Logo, o posto da matriz
jacobiana de f em q é 2, o que implica que o posto da matriz jacobiana de (f, ν) em q é
2, para todo q ∈ U . Portanto f é uma frente de onda. 2

Dada f : U → R3 denotaremos por Σf o conjunto singular de f , isto é,

Σf = {q ∈ U ; q é ponto singular de f}.

Vimos no exemplo acima que superfícies parametrizadas regulares são frentes de onda.
Vejamos agora exemplos de frentes de onda que possuem pontos singulares.
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Exemplo 4.2.4. Considere os cálculos do Exemplo 3.0.1 feitos para a cuspidal edge,
cross-cap e o swallowtail usuais.
(a) Seja f(x, y) = (x, y2, y3) a superfície cuspidal edge usual. Temos que Σf é o eixo-x,
pois

fx(x, y)× fy(x, y) = 0⇔ (1, 0, 0)× (0, 2y, 3y2) = 0⇔ y(0,−3y, 2) = 0⇔ y = 0.

Seja
ν(x, y) = 1√

4 + 9y2 (0,−3y, 2).

Temos que ν(x, y) é unitário e paralelo a (fx× fy)(x, y), então é um campo de vetores
normais unitários à f .

||ν(x, y)|| =
√

9y2

4 + 9y2 + 4
4 + 9y2 = 1.

Mostremos que (f, ν) é uma imersão. Como

(f, ν)(x, y) =
(
x, y2, y3, 0, −3y√

4 + 9y2 ,
2√

4 + 9y2

)
,

sua matriz jacobiana é dada por 

1 0
0 2y
0 3y2

0 0
0 −12

(4 + 9y2) 3
2

0 18y√
4 + 9y2


.

Se y = 0, as linhas 1 e 5 são linearmente independentes. Caso y 6= 0, as linhas 1 e 2 são
linearmente independentes. Portanto, f é frente.

(b) Seja f(x, y) = (3x4 + x2y, 4x3 + 2xy, y) o swallowtail usual. Temos fx(x, y) =
(12x3 + 2xy, 12x2 + 2y, 0), fy(x, y) = (x2, 2x, 1) e

fx(x, y)× fy(x, y) = (12x2 + 2y)(1,−x, x2).

Assim,
fx × fy = 0⇔ 12x2 + 2y = 0⇔ y = −6x2.

Então, o conjunto singular de f é a parábola dada por y = −6x2. Tomemos

ν(x, y) = 1√
1 + x2 + x4

(1,−x, x2).

Assim,

||ν(x, y)|| =
√

1 + x2 + x4

1 + x2 + x4 =
√

1 = 1
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e como ν(x, y) e (fx × fy)(x, y) são paralelos, obtemos que ν é um campo unitário de
vetores normais a f . Além disso, como

(f, ν)(x, y) =
(

3x4 + x2y, 4x3 + 2xy, 1√
1 + x2 + x4

,
−x√

1 + x2 + x4
,

x2
√

1 + x2 + x4

)

tem sua matriz jacobiana dada por



2x(6x2 + y) x2

2(6x2 + y) 2x

0 1

x(2x2 + 1)
(1 + x2 + x4) 3

2
0

x4 − 1
(1 + x2 + x4) 3

2
0

x(x2 + 2)
(1 + x2 + x4) 3

2
0



.

Temos 3 casos,

• Se y 6= −6x2, então as linhas 2 e 3 são linearmente independentes.

• Se y = −6x2 e x 6= 0, então as linhas 3 e 4 são linearmente independentes.

• Se x = y = 0 então as linhas 3 e 5 são linearmente independentes.

Portanto f é uma frente.

(c) Seja f(x, y) = (x, y2, xy) a superfície cross-cap usual. Sabendo que o único ponto
singular de f é a origem, suponha que f seja uma frontal. Logo existe um campo ν de
vetores normais unitários a f . Fora da origem, sabemos definir o vetor normal unitário
dado por N(x, y) = fx×fy

||fx×fy || , de onde segue da unicidade que ν = N fora da origem. Por
outro lado, como ν é suave na origem, então vale

lim
(x,y)→(0,0)

ν(x, y) = ν(0, 0),

o que não ocorre, pois o limite sequer existe. Portanto, f não é frontal, logo não é frente.
2

Além da cross-cap usual não ser uma frente de onda, é provado em [4] que as singula-
ridades de frente de onda são, genericamente, cuspidal edges ou swallowtails.

Agora, faremos um exemplo de uma superfície singular que é uma frontal, porém, não
é uma frente.
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Exemplo 4.2.5. Seja f(x, y) = (x, y2, y5), cuja imagem está dada na figura 4.5. Temos
fx(x, y) = (1, 0, 0), fy(x, y) = (0, 2y, 5y4) e

fx(x, y)× fy(x, y) = (0,−5y4, 2y).

Assim,
fx(x, y)× fy(x, y) = 0⇔ y = 0.

Então, o conjunto singular de f é o eixo-x. Tomemos

ν(x, y) = 1√
25y6 + 4

(0, 5y3, 2).

Assim, ||ν(x, y)|| = 1 e como e como ν(x, y) e (fx × fy)(x, y) são paralelos, obtemos que
ν é um campo unitário de vetores normais a f . Agora,

(f, ν)(x, y) =
(
x, y2, y5,

−5y√
25y6 + 4

,
2√

25y6 + 4

)

tem sua matriz jacobiana dada por

1 0
0 2y
0 5y4

0 1

0 −60y2

(25y6 + 4) 3
2

0 −150y5

(25y6 + 4) 3
2


.

Se y = 0, obtemos uma linha inteira nula. Portanto, f é uma frontal, mas não é uma
frente.

2

Figura 4.5: Traço da superfície do Exemplo 4.2.5. Fonte: feito pelo autor.

No que segue nesta seção, f : U → R3 denotará uma frente de onda, ν uma aplicação
normal de Gauss da f eM = f(U). Observe que em pontos regulares de f temos que ν(q)
é ortogonal a todo vetor do plano tangente, em particular, é ortogonal à fx(q) e fy(q).
Logo ν(q) é paralelo à (fx × fy)(q).
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Observação 4.2.6. Se f é uma frente de onda e f̃ é A -equivalente a f , então f̃ também é
uma frente de onda, pois como f̃ = h◦f ◦k, onde h e k são difeomorfismos, basta observar
geometricamente que não perdemos a existência do campo ν̃ de vetores normais unitários
a f̃ e nem o fato de (f̃, ν̃) ser uma imersão, já que as derivadas dos difeomorfismos na
composição são isomorfismos. 2

Definição 4.2.7. A função λ : U → R dada por

λ(q) = 〈fx(q)× fy(q), ν(q)〉 = det(fx, fy, ν)(q),

é chamada de função densidade de área de f .

Observemos que Σf = λ−1(0). De fato, se q ∈ Σf , então, dfq não é injetora, e, assim,
fx(q)× fy(q) = 0, de onde segue que λ(q) = 0. Reciprocamente, se q ∈ λ−1(0), λ(q) = 0,
ou seja, det(fx, fy, ν)(q) = 0. Isto nos diz que fx, fy e ν são linearmente dependentes.
Geometricamente, se ν é não nulo e ortogonal a fx e fy, então fx e fy são linearmente
dependentes.

Seja M = f(U). Suponha q ∈ U ponto regular de f e seja f(q) = p. Então, λ(q) 6= 0
e, consequentemente, como os vetores fx(q) × fy(q) e ν(q) são paralelos, concluímos que
eles apontam para o mesmo semiespaço determinado por TpM caso λ(q) > 0, e apontam
para semiespaços distintos, caso λ(q) < 0.

Definição 4.2.8. Seja q ∈ Σf . Dizemos que q é um ponto singular não degenerado
de f se q é um ponto regular de λ, isto é, λx(q) e λy(q) não se anulam simultaneamente.

Σf é localmente uma curva regular em pontos singulares não degenerados de f . De
fato, se q = (q1, q2) ∈ Σf é um ponto singular não degenerado de f , então λx(q) e λy(q)
não se anulam simultaneamente, por exemplo λy(q) 6= 0 (o raciocínio é análogo para
λx(q) 6= 0). Como λ(q) = 0 e λy(q) 6= 0, pelo Teorema da Função Implícita, podemos
escrever y = y(x), para x em uma vizinhança de q1, satisfazendo λ(x, y(x)) = 0. Assim,
existe δ > 0 tal que

γ : (q1 − δ, q1 + δ)→ U

dada por γ(x) = (x, y(x)) é uma curva regular com λ ◦ γ = 0. Portanto, Σf é uma curva
regular em uma vizinhança de q.

Definição 4.2.9. A curva γ é chamada de curva singular de f em q. Cada direção
tangente à curva singular é chamada de direção singular.

Reparametrizando γ, se necessário, podemos supor γ : (−ε, ε)→ U , (ε > 0). Observe
que podemos tomar ε > 0 de forma que γ(t) seja um ponto singular não degenerado, para
todo t ∈ (−ε, ε), uma vez que λ é suave e, portanto, λx e λy são contínuas.

Observação 4.2.10. Se q um ponto singular não degenerado de f , então f em q tem posto
1, o que é equivalente a dizer que o núcleo da aplicação dfq tem dimensão 1. De fato, temos
dim(Ker(dfq)) 6= 0, pois caso contrário, dfq seria injetora, o que contradiz o fato de q ser
ponto singular de f . Agora suponha que dim(Ker(dfq)) = 2. Então Ker(dfq) = R2,
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ou seja, dfq é a transformação linear nula e, portanto, fx(q) = fy(q) = 0. Neste caso,
obtemos:

λx(q) = det(fxx(q), fy(q), ν(q)) + det(fx(q), fxy(q), ν(q)) + det(fx(q), fy(q), νx(q)) = 0,

e, de modo análogo,

λy(q) = det(fxy(q), fy(q), ν(q)) + det(fx(q), fyy(q), ν(q)) + det(fx(q), fy(q), νy(q)) = 0,

o que é um absurdo, pois q é um ponto singular não degenerado de f . Portanto,
dim(Ker(dfq)) = 1, como queríamos. 2

Definição 4.2.11. Seja q ∈ Σf um ponto singular não degenerado de f e γ curva singular
de f em q. O núcleo da aplicação linear dfγ(t) (que é um subespaço vetorial de dimensão 1
em R2) é chamado de direção nula. Para cada t, podemos escolher um campo suave de
vetores não nulos η(t) tal que η(t) pertença a uma direção nula, isto é, dfγ(t)(η(t)) = (0, 0).
Chamamos este campo de campo anulador ao longo de γ. Ver Figura 4.6.

Figura 4.6: Direção singular e nula dadas na Definição 4.2.11. Fonte: Santos, 2015, p.
35.

Dados q ∈ U e f(q) = p, sabemos que dfq(R2) é um subespaço vetorial de R3 (sendo
um ponto, uma reta ou um plano), tendo como geradores os vetores fx(q) e fy(q).

• Se q /∈ Σf , então dfq é injetora e, assim, dfq(R2) é um plano, que tem como base os
vetores fx(q) e fy(q), denominado plano tangente à M em p, denotado por TpM .

• Se q ∈ Σf é um ponto singular não degenerado, vimos na Observação 4.2.10 que
dfq tem posto 1 e, portanto, fx(q) e fy(q) não se anulam simultaneamente. Logo,
TpM é ortogonal a ν(q). Logo, definimos o plano normal a M em p, como sendo
o plano que passa por p e é perpendicular a reta TpM , que denotaremos por NpM .
(Ver Figura 4.7).

Segue da definição de frente de onda que existe um ”plano tangente” bem definido, mesmo
em pontos singulares.

Definição 4.2.12. Dado q ∈ U , o plano que passa por f(q) e é ortogonal a ν(q) é chamado
plano tangente limitante à M em f(q).
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Figura 4.7: Reta tangente e plano normal a M em p = f(q). Fonte: Santos, 2015, p. 36.

Em pontos regulares de f , o plano tangente limitante coincide com o plano tangente
usual, uma vez que, dado um ponto regular q ∈ U , ν(q) e fx(q) e fy(q) são não nulos e
paralelos. Em pontos singulares não degenerados de f , o plano tangente limitante contém
a reta tangente a M naquele ponto, uma vez que ambos são ortogonais a ν no ponto
singular.

O teorema a seguir fornece critérios para que um ponto singular de f seja uma cuspidal
edge ou uma swallowtail.

Teorema 4.2.13. ([15] p. 9) Sejam q ponto singular não degenerado de uma frente de
onda f e γ a curva singular de f em q. Então
1) q = γ(t0) é uma cuspidal edge se, e somente se, a direção nula e a direção singular são
transversais, isto é, det(γ′(t), η(t)) não se anula em t = t0.
2) q = γ(t0) é uma swallowtail se, e somente se, a direção nula e a direção singular são
paralelas e

d

dt
det(γ′(t), η(t))

∣∣∣∣∣
t=t0
6= 0.

Exemplo 4.2.14. (a) Seja f(x, y) = (x, y2, y3) a cuspidal edge usual. Vimos no Exemplo

4.2.4 que o conjunto singular de f é o eixo-x, e que ν(x, y) = (0,−3y, 2)√
9y2 + 4

é um campo de
vetores normais unitário à f . Dado (x, 0) ∈ Σf , como fy(x, 0) = (0, 0, 0), temos

λy(x, 0) = det(fx(x, 0), fyy(x, 0), ν(x, 0)) = det((1, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2)) = 2,

isto é, todo ponto singular de f é não degenerado. Seja γ(t) = (t, 0) uma parametrização
para a curva singular de f em q = (x, 0), com t ∈ (−ε, ε). Então, podemos tomar
η(t) = (0, 1), como o campo anulador ao longo de γ, pois como dfγ(t)(x, y) = (x, 0, 0)
temos

dfγ(t)(η(t)) = (0, 0, 0), ∀t ∈ (−ε, ε).
Agora observe que a direção nula e a direção singular são transversais como diz o Teorema
4.2.13, já que a direção singular de γ é dada por γ′(t) = (1, 0). O plano tangente limitante
àM = f(U) em f(x, 0) = (x, 0, 0) é o plano paralelo ao plano-uv já que ν(x, 0) = (0, 0, 1),
e o plano normal é o plano paralelo ao plano-vw uma vez que a reta tangente a cuspidal
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edge tem como vetor diretor fx(x, 0) = (1, 0, 0).

(b) Seja f(x, y) = (3x2+x2y, 4x3+2xy, y) o swallowtail usual. Vimos no Exemplo 4.2.4
que o conjunto singular de f é dado por uma parábola parametrizada por α(x) = −6x2 e
como

λy(0, 0) = det(fxy(0, 0), fy(0, 0), ν(0, 0)) = det((0, 2, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 0)) = 2,

então (0, 0) é um ponto singular não degenerado de f . Seja γ(t) = (t,−6t2) uma parame-
trização para a curva singular de f . Logo a direção singular na origem é γ′(0) = (1, 0).
Agora, dfγ(t)(x, y) = (t2y, 2ty, y), e como para η(t) = (1, 0), temos

dfγ(t)(η(t)) = (0, 0, 0), ∀t ∈ (−ε, ε),
então η(t) é uma direção nula. Logo fica definido um campo de vetores nulo η, ao longo
de γ. Observamos que

d

dt
det(γ′(t), η(t))

∣∣∣∣∣
t=0

= d

dt
det((1,−12t), (1, 0))

∣∣∣∣∣
t=0

= d

dt
12t

∣∣∣∣∣
t=0

= 12 6= 0,

e a curva singular e a direção nula são paralelas, estando de acordo com o Teorema 4.2.13.
Além disso, como f(0, 0) = (0, 0, 0) e ν(0, 0) = (0, 0, 1), temos que o plano tangente
limitante em (0, 0, 0) é o plano-uv, que coincide com o plano normal, uma vez que a reta
tangente em f(0, 0) tem como vetor diretor fy(0, 0) = (0, 0, 1). 2





5 GEOMETRIA DA CUSPIDAL EDGE

Salvo menção contrária, em todo este capítulo f : (R2,0)→ (R3,0) denotará um
germe de frente de onda que é uma cuspidal egde M (isto é, 0 é um ponto singular de
cuspidal edge), pois com abuso de linguagem, chamamos de cuspidal edge tanto o germe f ,
ou o ponto singular, assim como também o germe do conjunto imagem de f . Denotaremos
por (x, y) e (u, v, w) os sistemas de coordenadas usuais em R2 e R3, respectivamente.
Além disso, ν denotará sua aplicação de Gauss e γ(t) a curva singular (composta por
pontos singulares não degenerados) e sua imagem por f será γ̂(t) = f ◦ γ(t). Como a
cuspidal edge é uma frente, utilizamos também todas as notações do capítulo anterior,
como η para o campo anulador, λ a função densidade de área, etc. Será apresentado neste
capítulo algumas relações entre invaritantes fundamentais envolvendo a cuspidal edge. As
referências principais usadas foram os artigos [9], [11] e [17].

5.1 Forma normal

Quando uma superfície M é regular e p ∈ M , podemos escolher um sistema de
coordenadas em R3 tal que p seja a origem, TpM seja o plano-uv e M seja localmente
o gráfico de alguma função dada por z = h(x, y), onde p ∈ R3 e h(0, 0) ∈ R. Dizemos
que M está parametrizada na forma de Monge, isto é, f(x, y) = (x, y, h(x, y)) é uma
parametrização local para M .

Agora, para superfícies singulares que consistem da cuspidal edge, vamos mostrar
que podemos parametrizá-las por uma forma similar a de Monge, fazendo mudanças de
coordenadas na fonte e isometrias na meta, sem modificar a geometria da superfície.

Teorema 5.1.1. (Forma Normal da Cuspidal Edge) ([9] p. 448) Existe um germe de
difeomorfismo ψ : (R2,0) → (R2,0) e um germe de isometria Φ : (R3,0) → (R3,0) que
satisfazem

Φ ◦ f ◦ ψ(x, y) =
(
x,
a20

2 x2 + a30

6 x3 + 1
2y

2,
b20

2 x2 + b30

6 x3 + b12

2 xy2 + b03

6 y3
)

+ h(x, y)

, (5.1)

onde b03 6= 0, b20 = 0 e

h(x, y) = (0, x4h1(x), x4h2(x) + x2y2h3(x) + xy3h4(x) + y4h5(x, y)),

onde h1(x), h2(x), h3(x), h4(x) e h5(x, y) são funções suaves.

Demonstração. Sejam f = (f1, f2, f3) e ν = (ν1, ν2, ν3). Como f é uma aplicação de posto
1 em 0, então podemos supor

fx(0) = ((f1)x(0), 0, 0),

onde (f1)x(0) 6= 0. (basta fazer uma rotação em R3, se necessário). Considere a aplicação

F (x, y) = (f1(x, y), y) = (x̃, ỹ).

67
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Afirmamos que F é uma mudança de coordenadas. De fato, como a matriz jacobiana de
F em 0 é inversível, pois

det JF (0) = det
(

(f1)x(0) (f2)y(0)
0 1

)
= (f1)x(0) 6= 0,

então, pelo Teorema da Aplicação Inversa, F é um difeomorfismo local na origem. Logo,
escrevendo F−1(x̃, ỹ) = (h1(x̃, ỹ), ỹ), para alguma h1 suave, seja f̃ = f ◦ F−1. Então,

f̃(x̃, ỹ) = f(F−1(x̃, ỹ)) = f(x, y) = (f1(x, y), f2(x, y), f3(x, y)) = (x̃, f̃2(x̃, ỹ), f̃3(x̃, ỹ)),

uma vez que f̃2 = f2 ◦ F−1 e f̃3 = f3 ◦ F−1. Temos
f̃2x̃(0) = (f2)x(0).(h1)x̃(0) + (f2)y(0).0 = 0
f̃3x̃(0) = (f3)x(0).(h1)x̃(0) + (f3)y(0).0 = 0
f̃2ỹ(0) = (f2)x(0).(h1)ỹ(0) + (f2)y(0).1 = 0
f̃3ỹ(0) = (f3)x(0).(h1)ỹ(0) + (f3)y(0).1 = 0,

pois (f2)x(0) = (f2)y(0) = (f3)x(0) = (f3)y(0) = 0, uma vez que, sendo f de posto 1,
fy(0) é paralelo ao vetor fx(0) = ((f1)x(0), 0, 0). Renomeando para simplificar a notação,
escrevemos

f(x, y) = (x, f2(x, y), f3(x, y)). (5.2)

Seja q um ponto singular de f . Como fx(q) = (1, (f2)x(q), (f3)x(q)) e fy(q) = (0, (f2)q(q),
(f3)q(q)) então fy(q) = 0 e

(x, y) ∈ Kerdf(q)⇔ x = 0.

Logo, η(q) = ∂y = (0, 1) é um campo anulador de vetores ao longo da curva singular de f .
Como 0 é um ponto de cuspidal edge então, pelo Teorema 4.2.13, a curva singular de f é
“transversal"à direção nula em 0, isto é, o vetor tangente desta curva (direção singular)
é transversal a direção nula η(q) = ∂y. Logo, a curva singular é transversal ao eixo-y.
Portanto, a curva singular pode ser parametrizada por γ(x) = (x, g(x)), para alguma
função suave g. Considere a mudança de coordenadas na fonte

h(x, y) = (x, y − g(x)) = (x̃, ỹ).

Como h−1(x̃, ỹ) = (x̃, ỹ + g(x̃)) então

f̃(x̃, ỹ) = f ◦ h−1(x̃, ỹ) = f(x̃, ỹ + g(x̃)) = (x̃, f2(x̃, ỹ + g(x̃), f3(x̃, ỹ + g(x̃))))
= (x̃, f̃2(x̃, ỹ), f̃3(x̃, ỹ)).

Note que h(x, g(x)) = (x̃, 0). Assim, renomeando novamente, temos

f(x, y) = (x, f2(x, y), f3(x, y)),

com Σf = {(x, 0), x ∈ R}, isto é, a curva singular de f é o eixo-x. Note que ainda temos
fy(q) = 0,∀q = (x, 0). Seja ϕ(x, y) = f2(x, y) − f2(x, 0). Como ϕ(x, 0) = 0, aplicando o
Lema 2.1.4, temos

ϕ(x, y) = yb2(x, y), (5.3)
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para alguma função b2 suave. Portanto, f2(x, y) = a2(x)+yb2(x, y), onde a2(x) = f2(x, 0).
De modo análogo, podemos escrever

f3(x, y) = a3(x) + yb3(x, y),

sendo a3(x) = f3(x, 0), para alguma função suave b3. Assim, temos

f(x, y) = (x, a2(x) + yb2(x, y), a3(x) + yb3(x, y)). (5.4)

Como 0 = fy(x, 0) = (0, b2(x, 0), b3(x, 0)), ou seja, b2(x, 0) = b3(x, 0) = 0 ∀x, então, pelo
Lema 2.1.4, podemos escrever

bi(x, y) = yb̄i(x, y), para i = 2, 3.

Substituindo em (5.4) e reescrevendo b̄ por b, obtemos:

f(x, y) = (x, a2(x) + y2b2(x, y), a3(x) + y2b3(x, y)). (5.5)

Considerando a função densidade de área de f , λ = det(fx, fy, ν), e q = (x, 0) um ponto
singular não degenerado de f , temos

λx(q) = det(fxx(q), fy(q), ν(q)) + det(fx(q), fxy(q), ν(q)) + det(fx(q), fy(q), νx(q)) = 0,

pois fy(q) = fxy(q) = 0. Logo, pela definição de ponto singular não degenerado, λy(q) 6= 0.
Como λy(q) = det(fx(q), fyy(q), ν(q)), então fyy(q) 6= 0, ∀q = (x, 0). Derivando (5.5) duas
vezes com relação a y em q, obtemos fyy(q) = (0, 2b2(q), 2b3(q)). Logo, b2(q) 6= 0 e
b3(q) 6= 0, para todo q = (x, 0). Agora, aplicando em f uma rotação em R3 em torno do
eixo-u dada por

Aθ =

 1 0 0
0 cos θ −senθ
0 senθ cos θ


obtemos

Aθ ◦ f(x, y) = (x, cos θa2(x)− senθa3(x) + y2[cos θb2(x, y)
− senθb3(x, y)], senθa2(x) cos θa3(x) + y2[senθb2(x, y) + cos θb3(x, y)]).

(5.6)

Como b2(q) 6= 0 e b3(q) 6= 0 então existe um ângulo θ tal que

cos θb2(0, 0)− senθb3(0, 0) > 0 e senθb2(0, 0) + cos θb3(0, 0) = 0. (5.7)

Sejam
â2(x) = cos θa2(x)− senθa3(x),
â3(x) = senθa2(x) + cos θa3(x),
b̂2(x, y) = cos θb2(x, y)− senθb3(x, y),
b̂3(x, y) = senθb2(x, y) + cos θb3(x, y)).

Substituindo em (5.6) e renomeando Aθ ◦ f por f , obtemos:

f(x, y) = (x, â2(x) + y2b̂2(x, y), â3(x) + y2b̂3(x, y)), (5.8)
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onde b̂2(0) > 0 e b̂3(0) = 0. Além disso, como

(0, 0, 0) = f(0) = (0, â2(0), â3(0)) e
(1, 0, 0) = fx(0) = (1, â′2(0), â′3(0))

pois a rotação é em torno do eixo-u, então â2(0) = â3(0) = â′2(0) = â′3(0) = 0. Aplicando
a mudança de coordenadas na fonte

x̃ = x e ỹ = y
√

2b̂2(x, y)

e escrevendo y = ỹ√
2b̂2(x̃, y(x̃, ỹ))

, obtemos:

f(x, y) =
(
x, â2(x) + 1

2

(
y
√

2b̂2(x, y)
)2
, â3(x) + y2b̂3(x, y)

)

=
(
x̃, â2(x̃) + ỹ2

2 , â3(x̃) + ỹ2b̄3(x̃, ỹ)
)
,

onde b̄3(x̃, ỹ) = b̂3(x̃, y(x̃, ỹ))
2b̂2(x̃, y(x̃, ỹ))

. Renomeando x̃ = x, ỹ = y, â = a e b̄ = b, obtemos:

f(x, y) =
(
x, a2(x) + y2

2 , a3(x) + y2b3(x, y)
)
, (5.9)

onde a2(0) = a3(0) = a′2(0) = a′3(0) = 0 e b3(0) = 0, pois b̂3(0, y(0)) = b̂3(0) = 0. Seja
ψ(x, y) = b3(x, y)− b3(x, 0). Como ψ(x, 0) = 0, aplicando o Lema 2.1.4, temos

ψ(x, y) = yb4(x, y)⇒ b3(x, y) = a4(x) + yb4(x, y), (5.10)

para alguma função b4 suave, onde a4(x) = b3(x, 0) tal que a4(0) = 0.
Logo, como fyy = (0, 1, 2b3 +4y(b3)y+y2(b3)yy), então fyyy(0) = (0, 0, 2(b3)y(0)) 6= 0 e,

assim, (b3)y(0) 6= 0, de onde segue que b4(0) 6= 0. Como f é cuspidal edge em q = (x, 0),
então

det(fx(q), fyy(q), fyyy(q)) 6= 0⇔ b3y(q) 6= 0.
Para detalhes, ver [11], p. 264. Logo, b4(q) 6= 0. Renomeando, obtemos:

f(x, y) =
(
x, a1(x) + y2

2 , b2(x) + y2b3(x) + y3b4(x, y)
)
, (5.11)

onde a1(0) = a′1(0) = b2(0) = b′2(0) = b3(0) = 0 e b4(0) 6= 0. Por rotações (x, y) 7→
(−x,−y) em R2 e (u, v, w) 7→ (−u, v,−w) em R3, podemos assumir que b′′2(0) ≥ 0. De
fato, se b′′2(0) ≤ 0, tomando as rotações citadas acima, obtemos

f(x, y) = (x, a1(−x) + y2

2 ,−b2(−x)− y2b3(−x) + y3b4(−x,−y))

= (x̄, ā1(x) + y2

2 , b̄2(x) + y2b̄3(x) + y3b̄4(x, y)),

onde ā1(x) = a1(−x), b̄2(x) = −b2(−x), b̄3(x) = b3(−x) e b̄4(x, y) = b4(−x,−y). Note
que, b̄′′2(0) = −b′′2(0) ≥ 0, como queríamos.
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Os seis coeficientes a20, a30, b20, b30, b12 e b03 que aparecem na expansão da cuspidal
edge em sua forma normal são unicamente determinados, (Ver [9], p. 450). Isso implica
que eles podem ser considerados invariantes geométricos da cuspidal edge, ou seja, qual-
quer cuspidal edge tem essa forma normal, obtida atráves de mudanças de coordenadas
na fonte e isometrias na meta. Nas próximas seções vamos estudar esses seis invariantes
geométricos.

5.2 Curvatura singular

Em pontos regulares de f , dada uma curva regular α : I → U com traço contido na
superfícieM = f(U), temos a Definição 2.2.1 para curvatura geodésica de α em α(t) dada
por

κg(α(t)) = 〈α
′′(t), ν(t)× α′(t)〉
||α′(t)||3 ,

onde ν é a aplicação de Gauss. Para pontos singulares, há um conceito análogo ao de
curvatura geodésica, que foi introduzido no artigo [17].

Definição 5.2.1. Seja η(t) um campo anulador de vetores ao longo da curva singular γ de
f , tal que {γ′(t), η(t)} seja uma base positivamente orientada ao longo da curva singular.
A curvatura singular de γ̂ em t é dada pela expressão

κs(t) := sgn(dλ(η(t)))〈γ̂
′′(t), ν(t)× γ̂′(t)〉
||γ̂′(t)||3 , (5.12)

onde ν é aplicação de Gauss de f e γ̂(t) = f(γ(t)).

Com abuso de linguagem, também dizemos curvatura singular em q, κs(q), para
quando q = γ(t), para algum t. A fim de facilitar alguns cálculos, é conveniente tomarmos
um sistema local de coordenadas (x, y) centrado em um ponto singular não degenerado
de f , como segue:
(a) (x, y) é positivamente orientado,
(b) a curva singular é o eixo-x,
(c) o eixo-x contém todos os pontos singulares de f .

Definição 5.2.2. Um sistema local de coordenadas (x, y) satisfazendo os itens acima é
chamado sistema adaptado de coordenadas com respeito ao ponto singular.

Observação 5.2.3. (a) Em um sistema adaptado de coordenadas, a função densidade
de área λ(x, y) de f se anula sobre o eixo-x. Assim, a condição (c) da definição diz que,
dado um ponto singular q = (x, 0), como λ−1(0) é a curva singular e Oλ(q) é ortogonal à
curva singular, então obtemos

0 = 〈Oλ(q), (1, 0)〉 = λx(q).

Logo, como q é não degenerado, então λy(q) 6= 0.

(b) O sistema de coordenadas na parametrização dada no Teorema 5.1.1 é adaptado.
Além disso, vale que η = ∂y é um campo anulador sobre o eixo-x. Logo, quando necessário,
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podemos tomar um sistema adaptado de coordenadas com η = ∂y sendo um campo
anulador. Neste caso, temos

0 = dfq(∂y) = fy(q),∀q = (x, 0).

Logo, como f tem posto 1 em q, então fx(q) 6= 0. Além disso, pelo Lema 2.1.4, fy(x, y) =
yh(x, y), para alguma h suave, de onde segue que fxy(q) = 0, para todo q = (x, 0). Assim,
obtemos que

λy(q) = det(fx(q), fyy(q), ν(q)),

portanto {fx(q), fyy, ν(q)}, é linearmente independente. 2

Consideremos os seguintes abertos do R2:

U+ = {(x, y) ∈ U |λ(x, y) > 0} e
U− = {(x, y) ∈ U |λ(x, y) < 0}.

Considerando um sistema adaptado de coordenadas, afirmamos que λ muda de sinal
sobre o eixo-x, ou seja, a curva singular está na fronteira de U+ e U−. De fato, como
λ(x, 0) = 0 então, pelo Lema 2.1.4, λ(x, y) = yg1(x, y), para alguma g1 suave. Portanto
λx também se anula sobre o eixo-x e, portanto, λy(x, 0) 6= 0, pois a curva singular é
composta por pontos singulares de f não degenerados. Como

λy(x, y) = g1(x, y) + y(g1)y(x, y),

então g1(x, 0) 6= 0, o que implica que, diminuindo U se necessário, g1 não muda de sinal
em U e, ainda mais, sgn(λy) = sgn(g1). Consequentemente, λ(x, y) = yg1(x, y), muda de
sinal quando cruza o eixo-x.

Observação 5.2.4. (a) Em um sistema adaptado de coordenadas (x, y), (5.12) pode ser
reescrita da forma

κs(t) = sgn(λy(γ(t)))det(fx(γ(t)), fxx(γ(t)), ν(t))
||fx(γ(t))||3 . (5.13)

De fato, parametrizando a curva singular por γ(t) = (x(t), 0), com x(t) crescente, seja

η(t) = a(t)∂x+ e(t)∂y,

onde a(t) e e(t) são funções suaves. Como {γ′, η} é uma base orientada positivamente,
então e(t) > 0. Como λx = 0 e λy 6= 0 ao longo do eixo-x, então dλγ(t)(η(t)) = e(t)λy(γ(t)).
Em particular temos

sgn(dλγ(t)(η(t))) = sgn(λy(γ(t))) =
{

+1 se o lado esquerdo de γ é U+
−1 se o lado esquerdo de γ é U−,

pois sgn(λy) = sgn(g1) em U , sendo λ(x, y) = yg1(x, y). Como γ̂(t) = f(γ(t)) = f(x(t), 0),
temos: {

γ̂′(t) = x′(t)fx(γ(t))
γ̂′′(t) = x′2(t)fxx(γ(t)) + x′′(t)fx(γ(t)).

Substituindo em (5.13), obtemos:
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κs(t) = sgn(dλ(η(t)))det(γ̂′(t), γ̂′′(t), ν(t))
〈γ̂′(t), γ̂′(t)〉 3

2

= sgn(λy)
det(x′(t)fx(γ(t)), x′(t)2fxx(γ(t)) + x′′(t)fx(γ(t)), ν(t))

〈x′(t)fx(γ(t)), x′(t)fx(γ(t))〉 3
2

= sgn(λy)
det(x′(t)fx(γ(t)), x′(t)2fxx(γ(t)), ν(t))

x′(t)3〈fx(γ(t)), fx(γ(t))〉 3
2

= sgn(λy)
det(fx(γ(t)), fxx(γ(t)), ν(t))
〈fx(γ(t)), fx(γ(t))〉 3

2
,

como queríamos.
(b) Se γ não é a curva singular, então a expressão (4.1) é, a menos de sinal, a curvatura

geodésica de f ◦γ. Assim, a partir de (a), concluímos que κs(t) pode ser considerada como
a curvatura geodésica limitante das curvas regulares sobre a superfície, tais que suas pré-
imagens em U estejam a esquerda da curva singular. 2

Exemplo 5.2.5. Seja f(x, y) = (x, y2, y3), a cuspidal edge usual, dada no Exemplo 4.2.4,
onde vimos que a curva singular é o eixo-x, que parametrizamos por γ(t) = (t, 0) e

ν(x, y) = (0,−3y, 2)√
4 + 9y2 sua aplicação de Gauss. Logo, estamos em um sistema adaptado

de coordenadas, com η = ∂y. Vamos usar a expressão dada na Observação 5.2.4 para
calcular a curvatura singular. Temos:

λ(x, y) = 4y + 9y3
√

4 + 9y2 e λy(x, y) = 2(9y2 + 2)√
4 + 9y2 ,

ou seja, sgn(λy) = 1. Portanto, a curvatura singular é κs(x, 0) = 0, uma vez que
fxx(x, y) = 0. 2

Teorema 5.2.6. (Invariância da curvatura singular) ([17] p. 497) A definição de cur-
vatura singular dada em (5.12) independe do parâmetro t, da escolha do campo ν e da
orientação da curva singular.

Demonstração. Primeiramente, independente da reparametrização da curva singular pois,
tomando t = h(s) uma mudança de parâmetro para γ, temos:

κs(γ(h(s))) = sgn(dλ(η))det(h′(s)2γ′(h(s)), h′(s)2γ′′(h(s)) + h′′(s)γ′(h(s)), ν(h(s)))
〈γ′(h(s))h′(s), γ′(h(s))h′(s))〉 3

2
=

= sgn(dλ(η))det(γ′(h(s)), γ′′(h(s)), ν(h(s)))
〈γ′(h(s)), γ′(h(s))〉 3

2
,

logo a definição se mantém, para qualquer parâmetro t. Se tomarmos o campo −ν,
modificamos o sinal da fração presente em (5.12). Por outro lado, modificamos o sinal
de λ, assim mantendo o sinal da expressão. Por fim, se γ muda de orientação, tanto γ′
quanto η mudam de sinal, assim (5.12) mantém o sinal. Em todos os casos, a curvatura
singular se mantém inalterada.



74 GEOMETRIA DA CUSPIDAL EDGE

Uma propriedade muito importante da curvatura singular é o fato de que é um conceito
intrínseco, isto é, que (5.12) pode ser reescrita em função dos coeficientes da primeira
forma fundamental. Não faremos sua demonstração aqui, pois envolve alguns conceitos
não estudados neste trabalho.

Proposição 5.2.7. (Fórmula intrínseca da curvatura singular)([17] p. 497) Seja q um
ponto de cuspidal edge de f e (x, y) um sistema adaptado de coordenadas com respeito a
q tal que ∂y seja uma direção nula. Então a curvatura singular é dada por

ks(t) = −FyEx + 2EFxy − EEyy
E

3
2λy

(γ(t)), (5.14)

onde E,F e G são os coeficientes da primeira forma fundamental de f em q.

Exemplo 5.2.8. (Parábola Cuspidal) Seja

f(x, y) = (ax2 + y2, by2 + y3, x), a, b ∈ R. (5.15)

Temos

fx(x, y) = (2ax, 0, 1), fy(x, y) = (2y, 2by + 3y2, 0)⇒ fx(x, y)× fy(x, y) = 0⇔ y = 0.

Logo, o eixo-x é a curva singular e f está em um sistema adaptado de coordenadas. Seja
γ(t) = (t, 0) uma parametrização da curva singular, com t ∈ (−ε, ε). Então podemos
tomar η(t) = ∂y como o campo anulador ao longo de γ. De fato, como dfγ(t)(x, y) =
= (2atx, 0, x), temos dfγ(t)(η(t)) = 0. Temos

ν(x, y) = 1
δ

(−3y − 2b, 2, 2ax(3y + 2b)), onde δ =
√

4 + (1 + 4a2x2)(4b2 + 12by + 9y2)

é um campo de vetores normais unitários a f . Como

(f, ν)(x, y) =
(
ax2 + y2, by2 + y3, x,

−3y − 2b
δ

,
2
δ
,
2ax(3y + 2b)

δ

)
,

sua matriz jacobiana nos pontos singulares (x, 0) é dada por

2ax 0
0 0
1 0

32a2b3x

(4b2(4a2x2 + 1) + 4) 3
2
− 3

2(4a2b2x2 + b2 + 1) 3
2

− 4a2b2x

(4a2b2x2 + b2 + 1) 3
2
− 3b(4a2x2 + 1)

2(4a2b2x2 + b2 + 1) 3
2

2ab(b2 + 1)
(b2(4a2x2 + 1)) 3

2

3ax
(4a2b2x2 + b2 + 1) 3

2


.

Como as duas colunas são linearmente independentes então (f, ν) é uma imersão. Por-
tanto, f é uma frente de onda. Além disso, como as direções singulares e nulas são
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transversais, pelo Teorema 4.2.13, segue que cada ponto do eixo-x é uma cuspidal edge.
Tomando q = (x, 0) um ponto singular de f , temos

E(q) = 4a2x2 + 1, Ex(q) = 8a2x+ 1, Eyy(q) = 0, Fy(q) = 4ax,

Fxy(q) = 4a, e λy(q) = 16a2b2x2 + 4b2 + 4√
4b2(4a2x2 + 1) + 4

,

pois
λ(q) = 48a2bx2y2 + 16a2b2x2y + 36a2x2y3 + 4y + 12by2 + 4b2y + 9y3

δ
.

Usando a Proposição 5.2.7 para a curvatura singular, temos:

κs(q) = (−4ax)(8a2x) + 8a(4a2x2 + 1)

(1 + 4a2x2) 3
2

 16a2b2x2 + 4b2 + 4√
4b2(4a2x2 + 1) + 4

 = 8a
(1 + 4a2x2) 3

2

√
1 + b2(1 + 4a2x2)

.

Se a > 0 então a curvatura singular é positiva e chamamos f de parábola cuspidal
elíptica, e se a < 0, a curvatura singular é negativa e chamamos f de parábola cuspidal
hiperbólica, com traços dados na Figura 5.1. 2

Figura 5.1: Parábola cuspidal elíptica para a = b = 1 a esquerda e parábola cuspidal
hiperbólica para a = −1 e b = −1 a direita, referentes ao Exemplo 5.2.8. Fonte: feita
pelo autor.

Veremos que o sinal da curvatura singular tem uma grande importância em sua inter-
pretação geométrica.

Definição 5.2.9. Uma curva regular σ : I → U é chamada de curva nula de uma frente
de onda f se σ′(t) é uma direção nula em cada ponto singular de f .

Dada uma curva nula σ, se σ(t) é um ponto singular de f temos

σ̂′(t) = (f ◦ σ)′(t) = dfσ(t)(σ′(t)) = 0,

pois σ′(t) é uma direção nula. Agora, quando f consiste apenas de pontos de cuspidal
edge, pelo Teorema 4.2.13, a curva nula e a curva singular são transversais em cada ponto
de sua interseção, assim, a curva σ̂(t) = f(σ(t)) é uma curva “transversal” a cuspidal edge
nestes pontos, isto é, cruza a curva γ̂ = f ◦ γ, atravessando a f .
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Teorema 5.2.10. ([17] p. 501) Seja q um ponto de cuspidal edge, e γ a curva singular
parametrizada por comprimento de arco tal que γ(0) = q e γ̂(0) = f(q). Seja σ(s) =
(x(s), y(s)) uma curva nula passando por σ(0) = q. Então o sinal da curvatura singular
em q coincide com o sinal de 〈σ̂′′(0), γ̂′′(0)〉, onde σ̂ = f ◦ σ e γ̂ = f ◦ γ.
Demonstração. Seja (x, y) um sistema adaptado de coordenadas com respeito a origem
tal que η = ∂y é um campo anulador de vetores sobre o eixo-x. Então, pela Observação
5.2.3 item (b), fy(q) = dfq(η) = 0 e fxy(q) = 0. Por outro lado, como γ parametriza
o eixo-x, podemos supor que γ(t) = (t, 0). Como σ′(0) é uma direção nula, ou seja, é
paralelo a ∂y, segue que x′(0) = 0. Temos{

σ̂′ = x′fx + y′fy
σ̂′′ = x′′fx + x′(x′fxx + y′fxy) + y′′fy + y′(x′fyx + y′fyy).

Além disso, como fy(q) e fxy(q) também se anulam na origem (ver Observação 5.2.3),
então

σ̂′(0) = x′(0)fx(q) = 0 e σ̂′′(0) = x′′(0)fx(q) + y′(0)2fyy(q). (5.16)
Observe que, como γ̂(t) = f(t, 0), temos:{

γ̂′(t) = fx(t, 0)
γ̂′′(t) = fxx(t, 0).

Substituindo na expressão 〈σ̂′′(0), γ̂′′(0)〉, obtemos:

〈σ̂′′(0), γ̂′′(0)〉 = 〈x′′(0)fx(q) + y′(0)2fyy(q), fxx(q)〉 = y′(0)2〈fyy(q), fxx(q)〉, (5.17)

pois como γ é parametrizada por comprimento de arco, temos

〈fx, fxx〉 = 〈γ̂′, γ̂′′〉 = 0.

Temos que {fx, ν, fx × ν} é uma base ortonormal positiva de R3, em qualquer ponto de
U . Assim, se escrevemos

fyy(q) = afx(q) + bν(q) + c(fx(q)× ν(q)), (5.18)

onde a, b, c ∈ R, segue que,

b = 〈fyy(q), ν(q)〉 = (〈fy(q), ν(q)〉)y − 〈fy(q), νy(q)〉 = 0 e

c = 〈fyy(q), fx(q)× ν(q)〉 = (〈fy(q), fx(q)× ν(q)〉)y = −λy(q).
Substituindo em (5.18), obtemos

fyy(q) = afx(q)− λy(q)(fx(q)× ν(q)). (5.19)

Portanto, substituindo (5.19) em (5.17), obtemos:

〈σ̂′′(0), γ̂′′(0)〉 = y′(0)2〈afx(q)− λy(q)(fx(q)× ν(q)), fxx(q)〉
= −y′(0)2λy(q)〈fx(q)× ν(q), fxx(q)〉

= y′(0)2λy(q) det(fx(q), fxx(q), ν(q)) = y′(0)2λy(q)
κs(q)

sgn(λy(q))
.

Logo,

〈σ̂′′(0), γ̂′′(0)〉 = y′(0)2|λy(q)|κs(q)⇒ sgn(〈σ̂′′(0), γ̂′′(0)〉) = sgn(κs(q)),

como queríamos.
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Na geometria diferencial, sendo α uma parametrização por comprimento de arco de
uma curva regular com curvatura não nula, o plano retificante de α em t é gerado pelos
vetores t(t) = α′(t) e b(t) = t(t) × n(t), onde n(t) = α′′(t)

||α′′(t)|| . Um resultado conhecido
é que, em um ponto da curva α em que a curvatura não se anula, seu traço não cruza
o plano retificante e, ainda mais, o traço está contido no semiespaço determinado pelo
plano retificante em que aponta o vetor normal principal n. O seguinte corolário é um
resultado análogo para cuspidal edges.

Corolário 5.2.11. (Interpretação geométrica da curvatura singular) ([17] p. 502) Seja
q um ponto de cuspidal edge de f e γ a curva singular de f com γ(0) = q. Seja T
o plano retificante de γ̂ = f ◦ γ em q. Se a curvatura singular em q é positiva (resp.
negativa) então, para toda curva nula σ, com σ(0) = q, σ̂(t) = (f ◦ σ)(t) pertence ao
semiespaço (respectivamente o semiespaço oposto) determinado por T que contém o vetor
normal principal n(0) de γ̂ em uma vizinhança de q. E mais, se a curvatura singular em
q for positiva, localmente a superfície cuspidal edge está contida no mesmo semiespaço
determinado por T que contém n(0), caso contrário, há pontos da superfície em ambos os
semiespaços determinados por T .

Demonstração. Seja (x, y) um sistema adaptado de coordenadas em q, e suponha q e
f(q) = p as origens do R2 e R3, respectivamente. A expansão de Taylor de f na origem é
dada por

f(x, y) = fx(q) + 1
2(fxx(q)x2 + fyy(q)y2) + o(x2 + y2),

uma vez que fxy(q) = 0 e o(x2 + y2) denota os termos de grau maior ou igual a 3. Como
γ̂(t) = (f ◦ γ)(t) = f(t, 0) temos γ̂′′(t) = fxx(t, 0) paralelo ao vetor normal principal de
γ̂, onde γ̂ está parametrizada por comprimento de arco. Logo, 〈fx(t, 0), fxx(t, 0)〉 = 0.
Assim,

〈f(x, y), fxx(0)〉 = 1
2x

2||fxx(0)||2 + 1
2y

2〈fyy(0), fxx(0)〉+ o(x2 + y2). (5.20)

Seja σ(t) = (x(t), y(t)) uma curva nula, com σ(0) = q. Analisando o sinal da curvatura
singular, temos:

• Se κs(0) > 0, pelo Teorema 5.2.10 e por (5.17) temos 〈fyy(0), fxx(0)〉 > 0. Assim,
〈f(x, y), fxx(0)〉 > 0,
em uma vizinhança da origem, isto é, se a curvatura singular for positiva então,
f(x, y) pertence ao semiespaço determinado pelo plano perpendicular a fxx(0) e
que aponta o vetor fxx(0), que é o plano retificante de γ̂ em p, pois fxx(0) = γ̂′′(0).

• Se κs(0) < 0, então podemos escolher um sistema de coordenadas adaptado tal que
σ(t) = (0, t). De modo análogo ao feito no item anterior, temos 〈f(0, t), fxx(0)〉 < 0
em uma vizinhança da origem, isto é, se a curvatura singular for negativa então,
localmente f(0, t) pertence ao semiespaço determinado pelo plano retificante de γ̂
em p que contém o vetor −fxx(0), ou seja, o semiespaço contrário ao que contém
pontos de γ̂. Portanto, localmente há pontos da superfície em ambos os semiespaços
definidos por T .
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Figura 5.2: Exemplo de curvatura singular positiva e negativa, respectivamente.
Fonte: Saji, Umehara, Yamada, 2009, p.503.

Para facilitar alguns cálculos, é conveniente introduzir um par adequado de campos
de vetores. Seja (ξ, η) um par de campos de vetores definido em uma vizinhança de um
ponto singular não degenerado de f que satisfaz:
(a) ξ é tangente a curva singular;
(b) η é um campo anulador de vetores ao longo da curva singular;
(c) (ξ, η) é positivamente orientado.

Definição 5.2.12. Um par de campos de vetores (ξ, η) satisfazendo os itens acima é
chamado par adaptado de campos de vetores com respeito ao ponto singular.

No que segue neste trabalho usaremos uma notação diferente da usual para derivada
direcional, a qual é usada nos artigos [9] e[17], dentre outros. Por exemplo, considerando
f e um campo de vetores ξ, a derivada direcional de f na direção de ξ será denotada por
ξf .

Observação 5.2.13. (1) Tomando a função densidade de área λ, a condição (b) é equi-
valente a afirmar que ηf = 0 sobre a curva singular. De fato, ηf(q) = dfq(η(q)) = 0, para
todo q na curva singular. Além disso, como f é frente de onda, então (f, ν) é imersão
e, consequentemente, ην 6= 0. A condição (a) acima é caracterizada por ξλ = 0, onde λ
é a função densidade de área de f . De fato, ξλ(q) = 〈Oλ(q), ξ(q)〉 = 0, uma vez que o
vetor Oλ(q) é perpendicular à curva singular em q. E mais, {ξf, ηηf, ν} é linearmente
independente, desde que det(ξf, ηηf, ν) = ηλ 6= 0 em pontos singulares.

(2) Considerando um par adaptado de campos de vetores (ξ, η), podemos mostrar que
a curvatura singular pode ser reescrita da seguinte forma

κs(t) = sgn(˘)det(¸f (fl(t)), ¸¸f (fl(t)),˚(fl(t)))
||¸f (fl(t))||3 . (5.21)

De fato, seja γ(t) = (x(t), y(t)). Temos que γ̂(t) = f ◦ γ(t) e pelo item (a) da definição
anterior, γ′(t) = a(t)ξ(t). Assim, simplificando algumas notações, temos:

γ̂′(t) = = dfγ(t)(a(t)ξ(t)) = a(t)dfγ(t)(ξ(t)) = aξf ;
γ̂′′(t) = a′ξf + a′ξf + +a(ξf)′;

||γ̂′(t)||3 = ||aξf ||3 = |a(t)|3||ξf ||3.
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Escrevendo ξ(x, y) = A(x(t), y(t))∂x +B(x(t), y(t))∂y, temos:

ξf = Afx +Bfy

ξξf = ξ(Afx +Bfy) = A(ξf)x +B(ξf)y = A(Afx +Bfy)x +B(Afx +Bfy)y
= (AAx + AyB)fx + (ABx +ByB)fy + A2fxx + 2ABfxy +B2fyy. (5.22)

Por outro lado, como γ(t) = (x(t), y(t)), temos:

γ̂′(t) = x′(t)fx + y′(t)fy
γ̂′′(t) = x′′(t)fx + y′′(t)2fy + x′(t)2fxx + 2x′(t)y′(t)fxy + y′(t)2fyy, (5.23)

onde as funções são calculadas em (x(t), y(t)). Obtemos:

γ′(t) = a(t)ξ(x(t), y(t)) = a(t)(A(x(t), y(t)), B(x(t), y(t)))
⇒ x′(t) = a(t)A(x(t), y(t)) e y′(t) = a(t)B(x(t), y(t)).

Substituindo em γ̂′′(t) e usando (5.22), obtemos:

γ̂′′(t) = x′′(t)fx + y′′(t)2fy + a(t)2[A2fxx + 2ABfxy +B2fyy]
= x′′(t)fx + y′′(t)2fy + a(t)2[ξξf − (AAx + AyBfx − (ABx +BBy)fy)]
= x′′(t)− (AAx + AyB)fx + y′′(t)− [ABx +BBy]fy + a(t)2ξξf

= Āfx + B̄fy + a(t)2ξξf,

onde Ā = x′′(t)− (AAx + AyB) e B̄ = y′′(t)− (ABx +BBy).
Portanto,

κs(t) = sgn(dλη)det(γ̂′(t), γ̂′′(t), ν(t))
||γ̂′(t)||3 = sgn(ηλ)det(a(t)ξf, Āfx + B̄fy + a(t)2ξξf, ν(t))

|a(t)|3||ξf ||3

= sgn(ηλ)a(t)3 det(ξf, ξξf, ν(t))
|a(t)|3||ξf ||3 = sgn(ηλ)det(ξf, ξξf, ν(t))

||ξf ||3
. (5.24)

Note que podemos tomar um par adaptado de campos de vetores (ξ, η) tal que ξ′(t) =
a(t)γ̂′(t) com a(t) > 0.

2

Exemplo 5.2.14. (Superfície tangente desenvolvível) Seja α : I ⊂ R → R3 uma curva
regular parametrizada por comprimento de arco com curvatura κ(x) > 0 e torção τ(x) 6= 0,
para todo x ∈ I, e seja {t,n,b} o triedo de Frenet. A superfície f : I × R → R3 dada
por f(x, y) = α(x) + yα′(x) é chamada superfície tangente desenvolvível e seu
traço está dado na Figura 5.3. Como fx(x, y) = α′(x) + yα′′(x), fy(x, y) = α′(x) e
(fx × fy)(x, y) = y(α′′(x)× α′(x)) ‖ b(x) 6= 0 então o eixo-x é a curva singular. Temos:

df(x,0)(x, y) = xα′(x0) + yα′(x0) = (x+ y)α′(x0) = 0⇔ x = y.

Logo, η = −∂x + ∂y é um campo anulador de vetores. Portanto, pelo Teorema 4.2.13,
cada ponto do eixo-x é uma cuspidal edge. Tomemos a aplicação de Gauss ν(x, y) = b(x)
e ξ = ∂x a direção singular, então (ξ, η) é um par adaptado de campos de vetores, pois
{ξ, η} é base positiva para R2. A função densidade de área é:

λ(x, y) = det(fx, fy, ν)(x, y) = y〈fx × fy, ν〉(x, y) = y〈κ(xn(x)× t(x),b(x))〉 = −κ(x)y.
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Temos:

ξf(x, y) = α′(x) + yα′′(x)
ξξf(x, y) = α′′(x) + yα(3)(x)
ξξξf(x, y) = α(3)(x) + yα(4)(x)

e substituindo as fórmulas de Frenet, obtemos,

ξf(x, y) = t(x) + yκ(x)n(x)
ξξf(x, y) = κ(x)n(x) + y(κ(x)n(x))′

ξξξf(x, y) = −κ(x)2t(x) + κ′(x)n(x) + κ(x)τ(x)b(x) + y(κ(x)n(x))′′.

Calculando nos pontos singulares (x, 0), obtemos:

ξf(x, 0) = t(x)
ξξf(x, 0) = κ(x)n(x)
ξξξf(x, 0) = −κ(x)2t(x) + κ′(x)n(x) + κ(x)τ(x)b(x).

Além disso, temos λx = −κ(x)y e λy = −κ(x). Logo,

ηλ(x, y) = 〈Oλ(x, y), η(x, y)〉 = 〈(−κ′(x)y,−κ(x)), (−1, 1)〉 = κ′(x)y − κ(x),

daí ηλ(x, 0) = −κ(x), ou seja, sgn(ηλ) = −1. Assim, substituindo em (5.21) para a
curvatura singular, obtemos:

κs(x) = − det(t(x), κ(x)n(x),b(x)) = −κ(x) det(t(x),n(x),b(t)) = −κ(x).

2

Figura 5.3: Superfície tangente desenvolvível do Exemplo 5.2.14. Fonte: Martins, Saji,
2019, p.460.

Exemplo 5.2.15. (Forma normal) Seja f : R2 → R3 dada pela forma normal (5.1).
Vamos usar a parametrização dada em (5.11) por
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f(x, y) =
(
x, a1(x) + y2

2 , b2(x) + y2b3(x) + y3b4(x, y)
)
,

onde a1(0) = a′1(0) = b2(0) = b′2(0) = b3(0) = 0 e b4(0) 6= 0. Temos

fx(x, y) = (1, a′1(x), b′2(x) + y2b′3(x) + y3(b4)x(x, y))
fy(x, y) = (0, y, 2yb3(x) + 3y2b4(x, y) + y3(b4)y(x, y))
fxx(x, y) = (0, a′′1(x), b′′2(x) + y2b′′3(x) + y3(b4)xx(x, y))
fyy(x, y) = (0, 1, 2b3(x) + 6yb4(x, y) + 3y2(b4)y(x, y) + 3y2(b4)y(x, y) + y3(b4)yy(x, y)).

Note que a curva singular é o eixo−x e, portanto, estamos em um sistema adaptado
de coordenadas, com η = ∂y. Vamos usar a expressão dada na Observação 5.2.4 para
calcular a curvatura singular.

fx(0, 0) = (1, 0, 0), fy(0, 0) = (0, 0, 0), fxx(0, 0) = (0, a′′1(0), b′′2(0)) e fyy(0, 0) = (0, 1, 0).

Temos:

(fx × fy)(x, y) = y(2a′1(x)b3(x) + 3a′1(x)yb4(x, y) + a′1(x)y2(b4)y(x, y)− b′2(x)− y2b′3(x)
− y3(b4)x(x, y),−2b3(x)− 3yb4(x, y) + y2(b4)y(x, y), 1) = ya(x, y),

onde

a(x, y) = (2a′1(x)b3(x) + 3a′1(x)yb4(x, y) + a′1(x)y2(b4)y(x, y)− b′2(x)− y2b′3(x)
− y3(b4)x(x, y),−2b3(x)− 3yb4(x, y) + y2(b4)y(x, y), 1).

Daí, ν(x, y) = a(x, y)
||a(x, y)|| , que em (0, 0), temos ν(0, 0) = (0, 0, 1). A função densidade de

área é:
λ(x, y) = det(fx, fy, ν)(x, y) = y〈a(x, y), ν(x, y)〉 = y||a(x, y)||.

Logo, λy(x, y) = ||a(x, y)|| + y||a(x, y)||y. Como ||a(x, y)|| ≥ 1, pois sua última entrada
é 1, e para y perto de 0, a parcela y||a(x, y)||y fica pequeno de tal forma que λy > 0, ou
seja, sgn(λy) = 1. Assim,

κs(0, 0) = sgn(λy)
det(fx(0, 0), fxx(0, 0), ν(0, 0))

〈fx(0, 0), fx(0, 0)〉 3
2

= a′′1(0) = a20. (5.25)

2

5.3 Curvatura normal

Para uma curva regular α com traço contido na parte regular de M = f(U), a curva-
tura normal é dada por

κn(t) = 〈α
′′(t), ν(t)〉
||α′(t)||2 .

Veremos agora como este conceito é estendido para a curva singular da cuspidal edge, que
foi apresentada no artigo [17], p. 515.
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Definição 5.3.1. A curvatura normal limitante de γ̂ = f ◦ γ em t é dada por:

κν(t) = 〈γ̂
′′(t), ν(t)〉
||γ̂′(t)||2 , (5.26)

onde ν(t) = ν ◦ γ(t). O valor κn(t) = |κν(t)| é chamado curvatura normal absoluta
(ou apenas curvatura normal) da cuspidal edge.

Com abuso de linguagem, também dizemos curvatura normal em q, κν(q), para quando
q = γ(t), para algum t. Observe que esta definição depende da escolha do campo ν. Por
exemplo, tomando o campo −ν, obtem-se que κ−ν(t) = −κν(t).

Exemplo 5.3.2. Seja f(x, y) = (x, y2, y3), a cuspidal edge usual, dada no Exemplo 4.2.4,
onde vimos que a curva singular é o eixo-x, que parametrizamos por γ(t) = (t, 0) e

ν(x, y) = (0,−3y, 2)√
4 + 9y2 sua aplicação de Gauss. Portanto, a curvatura normal limitante de

γ̂(t) = f ◦ γ(t) é κν(x, y) = 0 uma vez que γ̂′′(0) = 0. 2

Exemplo 5.3.3. (Parábola Cuspidal) Seja f(x, y) = (ax2 + y2, by2 + y3, x), a, b ∈ R,
dada no Exemplo 5.2.8. Como a curva singular de f é o eixo-x, que parametrizamos
por γ(t) = (t, 0) então γ̂(t) = (at2, 0, t) e assim γ̂′(t) = (2at, 0, 1) e γ̂′′(t) = (2a, 0, 0). A
curvatura normal limitante de γ̂(t) é:

κν(t) =

〈
(2a, 0, 0), 1√

4 + (1 + 4a2t2)4b2
(−2b, 2, 4atb))

〉

||(2at, 0, 1)||2

= −4ab√
4(1 + b2 + 4a2b2t2)(4a2t2 + 1)

.

Para a = b = 1 temos que a curvatura normal limitante de γ̂ é negativa e para a = −1
e b = 1 temos que a curvatura de f é positiva, como vemos na Figura 5.4.

2

Figura 5.4: Parábola Cuspidal com curvatura normal negativa, para a = b = 1, e positiva,
para a = −1 e b = 1, respectivamente. Fonte: feita pelo autor.
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Seja q um ponto singular de f . Então existe um sistema de coordenadas (x, y) centrado
em q que satisfaz:
(a) 〈fx, fx〉 = 1 sobre o eixo-x,
(b) fy se anula sobre o eixo-x,
(c) λy = 1 sobre o eixo-x,
(d) 〈fyy, fx〉 se anula sobre o eixo-x,
(e) {fx, fyy, ν} é uma base ortonormal positivamente orientada ao longo do eixo-x.

Definição 5.3.4. Um sistema de coordenadas (x, y) satisfazendo os itens acima é cha-
mado sistema especial adaptado de coordenadas com respeito a q.

Note que, em um sistema especial adaptado de coordenadas (x, y), o eixo-x é a curva
singular, γ̂ = f ◦γ está parametrizada por comprimento de arco (pois, pondo γ(t) = (t, 0),
obtemos γ̂′(t) = fx(t, 0) e, por (a), temos ||γ̂′(t)|| = 1). Assim, γ̂′′(t) = fxx(t, 0) é paralelo
ao vetor normal principal de γ̂. Assim, neste sistema de coordenadas, obtemos:

κν(t) = 〈fxx(t, 0), ν(t)〉.

Vejamos agora uma interpretação geométrica para a curvatura normal limitante.
Seja Ω(ν) (resp. Ω(−ν)) o semiespaço fechado delimitado pelo plano tangente limitante
para o qual aponta ν ( resp. −ν). Segue da definição de κν que, em uma vizinhança
de q, os pontos da curva singular através de f está contida em Ω(ν), quando κν(q) > 0
e em Ω(−ν), quando κν(q) < 0. De fato, o sinal de κν(t) é o sinal do cos θ, onde θ é o
ângulo entre fxx(t, 0) e ν(t), ou seja, entre o vetor normal principal de γ̂ e ν (tomando
um sistema especial adaptado de coordenadas). Logo, basta lembrar que o vetor normal
principal de γ̂ aponta na direção da concavidade da curva, uma vez que seu traço não
fura o plano retificante e está no semiespaço que aponta o vetor normal principal.

Figura 5.5: O semiespaçoΩ(−ν) contém a curva singular. Fonte: Saji, Umehara, Yamada,
2009, p.516.

Recorde que o plano osculador de γ̂ em t é o plano gerado pelos seus vetores tangente
e normal principal em t.

Proposição 5.3.5. Seja q = γ(t) um ponto de cuspidal edge de f . Então κν(q) = 0 se,
e somente se, o plano osculador de γ̂ em t coincide com o plano tangente limitante de f
em f(q).
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Demonstração. Seja (x, y) um sistema especial adaptado de coordenadas e q = (t, 0).
Como κν(t) = 〈fxx(t, 0), ν(t)〉 então κν(t) = 0 se, e somente se, ν(t) é ortogonal ao vetor
normal principal de γ̂. Como ν(t) perpendicular a γ̂′(t), então κν(t) = 0 se, e somente se,
ν(t) é perpendicular ao plano osculador de γ̂ em t, ou seja, quando este plano coincidir
com o plano tangente limitante de f em f(q).

Consideremos um sistema adaptado de coordenadas. Como fy se anula nos pontos
singulares de f , pelo item (b) da Observação 5.2.3, fyy(q) 6= 0 e assim, pelo Lema 2.1.4,
podemos escrever fy(x, y) = yh(x, y), onde h(x, y) 6= 0, o que implica que

ν(q) = ε
fx(q)× h(q)
||fx(q)× h(q)|| = ε

fx(q)× fyy(q)
||fx(q)× fyy(q)||

= ε
fx(q)× f⊥yy(q)
||fx(q)× fyy(q)||

, (5.27)

sobre o conjunto singular, onde ε = 1 ou ε = −1. Sendo γ̂(t) = (f ◦γ)(t) = f(t, 0) e (ξ, η)
um par adaptado de campos de vetores, pelos cálculos da Observação 5.2.4, a curvatura
normal pode ser reescrita da seguinte forma, onde as funções são cálculadas em γ(t):

κn(t) =
∣∣∣∣∣〈γ̂′′(t), ν(t)〉
||γ̂(t)||2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
〈
fxx,

fx × fyy
||fx × fyy||

〉∣∣∣∣∣
||fx||2

= |det(ξf, ηηf, ξξ)|
||ξf ||2||ξf × ηηf ||

. (5.28)

Podemos tomar o par adaptado de campos de vetores pois (5.28) independe da escolha
dos campos, como mostra o lema a seguir.

Lema 5.3.6. ([9], p.452) A expressão (5.28) não depende da escolha do par adaptado de
campos de vetores.

Assim, podemos escolher o par adaptado de campos de vetores (ξ, η) = (∂x, ∂y), tal
que (5.28) pode ser reescrita novamente da forma

κn(t) = 1
E

| det(fx(γ(t)), fyy(γ(t)), fxx(γ(t)))|
||fx(γ(t))× fyy(γ(t))|| , (5.29)

em γ(t), bastando substituir a derivação induzida pelos campos ξ e η de f .
Essas novas formúlas encontradas para a curvatura normal da cuspidal edge serão

muito úteis ao longo deste capítulo, onde trabalhamos as relações entre as curvaturas
normal, singular e umbílica.

Exemplo 5.3.7. (Superfície tangente desenvolvível) Seja f a superfície tangente desen-
volvível, discutida no Exemplo 5.2.14. Dos cálculos feitos neste exemplo e tendo que
η = −∂x + ∂y, obtemos

ηf = (−∂x + ∂y)f = −fx + fy = −yα′′(x) = −yκ(x)n(x) e
ηηf = yα(3)(x)− α′′(x) = y(κ(x)n(x))′ − κn(x).

Calculando nos pontos singulares (x, 0), obtemos ηf = 0 e ηηf = −κn(x). Usaremos a
expressão (5.28) para calcular a curvatura normal limitante. Assim,

κn(x) = |det(t(x),−κn(x), κ(x)n(x)|
||t(x)×−κn(x)|| = 0.

2
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Exemplo 5.3.8. (Forma Normal) Seja f dada pela forma normal 5.1 discutida no Exem-
plo 5.2.15. Dos cálculos feitos neste exemplo e usando a expressão (5.29), a curvatura
normal limitante de γ̂ é dada por:

κn(0) = | det((1, 0, 0), (0, 1, 0)), (0, a′′1(0), b′′2(0))|
||(1, 0, 0)× (0, 1, 0)|| = |b′′2(0)| = |b20|.

2

5.4 Curvatura umbílica para a cuspidal edge

Nesta seção faremos uma revisão sobre a curvatura umbílica estudada no Capítulo
2, porém com o foco na cuspidal edge. Veremos que a curvatura umbílica coincide com a
curvatura normal limitante. Seja M a cuspidal edge, cuja parábola de curvatura sabemos
ser uma semirreta. Dados um vetor v ∈ Cq, onde Cq é o subconjunto formado por todos
os vetores unitários com relação a pseudométrica Iq, e uma base adaptada {v1, v2} de
NpM , vista da Definição 3.4.1, a curvatura umbílica de M em p = f(q) é dada por

κu(p) = |〈IIq(v, v), v2〉| = |IIv2(v, v)|.

A interpretação geométrica da curvatura umbílica da Observação 3.4.6, nos diz que
κu(q) = 0 se, e somente se, ∆p está contida na reta passando por p na direção de α′(t),
onde α é a parametrização de ∆p e t um número real tal que α′(t) 6= 0. Também obtemos
que

κu(q) = ||α(t)× α′(t)||
||α′(t)|| =

∣∣∣∣∣
〈
α(t)× α′(t)〉
||α′(t)|| ,

γ̂′(t)
||γ̂′(t)||

〉∣∣∣∣∣ = | det(α(t), α′(t), γ̂′(t))|
||α′(t)× γ̂(t)|| .

(5.30)

Em um sistema de coordenadas adaptado (x, y), tomando v ∈ R2, v é um vetor
unitário com relação a pseudométrica Iq se, e somente se, x = ± 1√

E(q)
. De fato,

||v|| = 1 ⇔ x2E(q) + 2xyF (q) + y2G(q) = 1⇔ x2E(q) = 1⇔ x = ± 1√
E(q)

.

Escrevendo γ(t) = (x(t), 0), temos γ̂′(t) = (f ◦ γ)′(t). Desenvolvendo a segunda forma
fundamental de acordo com a sua bilinearidade e aplicando o item (b) da Observação
5.2.3, obtemos que a parametrização da parábola de curvatura ∆γ̂(t) é dada por

∆p = ηq(Cq) = {IIq(v, v)|Iq(v, v), v ∈ Cq}
= {a2f⊥xx(q) + 2abf⊥xy(q) + b2f⊥yy(q)|Iq(v, v), v ∈ Cq}

=
{

1
E(q)f

⊥
xx(q) + b2f⊥yy(q)|Iq(v, v), v ∈ Cq

}
,

onde q = (x(t), 0). Logo,

α(s) = 1
E(x(t), 0)f

⊥
xx(x(t), 0) + s2f⊥yy(x(t), 0), (5.31)



86 GEOMETRIA DA CUSPIDAL EDGE

parametriza ∆γ̂(t) e assim, α′(s) = 2sf⊥yy(q). Substituindo em (5.2.3) e aplicando (5.27),
com as funções sendo calculadas em q = (x, 0), obtemos:

κu(q) = | det(α(s), α′(s), γ̂′(t))|
||α′(t)× γ̂(t)|| =

| det( 1
E
f⊥xx + t2f⊥yy, 2tf⊥yy, fx)|
||2tfyy × fx||

= 1
E

| det(fxx, 2tfyy, fx)|
||2tfyy × fx||

= 1
E

| det(fx, fyy, fxx)|
||fx × fyy||

(5.32)

= 1
E

∣∣∣∣∣
〈

fx × fyy
||fx × fyy||

, fxx

〉∣∣∣∣∣ = |〈ν, fxx〉|
E

= |〈ν, f
⊥
xx〉|

E
.

De fato, como fx(q) = γ̂′(t), é o vetor diretor de γ̂, NpM é o plano ortogonal ao eixo-x e
〈fxx(q), fx(q)〉 = 0, logo fxx pertence a NpM e então coincide com sua projeção sobre
NpM . Agora, como fy(q) pertence ao eixo-x, pois fy(q) = 0, e 〈fyy(q), fy(q) = 0〉 e
〈fx(q), fy(q)〉 = 0, fyy pertence a NpM e também coincide com sua projeção sobre NpM .

Vamos mostrar agora que, para cuspidal edges, a curvatura umbílica nada mais é do
que a curvatura normal absoluta, vista na seção anterior.

Teorema 5.4.1. ([9], p. 453) Seja q um ponto singular de f . Então, são válidos os
seguintes itens:
(a) ν(q) é ortogonal a reta que contém ∆p;
(b) κu(q) = κn(q).

Demonstração. (a) Podemos tomar um sistema adaptado de coordenadas (x, y), pois como
provado no Lema 3.1.6, a segunda forma fundamental independe da escolha do sistema
local de coordenadas em R2. Parametrizando a curva singular de f por γ(t) = (x(t), 0) e
lembrando que γ̂(t) = f ◦γ(t), temos γ̂′(t) = x′(t)fx(x(t), 0). Pelo item (b) da Observação
5.2.3, fy(x(t), 0) = 0 e, como f tem posto 1, fx(x(t), 0) 6= 0. De (5.27) temos que ν(q) é
ortogonal a f⊥yy(q) e. portanto, considerando que ∆pé parametrizada por (5.31), obtemos
que ν(q) é ortogonal a reta que contém ∆p.

(b) Em um sistema de coordenadas adaptado (x, y), temos que a curvatura normal é
dada por (5.29) que coincide com (5.32) para curvatura umbílica.

Exemplo 5.4.2. Seja M = f(U) a superfície cuspidal edge usual. Pelo Exemplo 4.2.4,
temos que ν(x, y) = 1√

4 + 9y2 (0,−3y, 2) é um campo de vetores normais unitários a f .
Pelo Exemplo 3.2.2, α′(y) = (0, 2y, 0) é o vetor tangente a reta que que contém ∆p. Logo,

〈α′(y), ν(q)〉 = 〈(0, 0, 2), (0, 2y, 0)〉 = 0.

Assim, ν(q) é ortogonal a reta que contém ∆p, de acordo com o item (a) do Teorema 5.4.1.
Comparando os Exemplos 3.4.4 e 5.3.2, podemos concluir que as curvaturas umbílica e
normal se anulam, de acordo com o item (b) do Teorema 5.4.1. 2

Uma das abordagens para o estudo da geometria de superfícies é analisar o contato
delas com planos e esferas, isto é, analisar o tipo de singularidades que surgem a partir da
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composição da equação implícita do plano ou esfera com a parametrização da superfície.
Em [8] foi feito este estudo para superfícies em R3 de posto 1 estudadas no Capítulo 2
deste trabalho. Um ponto singular de uma função é do tipo Σ2,2 se as derivadas de ordem
superior a 2 neste ponto singular se anulam.

Corolário 5.4.3. ([8], p. 120, 122) Seja q um ponto singular de f . Então, temos os
seguintes itens:
(a) Se κn(q) = 0 então o plano que contém f(q) = p ortogonal a ν(q) é o único plano em
R3 que tem contato do tipo Σ2,2 com f .
(b) Se κn(q) 6= 0 então a esfera de centro

p+ ε
1

κn(q)ν(q)

é a única esfera em R3 que tem contato do tipo Σ2,2 com f , onde ε = sgn(II˚(v, v)), para
v ∈ R2 unitário.

5.5 Curvatura cuspidal

Sendo α uma curva suave em R2 tal que 0 é um ponto de 3/2−cúspide, apresentamos
na Seção 4.1.1 deste trabalho, a definição de curvatura cuspidal de α em 0 dada por

κc(0) := det(α′′(0), α(3)(0))
||α′′(0)|| 52

.

Se α é uma 3/2−cúspide em 0 plana em R3, contida em um plano P , vale:

κc(0) = det(α′′(0), α(3)(0), v)
||α′′(0)|| 52

,

onde v é um vetor unitário perpendicular ao plano P .
Agora veremos uma curvatura para a superfície cuspidal edge que também tem

o nome de curvatura cuspidal. Sua interpretação geométrica tem relação direta com
a definição de curvatura cuspidal para 3/2−cúspides, justificando esta coincidência de
nomes.

Seja f uma frontal, q um ponto singular não degenerado de f e η o campo anulador
de vetores ao longo de sua curva singular γ, tal que γ(0) = q. Dizemos que q é um ponto
singular de primeiro tipo se {η(0), γ′(0)} é linearmente independente, ou seja, o campo
anulador em q é transversal à curva singular.

No artigo [11] os autores definiram a curvatura cuspidal para frontais com pontos
singulares do primeiro tipo. Pelo Teorema 4.2.13 cuspidal edges são pontos singulares
de primeiro tipo de uma frente. Logo, podemos aplicar os resultados feitos em [11] para
pontos de cuspidal edge. Assim, no que segue, f é cuspidal edge.

Tome η um campo anulador de vetores estendido, isto é, o campo anulador de ve-
tores definido em uma vizinhança do ponto singular. Assim, ηf(q) = 0, para todo q
ponto singular de f . Para facilitar alguns cálculos, vamos considerar um sistema local de
coordenadas admissível (x, y) no ponto singular q, que satisfaz fy(q) = 0 e (x, y) é posi-
tivamente orientado. Assim, ∂y é uma direção nula em q. Como {∂x, ∂y} é linearmente
independente, então {∂x, η} é linearmente independente. Seja λ̄ a função definida por
λ̄ = det(fx, ηf, ν). Note que λ̄ se anula ao longo de γ.
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Afirmamos que ηλ̄(q) 6= 0. De fato, como η(q) = a∂y, para algum a ∈ R∗ e
ηλ(q) 6= 0, onde λ é a função densidade de área de f dada por λ = det(fx, fy, ν) (pois
ηλ(q) = 〈∇λ(q), η(q)〉 e sabemos que ∇λ(q) é perpendicular à curva singular em q e η(q)
é transversal à ela), obtemos

0 6= ηλ(q) = 〈(λx(q), λy(q)), (0, a)〉 = aλy(q).

Além disso, temos ηλ̄(q) = 〈∇λ̄(q), η(q)〉 = aλ̄(q). Como λy(q) = det(fx(q), fyy(q), ν(q)), e
λ̄y(q) = det(fx(q), ∂yηf(q), ν(q)) e os vetores fyy(q) e ∂yηf(q) são paralelos, concluímos
que λ̄y(q) 6= 0, ou seja, ηλ̄(q) 6= 0, como afirmamos. Portanto

0 6= ηλ̄(q) = a det(fx(q),
1
a
ηηf(q), ν(q)) = det(fx(q), ηηf(q), ν(q)).

Logo, {fx, ηηf} é linearmente independente em pontos singulares não degenerados. Como
a aplicação linear dfγ(t) têm posto 1 nestes pontos e {∂x, η} é linearmente independente,
então

γ̂′(t) = (f ◦ γ)′(t) = dfγ(t)(γ′(t)) = c(t)dfγ(t)(∂x) = c(t)fx(γ(t)),

onde c(t) ∈ R∗, ou seja, γ̂′(t) é paralelo a fx(γ(t)). Portanto, γ̂′(t) × ηηf(γ(t)) =
= c(t)fx(γ(t)) × ηηf(γ(t)) não se anula. Assim, temos bem definida a curvatura cus-
pidal para pontos de cuspidal edge.

Definição 5.5.1. A curvatura cuspidal de γ̂ em t em pontos de cuspidal edge é dada
por

κc(t) = ||γ̂
′(t)|| 32 det(γ̂′(t), ηηf(γ(t)), ηηηf(γ(t)))

||γ̂′(t)× ηηf(γ(t))|| 52
, (5.33)

onde γ̂ = f ◦ γ e ν a aplicação de Gauss de f .

Com abuso de linguagem, também dizemos curvatura cuspidal em q, κc(q), para
quando q = γ(t), para algum t. Em um sistema de coordenadas admissível em q, ob-
temos:

κc(q) = ||fx(q)||
3
2 det(fx(q), fyy(q), fyyy(q))
||fx(q)× fyy(q)||

5
2

.

Vamos apresentar a seguir um resultado que dá uma interpretação geométrica para a
curvatura cuspidal. Para sua demonstração, usamos a seguinte proposição:

Proposição 5.5.2. ([11], p. 264) Seja f uma frontal e q um ponto singular não degene-
rado do primeiro tipo. Então f é uma frente se, e somente se, κc(q) 6= 0.

Como frentes com pontos singulares do primeiro tipo são cuspidal edges, pelo Teorema
4.2.13 concluímos que a curvatura cuspidal de cuspidal edges não se anula.

Proposição 5.5.3. ([11], p. 257) Seja q = γ(0) um ponto de cuspidal edge. Então a
interseção da imagem de f com o plano P que passa por f(q) e é perpendicular a γ̂′(0)
consiste de uma 3/2−cúspide em P de mesma curvatura cuspidal que γ̂ em 0.
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Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos assumir q e f(q) = p as origens do
R2 e R3, respectivamente. Vamos denotar por Γ a interseção da imagem de f com o plano
P . Seja (x, y) um sistema de coordenadas admissível. Então

Γ = {f(x, y); 〈f(x, y), fx(q)〉 = 0},

pois γ̂′(t) é paralelo à fx(γ(t)), em particular para q. Como dfq tem posto 1 e estamos em
um sistema de coordenadas admissível, temos fx(q) 6= 0. Seja F (x, y) := 〈f(x, y), fx(q)〉.
Como F (q) = 0 e Fx(q) 6= 0, aplicando o Teorema da Função Implícita, podemos escrever
x = x(y), onde x(0) = 0, para y em uma vizinhança de 0, tal que

F (x, y) = 〈f(x(y), y), fx(q)〉 = 0 (5.34)

e σ(t) := f(x(t), t) parametriza o conjunto Γ . Vamos mostrar que σ é uma 3/2−cúspide
em t = 0. Para isto, devemos mostrar que σ′(0) = 0 e que os vetores σ′′(0) e σ(3)(0) são
linearmente independentes. Derivando (5.34) obtemos

〈x′(y)fx(x(y), y) + fy(x(y), y), fx(q)〉 = 0. (5.35)

Como x(0) = 0, fy(q) = 0 e fx(q) 6= 0, avaliando (5.35) em 0, obtemos

x′(0)〈fx(q), fx(q)〉 = 0,

o que implica que x′(0) = 0. Logo, como σ′(t) = x′(t)fx(x(t), t) + fy(x(t), t), obtemos
σ′(0) = 0, ou seja, t = 0 é um ponto singular de σ. Derivando (5.35) e avaliando em 0,
obtemos:

〈x′′(0)fx(q) + fyy(q), fx(q)〉 = 0.

Logo,

x′′(0) = −〈fyy(q), fx(q)〉
||fx(q)||2

(5.36)

Temos

σ′′(t) = x′′(t)fx(x(t), t) + x′(t)2fxx(x(t), t) + 2x′(t)fxy(x(t), t) + fyy(x(t), t).

Logo,

σ′′(0) = x′′(0)fx(q) + fyy(q) e σ(3)(0) = 3x′′(0)fxy(q) + x(3)(0)fx(q) + fyyy(q).

Assim temos

det(fx(q), σ′′(0), σ(3)(0)) = det(fx(q), fyy(q), fyyy(q) + 3x′′(0)fxy(q))
= det(fx(q), fyy(q), fyyy(q)) + 3x′′(0) det(fx(p), fyy(q), fxy(q)).

Como p é um ponto de cuspidal edge, temos que det(fx(q), fyy(q), fxy(q)) se anula.
Ver ([11], p. 258). Então, obtemos:

det(fx(q), σ′′(0), σ(3)(0)) = det(fx(q), fyy(q), fyyy(q)) 6= 0,

uma vez que, pela Proposição 5.5.2, κc(q) 6= 0. Assim, σ′′(0) e σ(3)(0) são linearmente
independentes. Portanto, σ é uma 3/2−cúspide no 0. Agora, resta provar que a curvatura
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cuspidal da σ em t = 0 coincide com a curvatura cuspidal da f em q. Usando (5.36),
obtemos:

||σ′′(0)||2 = 〈x′′(0)fx(q) + fyy(q), x′′(0)fx(q) + fyy(q)〉
= 〈fyy(q), fyy(q)〉+ x′′(0)2〈fx(q), fx(q)〉+ 2x′′(0)〈fx(q), fyy(q)〉
= ||fyy(q)||2 + x′′(0)[x′′(0)||fx(q)||2 + 2〈fx(q), fyy(q)〉]

= ||fyy(q)||2 −
〈fx(q), fyy(q)〉
||fx(q)||2

[−〈fx(q), fyy(q)〉+ 2〈fx(q), fyy(q)〉]

− ||fyy(q)||2
〈fx(q), fyy(q)〉2
||fx(q)||2

= ||fx(q)||
2||fyy(q)||2 − 〈fx(q), fyy(q)〉2

||fx(q)||2
.

= ||fx(q)× fyy(q)||2
||fx(q)||2

.

Assim, a curvatura cuspidal de f em q é igual a

κc(0) = ||fx(q)||
3
2 det(fx(q), fyy(q), fyyy(q))
||fx(q)× fyy(q)||

5
2

= ||fx(q)||
3
2 det(fx(q), σ′′(0), σ(3)(0))
||fx(q)||

5
2 ||σ′′(0)|| 52

= 1
||σ′′(0)|| 52

det
(
σ′′(0), σ(3)(0), fx(q)

||fx(q)||

)
,

que é a curvatura cuspidal da 3/2−cúspide em t = 0, como queríamos.

Exemplo 5.5.4. SejaM = f(U) a superfície cuspidal edge usual dada no Exemplo 3.0.1.
Calculando o conjunto Γ descrito na demonstração anterior, que denota a interseção da
imagem de f com o plano P , que passsa por f(q) e é perpendicular a γ̂′(0). Obtemos:

Γ = {(x, y2, y3), 〈(x, y2, y3), (1, 0, 0)〉 = 0} = {(0, y2, y3)}.

Ou seja, como todo elemento de Γ é da forma (0, y2, y3), então Γ pode ser parametrizado
por (0, t2, t3). Esta curva pode ser vista como a 3/2−cúspide usual (t2, t3), vista no
Exemplo 4.1.8 tomando a = 1, composta com a inclusão (y, z) 7→ (0, y, z), cuja curvatura
cuspidal em 0 é dada por κc(0) = 3√

2
. A curvatura cuspidal de f em q = (x, 0) é dada

por

κc(q) = ||fx(q)||
3
2 det(fx(q), fyy(q), fyyy(q))
||fx(q)× fyy(q)||

5
2

= ||(1, 0, 0)|| 32 det((1, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 2, 6)
||(1, 0, 0)× (0, 2, 0)|| 52

= 12√
25

= 3√
2
.

2

Exemplo 5.5.5. (Superfície tangente desenvolvível) Seja f a superfície tangente desen-
volvível M , desenvolvida nos Exemplos 5.2.14 e 5.3.7. Tome η um campo anulador de
vetores estendido. Como (x, y) é um sistema local de coordenadas adaptado, em particu-
lar, também é um sistema local de coordenadas admissível. Temos

ηηηf(x, y) = −yα(4)(x) + 2α(3)(x) = −y(κ(x)n)′′ + 2(κ′(x)n(x)− κ(x)2t(x)
− κ(x)τ(x)b(x)).
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Calculando nos pontos singulares (x, 0), obtemos

ηηηf(x, 0) = 2(κ′(x)n(x)− κ(x)2t(x)− κ(x)τ(x)b(x)).

Portanto,

κc(x) = 2κ(x)2τ(x) det(t(x),n(x),b(x))
−κ(x) 5

2 ||t(x)× n(x)|| 52
= 2κ2(x)τ(x)
−κ(x) 5

2
= 2κ2(x)τ(x)
−
√
κ(x)4κ(x)

= 2κ2(x)τ(x)
−κ(x)2

√
κ(x)

= − 2τ(x)√
κ(x)

.

2

Exemplo 5.5.6. (Forma Normal) Seja f dada pela forma normal (5.1) discutida no Exem-
plo 5.2.15 e η é um campo anulador de vetores extendido. Como (x, y) é um sistema local
de coordenadas adaptado, em particular, também é um sistema local de coordenadas ad-
missível. Vamos usar a reparametrização dada em (5.11). Temos fyyy(0) = (0, 1, 6b4(0)).
Assim,

κc(0) = det((1, a′1(0), b′2(0)), (0, 1, 0), (0, 0, 6b4(0)))
||(1, a′1(0), b′2(0))× (0, 1, 0)|| 52

= 6b4(0)
(
√

1 + b′2(0)2) 5
2

= 6b4(0) = b03.

2

5.6 Torção cuspidal

Se f : (R2,0) → (R3,0) um germe de aplicação suave tal que 0 seja um ponto de
cuspidal edge de f , onde γ(t) é a parametrização de seu conjunto singular. Seja (ξ, η) um
par adaptado de campos de vetores em (R2,0) (ver Definição 5.2.12) e λ̄ a função definida
por λ̄ = det(ξf, ηηf, ν). Pelo mesmo raciocínio feito na definição de curvatura cuspidal,
concluímos que det(ξf, ηηf, ν)(0) = ηλ̄(0) 6= 0. Portanto, ξf × ηηf 6= 0. Logo, temos a
seguinte definição.

Definição 5.6.1. A torção cúspide-direcional (ou simplesmente, torção cuspidal) em
um ponto singular q de f , é dada por

κt(q) = det(ξf, ηηf, ξηηf)
||ξf × ηηf ||2

(q)− det(ξf, ηηf, ξξf)〈ξf, ηηf〉
||ξf ||2||ξf × ηηf ||2

(q).

Tomando um par adaptado de campos de vetores (ξ, η) e parte dos cálculos feitos na
demonstração do Lema 5.3.6, que pode ser encontrada em ([9], p.452), temos a seguinte
proposição.

Proposição 5.6.2. ([9], p. 457) A definição de torção cuspidal independe do par adaptado
de campos de vetores (ξ, η) em (R2,0).

Para um sistema adaptado de coordenadas (x, y) (ver Definição 5.2.2), temos a seguinte
expressão para a torção cuspidal

κt(x, 0) = det(fx, fyy, fxyy)
||fx × fyy||2

(x, 0)− det(fx, fyy, fxx)〈fx, fyy〉
||fx||2||fx × fyy||2

(x, 0).
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Proposição 5.6.3. ([11], p. 456) Se prv ◦ f é localmente uma bijeção então a torção
cuspidal se anula em uma vizinhança de q, onde prv é a projeção ortogonal no plano
ortogonal a v = Imd(f0(R2))× ˚(0).

Se 0 é um ponto de cuspidal edge, eM = f(U), entãoM ⋂
N0M é uma cúspide, ver ([9],

p. 460). Quando um par de campos de vetores adaptado (ξ, η) satisfaz 〈ξf, ηηf〉(q) = 0,
então ηηf ∈ N0M aponta para a direção da cúspide em N0M . Esta direção é chamada
direção cuspidal.

Da Proposição 5.6.3 temos que a torção cuspidal mede a rotação da direção cuspidal
ao longo da curva singular da cuspidal edge. Essa é a motivação para a torção cuspidal
ter este nome. Observe que está mesma Proposição está bem definida para singularidades
não degeneradas cuja direção nula é transversal à direção singular, isto é, pelo Teorema
4.2.13, está proposição está bem definida para pontos de cuspidal edge.

Exemplo 5.6.4. (Superfície tangente desenvolvível) Seja f a superfície tangente desen-
volvível M , desenvolvida nos Exemplos 5.2.14 e 5.3.7. Temos

ξηηf(x, 0)− κ′(x)n(x) + κ(x)2t(x) + κ(x)τ(x)b(x).

Assim a torção cuspidal de f sobre q = (x, 0) é dada por

κt(q) = det(t(x), κ(x)n(x),−κ′(x)n(x) + κ(x)2t(x) + κ(x)τ(x)b(x))
||t(x)× κ(x)n(x)||2

= κ(x)2τ(x) det(t(x),n(x),b(x))
κ(x)2 = τ(x).

2

Exemplo 5.6.5. (Forma Normal) Seja f dada pela forma normal (5.1) discutida nos
Exemplos 5.2.15 e 5.5.5. Vamos usar a reparametrização dada em (5.11). Dos cálculos
feitos no Exemplo 5.2.15, temos fxyy(0) = (0, 0, 2b′3(0)). Logo, a torção cuspidal no 0 é
dada por

κt(0) = det((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 2b′3(0)))
||(1, 0, 0)× (0, 1, 0)||2 = 2b′3(0) = b12.

Para um estudo de propriedades globais de torção cuspidal, ver Apêndice A de [9].

5.7 Curvatura inflexional

Os invariantes introduzidos nas seções anteriores para um germe de aplicação em
sua forma normal, sugerem que existe mais um invariante geométrico relacionado aos
coeficientes a30 ou b30, pois todos os outros coeficientes foram relacionados aos conceitos
discutidos ao longo deste capítulo. Seja (ξ, η) um par adaptado de campos de vetores em
(R2,0).

Definição 5.7.1. A curvatura inflexional de f em q ∈ Σf é dada por

κi(q) = det(ξf, ηηf, ξξξf)
||ξf ||3||ξf × ηηf ||

(q)− 3〈ξf, ξξf〉 det(ξf, ηηf, ξξf)
||ξf ||5||ξf × ηηf ||

(q)
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Observe que se ||ξf || = 1 em Σf , podemos simplificar a expressão acima da seguinte
forma

κi(q) = det(ξf, ηηf, ξξξf)
||ξf × ηηf ||

(q),

pois 〈ξf, ξξf〉 = 0 e ||γ̂′|| =cst ⇒ 〈γ̂′, γ̂′′〉 = 0.

Proposição 5.7.2. ([9], p. 457) A definição de curvatura inflexional de f independe do
par adaptado de campos de vetores (ξ, η) em (R2,0).

Para um sistema adaptado de coordenadas (x, y), temos a seguinte expressão para a
curvatura inflexional:

κi(x, 0) = det(fx, fyy, fxxx)
||fx||3||||fx × fyy||

(x, 0)− 3〈fx, fxx〉 det(fx, fyy, fxx)
||fx||5||fx × fyy||

(x, 0).

Exemplo 5.7.3. (Superfície tangente desenvolvível) Seja f a superfície tangente desen-
volvível M , desenvolvida nos Exemplos 5.2.14 e 5.3.7. Temos curvatura inflexional de f
em q = (x, 0) é dada por

κi(q) = det(t(x),−κ(x)n(x),−κ(x)2t(x) + κ′(x)n(x) + κ(x)τ(x)b(x))
||t(x)||3||t(x)×−κ(x)n(x)||

= −κ(x)2τ(x)) det(t(x), t(n),b(x)
κ(x) = −κ(x)2τ(x)

κ(x) = −κ(x)τ(x).

2

Exemplo 5.7.4. (Forma Normal) Seja f dada pela forma normal (5.1) discutida nos
Exemplos 5.2.15 e 5.5.5. Vamos usar a reparametrização dada em (5.11). Logo, a curva-
tura inflexional de f em q = (0, 0) é dada por

κi(q) = det((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, a(3)
1 (0), b(3)

2 (0)))
||(1, 0, 0)||3||||(1, 0, 0)× (0, 1, 0)|| = b

(3)
2 (0) = b30.

2

5.8 Invariantes geométricos até ordem 3

Nos exemplos apresentados nas seções anteriores vimos que, quando f é um germe de
cuspidal edge dado pela forma normal (5.1), então os seis coeficientes naquela expressão
satisfazem:

κs = a20, κn = κu = b20, κc = b03, κt = b12 e κi = b30.

Das espressões de cada um desses conceitos, vemos que as curvaturas κs e κn dependem
apenas das derivadas de f até ordem 2. Já os demais conceitos são invariantes geométricos
até ordem 3. Além disso, dos cálculos feitos nos Exemplos 5.2.15 e 5.7.4 temos:

κ(0) = ||γ̂′′(0)|| = ||fxx(0)|| =
√
a2

20 + b2
20 e

τ(0) = det(γ̂′(0), γ̂(3)(0), γ̂′′(0))
||γ̂′(0)× γ̂′′(0)||2 = det(fx(0), fxxx(0), fxx(0))

||fx(0)× fxx(0)||2 = a30b20 − b30a20

a2
20 + b2

20
,
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onde κ e τ são curvatura e torção de γ̂. Assim, obtemos que

κ(0)2 = a2
20 + b2

20 = ks(0)2 + κn(0)2,

para f dada na forma normal (5.1). Logo, similar ao caso regular (2.4), como a forma
normal é obtida compondo uma cuspidal edge com difeomorfismos na fonte e isometrias
na meta, obtemos:

Teorema 5.8.1. ([9], p. 455) Seja f : (R2,0) → (R3,0) um germe de aplicação com 0
uma cuspidal edge. Então

κ(t)2 = κs(t)2 + κn(t)2.

O teorema abaixo diz que, se os seis invariantes τ , κs, κn, κc, κt e κi, de duas cuspidais
edges f e g coincidem (κn 6= 0) então existe um sistema de coordenadas composto por
difeomorfismos na fonte e isometrias na meta, tal que j3f(0) = j3g(0).

Teorema 5.8.2. ([9], p. 458) Sejam f e g dois germes de aplicações com 0 sendo cuspidal
edges com os mesmos invariantes τ , κs, κn, κc, κt e κi em 0, sendo κn(0) 6= 0. Então,
existe um germe de difeomorfismos ψ na origem em R2 e um germe de isometria Φ na
origem em R3 tais que

f(x, y)− Φ(g(ψ(x, y))) = o(4),
onde o(4) = {h(x, y) : (R2,0) → (R2,0)|(∂i+j/∂ix∂jy)h(0) = 0, i + j ≤ 3}, isto é, f e g
coincidem até termos de grau 3, a menos de isomorfismos na meta e difeomorfismos na
origem.

Demonstração. Pelas fórmulas para τ , κs, κn, κc, κt e κi, se κn 6= 0, estes seis valores
determinam todos os coeficientes a20, a30, b20, b30, b12 e b03 em (5.1), de onde segue o
resultado.

Observamos que, dados números reais τ , κs, κn, κc, κt e κi em 0, existe um germe de
difeomorfismo f na origem de R2 tal que é uma cuspidal edge em 0, e seus invariantes em 0
são os números dados, basta substituir esses números reais em (5.1) e aplicar h(x, y) = 0.
Note que este teorema é similar a grandes resultados da Geometria Diferencial, como
por exemplo o Teorema Fundamental das Curvas Planas (2.1.2), espaciais (2.1.6) e para
superfícies localmente (2.2.2).

5.9 Sobre as curvaturas Gaussiana e média

O comportamento das curvaturas Gaussiana e média de frentes na vizinhança de
pontos singulares não degenerados foi estudado em [17], onde é mostrado que, se p é
um ponto singular de uma frente f , sendo γ a curva singular consistindo de pontos não-
degenerados, então:

(a) A função curvatura GaussianaK de f é limitada em uma vizinhança suficientemente
pequena de p se e somente se a segunda forma fundamental se anula em γ(I), o que
ocorre se e somente se o plano osculador em pontos da curva singular coincide com
o plano tangente limitante ([17], Teorema 3.1 e Corolário 3.6).

(b) Quando f é uma cuspidal edge em p, K é limitada em uma vizinhança de p se e
somente se a curvatura normal limitante se anula ao longo da curva singular, isto é,
κν = 0 ao longo da curva singular.
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(c) A função curvatura média H de f é não limitada numa vizinhança de p ([17],
Corolário 3.5).

Por questões de tempo não desenvolvemos este estudo com detalhes.
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