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RESUMO

Seja M a superficie cuspidal edge, a qual € uma superficie de posto 1 parametrizada
por uma frente de onda. Neste trabalho estudamos invariantes geométricos que
determinam M, como a curvatura umbilica para superficies de posto 1, as curvaturas
singular, normal e cuspidal para frentes de onda e a curvatura inflexional e tor¢céo

cuspidal. Além disso, esclarecemos as relacdes entre estes invariantes geométricos.

Palavras—chave: Superficies Singulares. Cuspidal Egde. Geometria Diferencial.

Frentes de Onda.






ABSTRACT

Let M be a cuspidal edge which is a corank 1 surface given by a wave front. In this
work we study geometric invariants that determine M, such as the umbilic curvature
for surfaces with corank 1 singularities, the singular, normal and cuspidal curvatures
for wave fronts and the inflexional curvature and cuspidal torsion. In addition, we

clarify the relationships between these geometric invariants.

Keywords: Singular Surfaces. Cuspidal Edge. Diferencial Geometry. Wave Fronts.
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1 INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho ¢ estudar a geometria da superficie cuspidal edge M. Através
deste estudo, apresentamos invariantes geométricos de M, relacionados aos coeficientes de
sua forma normal. A cuspidal edge é definida através do conceito de germe de aplicagao
pela &/ —equivaléncia. Tal defini¢do nos diz que um germe suave f : (R* 0) — (R3,0) ¢
uma cuspidal edge se f for &/ —equivalente a (x,y? y?), denominada cuspidal edge usual,
como mostra a figura a seguir.

Figura 1.1: Cuspidal edge usual. Fonte: Feita pelo autor.

No inicio do trabalho, é apresentada a geometria de superficies de posto 1 em R3 e o
conceito de frentes de onda, para que sejam apresentados os invariantes, ja que a cuspidal
edge satisfaz ambos.

Os invariantes geométricos estudados neste trabalho podem ser visualmente observados
ao olhar para a cuspidal edge, pois em sua imagem podemos obter informacoes sobre
muitos dos conceitos a serem abordados neste trabalho.

Na Figura 1.2 temos superficies que sdo imagens de germes de aplicagoes fornecidas pela
forma normal da cuspidal edge. Somente ao observar estas figuras, detectamos diferen-
¢as ao variar seus representantes, baseado nas interpretagoes geométricas dos invariantes.
Logo, queremos estudar objetos que megam estas diferencas e relaciona-los aos coeficien-
tes da forma normal associada a cuspidal edge. Desta forma, tornamos estes conceitos
invariantes ao representante desta classe.

19



20 INTRODUCAO

5
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Figura 1.2: Invariantes da cuspidal edge (invariantes nao identificados sdo zero.)
Fonte: Martins, Saji, 2019, p. 459.

Uma classificagao genérica de singularidades de frentes de onda, foi dada por Arnol’d
e Varchenko em [1]. Eles mostraram que as singularidades genéricas de frentes de onda
em R3 sao cuspidal edges e swallowtails, um dos motivos pelos quais este trabalho foi
construido, j& que a partir de [1] é entendido que a cuspidal edge se torna especialmente
um dos focos do estudo da teoria de singularidades. Recentemente, tem havido inimeros
estudos sobre cuspidal edges do ponto de vista da geometria diferencial, por exemplo,
9, 11, 15, 17].
A organizacao deste trabalho é como segue: No primeiro capitulo, discutimos brevemente
ferramentas de Geometria Diferencial que sdo necessarias para o nosso estudo, dentre elas
a geometria de curvas planas, curvas no espago e superficies, tendo como referéncia [3] e
[21]. Também revisamos brevemente alguns conceitos da Teoria de Singularidades, como
o conceito de germes, k-jatos e &/ —equivaléncia necessarios para o nosso estudo, tendo
como referéncia [6, 7, 11].
No Capitulo 2, estudamos o conceito de geometria de superficies em R? de posto 1, es-
tudo importante, uma vez que cuspidal edges s@ao superficies de posto 1. Neste capitulo,
o objetivo principal é apresentar a defini¢ao de curvatura umbilica em p = f(q), onde ¢ é
um ponto singular de posto 1 de f. Neste capitulo omitimos varias demonstragoes, uma
vez que estdo detalhadas em [14], dando preferéncia a ilustrar as defini¢bes e resultados
através de exemplos, tendo como referéncia [8].
No Capitulo 3, desenvolvemos o conceito de frentes de onda, uma vez que cuspidal edges
sao frentes de onda, assim como outros exemplos citados. Este capitulo tem como obje-
tivo preparar a base para que possamos definir, no ultimo capitulo, intimeros invariantes,
tendo como referéncia [17].
No quarto e principal capitulo, apresentamos os principais conceitos deste trabalho, os
invariantes geométricos envolvendo a forma normal da cuspidal edge, com o objetivo de
esclarecer as relagoes entre esses invariantes e apresentar uma lista de invariantes que de-
terminam a cuspidal edge. Na primeira se¢ao, definimos o conceito de forma normal, uma
forma de reparametrizar a cuspidal edge sem modificar a geometria da superficie. Este
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serd um ponto importante deste trabalho, pois apods definir cada invariante geométrico,
vemos como cada um sera relacionado a forma formal. Na se¢do seguinte, apresentamos o
conceito de curvatura singular, definido para frentes de onda, de onde concluimos que sa
interpretacao geométria nos indica se localmente a superficie cuspidal edge esta contida
no semiespaco determinado pelo plano osculador que contém o vetor normal principal ou
se possui pontos em ambos os semiespacos. Na Secao 4.3, apresentamos o conceito de cur-
vatura normal, definido para frentes de onda, de onde concluimos que sua interpretagao
geométrica nos indica se a imagem da curva singular através de f esta contida no semies-
paco determinado pelo plano tangente limitante que contém o vetor v ou se estd contida
no semiespago contrario. Na Secao 4.4, recordamos o conceito de curvatura umbilica
apresentado no Capitulo 2, mas com foco na cuspidal edge. Nesta se¢ao, concluimos algu-
mas propriedades envolvendo a cuspidal edge em um sistema de coordenadas adaptado.
Na Secao 4.5, estudamos a curvatura cuspidal para cuspidal edges, sendo um conceito
ja trabalhado para 3/2—ctuspides no Capitulo 3, onde em sua interpretagao geométrica
temos que a curvatura cuspidal de f coincide com a de uma 3/2—cuspide. Na Se¢ao 4.6,
estudamos a torcao cuspidal para cuspidal edges, conceito que mede a rotagao da direcao
cuspidal ao longo da curva singular. Na Sec¢ao 4.7, introduzimos o ultimo invariante deste
trabalho, a curvatura inflexional, onde também sera relacionado aos coeficientes da forma
normal.

Na ultima se¢ao deste capitulo, apresentamos um teorema que relaciona todos os conceitos
vistos neste capitulo, de onde concluimos que, se dois germes de cuspidal edge possuem
os mesmos invariantes estudados neste capitulo, a menos de uma isometria na meta e um
difeomorfismo na fonte, eles coincidem até termos de grau 3, conceito proximo ao Teorema
Fundamental das Curvas Planas (2.1.2), Teorema Fundamental das Curvas no Espaco e
o Teorema Fundamental das Superficies ( Bonnet, 2.2.2) estudados em Geometria Dife-
rencial. Também estudamos a relagio k? = k2 + k2 envolvendo as curvaturas singular
e normal absoluta, similar a feita para pontos regulares (2.4), envolvendo as curvaturas
geodésicas e normal. Também neste capitulo, abordamos brevemente a relacao das cur-
vaturas Gaussiana e média com os invariantes deste trabalho. Este tltimo capitulo, tem
como referéncias principais [9], [11] e [17].

Em relacdo as referéncias deste trabalho, temos varias textos que foram de essencial im-
portancia para sua construcao. Como por exemplo, a curvatura singular e a curvatura
normal limitante para cuspidal edges sdo definidas em [17] por um limite de curvatu-
ras geodésicas e um limite de curvaturas normais, respectivamente. Por outro lado, a
curvatura umbilica é definida em [8] para superficies de posto 1 usando a primeiras e a
segundas formas fundamentais. Portanto, a curvatura umbilica é definida para cuspidal
edges. E apresentado neste trabalho, com base em [9], que as curvaturas singular, normal
limitante e umbilica, cuspidal, inflexional e tor¢ao cuspidal sao invariantes, definidas pelo
uso de ferramentas fundamentais de geometria diferencial de superficies e da teoria da
singularidade, aplicadas a cuspidal edges.






2 PRELIMINARES

Neste capitulo de preliminares, discutimos brevemente defini¢oes e resultados que sao
uteis em nosso trabalho. Na primeira se¢ao, vemos uma breve revisao sobre a geometria
diferencial das curvas planas e curvas no espaco. Na segunda se¢ao, vemos uma revisao de
Geometria Diferencial de superficies regulares e, na ultima secao, discutiremos algumas
defini¢oes relacionadas a .o7-equivaléncia, onde apresentamos a definicao de cuspidal edge
e swallowtail como germe de aplicagao através da 7/-equivaléncia, de onde segue este
trabalho. Na sequéncia de todo este trabalho, a origem de R™, n > 1, serd denotada
também por 0, a menos de mencao contraria. As duas primeiras se¢oes sao baseadas nas
referéncias [3] e [21], base para o estudo de Geometria Diferencial classica e a tltima se¢ao
¢ baseada nas referéncias [6, 7, 20], muito tteis ao estudo de singularidades.

2.1 Geometria diferencial de curvas

2.1.1 Curvas planas

Nesta subsegao a : I — R? denota uma curva parametrizada diferencidvel (suave) em
R?, onde I é uma intervalo aberto da reta. Primeiramente, uma curva o : I — R"™ é dita
reqular se para todo t € I, &/(t) # 0. Por outro lado, dizemos que ty é um ponto singular
de a se /(tp) = 0. Daqui em diante, vamos restringir a teoria apenas as curvas regulares.
A seguir, um exercicio de calculo que sera utilizado na sequéncia do trabalho.

Lema 2.1.1. Seja f: R — R uma fungdo suave que satisfaz
F0)=f(0)=...= f*D(0) =0,
f(x)

entao — ¢ uma funcao suave.
x

Demonstracao. Vamos provar por inducao sobre k. Para k = 1 temos

fx) _ fQla) = f(0.2) _ o gof(ua)du _ fyaf'(uz)du _

X T T i

/01 [ (uz)du.

Como essa nova funcao dentro da integral é suave, pois é a composi¢ao da funcao suave
f'(x) com a func¢ao suave g(u,x) = uzx, e sua derivada com relagdo a x é suave, e em
particular é continua, entao podemos aplica a regra de Leibniz e obter

d 14 1
%/0 f’(ux)du:/o ﬁf’(ux)du:/o uf" (ux)du.

Refazendo o processo para ordens superiores da derivada de f(x)7 concluimos que ela é
suave. g

Supondo o resultado valido para k, vamos provar para k + 1. Temos que h(z) = %
f(@) f(z) _ h(z)

———=. Observe que

¢ suave, queremos mostrar que 471 ¢ suave. Assim =
x xk+1 T

f@) yn oy [P f00)

B(0) = tim A(x) = lim L) £ i

z—0 x—0 k z—0 fyk—1 z—0 k! N k!

23
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. h , . / / ,
Como feito no passo k = 1, % ¢é suave, isto €, j k(_f)l é suave. Portanto, % é suave.

O

Para facilitar as contas, existe uma proposicao utilizada para verificar se uma curva «
estd parametrizada por comprimento de arco, isto é, uma curva regular « : I — R? estd
parametrizada por comprimento de arco se, e s6 se, para todo t € I, ||o/(t)|| = 1.

Para a(s) = (z(s),y(s)),s € R, uma curva regular parametrizada por comprimento
de arco, para cada s € I, denotamos

como sendo um vetor unitario. Seja n(s) = (—y'(s),2'(s)), um vetor unitario ortogonal a
t(s), tal que a base ortogonal de R? formada por t(s) e n(s) é positivamente orientada.
O conjunto de vetores t(s) e n(s) é dito referencial de Frenet da curva o em s.

Observe que t(s) e n(s) sio funcdes de I em R? suaves e para cada s € I os vetores
t'(s) e n'(s) sdo escritos como combinagao linear de t(s) e n(s). Como t(s) é unitario,
temos que t'(s) é ortogonal a t(s) e portanto t'(s) é proporcional a n(s). Este fator de
proporcionalidade, denotado por k(s), é chamado curvatura de a em s, isto é,

t'(s) = “(s)n(s). (2.1)

Segue da definicdo de curvatura que

k(s) = —"(s)y'(s) +y"(s)2'(s).

Aplicando o mesmo raciocinio feito para t(s) em n(s), concluimos que n’(s) é proporcioanl
a t(s) e assim concluimos que
n'(s) = —7(s)t(s). (2.2)

As equagdes (2.1) e (2.2) sao ditas formulas de Frenet de uma curva plana.

A interpretagdo geométrica da curvatura nos diz que a fungdo curvatura indica a
velocidade com que as retas tangentes mudam de diregao. Ver ([21], p.43).

Fixando sy € I, o sinal da curvatura nos indica a direcado do vetor n(sy) com relacao
a a(sp), isto é, se k(sg) > 0, entao n(sy) tem mesmo sentido de a’(sg), caso contrario,
n(sp) tem sentido contrario ao de a”(sg). Ver ([21], p.47).

A seguir, temos um dos teoremas mais importantes da teoria, o teorema fundamental
das curvas planas.

Teorema 2.1.2. (TFCP)([21], p. 46) (a) Dada uma fungao diferencidvel k(s),s € I C R,
existe uma curva reqular o(s), parametrizada pelo comprimento de arco s, cuja curvatura
¢ K(s).

(b) A curva a(s) do item (a) é dnica quando fitamos a(sg) = py e &'(sg) = vy, onde
vy € um vetor unitdrio de R?.

(c) Se duas curvas a(s) e B(s) tém a mesma curvatura, entdo diferem por sua posicio
no plano, isto €, existe uma rotagio L e uma translagio T em R?, tal que a(s) = (LoT o

) (s)-

Por fim, vamos definir uma curva utilizada ao longo deste trabalho, principalmente no
Capitulo 3, e um resultado, muito importante na teoria de calculo.
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Definicao 2.1.3. A cicloide € a curva obtida por um movimento rigido da curva dada
por
c(t) := a(t — sent, 1 — cost),

onde a > 0 é chamado de rato da cicléide.

A seguir, temos um lema muito utilizado neste trabalho, analogo ao Lema de Ha-
damard, no qual podemos expressar uma aplicacao suave que se anula em um eixo em
termos de uma funcao suave e um valor real exatamente de uma maneira conveniente.

Lema 2.1.4. ([2], p. 86) Suponha que f uma fungio suave em R* na vizinhaga do 0.
Suponha que f(z,0) =0, para todo x na viznhanga do 0. Entdo f(z,y) = yfi(z,y), para
uma fungdo suave fi definida na vizinhanga do 0.

2.1.2 Curvas em R?

Na sequéncia desta subsecao, o denota uma curva regular parametrizada por compri-
mento de arco, a menos de menc¢ao contraria. Como ocorre com as curvas planas, toda
curva regular no espaco admite uma reparametrizacao pelo pardmetro comprimento de
arco. A demonstracao destes resultados citados é analoga ao feito para curvas em R2. An-
teriomente vimos uma breve revisao sobre as férmulas de Frenet, considerando um diedro
ortonormal associado naturalmente a uma curva plana. A seguir, sera feito um racioci-
nio analogo, considerando um triedro ortonormal associado a uma curva regular no espaco.

A curvatura de o em s € I é o numero real k(s) = ||a”(s)||. Se a é parametrizada
por comprimento de arco, entao podemos concluir que a/’(s) é ortogonal a o/(s). Assim,
ﬂ‘/l(s)

podemos definir um vetor unitario na direcao o’(s) dada por n(s) = denominado

“(s)
vetor normal a a em s. A reta normal a o em sy € I € a reta que passa por a(sg) na
direciao do vetor normal em sy. Denotando por t(s) o vetor unitario tangente a a, temos

que ele é ortonormal ao vetor normal e

Se « tem curvatura estritamente positiva, entdo podemos definir o vetor b(s) =
t(s)xn(s), como o wvetor binormal a o em s. O referencial ortonormal formado pelos
vetores t(s), n(s) e b(s) é chamado triedro de Frenet da curva o em s.

Em cima do triedro de Frenet, podemos construir determinados planos retificante, oscula-
dor e normal. O plano de R? que contém a(s) e é normal ao vetor t(s) é o plano normal &
curva o em s. O plano que contém «(s) e é normal a b(s) é denominado plano osculador,
e o plano que contém «(s) e é normal a n(s) é o plano retificante da curva o em s.
Como b’(s) é paralelo a n(s), entdo b’(s) = 7(s)n(s), onde 7(s) é um nimero real, deno-
miando for¢ao da curva « em s.

De forma analoga ao que foi feito para curvas planas, atraves das derivadas dos vetores
que compdem o triedro de Frenet, obtemos as seguintes formulas:

t'(s) = r(s)n(s),
n'(s) = —r(s)t(s) —o(s)b(s),
b'(s) = 7(s)n(s).



26 PRELIMINARES

Estas féormulas acima sao denominadas férmulas de Frenet. Uma das aplicagoes
do triedro de Frenet 1til ao trabalho é a caracterizacao das curvas planas pelo fato de
terem tor¢ao nula. Da interpretacdo dos planos normal, osculador e retificante, temos a
seguinte proposicao

Proposigao 2.1.5. ([21], p. 79) Seja o uma curva regular em R? de curvatura nao nula,
para todo s € I. Fizando sy € I, as sequintes propriedades se verificam:

(a) Para todo s suficientemente proximo de sy, «(s) pertence ao semiespago determinado
pelo plano retificante, que contém n(sg).

(b) Se 7(so) < 0, entdo para todo s suficientemente proximo de sy a(s) pertence ao
semiespago determinado pelo plano osculador, que contém -b(sg) (resp. b(sg)) se s < sg
(resp. s > sg). (c) Se 7(so) > 0, entdo para todo s suficientemente proxzimo de sy a(s)
pertence ao semiespaco determinado pelo plano osculador, que contém b(sg) (resp. -b(sp))
se s < sp (resp. s > $p).

Vimos que a curvatura determina uma curva plana a menos de sua posicao. Temos
também que a curvatura e a tor¢ao determinam uma curva a menos de sua posicao no
espaco. Uma aplicacao F : R? — R? é uma isometria de R? se preserva distancias isto é,
para todo pi,ps € R3,

1 (p1) = E(p2)l = [lp1 = p2ll

Uma transformacio ortogonal de R® ¢ uma aplicacdo linear C' : R?* — R? que preserva o
produto interno, isto é,

(C(p1), C(p2)) = (p1,p2), Vp1,p2 € R3.

Destas defini¢oes, concluimos que toda transformacao ortogonal é uma isometria e toda
isometria pode ser escrita de forma tinica como uma composta de translagao e uma trans-
formacgao ortogonal. E mais, esta isometria é diferenciavel e sua diferencial coincide com
a transformacao ortogonal, isto é, sua diferencial preserva o produto interno.
Observe também que F preserva a orientagao (resp. inverte a orientagdo) se, e somente
se, o determinante da matriz associada a diferencial de F' em um ponto p € R? é igual a
1 (resp. -1).

E de se esperar que duas curvas « e @ tais que & = F o &, onde F' é uma isometria,
tenham a mesma curvatura e tor¢ao (a menos de sinal). Por fim nesta se¢do, enunciamos
um dos teoremas centrais desta teoria, o teorema fundamental das curvas no espago.

Teorema 2.1.6. (TFCE)([21], p. 91) (a) Dadas duas fungoes diferencidveis, k(s) > 0 e
7(s),s € I C R, existe uma curva reqular «(s) parametrizada por comprimento de arco,
tal que K(s) é a curvatura e 7(s) a tor¢ao de av em s.

(b) A curva a(s) € a tunica se firarmos um ponto a(sg) = py € R, o/(s9) = vi, o”'(s0) =
K(S0)Va, onde vi,ve sdo vetores ortonormais de R3.

(c) Se duas curvas a(s) e 5(s) tém a mesma curvatura e torgio (a menos de sinal), entdo
elas coincidem, a menos de uma isometria.

2.2 Geometria diferencial de superficies em R?

Expomos, nesta secdo, defini¢des e resultados sobre superficies em R3 e sua geometria,
diferencial que sao importantes para o desenvolvimento deste trabalho. Um subconjunto
M C R? é uma superficie regular se, para cada p € M, existe uma vizinhanca V de p em
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R3 e uma aplicacdo f : U — V de um aberto U de R? sobre V C R3, tal que f seja um
homeomorfismo suave e sua df, ¢ injetiva, para todo ¢ € U, isto ¢, sua matriz no ponto ¢
tem posto 2.

Chamamos de curvas coordenadas de f as curvas da forma «a(t) = f(t,¢) e B(t) = f(c, 1),
onde ¢ € R é uma constante. Note que f é uma imersao (injetiva) de U C R? em R3,
ou seja, uma aplicagdo (injetiva) suave com derivada injetiva em todos os pontos de U.
Como neste trabalho o estudo ¢é local, consideramos no que segue, superficies M dadas
por uma parametrizacio f : U — R? com M = f(U). Consequentemente, temos um
vetor unitario normal a 7,,M dado por:

1 f2(q) < fy ()]l

que diremos ser um vetor unitdrio normal a superficie M em p. Note que o vetor —N (p)
também é um vetor unitario normal a M em p. Assim, é preciso explicitar qual é a
orientagdo a ser tomada para M, se compativel com (2.3) ou ndo. A aplicacdo suave
N : M — S?% é chamada Aplicacio Normal de Gauss de M, onde S? é a esfera unitéria
em R3.

A aplicagdo bilinear simétrica I, : R? x R? — R, dada por I,(w,w) = (w,w) = ||w||
é chamada de primeira forma fundamental de M em q. Usaremos a notacao I,(w)
para I,(w,w). Temos assim que E(q) = (f.(q), f2(¢)), F(q) = {f2(q), f,(q)) e G(q) =
(fy(q), f,(q)) sdo funcoes suaves em U, chamadas de coeficientes da primeira forma funda-
mental de M em g com repeito a parametrizacao f. Observe que, para w = af,(q)+bf,(q),
temos

N(p) = (2.3)

I,(w) = a®E(q) + 2abF(q) + b*G(q).

A segunda forma fundamental de M em p é a forma bilinear simétrica 1, : R* x R* —» R
dada por I1,(w,w) = (—=dN,(w),w), onde denotamos por I1,(w).

Note que, tomando uma parametrizagdo f de M em p = f(q) e escrevendo w; =
a1f+(q) + bify(q) e w2 = aafa(q) + bafy(q), segue que II;(wi, w2) = arazl(q) + (arbs +
asb1)m(q) + asban(q), onde

v [2)(q) = (N, fau)(q),

lq) = (=N
m(q) = (=Na fy)(a) = (N, fay)(q) = (=Ny, f2)(q), e
n(q) = <_Ny=fy>(Q>:<Nafyy>(Q)7

sdo fungoes suaves em U. Dizemos que I(q), m(q) e n(q) sdo os coeficientes da se-
gunda forma fundamental de M em p com respeito a parametrizagdo f. Notemos que
I1,(w) = a®l(q) + 2abm(q) + b*n(q), para w = af,(q) + bf,(q).

Seja a : (—e,e) — M uma curva suave parametrizada pelo comprimento de arco.
Para cada t € (—¢,¢), o valor aceleragao o (t) é ortogonal & o/(t) e, portanto, pertence ao
plano gerado pelos vetores N(t) e N(t) x o/(t), onde N(t) = N(«a(t)). Podemos escrever

(1) = 1y ()(N(t) % &' (t)) + rn(t)N(2).

Definicao 2.2.1. Temos que k,(t) € chamada de curvatura normal de a(t) e ry(t) a
curvatura geodésica de o(t).
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Se a curva nao estd parametrizada pelo comprimento de arco, a curvatura normal em
p € definida por

,«m<t>=m< NG >_ [ (@'(t) _ (@'(®), N'(t)) _ (o"(t), N(t))

@)~ L®) — @I~ @l

Se p é nao umbilico, podemos escrever qualquer vetor unitario w € T,M escrito como
w = cos(f)w; + sen(f)wsy, onde wy e wy sdo diregdes principais unitarios. Assim, podemos
concuir que
_ _ 2 2
kn(w) = I1,(w) = Ky cos®(0) + kesen(6).

Portanto, as curvaturas principais sao os extremos da curvatura normal em p, quando
0 varia em [0,7]. Uma diregdo w em p tal que k,(w) = 0 é chamado de direcio assin-
totica. Uma direcao é assintdtica, portanto, se e somente se [/, (w) = 0. Uma curva
sobre M onde todos os vetores tangentes sao diregoes assintoticas é chamada de curva
assintotica. Diferente da curvatura normal, a curvatura geodésica depende da curva, e
nao somente do ponto «(t) e de o/(t). Pode ser mostrado que se o ndo esté parametrizada
por comprimento de arco, a curvatura geodésica é dada por

(@), N (1) x (1)
) = @

Diretamenta da férmula acima, temos a relagao
() = k(1) + ka(t)?, (2.4)

onde k é a curvatura de uma curva «(t).
Por fim, um teorema que diz que o conhecimento da primeira e segundas formas
fundamentais determina a superficie localmente. Mais precisamente,

Teorema 2.2.2. ([3], p. 282)(Bonnet) Sejam E,F,G,l,m e n fungées diferencidveis
definidas em um conjunto aberto V.C R2?, com E > 0, G > 0. Suponha que as funcoes
dadas satisfacam formalmente as equacéoes de Gauss e Mainardi-Codazi e que EG — F? >
0. Entao, para todo q € V' existe uma vizinhanca U C 'V de q e um difeomorfismo 1 :
U — (U) € R tal que a superficie reqular 1(U) tem E, F,G,l,m en como coeficientes
da primeira e sequnda formas fundamentais, respectivamente. Além disso, se U € conexo
ese®:U — &U) € R® é um outro difeomorfismo satisfazendo as mesmas condigoes,

entdo existe uma translagio T e uma transformagio ortogonal prépria p em R® tal que
Yp=Topod.

2.3 Formas normais de .&/-classes

Nesta se¢ao, discutiremos o conceito de germes, que nos permite trabalhar localmente
com conjuntos e aplicacoes, o de determinagao finita, que facilita o trabalho, no sentido
que permite reduzir o problema de classificar um certo germe ao estudo de seu k-jato,
que é um polindmio. E interessante trabalhar com germes pois eles contém toda a in-
formacao que pode ocorrer em um conjunto ou em uma aplicacdo em uma vizinhanca
suficientemente pequena de um ponto. As singulares sao representas de uma classe de
A-equivaléncias, chamadas de formas normais, que seria os representantes “usuais” de
uma classe. Para mais detalhes, Ver [6].
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Sejam X e Y subconjuntos de R™ contendo o ponto ¢q. Dizemos que X é equivalente a
Y em ¢ se existe um aberto U C R" contendo ¢ tal que X|U = Y|U. Assim, temos uma
relacdo de equivaléncia bem definida sobre os subconjuntos de R™ que contém ¢q. Essa
classe é chamada germe de X em q e é denotada por (X, q).

Definicao 2.3.1. Sejam X e Y abertos de R™ contendo q € R™ e sejam f : X — R™
eg:Y — R™ duas aplicagées. Dizemos que as aplicagoes [ e g sio equivalentes (e
denotamos porf ~ g) se existe um aberto Z C X NY contendo q tal que f|Z = g|Z, isto
¢, as aplicacoes f e g coincidem em Z. Fsta € uma relagdo de equivaléncia e as classes sao
chamadas germes de aplicacoes suave. Os elementos de uma classe sao denominados
representantes. Denotamos por f: (X,q) — R™ a classe de equivaléncia de f.

Para simplificar, vamos trabalhar com X = R"” ¢ Y = R™. Uma aplicacdo f é um
difeomorfismo quando é uma bijecao diferenciavel, cuja inversa também é diferenciavel.
Logo, sua diferencial é um isomorfismo e através do Teorema da aplicagdo Inversa, é
provado que a reciproca ¢é valida localmente.

Se supomos que todos os elementos da classe de equivaléncia de f assumem o mesmo
valor em ¢, digamos p, denotamos seu germe por f : (R" q) — (R™,p). Caso mencao
contraria, no que segue f : (R", q) — R™ denota uma aplicagdo suave. Dizemos que um
germe de aplicacao f é suave se um de seus representantes e, portanto todos, é suave
em ¢. Da mesma forma, dizemos que f é um germe de difeomorfismo se um de seus
representantes é um difeomorfismo local em gq.

Denotamos por &, o conjunto dos germes de fungoes suaves na origem de R™. O con-
junto de todos os germes de aplicagoes suaves f é denotado por &'(n, m), ou simplesmente
por &(n), quando n = m. Note que &, = &(n,1). E natural definirmos uma relacio de
equivaléncia entre germes e buscar por uma classificacdo para as classes de equivaléncia,
ou seja, listar representantes para cada classe de equivaléncia, de tal maneira que sejam da
forma mais simples possivel. Tais representantes para as classes sao comumente referidos
como formas normais.

Sejam f, g : R? — R3 germes suaves. Dizemos que f e g sao & -equivalentes se existem
difeomorfismos k : R® — R e h : R? — R?, tais que f = hogo k™! e denotamos como
f ~ g. Também podemos definir &7-equivaléncia para aplicacoes de forma analoga.
Observe que a @7- equivaléncia preserva singularidades. Desta forma, podemos definir a
cuspidal edge e a swallowtail através da <7-equivaléncia.

Definicao 2.3.2. Seja f : U C R? = R? entdo dizemos que f é uma
1) cuspidal edge quando f é of -equivalente a cuspidal edge usual, isto é
f ~of ("L‘ay27y3)a
2) swallowtail quando [ é o -equivalente a swallowtail usual, isto é

[~ (32t + 2%y, 42° + 22y, y).

3) cross-cap quando f € of -equivalente a cross-cap usual, isto €

[~ (2,9%, 2y).
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A seguir, faremos uma breve revisao sobre o espaco de k-jatos e as defini¢des de acao
de um grupo e suas oOrbitas a fim de auxiliar no Capitulo 2, onde faremos um resultado
utilizando esse espaco.

O espago dos jatos J*(n,m) é o espago vetorial real das aplicacoes f : R” — R™ onde

cada componente f; de f é um polinomio de grau < k nas coordenadas canonicas x1, ... T,
de R™ com termo constante nulo. Para cada aplicagdo f suave e a cada a € R", definimos
a aplicacdo j*f : R® — J*(n,m) por j*f(a) é o polinémio de Taylor de f(z + a) — f(a)
de ordem k na origem. Dizemos de j*f(a) é o k-jato de f em a.
O k-jato de um germe f em 0 ¢ o k-jato de algum dos seus representantes em 0. Note
que esta definicdo nao depende da escolha do representante de f em 0. Por fim, uma
ac¢ao de um grupo G em um conjunto M é uma aplicacao o : G X M — M definida por
(9,2) = a(g,z) := g.z, tal que 1.x = z e (hg).x = h(g.x), para todo h, g € G e para todo
x € M. Fixando € M, temos a aplicagao «, : G — M definida por g — a,(g) = g.x é
a orbita de x pela agao de g.
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O objetivo deste capitulo é apresentar parte do artigo [8] que trata da geometria de
superficies em R? de posto 1. Este nosso estudo é importante uma vez que cuspidal edges
sao superficies de posto 1. Como nosso estudo ¢é local, por uma superficie de posto 1 em
g € R? queremos dizer uma aplicacio suave f : U C R? — R3, com U um aberto de
R? contendo ¢, tal que a diferencial de f em ¢ tem posto 1, isto é, dim df,(R?) = 1, ou
ainda, posto Jf(q) = 1, onde Jf(q) é a matriz jacobiana de f em g. Equivalentemente,
denotando por (z,y) as coordenadas de R?, uma outra condigao é que {f.(q), f,(¢)} seja
linearmente dependente, onde f,(q) e f,(¢) ndo sejam simultaneamente nulos. Dizemos
ainda que ¢ é um ponto singular de posto 1 de f. Ao conjunto imagem de f também
chamamos de superficie de posto 1.

Nosso principal objetivo é apresentar a defini¢do de curvatura umbilica em p (K, (p)),
onde p = f(q), a qual usamos no Capitulo 4, que é o principal capitulo deste trabalho.

Na sequéncia de todo este trabalho, a origem de R™, n > 1, serda denotada também
por 0. Omitiremos aqui varias demonstragoes, uma vez que elas estdao detalhadas na
Dissertacao [14], dando preferéncia aos exemplos que ilustram as definigoes e resultados.

Exemplo 3.0.1. (a) A superficie f : R?> — R3 dada por f(z,y) = (z,y? vy3), é chamada
cuspidal edge usual, e sua imagem é dada na Figura 3.1, esquerda. Temos f,(z,y) =
(1,0,0) e f,(x,y) = (0,2y,3y?). Logo, ¢ = (2,0) é um ponto singular de posto 1 de f,
para todo x € R. Portanto, a cuspidal edge usual é uma superficie singular de posto 1
em q.

(b) A superficie f : R?> — R? dada por f(x,y) = (x,y* zy), é chamada cross-

cap usual e sua imagem ¢é dada na Figura 3.1, centro. Temos f.(z,y) = (1,0,y) e
fy(x,y) = (0,2y,z). Portanto a cross-cap usual é uma superficie singular de posto 1
em ¢ = (0,0).

(c) A superficie f : R2 — R?® dada por f(x,y) = (32* + 2%y, 423 + 22y, ), é chamada
swallowtail usual e sua imagem ¢ dada na Figura 3.1, direita. Como f,(x,y) = (1223 +
22y, 122 4+ 2y,0) e f,(z,y) = (2% 22,1), entdo os pontos da forma ¢ = (z, —6x?) sdo
pontos singulares de posto 1 de f, para todo = € R.

O

Figura 3.1: Cuspidal edge, cross-cap e swallowtail usuais do Exemplo 3.0.1.
Fonte: Feita pelo autor.

31



32 GEOMETRIA DE SUPERFICIES DE POSTO 1 EM R?

Em todo este capitulo, U denotard um aberto de R> e f : U C R? — R? uma
aplicagao suave de posto 1 em ¢ € U, com f(q) = p. Além disso, M = f(U), (z,y)
denota as coordenadas de R? com relagdo a base candnica {e;, ez} e (u,v,w) denota as
coordenadas de R? com relagao a base candnica {ey, e, e3}.

3.1 Primeira e segunda formas fundamentais para superficies de posto 1

Definigao 3.1.1. A métrica euclidiana em R3 induz uma pseudométrica em R>
I,:R*xR* >R

definida por
IQ((xa y)? (.Z‘/, y/)) = <dff1(x7 y)? deI(x/7 y/>>7

chamada de primeira forma fundamental de M = f(U) em q.

Observe que I nao é uma métrica sobre R? pois, dado (z,y) € Ker(df,) ndo nulo,
tem-se que (df,(x,y), df,(z,y)) = 0.

Definicao 3.1.2. Os coeficientes da primeira forma fundamental de M em q
sdo as funcoes dadas por:

Dado (z,y) € R?, obtemos

I((z,y), (z,y) = (df(x,y),df(x,y)) = (v falq) + yfy(a), v fo(q) + yfy(q))
= 2%(f(q), f:(@)) + 22y{f:(q), £,(0)) + v* {4 (0), £4(2))
= 2°E(q) + 2zyF(q) + y*G(q).

Exemplo 3.1.3. Seja M = f(U) qualquer uma das superficies estudadas no Exemplo
3.0.1.

(a) Para a cuspidal edge usual temos f,(x,0) = (1,0,0) e f,(x,0) = (0,0,0). Logo,
E(q) = 1e F(q) = G(q) = 0. Assim, para (x,y) € R? temos que a primeira forma
fundamental de M no ponto singular ¢ = (z,0) é dada por I,((z,v), (z,y)) = 2*.

(b) Para a cross-cap usual, como f;(0,0) = (1,0,0) e f,(0,0) = (0,0,0) temos que sua
primeira forma fundamental em ¢ = (0,0) coincide com a da cuspidal edge usual.

(c) Para o swallowtail usual, para ¢ = (z, —62?) temos f.(¢) = (0,0,0) e f,(q) =
2z,1). Logo E(q) = F(q) = 0 e G(q) = z* + 42* + 1. Logo, para (2/,y) € R?,

(2%,
(2", y), (2, y)) = y?(x* + 42 + 1). O

2
Iy(
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A reta tangente a M = f(U) em p = f(q), denotada por T,M, é a reta que passa por
p e é paralela ao subespago de dimensao 1 dada por df,(R?), que sabemos ser uma reta
em R? pois f tem posto 1 em ¢. O plano normal a M em p, denotado por N,M, é o
plano perpendicular a reta 7,M. Assim, temos que

T,R* =T,M & N,M,

onde @ denota a soma direta de espagos vetoriais e T,R® é o espago tangente a R* em p,
ou seja, ¢ o espaco vetorial {(p,v);v € R3}, com as operagoes

(p,v)+(p,w) = (p,v+w)
Ap,v) = (B, AV), (3.1)

para A € R e v,w € R3 o qual é isomorfo a R®. Note que a origem de T,R® é o vetor
(p,0). Vamos denotar (p,v) € T,R? por v,, ou simplesmente por v para simplificar a
notagao. Geometricamente, v, é o vetor em R® com ponto inicial em p e final em p + v.
Assim, a origem de T,R* é o préprio p.

Exemplo 3.1.4. Considerando as matrizes jacobianas das aplicagoes dos itens (a) e (b) do
Exemplo 3.0.1, obtemos que a reta tangente e o plano normal na origem da cuspidal edge
e cross-cap usuais sao retas e planos paralelos aos o eixo-u e plano-vw, respectivamente.
Para swallowtail usual, a reta tangente na origem ¢é paralela ao eixo-w e o plano normal
na origem é paralelo ao plano-uv. o

Definicao 3.1.5. A segunda forma fundamental de f em q é a aplicacio
Il R* x R* = N,M
definida como seque. Definimos:

Iy(er,e1) = foo(a), Ty(erse2) = fo,(a) e I (ez.e2) = fy,(q),

onde, para v € R®, v' denota a projegao ortogonal do vetor v, sobre N,M, e estendemos
11, para R* x R? de modo dnico como uma aplicagio bilinear simétrica.

Tomando (z,y), (¢/,y') € R?, temos

]]’1(<x7 y)v (J’Ja y/)) = IIq(xel + yea, xlel + y,€2)

= xa'Il(e1,e1) +axy' Il (e1,e2) +yz'I1 (e, e1) + yy'I1,(e2,e9)

1

= a2/ fo(q) + (2y' + y2') fo, (@) + yy/ £, (a).

Assim, em particular obtemos:

I ((z,y), (z,y) = 2°fo(q) + 22y fa(q) + v Fry(q) (3.2)

Quando usamos uma outra base para R? que ndo a canonica para calcular a segunda
forma fundamental, obtém-se a mesma aplicacao bilinear simétrica. Ou seja, vale o se-
guinte lema.
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Lema 3.1.6. ([8], p.108) A defini¢ao da segunda forma fundamental ndo depende da
escolha de coordenadas em R2.

Exemplo 3.1.7. Considerando as superficies estudadas nos Exemplos 3.0.1 e 3.1.4, e to-
mando a base ortonormal {es, e3} de N,M =plano-vw para os itens (a) e (b) e {e1, €2} para
o item (c), calculemos suas respectivas segundas formas fundamentais de f em ¢ = (0,0).
Tomando (z,y) € R?, temos:

(a) Seja M = f(U) a cuspidal edge usual. Temos, fi(q) = fi(q) = (0,0,0) e

Tx zy
ng,(Q) = (0,2,0). Portanto,

I1,((x,y), (z, ) = (0,2¢%,0).

(b) Seja M = f(U) a cross-cap usual. Temos, f(q) = (0,0,0), fy(q) —(0,0,1) e
(@) = (0,2,0). Portanto,

I1,((x,y), (z,y)) = (0,2y°, 22y)

(c) Seja M = f(U) o swallowtail usual. Temos f-(¢) = (0,0,0) e xly(q) = f,,(q) =
(0,2,0). Portanto,
[IQ((x7y)a (:E,y)) = (0,4Q§'y,0)

O

Note que neste exemplo, por abuso de linguagem, denotamos (e1),, (e2), € (e3), por
e1, ez € eg, isto é,(e1), = e1, (e2), = ez € (e3), = e3 por p = (0,0,0).

Definicao 3.1.8. Seja v € N,M. A segunda forma fundamental de f em q ao
longo de v é a aplicagio 11, : R? x R? — R definida por

IL,((z,y), (=, y) = (Iy((z,y), (', ¢), ),

e os coeficientes da segunda forma fundamental de f em g ao longo de v em
q por:

L(q) = (I1,(e1,e1),v) = (foa(q), ), mu(q) = (I (er,€2),v) = {fo(q), V)

enV<Q) - <]Iq(62,62>,v> - <f;;/(Q)7V>

Dados (z,y), (z/,y') € R?, temos:

I1((z,y), (2',y) = < (( y), (@), v) = (@2 fro(@) + (9 + ya') f2,(q)
(@), v) = 22’ (f5.(q), v) + (wy + 2'y){(f1, (@), V)
< (@), v) = 22'l,(q) + (zy + 2'y)mu(q) + yy'nu(q).
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Assim, em particular obtemos:

I1,((z.y), (x.y)) = 2°L(q) +2zym,(q) + y*nu(q). (3:3)

Fixando uma base ortonormal {vy,1»} de N,M, como I1,((z,y),(z,y)) € N,M, ob-
temos:

IIQ(('T7y)’(I7y)) = <]]q((x,y),(x,y)),yl)yl+(I]q((x,y),(x,y)),yg)l/g (34)
= 1L, ((z,y), (z,y))v1 + 11, ((2,9), (z,y))vs.

De (3.3) obtemos:

I((z,y), (x,9) = (%0, (q) + 2zymu, (q) + y*1, (@)1 + (£°1,(q) + 2xym,,(q)
+ 0y, (q))vs.
(3.5)

Exemplo 3.1.9. Considerando as superficies estudadas nos Exemplos 3.0.1, 3.1.4 e 3.1.7,
calculemos suas respectivas segundas formas fundamentais ao longo de v = (0, v, v3) para
os itens (a) e (b) e v = (14, 12) para o item (c) e seus coeficientes em ¢ = (0,0). Tomando
(x,y) € R?, temos:

(a) Seja M = f(U) a cuspidal edge usual. Temos, I,(¢) = m,(¢) = 0 e n,(q) = 2vs.
De (3.3), obtemos:
IL,((JZ,y)? (ZL’, y)) = 2V2y2'

(b) Seja M = f(U) a cross-cap usual. Temos [,(q¢) =0, m,(q) = v3 e n,(q) = 2v5. De
(3.3), obtemos:
I1,((x,y), (z,y)) = 200" + 2v37y.

(c) Seja M = f(U) o swallowtail usual. Temos [,(q) = 0 e m,(q) = n,(q) = 2v5. De
(3.3), obtemos:

IL((z,y), (x,y)) = 2va(22y + y°).

3.2 Parabola de curvatura

Definigao 3.2.1. Sejam C, o subconjunto de R?* formado por todos os vetores unitdrios
com relagio a pseudométrica 1, e n, : Cq — N,M a aplicaciao dada por

ny(w,y) = 1,((z,9), (,y))-

A pardbola de curvatura de M = f(U) em p = f(q), a qual denotamos por A,, € a
imagem de 14, isto €, A, =n,(Cy).
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Dado que C, = {(z,y) € R% \/Iq((:c,y), (x,y)) = 1}. Temos:

Ap = nq(Cq) = {11,((z,y), (,9)); L,((2,), (x,y)) = 1} T N, M.

Exemplo 3.2.2. Considere o obtido nos Exemplos 3.1.3 e 3.1.7, onde ¢ = (0, 0) é o ponto
singular, f(q) = p = (0,0,0) e (z,y) € R?. Para os itens (a) e (b) ((z,), (z,y)) = 22,
entao C, = {(z,y) € R*z = £1}.

a) Seja M = f(U) a cuspidal edge usual. Como I, ((x,y), (x,y)) = (0,2y?,0), entdo
(a) g

1(Cy) = {(0,24%,0); y € R}

Logo a pardbola de curvatura A, de M é a semirreta parametrizada por a(y) = (0,2y?,0).
Neste caso, dizemos que a extremidade da semireta ¢ o vértice de A,. Ver Figura 3.2,
esquerda.

(b) Seja M = f(U) a cross-cap usual. Como I1,((z,y), (z,y)) = (0,2y?, 2zy), entdo

ne(Cq) = {(0,2y2,2xy); y € R}.

Logo a pardbola de curvatura A, de M ¢é uma parabola nao degenerada em N,M e pode
ser parametrizada por a(y) = (0,2y?, 2y). Ver Figura 3.2, centro.

(c) Seja M = f(U) o swallowtail usual. Como 11,((x,y), (z,y)) = (0,4zy,0), entao

n4(Cy) = {(0,42y,0); y € R},

Logo a parabola de curvatura A, de M ¢é uma reta em N,M passando pela origem
parametrizada por a(y) = (0,4y,0). Ver Figura 3.2, direita. O

Figura 3.2: Cuspidal edge, cross-cap e swallowtail usuais do Exemplo 3.2.2
Fonte: primeira e segunda figura: Nunez, 2018, p. 80. Terceira figura, feita do autor.

Observacao 3.2.3. Como f tem posto 1 em ¢, podemos escolher um sistema de coorde-
nadas em R? e realizar uma rotacio em R? de tal forma que f pode ser escrita como

f(x,y) = (Ia f2<$,y)7 fg(l',y)>,

onde (fi)z(q) = (fi)y(¢) = 0, i = 2,3. Neste caso, a reta tangente a M = f(U) em
p = f(q) é paralela ao eixo-u e o plano normal é o plano-vw, onde estamos denotando
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por (u,v,w) as coordenadas de R®. Além disso, E(q) = 1 e F(q) = G(q) = 0 e, dado
(x,y) € Cy, temos

I,((z,y), (z,y)) = 2*E(q) + 22yF(q) + y°G(q) = 1 & v = £1.
Entao, fixando {1, 1,} base ortonormal de N,M e usando (3.5), obtemos que

aly) = (0,1,(q) + 2ym,, (q) + yznyl(q), L, (@) + 2ymu, (q) + y2nl/2 (2)), (3.6)

¢ uma parametrizacao para a parabola de curvatura A, no plano normal de M em p. Além
disso, A, é uma pardbola no plano normal, a qual se degenera em uma reta, semirreta ou
a um ponto se, e somente se, sua curvatura se anula ou, equivalentemente, m,, (¢)n,,(q) —
My, (@)1, (¢) = 0. Para detalhes da demonstracao ver [14], p. 81. O

Veremos a seguir um resultado que distingui os diferentes casos da parabola de curva-
tura. O seguinte resultado encontrado em [12], nos da4 uma particao de todos os germes
de aplicacao f de posto 1 na vizinhanca da origem de acordo com seu 2-jato sob a acao de
/2, que denota o espaco de 2-jatos de difeomorfismos na fonte e na meta. Vamos denotar
por J%(2,3) o espaco de 2-jatos j2f(0,0) dos germes de aplicacio f e por X1J?(2,3) o
subconjunto de 2-jatos de posto 1.

Proposigao 3.2.4. ([8], p. 111) Ezistem quatro érbitas em X*J*(2,3) sob a agio de /*,
que sao
(z,y* 2y), (2,9%,0), (,2y,0) e (z,0,0).

No préximo teorema, mostramos que a parabola de curvatura pode ser facilmente
usada para distinguir entre os quatro tipos de singularidades de posto 1, apenas olhando
para o tipo de degeneracao da parabola de curvatura.

Teorema 3.2.5. ([8], p. 111) Seja M = f(U) uma superficie de posto 1 em p = f(q),
onde q e p sdo as origens de R? e R3, respecitvamente. Entdo os sequintes itens sdo
validos:

(a) A, € uma pardbola nio degenerada se, e somente se, j*f(0) ~ (x,y?, zy);

(b) A, é uma semirreta se, e somente se, 32 f(0) ~ (z,y*0);

(c) A, € uma reta se, e somente se, j*f(0) ~ (z,zy,0);

(d) A, é um ponto se, e somente se, j2f(0) ~ (z,0,0).

Exemplo 3.2.6. Vimos no Exemplo 3.2.2 que a pardbola de curvatura da cuspidal edge
usual é uma semirreta, da cross-cap usual é uma parabola nao degenerada e do swallowtail
usual é uma reta. O teorema acima diz que o tipo de parabola de curvatura é invariante
pela o7-equivaléncia e, portanto, a parabola de curvatura da cross-cap, cuspidal edge e
swallowtail sdo, respectivamente, parabolas nao degeneradas, semirretas e retas. O

3.3 Direcgoes assintéticas e binormais

Veremos agora duas defini¢goes importantes para o estudo da curvatura umbilica. No
que segue, M = f(U) C R?® continuard denotando uma superficie de posto 1 em f(q) = p
e A, sua pardbola de curvatura em p.
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Definicao 3.3.1. Dizemos que uma direcio dada por um vetor nao nulo u € R? é assin-
tdtica se existe um vetor nio nulo v € N,M tal que I1,(u,v) = 0, para todo v € R Além
disso, neste caso dizemos que v € uma dire¢cdo binormal associada a direcao assintotica
u.

Desta definicao, podemos observar o seguinte:

(a) A definigao de “direcao” assintética faz sentido pois, se u € R? é direcio assintética,
entao A\u também é uma direcao assintética, para todo A real. De fato, para todo v em
R2, da bilinearidade da segunda forma fundamental e do produto interno, obtemos:

I, v) = (I1,(M, v), v) = ML, (u,v), °) = 0,

onde v ¢ direcao binormal associada a u.

(b) Se u é uma direcao assintética unitaria, isto é, u € Cy, e v uma dire¢do binormal
associada entao a reta que passa por p e é perpendicular a ¥ contém um ponto da parabola
de curvatura A,. De fato, da defini¢do temos, (I1,(u,v),v) = 0,Vv € R? ou seja, I1,(u,v)
¢ um vetor de N,M perpendicular a v. Em particular, tomando v=u, temos que o vetor
I1,(u,u), o qual corresponde a um ponto de 4A,, é perpendicular a dire¢do binormal v,
ou seja, a reta que passa por p e é perpendicular a v contém um ponto da parabola de
curvatura 4,, como afirmamos.

Exemplo 3.3.2. Tomemos u = (z,y) € R?, p a origem do R* e v = (0,10,v3) € N,M
nao nulo. Sejam M = f(U) qualquer uma das superficies estudadas no Exemplo 3.1.9.

(a) Seja M = f(U) a cuspidal edge usual. Entdo u é uma direcao assintética de M se
existe v tal que, para todo v = (2/,y') € R?, I,(u,v) = 2vyy’ = 0. Assim toda diregdo u
€ R? ¢é assintética, pois basta toma v = (0,0, v3) com v3 # 0 como dire¢do binormal as-
sociada. Em particular, se tomarmos a dire¢ao assintética da forma u=(x,0), com x # 0,
qualquer diregao em N, M ¢é direcao binormal associada a u.

(b) Seja M = f(U) a cross-cap usual. Entdo u é uma direcao assintética de M se
existe v tal que, para todo v = (2/,y") € R?, I,(u,v) = 2voyy’ + v3(xy +ya’) = 0. Assim,
u=(z,0) ¢ direcdo assintética, pois basta tomar v = (0,14,0) com v, # 0 como diregao
binormal associada.

(c) Seja M = f(U) o swallowtail usual. Entdao u é uma direcao assintética de M se
existe v tal que, para todo v = (z/,y) € R?, I1,(u,v) = 4(zy’ + ya')vy + 2yy'vy = 0.
Assim, toda diregdo u € R? é assintética, pois basta toma v = (0,0, v3) com v3 # 0 como
dire¢ao binormal associada. a

Considerando {vy,v»} uma base ortonormal de N,M, vamos buscar no resultado a
seguir condicoes para que uma direcao tangente u € R? seja assintdtica. Sua demonstracao
pode ser encontrada com detalhes em [14], p. 24.

Proposigao 3.3.3. ([8], p.115) Uma direcio u= xe;+yey € R? € assintética se, e somente
se,
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Definicao 3.3.4. Chamamos a direcio dada pelo nicleo de df, de diregdo nula, ou seja,
todo vetor em R? pertencente ao nicleo de df, é uma direcio nula.

Considere f como na Observacio 3.2.3, com ¢ e p a origem de R? e R?, respectivamente.
Como f, = (1, (f2)x, (f3)z) € fy = (0, (f2)y, (f3)y) entdo o nicleo de df, é o eixo-y, ou seja,
a diregdo dada por e; = (0, 1) é dire¢do nula. Além disso, C;, = {(£1,y)} e a parabola de
curvatura A, é parametrizada por (3.6).

Proposigao 3.3.5. ([8], p. 116) Nas condigdes acima, temos:

(a) A diregio (1,y) € R? € assintdtica se, e somente se, a(y) e o/(y) sdo colineares, onde
a € a parametrizagio de A, dada em (3.6).

(b) A direcio nula ey € assintdtica se, e somente se, A, € uma pardbola degenerada.

O resultado acima é referente ao Lema 2.5, p.116 de [8], juntamente com a Proposicao
4.18, p. 95 de [14].

Por abuso de linguagem, o parametro y € R correspondente a uma direcao assintética
(1,y) também é dito direcao assintética. Vamos adicionar um pardmetro ao dominio de
a e o, denotado por Y., correspondente a direcao nula e, da seguinte maneira:

« Se A, é uma semireta ou uma reta,

_ ) = YW
) = ) = gy

onde y > 0 é qualquer valor tal que o/(y) # 0.

« Se A, é um ponto,
A(Yoo) = A4, € &/ (Yoo) = 0.

« Se A, é uma parabola nao degenerada, o(ys) € &/(Yoo) nao estao definidos.

Também chamaremos o parametro y., de direcao assintotica.

Considerando a Proposicao 3.3.5, vamos analisar as possibilidades para as direcoes
assintoticas em R U {y} para cada tipo de pardbola de curvatura, uma vez que a(y) e
o/(y) devem ser colineares. Ver Figura 3.3.

(1) Se A, é uma pardbola ndo degenerada entao, para que a(y) e o (y) sejam colinea-
res, a reta tangente a A, no parametro y deve passar pela origem p de N, M. Logo, podem
existir 0, 1 ou 2 dire¢des assintéticas que ocorrem quando p esta no interior, pertence ou
estd no exterior de A, respectivamente.

(2) Se A, é uma semirreta, entao, para que a(y) e ' (y) sejam colineares, com y # Yoo,
basta que um desses vetores de N,M seja nulo, ou que a reta que contém A, passe por
p. Assim, temos dois casos:

« Se a reta contendo A, nao passa por p entdo existem duas diregdes assintéticas
{Yv, Yo }, onde yy, é o vértice de A, pois o/(y) = 0.
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« Se a reta contendo A, passa por p entao todo y € RU {y} é direcdo assintética.

(3) Quando A, é uma reta, entdo a(y) e &/(y), ¥y # Yo, sd0 colineares se, e somente
se, A, passa por p. Assim, temos dois casos:

e Se a reta nao contém p entao Y., é a unica direcao assintética.
« Se a reta contém p entao cada y € RU {y..} é uma dire¢ao assintdtica.

(4) Se A, é um ponto, entdo todo y € RU {y} ¢é diregao assintética, uma vez que
)

Jew) Ap Ap Ap
D TR

A= {y. Yoo} A=RU{ys} A=RuU{y.} A=RU {y.}

Figura 3.3: Possibilidades para A, e o conjunto A das direcoes assintéticas de M em
N,M. Fonte: Nunez, 2018, p. 97.

Das consideragoes e resultados anteriores, concluimos o seguintes resultado.

Proposicao 3.3.6. ([8], p. 117) Uma diregio v € N,M ¢ binormal se, e somente se,
existe uma dire¢ao assintotica y € RU{yoo} tal que v é ortogonal ao subespago gerado por

a(y) e (y).

Da mesma forma que fizemos anteriormente para dire¢oes assintoticas, vamos analisar
as possibilidades para direcoes binormais de M em N,M, utilizando da Proposicao 3.3.6.
Ver figura 3.4.

(1) Se A, é uma parabola nao degenerada, entdo podem existir 0, 1 ou 2 dire¢oes
binormais, uma para cada direcao assintotica. Cada dire¢ao binormal é perpendicular a
reta tangente a A, que passa por p.

(2) Se A, é uma semirreta existem trés casos:

« Se a reta que contém A, ndo passa por p entdo temos 2 direcées binormais, uma
para cada direcao assintotica. Mais precisamente, uma dire¢do perpendicular a reta
que contém A, (associada a y.), € a outra é perpendicular a reta que passa por p
e pelo vértice de A, (associada a yy).
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« Se a reta que contém A, passa por p, mas o vértice da parabola nao é o ponto p,
entdo temos apenas uma dire¢ao binormal, ortogonal a (y), com y # ..

« Se o vértice de A, é o ponto p entao a direcao assintética y, satisfaz a(yy) = o/(yy) =
0 e, dai, todas as dire¢des do plano normal sao binormais. No caso de y # y,, sdo
os vetores ortogonais a reta que contém A,.

3) Se A, é uma reta entdo existe apenas uma dire¢do binormal, a qual é perpendicular
a A,

(4) Se A, é um ponto, temos dois casos:

o Se A, # {p} entdo temos apenas uma dire¢ao binormal (a direcao ortogonal a reta
que passa por p e A,).

« Se A, = {p} entdo qualquer dire¢do do plano normal é binormal, uma vez que o
espago gerado por a(y) e o'(y) é apenas o ponto p.

Y
=

A=RU {1y}
i
{ﬂ__,,...-a
§
.“f i | "
y 5 g ¥
| 'k._il_.:" I"II

A '::1-"|.._!|'_M} A RL ':.!l'.:al' A B L {_h'_,;l' A | Yoo A i { B i

Figura 3.4: Possibilidades para A,, o conjunto A das direcoes binormais de M em N,M.
Fonte: Nunez, 2018, p. 98.

3.4 Curvatura umbilica

Suponha M = f(U) cuja parabola de curvatura A, é uma pardbola degenerada. Dada
{v1, 15}, base ortonormal de N,M e ve R? de (3.4) temos a seguinte relagio

IIQ(V7 V) = <HQ(V’V)7 ’ 1> 1+ <HQ(V’V)7 ) 2) T

Vamos considerar uma base especial para N,M. Suponha que 4, seja uma reta ou
uma semirreta. Vamos denotar por v, a diregdo binormal infinita, ou seja, a direcao
binormal associada a direcao assintética .., de modo que a base ortonormal de N, M

{a(yx), vao} (3.7)
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seja positiva. Suponha agora que 4, seja um ponto diferente da origem de N,M. Entao
a(y) é um vetor constante nao nulo. Seja v dire¢do binormal tal que a base ortonormal

de N,M
a(y)
{”’ ||a<y>||} (38)

Definigao 3.4.1. As bases dadas em 3.7 e 3.8 sdo chamadas de bases adaptadas de
N,M. Quando A, = {p}, qualquer base ortonomal positiva de N,M é chamada de base
adaptada. Ver Figura 3.5.

seja positiva.

Figura 3.5: Bases adaptadas de N, . Fonte: Nunez, 2018, p.99.

Exemplo 3.4.2. Seja M = f(U) qualquer uma das superficies estudadas no Exemplo
3.2.2. Relembrando que nos trés casos, N, M= plano-vw, vamos calcular a base adaptada
de N,M, tomando g = (0,0) e p = f(q) = (0,0,0).

(a) Seja M a cuspidal edge usual. Sua pardbola de curvatura é a semirreta parame-
trizada por a(y) = (0,2y?,0), cujo vértice é a origem. A base adaptada de N,M ¢ dada
por (3.7), sendo:

oy e Y
A(Yoo) = a'(y) : Tl (0,1,0).

Para que {@(¥s0), Vs } seja uma base adaptada, a dire¢do binormal v,, associada a Y
deve ter norma 1 e ser ortogonal a (0,1,0). Assim, tomando v, = (0,0, 1), obtemos
{(0,1,0),(0,0,1)} base adaptada de N,M.

(b) Seja M a cross-cap usual. Sua parabola de curvatura A, é a parabola nao dege-
nerada parametrizada por a(y) = (0,2y?, 2y). Logo, ndo podemos realizar o cdlculo da
base adaptada de N,M, pois a(yeo) € &' (Yoo) nd0 estao definidos.
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(c) Seja M o swallowtail usual. Sua pardbola de curvatura é a reta passando pela
origem parametrizada por a(y) = (0,4y,0). Entao neste caso, a base adaptada de N,M
é dada por (3.7), com

) = o/(y)
(3

Assim, {a(yxo), Vs } € base adaptada, onde vy, = 1), O

Dado v € C, temos II,(v,v) € A,. Assim, segue da definicio que em uma base
adaptada {11, 1n} de N,M, I1,,(v,v) nao depende de v € C,, a menos de sinal.

Defini¢ao 3.4.3. Seja M = f(U) cuja pardbola de curvatura é degenerada. Dado um
vetor v € C, e uma base adaptada {v1, 2} de N,M, chamamos o nimero nao negativo

Fu(p) = [{(LLy(v,v), va)| = [11, (v, V)|

de curvatura umbilica de M em f(q) = p.

Exemplo 3.4.4. Utilizando os calculos do Exemplo 3.4.2, obtemos a curvatura umbilica
de M = f(U) em p = (0,0,0). Dado v = (z,y) € C,, com g = (0,0), temos:

a) Seja M a cuspidal edge usual. Como I1,((z,y),(z,y)) = (0,2y%0) e 1o = vy =

(a) S
= (0,0,1), a curvatura umbilica de M = f(U) em ¢ é dada por:

k(D) = [(ITy(v,v), v2)| = [{(0,2¢7,0),(0,0,1))| = 0.

(b) Seja M o swallowtail usual. Como I1,((z,y), (x,y)) = (0,42y,0) e v = vy, = (0,0, 1),
a curvatura umbilica de M = f(U) em ¢ é dada por:

l€u<p) = |<IIq(V7 V)’V2>| = |<(0,43L’y,0), (O’ 0, 1)>| = 0.

Observacao 3.4.5. Superficies de mesmo traco nem sempre tem mesma curvatura um-
bilica. De fato, sabemos que M = f(U) onde

flzy) = (z.(° +2)% () +2)%)

tem mesmo traco que a cuspidal edge usual, porém, a curvatura umbilica da cuspidal edge
usual é 0. Para esta outra parametrizacao, a reta tangente e o plano normal coincidem
com as da cuspidal edge usual. Para (x,y) € R? temos que I,((z,y),(z,y)) = 2% e
I1,((z,y), (z,y)) = (0,22%0). Assim, a pardbola de curvatura A, de M = f(U) em
p = (0,0,0) é apenas o ponto {(0,2,0)}. Logo, {(0,1,0),(0,0,1)} é base adaptada para
N, M. Portanto, Vv = (z,y) € C,,

Ru(p) = |<IIQ(V7V)>V2>‘ = ’<(0>270>7 (07170»’ =2#0,

como queriamos. O



44 GEOMETRIA DE SUPERFICIES DE POSTO 1 EM R?

Note que nesta observagao também concluimos que a segunda forma fundamental e
a parabola de curvatura dependem da parametrizacao de f. A seguir, vamos fazer a
interpretacao geométrica da curvatura umbilica, de acordo com as possibilidades para a
parabola de curvatura A,,.

Observagao 3.4.6. (a) Se A, é um ponto, segue diretamente da defini¢do de x,(p) que
ku(p) é a distancia entre A, e p. Neste caso, k,(p) = 0 se, e somente se, A, = {p}.

(b) Se A, é uma semirreta ou uma reta, entao x,(p) é a medida da projecdo de A, na
direcao dada por v4. De fato, como A, é uma reta ou semirreta, entdo uma base adaptada
¢ da forma {a(Yx), Voo }. Logo, pela interpretagdo da Figura (3.4), a curvatura umbilica
¢ a medida da projegdo de A, na direcao dada por v, uma vez que este é perpendicular
a reta que contém p. Neste caso, k,(p) = 0 se, e somente se, A, estd contida na reta
passando por p na dire¢ao de o/(y). Ver Figura 3.6.

Mo

5
L]
o

rg (P

R P .
g (F 1 7 /

B B
e
wfe

P P p

Figura 3.6: Interpretagao geométrica de &, em N,M, considerando uma base adaptada.
Fonte: Nunez, 2018, p. 101.

Entao obtemos

) = (ol o ) =

onde o é a parametrizacao de 4A,, v vetor unitdrio em 7,M e y um ntmero real tal que
a/(y) # 0. Como a curvatura umbilica pode ser vista como a distancia entre p e a reta
que contém A,, também obtemos a expressao:

| det(a(y), o (y), V)l

~laly) x o/ (y)]]
) =T

a qual nao depende de y, com o/(y) # 0.

(c) Para qualquer v € R? e {11, 15} base adaptada de N,M, vale

_ |I]V2 (v, V)’

ulp) Iy(v,v)

De fato,
11, (v, v)| = []v][*

n, ( H)\ = L V)R(o),

vl v
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considerando a pseudométrica induzida de [,. Observe que existe uma férmula seme-
lhante para curvatura normal x, em pontos regulares. Assim, a direcdo binormal infinita
Voo, quando A, é uma reta ou semirreta, faz o papel do vetor normal principal de uma
superficie regular. Além disso, quando k,, é constante, obtemos os pontos umbilicos da
superficie. Para o caso de superficies singulares de posto 1, com A, sendo uma reta ou

_ [,y (v

semirreta, temos K, (p) = T (v constante. Portanto, temos a motivacao para o nome
q El

de curvatura umbilica.

(d) Segue de (a) e (b) que a definigdo de curvatura umbilica ndo depende da esco-
lha da base adaptada de N,M e nem da parametrizacao de «, mas pode depender da
parametrizacao de M = f(U), como mostra a Observacao 3.4.5.






4 GEOMETRIA DE FRENTES DE ONDA

O objetivo desse capitulo é estudar parte do artigo [17] que trata da geometria de
frentes de onda em R? e R?, definidas neste capitulo. Este estudo é importante uma vez
que cuspidal edges sao imagens de frentes de onda, assim como outros exemplos citados
no Capitulo 1, como a cross-cap e o swallowtail. No que segue, f : U C R? — R? denota
uma aplicagdo suave em g € U, com f(q) = p, onde U é um aberto de R? a: [ C R — R?
denota uma aplicacdo suave em ¢ € I, onde I um aberto de R, (z,y) denota as coorde-
nadas de R? com relacdo a base candnica {e, e} e (u,v,w) as coordenadas de R? com
relagdo a base candnica {eq, es, e3}. O principal objetivo é apresentar definigbes e propri-
edades acerca das frentes de onda para que possamos definir no capitulo 4 a curvatura
singular de uma curva através de f em um pardmetro ¢ (ks(t)). Omitiremos aqui algumas
demonstragoes, uma vez que elas estdo detalhadas na Dissertagao [18].

4.1 Frentes de onda em R?

Nesta secao, o : I C R — R? denotard uma aplicacdo suave, onde I é um aberto de
R.

Definicao 4.1.1. Uma aplicacdo suave v : I C R — R? é um campo suave de vetores
normais unitdrios a « se para todot € I, temos ||[v(t)|| =1 e v(t) € ortogonal a &/(t).

Se v é um campo suave de vetores normais unitarios a «, entao v(t) é ortogonal a
imagem de day, a qual pode ser um ponto ou uma reta, para todo t € I.

Definigao 4.1.2. Uma aplicagio suave o : I C R — R? ¢ uma frontal se existe um
campo v suave de vetores normais unitdrios a a. Se (a,v) : U C R? — R?* x R? € uma
imersao, entdo dizemos que « é uma frente de onda (ou apenas frente).

Logo, se a(t) = (z(t),y(t)) e v(t) = (v1(t), v2(t)) um campo suave de vetores unitarios
normais a «, entdo para todo t € I, se for verificado que 2/(t) # 0, y'(t) # 0, vi(t) # 0 ou
vh(t) # 0, temos um critério para verificar se uma curva « é uma frente.

Exemplo 4.1.3. (a) Seja « : [ C R — R? uma curva parametrizada regular, dada por
a(t) = (z(t),y(t)). Para todo t € R,

(=y'(®),2'(1))

(07 + (1)

v(t) =

é um vetor normal unitario de o em ¢, como visto na Segao na Secao 2.1.1. Assim, v é um
campo suave de vetores unitarios normais a «, para todo t € R. Logo « é frontal. Como
a é regular, entdo 2/(t) ou y/(t) é nao nulo. Portanto « é frente.

(b) Seja a(t) = (t*,t*) a ctspide ordindria, cuja imagem est4d dada na Figura 4.1. Esta
curva é singular em t = 0, uma vez que ’'(0) = (0,0). Para todo t € R,

47
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(_3t7 2)
v(t) = (), n(t)) = ~—22L
() = 0200, m(0) = L 222
é um campo unitario de vetores normais a «, pois ||v(t)|| =1 e

0mto) = (s, (i 2 ) =0

—12
(4+9t2)2
V1(0) = —2 # 0. Portanto « ¢ frente. O

Logo « ¢é frontal. Para t # 0, temos 2'(t) = 2t # 0 e como v|(t) = ,parat =0

0.5 4

-0.5 1

-1 4

Figura 4.1: Traco da ctspide (¢2,t%) do Exemplo 4.1.3. Fonte: feita pelo autor.

Agora, faremos um exemplo de uma curva singular a que é uma frontal, porém, nao é
uma frente, isto é, (a, ) nao é uma imersao, onde ¥ uma campo suave de vetores unitarios
normais a o.

Exemplo 4.1.4. Seja a(t) = (?,°) uma curva em R? cuja imagem est4 dado na Figura
4.2. Esta curva é singular em ¢ = 0, uma vez que o/(0) = (0,0). Para todo t € R,

t) —5t3 2
1% = s
V4 + 25167 \/4 + 25¢6

é um campo suave de vetores unitarios normais a «, pois ||v(t)|| = 1 e (&/(t),v(t)) = 0.
Portanto, « é frontal. Agora, para todo t # 0 temos z'(t) # 0, porém, para t = 0 obtemos
que

5t(25t° — 8 150t
onde v} (t) = (73) e vh(t) = ———— . Portanto, (o, r) ndo é uma imersao e
! (4 4 25¢)32

assim « nao é uma frente. O
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0.5 1

—14

Figura 4.2: Trago da cuspide (¢2,¢°) do Exemplo 4.1.4. Fonte: Feita pelo autor.

4.1.1 3/2-ctspides e curvatura cuspidal

Esta secao serd dedicada a geometria nos pontos singulares de um tipo particular de
curva « denominada 3/2-cispide, desenvolvida em [19]. O objetivo principal é definir a
curvatura cuspidal de  em um parametro ¢ onde a curva é singular. Para facilitar alguns
céalculos, vamos supor t = 0 e «(0) = (0,0).

Definigao 4.1.5. Seja o : (—¢,¢) — R? uma curva suave e 0 um ponto singular de o(t).
Dizemos que o é uma 8/2-cuspide em 0 se é o —equivalente a cispide ordindria (t%,13),
cujo trago foi dado na Figura 4.1.

Na sequéncia deste trabalho, podemos dizer também que 0 é um ponto de 3/2—ctuspide
de a.

Fato 1. ([10] p4) a é uma 3/2—cispide em ty se, e somente se, os vetores o (ty) e
a®(ty) sdo linearmente independentes.

Definicao 4.1.6. Seja a(t) uma 3/2— cuspide no 0. Dizemos que o é uma cuspide
positiva se [”(0),a®(0)] > 0 e cuspide negativa se [a”(0),a>(0)] < 0.

Notagdo: A notacio [a”(0),a®(0)] indica o determinante da matriz que tem como
colunas as derivadas segundas e terceiras da 3/2—cuspide «, respectivamente.

Observe que o sinal da ctspide é invariante sob um difeomorfismo de R? que pre-
serva orientagdo, isto é, dada uma 3/2—cispide o em 0 e um difeomorfismo ¢ tal que
det(J¢) > 0, entdo ¢poa é uma 3/2—ctspide que tem o mesmo sinal da 3/2-ctspide «, pois
[(@ 0 a)"(0), (P 0 a)?(0)] = [a"(0), a®(0)]. det(J ).

Defini¢ao 4.1.7. Seja a(t) curva suave tal que é 3/2—cispide em 0. A curvatura
cuspidal (Euclidiana) k. de o em 0 é dada por

[2"(0), a®(O)]
[l (0)]]2

Ke(0) :=

1
O numero —-—— € chamado de rato da curvatura cuspidal.

(114(0))?
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Exemplo 4.1.8. (a) Consideremos «(t) = (at?, at®), com a # 0, cuja imagem estd dado
na Figura 4.3, para diferentes valores de a € R*.

e « éuma 3/2—cuspide, pois tomando k£ uma mudanga de coordenada tal que k(t) = t,

onde k£(0) = 0 ¢ A um difeomorfismo tal que h(z,y) = (x, y), onde h(7(0)) =

a’ a
h(0,0) = (0,0), temos
(hoaok)(t) = (hoa)(k(t)) = h(at? at®) = (t*,t*),

como queriamos.

e « é uma cuspide positiva, pois
2a 0
" (3) — — 2
[a"(0), ' (0)] | 0 6a ‘ 12a* > 0,

onde a # 0.

e A curvatura cuspidal de o é dada por

H(O):[a"(o),a@)(o)]: 12¢°  12¢*> _ 12a> _ 3(4a?) _ 3
’ la”(0)]3 (Via?)i  (2la)): /3200 4a2\/2la] /2la]
2|al

o Por fim, o raio de curvatura de v é 9

-2 -2 -2 -2

_a a -4 _a

Figura 4.3: Trago de a para a = —200, a = —1, a = 1 e a = 200, da esquerda para a
direita, do Exemplo 4.1.8 item (a). Fonte: feita pelo autor.

Note que quanto maior seja o a € R* em modulo, a curvatura cuspidal é menor.

(b) Consideremos
a(t) = (a(t —sen(t)),a(l — cos(t)))

a cicloide de raio a # 0, cujo trago esta dado da Figura 4.4.
e 7 é uma 3/2—cuspide, pois

0 a

0/(0), 0 (0)] = -

asen(0) acos(0) ‘ _ =—a2#£0

acos(0) —asen(0)

e pelo Fato 1, segue que o é uma 3/2—cuspide na origem.
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« Como [a”(0),a®(0)] = —a? < 0, entdo a é uma ctispide negativa.
e A curvatura cupidal de o é dada por

o a(S) _a2
Hc(()):[ (0),a®(0)] _ _

5 5
[l (0)]]2 Va??

o Por fim, o raio de curvatura de « é igual a a.

P

10 1

=N

Figura 4.4: Traco da cicléide do Exemplo 4.1.8 item (a). Fonte: feita pelo autor.

4.1.2 Comportamento da curvatura cuspidal de 3/2-cispides

Nesta subse¢do vamos abordar propriedades envolvendo a curvatura cuspidal e cul-
minar em um teorema que da uma relagao interessante entre a curvatura cuspidal e a
curvatura da curva. Por fim, vamos obter um teorema que da um resultado analogo
ao Teorema Fundamental das Curvas Planas (2.1.2). Observe que o sinal da curvatura
cuspidal é invariante por isometrias em R? que preservam orientacao,isto ¢, dada o uma
3/2—cuspide no 0 e ¢ uma isometria que preserva orientagao, isto é, det(J¢) > 0, temos

[(¢ 0 @)"(0), (¢ 0 ) (0)] [a”(0), a®(0)] .
(60 a)"(O)]|2 (6o a) (02

A proposigao seguinte dd um resultado que relaciona 3/2—cuspides com cicléides e
seus raios de curvatura.

= det J¢(0)

Proposigao 4.1.9. ([16], p. 604) Seja o uma 3/2— cispide no 0. Entao existe uma unica
cicloide c(t) tal que o raio de curvatura cuspidal de o coincide com raio da cicléide c(t).
E mass,
a(t) —c(t) = o(t),
g 3 : o) — ()]
a menos de mudangas de varidvel para a(t) e c(t), onde o(t*) nos diz que %1_1;% & =
=0, isto €, c(t) e a(t) expandidas em Taylor coincidem até os termos de ordem 3.
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Demonstragio. Seja a: (—¢,¢) — R? é uma curva suave, onde v(0) = 0. Primeiramente,
vamos reescrever a de forma que facilite alguns calculos ao longo da demonstracao. Pelo
Lema 2.1.4, existem fungoes diferenciaveis aq, by : (€,¢) — R tais que a(t) = t(a1(t), b1(t)).

Agora, observe que
o (t) = (ax(t), bu(t)) + tay (1), 03 (1)),

e aplicando no t = 0 temos
(0,0) = &/(0) = (a1(0), b1(0)),

pois 0 é ponto singular de . Pelo Lema 2.1.4 aplicado as fungoes a; e by, existem fungoes
diferencidveis a, b : (g,¢) — R tais que

ai(t) = ta(t) e by(t) = tb(t).
Logo,
a(t) = t(ai(t),bi(t)) = t(ta(t), tb(t)) = t*(a(t), b(t)).

Como 0 ¢ um ponto de 3/2—ctispide de a(t) entdo, pelo Fato 1, [a”(0), a®(0)] # 0.
Em particular,

a”(0) # (0,0) = 2(a(0),5(0)) # (0,0) = (a(0),5(0)) # (0,0).
A menos de uma rotagao, suponha que a(0) = 0 e b(0) > 0. Considere o difeomorfismo

local h(t) = t4/b(t), pois h'(0) = 1/b(0) # 0, g = h™! e a reparametrizacio de o dada por
a(s) =
= (o g)(s). Entao, podemos escrever & da seguinte forma

a(s) = (\s*, 5%) + o(s?),

com A > 0. De fato, derivando g com relacao a s, temos

1 1
/
JO) = = (4.1)
h'(0) .\ /b(0)
Derivando g novamente, aplicando em s = 0 e usando (4.1), obtemos:
-1 b'(0)
"(0) = h"(0)g'(0) = — . 4.2
70 = 090 =~ (1.2

Escrevendo (t2a(t), t?b(t)) = a(t) = (x(t),y(t)). Derivando novamente e aplicando em
0, obtemos:

y"(0) = 2b(0). (4.3)
Derivando trés vezes a igualdade y(t) = t?b(t) e aplicando em 0, obtemos:
y@(0) = 6b(0). (4.4)

Temos
(2(s),9(s)) = als) = alg(s)) = (x(g(s)),y(9(s)))-

Assim derivando a expressao y(s) = y(g(s)) e aplicando em 0,

7'(0) = 4'(0)g'(0) = 0.
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Derivando novamente, aplicando em 0 e usando (4.1) e (4.3), obtemos:

@ﬂnzymwmfzzmn(?l) y

Derivando mais uma vez, aplicando em 0 e usando (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4), obtemos:

. 1 1 v
5(0) = 5D ()¢ (0)" + 39/ (0)g/(0)g”(0) = B/(0)———5 — 6b(0)—— 1% —0.
b(0) b(0) b(0)
Derivando duas vezes a expressdo z(t) = t?a(t) e aplicando em 0,
2"(0) = 2a(0) =0. (4.5)
Derivando novamente e aplicando em 0, obtemos
@) (0
i) = =020 (4:6)

pois o determinante [a”(0),«®(0)] # 0 e 2/(0) = 0. Derivando duas vezes a igualdade
z(s) = x(g(s)) e aplicando em 0,

7'(0) = 2"(9(0))g'(0)* + 2(g(0))g"(0) = 0.

Derivando novamente, aplicando em 0 e usando (4.1), (4.5) e (4.6),

7%(0) = 2%(0)g'(0)* + 32"(0)g'(0)g"(0) = 2 (0)g'(0)* = 6a’(0)

Concluimos que

a"(0) = (&"(0),7"(0)) = (0,2) e a®(0) = (&®(0),5*(0))

I
/
D

Q\
~—~
(e
S~—
=
|| M
)]
N~—
w
o
v

Note que

2 6
1

NCOR

O) s* + o(s%) = ( a’(0)3837 52> +0(s%) = (\s,5%) + o(s?),
b(0)

=(0,1)s* + (a’(o)
a'(0)

onde \ = s # 0. Podemos supor A > 0 pois caso A < 0 podemos substituir z(t)
y/b(0)
por —z(t), tornando o novo « positivo. Note que essa reflexdo muda o sinal da curvatura
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cuspidal, pois troca o sinal da primeira linha do determinante que define essa curvatura.
Considere a cicloide

c@%:;;@—xmﬁxl—aﬂﬂﬁ

2 1
a qual tem raio o ¢ 2 fungao h(t) = ﬁt uma mudanca de varidvel para c(t). Assim,

considere g(s) = 3\s, a inversa da funcao h e a reparametrizacao de ¢(t) dada por ¢é(s) =

(coh)(s).

Afirmamos que
2
é(s) =(cog)(s) = o (3As —sen(3As), 1 — cos(3As))

é a cicléide desejada. Para isso, devemos provar a existéncia e unicidade de ¢(s) e que o
raio desta cicléide coincide com a curvatura cuspidal da curva a.

 Existéncia: Expandindo ¢(s) em Taylor, obtemos:

&(s) = (0,0) + (0, 5%) + (As*,0) + o(s®) = (As®, %) + o(s?).

Subtraindo (s) e &(s) obtemos:

F(s) — &(s) = (Ms®,5%) + o(s*) — (\s®,5%) — o(s*) = o(s?).

« Unicidade: tome uma cicléide d(t) = a(t —sent, 1 —cost) de raio a e componha com
g(s) = 3as, como feito anteriormente, assim temos

J(s) = (dog)(s) = a(3As — sen(3As), 1 — cos(3\s)),

cicléide de raio a. Expandindo J(s) em Taylor, obtemos que

~ 2 ’ ’ i
(0,922a) 2+(27)\ “’O)s3+o(s3) _ <27>\ a 5 9\ a82>+0(83)'

d(s) = (0,0)+(0,0)s+ 55 G i

Agora, para d(t) satisfazer o teorema, queremos que & (s) —d(s) = o(s?), isto é, a(s)
e d(s) devem coincidir expandidas em Taylor até termos de grau 3. Isto é,

27)3
6 - =) 2
Na _ T OT o
=

que ¢ justamente o raio da cicléide é(s).

Por fim, calculando as derivadas de &(t) temos:

a"(s) = (6As,2) + o

(
a®(s) = (6X,0) + o(s°) = (6, 0).
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1 2
Entao PYE =0 = raio[¢(s)]. Portanto, ¢(s) é a cicléide desejada, como queria-
mos.

[]

Observe que no Exemplo 4.1.8 item (b), a(t) = ¢(t). Logo, podemos aplicar a propo-
si¢ao acima e concluir qual é a curvatura cuspidal de «(t) a partir do raio da cicldide.

Defini¢ao 4.1.10. Seja a(t) uma 3/2—cuspide em 0. A fun¢io Ny : R — R dada por
Ni(t) = \/|s4(t)|K(t) € chamada curvatura normalizada de «, onde r denota a cur-
vatura de o e s, a fungio comprimento de arco de v a partir de t = 0.

Teorema 4.1.11. ([19], p.286) Seja o uma 3/2—cispide no 0. Seja h(t) =7sgn(t),/s4(t)
(chamada mudanca de pardmetro por meio comprimento de arco). Entio h(t)

¢ uma mudanga de coordenada de o em 0 e \/|sq4|k € uma fungio CF°, onde C§° denotada
o conjunto das fungoes suaves em uma vizinhanca do 0. E mais,

ke(0)
22

lim /[, (1) (1) =

t—0

Demonstrag¢io. Podemos supor que «(0) = 0. Aplicando a regra de L’Hospital, obtemos:

%%“y)zlgdﬁqum¢o (4.7)
o), 0"@®)] L [e(t),a® ()] [0”(0),a®(0)]
. e e

o que implica que O‘,t(t) e [a/(t)lggo‘”(t)} sao suaves em t = (. Temos

W] . el el ¢
st = M emE = 2 WP - 2 |«
_ 0,00 o) "
t t

Olhando para as fungoes coordenadas como o/(0) = 0 e /() é suave, podemos aplicar
o Lema 2.1.1 e concluir que & t) € C*. Note que a fun¢ao [&/(t),a”(t)] é suave, e tanto

ela quanto a sua primeira derlvada se anulam em 0. Logo aplicando o Lema 2.1.1, temos
que [O‘(t)tif(t)] ¢ C*. Portanto, |t|k(t) € C§° e de (4.9) obtemos:

. e e®.e @) e [a(0),a®(0)]

1%‘25’/1(75) lim v ; = SO (4.10)
Temos
/ "
t—0| ¢2 t%O t t—0 21 t—0 2
7
0
o,

2
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Em particular,

Js,(0)] wsg _ Il
lim t—>0 7 (4.12)

b~

Portanto, substituindo (4.9), (4.10) e (4.12),

| o VB w.a) SO .o
iy Vs @Is() = i e i = s e

" ()¢ [0 (0).®(0)] _ [la"O)]1 [a"(0). 0¥ 0)
V2 2@ e OF  2v2
@(0).090)] 1 _ ri(0)

la"()F 2v2 22

a’(t)\ s(t) _[s®)
t || sgn(t)t? 12

84(t)
t]

De (4.7), (4.12) e (4.12) temos , O(t) == e C* E

particular,

h(t) = sgn(t)\/s,(t) = to(t) € Cy°.
Como I/ (t) = ¢(t) + t¢d'(t), aplicando em ¢ = 0, de (4.12) temos h(0) = ¢(0) # 0. Pelo
Teorema da Funcao Inversa, h é um difeomorfismo em torno do 0 e, entao, a funcao h é
uma mudanga de coordenadas da curva «(t) em 0, como querfamos.

[]

Teorema 4.1.12. ([19], p. 286) Seja f o h uma fungio C*, onde a é uma curva em R?
suave e h uma mudanga de pardmetro para «, tal que a(0) # 0. Entdo existe uma unica
3/2—ciispide em 0 a menos de isometria que preserva orientagio em R? tal que

sg(t)k(t) = (f o h)(t).

Demonstragio. Temos que f o h uma funcao C*°. Seja a0 h a curva definida por

ht
(a0 h)( _2/ <C086)>d (00 h)( _2/
senf

Conseguimos verificar que

lo’ (Rl = [I(2h(t)cosB(h(t)), 2h(t)send(h(1)))]|
= \J4h(t)? cos2 B(h(t)) + 4h(1)2 cos? O(h(t)) = 2h(t),

isto é, h(t) é uma mudanga de pardmetro por meio comprimento de arco. Além disso
verificamos que esta a(h(t)) é a 3/2—cuspide procurada. De fato,

L o et

= 4(sen’d(h(t)) + cos? O(h(t))) = 4 # 0, (4.13)

~
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e satisfaz

sy = ([ o) (G

2h(t) cos(O(h )) —2sen (h(t)))2f(h

2h(t )Sen(e(h( ) 2COS( ( ( ))) f(h(
8h(t)?

h(t) cos(6(h(t)) —sen(0(h(t)))2f(h(t)) ‘

h(t)sen(0(h(t))  cos(O(h(t))2f(h(t))

= (@n(1)?) fies -

W|
t
@) )

Exemplo 4.1.13. (a) Dada a cuspide a(t) = (at?, at?®), com a # 0, cujo trago estd dada
na Figura 4.3, temos que

a((4 4 9t2)s — 8) [ (1), a" (t)] 6

:/0 || (w)||du = sgn(t) 5 e k(t) = O = Rt

Pelo teorema 4.1.11, a curvatura cuspidal é dada por

mm:zﬁm\Mn<wmﬂm%m>w+ﬁﬁﬁzugm

\/9152 4)s —8 (9¢2 + 4)2 — 8
— 22 R N S +4)
w/3a t—)O (9t2 + 4) 1/3& 8 t—0 t
012 +4)3 — 8 \/(9t2 + 4)3+
_ 2\/— \/( +4)2 - \/( + )z _2\/— \/— 3

FSHO t o+ 4 V3T e

3
2

NJw

(b) Dada a cicléide a(t) = (a(t —sen(t)), a(1 — cos(t))) com raio a # 0, cujo trago esta
dada na Figura 4.4. Temos

Sq(t) = V2a2? <cos <;) - 1> e k(t) = \/isazlse_nitos t)%'

Pelo Teorema 4.1.11 temos que a curvatura cuspidal de o é dada por

3 o —sen’t _ L — ;1
= V2023 cos(3) Y P~ cont)? ™ e
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4.2 Frentes de onda em R?

Nesta secdo, f : U C R? — R? denotarad uma aplicacao suave, com U um aberto do
R? contendo ¢, com f(q) = p.

Definicao 4.2.1. Uma aplicagio suave v : U C R? — R3, é um campo de vetores
normais unitdrios a f se, para todo (z,y) € R* e ¢ € U, temos ||v(q)|| =1 e v(q) €
ortogonal a df,(x,y).

Se v é um campo de vetores normais unitarios a f entdo v(q) é ortogonal & imagem
de df,, sendo um ponto, uma reta ou um plano, para todo ¢ € U, ou seja,

(fz(q),v(q)) =0 e (fy(q),v(q)) =0,
0

onde (), =5 e(),= a%v para algum sistema de coordenadas (x,y) em U.

Definicao 4.2.2. f : U C R? — R3 € uma frontal se existe um campo v de vetores
normais unitdrios a f. Ainda mais, se (f,v): U C R? — R? x R® ¢ uma imersdo, entdo
f € uma frente de onda. (ou apenas frente). Neste caso, chamamos v de aplicagdo
de Gauss da frente f.

Exemplo 4.2.3. Toda superficie parametrizada regular é uma frente de onda.

Seja f : U — R3 uma superficie parametrizada regular. Tomando v como a aplicacao
normal de Gauss de f, temos que ||v(q)|| = 1, para todo ¢ € U. Entao f é uma frontal.
Por fim, mostremos que (f,v) é uma imersao. A matriz jacobiana em ¢ de

(f? I/)(Ji,y) = (fl(l’,y), fg(a:,y),fg(x,y), U1<x7y)7 VQ(x7y>7 V3($7y))7

é dada por
fi.(e) fi,(9)
i 5
_ 3, g 3,\d
W= ) na)
va,(q) V2.1,(CI)
vs,(q) vs,(q)

As trés primeiras linhas dessa matriz formam a matriz jacobiana de f em ¢q. Como
f é uma superficie parametrizada regular, entao df, é injetora. Logo, o posto da matriz
jacobiana de f em ¢ é 2, o que implica que o posto da matriz jacobiana de (f,v) em ¢ é
2, para todo ¢ € U. Portanto f é uma frente de onda. O

Dada f : U — R? denotaremos por X; o conjunto singular de f, isto é,
Y ={q € U;q é ponto singular de f}.

Vimos no exemplo acima que superficies parametrizadas regulares sdo frentes de onda.
Vejamos agora exemplos de frentes de onda que possuem pontos singulares.
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Exemplo 4.2.4. Considere os calculos do Exemplo 3.0.1 feitos para a cuspidal edge,
cross-cap e o swallowtail usuais.

(a) Seja f(z,y) = (z,y* y*) a superficie cuspidal edge usual. Temos que X é o eixo-z,
pois

fo(@,y) X fy(z,y) =0« (1,0,0) x (0,2y,3y*) =0 < y(0,—3y,2) =0 < y = 0.
Seja

1
— = (0,-3y,2).
v(z,y) 4+9y2( ,—3Y,2)

Temos que v(x,y) é unitario e paralelo a (f; X f,)(x,y), entdo é um campo de vetores
normais unitarios a f.

9y? 4
= = 1

Mostremos que (f,v) é uma imersao. Como

—3y 2

2 .3

Y ) - Y Y 707 Y Y
o) = (0200t 2 )

sua matriz jacobiana ¢ dada por

0
2y
3y2
0
—12
23
(4 +189:g )

4+ 9y?

Se y = 0, as linhas 1 e 5 sdo linearmente independentes. Caso y # 0, as linhas 1 e 2 sdo
linearmente independentes. Portanto, f é frente.

S OO O

(b) Seja f(x,y) = (32" + 2?%y,42% + 2zy,y) o swallowtail usual. Temos f,(x,y) =
(1223 + 22y, 1222 + 2y,0), f,(z,y) = (22, 22,1) e

fo(,y) x fy(z,y) = (122 4 2y) (1, —x,27).

Assim,
fox f,=0&122" +2y =0 & y = —62°.
Entdo, o conjunto singular de f é a parabola dada por y = —622. Tomemos
(+.9) (1, -aa?)
v(z,y) = —————=(1, —x, 7).
Y=ot o
Assim,

1 2 4
+xc+x — V=1

W)l =\ [T
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e como v(z,y) e (f; X f,)(x,y) sdo paralelos, obtemos que v é um campo unitario de
vetores normais a f. Além disso, como

1 — a?
, V)&, = 3:134+l'2 74.%3—{—2.% ’ ’ ’
(f,v)(@,y) ( Yy y\/1+x2+$4 V1+a2+ a2t V1422 4 2t

tem sua matriz jacobiana dada por

2¢(62% +y)  2?

262 +y) 2z
0 1
z(22% + 1) 0

(1422 +24)2

1
-1

T -

(1+ 22+ 24)2
z(z? +2) 0

Temos 3 casos,

e Se y # —622, entdo as linhas 2 e 3 sdo linearmente independentes.
e Sey=—62%ex #0, entdo as linhas 3 e 4 sdo linearmente independentes.

e Se x =y = 0 entao as linhas 3 e 5 sao linearmente independentes.
Portanto f é uma frente.

(c) Seja f(x,y) = (z,y? xy) a superficie cross-cap usual. Sabendo que o tinico ponto
singular de f é a origem, suponha que f seja uma frontal. Logo existe um campo v de
vetores normais unitarios a f. Fora da origem, sabemos definir o vetor normal unitario
dado por N(z,y) = H}czig\\’ de onde segue da unicidade que v = N fora da origem. Por
outro lado, como v é suave na origem, entao vale

lim wv(z,y)=r(0,0),
o vl y) =v(0,0)

0 que nao ocorre, pois o limite sequer existe. Portanto, f nao é frontal, logo nao é frente.
O

Além da cross-cap usual ndo ser uma frente de onda, é provado em [4] que as singula-
ridades de frente de onda sdo, genericamente, cuspidal edges ou swallowtails.

Agora, faremos um exemplo de uma superficie singular que é uma frontal, porém, nao
é uma frente.
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Exemplo 4.2.5. Seja f(z,y) = (
fx<m7y) = (130’0)7 fy<xvy) = (072y>

Assim,
fa(z,y) X fy(z,y) =0 &y =0.

Entao, o conjunto singular de f é o eixo-x. Tomemos

1

= ——(0,5y%2).
Assim, ||v(z,y)|| = 1 e como e como v(x,y) e (f, X f,)(x,y) sao paralelos, obtemos que
v é um campo unitario de vetores normais a f. Agora,

—Hy 2
_ 2 .5
<f7y)(xay)_ <5L';y 7y ’\/25y6+4’\/25y6+4>

tem sua matriz jacobiana dada por

1 0

0 2y

0 5y

0 1

0 —60y2

(2545 4 4)2
—1509°

(2545 4 4)2

Se y = 0, obtemos uma linha inteira nula. Portanto, f é uma frontal, mas nao é uma
frente.

Figura 4.5: Traco da superficie do Exemplo 4.2.5. Fonte: feito pelo autor.

No que segue nesta secao, f : U — R3 denotard uma frente de onda, v uma aplicacao
normal de Gauss da f e M = f(U). Observe que em pontos regulares de f temos que v(q)
é ortogonal a todo vetor do plano tangente, em particular, é ortogonal & f,(q) e f,(q).

Logo v(q) é paralelo a (f, x f,)(q).
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Observacio 4.2.6. Se f é uma frente de onda e f é o7-equivalente a f, entdo f também é
uma frente de onda, pois como f = ho fok, onde h e k sio difeomorfismos, basta observar
geometricamente que nao perdemos a existéncia do campo 7 de vetores normais unitarios
a f e nem o fato de ( 1, V) ser uma imersao, ja que as derivadas dos difeomorfismos na
composi¢ao sao isomorfismos. d

Definicao 4.2.7. A funcao A : U — R dada por

Ma) = (fz(q) x fy(q),v(q)) = det(fs, fy,v)(a),

¢ chamada de fungdo densidade de drea de f.

Observemos que Xy = A71(0). De fato, se ¢ € X, entdo, df, nao é injetora, e, assim,
f2(q) x f,(q) = 0, de onde segue que A\(¢) = 0. Reciprocamente, se ¢ € A7*(0), A(q) =0,
ou seja, det(fy, fy,v)(q) = 0. Isto nos diz que f,, f, e v sdo linearmente dependentes.
Geometricamente, se v é nao nulo e ortogonal a f, e f,, entao f, e f, sao linearmente
dependentes.

Seja M = f(U). Suponha ¢ € U ponto regular de f e seja f(q) = p. Entao, A\(q) # 0
e, consequentemente, como os vetores f,(q) X fy(q) e v(q) sdo paralelos, concluimos que
eles apontam para o mesmo semiespago determinado por 7, M caso A(q) > 0, e apontam
para semiespagos distintos, caso A(q) < 0.

Definicao 4.2.8. Seja g € Xy. Dizemos que q é um ponto singular ndo degenerado
de f se q é um ponto regular de X, isto €, A\,(q) e A\,(q) nao se anulam simultaneamente.

2¢ € localmente uma curva regular em pontos singulares nao degenerados de f. De
fato, se ¢ = (¢1,¢2) € Xy é um ponto singular nao degenerado de f, entdao A\,(q) e A\,(q)
nao se anulam simultaneamente, por exemplo A,(¢) # 0 (o raciocinio ¢ andlogo para
A:(q) #0). Como A(g) = 0 e A\y(¢q) # 0, pelo Teorema da Funcao Implicita, podemos
escrever y = y(x), para © em uma vizinhanga de ¢y, satisfazendo A(z,y(z)) = 0. Assim,
existe d > 0 tal que
yilgn—0,q1 +9) = U

dada por vy(z) = (z,y(z)) é uma curva regular com A oy = 0. Portanto, X'y é uma curva
regular em uma vizinhanca de q.

Definicao 4.2.9. A curva v é chamada de curva singular de f em q. Cada diregio
tangente a curva singular é chamada de diregdo singular.

Reparametrizando -, se necessario, podemos supor 7 : (—¢,e) — U, (¢ > 0). Observe
que podemos tomar € > 0 de forma que ~y(¢) seja um ponto singular nao degenerado, para
todo t € (—¢,¢), uma vez que A é suave e, portanto, A, e A, sdo continuas.

Observagao 4.2.10. Se ¢ um ponto singular nao degenerado de f, entao f em ¢ tem posto
1, o que é equivalente a dizer que o nticleo da aplicacao df, tem dimensao 1. De fato, temos
dim(Ker(df,)) # 0, pois caso contrario, df, seria injetora, o que contradiz o fato de ¢ ser
ponto singular de f. Agora suponha que dim(Ker(df,)) = 2. Entdo Ker(df,) = R?
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ou seja, df, é a transformacao linear nula e, portanto, f,(q) = f,(¢) = 0. Neste caso,
obtemos:

Ae(q) = det(fae(q), fy(a), v(q)) + det(fo(q), fay(q), v(q)) + det(fa(q), fy(q), va(q)) = O,

e, de modo analogo,

Ay(q) = det(fay (), £, (0), ¥(q)) + det(fo(a), fuy(a), v(9)) + det(fala), fy(a)s vy(a)) =0,

o que é um absurdo, pois ¢ é um ponto singular ndo degenerado de f. Portanto,
dim(Ker(df,)) = 1, como queriamos. O

Definicao 4.2.11. Seja g € Xy um ponto singular nao degenerado de f e~y curva singular
de f em q. O nicleo da aplicagdo linear df,u) (que é um subespaco vetorial de dimensao 1
em R?) é chamado de direcdo nula. Para cada t, podemos escolher um campo suave de
vetores nao nulos n(t) tal que n(t) pertenca a uma diregao nula, isto é, dfyw(n(t)) = (0,0).
Chamamos este campo de campo anulador ao longo de . Ver Figura 4.6.

.llll
A

Figura 4.6: Direcao singular e nula dadas na Definicao 4.2.11. Fonte: Santos, 2015, p.
35.

Dados ¢ € U e f(q) = p, sabemos que df,(R?) é um subespago vetorial de R? (sendo
um ponto, uma reta ou um plano), tendo como geradores os vetores f,(q) e f,(q).

« Se q ¢ X}, entdo df, é injetora e, assim, df,(R?) é um plano, que tem como base os
vetores f;(q) e fy(q), denominado plano tangente a M em p, denotado por T, M.

» Se ¢ € XYy ¢ um ponto singular nao degenerado, vimos na Observacao 4.2.10 que
df, tem posto 1 e, portanto, f,(¢) e f,(¢) ndo se anulam simultaneamente. Logo,
T,M é ortogonal a v(q). Logo, definimos o plano normal a M em p, como sendo

o plano que passa por p e é perpendicular a reta 7, M, que denotaremos por N,M.
(Ver Figura 4.7).

Segue da definicao de frente de onda que existe um "plano tangente” bem definido, mesmo
em pontos singulares.

Definigao 4.2.12. Dado q € U, o plano que passa por f(q) e é ortogonal a v(q) é chamado
plano tangente limitante a M em f(q).
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Figura 4.7: Reta tangente e plano normal a M em p = f(q). Fonte: Santos, 2015, p. 36.

Em pontos regulares de f, o plano tangente limitante coincide com o plano tangente
usual, uma vez que, dado um ponto regular g € U, v(q) e f.(q) e f,(¢) sdo nao nulos e
paralelos. Em pontos singulares nao degenerados de f, o plano tangente limitante contém
a reta tangente a M naquele ponto, uma vez que ambos sdo ortogonais a v no ponto
singular.

O teorema a seguir fornece critérios para que um ponto singular de f seja uma cuspidal
edge ou uma swallowtail.

Teorema 4.2.13. ([15] p. 9) Sejam q ponto singular nao degenerado de uma frente de
onda f e~ a curva singular de f em q. Entao

1) ¢ = y(to) € uma cuspidal edge se, e somente se, a diregio nula e a dire¢ao singular sao
transversais, isto é, det(y'(t),n(t)) nao se anula em t = t.

2) ¢ = (to) € uma swallowtail se, e somente se, a direcio nula e a dire¢io singular sio
paralelas e

O] 40

Exemplo 4.2.14. (a) Seja f(z,y) = (z,3? y*) a cuspidal edge usual. Vimos no Exemplo
(07 _3,% 2)
Vo7 1

vetores normais unitario a f. Dado (x,0) € Xy, como f,(z,0) = (0,0,0), temos

4.2.4 que o conjunto singular de f é o eixo-z, e que v(z,y) = é um campo de

Ay(x,0) = det(fy(x,0), fy(2,0),v(z,0)) = det((1,0,0), (0,2,0),(0,0,2)) = 2,

isto é, todo ponto singular de f é ndo degenerado. Seja ~y(t) = (¢,0) uma parametrizagao
para a curva singular de f em ¢ = (z,0), com t € (—&,¢). Entao, podemos tomar
n(t) = (0,1), como o campo anulador ao longo de v, pois como df)(z,y) = (x,0,0)
temos

df“/(t)<n<t)) = (0707())7 Vit € (—6,8).

Agora observe que a direcao nula e a dire¢ao singular sao transversais como diz o Teorema
4.2.13, ja que a diregao singular de y é dada por 7/(¢) = (1,0). O plano tangente limitante
aM = f(U)em f(z,0) = (x,0,0) é o plano paralelo ao plano-uv ja que v(x,0) = (0,0, 1),
e o plano normal é o plano paralelo ao plano-vw uma vez que a reta tangente a cuspidal
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edge tem como vetor diretor f,(x,0) = (1,0,0).

(b) Seja f(z,y) = (32 +a2y, 423 +2zy, y) o swallowtail usual. Vimos no Exemplo 4.2.4
que o conjunto singular de f é dado por uma parébola parametrizada por a(z) = —6x2 e
como

Ay (0,0) = det(f2,(0,0), f,(0,0),2(0,0)) = det((0,2,0), (0,0,1), (1,0,0)) = 2,

entdo (0,0) é um ponto singular nao degenerado de f. Seja y(t) = (¢, —6t*) uma parame-
trizagdo para a curva singular de f. Logo a dire¢do singular na origem é 7/(0) = (1,0).
Agora, df,u)(z,y) = (t*y,2ty,y), e como para n(t) = (1,0), temos

df“f@)(”@)) - (Oa 0, 0)7 Vt € (—5’ 6)7

entdo 7n(t) é uma diregao nula. Logo fica definido um campo de vetores nulo 7, ao longo
de . Observamos que

d

L der(r(t), ()] = L det((1,~120), (1,0))

d
— 12t
dt o dt

=12 £ 0,
e dt

t=0

e a curva singular e a dire¢cdo nula sao paralelas, estando de acordo com o Teorema 4.2.13.
Além disso, como f(0,0) = (0,0,0) e »(0,0) = (0,0,1), temos que o plano tangente
limitante em (0, 0,0) é o plano-uv, que coincide com o plano normal, uma vez que a reta
tangente em f(0,0) tem como vetor diretor f,(0,0) = (0,0,1). O






5 GEOMETRIA DA CUSPIDAL EDGE

Salvo mencao contraria, em todo este capitulo f : (R? 0) — (R3,0) denotard um
germe de frente de onda que é uma cuspidal egde M (isto é, 0 é um ponto singular de
cuspidal edge), pois com abuso de linguagem, chamamos de cuspidal edge tanto o germe f,
ou o ponto singular, assim como também o germe do conjunto imagem de f. Denotaremos
por (z,y) e (u,v,w) os sistemas de coordenadas usuais em R? e R?, respectivamente.
Além disso, v denotard sua aplicagdo de Gauss e ¥(t) a curva singular (composta por
pontos singulares nao degenerados) e sua imagem por f serd 4(t) = f o7(t). Como a
cuspidal edge é uma frente, utilizamos também todas as notagoes do capitulo anterior,
como 7 para o campo anulador, A a funcao densidade de area, etc. Sera apresentado neste
capitulo algumas relagoes entre invaritantes fundamentais envolvendo a cuspidal edge. As
referéncias principais usadas foram os artigos [9], [11] e [17].

5.1 Forma normal

Quando uma superficie M é regular e p € M, podemos escolher um sistema de
coordenadas em R? tal que p seja a origem, T,M seja o plano-uv e M seja localmente
o grafico de alguma funcio dada por z = h(z,y), onde p € R e h(0,0) € R. Dizemos
que M estd parametrizada na forma de Monge, isto é, f(x,y) = (z,y,h(x,y)) é uma
parametrizacao local para M.

Agora, para superficies singulares que consistem da cuspidal edge, vamos mostrar
que podemos parametrizé-las por uma forma similar a de Monge, fazendo mudancas de
coordenadas na fonte e isometrias na meta, sem modificar a geometria da superficie.

Teorema 5.1.1. (Forma Normal da Cuspidal Edge) ([9] p. 448) Existe um germe de

difeomorfismo v : (R?,0) — (R% 0) e um germe de isometria ¢ : (R3,0) — (R?,0) que
satisfazem

Gofor(ry) = (z; %aﬂ + %x?’ + ;yQ, b;(’xz + béox‘”’ + b;ny + l)g?’y?’) +h(z,y)
, (5.1)
onde bos # 0, byg = 0 €
h(z,y) = (0,2*hy (z), 2*ha(z) + 2*y*hs(z) + 2y ha(2) + v hs(z, 7)),
onde hi(x), ha(x), hs(x), ha(x) e hs(x,y) sdo fungoes suaves.

Demonstragio. Sejam f = (fi1, f2, f3) e v = (v1, 10, v3). Como f é uma aplicagao de posto
1 em 0, entdao podemos supor

fx(o) = ((fl)x(())? 0, 0)7

onde (f1),(0) # 0. (basta fazer uma rotagao em R3, se necessdrio). Considere a aplicagio

F(.ﬁE,y) = (fl(:v,y),y) = (57,@>

67
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Afirmamos que F' é uma mudanca de coordenadas. De fato, como a matriz jacobiana de
F em 0 é inversivel, pois

det JF(0) = det( (fl)g(o) (fZ)ly(O) ) = (f1)(0) # 0

entao, pelo Teorema da Aplicagao Inversa, I é um difeomorfismo local na origem. Logo,
escrevendo F~Y(Z, ) = (hi(Z,7),7), para alguma h; suave, seja f = f o F~!. Entao,

f(j7g) = f(F71<jag)) = f(xuy) = (fl(x7y>7f2<x7y)7f3('rvy>> ( fg(l‘ y) f (l’ y))

uma vez que fo = foo F~le f3 = fyo F~'. Temos

f22(0) = (f2)2(0).(h1)z(0) + (f2)4(0).0 =0
f33(0) = (f3)2(0).(71)3(0) + (f3)y(0).0 =0
f25(0) = (f2)2(0)-(h1)5(0) + (f2),(0).1 = 0
35(0) = (f3)2(0).(71)5(0) + (f3),(0).1 = 0,

pois (f2)2(0) = (f2),(0) = (
f,(0) é paralelo ao vetor f,(0
escrevemos

f(xay) = (x>f2<$?y)7f3(xay))' (52)

Seja ¢ um ponto singular de f. Como f:(q) = (1, (f2)2(0), (f3)z(a)) e fy(a) = (0, (f2)q(q),
(f3)q(q)) entao fy(q) =0 e

(z,y) € Kerdf(q) < x = 0.

Logo, n(q) = 0, = (0,1) é um campo anulador de vetores ao longo da curva singular de f.
Como 0 ¢ um ponto de cuspidal edge entao, pelo Teorema 4.2.13, a curva singular de f ¢é
“transversal'a dire¢do nula em 0, isto é, o vetor tangente desta curva (diregao singular)
¢ transversal a direcao nula 7(q) = J,. Logo, a curva singular é transversal ao eixo-y.
Portanto, a curva singular pode ser parametrizada por v(z) = (x,¢(x)), para alguma
fungao suave g. Considere a mudancga de coordenadas na fonte

h(l‘,y) = (x,y - g(l’)) = (i‘ag)
Como h™(z,9) = (%,9 + g(Z)) entao
F@9) = foh™(3.9) = f(&.9+9(7) = (7, fo(3,5 + 9(2), 5(7.5 + 9(2))))
= (%, [2(%,9), [5(2,9)).

Note que h(z,g(z)) = (Z,0). Assim, renomeando novamente, temos

f(x,y) = (l’, f2($,y), f3(x7y>>7

com Xy = {(z,0),z € R}, isto é, a curva singular de f é o eixo-z. Note que ainda temos

fy(q) = O>vq = (l’,O) Seja @(%,y) = fZ(xay) - fZ(xao) COHIO Sp(x70) = 07 aphcando 0
Lema 2.1.4, temos

QO(.QZ,y) - be(I’y>7 (53)
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para alguma funcio by suave. Portanto, fo(z,y) = as(x)+yba(x,y), onde az(z) = fo(z, 0).
De modo analogo, podemos escrever

fs(z,y) = az(z) + ybs(z, y),

sendo az(z) = f3(z,0), para alguma funcao suave bs. Assim, temos

flxy) = (z,a2(x) 4+ yba(z,y), az(x) + ybs(z,y)). (5.4)

Como 0 = f,(x,0) = (0, ba(x,0),bs(x,0)), ou seja, ba(z,0) = bs(z,0) = 0 Vz, entdo, pelo
Lema 2.1.4, podemos escrever

bi(ma y) = ygz(xa y)apara i =2,3.
Substituindo em (5.4) e reescrevendo b por b, obtemos:

flzy) = (z,a2(x) + y2ba(x,y), as(x) + y2bs(z, y)). (5.5)

Considerando a funcao densidade de area de f, A = det(f,, fy,v), e ¢ = (z,0) um ponto
singular ndao degenerado de f, temos

Ae(q) = det(fae(q), fy(a),v(q)) + det(fo(q), fay(q), v(q)) + det(fa(q), fy(q), va(q)) = O,

pois fy(q) = fuy(q) = 0. Logo, pela defini¢ao de ponto singular ndo degenerado, A, (g) # 0.

Como A (q) = det(f.(q), fyy(q),v(q)), entdo f,,(¢) # 0, Vg = (x,0). Derivando (5.5) duas
vezes com relagdo a y em ¢, obtemos f,,(q) = (0,2b2(q),2b3(q)). Logo, ba(q) # 0 e
bs(q) # 0, para todo q = (z,0). Agora, aplicando em f uma rotagdo em R? em torno do

eixo-u dada por
1 0 0
Ag=1 0 cosf —send

0 senf cosf

obtemos

Ago flx,y) = (x,cosbay(z) — senfaz(x) + y*[cos Oby(z,y)
— senfby(x,y)], senfay(z) cos faz(z) + y*[senbby(z, y) + cos Obs(z,y)]).
(5.6)

Como by(q) # 0 e bs(q) # 0 entao existe um angulo 0 tal que
cos 0by(0,0) — senfb3(0,0) > 0 e senfby(0,0) + cos 6b3(0,0) = 0. (5.7)

Sejam
s(x) = cosfag(x) — senbaz(z),
3(z) = senfay(x) + cosbaz(x),
o(x,y) = cos Oby(z,y) — senbbz(x,y),
s3(z,y) = senbby(x,y) + cos Obs(z, y)).

Q>

S O

Substituindo em (5.6) e renomeando Ay o f por f, obtemos:

fry) = (2,a2(2) + y?balz,y), 3(2) + y?bs (2, y)), (5.8)
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onde by(0) > 0 e b3(0) = 0. Além disso, como
(0,0,0) = f(0) = (0,a2(0),a5(0)
(LO?O) = fx(o) = (1,(12( ) (0

pois a rotagao é em torno do eixo-u, entao a2(0) = az(0) = a,(0) = a4(0) = 0. Aplicando
a mudanca de coordenadas na fonte

)e
)

e escrevendo y = obtemos
2b2(‘%7 y(‘%a y))
N 1 7 2 N 2
flay) = (28(x) +5 (y 2b2(lt,y)> ,a3(x) + y bs(w,y)
7 -
= (stalo)+ ) + 7).

. Renomeando & =z, j = y, @ = a e b = b, obtemos:

2

o) = (monlo) + 5 aalo) + o) (5.9)

onde a,(0) = a3(0) = a4(0) = a4(0) = 0 e bs(0) = 0, pois bs(0,y(0)) = b3(0) = 0. Seja
Y(z,y) = bs(x,y) — bs(x,0). Como ¥(x,0) =0, aplicando o Lema 2.1.4, temos

Y(r,y) = yba(z,y) = bs(z,y) = as(x) + yba(z, y), (5.10)

para alguma funcao by suave, onde ay(z) = bs(x,0) tal que ay(0) = 0.

Logo, como f,, = (0,1, 2b3+4y(b3) +42(b3)yy), €ntao f,,,(0) = (0,0,2(b3),(0)) # O e,
assim, (bs3),(0) # 0, de onde segue que by(0) # 0. Como f é cuspidal edge em ¢ = (z,0),
entao

det(f2(q), fyy(@), fyyy(@)) # 0 = b3y(Q) # 0.
Para detalhes, ver [11], p. 264. Logo, bs(¢q) # 0. Renomeando, obtemos:

2

fo) = (mal)+ L)+ ) ). G
onde a;(0) = a}(0) = by(0) = b5(0) = b3(0) = 0 e by(0) # 0. Por rotagoes (z,y) —
(—z,—y) em R? e (u,v,w) — (—u,v, —w) em R3 podemos assumir que b5(0) > 0. De
fato, se b5(0) < 0, tomando as rotagoes citadas acima, obtemos

flx,y) = (z,a1(—2)+ y; —by(—) — y’bs(—x) + y’bu(—2, —y))

(#.a1(x) + 5. ba(w) + y?bs() + y*ba(a ).

onde ai(z) = ai(—x), ba(z) = —bo(—2), bs(x) = bs(—2z) e by(z,y) = ba(—z,—y). Note
que, b5(0) = —b5(0) > 0, como querfamos.



Curvatura singular 71

Os seis coeficientes agg, asg, bag, b3o, b1z € boz que aparecem na expansao da cuspidal
edge em sua forma normal sdo unicamente determinados, (Ver [9], p. 450). Isso implica
que eles podem ser considerados invariantes geométricos da cuspidal edge, ou seja, qual-
quer cuspidal edge tem essa forma normal, obtida atraves de mudancas de coordenadas
na fonte e isometrias na meta. Nas proximas se¢oes vamos estudar esses seis invariantes
geométricos.

5.2 Curvatura singular

Em pontos regulares de f, dada uma curva regular o : I — U com traco contido na
superficie M = f(U), temos a Definicao 2.2.1 para curvatura geodésica de o em «(t) dada

por
a0), v(t) x o' (0)
0= e

onde v é a aplicagdo de Gauss. Para pontos singulares, ha um conceito andlogo ao de
curvatura geodésica, que foi introduzido no artigo [17].

Definigao 5.2.1. Seja n(t) um campo anulador de vetores ao longo da curva singular ~y de
f, tal que {7'(t),n(t)} seja uma base positivamente orientada ao longo da curva singular.
A curvatura singular de 4 em t é dada pela expressao

("), v(t) x ¥ (1))

all) = sgm(dN i) =

(5.12)
onde v € aplicagio de Gauss de f e 5(t) = f(y(t)).

Com abuso de linguagem, também dizemos curvatura singular em ¢, rs(q), para
quando ¢ = (), para algum ¢t. A fim de facilitar alguns calculos, é conveniente tomarmos
um sistema local de coordenadas (z,y) centrado em um ponto singular nao degenerado
de f, como segue:

(a) (z,y) é positivamente orientado,
(b) a curva singular é o eixo-z,
(c) o eixo-x contém todos os pontos singulares de f.

Definigao 5.2.2. Um sistema local de coordenadas (x,y) satisfazendo os itens acima é
chamado sistema adaptado de coordenadas com respeito ao ponto singular.

Observacao 5.2.3. (a) Em um sistema adaptado de coordenadas, a fun¢ao densidade
de drea A(z,y) de f se anula sobre o eixo-x. Assim, a condi¢ao (c) da definigao diz que,
dado um ponto singular ¢ = (z,0), como A7'(0) é a curva singular e VA(q) é ortogonal a
curva singular, entao obtemos

0= (VA(g), (1,0)) = Az(q)-

Logo, como ¢ é nao degenerado, entdao \,(g) # 0.

(b) O sistema de coordenadas na parametrizagao dada no Teorema 5.1.1 é adaptado.
Além disso, vale que n = d, ¢ um campo anulador sobre o eixo-z. Logo, quando necessario,
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podemos tomar um sistema adaptado de coordenadas com 1 = 9, sendo um campo
anulador. Neste caso, temos

0 = dfe(9y) = fy(a),Yq = (z,0).

Logo, como f tem posto 1 em ¢, entdo f,(¢) # 0. Além disso, pelo Lema 2.1.4, f,(z,y) =
yh(z,y), para alguma h suave, de onde segue que f,,(¢) = 0, para todo ¢ = (x,0). Assim,
obtemos que

Ay(q) = det(f(q), fuy(9),v(q)),

portanto { f;(q), fyy,7(¢)}, é linearmente independente. O

Consideremos os seguintes abertos do R:

U = {(a,y) € UN(,y) > 0} e
U = {(a,y) € U\(z,y) < 0}.

Considerando um sistema adaptado de coordenadas, afirmamos que A muda de sinal
sobre o eixo-z, ou seja, a curva singular estd na fronteira de U, e U_. De fato, como
A(z,0) = 0 entdo, pelo Lema 2.1.4, A(z,y) = yg1(x,y), para alguma g; suave. Portanto
A, também se anula sobre o eixo-z e, portanto, A,(z,0) # 0, pois a curva singular é
composta por pontos singulares de f nao degenerados. Como

Ny(7,y) = g1(2,y) +y(g1)y(2, ),

entdo gi(x,0) # 0, o que implica que, diminuindo U se necessario, g; ndo muda de sinal
em U e, ainda mais, sgn(),) = sgn(g;). Consequentemente, \(x,y) = yg1(z,y), muda de
sinal quando cruza o eixo-x.

Observagao 5.2.4. (a) Em um sistema adaptado de coordenadas (x,y), (5.12) pode ser
reescrita da forma

det(fa(V(2)), fox(V(2)), ¥(2))
f=(y ()P '

De fato, parametrizando a curva singular por v(t) = (z(t),0), com z(t) crescente, seja

rs(t) = sgn(A,(7(1))) (5.13)

n(t) = a(t)0x + e(t)dy,

onde a(t) e e(t) sao fungoes suaves. Como {+',n} é uma base orientada positivamente,
entao e(t) > 0. Como A, = 0 e\, # 0ao longo do eixo-z, entdo dA, ) (n(t)) = e(t) Ay (v(1)).
Em particular temos

+1 se o lado esquerdo de v é U,

sgn (@A (n(t))) = sgn(Ay(v(1)) = { —1 se o lado esquerdo de v é U_

pois sgn(\,) = sgn(gy) em U, sendo A(z,y) = yg1(z,y). Como 4(t) = f(y(t)) = f(x(?),0),

temos:
{ Y (t) = 2'(8) fo(7(1))
A1(t) = 22(t) far (V(1)) + 2" (2) fu(v(1))-

Substituindo em (5.13), obtemos:
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como queriamos.

(b) Se v nao é a curva singular, entao a expressao (4.1) é, a menos de sinal, a curvatura
geodésica de fo. Assim, a partir de (a), concluimos que r4(t) pode ser considerada como
a curvatura geodésica limitante das curvas regulares sobre a superficie, tais que suas pré-
imagens em U estejam a esquerda da curva singular. O

Exemplo 5.2.5. Seja f(x,y) = (z,y* y?), a cuspidal edge usual, dada no Exemplo 4.2.4,
onde vimos que a curva singular é o eixo-x, que parametrizamos por y(t) = (¢,0) e

_ (07 _33/, 2)
de coordenadas, com 7 = J,. Vamos usar a expressao dada na Observagao 5.2.4 para
calcular a curvatura singular. Temos:

sua aplicacao de Gauss. Logo, estamos em um sistema adaptado

Az, y) 4y + 9y A (2.y) 2(9y* + 2)
T, = 77— € xZ, e S
V= Jarop " Y T I op
ou seja, sgn(\,) = 1. Portanto, a curvatura singular é rs(x,0) = 0, uma vez que
fez(z,y) = 0. O

Teorema 5.2.6. (Invaridncia da curvatura singular) ([17] p. 497) A definicio de cur-
vatura singular dada em (5.12) independe do parametro t, da escolha do campo v e da
orientacdo da curva singular.

Demonstracao. Primeiramente, independente da reparametrizacao da curva singular pois,
tomando ¢ = h(s) uma mudanca de pardmetro para -, temos:

et (5% (h(3), (57" (h(5)) + B*(5)7'(h(5)), ¥(h(5)))
(7 () (5), 7' () ' (5))

det(y'(h(s)),7"(h(s)), v(h(s)))
(7'(h(s)), 7 (h(s)))*

logo a definicdo se mantém, para qualquer parametro t. Se tomarmos o campo —v,

modificamos o sinal da fra¢do presente em (5.12). Por outro lado, modificamos o sinal

de A, assim mantendo o sinal da expressao. Por fim, se v muda de orientacdo, tanto

quanto n mudam de sinal, assim (5.12) mantém o sinal. Em todos os casos, a curvatura

singular se mantém inalterada. m

rs(7(h(s))) = sgn(dA(n))

= sgn(dA(n))

Y
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Uma propriedade muito importante da curvatura singular é o fato de que é um conceito
intrinseco, isto é, que (5.12) pode ser reescrita em funcao dos coeficientes da primeira
forma fundamental. Nao faremos sua demonstracao aqui, pois envolve alguns conceitos
nao estudados neste trabalho.

Proposicao 5.2.7. (Férmula intrinseca da curvatura singular)([17] p. 497) Seja g um
ponto de cuspidal edge de f e (x,y) um sistema adaptado de coordenadas com respeito a
q tal que 0, seja uma direcao nula. Entdo a curvatura singular é dada por

 —F,E,+2EF,,— EE,,
E2),

ks(t) (v(1)), (5.14)

onde E, F e G sao os coeficientes da primeira forma fundamental de f em q.

Exemplo 5.2.8. (Pardbola Cuspidal) Seja
f(z,y) = (ax® + y*, by* + y°, 1), a,b € R. (5.15)
Temos
falz,y) = (2a,0,1), fy(z,y) = (2y,20y + 3y*,0) = fu(w,y) x fy(z,y) =0 &y = 0.

Logo, o eixo-x é a curva singular e f estd em um sistema adaptado de coordenadas. Seja
~(t) = (t,0) uma parametrizacdo da curva singular, com ¢ € (—e&,¢). Entdo podemos
tomar 7(t) = 9, como o campo anulador ao longo de 7. De fato, como df,u(z,y) =
= (2atz,0,x), temos df ) (n(t)) = 0. Temos

1
v(z,y) = 5(—33/ —2b,2,2az(3y + 2b)), onde 6 = \/4 + (1 + 4a?2?)(40? + 12by + 9y?)

¢ um campo de vetores normais unitarios a f. Como

~3y—2b 2 2 9
(fvl/)(l‘7y): <a$2+y2,by2+y3’x7 395 6757 (1;13(33;+ b))7

sua matriz jacobiana nos pontos singulares (z,0) é dada por

2ax 0
0 0
1 0
32a’b3x 3
(402 (40222 + 1) +4)5  2(4a2b222 + b2 + 1)3
4a*b*z 3b(4a*x?® + 1)
(420222 + b2 + 1) 2(4a2b%2? + b2 + 1)2
2ab(b* + 1) 3ax
(b2(4a222 + 1))3 (420222 4+ b2 + 1)3

Como as duas colunas sao linearmente independentes entao (f,r) é uma imersao. Por-
tanto, f é uma frente de onda. Além disso, como as dire¢oes singulares e nulas sao
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transversais, pelo Teorema 4.2.13, segue que cada ponto do eixo-x é uma cuspidal edge.
Tomando ¢ = (x,0) um ponto singular de f, temos

E(q) = 4a*2* + 1, E,(q) = 8a’x + 1, E,,(q) = 0, F,(q) = 4ax,
16a%b?x? + 40> + 4

F.,(q) = 4a, e \,(q) = ,
! ! A (da2a? + 1) + 4

pois
Q) 48abx*y? + 16a2b* 22y + 36a%xy® + 4y + 12by? + 4%y + 9y°
q) = .
)

Usando a Proposicao 5.2.7 para a curvatura singular, temos:

(—4ax)(8a’r) + 8a(4a’z? + 1) B 8a
(1_|_4 2 2)§ 160/21)2372_'_462—'—4 <1+4a2x2>%\/1+62(1+4a2$2)
a?x?)z2

VA (4a202 +1) + 4

Ks(q)

Se a > 0 entao a curvatura singular é positiva e chamamos f de pardbola cuspidal
eliptica, e se a < 0, a curvatura singular é negativa e chamamos f de pardbola cuspidal
hiperbolica, com tracos dados na Figura 5.1. O

Figura 5.1: Parabola cuspidal eliptica para a = b = 1 a esquerda e parabola cuspidal
hiperbdlica para a = —1 e b = —1 a direita, referentes ao Exemplo 5.2.8. Fonte: feita
pelo autor.

Veremos que o sinal da curvatura singular tem uma grande importancia em sua inter-
pretacao geométrica.

Definicao 5.2.9. Uma curva reqular o : I — U é chamada de curva nula de uma frente
de onda f se o’(t) é uma dire¢gio nula em cada ponto singular de f.

Dada uma curva nula o, se o(t) é um ponto singular de f temos

&'(t) = (f 0 0)'(t) = dfo) (0’ (1)) = O,

pois ¢’(t) é uma diregdo nula. Agora, quando f consiste apenas de pontos de cuspidal
edge, pelo Teorema 4.2.13, a curva nula e a curva singular sao transversais em cada ponto
de sua intersegao, assim, a curva 6(t) = f(o(t)) é uma curva “transversal” a cuspidal edge
nestes pontos, isto é, cruza a curva 4 = f oy, atravessando a f.
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Teorema 5.2.10. ([17] p. 501) Seja q um ponto de cuspidal edge, e v a curva singular
parametrizada por comprimento de arco tal que v(0) = q e 4(0) = f(q). Seja o(s) =

(z(s),y(s)) uma curva nula passando por o(0) = q. Entdo o sinal da curvatura singular
20

em q coincide com o sinal de (6"(0),4"(0)), onde 6 = foo ey = fonr.

Demonstragio. Seja (x,y) um sistema adaptado de coordenadas com respeito a origem
tal que n = 0, é um campo anulador de vetores sobre o eixo-z. Entao, pela Observagao
5.2.3 item (b), f,(q) = df,(n) = 0 e fuy,(¢) = 0. Por outro lado, como v parametriza
o eixo-x, podemos supor que (t) = (£,0). Como ¢’(0) é uma dire¢ao nula, ou seja, é
paralelo a d,, segue que 2’(0) = 0. Temos

o —a'fu ),
6" = 2" fo + x/(wlfm + y,fzy) + Z‘/ny + y/(x/fyx =+ y/fyy)-

Além disso, como f,(q) e fuy(q) também se anulam na origem (ver Observacao 5.2.3),
entao

&'(0) = 2'(0) fo(q) = 0 ¢ 6"(0) = 2"(0) fu(q) + y'(0)* fyy(a). (5.16)
Observe que, como 4(t) = f(t,0), temos:

{%) fa(t,0)
7(t) = fea(t,0).

Substituindo na expressao (6”(0),4”(0)), obtemos:

(6"(0),4"(0)) = ("(0) fo(@) + ¥/ (0)? fy (@), fax(@)) = ¥/ (0)*(fyy (@), faa(@)),  (5.17)

pois como 7 é parametrizada por comprimento de arco, temos

<f$’fzm> = <A/ A”> = 0.

Temos que {f,,v, f» X v} é uma base ortonormal positiva de R, em qualquer ponto de
U. Assim, se escrevemos

fo(@) = afo(q) +bv(q) + c(fa(q) x v(q)), (5.18)

onde a, b, c € R, segue que,
b= (fy(@),v(a) = (fy(0),v(q)))y — (fy(@),y(q)) =0 e
¢ = (fy(@); fo(a) x V(@) = ({fy(a), fala) x v(@)))y = =Ay(@).

Substituindo em (5.18), obtemos

fo(@) = afeq) — Ay (@) (fulq) X v(q)). (5.19)

Portanto, substituindo (5.19) em (5.17), obtemos:

(6(0),5"(0)) = ¥ (0)*{afslq) — Ay(a)(fala) X v(q)), fau(a))
= —y'(0)°X(@)(fa(@) X V() faz(2))

(9)
= y/(0)*Ay(q) det(f(q), fau(a), v(a)) = ¥/ (0)°Ay(@) = v

Logo,
(6"(0),9"(0)) = ¥ (0)*|A\y(a)lrs(q) = sgn((5"(0),7"(0))) = sgn(ss(q)),

como queriamos. |
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Na geometria diferencial, sendo o uma parametrizacao por comprimento de arco de

uma curva regular com curvatura nao nula, o plano retificante de o em ¢ é gerado pelos
Z
t
vetores t(t) = o/(t) e b(t) = t(t) x n(t), onde n(t) = () Um resultado conhecido

[l (I

é que, em um ponto da curva « em que a curvatura nao se anula, seu traco nao cruza
o plano retificante e, ainda mais, o trago estd contido no semiespago determinado pelo
plano retificante em que aponta o vetor normal principal n. O seguinte corolario é um
resultado analogo para cuspidal edges.

Corolario 5.2.11. (Interpretagdo geométrica da curvatura singular) ([17] p. 502) Seja
q um ponto de cuspidal edge de f e v a curva singular de f com ~(0) = q. Seja T
o plano retificante de 4 = f o~y em q. Se a curvatura singular em q é positiva (resp.
negativa) entao, para toda curva nula o, com o(0) = q, 6(t) = (f o 0)(t) pertence ao
semiespago (respectivamente o semiespago oposto) determinado por T que contém o vetor
normal principal n(0) de 4 em uma vizinhanga de q. E mais, se a curvatura singular em
q for positiva, localmente a superficie cuspidal edge estd contida no mesmo semiespaco
determinado por T que contém n(0), caso contrdrio, hd pontos da superficie em ambos os
semiespacos determinados por T

Demonstrag¢io. Seja (z,y) um sistema adaptado de coordenadas em ¢, e suponha ¢ e
f(q) = p as origens do R? e R?, respectivamente. A expansdo de Taylor de f na origem é
dada por

flx,y) = faolq) + ;(fm(qn? + [ (@y) + o(z® + %),

uma vez que f,,(¢) = 0 e o(z? + y*) denota os termos de grau maior ou igual a 3. Como
A(t) = (foy)(t) = f(t,0) temos A" (t) = fr(t,0) paralelo ao vetor normal principal de
4, onde 4 estd parametrizada por comprimento de arco. Logo, (f.(t,0), f..(£,0)) = 0.

Assim,

1 1
(@) fer@) = La2l1FulO)P + 2y (0). £l0)) +0la? +47). (5.20)
Seja o(t) = (x(t),y(t)) uma curva nula, com ¢(0) = ¢. Analisando o sinal da curvatura
singular, temos:

e Se ks(0) > 0, pelo Teorema 5.2.10 e por (5.17) temos (f,,(0), fz+(0)) > 0. Assim,
(f(z,y), f22(0)) > 0,

em uma vizinhanga da origem, isto é, se a curvatura singular for positiva entao,
f(z,y) pertence ao semiespago determinado pelo plano perpendicular a f,.(0) e
que aponta o vetor f,,(0), que é o plano retificante de 4 em p, pois f,.(0) = 5"(0).

e Se k4(0) < 0, entdo podemos escolher um sistema de coordenadas adaptado tal que
o(t) = (0,t). De modo andlogo ao feito no item anterior, temos (f(0,t), f..(0)) <0
em uma vizinhanca da origem, isto é, se a curvatura singular for negativa entao,
localmente f(0,t) pertence ao semiespaco determinado pelo plano retificante de 4
em p que contém o vetor —f,,(0), ou seja, o semiespaco contrario ao que contém
pontos de 4. Portanto, localmente ha pontos da superficie em ambos os semiespagos
definidos por T'.

]
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Figura 5.2: Exemplo de curvatura singular positiva e negativa, respectivamente.
Fonte: Saji, Umehara, Yamada, 2009, p.503.

Para facilitar alguns célculos, é conveniente introduzir um par adequado de campos
de vetores. Seja (£,n) um par de campos de vetores definido em uma vizinhanga de um
ponto singular nao degenerado de f que satisfaz:

(a) € é tangente a curva singular;
(b) 7 é um campo anulador de vetores ao longo da curva singular;
(c) (&,7m) é positivamente orientado.

Definigao 5.2.12. Um par de campos de vetores (£,m) satisfazendo os itens acima é
chamado par adaptado de campos de vetores com respeito ao ponto singular.

No que segue neste trabalho usaremos uma notacgao diferente da usual para derivada
direcional, a qual é usada nos artigos [9] e[17], dentre outros. Por exemplo, considerando
f e um campo de vetores &, a derivada direcional de f na direcdo de & serd denotada por

§f-

Observagao 5.2.13. (1) Tomando a fun¢ao densidade de area A, a condigao (b) é equi-
valente a afirmar que nf = 0 sobre a curva singular. De fato, nf(q) = df,(n(q)) = 0, para
todo ¢ na curva singular. Além disso, como f é frente de onda, entdao (f,v) é imersao
e, consequentemente, nv # 0. A condi¢do (a) acima é caracterizada por éA = 0, onde A
¢ a funcao densidade de area de f. De fato, £A(¢) = (VA(q),&(q)) = 0, uma vez que o
vetor VA(q) é perpendicular a curva singular em ¢. E mais, {{f,nf,v} é linearmente
independente, desde que det({f, nnf,v) = nA # 0 em pontos singulares.

(2) Considerando um par adaptado de campos de vetores (£, ), podemos mostrar que
a curvatura singular pode ser reescrita da seguinte forma

et S, L SAD), )
rs(t) = sy NOIE |

(5.21)

(z(t),y(t)). Temos que 4(t) = f o(t) e pelo item (a) da definicao
(t)&(t). Assim, simplificando algumas notagoes, temos:

= dfy 0 (a(DE(1) = o) (1)) = at f

)
t) = dSf+d&f ++alsf);
’ la& 11> = la@)PlIEFI1

De fato, seja y(t) =
anterior, 7'(t) = a
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Escrevendo &(z,y) = A(z(t), y(t))0, + B(z(t),y(t))d,, temos:

§&f = Al +BJ,
§f = &AL+ Bfy) = Alf)e + B(ES)y = A(Afo + Bfy)a + B(Afe + Bfy)y
= (AA, + AyB)f, + (AB, + ByB) fy + A® for + 2AB fo, + B f,,. (5.22)

Por outro lado, como ~(t) = (z(t),y(t)), temos:
() = 2Of+y O],
F'(t) = 2" (O fo +y" (O fy + 2 () fau + 28 (O () fuy + ¥/ () frye  (5.23)
onde as fungoes sao calculadas em (x(t), y(t)). Obtemos:
V() = a®)(x(t), y(t) = a(t)(A(z(t)
= 2(t) = a(t)Ax(t),y(t)) e y'(t
),

Substituindo em 4”(¢) e usando (5.22), obtemos:

F't) = ") fe +y" @) f, + at)*[A® fow + 2ABf., + B2f,,)]
= 2" f. +y () f, + at)*[f — (AA, + A Bf. — (AB, + BB,)f,)]
= w”( ) — (AA, + AyB)fx + y”(t) - [ABI + BBy]fy + a(t)fof
= Af + ny + a<t)2§§f7
onde A = 2"(t) — (AA, + A,B) e B =1"(t) — (AB, + BB,).
Portanto,

det(¥'(t), 4" (t), v(t)) det(a(t)§f, Afe + Bfy + a(t)*6¢f, v(t))

wolt) = sl T g o) FORIGIE
(o AP AetEL EEf () o det(€, E6F v(1)
N T e YT el (624

Note que podemos tomar um par adaptado de campos de vetores (£, n) tal que &'(t) =
a(t)¥'(t) com a(t) > 0.
O

Exemplo 5.2.14. (Superficie tangente desenvolvivel) Seja a : I C R — R? uma curva
regular parametrizada por comprimento de arco com curvatura x(x) > 0 e torgao 7(z) # 0,
para todo x € I, e seja {t,n,b} o triedo de Frenet. A superficie f : [ x R — R? dada
por f(z,y) = a(x) + yo/(x) é chamada superficie tangente desenvolvivel e¢ seu
trago estd dado na Figura 5.3. Como f.(z,y) = o/(z) + ya"(x), fy(x,y) = (z) e
(fe X f)(z,y) = y(a"(z) x &/ (x)) || b(x) # 0 entdo o eixo-z ¢ a curva singular. Temos:

dfw0)(z,y) = xd/ () + Yo/ (20) = (x + y)d/(x9) =0 =z =y.

Logo, n = —0, + 0, ¢ um campo anulador de vetores. Portanto, pelo Teorema 4.2.13,
cada ponto do eixo-z é uma cuspidal edge. Tomemos a aplicagao de Gauss v(z,y) = b(x)
e £ = 0, a direcao singular, entdo (£,n) é um par adaptado de campos de vetores, pois
{&,n} é base positiva para R%. A funcido densidade de 4rea é:

Mz, y) = det(fo, fy, v) (@, y) = y{fo X fy, V) (2, y) = y{w(zn(z) x t(2),b(2))) = —K(2)y.
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Temos:

Ef(ey) = o (x) +ya(2)
&f(xy) = o(x) +ya(2)
§éf(zy) = a(@)+ya(2)

e substituindo as férmulas de Frenet, obtemos,

§f(e,y) = t(x) +yr(r)n(z)
§&f(wy) = k(@) +y(k(z)n(r))
§&f(wy) = —r(@)t(x) + K (@)n(z) + £(2)r(x)b(z) + y(k(z)n(x))".

Calculando nos pontos singulares (z,0), obtemos:

gf(-%()) = t(x)
§6f(2,0) = r(z)n(z)
E6f(2,0) = —r(x)*t(x) + w'(x)n(z) + K(2)7(2)b(z).

Além disso, temos A\, = —r(z)y e A, = —k(x). Logo,
Az, y) = (VA(z, ), n(z,y)) = (=K (2)y, —r(2)), (-1,1)) = K (x)y — K(),

dai nA(z,0) = —k(x), ou seja, sgn(n\) = —1. Assim, substituindo em (5.21) para a
curvatura singular, obtemos:

ks(x) = —det(t(x),s(x)n(x),b(z)) = —kr(z)det(t(x),n(z),b(t)) = —r(x).

Figura 5.3: Superficie tangente desenvolvivel do Exemplo 5.2.14. Fonte: Martins, Saji,
2019, p.460.

Exemplo 5.2.15. (Forma normal) Seja f : R? — R3 dada pela forma normal (5.1).
Vamos usar a parametrizacao dada em (5.11) por
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o) = (o) + 5alo) + o) + P00 ).

onde a;(0) = a}(0) = by(0) = b,(0) = b3(0) = 0 e by(0) # 0. Temos

fa(z,y) (1, d) (), by(x) + 205 (x) + 4*(ba)=(2,y))

fo(@,y) (0,9, 2ybs(x) + 3y2ba(z, y) + y° (ba)y(x,y))

fea(z,y) = (0,a](x),05(x) + y°b5(x) + 4° (ba)aw(, )

Sz, y) = (0,1,2bs(x) + 6yba(z,y) + 3y*(ba)y (x,y) + 3y° (ba)y(x, y) + y° (ba)yy (2, ).

Note que a curva singular é o eixo—x e, portanto, estamos em um sistema adaptado
de coordenadas, com 7 = J,. Vamos usar a expressao dada na Observagao 5.2.4 para
calcular a curvatura singular.

f:(0,0) = (1,0,0), £,(0,0) = (0,0,0), fz(0,0) = (0,a7(0),05(0)) e f,,(0,0) = (0,1,0).

Temos:

(fo x fy)(@,y) = y(2d}(2)bs(z) + 3a(z)ybs(z, y) + a)(x)y?(ba)y(z,y) — by(z) — y*by(x)
Y (ba)o (2, ), —2b3(x) — 3yba(x,y) + y*(ba)y(2,9), 1) = ya(z,y),

onde

a(z,y) = (2d1(2)bs(x) + 3ay(2)yba(x,y) + ai(2)y* (ba)y (2, y) — ba(x) — y?by(x)
yg(b4)x((£, y)? —2b3<1‘) - 3yb4(:c, y) + yQ(b‘l)y(xv y)a 1)'

a(z,y)
la(z, y)|

M, y) = det(fe, fy, v)(2,y) = yla(z,y), v(z,y)) = ylla(z, y)]|.

Logo, A\y(z,y) = |la(z,y)|| + ylla(z,y)||,- Como ||a(x,y)|| > 1, pois sua ultima entrada
¢ 1, e para y perto de 0, a parcela y||a(z, y)||, fica pequeno de tal forma que A, > 0, ou
seja, sgn(A,) = 1. Assim,

Dal, v(z,y) = , que em (0,0), temos v(0,0) = (0,0,1). A funcdo densidade de

area é:

det(fm(O, O): f:mc(oa 0)? V<07 O)) — a//(O) = Q9. (525)
(f2(0,0), £.(0,0))% 1

rks(0,0) = sgn(A,)

5.3 Curvatura normal

Para uma curva regular o com trago contido na parte regular de M = f(U), a curva-
tura normal é dada por
(0" (t), v(1))

o (£)]]?
Veremos agora como este conceito é estendido para a curva singular da cuspidal edge, que
foi apresentada no artigo [17], p. 515.

Fin(t) =
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Definicao 5.3.1. A curvatura normal limitante de ¥ = f o~ em t € dada por:

_ @0
S O (5.20)

onde v(t) = vox(t). O wvalor k,(t) = |k,(t)| é chamado curvatura normal absoluta
(ou apenas curvatura normal) da cuspidal edge.

Com abuso de linguagem, também dizemos curvatura normal em ¢, ,(q), para quando
q = 7(t), para algum ¢. Observe que esta definicdo depende da escolha do campo v. Por

exemplo, tomando o campo —v, obtem-se que Kk_,(t) = —k,(t).

Exemplo 5.3.2. Seja f(x,y) = (z,y* y?), a cuspidal edge usual, dada no Exemplo 4.2.4,

onde vimos que a curva singular é o eixo-x, que parametrizamos por y(t) = (¢,0) e
(07 _31% 2) . ~ ..
v(x,y) = ————=—= sua aplicacdo de Gauss. Portanto, a curvatura normal limitante de
(z,y) o plicag

A(t) = fox(t) é k,(x,y) = 0 uma vez que ”(0) = 0. 0

Exemplo 5.3.3. (Parabola Cuspidal) Seja f(z,y) = (ax® + v, by*> + 3, 2), a,b € R,
dada no Exemplo 5.2.8. Como a curva singular de f é o eixo-x, que parametrizamos
por ¥(t) = (£,0) entdo 4(t) = (at?0,t) e assim 4 (t) = (2at,0,1) e ¥"(t) = (2a,0,0). A
curvatura normal limitante de 4(t) é:

1
(2a,0,0), (—20b,2, 4atb))>
. < VA (L+ 4a2t2)4p2
ol = [2at.0. )P
B —4ab
VAL + B2 + 4a26212) (a2 + 1)
Para a = b = 1 temos que a curvatura normal limitante de 4 é negativa e para a = —1

e b =1 temos que a curvatura de f é positiva, como vemos na Figura 5.4.
O

Figura 5.4: Parabola Cuspidal com curvatura normal negativa, para a = b = 1, e positiva,
para a = —1 e b = 1, respectivamente. Fonte: feita pelo autor.



Curvatura normal 83

Seja ¢ um ponto singular de f. Entao existe um sistema de coordenadas (z, y) centrado
em ¢ que satisfaz:
(a) (fz, fz) = 1 sobre o eixo-z,
(b) f, se anula sobre o eixo-z,
(c) Ay =1 sobre o eixo-z,
(d) (fyy, fz) se anula sobre o eixo-z,
(€) {fzs fyy, v} € uma base ortonormal positivamente orientada ao longo do eixo-z.
Definigao 5.3.4. Um sistema de coordenadas (x,y) satisfazendo os itens acima é cha-
mado sistema especial adaptado de coordenadas com respeito a q.

Note que, em um sistema especial adaptado de coordenadas (z,y), o eixo-z é a curva
singular, 4 = f o~ estd parametrizada por comprimento de arco (pois, pondo 7(t) = (¢,0),
obtemos 4'(t) = f.(t,0) e, por (a), temos ||5/(t)|| = 1). Assim, 4”(t) = fu.(t,0) é paralelo
ao vetor normal principal de 4. Assim, neste sistema de coordenadas, obtemos:

Iil,(t) - <fxr<t70)7y<t)>

Vejamos agora uma interpretacao geométrica para a curvatura normal limitante.
Seja £2(v) (resp. £2(—v)) o semiespago fechado delimitado pelo plano tangente limitante
para o qual aponta v ( resp. —v). Segue da definicdo de K, que, em uma vizinhanga
de ¢, os pontos da curva singular através de f estd contida em (2(v), quando «,(q) > 0
e em 2(—v), quando k,(q) < 0. De fato, o sinal de k,(t) é o sinal do cosf, onde 0 é o
dngulo entre f,,(t,0) e v(t), ou seja, entre o vetor normal principal de 4 e v (tomando
um sistema especial adaptado de coordenadas). Logo, basta lembrar que o vetor normal
principal de 4 aponta na direcao da concavidade da curva, uma vez que seu trago nao
fura o plano retificante e estd no semiespago que aponta o vetor normal principal.

Figura 5.5: O semiespago {2(—v) contém a curva singular. Fonte: Saji, Umehara, Yamada,
2009, p.516.

Recorde que o plano osculador de 4 em t é o plano gerado pelos seus vetores tangente
e normal principal em .

Proposicao 5.3.5. Seja ¢ = (t) um ponto de cuspidal edge de f. Entdo k,(q) = 0 se,
e somente se, o plano osculador de 4 em t coincide com o plano tangente limitante de f

em f(q).



84 GEOMETRIA DA CUSPIDAL EDGE

Demonstragio. Seja (z,y) um sistema especial adaptado de coordenadas e ¢ = (t,0).
Como k,(t) = (fz(t,0),v(t)) entdo k,(t) = 0 se, e somente se, v(t) é ortogonal ao vetor
normal principal de 4. Como v(t) perpendicular a 4/(t), entao «,(t) = 0 se, e somente se,
v(t) é perpendicular ao plano osculador de 4 em ¢, ou seja, quando este plano coincidir
com o plano tangente limitante de f em f(q). O

Consideremos um sistema adaptado de coordenadas. Como f, se anula nos pontos
singulares de f, pelo item (b) da Observacao 5.2.3, f,,(q) # 0 e assim, pelo Lema 2.1.4,
podemos escrever f,(z,y) = yh(x,y), onde h(z,y) # 0, o que implica que

_ L@ xhe) _ fale) X fla) | fold) X f(0)
1fo(@) x Rl Ifale) X Fr(@Il - [1f2(@) X fuy(@I

sobre o conjunto singular, onde ¢ = 1 ou e = —1. Sendo 4(t) = (fov)(t) = f(t,0) e (§,n)
um par adaptado de campos de vetores, pelos calculos da Observacao 5.2.4, a curvatura
normal pode ser reescrita da seguinte forma, onde as fungoes sdo calculadas em ~(t):

fx X fyy
)| (5o

v(q) (5.27)

1. x fyy||>‘ _Jdet(&f,nnf, €6)
1512 EFTPIIES X Il

B'@), vt
@112

Podemos tomar o par adaptado de campos de vetores pois (5.28) independe da escolha
dos campos, como mostra o lema a seguir.

Kn(t) = (5.28)

Lema 5.3.6. (]9], p.452) A expressao (5.28) nao depende da escolha do par adaptado de
campos de vetores.

Assim, podemos escolher o par adaptado de campos de vetores (£,7n) = (0,,0,), tal
que (5.28) pode ser reescrita novamente da forma

1 [det(fz(v(t)), fyy (7(1), fau (7(1)))]
E Fz(v(£)) X fyy (v ()] ’

em (t), bastando substituir a derivagao induzida pelos campos £ e n de f.

Essas novas formulas encontradas para a curvatura normal da cuspidal edge serao
muito uteis ao longo deste capitulo, onde trabalhamos as relagoes entre as curvaturas
normal, singular e umbilica.

Kn(t) (5.29)

Exemplo 5.3.7. (Superficie tangente desenvolvivel) Seja f a superficie tangente desen-
volvivel, discutida no Exemplo 5.2.14. Dos célculos feitos neste exemplo e tendo que
n = —0, + 0, obtemos

nf = (=0 +0,)f = —fo + fy = —ya"(x) = —yr(z)n(z) e
mf = ya(x) - a"(z) = y(k(x)n(z)) - kn(o).
Calculando nos pontos singulares (z,0), obtemos nf = 0 e nnf = —kn(x). Usaremos a
expressao (5.28) para calcular a curvatura normal limitante. Assim,
|det(t(z), —n(z), K(z)n(z)]
[t(z) x —rn(z)[|

kn(z) = = 0.



Curvatura umbilica para a cuspidal edge 85

Exemplo 5.3.8. (Forma Normal) Seja f dada pela forma normal 5.1 discutida no Exem-
plo 5.2.15. Dos calculos feitos neste exemplo e usando a expressao (5.29), a curvatura
normal limitante de 4 é dada por:

| det((1,0,0), (0,1,0)), (0, a1(0), b5(0))|

K (0) 11(1,0,0) x (0,1,0)]]

= |b,2/(0)| = |b2o‘-

5.4 Curvatura umbilica para a cuspidal edge

Nesta se¢ao faremos uma revisao sobre a curvatura umbilica estudada no Capitulo
2, porém com o foco na cuspidal edge. Veremos que a curvatura umbilica coincide com a
curvatura normal limitante. Seja M a cuspidal edge, cuja parabola de curvatura sabemos
ser uma semirreta. Dados um vetor v € C,, onde C,; ¢ o subconjunto formado por todos
os vetores unitarios com relacdo a pseudométrica I,, e uma base adaptada {vy,ve} de
N,M, vista da Definicao 3.4.1, a curvatura umbilica de M em p = f(q) é dada por

Fu(p) = [(LLy(v,0), v9)| = [I 1, (v, 0)].

A interpretagdo geométrica da curvatura umbilica da Observacao 3.4.6, nos diz que
ku(q) = 0 se, e somente se, A, estd contida na reta passando por p na direcao de o/(?),
onde « é a parametrizacdo de A, e t um nimero real tal que o/(t) # 0. Também obtemos
que

[lat) x " (D] _ |<a(t) x /(1))

_ A
(@) = @ 5

'(t) >| _ | det(a(t),o'(1),5'(1))]
/@I A @] X '

@) x A
(5.30)

Em um sistema de coordenadas adaptado (z,y), tomando v € R? v é um vetor

unitario com relacao a pseudométrica I, se, e somente se, * = £ ( ) De fato,
E(q
1
V]| =1 < 2%E(q) +2xyF(q) +4°G(q) =1 2°E(q) =1 2=+ ( )
E(q

Escrevendo v(t) = (z(t),0), temos 4'(t) = (f o)’ (t). Desenvolvendo a segunda forma
fundamental de acordo com a sua bilinearidade e aplicando o item (b) da Observacao
5.2.3, obtemos que a parametrizagao da parabola de curvatura As é dada por

A, = ny(Cy) = {I1,(v,V)[Iy(v,v),v € Cy}
= {a’f.(q) +2ab [, (q) + U 1 (9) 1y (v, v), v € Cy}

1 201
- s+ Bl v e G,

als) = E(x(lt)O) L (2(t), 0) + 822 ((t), 0), (5.31)
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parametriza Ay e assim, o(s) = 2sf,(¢). Substituindo em (5.2.3) e aplicando (5.27),
com as fungoes sendo calculadas em ¢ = (z,0), obtemos:

| det(a(s), o’(s),7'(1)] _ | det(gfas + 12 f5, 2 F5y0 1)

wuld) o) < 30 12f % L]
(et 2y £ 1 Ity e fur) -
E 12t fiyy X fal] E || fo X% fyyl] '
) 1‘< Fohn >‘ A deal] i 15
E ||fac X fyy||’ o E E '

De fato, como f,(q) = 4/(t), é o vetor diretor de 4, N, M é o plano ortogonal ao eixo-z e
(fox(q), fz(q)) = 0, logo fi, pertence a N,M e entdo coincide com sua projegao sobre
N,M. Agora, como f,(q) pertence ao eixo-z, pois f,(q) = 0, e (f,,(q), fy(q) = 0) e
(f+(q), fy(q)) =0, f,y pertence a N,M e também coincide com sua projegao sobre N, M.

Vamos mostrar agora que, para cuspidal edges, a curvatura umbilica nada mais é do
que a curvatura normal absoluta, vista na se¢ao anterior.

Teorema 5.4.1. ([9], p. 453) Seja g um ponto singular de f. FEntdo, sao vdlidos os
sequintes itens:
(a) v(q) € ortogonal a reta que contém A,;

(b) Fulq) = Kn(q)-

Demonstragio. (a) Podemos tomar um sistema adaptado de coordenadas (z, y), pois como
provado no Lema 3.1.6, a segunda forma fundamental independe da escolha do sistema
local de coordenadas em R?. Parametrizando a curva singular de f por v(t) = (z(t),0) e
lembrando que 4(t) = fo~y(t), temos 4'(t) = 2'(t) fz(x(¢),0). Pelo item (b) da Observagao
5.2.3, fy(z(t),0) = 0 e, como f tem posto 1, f,(x(t),0) # 0. De (5.27) temos que v(q) é
ortogonal a jy(q) e. portanto, considerando que A,é parametrizada por (5.31), obtemos
que v(q) € ortogonal a reta que contém A,.

(b) Em um sistema de coordenadas adaptado (z,y), temos que a curvatura normal é
dada por (5.29) que coincide com (5.32) para curvatura umbilica.

O

Exemplo 5.4.2. Seja M = f(U) a superficie cuspidal edge usual. Pelo Exemplo 4.2.4,

temos que v(z,y) = (0, —3y,2) é um campo de vetores normais unitarios a f.

V4 + 9y?
Pelo Exemplo 3.2.2, /(y) = (0, 2y, 0) é o vetor tangente a reta que que contém A,. Logo,

<O/<y)7 v(q)) = ((0,0,2),(0,2y,0)) = 0.

Assim, v(q) é ortogonal a reta que contém A, de acordo com o item (a) do Teorema 5.4.1.
Comparando os Exemplos 3.4.4 e 5.3.2, podemos concluir que as curvaturas umbilica e
normal se anulam, de acordo com o item (b) do Teorema 5.4.1. O

Uma das abordagens para o estudo da geometria de superficies é analisar o contato
delas com planos e esferas, isto é, analisar o tipo de singularidades que surgem a partir da
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composi¢ao da equagao implicita do plano ou esfera com a parametrizagao da superficie.
Em [8] foi feito este estudo para superficies em R? de posto 1 estudadas no Capitulo 2
deste trabalho. Um ponto singular de uma funcao é do tipo 22 se as derivadas de ordem
superior a 2 neste ponto singular se anulam.

Corolario 5.4.3. ([8], p. 120, 122) Seja g um ponto singular de f. Entdo, temos os
sequintes itens:

(a) Se k,(q) =0 entdo o plano que contém f(q) = p ortogonal a v(q) € o unico plano em
R3 que tem contato do tipo X*?% com f.

(b) Se k,(q) # 0 entao a esfera de centro

1
Kn(q)

pte v(q)

¢ a tnica esfera em R3 que tem contato do tipo X*?* com f, onde € = sgn(Il- (v,v)), para
v € R? unitdrio.

5.5 Curvatura cuspidal

Sendo o uma curva suave em R? tal que 0 é um ponto de 3/2—ctispide, apresentamos
na Secao 4.1.1 deste trabalho, a definicao de curvatura cuspidal de o em 0 dada por

_ det(a”(0), a'®(0))

Ke(0) : 3
o) [la(0)]]2

Se o ¢ uma 3/2—cuispide em 0 plana em R3, contida em um plano P, vale:

_ det(a”(0), a®(0),v)

rel0) EZOIE

Y

onde v é um vetor unitario perpendicular ao plano P.

Agora veremos uma curvatura para a superficie cuspidal edge que também tem
o nome de curvatura cuspidal. Sua interpretacao geométrica tem relacao direta com
a definigdo de curvatura cuspidal para 3/2—cuspides, justificando esta coincidéncia de
nomes.

Seja f uma frontal, ¢ um ponto singular nao degenerado de f e n o campo anulador
de vetores ao longo de sua curva singular v, tal que v(0) = ¢. Dizemos que ¢ é um ponto
singular de primeiro tipo se {n(0),~'(0)} é linearmente independente, ou seja, o campo
anulador em ¢ é transversal a curva singular.

No artigo [11] os autores definiram a curvatura cuspidal para frontais com pontos
singulares do primeiro tipo. Pelo Teorema 4.2.13 cuspidal edges sao pontos singulares
de primeiro tipo de uma frente. Logo, podemos aplicar os resultados feitos em [11] para
pontos de cuspidal edge. Assim, no que segue, f é cuspidal edge.

Tome n um campo anulador de vetores estendido, isto é, o campo anulador de ve-
tores definido em uma vizinhan¢a do ponto singular. Assim, 7f(q) = 0, para todo ¢
ponto singular de f. Para facilitar alguns calculos, vamos considerar um sistema local de
coordenadas admissivel (x,y) no ponto singular ¢, que satisfaz f,(¢) = 0 e (x,y) é posi-
tivamente orientado. Assim, 0, é uma dire¢ao nula em ¢. Como {9,,0,} é linearmente
independente, entdo {9,,71} é linearmente independente. Seja A a funcdo definida por
A = det(f.,nf,v). Note que A se anula ao longo de 7.
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Afirmamos que nA(g) # 0. De fato, como n(g) = ad,, para algum a € R, e
nA(g) # 0, onde A é a funcao densidade de area de f dada por A = det(f,, fy,v) (pois
nA(q) = (VA(q),n(q)) e sabemos que VA(q) é perpendicular a curva singular em ¢ e n(q)
é transversal a ela), obtemos

0 7# nAMg) = ((Ae(), Ay(q), (0, a)) = ay(q)-

Além disso, temos nA(q) = (VA(q),1(q)) = aX(g). Como A, (q) = det(f2(q), fyy(q), v(q)), €
Ay(q) = det(fo(q),0ynf(q),v(q)) e os vetores fy,(q) e dynf(q) sdo paralelos, concluimos

que A\,(q) # 0, ou seja, nA(q) # 0, como afirmamos. Portanto

0 # nA(q) = adet(f.(q), Cll'rmf(Q), v(q)) = det(f2(q), mf(q), v(q)).

Logo, { fz,nmf} é linearmente independente em pontos singulares nao degenerados. Como
a aplicacao linear df, ) tém posto 1 nestes pontos e {9;,n} ¢é linearmente independente,
entao

F(t) = (f o) (t) = dfyy (Y (1) = c()dfs(1)(0a) = c(t) fa(3(1)),

onde c(t) € R,, ou seja, ¥(t) é paralelo a f.(v(t)). Portanto, 4'(t) x nnf(y(t)) =
= c(t) fo(7(t)) x mf(~(t)) ndo se anula. Assim, temos bem definida a curvatura cus-
pidal para pontos de cuspidal edge.

Definicao 5.5.1. A curvatura cuspidal de 4 em t em pontos de cuspidal edge é dada
por

115/ (#)]]2 det(3'(£), mm f (v(£)), mm £ (7 (£)))
137(8) x mm f(y(1))]]2

onde 4 = fo~ ev a aplicacio de Gauss de f.

Ko(t) = : (5.33)

Com abuso de linguagem, também dizemos curvatura cuspidal em ¢, k.(q), para
quando ¢ = 7(t), para algum ¢. Em um sistema de coordenadas admissivel em ¢, ob-
temos:

_ Ifa(@I* det(£u(a). fuy(0): L))

ela) 1£2(@) % f(a)]]

Vamos apresentar a seguir um resultado que da uma interpretacdo geométrica para a
curvatura cuspidal. Para sua demonstracao, usamos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 5.5.2. ([11], p. 264) Seja f uma frontal e ¢ um ponto singular nio degene-
rado do primeiro tipo. Entao f é uma frente se, e somente se, k.(q) # 0.

Como frentes com pontos singulares do primeiro tipo sao cuspidal edges, pelo Teorema
4.2.13 concluimos que a curvatura cuspidal de cuspidal edges nao se anula.

Proposigao 5.5.3. ([11], p. 257) Seja g = (0) um ponto de cuspidal edge. Entdo a
intersecao da imagem de f com o plano P que passa por f(q) e é perpendicular a 4'(0)
consiste de uma 3/2—cispide em P de mesma curvatura cuspidal que 5 em 0.
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Demonstragio. Sem perda de generalidade, podemos assumir g e f(q) = p as origens do
R? e R3, respectivamente. Vamos denotar por I" a intersecao da imagem de f com o plano
P. Seja (z,y) um sistema de coordenadas admissivel. Entao

I'={f(z,y); {(f(z,y), f(q)) = 0},

pois 4/(t) é paralelo a f.(v(t)), em particular para ¢q. Como df, tem posto 1 e estamos em
um sistema de coordenadas admissivel, temos f,(q) # 0. Seja F'(z,y) := (f(x,v), f(q)).
Como F(q) = 0e F,(q) # 0, aplicando o Teorema da Fungao Implicita, podemos escrever
x = z(y), onde z(0) = 0, para y em uma vizinhanga de 0, tal que

Fz,y) = (f(zy)v), folq)) =0 (5.34)

o(t) := f(x(t),t) parametriza o conjunto I'. Vamos mostrar que o é uma 3/2—cuspide
em t = 0. Para isto, devemos mostrar que ¢’(0) = 0 e que os vetores ¢”(0) e ¢(3(0) sdo
linearmente independentes. Derivando (5.34) obtemos

(@' W) fa(2(y),y) + fy(2(v),y), f(q)) = 0. (5.35)
Como z(0) =0, f,(q) =0 e f.(q) # 0, avaliando (5.35) em 0, obtemos

2 (0)(f2(q), fo(q)) = 0,

o que implica que 2'(0) = 0. Logo, como o'(t) = 2'(t) fx(x(t),t) + f,(x(t),t), obtemos
o'(0) = 0, ou seja, t = 0 é um ponto singular de o. Derivando (5.35) e avaliando em 0,
obtemos:

<‘T”(O>fx(Q) + fyy(Q)7 f:c(q)> = 0.
Logo,

" _ _<fyy(Q)afx<Q)>
=0 = P (5.36)

Temos

o"(t) = &"(t)fal@(t),t) + 2" ()" fau (), 1) + 22" (t) fay (2(t), £) + fyy (2 (1), 1).

Logo,
0"(0) = 2"(0) fu(q) + fuy(q) e @(0) = 32"(0) fuy(q) + 2 (0) fu() + oy (a)-

Assim temos

det(fz(q),0"(0),0™(0)) = det(f2(q), fuy(a), fyyy(@) + 32" (0) fuy(q))
= det(f2(q), fuy(@); fuyy(@)) + 32"(0) det(fu(p), fuy (@) fay(@))-

Como p é um ponto de cuspidal edge, temos que det(f.(q), f,y(q), f2y(q)) se anula.
Ver ([11], p. 258). Entdo, obtemos:

det(f,(g),0"(0), o' (0)) = det(f2(a), fyu (@), fuuu(@)) # 0,

uma vez que, pela Proposicio 5.5.2, k.(q) # 0. Assim, 0”(0) e ¢®®(0) sdo linearmente
independentes. Portanto, o é uma 3/2—cuspide no 0. Agora, resta provar que a curvatura,
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cuspidal da ¢ em ¢ = 0 coincide com a curvatura cuspidal da f em ¢. Usando (5.36),
obtemos:

Ho"(O)[]* = (2"(0)fz(q) + fuy(a), z"(0) fo(q) + fyy(0))
= {(fu(@), fuy(@) + 2" (0)*(f2(q), fo(@)) + 22" (0){fo(q), fyy(2))
= Sy (@I1* + 2" (0)[z" ()| fo(D)1? + 2{f2(q), fyy ()]

<fa:(Q)> fyy(Q)>

= ||fyy(Q)||2 - AOIE [—(f2(@), fuy(@)) + 2([2(q), fyu(@))]
_ Hf (q)|’2<fz(q)7fyy(q)>2 _ ||fm(Q)||2|’fyy(Q)||2 — <fz(Q)7fyy(Q)>2'
" | fe(a)I? 1f2(a)II?
[1/2(0) x fyu(@)[”
If(DIF

Assim, a curvatura cuspidal de f em ¢ é igual a

[1fo(@)I12 det(£2(a), fou(@), Fou(@)) _ 1f2(@)]]? det(fa(q), 0" (0),0™(0))

re(0) = 5 TR
1f2(q) x fyy(a)l]2 [ f2(@)l[2]]a"(0)]]2
1 x
= det <a"<0), o (q), =4 ) ,
la”(0)]|2 ||.f2(a)]l
que é a curvatura cuspidal da 3/2—ctspide em ¢ = 0, como queriamos. O

Exemplo 5.5.4. Seja M = f(U) a superficie cuspidal edge usual dada no Exemplo 3.0.1.
Calculando o conjunto I' descrito na demonstragao anterior, que denota a interse¢ao da
imagem de f com o plano P, que passsa por f(q) e é perpendicular a 4'(0). Obtemos:

I={(z,v*,9%). ((z.y*,9%),(1,0,0)) = 0} = {(0,4*,4°)}.

Ou seja, como todo elemento de I" é da forma (0,y?, y?), entdao I" pode ser parametrizado

por (0,t%¢3). Esta curva pode ser vista como a 3/2—ctspide usual (%), vista no

Exemplo 4.1.8 tomando a = 1, composta com a inclusao (y, z) — (0,y, z), cuja curvatura
3

cuspidal em 0 é dada por k.(0) = 7 A curvatura cuspidal de f em ¢ = (z,0) é dada

por

||fa,-(Q)||%det(fx(Q),fyy(Q)E),fyyy(Q)) [1(1,0,0)]|% det((1,0,0), (0,2,0), (0, 2,6)

) = 1£:(9) % fu(@)]] - 1(1,0,0) x (0,2,0)||2

Exemplo 5.5.5. (Superficie tangente desenvolvivel) Seja f a superficie tangente desen-
volvivel M, desenvolvida nos Exemplos 5.2.14 e 5.3.7. Tome n um campo anulador de
vetores estendido. Como (z,y) é um sistema local de coordenadas adaptado, em particu-
lar, também é um sistema local de coordenadas admissivel. Temos

mnf(z,y) = —ya(z) + 20 (2) = —y(k(z)n)" + 2(x'(2)n(z) — K(z)*t(z)
— k(z)T(2)b(x)).
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Calculando nos pontos singulares (z,0), obtemos

mmf(@,0) = 2(x'(z)n(r) — r(z)*t(2) — K(@)7(2)b()).

Portanto,
ko(z) = 2m(m)27-(x)5det(t(x ,n(x),E(x)) _ 252@)79) _ 22 (z)7 ()
—k(x)2||t(z) x n(x)||2 — k()3 _ Jr(2)i(z)
_ 2k2(x)7 () _ 27(2)
k@ Jale)  \fel@)

Exemplo 5.5.6. (Forma Normal) Seja f dada pela forma normal (5.1) discutida no Exem-
plo 5.2.15 e n é um campo anulador de vetores extendido. Como (x,y) é um sistema local
de coordenadas adaptado, em particular, também é um sistema local de coordenadas ad-
missivel. Vamos usar a reparametrizacao dada em (5.11). Temos f,,,(0) = (0, 1,6b4(0)).
Assim,

ko(0) = det((1,41(0),5(0)),(0,1,0),(0,0,604(0))) _  6b4(0) 6b4(0) = bos.

[1(1, a4(0), 5(0)) x (0,1,0)[]3 (/14 05(0)%)

oot

a

5.6 Torcao cuspidal

Se f: (R%0) — (R 0) um germe de aplicacio suave tal que 0 seja um ponto de
cuspidal edge de f, onde v(t) é a parametrizacao de seu conjunto singular. Seja (£,7n) um
par adaptado de campos de vetores em (R?,0) (ver Definicio 5.2.12) e X a funcio definida
por A = det(&f, mmf, v). Pelo mesmo raciocinio feito na defini¢do de curvatura cuspidal,
concluimos que det(&f, nnf,v)(0) = nA(0) # 0. Portanto, £f x nnf # 0. Logo, temos a
seguinte definicao.

Definig¢ao 5.6.1. A torgdo ciuspide-direcional (ou simplesmente, tor¢ao cuspidal) em
um ponto singular q de f, € dada por

lg) det(&f,mmf, &mf) , «  det(&f, qnf, E81)ES mf)
t 1Ef > m P IEFIPIIES < mn fI[2

Tomando um par adaptado de campos de vetores (£,7) e parte dos calculos feitos na
demonstragao do Lema 5.3.6, que pode ser encontrada em ([9], p.452), temos a seguinte
proposicao.

(q) (q)-

Proposigao 5.6.2. ([9], p. 457) A definicao de tor¢ao cuspidal independe do par adaptado
de campos de vetores (£,m) em (R?,0).

Para um sistema adaptado de coordenadas (z, y) (ver Defini¢ao 5.2.2), temos a seguinte
expressao para a torgao cuspidal

det(fxa fyya fxyy)
||fx X fyy||2

et Fyps Fo) fis )

ki (z, 0) [ fall?[1fz X fyylI?

(,0)

(x,0).
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Proposigao 5.6.3. ([11], p. 456) Se pry o f é localmente uma bije¢io entio a tor¢ao
cuspidal se anula em uma vizinhanga de q, onde pr, € a projecao ortogonal no plano
ortogonal a v = ITmd(fy(R?)) x ° (0).

Se 0 ¢ um ponto de cuspidal edge, e M = f(U), entdao M N Ny M é uma ctispide, ver ([9],
p. 460). Quando um par de campos de vetores adaptado (&, n) satisfaz ({f,nmf)(q) =0,
entdo nnf € NoM aponta para a direcao da cispide em NyM. Esta direcao é chamada
direcao cuspidal.

Da Proposicao 5.6.3 temos que a torgao cuspidal mede a rotagao da direcao cuspidal
ao longo da curva singular da cuspidal edge. Essa é a motivag¢ao para a torcao cuspidal
ter este nome. Observe que estd mesma Proposicao esta bem definida para singularidades
nao degeneradas cuja direcao nula ¢ transversal a direcao singular, isto ¢, pelo Teorema
4.2.13, esta proposicao esta bem definida para pontos de cuspidal edge.

Exemplo 5.6.4. (Superficie tangente desenvolvivel) Seja f a superficie tangente desen-
volvivel M, desenvolvida nos Exemplos 5.2.14 e 5.3.7. Temos

gmf(2,0) — K (2)n(x) + k(2)*t(2) + ()7 (2)b(z).

Assim a tor¢ao cuspidal de f sobre ¢ = (x,0) é dada por

klg) = det(t(z), £(2)n(z), —#'(z)n(z) + £(x)*t(x) + £(2)7()b(x))
t [t(x) x k(z)n(z)[]?
_ k(x)?7(x) det(t(x), n(z), b(z)) (@)
K(x)?

Exemplo 5.6.5. (Forma Normal) Seja f dada pela forma normal (5.1) discutida nos
Exemplos 5.2.15 e 5.5.5. Vamos usar a reparametrizagdo dada em (5.11). Dos célculos
feitos no Exemplo 5.2.15, temos f,,,(0) = (0,0,2b5(0)). Logo, a torgao cuspidal no 0 é
dada por

det((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 254(0)))
[1(1,0,0) < (0, 1, 0)[”

I{t(()) = Qbé(O) = b12.

Para um estudo de propriedades globais de torgao cuspidal, ver Apéndice A de [9)].

5.7 Curvatura inflexional

Os invariantes introduzidos nas se¢bes anteriores para um germe de aplicacdo em
sua forma normal, sugerem que existe mais um invariante geométrico relacionado aos
coeficientes aszg ou bsg, pois todos os outros coeficientes foram relacionados aos conceitos

discutidos ao longo deste capitulo. Seja (£,7) um par adaptado de campos de vetores em
(R2,0).

Definicao 5.7.1. A curvatura inflexional de f em q € Xy é dada por

det(&f,mmf, €5 S) (€, €6f) det(&f,mmf, €€ F)
ISIPIES > mf]] IESIPIES > mmfl]

Ki(q) (q) =3 (q)
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Observe que se |[£f|| =1 em Xy, podemos simplificar a expressao acima da seguinte
forma

det(&f,mmf, £ )
1Ef < mmf]]

pois (£f,£6f) = 0 e ||| =cst = (¥,4") = 0.

Proposigao 5.7.2. ([9], p. 457) A defini¢io de curvatura inflexional de f independe do
par adaptado de campos de vetores (£,n) em (R?,0).

ki(q) (),

Para um sistema adaptado de coordenadas (z,y), temos a seguinte expressao para a
curvatura inflexional:

det(fxafyyafxxx) <fzafxoc> det(fxafyyafxx)
=PI S > fyyl el Pl fa X fyyll

Exemplo 5.7.3. (Superficie tangente desenvolvivel) Seja f a superficie tangente desen-
volvivel M, desenvolvida nos Exemplos 5.2.14 e 5.3.7. Temos curvatura inflexional de f
em ¢ = (z,0) é dada por

wlq) = 4t —r@n@), —r(Pt() + K (x)n() + w(@)r(x)b())
Z [t()[[?[[6(x) x —r()n(z)]]
— k()7 (a >>det< (2).t(n),b(z)  —r(z)*r(z)

ki(z,0) (,0) —3 (z,0).

Exemplo 5.7.4. (Forma Normal) Seja f dada pela forma normal (5.1) discutida nos
Exemplos 5.2.15 e 5.5.5. Vamos usar a reparametrizacao dada em (5.11). Logo, a curva-
tura inflexional de f em ¢ = (0,0) ¢é dada por

det((1,0,0), (0.1,0), (04" (0). 55" (0))) _,

(3)
0) = bsg.
10,0 0,0) x 0, Loy~ 22 (=

Ki(q)

5.8 Invariantes geométricos até ordem 3

Nos exemplos apresentados nas segoes anteriores vimos que, quando f é um germe de
cuspidal edge dado pela forma normal (5.1), entao os seis coeficientes naquela expressao
satisfazem:

Ks = 20, Kn = Ky = bag, Ke = boz, Ky = b1 e K; = bsg.

Das espressoes de cada um desses conceitos, vemos que as curvaturas k4 € k, dependem
apenas das derivadas de f até ordem 2. J4 os demais conceitos sao invariantes geométricos
até ordem 3. Além disso, dos calculos feitos nos Exemplos 5.2.15 e 5.7.4 temos:

£(0) = 13" (O)]] = [Ifz2(0)[| = \/a3y + b3y e

T(O) det( ( ) 7(3)( )a’AY ( )) _ det(fac( )7f:czz(0)af:vas<0)) _ azobao — baoazg
[14/(0) x 4"(0)[|? [1/2(0) x foz(0)]|? aso + b3
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onde k e T sdo curvatura e tor¢ao de 4. Assim, obtemos que

para f dada na forma normal (5.1). Logo, similar ao caso regular (2.4), como a forma
normal é obtida compondo uma cuspidal edge com difeomorfismos na fonte e isometrias
na meta, obtemos:

Teorema 5.8.1. ([9], p. 455) Seja f : (R%0) — (R3,0) um germe de aplicagio com 0
uma cuspidal edge. Entao
k(t)? = kg(t)? + k()2

O teorema abaixo diz que, se os seis invariantes 7, kg, kn, Ke, Kt € ki, de duas cuspidais
edges f e g coincidem (k, # 0) entdo existe um sistema de coordenadas composto por
difeomorfismos na fonte e isometrias na meta, tal que j°f(0) = j3¢(0).

Teorema 5.8.2. ([9], p. 458) Sejam f e g dois germes de aplicagoes com 0 sendo cuspidal
edges com 0s mesmos invariantes T, Ks, Kn, ke, K¢ € ki em 0, sendo k,(0) # 0. Entao,
existe um germe de difeomorfismos 1 na origem em R? e um germe de isometria ¢ na
origem em R? tais que
f(x,y) - ¢(9(¢(x>y)>) = 0(4)7

onde o(4) = {h(z,y) : (R*,0) — (R*0)|(0"7/0,07)h(0) = 0,i+j < 3}, isto €, f ey
coincidem até termos de grau 3, a menos de isomorfismos na meta e difeomorfismos na
origem.

Demonstragdo. Pelas formulas para 7, kg, Kpn, K¢, Kie € Ki, se Kk, # 0, estes seis valores
determinam todos os coeficientes asg, asg, bag, bso, b2 € bos em (5.1), de onde segue o
resultado. 0

Observamos que, dados nimeros reais 7, kg, Kn, Ke, k¢ € k; em 0, existe um germe de
difeomorfismo f na origem de R? tal que é uma cuspidal edge em 0, e seus invariantes em 0
sdo os numeros dados, basta substituir esses nimeros reais em (5.1) e aplicar h(z,y) = 0.
Note que este teorema é similar a grandes resultados da Geometria Diferencial, como
por exemplo o Teorema Fundamental das Curvas Planas (2.1.2), espaciais (2.1.6) e para
superficies localmente (2.2.2).

5.9 Sobre as curvaturas Gaussiana e média

O comportamento das curvaturas Gaussiana e média de frentes na vizinhanca de
pontos singulares nao degenerados foi estudado em [17], onde é mostrado que, se p é
um ponto singular de uma frente f, sendo v a curva singular consistindo de pontos nao-
degenerados, entao:

(a) A fungdo curvatura Gaussiana K de f é limitada em uma vizinhanga suficientemente
pequena de p se e somente se a segunda forma fundamental se anula em ~(7), o que
ocorre se e somente se o plano osculador em pontos da curva singular coincide com
o plano tangente limitante ([17], Teorema 3.1 e Corolario 3.6).

(b) Quando f é uma cuspidal edge em p, K é limitada em uma vizinhanga de p se e
somente se a curvatura normal limitante se anula ao longo da curva singular, isto ¢,
k, = 0 ao longo da curva singular.
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(c) A funcdo curvatura média H de f é nao limitada numa vizinhanca de p ([17],
Corolario 3.5).

Por questoes de tempo nao desenvolvemos este estudo com detalhes.
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