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RESUMO

Marques, C. E., DINAMICA NAO-LINEAR DE UM SISTEMA MONO-PENDULAR
INVERTIDO, EXCITADO POR UM VIBRADOR ELETRODINAMICO DE POTENCIA
CONTROLADA, Bauru: Faculdade de Engenharia, UNESP - Universidade Estadual Paulista, 2013,

117 p., Dissertagdo (Mestrado).

O proposito deste trabalho ¢ o de obter modelos matematicos que sirvam de referéncia, para
que se possa efetuar os estudos relacionados aos efeitos nao-lineares presentes no comportamento
dinamico envolvido na perfuragdo de petréleo, executada por navios perfuradores. As diversas
modelagens matematicas adotadas e abordadas neste trabalho, para esse tipo de problema, baseiam-
se em sistemas pendulares invertidos e que possuem excitacdo harmonica ou excitagdo por meio de
um EDS-Vibrador Eletrodinamico (Electrodynamics Shaker) simplificado, na forma de um circuito

RLC com uma fonte de tensdo harmonica.

A investigagdo do problema, em questdo, se fez por meio de simulagcdes numérico-
computacionais, fazendo-se uso do método Runge-Kutta de 4* ordem para a integracdo numérica

direta das equagdes de movimento dos sistemas, aproximando suas solugoes.

O controle aplicado nas possiveis irregularidades associadas ao movimento do sistema ¢ do tipo
retroalimentagdo de ajuste de energia de oscilag@o, proposto anteriormente por TERESHKO (2011)

e dai adaptado ao modelo matematico, adotado.

Palavras chave: Sistemas Pendulares Invertidos, Modelagem Matematica, Controle.



ABSTRACT

Marques, C. E., NONLINEAR DYNAMICS OF A SINGLE-INVERTED PENDULUM
SYSTEM, EXCITED BY AN ELECTRO-DYNAMIC CONTROLLED POWER SHAKER, Bauru:

Faculty of Engineering, UNESP - Universidade Estadual Paulista, 2013, 117 p., Dissertation.

The purpose of this paper is to obtain mathematical models that serve as a reference for the
studies related to the nonlinear effects present in the dynamic behavior involved in oil drilling,
performed by drill ships. The various mathematical models adopted and raised in this paper for this
problem, were based on inverted pendulum systems and have harmonic excitation or through an EDS-
electrodynamics vibrator (Electrodynamics Shaker) simplified ma form of an RLC circuit with a

harmonic voltage source.

The investigation of the problem in question was made by means of numerical and
computational simulations, making use of the Runge-Kutta 4th order for the direct numerical

integration of the equations of motion of systems approaching their solutions.

The control applied on possible irregularities associated with the motion of the system is the
type of feedback adjustment oscillation energy, previously proposed by TERESHKO (2011) and then

adapted to the mathematical model adopted.

Key words: Inverted Pendulum System, Mathematical Modeling, Control.
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1 INTRODUCAO

Neste capitulo, inicialmente, apresenta-se as motivacdes e os objetivos desta dissertagao.
A seguir, realiza-se uma breve revisao bibliografica, contextualizando o trabalho na literatura
corrente. Finalmente, descreve-se como estao estruturados o contetido que serd encontrado em

cada capitulo deste trabalho.

Este trabalho estd diretamente ligado ao tema de trabalho dos grupos de pesquisa em
Comportamento Dindmico Nao-linear e Estocéstico e seu Controle, Incluindo-se Sistemas em
Macro, Micro e Nano Escalas e Dinamica e Controle de Sistemas Mecanicos ¢ Mecatronicos
— UNESP, e ¢ a primeira dissertagdo de Mestrado, no Programa de Pds-Graduacdo em
Engenharia Mecanica, na UNESP-Bauru, relacionado ao assunto que serd desenvolvido, neste

trabalho.

A seguir, descreve-se a motivacao deste trabalho de mestrado.

1.1 MOTIVACAO E JUSTIFICATIVA

O uso crescente da tecnologia pela sociedade durante os anos, fez com que a necessidade
de se possuir fontes energéticas abundantes, fosse cada vez maior e continua. Segundo a
ANEEL, Agéncia Nacional de Energia Elétrica, em seu Atlas de Energia Elétrica (2009), de
todas as fontes de energia disponiveis no planeta, o petrdleo e seus derivados se sobressaem em
fun¢do de sua grande utilizagdo. A busca por petréleo foi tdo ou mais voraz do que a sua propria
utilizagdo no decorrer do tempo, dado o alto valor agregado ao mesmo, possibilitando lucros

altissimos na sua comercializagdo bruto ou mesmo ja refinado (downstream).

Apo6s o Primeiro Choque do Petroleo em 1973, paises motivados pelo embargo do 6leo,
aplicado pela OPEP, comecgaram a desenvolver técnicas e equipamentos visando a exploragdo

e a extracdo de petroleo em mar aberto (offshore), LOPES (2004).
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Frente a esse novo panorama, a engenharia naval e oceadnica obrigou-se a desenvolver

navios petroleiros e perfuradores de petroleo como mostra o exemplo na Figura 1.

@Deck Crane

@ Research Area

Drilling
Engine Room Mud @ En@ @“ @ @
H

Circulatio Life Azimuth Thruster
1 Swstem Blow-Out Preventer ] Boat

Figura (1) — Planta de um modelo de navio perfurador de petréleo, FARINHA (2006), 1-
entrada, 2-salva-vidas, 3-azimute propulsor, 4-ponte de comando, 5-heliporto, 6-instalagdes
dos tripulantes tais como jacuzzi, ginasio, sala de conferéncias, sala de convivio, cabines,
sala de video/cinema, sala de refei¢des etc., 7-torre de perfuracdo, 8-andar técnico de
perfuragdo, 9-laboratorio, 10-guindaste, 11- zona dos tubos de perfura¢do, 12-zona de
circulagdo das lamas provenientes da perfuragdo, 13-sala das maquinas, 14-furo retangular,
(12x22m) de baixo da torre de perfuracdo, para langamento dos tubos, 15-equipamento de

perfuragdo.

Ao analisar os equipamentos instalados no navio perfurador, constatou-se que as
estruturas que estdo acopladas ao “deck”, apresentam caracteristicas vibratorias que causam
grandes prejuizos as companhias de petréleo, relacionando-se diretamente a fadiga do material

por meio de excesso de vibragdes, KOLADE (2009).

Portanto, com o intuito de entender melhor o comportamento dindmico, envolvido na

extracdo de petroleo, efetuada por navios perfuradores, pesquisou-se um nimero grande de
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modelos matematicos que pudessem descrever o problema mencionado, € que tivessem um
nivel relativamente “baixo de dificuldade” para se trabalhar. Sendo assim, motivados, por
exemplo, pelo trabalho de XU et al (2005), optou-se por analisar sistemas pendulares, invertidos
ou ndo, mas que possuissem caracteristicas dinamicas relevantes a proposta desta dissertagao.
A partir dai, ao analisar as modelagens propostas por XU et al (2005), bem como LEE (2007)
e DE PAULA et al (2011), percebe-se que mesmo nao possuindo a mesma motivacao de
pesquisa, as modelagens propostas por estes autores se relacionam e se completam em esséncia
aos propositos deste trabalho. Finalmente, ao analisar as modelagens matematicas, propostas
por BALTHAZAR et al (2010) e BALTHAZAR et al (2011), evidenciam-se uma abordagem
mais abrangente no que se refere aos aspectos dindmicos tratados anteriormente, a medida que
os autores fazem uma associacao de caracteristicas dos modelos trabalhados por XU et al (2005)

e LEE (2007), servindo portanto, de motivagao principal para esta dissertagao.

Dado o nivel de complexidade dinamica do modelo principal a ser estudado, fez-se uma
andlise paramétrica de diversos modelos simplificados a partir do modelo utilizado por

BALTHAZAR et al (2011), que serdo apresentados no capitulo 2.

O objetivo principal dessa dissertacdo foi o de explorar a dindmica envolvida no processo
de perfuracdo de petroleo efetuada por navios perfuradores, modelados matematicamente, a
partir de sistemas pendulares invertidos e excitados por uma fonte de energia de poténcia
controlada descrita na forma de uma for¢a harmodnica e/ou de um circuito elétrico simplificado,
composto por resistor, indutor, condensador e uma fonte de tensdo senoidal, além de investigar
a instalacdo de um controle para o comportamento irregular apresentado pelo sistema, visando

a melhoria de seu desempenho.
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O controle de vibragdes, utilizado nesta pesquisa ¢ o controle por retroalimentagao do
sistema dinamico, alterando-se sua energia de oscilagdo, método proposto por TERESHKO
(2011) e sera apresentado no capitulo 4, bem como a discussao dos resultados obtidos através
de simulagdes numérico-computacionais. A seguir, apresenta-se uma breve revisdo

bibliografica.

1.2 BREVE REVISAO BIBLIOGRAFICA

1.2.1 Vibragoes

O fendmeno fisico definido por vibragdo é aquele que ¢ caracterizado pelo movimento
oscilatério de um objeto em relagdo a uma posicao de equilibrio, podendo ser transmitido na
forma de deslocamentos, velocidades e aceleracdes, por exemplo, IOSSAQUI (2009).

Segundo RAO (2009), o interesse das pessoas por vibracdes se deu com a
descoberta/criagdo de instrumentos musicais, provavelmente apitos ou tambores inicialmente,
fascinando e instigando o homem a ir a busca de respostas sobre tais eventos.

Muitas figuras eternizadas pela historia e pela ciéncia trataram desse assunto de maneira
notavel, dentre eles Galileu, Hooke, Taylor, Bernoulli, D’Alembert, Euler, Lagrange, Fourier,
entre outros, ¢ todos forneceram valiosas contribui¢des para o desenvolvimento da teoria de
vibragdes, RAO (2009).

A presenga de fendmenos vibratorios em nosso cotidiano € bastante comum, ela esta
atrelada a praticamente todos os aparelhos a que temos contato ao longo do dia. Em muitos

casos, as vibragdes sdo até mesmo desejaveis, como nas ferramentas do tipo marteletes e
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britadoras na construgdo civil, ou at¢ mesmo no transporte de pecas por movimento vibratorio,
etc. Porém, em muitos outros casos a presenca de vibragdes pode causar problemas estruturais
na forma de rachaduras; fadiga precoce do material; gerar ruidos indesejaveis; transmitir forgas
as fundacgdes das maquinas, entre outros, PONTES JR. (2011).

Nestas situagdes, em que a presenca de vibracdes ¢ indesejavel, um sistema de controle

de vibragao ¢ aplicado com o intuito de reduzir os danos provocados pelo fendmeno vibratoério.

1.2.2 Absorvedores de Vibragao por sistemas pendulares

Os métodos de controle de vibragdes sao divididos em passivos ou ativos, onde sistemas
de controle de vibragdes passivos lidam diretamente com as propriedades fisicas do objeto de
controle, como rigidez, massa ou amortecimento, ou seja, ¢ uma mudanga estrutural basica onde
se utiliza um elemento cuja fun¢do nao depende de uma fonte de energia externa, ao passo que
sistemas de controle de vibragdes ativos dependem de uma fonte de energia externa,
tradicionalmente relacionados com o campo de engenharia de controle, baseando-se no uso de
sensores, eletronica de tratamento de sinais e eletronica de controle ligada diretamente aos
atuadores, fazendo com que todos os erros possiveis de ocorrer numa maquina possam ser
antecipados e compensados, AQUINO (2011).

Segundo, por exemplo, em IOSSAQUI (2009), as caracteristicas dindmicas da estrutura
do objeto de controle podem ser modificadas pela introdugdo de absorvedores passivos de
vibragao, dado que tais dispositivos de caracteristicas inerciais modificam a resposta dindmica
do sistema vibratorio original em uma determinada faixa de frequéncia de interesse. Tais
dispositivos absorvedores podem ser um oscilador massa-mola, um oscilador pendular, um

fluido ou uma estrutura elastica continua.
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O uso de absorvedores de vibragdo ¢ bastante amplo no campo da engenharia € o uso de
péndulos como dispositivos absorvedores do tipo passivo, ¢ uma pratica que se estende nao so
a engenharia mecanica. O seu uso em isolamento de base contra abalos sismicos em estruturas
prediais como hospitais, por exemplo, o FPS (“Friction Pendulum System™), estd ganhando
cada vez mais mercado, ESTEVES (2010).

Outros exemplos de aplicacao de dispositivos pendulares como absorvedores passivos de
vibragdo se encontram no trabalho de VYAS e BAJAJ (2001), onde analisaram a dindmica de
um absorvedor de vibragdo auto paramétrico, usando multiplos péndulos acoplados a um

oscilador linear de um grau de liberdade, ilustrado na Figura (1.2-1), a seguir.

P, cos{wt) |:

Figura (1.2-1) — Modelo do sistema estudado por VYAS e BAJAJ (2001)

E no modelo matematico de um trem baseado em levitacdo magnética, ARBEX (2012) e
ARBEX et al. (2013) propuseram dois métodos de controle para um sistema do tipo Maglev
nao ideal, um método passivo, utilizando péndulo como absorvedor de energia, € um método

ativo onde injeta ou retira energia do sistema, como mostra a Figura 1.2-2.
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Figura (1.2-2) Modelo de sistemas Maglev trabalhados por ARBEX (2012) e ARBEX
et al. (2013) — Sistema excitado por um motor de poténcia limitada com uma massa

desbalanceada, acoplado a um péndulo com o absorvedor de vibragdes.

Maglev ndo-ideal: A) acoplado a um péndulo; B) mecanismo utilizado para o controle

de vibragdes.

De acordo, por exemplo, com CASSIANO, J. e BALTHAZAR, J.M. (2009), uma outra
aplicacdo para o péndulo seria na modelagem matemdatica de uma plataforma petrolifera
maritima fixa, podendo ser concebida como um péndulo invertido articulado no fundo do mar,

com uma mola torcional aplicada a este vinculo, conforme ilustrado na Figura (1.2-3).
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Figura (1.2-3) — Modelo estudado por CASSIANO, J. e
BALTHAZAR, J.M. (2009).

Utilizando técnicas de Melnikov, CASSIANO, J. ¢ BALTHAZAR, J.M. (2009),
detectaram a presenca de caos homoclinico para valores particulares dos parametros deste
sistema dinamico, onde ensaios numéricos foram verificados para constatagdo da técnica

utilizada e se obteve total concordancia entre ambas.

Outro exemplo de utilizagao de vibragdes que se mostra presente no cotidiano, segundo
PONTES JR. (2011), ¢ o sistema de transporte de cargas por pontes rolantes em industrias, e
de acordo com, por exemplo, PERUZZI et al (2007), um modelo para esse problema € o sistema
fisico com trés graus de liberdade, mostrado na Figura (1.2-4). Neste modelo, que ¢
representado por um péndulo invertido com excita¢do no suporte € um carro transportador do

sistema monotrilho.
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Figura (1.2-4) — Modelo de Sistema monotrilho, trabalhado
por PERUZZI et al (2007)

PERUZZI et al (2007), definiu como um sistema primario (Figura 1.2-4) o que consiste

de um carro de massa m_, uma mola linear com coeficiente de elasticidade k e um
amortecimento que € representado pelo coeficiente c .
O acionamento do carro (transmissdo da poténcia do motor) foi modelado por uma forca

F. A forca de acionamento F ¢ transmitida através de um suporte onde sdo consideradas as

propriedades elésticas e de amortecimento do sistema, citadas acima.

A Figura (1.2-5) mostra um sistema secundario trabalhado por PERUZZI et al (2007),
onde a carga transportada ¢ modelada. Tal sistema ¢ composto por um péndulo invertido de

massa m_ e, em seu suporte, existe uma mola de rigidez torcional com coeficiente de
elasticidade K . Esta mola forcard o péndulo a manter-se na posi¢ao vertical.

PERUZZI et al (2007), supds ainda que, quando o sistema primario estd em movimento,

o suporte do péndulo possui uma pequena vibragdo periddica vertical representada por

f(t)= Asenwt, onde A representa a amplitude e » a frequéncia da vibragéo.
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Figura (1.2-5) — Modelo de Sistema monotrilho, Subsistemas

primdrio e secundario, trabalhado por PERUZZI et al (2007)
onde:
(Xo0,Yo) € a coordenada do suporte do péndulo, com x, = X¢; com Xc: posi¢do do carro;
(Xp,¥p) € a coordenada do centro de massa do péndulo;

¢ ¢ a distancia entre o suporte ¢ centro de massa;

f (t) = Asenwt é o movimento vibratério do suporte do péndulo.

BELATO, D. (1998), explorou a dindmica envolvida em um sistema denominado “Motor
CC — Mecanismo Biela-Manivela-Péndulo”, ilustrado pela Figura (1.2-6), onde o fator
motivacional de pesquisa envolvida na utilizagdo de sistemas pendulares, assim como DE
PAULA, A. (2006), foi a grande variedade de padrdes periddicos imersos no comportamento
caotico do péndulo, agregado ao baixo gasto de energia associado, visando sua aplicacdo em

sistemas mecanicos.
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Figura (1.2-6) — Modelo de “Motor CC — Mecanismo Biela-Manivela-
Péndulo”, trabalhado por BELATO, D. (1998)

Outros exemplos podem ser encontrados, facilmente na literatura corrente, porém nos

concentraremos em abordar o caso particular que trata esta dissertagao de Mestrado.

1.3 OBJETIVOS

Os objetivos principais deste trabalho sdo exibidos a seguir:

i.  Entender e elaborar modelos matematicos para os sistemas vibratdrios pesquisados,
empregando excitadores harmdnicos ou de poténcia limitada do tipo EDS (Vibradores
Eletrodindmicos- “Electrodynamical Shaker”), bem como o uso dos absorvedores de
vibragado do tipo pendular invertido.

ii. Comparar o comportamento dinamico dos sistemas modelados matematicamente,
visando identificar a sensibilidade dos pardmetros utilizados.

iii.  Controlar a irregularidade apresentada no movimento do sistema dindmico, com o

objetivo de melhoria de desempenho do mesmo.
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1.4 MATERIAIS

Nas simulagdes numéricas realizadas utilizou-se um computador portatil pessoal,
fazendo-se uso do método Runge-Kutta de 4* ordem para a integragdo numérica direta das

equagoes de movimento dos sistemas, aproximando suas solugdes.

1.5 ORGANIZACAO DESTE TRABALHO

O presente trabalho, esta dividido em cinco capitulos.

O primeiro capitulo trata de uma introducao abordando a motivagdo da pesquisa e a sua
justificativa, em seguida faz-se uma breve revisdo bibliografica fornecendo ao leitor

conhecimentos basicos sobre vibragdes e absorvedores de vibragao por sistemas pendulares.

No capitulo 2 serdo apresentadas varias modelagens matematicas diferentes que serviram
como uma evolu¢do no que tange a complexidade dindmica envolvida em cada modelo, de
maneira a construir um modelo 6timo. Para cada uma dessas modelagens matematicas, foram
feitas as dedugdes das equagdes de movimento utilizando-se a Mecanica Lagrangiana como

principal ferramenta.

No capitulo 3, apresenta-se os resultados numéricos obtidos por meio de integracdo direta
das equagdes do movimento de cada sistema estudado. As simulagcdes numéricas sao realizadas
para dois sistemas principais, diferenciando-os apenas pela fonte de excitacdo utilizada em cada
um deles (excitagao por for¢a harmonica e por meio de um shaker simplificado na forma de um

circuito RLC com uma fonte de tensdo harmonica).
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No capitulo 4 apresenta-se o controle aplicado ao modelo matematico III e no capitulo 5,
discute-se os resultados numéricos obtidos, de maneira geral, tragando metas para trabalhos

futuros.



2 DISCUSSAO DA MODELAGEM MATEMATICA UTILIZADA
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2 MODELAGEM MATEMATICA

Neste capitulo, tem-se por meta a constru¢ao de modelos matematicos de forma gradual
em relagdo a complexidade, que estd diretamente ligada as caracteristicas dinamicas
consideradas em cada caso. Sendo assim, para que se possa investigar a dindmica do problema
principal, estudou-se a dinamica de alguns modelos simplificados a partir do principal e, que

serdo apresentados a seguir.

Para que se possa estudar a dindmica envolvida em cada modelo matematico adotado,
tem-se a necessidade de se obter as equagdes do movimento. Dessa forma, determinam-se as
coordenadas generalizadas e o referencial inercial para cada caso. Em seguida, calcula-se a
posicao e a velocidade dos corpos envolvidos e na sequéncia obtém-se as equagdes de energia
e suas derivadas, construindo assim as equag¢des do movimento por meio da metodologia

proposta por Lagrange em Mecanica Analitica.

A seguir, apresentam-se os diversos modelos matematicos adotados.
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2.1 MODELO MATEMATICO I - PLATAFORMA OSCILANTE HORIZONTAL

COM PENDULO INVERTIDO

O modelo inicial, adotado, se encontra sob regime de vibragdes livres e se apresenta na
forma de um bloco de massa M, que desliza sem atrito na direcdo do eixo horizontal X e que
possui um péndulo invertido de massa m, de haste pendular 1, estabilizado por uma mola
torcional de rigidez linear ki, posicionado no centro de massa do bloco. A este bloco estao

conectados uma mola de rigidez k> e um amortecedor c.

SR A A e A X

Figura (2.1-1) — Bloco de massa M, deslizando sem atrito sob o eixo horizontal, ligado
ao eixo vertical por uma mola e por um amortecedor, com um péndulo invertido de massa m,

sob regime de vibragdes livres.
Coordenadas generalizadas para o sistema:
Para o bloco:

X1=qx$X1=C'Ix (1)

Para o péndulo:

X, = q, + Isind = X, = g, + Olcos6 2
Y, = I(1 - cos®) = Y, = Qlsinb
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Determinadas as coordenadas generalizadas para o sistema em estudo, calculam-se as

energias, cinética (T) e potencial (V), do sistema. Sendo assim, t€ém-se:

Energia Cinética (T)
1 . . .
T=2[M-(X}) + m- (X} +Y7)] 3)
onde, %[M . (X%)]e a energia cinética referente ao deslocamento horizontal do bloco

1 . . ~ N A
e [m . (X% + YZZ)] sdo as energias cinéticas referentes ao deslocamento angular do péndulo

nos dois eixos de orientagdo, X, horizontal e Y, vertical.

Substituindo as coordenadas generalizas, (1) e (2), na expressao (3) e desenvolvendo a

mesma, tem-se:
=T= %[M (g)*+m- ((qx + Olcos®)” + (élsine)z)] (4)

:>T=%[M-qxz+m-(qX2+2-qx-é-l-cos(9)+éz-12-cosz(9)+éz-12-sin2(6))]

(%)
iT:%[M'qXZ‘Fm'(qXZ+2'qx-é-l-cos(9)+éz-12)] ©)
:>T:%[MqX2+(qu2+2quelcos(e)+mez12)] (7)

.-.T=%-(M+m)-qxz+m-qx-9-l-cos(9)+%-m-éz-12 (8)
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Energia Potencial (V)

V= %kZX:lZ + ngZ + %klgz (9)

1 . ) L .
onde 5k2X12 representa a energia potencial elastica da mola torcional do bloco e

1 . . . . ~
mgY, + Eklez representam as energias, potencial gravitacional da massa do péndulo e a

potencial elastica da mola torcional do péndulo, respectivamente.

Substituindo as coordenadas generalizadas em (9) e desenvolvendo a expressdo, obtém-

S¢:

>V =-kyq,% + mg(I(1 = cos)) + 5 k, 62 (10)

W V= %kqu2 + mgl — mglcos6 + %klﬂz (11)

A partir das energias do sistema, constroi-se a fungdo Lagrangiana, L, que ¢ definida pela
diferenca entre as energias cinética (T) e potencial (V) e as equagdes do movimento do sistema
sao as derivadas da funcdo Lagrangiana em fun¢do das coordenadas generalizadas e do tempo,

KIBBLE (1970).

d (0(T-V orT -V oD
_<( )>_ ( )+ 0, i=123..,n

de\  9g; g, aq;

(12)

: 04qi , . : f :
Onde, q; = a—tl ¢ a velocidade generalizada, n € o nimero de coordenadas generalizadas e D

simboliza a fungdo de energia de dissipagdo de Rayleigh.
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L=T—V=%-(M+m)-qxz+m-qx-é-l-cos(9)+%-m-92-12—%kquz—mgl+

mglcosd — %kl 02

(13)

Para que seja possivel a andlise das forgas ndo conservativas do sistema, define-se a

func¢do de dissipacao de energia de Rayleigh.

D =~ co(16)? + cdy”

Onde cg ¢ o0 amortecimento do péndulo e ¢ € o amortecimento do bloco.

(14)

Substituindo (13) e (14) em (12), e variando-se as coordenadas generalizadas do sistema,

obtém-se as equacdes do movimento do sistema.

Em relagdo ao movimento horizontal, tem-se:

d(@L) oL N oD
dt\dqy/ 0qx 04y

Dai, tem-se:

;—qL=(M+m)-qX+m-l-9-cos(9)

i(E)z(M+m)-qx+m-l-é-cos(6)—m-l-éz

dt \agy

___kZ'qx

(15)

(16)

17)

(18)

(19)
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o d <6L) oL N oD
" de\oa,) ~ da,  9a, ) |
=(M+m) g§y+m-1-0-cos(8) —m-1-06%-sin(8) + k, * qyx + cdy
(20)
De maneira analoga, faz-se o mesmo para o movimento angular e obtém-se:
d (dL\ 9L , aD _
2 (55) 535 =0 @l
A partir de (21), faz-se:
daL . 2 A
5=m-l-q-cos(®) +m-1*-0 (22)
d (oL .. CA --
E(ﬁ) =m-l-Gy-cos(@)—m-1-q,-0-sin(@)+m-1%>-0 (23)
%z—m-l-qx-é-sin(e)—m-g-l-sin(e)—kl-e (24)
aD :
= col26 (25)

d((’)L) dL adD
dt

Sendo assim, obtém-se as equacdes do movimento do sistema, apresentadas no sistema

a seguir:

{(M+m)-qx+m-l-é-cos(9)—m-l-éz-sin(6)+k2-qx+cqx=O 27

m-l-qx-cos(6)+m-12-§+m-g-l-sin(9)+k1-9+c912é=0

Isolando as aceleracdes do sistema tem-se:
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{(M+m)-t’1x+m-l-é-cos(6) =m-1-62%-sin(0) —k, " qy — cdy = f; (28)
m-1-gy-cos(®) +m-12-8=-m-g-1-sin(0) —k, -0 —cgl?0 =,
Dessa forma, simplifica-se o sistema anterior e podemos descrevé-lo da seguinte forma:
(M+m)-Ggg+m-1-0-cos(®) =f, 29)
m-1-gy-cos(®) +m-12-06 =1,
Ondef, =m-1-0%2-sin(0) =k, -qy —cqyef, = —m-g-1-sin(0) — k, - 0 — col?8.
Manipulando algebricamente esse sistema, tem-se:
{(M+m)-qx+m-l-é-cos(6)=f1 (30)
m-1-gy-cos(®) +m-12-06 =1,
- (M+m).:qx=f1—m-.l.-6-cos(9):> 31)
m-12-8=f,—m-1- ' cos(0)
. f,—m-1-8-cos(8)
dx =
N (M + m)
_fp—m-1-§y - cos(6)
B m - 12
(32)

Substituindo §y em 8, tém-se:

(M+m)-f, m-1-f -cos(6)  m?-1*-8-cos?(6)

§_ _(M+m) M+m) ' MEm)
m - 12

(33)
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. [(M+m)-f,—m-1-f; - cos(8) + m?-1%- 8 - cos?(0) 5
=>0= ‘m-1°=>
(M + m)
(34)
:>é_(M+m)-f2-m-12—m2-13-f1-cos(9) m3-1*- 8- cos?(0)
B (M + m) (M + m)
(35)
:>é_m3-l4-é-cosz(9)_(M+m)-f2-m-12—m2-l3-fl-cos(G)
(M + m) B (M + m)
(36)
Ny 1_m3-1“'-cosz(6) =(M+m)-f2-m-12—m2-13-f1-cos(9)$
(M + m) (M + m)
(37)
5. (M+m) —m?-1*-cos?(8)\ (M+m)-f, -m-1>?—m?-1°f; - cos()
= < M+ m) )‘ M+ m) =
(38)
:>é:(M+m)-f2-m-12—m2-13-f1-cos(9). (M + m) s
(M + m) (M + m) —m3-1%- cos?(0)

(39)
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.é_(M+m)-f2-m-lz—m2-13-f1-cos(6) Ea.3
R (M + m) —m3 -1# - cos?(0) ¢
(40)
Substituindo a Eq.3 em Eq.1, temos:
I _ (M+m)-f2-m-lz—m2-13-f1-cos(e)>
. fy —m-1-cos(6) ( (M + m) —m3 -1*- cos?(0)
U = (M + m)
(41)

= (x
firM+m)—f, -m3-1*-cos?(®) —(M+m)-f, - m?-13-cos(0) + m3-1*-f; - cos?(0)
(M + m) —m3-1%- cos?(0)

(M + m)
(42)
firM+m)—(M+m)-f, - m?-13-cos(B)
N (M + m) —m3-1%-cos?(0)
Gx = (M + m)
(43)
. [fi-(M+m)—(M+m)-f, -m? 1> cos(8)
= x = (M +m) —m3-14-cos?(0) ' (M+m)
(44)
. (M+m)?-{f; —f, - m*-1°- cos(8)} A
= x = (M + m) —m3-1*- cos2(0) Eq.

(45)
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Dessa forma, temos um novo sistema que ¢ definido pelas Eq.4 e Eq.5:
(é— (M+m)-f, m-12?—m?-13-f - cos(0)
4| B (M +m) —m3 - 1* - cos?(0)
L . (M4+m)?-{f; —f,-m? -1 cos(8)}
=TT M+ m) —m? - 1* - cos2(0)
(46)
Fazendo (M + m) — m3 - 1* - cos?(0) = A, temos:
(. M+m)-f,-m-1>?—m?-13-f - cos(B)
|8 =
A
J S
l . M+m)?-{f; —f,-m?-13-cos(0)}
qX = A
(47)
(-~ 1
%9=Z-{(M+m)-f2-m-lz—m2-13-f1-cos(9)}
o 1 2 2.13
L qX=Z-{(M+m) {fy — f, - m? - 13- cos(0)}}
(48)
Portanto, o sistema que comporta as equacdes do movimento ¢:
(-~ 1 ) s 13
!9 =Z-{(M+m)-f2-m-l —m“-1°-f; - cos(0)}
1
L 4y = Z-{(M +m)?-{f; —f, -m?-13- cos(e)}}
(49)

onde,

f, =m-1-62-sin(0) —k, - qx — cqy
f,=—m-g-1-sin(0) —k, - 0 — cgl?H
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e, A=(M+m)—m3-1*- cos?(0).

22 MODELO MATEMATICO II - PLATAFORMA OSCILANTE HORIZONTAL
COM PENDULO INVERTIDO E EXCITACAO HARMONICA DO SUPORTE

O modelo que se apresenta a seguir, ¢ obtido através da inser¢do de uma fonte de
excitagdo ao modelo anterior, adotada na forma de uma for¢a harmonica, como mostra a Figura

(2.2-1), a seguir.

Figura (2.2-1) — Bloco de massa M, deslizando sem atrito sob o eixo horizontal, ligado
ao eixo vertical por uma mola e por um amortecedor, com um péndulo invertido de massa m
posicionado em seu centro de massa, estabilizado por mola torcional. Sistema excitado por

uma for¢a harmonica.

De maneira aniloga ao modelo abordado anteriormente, determina-se as coordenadas

generalizadas deste sistema, da seguinte forma:

Para o bloco:

Xlqu_quxlqu_qv (50)
Y]_:Oﬁ Y1=O
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Para o péndulo:

X, = (qx - qv) + Isinf = XZ = (qx - qv) + 6lcosH (51)

Y, =1-cos®@= Y, =—6-1-sind

Onde g, = A-sin(w-t)e,qy, =A-w-cos(w"t).

Determinadas as coordenadas generalizadas para o sistema em estudo, calculam-se as

energias, cinética (T) e potencial (V), do sistema. Sendo assim, tém-se:

Energia Cinética (T)

T = 2[M(X3 + V2) + m(%3 + ¥7)] (52)

1 g . . e .
onde E[M(Xf +Y12)] representam as energias cinéticas do bloco, referentes ao

. . . . . 1 - : . :
deslocamento linear no eixo horizontal X, e no eixo vertical Y; e 3 [m (X% + Yzz)] sdo as energias

cinéticas referentes ao deslocamento angular do péndulo nos dois eixos de orientagdo, X,

horizontal e Y, vertical.

Substituindo as coordenadas generalizas, (50) e (51), na expressao (52) e desenvolvendo

a mesma, tem-se:

T = H{MI@x = 4% + 02] + m [({a — d} + Blcos8)? +{=6-1-sin}”]} (53)
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1., L
T = E{M[qxz —2Qxqy + qu]
+m[q,” — 24xQv + 4y° + 245 0-1-cos(0) —2- ¢, - 6-1-cos(B) + 62

-12 - cos?(0) + 6212 -sin?(0)]}

(54)
1 .2 . . 1 . 2
T={[3M 6~ M- a5 M- 6.2

1. S S . L
+[Em-qX —m-qX-qV+§m-qV +m-qy-0-1-cos() —m-q,-6-1
1 . 1 .
- cos(0) + Sm- 8212 - cos?(B) + Sm- 8% -1%- sinz(e)]}
(55)

AT=2(M+m) 2 +3(M+m) g2 —M+m)- (G 4y) +m-dy-0-1-cos(8) —m-

qy-0-1-cos(0) +m- 62 - 12 (56)
2

Energia Potencial (V)

V = ngZ + %k3X12 + %klez + %klez (57)

1 1 . C
onde > kX, + > k,X,% representam as energias potenciais elasticas das molas k3 e k1,

. ~ . 1 .
respectivamente, que estdo vinculadas ao bloco. E mgY, + 5k192 representam as energias,

potencial gravitacional da massa do péndulo e a potencial eldstica da mola torcional do péndulo,

respectivamente.
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Substituindo as coordenadas generalizas, (50) e (51), na expressdo (57) e desenvolvendo

a mesma, tem-se:

V=m-g-1-cos(8) +5k; " (ax— q)? + 5Kz - (qx — qy)? +3k; - 062 = (58)

>V =m-g-1-cos(8) + ks (qx — qy)? + > k; - (ax — qv)? +5k; - 62 (59)

1 1
ﬁv:m'g'l'cos(e)+zk3'(qxz_zqu'qv'l'qu)‘l'zkz'(qxz_z'qx'qv-l'qu)

1 2
(60)
>V =m-g-1-cos(0) + (ks + k) - (0> — 2 * Ay + qu2) + 7Ky - 0
(61)

1 1
"'V:m'g'l'cos(e)+§(k3+k2)'Qx2—(ks+k2)'Qx'Qv+§(k3+k2)'qV2+

+ -k, - 62 (62)

A partir das energias do sistema, constréi-se a fungdo Lagrangiana, L, que ¢ definida pela
diferenca entre as energias cinética (T) e potencial (V) e as equagdes do movimento do sistema
sdo as derivadas da funcdo Lagrangiana em fun¢do das coordenadas generalizadas e do tempo,

KIBBLE (1970).
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1 1 .
L=T—V=§(M+m)-q,2(+z(M+m)-q‘2,—(M+m)-(qx-qv)-i-m-qx-e-l-cos(ﬁ)
o 1, 1
—m-qv-e-l-cos(e)+§m-92-12—m-g-l-cos(@)—i(kg,+k2)-qx2

1 , 1 2
+(k3+k2)'qX'qV_z(k3+k2)'Qv _Eklle

(63)
Para que seja possivel a andlise das forgas ndo conservativas desse sistema, define-se a

func¢do de dissipacao de energia de Rayleigh.

D=3-co (1"0)2+5 ¢ (x4
(64)

Onde cg ¢ o amortecimento do péndulo e ¢ é o amortecimento do bloco, além de q, = A- w -

cos(w - t).

Substituindo (63) e (64) em (12), e variando-se as coordenadas generalizadas do sistema,

obtém-se as equagdes do movimento do sistema.

Em relagao ao movimento horizontal, tem-se:

d((’)L) dL N daD —0
dt\0q,/ 0qx 04y
(65)
Dai, tem-se:
JL . . .
75 =M+m)g,—(M+m)-q, +m-0-1-cos(B)
X

(66)
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d /0L . . .. X _
—( , )=(M+m)qx—(M+m)-qv+m-l-9-cos(9)—m-l-92-sm(e)
dt\dqy
(67)
dL
= —(ks + kz) -qx + (ks + k) - qy
04y
(68)
1 : 1 : :
o0 (3 co -0 +5c(@—a)?)
— = : =c'Gx—cC"
0dx 0dx T
(69)
Sendo assim, a primeira equacao governante do movimento desse sistema ¢ dada por:
d <6L) oL N dD
dt\dqy/ 0dqx 0dx
=(M+m)gy— (M+m)-§,+m-1-6-cos(8) —m-1-6%-sin(0)
+ (ks +ky)qx—(kz+ky)qy+c-dx—cqy=0
(70)
Ondeqy, = A-sin(w-t),qy, =A-w-cos(w-t) e, = —A* w? - sin(w - t).
Em relacdo ao deslocamento angular, tem-se:
d (GL) 6L+0D_O
dt\ga/ a8 " 9o
(71)

Dai, tem-se:
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oL , _ .
%zm-qx-l-cos(e)—m-qv-l-cos(e)+m-9-l2
(72)
d (0L . oA . .
a<%)=m-l-qX-cos(e)—m-l-qx-e-sm(ﬂ)—m-l-qv-cos(e)+m-1-qv-9
-sin(@) + m-12-6
(73)
JL ) . )
%z—m-l-qx-ez-sin(9)+m-l-qv-92-sin(e)+m-g-l-9-sin(9)+k1-9
(74)
1 : 1 ) i
o (3 cor 1-0)%+7 - (@ — 0v)?) .
ob_ , =co 12+ 0
a0 d0
(75)

Portanto, a segunda equagdo governante do movimento do sistema ¢ dada por:

%(z—g)—%+z—g=rn-lz-é+m-l-'c'1x-cos(9)—m-l-qv-cos(e)—m-l-qx-é-
sin(@)+m-1-¢,-0-sin(@) +m-1-q, 6% sin(®) —m-1-q, 6% sin(@) —m-g-1-6-
sin(0) =k, "0 4+cg-12-06=0

(76)

Ondeqy, = A-sin(w-t),qy =A-w-cos(w-t) ey = —A* w? - sin(w - t).

Portanto, temos as seguintes equacdes do movimento:
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(M+m)gy—(M+m) -Gy +m-1-6-cos(8) —m-1-62-sin(0) +
+(k3+k2)'qx_(k3+k2)'qv+C'QX_C'qv:0

Lm-lz-é+m-l-qx-cos(6)—m-l-qv-cos(e)—m-l-qx-é-sin(ﬂ)+m-l-qv-9-sin(6)+
+m-1-qy-6% sin(@) —m-1-q,-6%-sin(0) —m-g-1-0-sin(0) =k, "0 +cg-12-0=0

(77)

Isolando as aceleragdes e substituindo-se os valores de q, = A-sin(w-t),qy =A - w-

cos(w-t) ey = —A- w? - sin(w - t), nas equacgdes do sistema tem-se:

( (M+m)iy+m-1-6-cos(®) =(M+m)-(—A-w? sin(w-t)) +m-1-62%sin(0) +
—(ks+ky) qx+ (ks +Kky) (A sin(w-t)) —c-gy+c-(A-w-cos(w-t)) =f;

m-12-04+4m-1-Gy-cos(®) =m-1-(—A-w?sin(w-t))-cos(0) + m-1-qy -6 -sin(0) +
—m-1-(A-w-cos(w-t))-6-sin(0) —m-1-qy-6%-sin(6) +
\ +m-1-(A-w-cos(w-t))-0%-sin(0) + m-g-1-0-sin(0) +k, -0 —cg- 1?0 =,

(78)

(M+m)gy+m-1-8-cos(®) =1,
(79)
m-12-04+m-1-gy-cos(®) =f,

onde, fi=M+m)-(—A-w? sin(w-t)) +m-1-62-sin(0) — (ks + k,) - qx +
(k3 +ky) (A-sin(lw-t) —c gy +c-(A-w-cos(w-t)) e, f=m-1:(—A-w?"sin(w -
t))-cos() +m-1-q,-0-sin(@) —m-1-(A-w-cos(w-1))-6-sin(@) —m-1-qy- 62

sin(0) 4+ m-1- (A w-cos(w-t))-6%-sin(0)+ m-g-1-0-sin(0) +k, -0 —cg-12- 0.

Manipulando-se as equagdes do sistema descrito acima, tem-se:
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(. f, —m-1-8-cos(0)
|dx =
(M + m)
L.. f, —m-1-§y - cos(0)
0=
m - 12
(80)
Substituindo §y em 8, tem-se:
( . _fl—m-l-é-cos(e)
T T M m)
) f 1-6 (0)
1. (fi—m-1-8-cos _
é_fz m -1 ( M+ m) ) cos(0)
S m - 12
(81)
( . _fl—m-l-é-cos(e)
=TT M+ m)
. =
f,rM+m)—m-1-f; - cos(8) + m?-12- 8- cos?(0)
§_ (M + m)
T m - 12
(82)
. _fi—m-1-6-cos(6)
G = (M +m)
= =
" m? - 13 - f; - cos(® 3.1*-8-cos?(8
Lezfz-m-lz— 1 cos()+m cos“(0)
(M + m) (M + m)
(83)
( . _fl—m-l-é-cos(e)
=TT M+ m)
= =
m3 -1 - 8 - cos2(0) m? - 13- f; - cos(0)
— =f,-m-12 -

(M + m) (M + m)
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(84)
. _fl—m-l-é-cos(e)
G = (M+m)
= =
. ((M+m)—m3-1*-cos?(0) m? - 13- f; - cos(0)
Le . - f2 ‘m-12 —
(M + m) (M + m)

(85)

( .. _ f;—m1-6-cos(8)

j Ax = (M+m)

=
Ao .12, (M+m) _ m?:13-f;-cos(0) . (M+m)

Le - fz m-1 ((M+m)—m3-l4-cosz(9)) (M+m) ((M+m)—m3-14-cosz(9))

(86)
( . _fl—m-l-é-cos(e)
G = (M + m)
=
é_fz-m-lz-(M+m)—m2-l3-f1-cos(9)
B (M+m) —m3-1%4-cos?(0)

(87)

Substituindo agora a equagdo 6 na equagio Gy, tem-se:

( . _ fz-m-lz-(M+m)—m2-l3-f1-cos(e)>
b, = fy m -1+ cos(0) ( (M+m) —m3-1%4-cos?(0)
= _
< (M + m) (M + m) N
é_fz-m-lz-(M+m)—m2-l3-fl-cos(ﬂ)
\ B (M + m) —m3-1%- cos?(0)

(88)
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(.. (fl-(M+m)—f1-m3-l4-cosz(9)—f2-mz-13-cos(9)-(M+m)+m3-14-f1-c052(9)) ~(M+m)
o (M+m)—m3-14-cos2(0) 1

|dx =

§ = fo'm-12-(M+m)—m?-13-f;-cos(0)
o (M+m)—-m3-1#4-cos2(0)

(89)

( . (M4+m)?-(f; —f, m*-1°cos(8))
4 G = (M +m) —m3 14 cos?(8)

Lé_f2-m-lz-(M+m)—m2-l3-fl-cos(e)
- (M 4+ m) — m3 - 14 - cos2(0)

(90)

Onde, fi=(M+m) (A w? sin(w-t)) +m-1-62-sin(0) — (ks + k,) - qx +

(k3 +ky,) - (A-sin(w-t)) —c gy +c-(A-w-cos(w-t)) e, f, =m-1-(—A- w?sin(w
t))-cos(®) +m-1-qx-6-sin(@) —m-1-(A-w-cos(w-t))-0-sin(0) —m-1-qy- 62"

sin(0)+ m-1- (A w-cos(w-t))-6%-sin(@)+ m-g-1-0-sin(0) +k, -0 —cg-12- 0.
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2.3 MODELO MATEMATICO III - PLATAFORMA OSCILANTE VERTICAL COM
PENDULO INVERTIDO E EXCITACAO HARMONICA DO SUPORTE

Neste modelo matematico, adotado, mudando-se a posi¢cdo do bloco, colocando-o na
vertical, a fim de que seu movimento se limitasse apenas a dire¢do vertical, gerando um novo

sistema, conforme Figura (2.3-1).

O sistema investigado, entdo, consiste em um péndulo invertido fixado a uma plataforma
suspensa de massa M. O péndulo tem uma massa m, conectada a plataforma, que serd tratada a
partir de agora por PPS (Plataforma Pendular Suspensa), por uma haste de comprimento 1, onde
9 ¢ o deslocamento angular, que ¢ estabilizado por uma mola de tor¢do cuja rigidez ¢

representada por ki.

A mola que faz a ligagdo entre a PPS (Plataforma Pendular Suspensa) e a fonte de
excitagdo do sistema, (F = A - sin(w - t)), tem rigidez definida por k3 ¢ o amortecedor que
também tem esse papel de ligacdo entre a PPS e a fonte de excitagdo ¢ representado por ¢, além

de x e y representarem o deslocamento horizontal e vertical, respectivamente.

Figura (2.3-1) — Modelo Simplificado de Navio Perfurador, concebido na forma de um
PPS, excitado por um EDS (Electro Dynamics Shaker), na forma de uma for¢a harmonica F,
MARQUES et al (2012).

De maneira andloga aos modelos abordados anteriormente, determina-se as coordenadas

generalizadas deste sistema, da seguinte forma:

Para a PPS tem-se:
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X;=0=>X,=0
1 .1 1)
Yi=qy—qp=> Y1 =0y —Gp
E para o péndulo tem-se:
X, = Isind = X, = 6lcos
(92)

Y, = (qy — qp) +1(1 — cosB) = Y, = (qy — qp) + Olsin®
Onde, q, = A-sin(w-t)eqy, =A-w-cos(w-t).

Determinados o referencial e as coordenadas generalizadas, busca-se calcular as energias

cinética (T) e potencial (V) do sistema. Dessa forma, tem-se:

Energia Cinética (T)

T == [M(X? + ¥72) +m(X3 + V2)] (93)

onde % [M (Xf + le)] representam as energias cinéticas da PPS, referentes ao
deslocamento linear no eixo horizontal dado pela coordenada generalizada X; e no eixo vertical
dado pela coordenada generalizada Y;, e % [m(X% + YZZ)] sdo as energias cinéticas referentes ao
deslocamento angular do péndulo nos dois eixos de orientacao horizontal dado pela coordenada

generalizada X, e vertical dado pela coordenada generalizada Y,.

Substituindo as coordenadas generalizadas, (91) e (92), na expressao (93) e

desenvolvendo a mesma, tem-se:
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T=%-(M+m)-q32,+%-(M+m)-(A2-w2-cosz(a)t))—(M+m)-qy(A-a)-cos(a)t))

1 . .
+oome 02+ (m-0lsind) - (g, — A - w - cos(wt))

(94)

Energia Potencial (V)

1o, 1
V:MgY1+ng2 +§k3Y1 +§k19

(95)

onde MgY; + Ek3Y12 representam as energias potenciais gravitacional e elastica da

PPS e da mola de ligagdo com a fonte de excitacdo ks, respectivamente, que estao vinculadas
ao bloco. E mgY, + %klﬁz representam as energias, potencial gravitacional da massa do

péndulo e a potencial elastica da mola torcional do péndulo, respectivamente.

Substituindo as coordenadas generalizadas, (91) e (92), na expressdo (95) e

desenvolvendo a mesma, tem-se:

1
V=Mg+mg)q,— (Mg +mg)(A-sin(wt)) + mgl — mglcos(6) + §k3q32/
1k 2. sin? 1k Z—k '
+§ 3 (A% - sin (a)t))+z 10% — k3q,,(A - sin(wt))

(96)
A partir das energias do sistema, constréi-se a fungdo Lagrangiana, L, que ¢ definida pela

diferenca entre as energias cinética (T) e potencial (V) e as equagdes do movimento do sistema

sdo as derivadas da funcdo Lagrangiana em fun¢do das coordenadas generalizadas e do tempo,
KIBBLE (1970).
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1 1
L=T—V=§-(M+m)-q32,+z-(M+m)-(A2-w2-cosz(a)t))—(M+m)
1 . .
“qy(A- w - cos(wt)) + Sme 6212 + (m - 0lsind) - (¢, — A* w - cos(wt))
1
— (Mg +mg)qy, + (Mg + mg)(A - sin(wt)) — mgl + mgl cos(8) — §k3q32,

1 1
- Ekg,(A2 - sin?(wt)) — §k192 + k3q, (A - sin(wt))
97)
Para que seja possivel a andlise das for¢as ndo conservativas desse sistema, define-se a

fun¢do de dissipacao de energia de Rayleigh.

=l a-002+1ca.2
D—2 cg: (1-6) +3cqy
98)
Onde cg ¢ o0 amortecimento do péndulo e ¢ € o amortecimento do bloco.

Substituindo (97) e (98) em (12), e variando-se as coordenadas generalizadas do sistema,

obtém-se as equacdes do movimento.

Em relagdo ao deslocamento vertical, tem-se:

d(@L) oL D _
dt\dq,)  da, ' 04,

99)
E em relagdo ao deslocamento angular, tem-se:
d (a(L)) a(L) N oD
dt\ag ) a6 " ad
(100)

Calculando as derivadas referentes a (99) e (100) e isolando as aceleragdes, obtém-se:
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( . Si-l—f,-sin(6)
qy_(M+m)-l—l-sin(9)
. for(M+m)—f;-m-1-sin(0)
" (M4+m)-m-12—m-I12-sin?(0)
(101)

Onde, fi=—(M+m)-A-w? sin(wt)—m-1-6?-cos() —(M+m)-g+ ks
(A-sin(wt)—qy)—c-qy e fo=-m-1-A-w?-sin(wt) sin(d) —m-g-1-sin(f) —
kl'Q—Cg'lz'é
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2.4 MODELO MATEMATICO IV - PLATAFORMA OSCILANTE NA VERTICAL
COM PENDULO INVERTIDO ASSOCIADA A EXCITADOR
ELETROMECANICO NAO-LINEAR

O modelo adotado neste momento para analise, difere-se do seu antecessor apenas em sua
fonte de excitacdo, que passou de uma for¢a harmonica para um vibrador eletrodindmico de
poténcia controlada simplificado, na figura de um circuito RLC com uma fonte de tensdo
harmoénica. De acordo entdo com a Figura (2.4-1), ¢ definido o novo sistema como sendo do
tipo “mono-pendular” invertido, fixado a uma plataforma suspensa de massa M. O péndulo
consiste de uma massa m, conectada por uma haste de comprimento 1, que por sua vez ¢ fixada
a base da plataforma suspensa por meio de uma mola torcional de rigidez nao-linear, dada por
k; = k + h02, onde 0 é o angulo formado entre o péndulo e a plataforma. As variaveis x e y
sao os deslocamentos da plataforma suspensa nas diregdes horizontal e vertical,
respectivamente. A PPS, Plataforma Pendular Suspensa, possui uma mola constante de rigidez
linear, k,, bem como um amortecedor c, ver Figura 1, no seu acoplamento com a fonte de

excitacdo do sistema, um EDS, Electrodynamical Shaker.

O acoplamento entre a PPS e o EDS ¢ realizado através da forga eletromagnética, devido
ao ima permanente ¢ a Fop, = K- @, onde K=1.-B em que 1. ¢ B sdo o comprimento do
condutor € o campo magnético, respectivamente. Tal acoplamento gera uma For¢a de Laplace
na parte mecanica ¢ a Voltagem Eletromotriz de Lenz na parte elétrica. A parte elétrica do
sistema consiste de um resistor R, um indutor L, um condensador C ¢ uma fonte de tensdo
senoidal e(t) = g - cos( - t), em que e, ¢ Q sdo a amplitude ¢ a frequéncia, respectivamente
e t o tempo, todos conectados em série. No presente modelo, a voltagem do condensador ¢ uma

func¢do nado-linear de carga elétrica instantanea g, definida como:
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1 3
chc_'q+a3'q
0

(102)

Onde C, ¢ o valor linear de C e a3 ¢ o coeficiente ndo-linear, dependendo do tipo de

capacitor a ser usado.

Figura (2.4-1) — Modelo Simplificado de Navio Perfurador, concebido na forma de
um PPS, excitado por um EDS (Electro Dynamics Shaker), na forma de um circuito
RLC com uma fonte de tensao e(t) do tipo harménica, MARQUES et al (2012).

De maneira andloga as analises dos modelos expostos anteriormente, determina-se as

coordenadas generalizadas, da seguinte forma:

Para a PPS tem-se:

Xl == O:> Xl == 0
(103)

Y1:Qy:>Y1:éIy

Onde q,, ¢ definido como o deslocamento vertical e consequentemente ¢, a velocidade

vertical.
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E para o péndulo tem-se:

X, = Isinf = X, = OlcosH (104)
Y, = q, + (1 —cosf) = Y, = g, + Olsind

Para o Circuito Elétrico, faz-se uma analogia for¢a-voltagem, com base na Lei das
Malhas de Kirchhoff, DORF ¢ BISHOP (2001), dado que os elementos do circuito se

apresentam conectados em série, obtém-se:

Tabela 1 — Elementos analogos de sistemas mecanicos e elétricos baseado na

relacao forca-voltagem. Medidas no Sistema Internacional de Unidades (SI)

Sistema Mecanico Sistema Elétrico

Forca f (N )ou Torque T (N.m) Tensdo e (V)
Massa m (Kg ) ou Inércia J (Kg.m?) Indutancia L (H )
Amortecimento Viscoso b (N.s/m) Resisténcia R (Q)

ou B(N.m.s/rad)

Rigidez k (N/m)ou K(N.m/rad ) Inverso da Capacitancia 1/C (1/F)
Deslocamento x (m )ou & (rad ) Carga Elétrica q (C)
Velocidade x (m/s)ou @ (rad/s) Corrente Elétrica i (A)
Aceleragdo X (m/s*)ou 6 (rad/s”) Variagdo di/dt(A/s)
(105)

Onde q simboliza a carga elétrica instantanea, L a indutancia, R a resisténcia, C a

capacitancia e por ultimo € como a fonte de tensao.
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Determinados o referencial, as coordenadas generalizadas e os termos analogos entre
elétrica e mecanica, busca-se calcular as energias, cinética (T) e potencial (V), do sistema.

Dessa forma tem-se:

Energia Cinética (T)

T = 2 [M(XE 4 V2) + m(i3 + 72) + L(@)?]
(106)

onde % [M(X% + le)] representam as energias cinéticas da PPS, referentes ao
deslocamento linear no eixo horizontal dado pela coordenada generalizada X; e no eixo vertical
dado pela coordenada generalizada Y;, % [m(X% + YZZ)] sdo as energias cinéticas referentes ao
deslocamento angular do péndulo nos dois eixos de orientacao horizontal dado pela coordenada
generalizada X, e vertical dado pela coordenada generalizada Y, e % L(q)? representa a energia

cinética referente as cargas elétricas da fonte de tensdo presente no circuito RLC do sistema.

Substituindo as coordenadas generalizadas (103), (104) e interpretando o circuito

elétrico de acordo com (105), utilizando a expressdo (106), tém-se:

T =2{M[0+¢,*] +m [(élcose)z + (g + élsiné’)z] +L(§)?} = (107)

1 . . . . . . A . .
T = E{quz + m[92l2c0529 + qy2 + 24,,01sinf + lezsmze] + LG = (108)

T = E{quz + m[92l2 + qyz + zqyelslne] + qu} — (109)
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1,,. 1, 1 s 1.,
T = Equz + quyz + Emﬁzlz + mq, 0lsing + Equ (110)
1 . 2 N 1 2,92, 1 22
-'-T=§-(M+m)-qy +m-l-qy-9-sm9+§-m-l -0 +§-L-q
(111)
Energia Potencial (V)
1o, 1 _ 1 /1 ,
V =MgY, + mgY¥, + =k,Y," + =k,0 —(—quy)+—-<—q+a3q )-q
2 2 2 \C,
(112)

onde MgV, + %k3Y12 representam as energias potencial gravitacional da PPS e

. ;. . ~ . ~ .y 1
potencial elastica da mola de ligagdo da PPS com a fonte de excitacdo, ja mgY, + 5k192
representam as energias potencial gravitacional da massa do péndulo e a potencial elastica da

mola torcional do péndulo, respectivamente. E finalmente % (Clq + as q3) * q representa a
0

energia potencial elétrica da fonte de excitagdo e (—K C'qu) representa o trabalho realizado pela

forca eletromagnética.

Substituindo as coordenadas generalizadas (103), (104) e interpretando o circuito

elétrico de acordo com (105), utilizando a expressdo (112), tém-se:

1 1 1
V = Mgq, + mg{q, + (1 — cos0)} + Ekzqyz + E{k +h6%}6% + Kqq,, + >

1 3
-(C—Oq+a3q )-q:>

(113)
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V =Mgq, + mgq, + mgl —mg cos 0 +%k2qy2 +§k92 +%h94 + Kqq, +%q2 +
0
1 4
Ea3q =
(114)
1 1 1 ,
~V=(M+m)gq, + mgl —mgcos 6+ -k,q,° + k6% +-h6* + Kqq, + —q*
2 2 2 2C,
L
+Ea3q
(115)

A partir das energias do sistema, constroi-se a funcdo Lagrangiana, L, que ¢ definida pela
diferenga entre as energias cinética (T) e potencial (V) e as equa¢des do movimento do sistema
sdo as derivadas da funcdo Lagrangiana em fun¢do das coordenadas generalizadas e do tempo,

KIBBLE (1970).

L=T V_l.M . 2 1-d. -0 -sind 1. J12.92 1.L.-2
=T- _E( +m)-q,"+m-1-qy-60-sin toom t5:L-g

1 o1, 1, :
—(M+m)gqy—mgl+mgcos€—§k2qy —Eké? —Ehe —Kqq,

1 1
2 g4

(116)
Para que se possa analisar as for¢as ndo conservativas do sistema, define-se a fungao de
dissipagdo de energia de Rayleigh.
1 . 1 1
D = ECQ(Z@)Z + ECC[; + —RC[Z

2
(117)

Onde cg ¢ 0 amortecimento do péndulo, ¢ ¢ o amortecimento do bloco e R € o resistor do

circuito elétrico.
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Substitui-se (116) e (117) em (12), variando-se as coordenadas generalizadas do sistema,

para que se possa encontrar as equagdes do movimento do mesmo.

Em relagdo ao movimento vertical do sistema, ou seja, qy € qy, tem-se:

d <6(L)> a(L) oD
—( =) -==+=—-=0
dt\ 04, dq, 04,
(118)
A partir dai, tem-se:
a(L .
Q= M+m)-q,+m-1-6-sind
a4y
(119)
d (0(L) d ) .
E(E) = %((M+m) gy +m-1-0 SmG)
=M+m)-Gy+m-1-6-sin@+m-1-6%-cosb
(120)
a(L) :
S0, = ~(M+m)g—k.qy — Kq
dy
(121)
oD )
ag,
(122)

Dessa forma, em relagdo ao movimento vertical do sistema, tem-se:
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d(@(L)) 6(L)+0D
dat\ag, ) oq, ' 04, ) |
=M4+m)-G,+m-1-0-sinf+m-1-6% cosf +Kq+cq,
+ M +m)g+kyq,=0
(123)

De maneira analoga desenvolve-se a expressao (12), utilizando (116) e (117), em relagao

ao movimento rotacional, ou seja, 0 ¢ 0, sendo assim tem-se:

4(2) 20,00

dt\ a6 00 96
(124)
a(L) .
——=m-l-q,-sinf+m-1*>-0
26 K4
(125)
d (d(L) d ) ] .
E(W>_E(m l-qy-sinf +m-1 9)
=m-l-§,-sin@+m-1-G, 0-cosf +m-1%-0
(126)
a(L) . : 3
Wzm-l-qy-H-cosH—mgsmH—k@—ZhG
(127)
oD :
—.=Cg'lz'9
a0
(128)

Dessa forma, em relagdo ao movimento rotacional do sistema, tem-se:
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d /o(L) a(L) oD
a(%)‘%*%

=m-12-0+m-l-§,-sin@+m-1-q,-0-cos@ —m-1-q,-6-cos@

+cg-1?-0+mgsinf + k6 + 2h63 =0

(129)

De maneira analoga desenvolve-se a expressao (12), utilizando (116) e (117), em relagao

a carga elétrica instantanea do circuito RLC, ou seja, q e g, sendo assim tem-se:

d (0(L) a(L) abD
a(a—éI)—W-l‘%:eo'COS(ﬂ't)

A partir dai, tem-se:

a(L)
——=L-g-K

WY _d o gy g
dt\9g ) a1 D) =R Ry

Dessa forma, em relacdo a carga elétrica instantanea do circuito RLC, obtém-se:

(130)

(131)

(132)

(133)

(134)
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1
L4 =Ky +=q+2a3q° +Rq = ey cos(2-t)
0

(135)

Sendo assim, obtém-se o seguinte sistema de equagdes do movimento:

(M+m)-G,+m-1-6-sin@+m-1-6% cosf@ +Kq+cgq,+(M+m)g+kyq, =0

m-12-0+m-1-§,-sinf+cqg-1?-6+mgsinf + k6 + 2h6° = 0

1
LG =Ky +-q+2asq* + Rq = e cos(2 1)
0
(136)

Isolando-se as aceleragdes da expressao (136) obtém-se:

(M+m)-G,+m-1-6-sinf=—-m-1-02-cos0 —Kg—cq, —(M+m)g—kyq, = fi

m-12-0+m-1-§, sinf =—cy-1>-0 —mgsinf — k6 — 2h0° = f,

1
L-G=-ey-cos(Q-t)+Kjy——q—2a3q° —Rq = f3
0

\ C
(137)
((M+m)-q'y+m-l-é-sin0=f1
m-12-0+m-1-§,-sinf = f,
|
k L-g=f3
(138)

Onde f;=—m-1-6%-cos®—Kq—cqy—(M+m)g—kyqy, f,=—co-1*-0—

mgsin® — kO — 2h63 e f; = ey - cos(Q - t) + qu—%q—2a3q3 —Rq.
0
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Manipulando-se (138), obtém-se:
(. _fi—m-1-6-sinf
1 = (M +m)
<9.:fz+m-l-éiy-sin0:>
m - [?
. _f
\ =7
(139)
( . _fl—m-l-é-sine
1= (M + m)
_ _fl—m-l-é-sine}_ .
<é_f2+m l{ M +m sinf —
B m - [?
. f
\ q_L
(140)

fi—m-1-0-sinf

dy = (M +m)

A

é_(M+m)-f2+m-l-sin6-f1—m2-l2-é-sinze:
B (M+m)-m- 2

5
=7

(141)

53
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( . _fl—m-l-é-sine
e m

ls_ M+m)-f,+m-1l-sinf-f; —
{(M+m)+m-sin20} -m- 2

. I3
L =7

(142)

( fi+ —m-L-sin@-(M+m)-f, —m?-12-sin?0 - f;
L1 {((M+m)+m-sin20}-m-1[2
= (M +m)

3 s M+m)-fr+m-l-sinf-f =
T {M+m)+m-sin26}-m- 2

- _f
\ q L

(143)

( [(M+m)-m-l2-f1+m2-l2-sin2 6-f1— m-l'sin 8-(M+m)-f3-m?2-12-sin? 0-f1]
_ {(M+m)+m-sin2 8} m-12
Ay = (M+m)

X 9 _ (M+m)f,+m-1'sin0-f;
{(M+m)+m-sin2 6} m-12

\ q= T
(144)

( M+m)-(-fi— Siﬂ@'fz)]
I M+m)-l+m-1-sin?6

O = M +m)
= < b — M+m)-f,+m-1l-sinf-f; =
" {(M+m)+m-sin26}-m- 12
s
\ =7

(145)
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(. l"fi—sinb-f,
qy_(M+m)-l+m-l-sin29
Ji_ M+m)-f+m-1L-sinf-f;
" {M+m)+m-sin26}-m- 2
.
\ =7
(146)

Portanto, o sistema de equagdes que descreve o movimento do modelo pode ser

encontrado na expressao (147), abaixo.

(..

_ l'fl_Sing'fZ
“(M+m)-l+m-1-sin26

ay

Ji_ M+m)-f+m-1L-sinf-f;

" {M+m)+m-sin26}-m- 2
b
=7
(147)

onde f;=—m-1-62-cos®—Kq—cqy—(M+m)g—kyqy,, f=—co-12-0—

mgsin® — kO — 2h63 e f; = ey - cos(Q - t) + qu—clq—2a3q3 —Rq.
0
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2.5 MODELO MATEMATICO V — PLATAFORMA OSCILANTE VERTICAL COM
PENDULO INVERTIDO ASSOCIADA A EXCITADOR ELETROMECANICO
NAO-LINEAR DE DOIS GRAUS DE LIBERDADE

Neste modelo matematico adotado, que ¢ obtido também como um tipo de variacao do
anterior, onde passa-se a considerar a massa do nucleo do vibrador eletrodindmico de poténcia
controlada, aumentando-se assim, o nivel de complexidade dindmica do sistema, gerando um

novo modelo esquematico, conforme Figura (2.5-1).

Figura (2.5-1) — Modelo Simplificado de Navio Perfurador, concebido na forma de
uma PPS, excitado por um EDS (Electro Dynamics Shaker), na forma de um circuito
RLC com uma fonte de tensio e(t) do tipo harmonica, considerando-se a massa do

nucleo do vibrador eletrodinimico, MARQUES, C. E. (2013).

O modelo também ¢ definido como um sistema do tipo “mono-pendular” invertido,
fixado a uma plataforma suspensa de massa M. O péndulo consiste de uma massa m, conectada
por uma haste de comprimento 1, que por sua vez ¢ fixada a base da plataforma suspensa por
meio de uma mola torcional de rigidez nao-linear, dada por k, = k + h6?, onde 6 ¢é o angulo

formado entre o péndulo e a plataforma. As varidveis x e y sao os deslocamentos da plataforma
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suspensa nas diregdes horizontal e vertical, respectivamente. A PPS, Plataforma Pendular
Suspensa, possui uma mola constante de rigidez linear, k,, bem como um amortecedor ¢, no
seu acoplamento com a fonte de excitagdao do sistema, um EDS, Electrodynamic Shaker, de
massa ms.

O acoplamento entre a PPS e o EDS ¢ realizado através da forga eletromagnética,
devido ao ima permanente e a F,,,, = K- 4, onde K = I.- B em que [, ¢ B sdo o comprimento do
condutor e o campo magnético, respectivamente. Tal acoplamento gera uma Forg¢a de Laplace
na parte mecanica ¢ a Voltagem Eletromotriz de Lenz na parte elétrica. A parte elétrica do
sistema consiste de um resistor R, um indutor L, um condensador C e uma fonte de tensdo
senoidal e(t) = e, - cos(2 - t), em que e, ¢ 2 sdo a amplitude e a frequéncia, respectivamente e t
o tempo, todos conectados em série. No presente modelo, a voltagem do condensador ¢ uma

funcao ndo-linear de carga elétrica instantanea q, definida como:

chi-q+a3-q3
Co
(148)
onde C, ¢ o valor linear de C e a5 ¢ o coeficiente ndo-linear, dependendo do tipo de capacitor a
ser usado.

O EDS possui uma mola ks e um amortecedor cs que o conecta ao solo, cuja rigidez

e amortecimento possuem comportamentos lineares.
Determinando as coordenadas generalizadas, tem-se:

Para o péndulo tem-se:

X, =1-sin(@) = X, =6-1-cos(6)
Y=y, +1-(1—cos(@)= ¥, =y, + 61 sin()
(149)

Onde y, ¢ definido como o deslocamento vertical do bloco (PPS) e y; ¢ o deslocamento
da massa do nucleo do shaker. Dessa forma, consequentemente, y, ¢ a velocidade vertical do

bloco e y; ¢ a velocidade vertical do ntcleo do Shaker.

Para a PPS tem-se:
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X, =0= X, =
2=0 2=0 (150)
L=yw=>Y=y
Para o nucleo do shaker, tem-se:
X;=0=> X;=0
3 3 (151)

Y3:)’3=>Y3:5’3

Para o Circuito Elétrico, faz-se uma analogia forca-voltagem, com base na Lei das
Malhas de Kirchhoff, Dorf e Bishop (2001), dado que os elementos do circuito se apresentam

conectados em série.
Energia Cinética (T)

Para o péndulo tem-se