
RESSALVA 

Atendendo solicitação da 
autora, o texto completo desta 

dissertação será disponibilizado 
somente a partir de 13/10/ 2024. 



Universidade Estadual Paulista “Júlio de Mesquita Filho”
Instituto de Geociências e Ciências Exatas

Câmpus de Rio Claro - SP

Carla Patrícia Ferreira dos Santos

Fundamentos de Geometria e
Astronomia Esférica

Rio Claro - SP
2020





Universidade Estadual Paulista “Júlio de Mesquita Filho”
Instituto de Geociências e Ciências Exatas

Câmpus de Rio Claro - SP

Fundamentos de Geometria e
Astronomia Esférica

Carla Patrícia Ferreira dos Santos

Dissertação apresentada como parte dos requisitos para
obtenção do título de Mestre em Matemática, junto ao
Programa de Pós-Graduação em Matemática, Mestrado
Profissional, do Instituto de Geociências e Ciências Exa-
tas da Universidade Estadual Paulista “Júlio de Mesquita
Filho”, Câmpus de Rio Claro - SP.

Orientador
Prof. Dr. Lucas Antonio Caritá

Rio Claro - SP
2020



S237f
Santos, Carla Patrícia Ferreira dos

    Fundamentos de Geometria e Astronomia Esférica / Carla Patrícia

Ferreira dos Santos. -- Rio Claro, 2020

    170 p.

    Dissertação (mestrado profissional) - Universidade Estadual

Paulista (Unesp), Instituto de Geociências e Ciências Exatas, Rio

Claro

    Orientador: Lucas Antonio Caritá

    1. Geometria Esférica. 2. Trigonometria Esférica. 3. Geometrias

não Euclidianas. 4. Astronomia de Posição. 5. Astronomia Esférica. I.

Título.

Sistema de geração automática de fichas catalográficas da Unesp. Biblioteca do Instituto de
Geociências e Ciências Exatas, Rio Claro. Dados fornecidos pelo autor(a).

Essa ficha não pode ser modificada.



TERMO DE APROVAÇÃO

Carla Patrícia Ferreira dos Santos

Fundamentos de Geometria e Astronomia Esférica

Dissertação aprovada como requisito parcial para a obtenção do
grau de Mestre no Curso de Pós-Graduação em Matemática, Mes-
trado Profissional, do Instituto de Geociências e Ciências Exatas
da Universidade Estadual Paulista “Júlio de Mesquita Filho”, pela
seguinte banca examinadora:

Prof. Dr. Lucas Antonio Caritá
Orientador

Prof. Dr. João Peres Vieira
Universidade Estadual Paulista “Júlio de Mesquita Filho” (UNESP)

Prof. Dr. Francisco Carlos Rocha Fernandes
Universidade do Vale do Paraíba (UNIVAP)

Rio Claro - SP, 13 de outubro de 2020





Aos meus pais e irmão que, com muito carinho e apoio, não mediram esforços para
que eu chegasse até esta etapa da minha vida.





AGRADECIMENTOS

Primeiramente a Deus que permitiu que tudo isso acontecesse, ao longo de

minha vida, e não somente nestes anos como universitária, mas que em todos os

momentos é o maior mestre que alguém pode conhecer.

À Unesp pela oportunidade de fazer o curso.

Ao meu orientador Lucas Antonio Caritá pelas horas dedicadas a mim, pelo

suporte, pelas correções e incentivos.

À professora Marta Cilene Gadotti por me auxiliar no começo dessa caminhada.

À minha família por sempre acreditarem em mim.

Aos meus pastores pelas orações.

Aos meus amigos pelas horas de consolo, incentivo e alegrias.

Aos membros da banca pela gentileza, pelas correções e sugestões.





“Se vi mais longe,
foi porque estava sobre os ombros de gigantes”.

Isaac Newton





Resumo

Os portugueses, diante dos desafios da navegação, proporcionaram grande desen-
volvimento e aplicabilidade de técnicas advindas da Geometria Esférica, Astronomia
e seus elementos para localização terrestre. Nesse contexto, este trabalho tem por
objetivo fundamentar a teoria da Geometria Esférica, apresentando e demonstrando
resultados, para posteriormente aplicá-los em Astronomia de Posição. O texto traz
uma revisão histórica relacionando a navegação portuguesa e o uso da Geometria Es-
férica, apresenta definições e resultados matemáticos sobre Geometria e Trigonometria
Esférica, faz um estudo acerca de congruência de triângulos esféricos, demonstra a Lei
dos Senos, a Lei dos Cossenos e outros teoremas oriundos dessas leis e aborda reso-
luções de triângulos esféricos retângulos e obliquângulos. Este trabalho também traz
aplicações nos triângulos terrestre e astronômico, desenvolvendo fórmulas que relacio-
nam coordenadas terrestres e celestes úteis para solucionar problemas de localização e
estudar a dinâmica do movimento dos astros.

Palavras-chave: Geometria Esférica, Trigonometria Esférica, Geometrias não Eucli-
dianas, Astronomia de Posição, Astronomia Esférica.





Abstract

The Portugueses, facing the challenges of navigation, provided great development
and applicability of techniques arising from Spherical Geometry, Astronomy and its
elements for terrestrial location. In this context, this work aims to support the the-
ory of Spherical Geometry, presenting and demonstrating results, to later apply them
in Position Astronomy. The text provides a historical review relating Portuguese na-
vigation with the use of Spherical Geometry, presents definitions and mathematical
results on Spherical Geometry and Trigonometry, makes a study about the congruence
of spherical triangles, demonstrates the Law of Senos, the Law of Cosines and others
theorems from these laws, it carries out resolutions of spherical right and obliquulated
triangles. This work also brings applications in the terrestrial and astronomical tri-
angles, developing formulas that relate terrestrial and celestial coordinates which are
useful for solving location problems and studying the dynamics of the movement of the
stars.

Keywords: Spherical Geometry, Spherical Trigonometry, Non Euclidean Geometries,
Position Astronomy, Spherical Astronomy.
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Introdução

Acredita-se que as especulações a respeito sobre a natureza do Universo existam
desde os tempos pré-históricos. A busca por entender o que nos cerca sempre foi
constante na vida do ser humano. Ante essas indagações, entender o formato do nosso
planeta, os astros celestes, suas medidas, movimentos e distâncias em relação à Terra,
fomentaram a busca de matemáticos e astrônomos Egípcios, Babilônicos e Gregos.

Por volta de 550 a.C, o matemático grego Tales de Mileto introduziu na Grécia os
fundamentos da geometria e da astronomia egípcia. Acredita-se que ele, juntamente
com seu discípulo Anaximandro (610-546 a.C), foram os primeiros a propor mode-
los celestes baseados no movimento dos astros, não mais aceitando este fato como
consequência de ação dos deuses. Entre os matemáticos gregos da antiguidade que
observaram e conjecturaram sobre a esfericidade da Terra e o movimento dos astros,
podemos citar: Pitágoras (572-497 a.C), Filoslaus de Cretona (470-390 a.C), Eudóxio
de Cnidos (408-344 a.C), Aristóteles (384-322 a.C), Aristarco de Samos (310-230 a.C),
Eratóstenes (276-194 a.C), Hiparco (160-125 a.C) e Ptolomeu (85-165 d.C).

Todos estes matemáticos foram responsáveis por fundamentar o movimento dos as-
tros, a esfericidade terrestre, o comprimento do raio da Terra, explicaram as fases da
Lua, conceitos que foram utilizados até o renascimento, no século XVI. Vale ressaltar
que, durante a época desses matemáticos, a Matemática estava passando por um pro-
cesso de formalização, ou seja, estava começando a ser apresentada de maneira formal
com axiomas, lemas e teoremas.

Já assumindo a abordagem mais formal, podemos citar os trabalhos do matemático
Euclides (300 a.C), em especial o seu “Os Elementos”. Dentre os axiomas propostos por
Euclides, iremos abordar o quinto postulado e suas consequências. O quinto postulado
de Euclides diz: “É verdade que, se uma reta ao cortar duas outras, forma ângulos
internos, no mesmo lado, cuja soma é menor do que dois ângulos retos, então as duas
retas, se continuadas, encontrar-se-ão no lado onde estão os ângulos cuja soma é menor
do que dois ângulos retos”. Matemáticos da antiguidade e Idade Média (como: Proclus,
Nasiredin, John Wallis) acreditavam que este postulado fosse na verdade um teorema
e tentaram demonstrá-lo, porém não obtiveram sucesso.

O começo do século XIX encontrou os geômetras ainda na busca de uma “prova”
para o quinto postulado de Euclides, porém sem sucesso. Mas, ao longo dessa busca
de tantos séculos, frutos foram acumulados junto de um entendimento de novas Ge-
ometrias, denominadas não Euclidianas. Essas geometrias receberam esse nome pelo
fato de não mais serem explicadas pelos fundamentos desenvolvidos por Euclides e,
como ocorre frequentemente na Matemática, quando a descoberta de novas geome-
trias ocorreu, não foi feita por um único homem. Dentre os matemáticos envolvidos
dessa época, pode-se destacar o húngaro Jano Bolyai (1802-1860), o russo Nikolai Lo-
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24 Introdução

bachevsky (1793-7856), o alemão Felix Klein (1849-1925) e o italiano Georg Friedrich
Riemann (1826-1866). Essas geometrias foram denominadas por: Geometria Elíptica,
Geometria Hiperbólica e Geometria Esférica.

Destacando a Geometria Esférica, esta foi imprescindível para o desenvolvimento
da geografia de localização e para a navegação portuguesa. Essa navegação teve grande
salto com a formalização da Geometria Esférica, fato que também ajudou a formalizar
novos conceitos à prática. Interessantemente, antes mesmo da oficialização das novas
geometrias, os gregos, na antiguidade, já utilizavam a Geometria Esférica intuitiva-
mente para estudar Astronomia. Foi essa civilização que propôs o conceito de esfera
celeste, iniciando os primeiros estudos em Astronomia de Posição (também conhecida
como Astronomia Esférica), a qual diz respeito fundamentalmente às direções na qual
os corpos celestes são vistos, sem se preocupar com sua distância.

Nesse contexto, este trabalho tem por objetivo fundamentar a teoria da Geometria
Esférica, apresentando e demonstrando resultados, para, posteriormente, aplicá-los em
Astronomia de Posição.

No primeiro Capítulo, apresentam-se detalhes históricos que levaram à descoberta
e ao desenvolvimento da Geometria Esférica e sua aplicação na prática das navegações
portuguesas. No segundo Capítulo, demonstram-se teoremas e proposições à respeito
da Geometria Esférica. No terceiro Capítulo, encontrar-se-ão demonstrações de teore-
mas à respeito da Trigonometria Esférica. O quarto Capítulo está dedicado ao estudo
da resolução de triângulos esféricos quaisquer, ainda no contexto da trigonometria. No
quinto Capítulo, apresenta-se uma introdução à Astronomia de Posição e Geodésia. O
sexto Capítulo aborda particularidades sobre medida do tempo e movimento aparente
da esfera celeste. Finaliza-se o trabalho em seu sétimo Capítulo, onde estão aplicações
dos conceitos estudados nos capítulos anteriores no estudo analítico do movimento
diurno.

Como principais referências bibliográficas, no que diz respeito à Geometria e Trigo-
nometria Esférica, foram utilizados os seguintes textos: Gamael (1948), Pedro (1955),
Adames (2005), Oliveira e Saraiva (2013) e Caritá (2018). No que diz respeito à As-
tronomia de Posição, foram utilizados como base: Oliveira e Saraiva (2013), Boczko
(1984), Lima-Neto (2020), Gamael (1948) e Pedro (1955). Eventualmente, outros tex-
tos foram utilizados e aparecerão citados ao longo da dissertação.

Objetivo Geral

Fundamentar a teoria da Geometria Esférica, apresentando e demonstrando resul-
tados, para, posteriormente, aplicá-los em Astronomia de Posição.

Objetivos Específicos

• Contextualizar historicamente a Geometria Esférica;

• Definir elementos básicos da Geometria Esférica;

• Enunciar e demonstrar a Lei dos Senos e a Lei dos Cossenos, assim como teoremas
oriundos destes;

• Demonstrar propriedades para triângulos esféricos retângulos e obliquângulos;

• Definir elementos básicos da Astronomia de Posição;
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• Aplicar o conteúdo matemático estudado à Astronomia de Posição, criando fór-
mulas úteis e solucionando problemas contextualizados.



8 Considerações Finais

Esta dissertação assumiu como objetivo fundamentar a teoria da Geometria Es-
férica e exemplificá-la por meio de aplicações em Astronomia de Posição. Para tal,
este trabalho apoiou-se num conjunto de abordagens que contemplam: a historicidade
sobre a criação das geometrias não Euclidianas e como a Geometria Esférica foi usada
empiricamente pelos navegantes portugueses, definições e teoremas sobre a Geometria
e Trigonometria Esféricas e aplicações em Geodésia e Astronomia de Posição, a qual
diz respeito fundamentalmente às direções na qual os corpos celestes são vistos, sem se
preocupar com sua distância.

Desta forma, primeiramente foi realizada uma revisão de literatura acerca da Ge-
ometria e Trigonometria Esférica, sendo destaque alguns teoremas como o Teorema
de Lagrange, a Lei dos Senos e Cossenos, Analogias de Delambre e Napier, os quais
foram imprescindíveis às posteriores aplicações nas esferas terrestre e celeste. Foram
apresentadas demonstrações inéditas para alguns resultados, como os Teoremas 3.4 e
4.3.

Com o estudo da Geodésia e Astronomia de Posição, pôde-se localizar pontos nas
esferas terrestre e celeste, calcular distâncias entre locais diferentes no globo terrestre,
bem como calcular a separação angular entre dois astros. Ao estudar a esfera celeste,
foram observados seus planos e pontos como: Horizonte, Zênite, Equador Celeste, Polos
Celestes, entre outros. Aplicando os conceitos matemáticos estudados à Astronomia
de Posição, foram apresentados os sistemas de coordenadas celestes Horizontais, Equa-
toriais, Horárias e Eclípticas. Também foram desenvolvidas fórmulas que relacionam
as coordenadas distância zenital, ângulo horário, declinação e azimute que não são
encontradas em outras literaturas.

Para auxiliar a visualização, em diversas resoluções e cálculos desse trabalho, fo-
ram geradas figuras que exemplificassem o que estava sendo dissertado. As figuras
são inéditas em sua maioria e foram majoritariamente desenvolvidas com o GeoGebra
Clássico1.

Por fim, este trabalho mostra sua relevância e importância pelo detalhamento de
suas demonstrações e da forma didática e construtiva em que foram dispostos os con-
teúdos, capítulo a capítulo, em linguagem acessível, porém zelando pela formalidade.

1Disponível em https://www.geogebra.org/ (acesso em 20 de julho de 2020).
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