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Resumo

Os portugueses, diante dos desafios da navegagao, proporcionaram grande desen-
volvimento e aplicabilidade de técnicas advindas da Geometria Esférica, Astronomia
e seus elementos para localizacao terrestre. Nesse contexto, este trabalho tem por
objetivo fundamentar a teoria da Geometria Esférica, apresentando e demonstrando
resultados, para posteriormente aplicéd-los em Astronomia de Posicao. O texto traz
uma revisao historica relacionando a navegagao portuguesa e o uso da Geometria Es-
férica, apresenta defini¢oes e resultados matematicos sobre Geometria e Trigonometria
Esférica, faz um estudo acerca de congruéncia de triangulos esféricos, demonstra a Lei
dos Senos, a Lei dos Cossenos e outros teoremas oriundos dessas leis e aborda reso-
lugoes de triangulos esféricos retangulos e obliquangulos. Este trabalho também traz
aplicagoes nos triangulos terrestre e astrondémico, desenvolvendo féormulas que relacio-
nam coordenadas terrestres e celestes tteis para solucionar problemas de localizacao e
estudar a dinamica do movimento dos astros.

Palavras-chave: Geometria Esférica, Trigonometria Esférica, Geometrias nao Eucli-
dianas, Astronomia de Posi¢ao, Astronomia Esférica.






Abstract

The Portugueses, facing the challenges of navigation, provided great development
and applicability of techniques arising from Spherical Geometry, Astronomy and its
elements for terrestrial location. In this context, this work aims to support the the-
ory of Spherical Geometry, presenting and demonstrating results, to later apply them
in Position Astronomy. The text provides a historical review relating Portuguese na-
vigation with the use of Spherical Geometry, presents definitions and mathematical
results on Spherical Geometry and Trigonometry, makes a study about the congruence
of spherical triangles, demonstrates the Law of Senos, the Law of Cosines and others
theorems from these laws, it carries out resolutions of spherical right and obliquulated
triangles. This work also brings applications in the terrestrial and astronomical tri-
angles, developing formulas that relate terrestrial and celestial coordinates which are
useful for solving location problems and studying the dynamics of the movement of the
stars.

Keywords: Spherical Geometry, Spherical Trigonometry, Non Euclidean Geometries,
Position Astronomy, Spherical Astronomy.
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Introducao

Acredita-se que as especulagoes a respeito sobre a natureza do Universo existam
desde os tempos pré-histéricos. A busca por entender o que nos cerca sempre foi
constante na vida do ser humano. Ante essas indagacgoes, entender o formato do nosso
planeta, os astros celestes, suas medidas, movimentos e distancias em relacao a Terra,
fomentaram a busca de mateméticos e astronomos Egipcios, Babilonicos e Gregos.

Por volta de 550 a.C, o matematico grego Tales de Mileto introduziu na Grécia os
fundamentos da geometria e da astronomia egipcia. Acredita-se que ele, juntamente
com seu discipulo Anaximandro (610-546 a.C), foram os primeiros a propor mode-
los celestes baseados no movimento dos astros, nao mais aceitando este fato como
consequéncia de acao dos deuses. Entre os mateméaticos gregos da antiguidade que
observaram e conjecturaram sobre a esfericidade da Terra e o movimento dos astros,
podemos citar: Pitagoras (572-497 a.C), Filoslaus de Cretona (470-390 a.C), Eudéxio
de Cnidos (408-344 a.C), Aristoteles (384-322 a.C), Aristarco de Samos (310-230 a.C),
Eratostenes (276-194 a.C), Hiparco (160-125 a.C) e Ptolomeu (85-165 d.C).

Todos estes mateméticos foram responséveis por fundamentar o movimento dos as-
tros, a esfericidade terrestre, o comprimento do raio da Terra, explicaram as fases da
Lua, conceitos que foram utilizados até o renascimento, no século XVI. Vale ressaltar
que, durante a época desses matematicos, a Matemaética estava passando por um pro-
cesso de formalizagao, ou seja, estava comecando a ser apresentada de maneira formal
com axiomas, lemas e teoremas.

J& assumindo a abordagem mais formal, podemos citar os trabalhos do mateméatico
Euclides (300 a.C), em especial o seu “Os Elementos”. Dentre os axiomas propostos por
Euclides, iremos abordar o quinto postulado e suas consequéncias. O quinto postulado
de Euclides diz: “E verdade que, se uma reta ao cortar duas outras, forma angulos
internos, no mesmo lado, cuja soma é menor do que dois angulos retos, entao as duas
retas, se continuadas, encontrar-se-ao no lado onde estao os angulos cuja soma ¢ menor
do que dois angulos retos”. Matematicos da antiguidade e Idade Média (como: Proclus,
Nasiredin, John Wallis) acreditavam que este postulado fosse na verdade um teorema
e tentaram demonstréi-lo, porém nao obtiveram sucesso.

O comego do século XIX encontrou os gedmetras ainda na busca de uma “prova”
para o quinto postulado de Euclides, porém sem sucesso. Mas, ao longo dessa busca
de tantos séculos, frutos foram acumulados junto de um entendimento de novas Ge-
ometrias, denominadas nao Euclidianas. Essas geometrias receberam esse nome pelo
fato de nao mais serem explicadas pelos fundamentos desenvolvidos por Euclides e,
como ocorre frequentemente na Matematica, quando a descoberta de novas geome-
trias ocorreu, nao foi feita por um tnico homem. Dentre os mateméaticos envolvidos
dessa época, pode-se destacar o hingaro Jano Bolyai (1802-1860), o russo Nikolai Lo-
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24 Introducgao

bachevsky (1793-7856), o alemao Felix Klein (1849-1925) e o italiano Georg Friedrich
Riemann (1826-1866). Essas geometrias foram denominadas por: Geometria Eliptica,
Geometria Hiperbolica e Geometria Esférica.

Destacando a Geometria Esférica, esta foi imprescindivel para o desenvolvimento
da geografia de localizacao e para a navegagao portuguesa. Essa navegacao teve grande
salto com a formalizacao da Geometria Esférica, fato que também ajudou a formalizar
novos conceitos a pratica. Interessantemente, antes mesmo da oficializacao das novas
geometrias, os gregos, na antiguidade, ja utilizavam a Geometria Esférica intuitiva-
mente para estudar Astronomia. Foi essa civilizacao que propos o conceito de esfera
celeste, iniciando os primeiros estudos em Astronomia de Posigao (também conhecida
como Astronomia Esférica), a qual diz respeito fundamentalmente as diregdes na qual
os corpos celestes sao vistos, sem se preocupar com sua distancia.

Nesse contexto, este trabalho tem por objetivo fundamentar a teoria da Geometria
Esférica, apresentando e demonstrando resultados, para, posteriormente, aplica-los em
Astronomia de Posicao.

No primeiro Capitulo, apresentam-se detalhes histéricos que levaram a descoberta
e ao desenvolvimento da Geometria Esférica e sua aplicagao na pratica das navegagoes
portuguesas. No segundo Capitulo, demonstram-se teoremas e proposigoes a respeito
da Geometria Esférica. No terceiro Capitulo, encontrar-se-ao demonstracoes de teore-
mas a respeito da Trigonometria Esférica. O quarto Capitulo esté dedicado ao estudo
da resolucao de tridngulos esféricos quaisquer, ainda no contexto da trigonometria. No
quinto Capitulo, apresenta-se uma introducao a Astronomia de Posicao e Geodésia. O
sexto Capitulo aborda particularidades sobre medida do tempo e movimento aparente
da esfera celeste. Finaliza-se o trabalho em seu sétimo Capitulo, onde estao aplicagoes
dos conceitos estudados nos capitulos anteriores no estudo analitico do movimento
diurno.

Como principais referéncias bibliograficas, no que diz respeito a Geometria e Trigo-
nometria Esférica, foram utilizados os seguintes textos: Gamael (1948), Pedro (1955),
Adames (2005), Oliveira e Saraiva (2013) e Carita (2018). No que diz respeito a As-
tronomia de Posigao, foram utilizados como base: Oliveira e Saraiva (2013), Boczko
(1984), Lima-Neto (2020), Gamael (1948) ¢ Pedro (1955). Eventualmente, outros tex-
tos foram utilizados e aparecerao citados ao longo da dissertacao.

Objetivo Geral

Fundamentar a teoria da Geometria Esférica, apresentando e demonstrando resul-
tados, para, posteriormente, aplicid-los em Astronomia de Posic¢ao.

Objetivos Especificos

e Contextualizar historicamente a Geometria Esférica;

Definir elementos bésicos da Geometria Esférica;

Enunciar e demonstrar a Lei dos Senos e a Lei dos Cossenos, assim como teoremas
oriundos destes;

Demonstrar propriedades para triangulos esféricos retangulos e obliquangulos;

Definir elementos bésicos da Astronomia de Posicao;



Introducgao 25

e Aplicar o conteido matemético estudado & Astronomia de Posicao, criando for-
mulas tuteis e solucionando problemas contextualizados.



8 Consideracoes Finais

Esta dissertacao assumiu como objetivo fundamentar a teoria da Geometria Es-
férica e exemplifica-la por meio de aplicacoes em Astronomia de Posicao. Para tal,
este trabalho apoiou-se num conjunto de abordagens que contemplam: a historicidade
sobre a criacao das geometrias nao Euclidianas e como a Geometria Esférica foi usada
empiricamente pelos navegantes portugueses, defini¢oes e teoremas sobre a Geometria
e Trigonometria Esféricas e aplicagoes em Geodésia e Astronomia de Posi¢ao, a qual
diz respeito fundamentalmente as dire¢oes na qual os corpos celestes sao vistos, sem se
preocupar com sua distancia.

Desta forma, primeiramente foi realizada uma revisao de literatura acerca da Ge-
ometria e Trigonometria Esférica, sendo destaque alguns teoremas como o Teorema
de Lagrange, a Lei dos Senos e Cossenos, Analogias de Delambre e Napier, os quais
foram imprescindiveis as posteriores aplicagoes nas esferas terrestre e celeste. Foram
apresentadas demonstragoes inéditas para alguns resultados, como os Teoremas 3.4 e
4.3.

Com o estudo da Geodésia e Astronomia de Posicao, pdde-se localizar pontos nas
esferas terrestre e celeste, calcular distancias entre locais diferentes no globo terrestre,
bem como calcular a separacao angular entre dois astros. Ao estudar a esfera celeste,
foram observados seus planos e pontos como: Horizonte, Zénite, Equador Celeste, Polos
Celestes, entre outros. Aplicando os conceitos matemaéticos estudados a Astronomia
de Posicao, foram apresentados os sistemas de coordenadas celestes Horizontais, Equa-
toriais, Horarias e Eclipticas. Também foram desenvolvidas férmulas que relacionam
as coordenadas distancia zenital, angulo horario, declinagdo e azimute que nao sao
encontradas em outras literaturas.

Para auxiliar a visualizacao, em diversas resolugoes e célculos desse trabalho, fo-
ram geradas figuras que exemplificassem o que estava sendo dissertado. As figuras
sao inéditas em sua maioria e foram majoritariamente desenvolvidas com o GeoGebra
Classico®.

Por fim, este trabalho mostra sua relevincia e importancia pelo detalhamento de
suas demonstracoes e da forma didatica e construtiva em que foram dispostos os con-
tetudos, capitulo a capitulo, em linguagem acessivel, porém zelando pela formalidade.

!Disponivel em https://www.geogebra.org/ (acesso em 20 de julho de 2020).
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