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Resumo

Sejam A um operador fechado e densamente definido em um espago de Banach X
e f € L*(]0,7]; X). O objetivo deste trabalho é apresentar uma condigao necessaria
e suficiente para a existéncia de solucao weak, dada por J. Ball, do problema

d
{Eu(t) = Au(t) + f(t), t>0
u(0) = .

Neste caso, a solugao weak coincide com a solugao mild (dada pela Férmula da
Variagao das Constantes).

Como aplicacao, estudaremos um problema de valor inicial e de fronteira para
equacgoes parabdlicas de segunda ordem e concluiremos que sua solucao fraca, no
sentido usual de EDP’s; coincide com a solugao mild do problema de Cauchy
abstrato associado.

Palavras-chave: Semigrupos Fortemente Continuos, Problema Abstrato de
Cauchy, Solucao Fraca, Solugao Mild.
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Abstract

Let A be a closed linear operator densely defined on a Banach space X and
f € L'([0,7]; X). The purpose of this work is to present a necessary and sufficient
condition to the existence of weak solution, introduced by J. Ball, for the problem

d
{Eu(t) = Au(t) + f(t), t>0
u(0) = .

In this case, the weak solution coincides with the mild solution (given by the
Variation of the Constants Formula)

As an application we study an initial boundary value problem for a second order
parabolic and conclude that its weak solution, coincides with the mild solution of
the associated Abstract Cauchy Problem.

Keywords: Strongly Continuos Semigroup, Abstract Cauchy Problem, Weak
Solution, Mild Solution.
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Introducao

Muitos fenomenos da natureza, tais como conducao de calor, correntes oceanicas,
decaimento radioativo, resfriamento de um corpo, dentre muitos outros, sao descritos através
de Equagoes Diferenciais. O estudo dessas equagoes é um importante ramo da Matematica que
se consolidou com a criacao do Célculo Diferencial e Integral e tem recebido muita atencao
desde entao.

Na Literatura Matematica pode-se observar o grande niimero de trabalhos desenvolvidos
nessa area, englobando o estudo das equacoes diferenciais ordinarias, parciais e funcionais.
Observa-se ainda, que muitas dessas equacoes podem ser descritas através de um Problema de

Cauchy Abstrato da forma

du(t)
5 = Au(t)+ f(t), t>0 (1)
u(0) = =z,

em que X é um espago de Banach, A: D(A) C X — X é um operador linear, f é uma funcao
conhecida e u é a fungao incognita.

A vantagem de trabalharmos com uma equacao na forma abstrata é que podemos
utilizar a teoria de Semigrupos de Operadores Lineares, bem como muitos resultados da Andlise
Funcional. Em [2], J. Ball introduziu o conceito de solugao weak para o problema abstrato (1).
Encontrar uma relacao entre esta solucao e a mild, ja bem conhecida na teoria de semigrupos, foi
a principal motivagao desse trabalho. Aqui, apresentamos uma condi¢ao necessaria e suficiente
para a existéncia e unicidade da solugdo weak para o problema abstrato (1) e mostramos sua
equivalencia com a solugao mild.

Contudo, quando colocamos uma equacao diferencial em sua forma abstrata e
procuramos por uma solugao, nos deparamos com a seguinte questao: Qual a relagao entre
a solucao fraca de uma EDP, no sentido usual da teoria de equacoes diferenciais parciais, e a
solucao mild, ou weak, no sentido da teoria de semigrupos?

Motivados por esta pergunta, e pelo fato de que este tema é delicado e nao é facilmente

encontrado na literatura, analisamos um problema de valor inicial e fronteira para equagoes
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parabdlicas de segunda ordem e concluimos que as solugoes fraca, mild e weak coincidem.

Organizamos este trabalho de forma a apresentar, no Capitulo 1 os pré-requisitos
necessarios a serem utilizados no decorrer do trabalho. Neste Capitulo, iniciamos com o estudo
dos Espacos LP e de Sobolev, bem como o dos Espacos Envolvendo Tempo. Nas préoximas secoes
introduzimos o conceito de Semigrupos de Operadores Lineares Limitados e seus Geradores
Infinitesimais.

No Capitulo 2 estudamos o problema abstrato (1), inicialmente quando A gera um
Co-semigrupo {T'(t)}>0 C B(X), f é continuamente diferencidvel e x € D(A), e neste caso
mostramos que existe uma unica solu¢ao u deste problema a qual é dada pela Foérmula da

Variacao das Constantes

u(t) =T(t)x + /OtT(t —s)f(s)ds, t > 0. (2)

Observamos que se z € X, entdo a menos que o semigrupo {T'(t)}>0 € B(X) e f
possuam propriedades especiais, em geral, u dada por (2) nao é solugao de (1). A partir disto,
introduzimos os conceitos de solugdo mild e de solu¢ao weak de (1), sendo o tultimo dado por
J. Ball em [2].

Tendo em vista tais conceitos, provamos o resultado central desta Dissertacao, o qual
estabelece a equivaléncia entre estas duas solugoes.

No Capitulo 3, como aplicacao, estudamos um problema de valor inicial e fronteira para
equagoes parabodlicas de segunda ordem e concluimos que sua solucao fraca, no sentido usual de
EDP’s, também coincide com a solucao mild do Problema de Cauchy Abstrato associado, que
por sua vez, ¢ a solucao weak introduzida por J. Ball.

Como Apéndice, ha uma secao voltada para Operadores Lineares, contendo definigoes
e importantes resultados da Analise Funcional, tal como o Teorema da Limitacao Uniforme,
outra se¢ao contendo o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, uma importante
ferramenta usada no decorrer de todo o trabalho e também uma secao onde é introduzido o

conceito de integracao em Espacos de Banach.



CAPITULO

Preliminares

Neste capitulo, estabelecemos alguns dos principais pré-requisitos para o desenvolvimento

da teoria necessaria para esta dissertagao.

1.1 Espagos LP e de Sobolev

Nesta secao apresentaremos os espacos de Sobolev, que muitas vezes, tem a configuracao
adequada para se aplicar as idéias da Analise Funcional afim de obter informacoes sobre

equagoes diferenciais parciais.

Definicao 1.1.1 Um wvetor da forma o = (aq,--- , ), em que cada componente o; € um

inteiro nao-negativo, é chamado de multi-indice de ordem
|a| :a1+"'+an-

Definicao 1.1.2 Seja Q2 C R"™ aberto e u : 2 — R. Dado um multi-indice o, definimos

dlolu(z)

D* = .
U(.T) 8.7;10[1 e aajnan

Se k € um inteiro nao-negativo,
D*u(z) := {Du(x); |a| =k},

o conjunto de todas as derivadas parciais de ordem k.
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1.1 Espacos LP e de Sobolev

Observagao 1.1.1 Se k =1, considera-se os elementos de Du, dispostos em um vetor, isto €,
Du = (ug,,- - ,u,,) = vetor gradiente.

Se k = 2, considera-se os elementos de D*u dispostos em uma matriz, isto é,

Pu . _u
0x2 010z,
D*u = . = matriz hessiana.
0%u . 0%u
OxnOx1 Ox2 nxn
Além disso,
n
0%u .
Au = — = tr (D*u) = laplaciano de u.
i=1 O]

Definicao 1.1.3 Dada uma funcao u : Q — R, o suporte de u € o fecho, na topologia do R",

do conjunto de pontos de €2, onde u nao se anula, isto €,

supp(u) = {z € ; u(x) # 0}.
Definicao 1.1.4 Dado Q) um aberto do R™, definimos
Co(2) ={u:Q—=R; uelC®) eu possui suporte compacto}.
Seu e C°(U), dizemos que u é uma fungdo teste.

Definigao 1.1.5 Seja 2 C R™ um conjunto mensurdvel a Lebesque. Para 1l < p < 00, 0 espaco
LP(QY) € o conjunto das fungoes mensurdveis (classes de equivaléncia) a Lebesque, tais que |u|P

tem integral de Lebesque em ) finita, isto €,

Q) = {u Q- R;/Qm(x)\p dz < oo} . (1.1)

Munido das operagoes usuais de fungoes, L”(£2) é um espago de Banach com a norma definida

ful = ( [ ru<x>|f’dx)'l’. (12)

O espago L?(Q) ¢ um espago de Hilbert com o produto interno definido por

por

(U, v) 2(0) = /Qu(x)v(x) dx.

Definicao 1.1.6 O espaco L>*(Q2) € o conjunto das fung¢oes mensurdveis (classes de

14



1.1 Espacos LP e de Sobolev

equivaléncia) a Lebesque, as quais sdo essencialmente limitadas em ), isto é,
L>®(Q) ={u:Q — R;u € limitada q.t.p. em Q}, (1.3)

onde o termo q.t.p. significa em quase toda parte.

Para toda u € L>(S?), define-se a norma de u por
llu|| = supess (u) = inf{M > 0; |u(x)| < M q¢.t.p. em Q}. (1.4)

Definigao 1.1.7 Seja u : @ — R uma funcao mensurdvel. Dizemos que u € localmente

integravel em §2, se / |u(z)| dz < oo, para todo compacto K de . O espago dessas fungoes é
K
denotado por L}, ().

loc

Para todo p > 1, vale que LP(Q) C L}, .(Q). Observamos ainda, que C§°(£2) é denso em
LP(Q), (ver [1]).

Definigao 1.1.8 Dadosu,v € L} () e a um multi-indice, dizemos que v € a a-ésima derivada

loc

fraca de u, e escrevemos,
D% = v,
se
/uD% dzx = (—=1)l / v dz, (1.5)
Q Q

para toda funcgdo teste ¢ € C(€2).

Em outras palavras, se dada u, acontecer de existir uma funcao v, que verifica (1.5), diz-se
que D*u = v no sentido fraco. Se nao existe tal func¢ao v, entdo u nao possui uma «a-ésima
derivada parcial fraca.

A a-ésima derivada parcial fraca de uma funcao u, se existe, é iinica a menos de um conjunto

de medida nula, (ver [5] para mais detalhes).

Exemplo 1.1.1 Considere

r, se 0<ax<1
u(z) =
1, se 1<z<2.

Tem-se que Du = v, no sentido fraco, em que

1, se O0<ax <1
v(z) =
0, se I1<z<2.

De fato, para isto deve-se mostrar que

2 2
/ uD¢ dv = —/ vo dr, Vo € C5°(2), em que Q = (0,2).
0 0
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1.1 Espacos LP e de Sobolev

Note que

2 1 2
/ uD¢ dx = / uD¢ dx —|—/ uD¢ dx
0 0 1

1 2
= / xD¢ dx—i—/ D¢ dx
0 1

1 1 )
= a0l — [ ¢ do Jim o(t) - 001
1

_ ¢<1)—/0 6 dr— 6(1)

donde seque o resultado.

Exemplo 1.1.2 Seja

r, se 0<zr<l1
u(z) =
2, se l<ax<?2.

Nao existe derivada fraca de u. De fato, para isto devemos mostrar que nao existe qualquer

fungdo v € L, .(Q) satisfazendo

loc

2 2
/ uD¢ dx = —/ v dx, Yo € C (), (1.6)
0 0

em que 2 = (0,2).

Suponha que (1.6) seja vdlida para alguma func¢ao v e qualquer funcao teste ¢. Entao,

—/02U¢dx = /jquﬁdw

1 2
= /:chdeJr/ 2D¢ da
0 1

= wof,— [ ot 2Ll o) - 601

t—2—

16



1.1 Espacos LP e de Sobolev

Agora, escolha uma sequéncia {¢,}°_, de fungoes suaves satisfazendo
0< dm <1, dop(l) =1, dp(x) =0, Vo # 1.

Acima, substituindo ¢ por ¢,, e fazendo m — oo, pelo Teorema B.1, tem-se

m—0o0 m—00

1= lim ¢,(1) = lim [/2 VO dr — /1 gbmdx} =0,
0 0

0 que é uma contradicao.

Portanto, nao existe a derivada de u, no sentido fraco.
A demonstragao do préximo resultado pode ser encontrada, por exemplo, em [6].

Lema 1.1.1 (Lema de DuBois - Raymond) Seja u € L},.(Q2). Suponha que

loc
/ up dr =0,
Q

para toda ¢ € C°(2). Entao u=0 ¢.t.p. em Q.

Definicao 1.1.9 Fize 1 < p < 00 e seja k um inteiro nao-negativo. O espago de Sobolev
WHrP(Q) € definido por

WHhP(Q) = {u € LP(Q); D*u existe para todo multi-indice o, tal que || < k e D*u € LF(Q)},

em que D* € a derivada no sentido fraco.

Além disso, se u € W*P(Q), sua norma é definida por

Z / |D%u|Pdx (1<p<o0)
Q

HUHW’W(Q) = la| <k

Z supess| D“u| (p = 00).

o] <k

Observagao 1.1.2 Para p = 2, denota-se por H*(Q) o espagco W*2(Q), (k = 0,1,...). O
espago H*(Q) é um espago de Hilbert.
Note que H°(Q) = L*(Q).

Defini¢ao 1.1.10 Denotamos por Wi (Q) o fecho de C°(Q) em WHP(Q).
Sendo AN suave, interpreta-se Wy™”(Q) como o conjunto das funcoes u € W*P(Q) tais que

“D*u = 0 em 097, para todo multi-indice «, com |a| < k — 1.
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1.1 Espacos LP e de Sobolev

Definigao 1.1.11 Denotamos por H=(Q) o espago dual de H}(Q).
Se f € HY(Q), entdo existem funcoes fo, f1,..., fn € L*(Q), tais que

f(v):/Qfgvth/Qﬁ%,veHé(Q),

£ = max [ fill 2(0)-

0<i<n

Vale ressaltar as sequintes inclusoes continuas: Hg(2) C L*(Q2) € HY(Q).

1.2 Espacos Envolvendo o Tempo

Nesta secao estudaremos outros tipos de espacos de Sobolev, que envolvem funcgoes do
tempo com valores em espacos de Banach. Tais espacos serao essenciais para a construcao do
conceito de solugao fraca das EDP’s lineares parabdlica de segunda ordem que abordaremos no
Capitulo 3.

Seja X um espago de Banach, com norma || - ||.

Definigao 1.2.1 Uma fungao f : [0,7] — X € dita fortemente mensurdvel se existe uma
sequéncia de funcgoes simples {fi}iq, fr : [0,7] = X, tal que fr(t) — f(t), para quase todo
te0,7].

Definigao 1.2.2 O espago LP([0,7]; X) consiste de todas as fungoes fortemente mensurdveis

w:[0,7] = X, com

T p
wmmwmwz(AHMMWﬁ)<an para 1< p < oo,

||| oo (0,71;x) := supess|lu(t)|| < oo.
0<t<r

Definicao 1.2.3 O espaco C([0,7]; X) consiste de todas as fungoes continuas u : [0,7] — X,

com

lulleqo,m:x) := sup |lu(t)|| < oo.
0<t<r

Definigao 1.2.4 Seja u € L*([0,7]; X). Diz-se que v € L'([0,7]; X) € a derivada fraca de u, e

EeSCreve-se U/ = U, Se
/wﬁﬂ@ﬁz—/¢®MWm
0 0

para toda funcgao teste ¢ € C3°(0,T).
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1.2 Espacos Envolvendo o Tempo

Definigao 1.2.5 O espaco de Sobolev WP([0,7]; X) consiste de todas as fungoes
u € LP([0,7]; X), tais que v’ existe no sentido fraco e pertence a LP([0,7]; X). Além disso,

Whr([0,7]; X) € um espago vetorial normado com norma

([ o+ o dt); ey

[ullwreo,mx) = ,
supess (|[u(t)|| + [/ ()]]) se p = 0.
0<t<r

O resultado a seguir sera ttil para o desenvolvimento da aplicacao que apresentaremos no

Capitulo 3. Sua demonstracao pode ser encontrada, por exemplo, em [5].

Teorema 1.2.1 Se u € L*([0,7]; H3(Q)), com o' € L*([0,7]; H1(Q)), entdo
u e (0,7 ()

1.3 Semigrupos de Operadores Lineares Limitados

Algebricamente, um semigrupo é um par ordenado (S, *) consistindo de um conjunto nao-
vazio S e uma operacao binaria associativa x sobre a qual S é fechado, isto é, se z,y € S, entao
rxy € S. Em contraste com um grupo, um semigrupo pode ou nao ter um elemento identidade,
e dado um elemento de S, ele pode ou nao ter um inverso, com relagao a operagao .

No que se segue, o conjunto S consistira de uma familia de operadores lineares limitados
(ou seja, continuos) definidos em um espago de Banach X e a operagao * serd a composicao de

operadores, denotada pela justaposicao dos mesmos.

Definicao 1.3.1 Um Cy-semigrupo ou semigrupo fortemente continuo de operadores lineares

limitados em um espago de Banach X € uma familia {T(t)}>0 C B(X), tal que
(1) T(0) = I, o operador identidade em X;
(i7) T(s)T'(t) =T(s+1t), Vs, t > 0;

(1ii) Para cada x € X fizado, T'(t)x — z, quando t — 0.

Observagao 1.3.1 1. A condi¢cdo (ii) assequra que a familia {T(t)}s>0 € fechada com

relacao a composicao de operadores e, portanto, formam um semigrupo.

2. Por (i) o semigrupo é comutativo, pois
T(S)T(t)=T(s+t)=T(t+s)=T(t)T(s),Vs,t > 0.

De (i) e (i1) seque que o semigrupo possui um elemento identidade T'(0). Logo, (i) e (ii)

fornecem a estrutura algébrica do semigrupo.
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1.3 Semigrupos de Operadores Lineares Limitados

Lema 1.3.1 Se {T'(t)}+>0 C B(X) é um Cy-semigrupo, entao a fungao t — T(t)x é continua
de (0,00) em X, para todo x € X.

Demonstragao: Sejat > 0e x € X. Note primeiro que para h > 0, tem-se

1Tt +h)e =T@)zl| = [T@)T(h)x —T(t)x]|
< [[TOIT(h)x = x|,

assim, visto que {T'(t)}+>o ¢ um Cp-semigrupo, }lliné IT(h)x — z|| = 0, o que implica que
%
lim | T(t 4+ h)x — T'(t)z| =0,
h—0

garantindo que ¢ — T'(t)z é continua a direita de ¢.

Para mostrarmos a continuidade a esquerda, mostremos primeiramente que 7'(s) é limitado
para todo s € [0,f + 1]. Note que existem § > 0 e M > 1, tais que ||T(s)|| < M, Vs € [0,4d].
De fato, se isto nao ocorresse existiria uma sequéncia {s,}>,, s, — 0%, tal que ||T'(s,)|| > n,
Vn € N. Assim, pelo Teorema A.3, || T(s,)z|| nao seria limitada para pelo menos um z € X, o
que contradiz (4i7) da Definigdo 1.3.1. Além disso, M > 1, pois ||T(0)|| = 1, por (i) da Defini¢ao
1.3.1.

Seja n € N o primeiro natural tal que nd >t + 1. Se s € [0, + 1], existem k € [0,n] e
€ €10, 4] tais que s = ko + &.

Logo,
IT(s)l = [Tk + I < [T E)NT |
< NT@FIT @ < M* M = MFH
S Mn+1.

Portanto ||T(s)| < M™™,Vs € [0,¢ + 1].
Agora, para h >0talque h<te0<t—h<t+1, tem-se

Tt —h)x—T#)x|| = [Tt —h)x—T({—h+h)z|
= |IT(t—h)x+T(t—h)T(h)x|
< T = h)lfle =T (h)z|
< Mg - T(h].

Logo, como }llim |T(h)x — z|| = 0, obtém-se que }lLirr(l)HT(t — h)x — T(t)z|| = 0 e assim,
—
t — T'(t)x é continua a esquerda de t. [
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1.3 Semigrupos de Operadores Lineares Limitados

Exemplo 1.3.1 (Cy-semigrupos de translagoes) Considere X = LP(0,00), em que

I1<p<ooelfll,= (/ |f(x)|pda?) .
0
Para cada t > 0, defina o operador T'(t) em X da segquinte forma: para uma funcao dada
f € X, defina a fungio T(t)f em [0,00) por

T(t)fl(x) = f(z+1), x €]0,00). (1.7)

A expressao [T (t)f](x) estd bem definida para quase todo x se t > 0 é fizado. O operador
T(t) € um operador translagao e corresponde ao movimento do grifico de f, t unidades para a
esquerda.

Observe que

HﬂWMzA mwuwm:[rmwwsl )Py = £,

ou seja, para cada t > 0,

1T fllp < [ fllp, VFeX. (1.8)
Assim, {T'(t) }+>0 € B(X). Note que [T(0)f](z) = f(x), ou seja T'(0) = I. Além disso,

[T()T ) f1(x) = [T(s)lx +1) = flx+t+5) = [T(s + 1) f](2),

para todo s,t > 0. Portanto, (i) e (ii) da Defini¢ao 1.3.1 se verificam.

Para estabelecer (iii) devemos mostrar que, quando t — 07,

HT®f—ﬂb=(AmV®+w—f@Wm>p%0 (1.9)

Suponha que f € C§(0,00). Assim, existem nimeros reais a e b, com 0 < a < b < 00

tal que f(x) = 0, se x & [a,b]. Assuma, sem perda de generalidade, que 0 < t < g, Entao
flz+t)— f(z) se anula fora de [g, b] . Além disso, pelo Teorema do Valor Médio, para qualquer

s [g,b} et e [O, g), existe ¥ € (0,1) tal que

flx+1t)— f(x) =tf (z+ It).

Embora ¥ dependa em primeira instancia de x e t, vemos que x + Ut sempre estard no

intervalo [g,ZH— g} sobre o qual f' € limitada por uma constante M, digamos. Assim, para
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1.3 Semigrupos de Operadores Lineares Limitados

a
0<t< 3 obtém-se

(AWU@+®—f@W%0; _ ‘ébﬂx+ﬂf@V®>;
_ ﬁ tf (x + z?t)]”dm)

/j@M)pdx)

- tM(b—%)Z—m,

3 =

IN

quando t — 07. Logo, (1.9) verifica-se neste caso.

Para provar o resultado para qualquer f € LP(0,00), usaremos o fato que C3°(0,00) € denso
em LP(0,00), para 1 < p < oo, ou seja, existe uma sequéncia {f,}>2, de fung¢oes em C§°(0, 00)
tal que

| — fll, = 0, quando n — oc.

Dado € > 0, escolha uma funcao fn nesta sequéncia, para a qual

iy = fllp < 5- (1.10)

Para esta funcao, obtém-se valores de a,b e M como no caso anterior.

Entao, para 0 <t < g, usando a desigualdade triangular para || - ||, obtém-se
IT@f = flly < W@ =TSN+ 1TE 5 = fnllo + 15 = fll
ayp
< T = wlllp+ e (5=35)7 +1fx = flly

1F = fxlly+ 63 (b= 3)" +1lfx = flly

IN

1
€ a\y €
< s (b-2)7 42
2 * 2 * 2

Fazendo t — 0%, tem-se lim+ NT(&)f — fll, < e. Como e é arbitrario, fica provado (1.9),

t—0

para toda f € LP(0,00), 1 <p < 0.

Isto completa a prova de que {T'(t)}1>0 € um Cy-semigrupo de operadores lineares limitados

em (LP(0,00), || - ||), para 1 < p < oo.

Definigao 1.3.2 Seja {T'(t)}i>0 um Co-semigrupo de operadores lineares limitados em um
espago de Banach X. {T(t)}+>0 € chamado
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1.3 Semigrupos de Operadores Lineares Limitados

(1) Co-semigrupo de isometrias, se

[T@ =171 vt =0, f e X.

(11) Co-semigrupo de contragoes, se

|1T(t)| <1, Vi >0.

Exemplo 1.3.2 O Cy-semigrupo de translagoes no Fxemplo 1.3.1 é um Cy-semigrupo de

contragoes em LP(0,00), para 1 < p < oo, em vista de (1.8).

Finalmente, mencionaremos um pouco da idéia correspondente a grupos.
Exigiremos agora que a familia {7'(t) };cr de operadores lineares limitados em um espacgo de
Banach X esteja definida para todo t € R, ou seja, existe um operador para cada nimero real

t, nao apenas para cada t nao-negativo. Por analogia a Definicao 1.3.1, tem-se

Definicao 1.3.3 Um Cy-grupo ou grupo fortemente continuo de operadores lineares limitados

em um espago de Banach X € uma familia {T(t)}er C B(X), tal que
(i) T(0) =1, o operador identidade em X ;

(i7) T(s)T'(t) =T(s+1t), para todo s,t € R;

(iii) Para cada x € X fizado, T(t)r — x, quando t — 0.

Observagao 1.3.2 Por (i) e (it), seque que

ou seja, T'(t) possui uma inversa, a saber, T'(—t).
Exemplo 1.3.3 (Cp-grupos de translagoes) Por analogia com o Exemplo 1.5.1, seja

X = LP(—00,00). Por definicio, f € X se || fl]l, = (/

|ﬂ@ﬁm)p<+m.
Como antes, defina T'(t) em X por -

T(t) fl(x) = f(zx+1), VeeRteR.

A diferenca agora é que T(t) pode ser definido para todo t € R (pois o dominio de f é R).
Imitando o Exemplo 1.3.1, podemos mostrar que obtemos um Cy-grupo de isometrias em B(X),
Ppois

/OO |f(z+1)Pdr = /OO |f(z)[Pdz, Vt € R.

o —00
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1.4 O Gerador Infinitesimal de um Cy-semigrupo.

1.4 O Gerador Infinitesimal de um Cy-semigrupo.
Nesta se¢ao, apresentaremos alguns resultados que serao importantes para nossos propésitos.

Observagao 1.4.1 Pode-se provar uma versao a valores vetoriais da regra de L’Hospital. Logo,
se {T'(t) >0 C B(X) € um Cy-semigrupo e x € X estd fizado, entdo

1 t
;/ T(u)xdu — x na norma em X, quando t — 0.
0
Definicao 1.4.1 Seja {T'(t)}>0 € B(X) um Cy-semigrupo de operadores lineares em um

espaco de Banach X e para cada t > 0, seja A; € B(X) definido por

A = % (1.11)
O gerador infinitesimal de {T(t)}+>0 € 0 operador A : D(A) C X — X definido por
Az = lim Az, (1.12)

t—0t

em que
D(A) = {z € X; Ayx tem um limite (em X), quando t — 07},

Observagao 1.4.2 D(A) é um subespago linear de X e A : D(A) C X — X € um operador

linear.

A seguir, apresentaremos alguns resultados importantes os quais serao utilizados

posteriormente.

Teorema 1.4.1 Se X € um espago de Banach real e {T(t)}i>0 C B(X) € um Cy-semigrupo,

entao existem constantes w > 0 e M > 1, tais que

|T(t)|| < Me**, vt >0. (1.13)

Demonstragao:  Note que se (1.13) se verifica, entéo ||T'(¢)|| deve ser uniformemente limitada

em qualquer subconjunto compacto da forma 0 < ¢t < t3. Isto serda a chave para a prova do
Teorema. Primeiramente, estabeleceremos uma limitagao uniforme “préxima” de 0 e entao
usaremos a estrutura algébrica para completar a prova.

Mostremos que existe t, > 0 tal que ||T(¢)|| é limitado para 0 < ¢ < t,. Para isso,
suponhamos que tal fy nao exista. Assim, para cada n = 1,2, ---, pode-se encontrar t, € R,
tal que 0 <t < ~ e |T(tn)] = n.

Observe que {||T'(¢,)]|}2, é ilimitada, assim, pelo Teorema A.3, segue que existe x € X tal
que {||T(t,)z||}o, é ilimitada. Para este x fixado, defina f : [0,1] — R por f(¢) = ||T(¢)x]|.
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1.4 O Gerador Infinitesimal de um Cy-semigrupo.

Pela Defini¢ao 1.3.1 e pela Observacao 1.3.1, f é continua e, portanto, limitada em [0, 1]. Mas
por construcao t, € [0,1], VYn. Assim, {f(t,)}52, = {||T(t,)z||}5>, ¢ limitado, o que é uma
contradicao. Isto estabelece a existéncia de um ¢, tal que ||7(¢)|] < M, para todo 0 < ¢ < t,

em que M é uma constante (finita). Note que, como
ITO) = ]l =1,

tem-se M > 1.
Agora, seja t € [0,00) arbitrario. Escreva t = nty + s, em que n é um inteiro nao negativo

e 0 < s < ty. Pelas propriedades de semigrupo, tem-se
T(t) =T(ntg+ s) = T(nty)T(s) = [T(to)]"T(s),

ou seja,

(t=s)
0

TN < ITE)™MT()I < MM = MM %o < MM,

il 1
em que M >1ety>0. Escrevendo M = e“, ou seja, w = - In M > 0, obtém-se
0

IOl < M) = M.
|

Notagao 1.4.1 Fizados niumeros reais M > 1 e w > 0, denota-se por Co(M,w) a classe dos

Co-semigrupos {T'(t) }i>0 que satisfazem (1.13).

Teorema 1.4.2 Seja {T'(t)}>0 C B(X) um Cy-semigrupo com gerador infinitesimal A.
Se x € D(A), entio T(t)x € D(A),¥t >0 e

CT(t)e = AT () = T(1) v, Vi € D(A), (1.14)

em que a derivada € a direita se t = 0.

Demonstragao: Seja x € D(A). Para provar que T'(¢t)z € D(A), para todo ¢t > 0, considere

o limite, quando h — 0%, de

Como = € D(A) e T(t) é continuo, o lado direito converge, na norma de X, para T'(t)Ax.
Assim T'(t)x € D(A) e
AT (t)x = T(t)Ax, Vx € D(A). (1.15)
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1.4 O Gerador Infinitesimal de um Cy-semigrupo.

Para t > 0, a derivada lateral a direita de T'(t)x é dada por

lim LM =TMr <%) T(t)z = AT(t)x = T(t) Az,

h—0+ h h—0+

Resta analisar as derivadas laterais a esquerda de T'(t)x, para t > 0. Para isso, troca-se h

por —h, ou seja,

T(t)x —T(t— h)x

lim = lim

h—0— h h—0t h
T _
= lim T(t —h) {M - Ax} + lim T'(t — h)Ax.
h—07+ h h—0+

Como x € D(A), o primeiro termo é 0, visto que ||T'(t — h)|| é limitado em [0, t]; enquanto o
segundo é T'(t) Az, pela continuidade forte de {T'(¢) }+>o. Para ver isto, note que para 0 < h < t,

tem-se

|T(t—h)Az —T(t)Az| = ||T(t —h)Az —T(t — h)T(h)Az||

I7(t = h)l[l[Az = T(h) Az|

Me* M| Az — T(h) Az||

< Me*"||T(h)Az — Az|| — 0, quando h — 07.

IN

IA

Assim, a derivada lateral & esquerda de T'(t)x, para t > 0, existe e é igual a T'(t)Ax. Disto
segue que para t > 0, a derivada de T'(t)x existe e é igual a T'(t)Az. Logo (1.14) se verifica. B

Teorema 1.4.3 Se {T'(t) }+>0 € B(X) € um Cy-semigrupo com gerador infinitesimal A, entao

D(A) € denso em X, isto é, D(A) = X. Além disso, A: D(A) C X — X ¢ um operador linear
fechado.

Demonstracao: Seja x € X. Primeiramente, mostraremos que para todo ¢ > 0, o elemento
t

Y = / T(u)x du pertence a D(A).

Para isto, seja h > 0 e considere

QUEs [ /0 T du] -2 /0 [T+ R — T(u)a du.

A ultima expressao pode ser reescrita como

1 t+h 1 t 1 t+h 1 h
E/h T(v)x dv — E/o T(v)x dv = E/t T(v)x dv — E/o T(v)x dv.
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1.4 O Gerador Infinitesimal de um Cy-semigrupo.

Fazendo h — 07 e usando a Observacao 1.4.1, deduz-se que

lim % { /O ) du] — Tt —

h—0t

1
Assim, y; € D(A) e Ay, = T(t)x — x. Agora, seja x; = s Entao x; também pertence a

1
D(A), pois D(A) é um subespago linear, com Az, = ;Ayt. Além disso, por L’Hospital,

1 t
r = ;/ T(u)z du — T(0)z = z, quando t — 07,
0
Assim, x é o limite de uma sequéncia de elementos em D(A). Uma vez que x € X é arbitrério,
D(A) = X.
Para provar que A é fechado, seja =, € D(A), com z, — = (€ X) e Az,, — y (€ X).
d
Devemos mostrar que x € D(A) e que Ar = y. Pelo Teorema 1.4.2, ET(t)xn =T(t)Ax,, e

assim

T(t)xy, —x, =T(t)x, —T(0)z, = /OtT(u)Awn du, Vt>0. (1.16)

Agora, pelo Teorema 1.4.1, conclui-se que ||T(u)|| é limitada para 0 < u < ¢, ou seja,

/OtT(u)Amn du — /OtT(u)y du /Ot T(u){ Az, — y} du

t
< / IT(w)ll| Az, — g du
< COl|Az, — yllt.

para alguma constante C' > 0.

t t
Assim, / T(u)Az, du — / T(u)y du e fazendo n — oo em (1.16), tem-se
0 0

Tt)r —x = /0 T(u)y du,

pois T'(t) é continuo.

Logo, por L'Hospital, segue que

T(t)r —x 1

quando t — 0%,
Assim, z € D(A) e Az = y como desejado. Isto completa a prova, ja que a linearidade é

imediata, em vista da Observagao 1.4.2.
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1.4 O Gerador Infinitesimal de um Cy-semigrupo.

Teorema 1.4.4 Seja X um espaco de Banach real.  Se {S(t)}h>0 e {T(t)}>0 sao
Co-semigrupos de operadores lineares limitados em X com mesmo gerador infinitesimal A,
entao S(t) = T(t), para todo t > 0, isto €, um Cy-semigrupo € unicamente determinado por

seu gerador infinitesimal.

Demonstragao: O caso t = 0 é imediato, pois 7'(0) = S(0) = I por definicao.

Agora, fixe t > 0. Para z € D(A), defina f : [0,t] — X por
f(s)=T(t—s)S(s)x, 0<s<t.

Observe que,

fO)=T(t—-0)S0)z =T(t) [z =T(t)x

F(t) =T(t —)St)x = IStz = S(t).

Mostraremos agora que f(s) é constante em 0 < s < ¢t. Pelo Teorema 1.4.2, tem-se

T(t—s—h)S(s+h)x—T(t—s)S(s)z

d .
E{T(t —$)S(s)z} = lim

_ ;;Z T(t—s—h)S(s+ 2)2 —T(t—s)S(s+h)z
+ lim T(t—s)S(s+ h)z —T(t—s)S(s)x
T [Tt —s—h) — Zz;(t — 5)]S(s + h)o
+lim T(t—s)[S(s Z h)x — S(s)z]
= Tt —s—h) {[_TT(}L)} S(s+ h)z
VI - ) S(s + h)z — S(s)x
= —lmT({ —s—h) [%] S(s+ h)x + T(t — s)%S(s)x
= —lmT({—s—h) [%] S(s+h)z +T(t —s)AS(s)z.

T(h) — I

Mostremos que }llirr(l) T(t—s—h) { ] S(s+h)x=T(t—s)AS(s)z.

Observe que
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1.4 O Gerador Infinitesimal de um Cy-semigrupo.

HT(t—s—h) [T@;_I} S(s + h)z — T(t — 5)AS(s)z H

< HT(t—s—h)[T(h) ]S( )z —T(t—s —h)[T(h)_I}S(s)mH

h
H (t—s —h[ I}s T(t — s — h)AS(s) H
+ |7t - s —h)AS() —T(t - s)AS(s)z||
= L+ L+

Agora, mostraremos que I, I, I3 — 0, quando h — 0. De fato,

(i) Caso I, — 0:

ho= |re-s-n)

S(s+h)x — S(s)x] _ S(s+h)x—S(s)x H

[ ]
+ () AS () — <>||+HAS ==

< Me*t [Me H st h)

() - 1AS(s)a] + ”AS(s)g: _ St S<S>xm o

A A A
=
=
=

h S<3)‘”—AS(S)xH

quando h — 0.

(17) Caso Iy — 0:

I HT(t— — h) [T(h})l_[] S(s)x —T(t — s — h)AS(s) H
et | [P s aser]
e ]

quando h — 0.



1.4 O Gerador Infinitesimal de um Cy-semigrupo.

(73i) Caso I3 — 0:

Iy = ||IT(t—s—h)AS(s)x —T(t — s)AS(s)z||
= ||[T(t—s—h)=T(t—s)AS(s)z|] — 0,

quando h — 0.
Logo,

%{T(t —5)S(s)z} = =T(t —s)AS(s)x + T(t — s)AS(s)x = 0.

Assim, conclui-se que f(s) é, de fato, constante em 0 < s < t. Além disso, tem-se
S(t)x = T(t)z, para qualquer x € D(A).

Finalmente, seja x € X. Pelo Teorema 1.4.3, existe uma sequéncia {z,}>*, C D(A) tal

que x, — x, quando n — oo. Pelo caso anterior S(t)z, = T(t)z,, paran =1,2,---. Fazendo
n — oo e usando a continuidade de S(t) e T'(t), tem-se S(t)x = T'(t)z, para todo x € X.
Portanto, S(t) = T'(t) como operadores em X. |

A prova do préximo resultado pode ser encontrada em [15].

Teorema 1.4.5 Se X é um espago reflexivo e A € o gerador do Coy—semigrupo {T'(t) }+>0, entao

A* € o gerador do Co—semigrupo {T'(t)* }+>o.
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CAPITULO

2

Solucoes Mild e Weak

2.1 O Problema de Cauchy Abstrato

Sejam X um espaco de Banach, A : D(A) C X — X um operador linear e f : [0,7) — X,
7 > 0. Dado = € X, o problema de Cauchy abstrato para A, com condi¢ao inicial z, consiste

em encontrar uma solugao u(t) para o problema de valor inicial

d
au(t) = Au(t)+ f(t), 0<t<rT

u(0) = .

(2.1)

Definicao 2.1.1 Uma funcgao u : [0,7) = X € uma solugdo (cldssica) de (2.1) em [0,7) se u é
continua em [0, 7T), continuamente diferencidvel em (0,7), u(t) € D(A) para 0 <t < 71 e (2.1)

¢ satisfeito em [0, 7).

O préximo resultado nos déd uma condigao suficiente para existéncia de solugao de (2.1).

Teorema 2.1.1 Sejam X um espago de Banach, A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal
de um Cy-semigrupo {T(t)}>0 € B(X), f : [0,00) — X continuamente diferencidvel e

x € D(A). Entao, o problema de Cauchy abstrato (2.1) posswi uma unica solu¢ao u dada

pela Formula da Variacao das Constantes
t
u(t) = T(t)x + / T(t — s)f(s)ds, ¢ > 0. (2.2)
0
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2.1 O Problema de Cauchy Abstrato

Demonstragao:  Primeiro, mostraremos que (2.2) define uma solugao de (2.1). Considere

o(t) = /O Tt — 5)f(s)ds. (2.3)

Assim, fazendo-se a mudanca de variavel u =t — s, conclui-se que

o) = /OtT(t—s)f(s)ds
= [ T wi-
_ /OtT(u)f(t—u)du
- /OtT(s)f(t—s)ds, £>0,

Observe que v é diferencidvel em [0, 00) (a direita em 0), pois

& et h) —o(h)

Ev(t) B hli%l+ h
= hli)rélJr [% /0 T(s)f(t+h—s)ds— % /0 T(s)f(t— s)ds}
= [ @) =T =) ds 1 [T+ s
_ /0 T(s) th& f((t—S)JrZ)—f(t—S)] d8+hlir(€l+l/t T(s)f(t+h— s)ds

h—0t

- /OT(s)f’(t—s)ds+ lim %/j T(s)f(t+h — s)ds

— /0 T(s)f'(t — s)ds + lim % /0 T(t+h—u)f(u)du.

h—0+

1 h
Mostremos que lim — / T(t+h—u)f(u)du="T(t)f(0).
nJo

h—0+
Para isto, observe que,

H%/ﬂhT(Hh—u)f(u)du—T(t)f(o)H - H%/O}LT(thh—u)f(u)du—%/OhT(t)f(O)du

IN

. / IT(t+h—u) f () — T(t)£(0)]|du.
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2.1 O Problema de Cauchy Abstrato

Queremos mostrar que o lado direito da desigualdade acima vai a zero, quando h vai a zero
pela direita.

Note que,

IT(t+h —u)f(u) =T () f0)] IT(t+h —u)f(u) =Tt +h—u)f(0)

+ T+ h—u)f(0)=T()f0)]
< ANTE+h = wlf(w) = SO+ TE+h —w) =TH]f0)] =0,

quando A — 0% (observe que quando h — 0t u — 07), ou seja, dado ¢ > 0, existe A’

suficientemente pequeno tal que

IT(t+ b —w) f(u) — T FO)]| <&, Yh <M.

Agora, tome h < h'. Assim,

5 [ n =) - T@so)di< ¢ [ et =

Como ¢ é arbitrario, conclui-se que

h
%/ |T(t+h—u)f(u) —T()f(0)|du — 0, quando h — 0.
0

Logo,
1 h
lim— [ T(t+h—u)f(u)du="T(t)f(0).
h—0 h Jo
dv . , ) . »
Como —— existe e é continua, segue pelo Lema C.1 que v é diferenciavel e

dt

t
%U(t) = T(t)f(0) +/O T(s)f'(t — s)ds.

Uma vez que por hipdtese f’ é continua e {T'(t)};>0 é um Cy-semigrupo, o lado direito é
continuo em [0, 00) (& direita em 0).

Como z € D(A), pelo Teorema 1.4.2, T'(t)x ¢é diferencidvel com %T(t)x = T(t)Ax, que é
uma fungao continua em ¢. Assim, o lado direito de (2.2) é continuamente diferencidavel em
(0, 00).

Para mostrar que a expressao para u em (2.2) pertence a D(A), para todo t > 0, pelo
Teorema 1.4.2 e pela Observacao 1.4.2 é suficiente mostrar que v(t) € D(A), para todo t > 0.

Para isso, seja h > 0 e observe que
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T(h)—1 1]/ t
() v(t) = — / T(h)T(t—s)f(s)ds — / T(t— s)f(s)ds}
h h|Jo 0
1 rpt t
- ; / T(t+h— 5)f(s)ds — / Tt — s)f(s)ds]
LJo 0
1 t+h t+h t
= 3 T(t+h—s)f(s)ds—/ T(t+h—s)f(s)ds—/ T(t—s)f(s)ds}
0 t 0
t+h)—v(t) 1 [t
_ ut+h) ”(>——/ T(t+h— s)f(s)ds
h h J,
_ 1 rh
= v(t+h) —v(t) - = / T(u)f(t+ h —u)du,
h h Jo
sendo que para a ultima igualdade utiliza-se a mudanca de variavel u =t + h — s.
d
Quando h — 07, o primeiro termo do lado direito da igualdade acima converge para %v(t),

cuja existéncia foi estabelecida acima.
1 [t
Mostremos que lim —/ T(u)f(t+h—u)du= f(t).
h—0* h 0

Para isto, observe que,

H%/OhT(u)f(t—kh—u)du—f(t)” - H ft+h—u) ——/ F()du

< 2 / IT (@) (¢ +h — ) = f(0)du

Para mostrarmos que o lado direito da desigualdade acima vai a zero, quando h vai a zero

pela direita, note que, como T'(0) = I, tem-se

[T f(t+h—u) = fOI = [T@fE+h—u) =T f(E)+Tw)f(E)-TO)FO]
< AT E+h =w) = FOI + T (w) = TONFO] = 0,

quando A — 07 (observe que quando h — 0%, u — 07), e utilizando o mesmo raciocinio

anterior, conclui-se que

h—0+ h

lim = /h T(u)f(t+h—u)du= f(t)
Disto, segue que v(t) € D(A) e Av(t) = cclif (t)— f(t), para todo t > 0. Assim, u(t) € D(A),

com Au(t) = T(t)Ax + %v( t) — f(t), para todo t > 0.
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Além disso, para todo ¢t > 0, tem-se

d d d
Eu(zf) = = [T(t)x 4+ v(t)] =T(t)Ax + Ev(t)

= Aut) + f(2).

Finalmente, u(0) = T'(0)z +v(0) = x+ 0 = z, ou seja, o problema de Cauchy abstrato (2.1)
¢ satisfeito. Isto mostra que u, dada por (2.2), é uma solugao de (2.1).
Para a unicidade, suponha que u; seja uma outra solu¢ao de (2.1) e us = u — uy, com u

como em (2.2). Logo, tem-se

Cunlt) = Sult) — San(t) = Aut) + £(t) — [Aur(1) + £(2)

dt
= Au(t) — Aui(t) = Alu(t) — ui(t)] = Aus(t)

e uz(0) = u(0) —uy(0) =z —x = 0.

Portanto,

d

Dai, us(t) = T(t)0 = 0, ¥t > 0, j4 que f = 0 neste problema de valor inicial.

Assim, para todo t > 0, uy(t) = u(t), o que completa a prova. [ |

Pode-se provar que se + € X é arbitrdrio, entao, a menos que {7'(t)};>o e f possuam
propriedades especiais, u(t) dada por (2.2), em geral, ndo pertencerd a D(A), ou seja, (2.1)
ainda nao faz sentido.

Para f € L'([0,7]; X), veremos abaixo que o lado direito de (2.2) é uma fungao continua
em [0, 7]. E natural considera-la como uma solucio generalizada de (2.1) mesmo que ela nao

seja diferenciavel e nao satisfaca a equagao no sentido da Definicao 2.1.1.
Definigao 2.1.2 Seja A o gerador infinitesimal de um Co—semigrupo {T(t)}i>0. Seja x € X
e fe LY[0,7]; X). A fungio u € C([0,7]; X) dada por

u(t) :T(t)aj—l—/OtT(t—s)f(s) ds, 0<t<m,

¢ uma solugao mild do problema (2.1) em [0, 7).

Nosso objetivo agora é estabelecer uma equivaléncia entre solugoes mild e solugoes weak,
definidas por J. M. Ball em [2]. Afim de apresentar o conceito de solugao weak dado por
J. Ball, precisaremos fixar algumas notacoes. Daqui em diante, A é um operador linear fechado,
densamente definido, f € L'([0,7]; X), A* denota o adjunto de A e (-,-) o par de dualidade

entre X e seu espacgo dual X*.
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Definigao 2.1.3 Uma fungao u € C([0,7]; X) € uma solu¢ao weak de (2.1) se, para qualquer

v € D(A"), a funcao (u(t),v) € absolutamente continua em [0,7] e

d

£<U(t), U> = <u(t)v A*U> + <f(t)’ U>v (2'4>

para quase todo t € [0,7].
Antes de apresentar o principal resultado deste trabalho, precisaremos dos lemas a seguir.

Lema 2.1.1 Sejam z,z € X satisfazendo (z,v) = (x, A*v), para todo v € D(A*). Entao
r€D(A) ez=Ax.

Demonstragao:  Suponhamos que z € D(A) e z # Ax, dai (z,2) € G(A) C X x X, em que
G(A) denota o gréfico de A.
Como G(A) é fechado, pelo Teorema A.4, existe ¢ € (X x X)*, tal que

P(x,2) #0e oy, Ay) = 0, Vy € D(A).

Considere agora v,v* € X*, tais que

(y,v) = ¢(0,y), Yy € X e (y,v*) = ¢(y,0), Yy € X.

Assim,
(Ay, v) + (y,v") = ¢(0, Ay) + ¢(y,0) = é(y, Ay) = 0, Vy € D(A).
e
(2,0} + (2, 0%) = 6(0, 2) + 6(,0) = B(, 2) # 0. (25)
Logo, (Ay,v) = —(y,v"), ou seja, (vo A)y = —v*y, Vy € D(A).
Portanto, A*v = —v* e v € D(A*), pois vo A = —v* € X* é limitado. Substituindo
v* = —A*v em (2.5), tem-se (z,v) # (x, A*v) o que é uma contradicao. [ |

Lema 2.1.2 Se {T(t)}+>0 € um Cy—semigrupo de operadores lineares limitados, com gerador
infinitesimal A, e f € L'([0,7]; X), entdo u dada por (2.2) é uma fungdo continua, ou seja,
u € C([0,7]; X).

Demonstragao: Dado ¢t € [0, 7], mostraremos que u é continua tanto a direita, quanto a

esquerda em t. Analisemos primeiramente a continuidade a direita em t. Para h > 0, tem-se
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u(t +h) —ult)]| = Wﬁ+hx+£ 7w+h—@ﬂ@@—T@m—A%u—@ﬂ@@

< |T(t+ h)x — T(t)x|

+ / [T(t+h—s)—T(t—s)|f(s)ds + /tHh T(t+h—s)f(s)ds

= [Tt +h)z—T(t)z|
(
)

+ /[T h) — 11T (t—s)f(s)d5+/tt+ T(t+h—s)f(s)ds
|T(t + h)x = T@)z|| + [|[T'(h) — o)

IN

t+h
—l—/ | T(t+h—3s)||lf(s)||ds, em que v é como em (2.3)
t

IT(t+ h)e = T(E)x|| + [[T(h) = Ho@)]
+ Me*Eh=9) f(s)||ds, por (1.13)

1Tt + h)z = T@)x|| + [[T(h) = Hu(®)]| + Me“h/t 1f(s)llds
= L+ 1+ Is.

IN

IN

Como z € X esta fixado e {T'(¢)}+>0 é um Cp-semigrupo de operadores lineares limitados
I, — 0, quando h — 0.

Em I5, como v(t) independe de h e T'(h)y — y, Yy € X, quando h — 0, segue que Iy — 0,
quando h — 0.

Agora, como s — Me“® é uma aplicacio continua e f € L'([0,7];X), segue que
t+h

Me“" — M e / | f(s)|lds — 0, e dai, I3 — 0, quando h — 0.

t
Logo, u é continua a direita em ¢.

Provemos agora a continuidade de u a esquerda em ¢t. Para h > 0, tal que t — h € [0, 7],

segue que

lu(t = ) — u(t)]| = H (t—h T(t—h—s)f(s)ds—T(t)x—/OT(t—s)f(s)ds
< |IT(t—=h x—T(t)xH

/Ot i ne s~ [ 16— [ T s

+

< 7= =Tl + [ IR =Tl = ) (5)lds
+ [ Ime= sl
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< |IT(t — h)x — T(t)a]] + / T~ b s) — Tt — ) f(s)]] ds
+/tjh Me* )| f(s)||ds, por (1.13)
< |IT(t — h)x — T(t)a]] + / T = B s) — Tt — ) f(s)]|ds

M / 1£(s)llds

—h
— LI+ I

Observe que I, — 0, quando h — 0 e como s — Me“* é continua e f € L'([0,7]; X), Is — 0,
quando h — 0.
Para I, note que ||[T'(t —h —s) = T'(t — s)]f(s)]| = 0, quando h — 0, pois {T'(¢) };>0 ¢ um

Co-semigrupo de operadores lineares limitados. Além disso, para 0 < s <t — h,
T —h—s) =Tt =) f(s)] < (M4 M| f(s)]| < 2M e f(s)]

com g(s) := 2Me*=9)|| f(s)| finita e integravel. Logo, pelo Teorema B.2 conclui-se que

t—h
lim7; = lim [Tt —h—s)—=T(t—s)]f(s)|lds

h—0 h—0 0

t—h
/ lim [[[T(t — h— s) — T(t — 8)|£(5) | ds = O.

0 h—0
Portanto, u é continua a esquerda em t. Logo u € C([0, 7]; X). [ |

Lema 2.1.3 Sejax € X. Separat € [0,7], T(t)x := u(t) —uo(t), em que u e ug sao as unicas
=z e up(0) = 0, respectivamente, e para
t>nt=nr+s, comné€Nesecl0,r), T(t)r:=T(s)T(1)"x, entao a familia {T(t)}i>0 €

um Cy—semigrupo de operadores lineares limitados.

solugoes weak de (2.1), com condi¢oes iniciais u(0)

Demonstragao:  Devemos mostrar que {7'(t) };>o ¢ um Cy-semigrupo de operadores lineares

limitados. Comegaremos mostrando que para cada t > 0, T'(t) : X — X é um operador linear.
De fato, sejam z1,25 € X. Se t € [0, 7], entdo T(t)(x1 + x2) = u(t) — ue(t), em que u e ug
sao solugoes weak de (2.1), satisfazendo u(0) = z1 + x2 e uo(0) = 0, respectivamente.
Por outro lado, T'(t)x1 + T'(t)xe = uy(t) — uo(t) + uz(t) — ue(t) = uy(t) + ua(t) — 2ue(t), em

que uy e ug sao solugoes weak de (2.1), satisfazendo u1(0) = z; e uz(0) = xq, respectivamente.
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Defina ¢ : [0, 7] — X, por ¢(s) = u1(s) +ua(s) — ug(s). Note que ¢ é solugao weak de (2.1),

pois

—((s),v) = ——(ua(s) + ua(s) — uo(s), v)

+ 2 {un(s), 0) = - (ol )

+{F(6),0) + (un(s), A%0) + {(5), ) = (ol A4°0) = (£(9), 0
= {ur(s) + wa(s) — wols), A°0) + (£(5).v)

= (9(s), A%) + (f(s), ), Yo € D(A),

e ¢(0) = u1(0) + u2(0) — uo(0) = 21 + 2.

Dai, ¢ e u sao ambas solugoes weak de (2.1), com mesma condigao inicial.

Logo, ¢(t) = u(t), ou seja, uy(t) + ua(t) — ug(t) = wu(t), e assim, wuy(t) + ua(t) — 2up(t) =
u(t) — uo(t).

Portanto, T'(t)(z1 + x2) = T(t)x1 + T (t)xs.

Agora, dado a € R e z € X, tem-se T(t)(« ) u(t) — up(t), em que u e ug sdo solugoes
weak de (2.1), satisfazendo u(0) = ax e ug(0) = 0, respectivamente.

Por outro lado, o (t)x = afu(t) — ue(t)] =
com u(0) = .

Agora, defina ¢ : [0, 7] = X, ¢¥(s) = au(s) + (1 — a)ug(s). Logo, ¥ é solucao weak de (2.1),

pois

( ) — aug(t), em que @ é solugao weak de (2.1)

d d, _
Liws)) = an(s) + (1~ a)uols). o)
= o (a(s),0) + (1 — ) (ug(s), v)

s), A"v) + (f(s),0)] + (1 = @)[(uo(s), A™0) + (f(s),v)]
= (oa(s) + (1 = a)uo(s), A"v) + (f(s), v)
(¥(s), A"v) + (f(s), v), Yo € D(A"),

e ¥(0) = au(0) + (1 — a)ue(0) = az.

Assim, ¥ e u sao solugoes weak de (2.1), com mesma condigao inicial e, portanto, pela
unicidade, ¥(t) = u(t). Logo, u(t) = au(t) + (1 — a)ue(t) = au(t) + up(t) — aug(t), ou seja,
u(t) — up(t) = au(t) — aug(t) = afu(t) — uo(t)].

Portanto, T'(t)(ax) = oT'(t)z.
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Agora, se t > 7, entdao t = nT + s, comn € N e s € [0,7). Dali, pela definicao do operador

e pelo caso acima, tem-se

Tt)(x1+x2) = T

Tt)(ax) = T

Logo, T'(t) ¢ linear, ¥t > 0.

Seja t € [0, 7] fixo. Mostremos que a transformacao linear 7'(¢) : X — X é limitada.

Primeiramente, mostraremos que 7'(t) é um operador fechado. Sejam {z,}5°, uma
sequéncia em X e z,y € X tais que z, — x e T(t)x, — y, quando n — oco. Como = € X,
basta provarmos que y = T'(t)z. Para isso, consideremos a funcao y : [0,7] — X dada por
y(t) = nh_}rgo T(t)xy,.

Note que

y(0) = lim 7(0)z, = lim [u,(0) — uo(0)] = lim =, = x,

em que u,(-) é a solugao weak de (2.1) passando por x,, quando ¢ = 0.
Mostremos agora que y(-) também é uma solugdo weak de (2.1). Como u,(-) e up(-) sdo

solugoes weak de (2.1), tem-se

%(un(t) —up(t),v) = (un(t) — up(t), A*v), Vv e DA,

e assim, integrando ambos os lados da igualdade acima, obtém-se
¢
(un(t) — up(t),v) = (x,,v) +/ (un(s) — ug(s), A*v)ds, Vv e D(A"). (2.6)
0

Pelo fato de v ser um operador linear limitado e u,(t) — ug(t) = T'(t)x,, convergir para y(t)

quando n — 0o, conclui-se que

lim (u,(t) — uo(t),v) = (y(t),v) e lim (x,,v) = (z,v).

n—o0 n—oo
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Além disso, sabemos que A*v é um operador linear limitado para todo v € D(A*), o que

implica que (u,(s) — ug(s), A*v) — (y(s), A*v) quando n — oo e
I{un(s) = uo(s), A0} | < [|A"0[lun(s) = uo(s)| < | A™I| sup [lun(s) = uo(s)]]

que ¢ integravel de [0, 7].

Logo, usando o Teorema B.1, concluimos que

t

lm [ (un(s) —up(s), Av)ds = /0 (y(s), A"v)ds.

n—oo 0

Portanto, tomando o limite quando n — oo em (2.6), segue que

(y(t),v) = (z,v) —|—/0 (y(s), A*v)ds, Vv e D(AY),

o que implica que y(+) é solucao weak de (2.1).

Finalmente, usando a unicidade de solu¢do weak para o problema (2.1), conclui-se que
y(t) = T(t)z, pois T(t)z é a solu¢do weak de (2.1) passando por = quando t = 0. Dessa forma,
y=T(t)x e T'(t) é um operador linear fechado.

Agora, usando que o dominio de T'(t) é todo o espago X e X é um espago de Banach, o
Teorema A.5 nos permite concluir que 7'(¢) : X — X é um operador linear limitado, para todo
te[0,7].

Visto que T'(t) = T'(s)T(7)" parat > 7, comt =n7+ s, n € Nes € [0,7), obtemos que
T(t) : X — X é limitado para todo t € [0, 00).

O préximo passo é mostrar que {7'(¢) }>o ¢ um Cp-semigrupo.
(i) Dado z € X, tem-se T'(0)z = u(0) — u(0) = =. Logo T(0) = 1.

(¢7) Dados t, h > 0, mostraremos que T'(t+h)x = T'(t)T'(h)x. Para isso, analisaremos 4 casos:

1° Caso: t,h € [0,7] e t + h € [0, 7].

Observe que, T'(t + h)x = u(t + h) — uo(t + h), em que u e yg sdo solucoes weak de
(2.1), satisfazendo u(0) = z e u(0) = 0, respectivamente.

Por outro lado, T'(¢)T'(h)x = T(t)[u(h) — uo(h)] = v(t) — vo(t), em que v e vy sao
solugoes weak de (2.1), satisfazendo v(0) = u(h) — ug(h) e vo(0) = 0, respectivamente.

Assim, conclui-se que uy = vg, pois ambas sao solugoes weak de (2.1), com mesma
condigao inicial. Logo, T'(t)T'(h)x = v(t) — uy(t).

Agora, defina ¢ : [0,7] — X, tal que ¢(s) = u(s + h) — up(s + h) + uo(s). Assim,
#(0) = u(h) — uo(h).
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Como ¢ e v sdo ambas solugoes weak de (2.1), com mesma condicdo inicial, segue que
o(t) = v(t). Logo, u(t + h) —up(t + h) = v(t) — vo(t), isto é, T(t + h)x = T(t)T'(h)x.

2° Caso:t,hel0,7]et+h>T.
Para este caso, basta analisar 3 possibilidades: t, h < T;t<T,h=7Tet=h=T.

Set,h <7,comot+h>7 entdaot+h=r71+s, em que s € [0,7). Logo, pelo

1° Caso, tem-se

Tt+hz =

NG
S
=
|
NG
o
=
S
I
=
»
+
~
|
NG
o
=
S

Set < 7eh = 7, entdo por defini¢ao, T'(t+h)x = T(t+7)x =T ()T (1)x = T()T(h)x.

Finalmente, se t = h = 7, entao por defini¢ao

T(t+h)r =T(r+7)x =T27+0)x = T(0)T(7)*x = T(1)?x = T(7)T(7)x = T(t)T(h)x.

3° Caso:t € [0,7] e h > T.
Como h > 7, entdo h = n7T + s, em que s € [0,7), ou seja, t + h =n7r + (t + s).

Se t 4+ s € [0, 7], entao por defini¢ao e pelo 1° Caso, segue que

Tt+hz = Tt+s+nr)e=T{t+s)T(1)"x
= THT(s)T(1)"x =T)T(s + n7)z
= T@)T(h)x.

Agora, set+s > 1, entdot+s=717+k,emque k € [0,7). Dal, t +h=nr+t+s =
nt+7+k=Mn+1)7+k kel01).

Logo, pela defini¢ao e pelo 2° Caso, tem-se

Tt+h)r = T(n+D)71+k)a=TEkT(T) e =TET(T)T(T)"2
= Tk+1)T(M)"s=T{t+s)T(1)"zv =T)T(s)T(1)"x
= Tt)T(s+nr)r =TT (h)x.

Portanto, T'(t + h)x = T(t)T(h)x.

4° Caso:t>T1eh>T.
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Observe que neste caso, t + h > 7. Além disso,

t>T=t=nt+s, neN,se€|0,7)
h>1t=h=mr+r, meN,re[0,71),

e, portanto, t + h = (s+7r)+(n+m)r=p+kr,emque p=s+rek =n+m.

Se p € [0, 7], entao
T(t+h)x =T(p)T(1)"z. (2.7)

Uma vez que, T'(t)x = T(s)I(7)"x e T(h)x =T (r)T(7)™z, tem-se
Tz = TET()" (T(r)T(r)™)x=T(s)T(r) (T(T)"T(r)")x
= T(s+nrT(r)"""x = T(p)T(7)*x. (2.8)
Assim, de (2.7) e (2.8), conclui-se que T'(t + h)x = T(t)T(h)x.

Se p>T,entdao p =7+ 1, em que [ € [0, 7). Logo,

Tt+hz=Tp+kr)z=T01+ (k+ 1))z =TT (1) a. (2.9)

Por outro lado, pelo 2° Caso e pela defini¢ao, tem-se

TOT(h)x = T)T ()" (Tr)T(r)™) e =T(s)T(r) (T(r)"T(1)"™)x
= T(r+s8)T(7)e =T(p)T(7)e =T(r +1)T(7)rx
= T()T(N)T(r)*z =TT (7)*a. (2.10)

8]
I

Portanto, de (2.9) e (2.10), segue que T'(t + h)x = T(t)T(h)z.
Logo, para quaisquer ¢, h > 0, tem-se T'(t + h)x = T(¢t)T(h)z.

(77i) Finalmente, conclui-se que T'(t)z = wu(t) — uo(t) — =z, quando t — 0T, j4 que
u € C([0, 7]; X).
Portanto, {7'(t)}+>0 ¢ um Cp-semigrupo. [ |

Agora, estamos em condigoes de enunciar o principal resultado deste trabalho.

Teorema 2.1.2 Para cada © € X, existe uma unica solugao weak u(t) de (2.1), satisfazendo
u(0) = x se, e somente se, A é o gerador de um Cy-semigrupo {T'(t)}1>o de operadores lineares

limitados em X, e neste caso, u(t) € dado por (2.2).
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Demonstragao:  Suponha que A é o gerador do Cy-semigrupo {7'(¢) }1>o.
Pelo Teorema 1.4.1, existem constantes M’ > 1 e w > 0, tais que | T(¢t)]] < M’e**. Como
t € [0, 7], existe uma constante M > 0, tal que ||T(t)|| < M'e*™ = M.

Primeiramente mostraremos que se © € X e v € D(A*), entao (T'(t)x,v) é diferencidvel com

relagdo a t, com derivada (T'(t)x, A*v).

Note que a afirmagao é verdadeira se x € D(A), pois pelo Teorema 1.4.2

4 ir(gs,0) = i M0 = TGz

(T'(t+ h)x —T(t)z,v)

, pois v € D(A*) é linear

—T
<hm (t+ h)z (t)a;’v>

h—0

lim
= (AT (t)z,v)

(T

{

(t)z,vo A)
T(t)z, A*v).

Se z € X, como X = D(A), entao existe uma sequéncia {z, 22, de elementos de D(A) tal

que lim z, = x. Dai, como {T(t) };>0 é um Cy-semigrupo, tem-se
n—oo -

—(T(t)z,v) = %(T(t) lim x,,v) = Um (T'(t)x,,vo A) = (T(t)x, A*v). (2.11)

d n— 00 n—o00

d
Portanto, se x € X e v € D(A*), entao E(T(t)a:, v) existe e ¢é igual a (T'(t)x, A*v).
Mostremos agora, que u dado por (2.2) é solugao weak de (2.1). Note que pelo Lema 2.1.2,
u € C([0,7]; X). Escreva

w(t) = T(t) + o(t), em que () /0 Tt 8)f(s)ds
Para qualquer v € D(A*) ¢ t € [0, 7], tem-se
(u(t),v) = <T(t):c 4 /0 T ) f(s)ds,v>
— (T(t)z,0) + < /O Tt 5)f(s)ds, v>
— (T(t)x,0) + /O (T — 8)1(5), v)ds,

pois v € D(A*) C X*, ou seja, v é continuo.
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O Problema de Cauchy Abstrato

Mostraremos primeiramente que u ¢ solugao weak de (2.1) quando f € C'([0,7]; X). A

aplicagao (t,x) — T'(t)x é continua em [0, 7] x X, pois

quando (h, k) —

|T(t+h)(xz+k)

~T(t)a] = |

T+ h)x+ T+ h)k—T(t)z|
\T(t+ h)x —T(t)x|| + || T(t+ h)E||

1T (t + h)w = T(@)x] + TR @)k
IT(t + h) (

IN AN A

t+ h)x — T(t)z| + M| Tk — 0,

(0,0). Dai, como f é continuamente diferencidvel, usando o mesmo argumento

t
utilizado no Teorema 2.1.1, tem-se que / T(t—s)f(s)ds € D(A), e assim
0

o [e=snes = tmd[ [T reen- s [ 6= 956,

= i [ =060 — (00 - 95000008
+lﬂﬂTu+h—@ﬂ@wmﬁ

=t | [ rm - nre - 95,0
+[%7T@+h—@ﬂwvwﬁ

_ h1L0+<T(h> _]/OtT(t—s)f(s)ds,v>
+hli>%1+ - /tt+h<T(t +h—3)f(s),v)ds

_ <h1i%1+ T<h;_I/OtT(t—s)f(s)d5,v>
+hli%1+%/tt+h<T(t+h—s)f(s),v)ds

_ <A/OtT(t—s)f(s)ds,v>+hli>rgl+%/tt+h<T(t+h—5)f(5)’U>dS

= {[re-osesao) i 1 [ n- .00

Agora,

L

Tt+h—s)f

1
ds — =
f(s),v)ds N

[ .

:H%L“WT@+h—@ﬂ@—f@wms

IN

i [N 95 = ro). s
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2.1 O Problema de Cauchy Abstrato

Queremos mostrar que o lado direito da desigualdade acima vai a zero, quando h vai a zero
pela direita.

Observe que

KTt +h=s)f(s) = f(B), o)l = [T+ h—=s)f(s) =T+ h—s)f(t)
+ T+ h—s)f(t) = f1),0)]
< (T +h=s)f(s) = FOL I+ I(TE+ b —s) = 1]f(t), )]
MJof[[| f(s) = fFOI + [ollIT(E+h =) = F @B =0,

IN

quando h — 0% (observe que quando h — 07, s — tT), ou seja, dado € > 0, existe A’

suficientemente pequeno tal que
KTt +h—s)f(s) = f(t),v)l| <e, Vh<H.

Agora, tome h < h'. Assim,

th t+h
e as - s < ¢ [Ceas=e

Como ¢ ¢ arbitrario, conclui-se que

1 t+h
E/ IT(t+h —s)f(s) — f(t),v)]|ds — 0, quando h — 0.

Logo,

h—0

lim%/t (T({t+h—s)f(s),v)ds = (f(t),v)

d+ t
e como $¢(t) existe e é continua, em que ¢(t) = / (T'(t —s)f(s),v)ds, segue pelo Lema C.1
0

que ¢ é diferenciavel e

% i (T'(t —s)f(s),v)ds = (f(t),v) —i—/o (T(t—s)f(s), A"v)ds.
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2.1 O Problema de Cauchy Abstrato

Dali, conclui-se que para todo t € [0, 7], (u(t),v) ¢é diferencidvel e

%<u(t),v) = %(T(t)x,v) + %/0 (T(t—s)f(s),v)ds
= (T(t)x, Av) + (f(t),v) +/0 (T(t—s)f(s), A*v)ds
= <T(t)x + /o T(t— s)f(s)ds, A*v> + (f(t),v)
= (u(t), A™) + (f(t),v).

Além disso, u(0) = T(0)x + ¢(0) =

Portanto, u(t) = T'(t)z + ¢(t) ¢é solucao weak de (2.1).

Agora, se f € LY([0,7]; X), sejam f, € C'([0,7]; X), paran = 1,2,---, com f, — f em
LY([0,7]; X) e defina

up(t) =T(t)x + /Ot T(t—s)fn(s)ds, t €[0,7].

Entao,

i)~ a0l = |+ [ 7= s [T+ [ 10-9p]

< / 1Tt = ) fuls) — F(s)lds
< M / 1fus) = £(5) s,

ou seja, u, — u em C([0,7]; X). Mas, pelo caso anterior, para cada v € D(A*), tem-se

d .
2 (un(),0) = (un(t), A0) + (fa(t), 0).

Assim, integrando ambos os membros de 0 a t, segue que
t
(81, 0) = (0):0) = [ [tn5), A7) + (), 0

ou seja,
(un(t),v) = (z,v) +/0 [(un(s), A0} + (fu(s),v)]ds

Agora, fazendo n — oo, obtém-se

tin unt).0) = B (G0 + [ Tua(6). 4°0) + (o), ol
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2.1 O Problema de Cauchy Abstrato

e, portanto, ,
(u(t),v) = (x,v) +/O [{u(s), A™v) + (f(s),v)]ds.

Logo,
d *
D uft) ) = ule), A) + ().,
Portanto, u é a solucao weak de (2.1).
Mostraremos agora que u(t) é a unica solugao weak de (2.1), satisfazendo u(0) = z. Para

isso, sejam u(t) outra solugao weak, com u(0) = x, e w = u — u. Observe que,

d d d _
sy = o (u(s).v) - o (als).v)
= (u(s), A"0) + {f(s),0) = (@(s), A'0) = ((5),0)

{
= (u(s) —u(s), A™v)
(w(s), A*v),Yv € D(A*),Vt € [0, 7].

Integrando ambos os membros de 0 a £, segue que

(it = [ u(s).ods
— /0t<w(s),A*v>ds
= </Otw(s)ds, A*v> Vo € D(AY), Vi € [0,7].

t
d
Assim, pelo Lema 2.1.1, tem-se z(t) = / w(s)ds € D(A) e Ez(t) = Az(t).
0

d
Como %z(t) = Az(t) e z(0) = 0, segue que z(t) = T(t)0 = 0. Assim z = 0 e
consequentemente, w = 0.

Portanto v = w.

Reciprocamente, suponhamos que A é tal que (2.1) possui para cada x € X, uma tnica
solugao weak u(t), satisfazendo u(0) = z.

Parat € [0, 7], defina T'(t)z = u(t) —uo(t), em que ug é a solucao weak de (2.1), satisfazendo
up(0) = 0. Set > 7, sejat = n7 + s, em que n é um inteiro nao negativo e s € [0, 7), e assim,
defina T'(t)x = T'(s)T(1)"x.

Pelo Lema 2.1.3, segue que {T'(¢) };>0 ¢ um Cy-semigrupo de operadores lineares limitados.
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2.1 O Problema de Cauchy Abstrato

Agora, seja B o gerador de {T'(t)}+>0 e seja @ € D(B). Para qualquer v € D(A*), pelo

Teorema 1.4.2,

d L AT+ h)x,v) — (T(t)z,v)
A

(T(t+h)x —T(t)x,v)

= ,1112(1) z , pois v € D(A*) é linear
_ <hm T(t+ h)x—T(t)x’v>
h—0 h

= (T(t)Bz,v), pelo Teorema 1.4.2, pois « € D(B).

d
Assim, %(T(t)a;,v)’ = (Bz,v). Por outro lado, para t € [0, 7], como v € D(A*), u e
=0

sao solugoes weak de (2.1), tem-se

d d
ST = 5 (ult) — woft).v)
d d
= Sul),0) — 5 (uolt), )
= (u(®), A%) + (f(t),v) = [{uo(t), A™v) + (f(1),v)]
= (uft) —uo(t), A*v)
= (T(t)z, A™)
Portanto,
%(T(t)x,v) = (x, A*v), ouseja, (Bz,v) = (x, A%v),Vv € D(A").
Logo, pelo Lema 2.1.1,
x € D(A) e By = Az, e assim, D(B) C D(A). (2.12)

Mostraremos agora a inclusao contraria. Para isso, considere x € D(A). Note que, como
D(B) C D(A), tem-se D(A*) C D(B*), e assim, B*

= A*. Por um argumento de
D(A*)

densidade, similar ao que foi utilizado em (2.11), conclui-se que para cada t € [0, 7],

(T'(t)x —T(0)x,v) = / d (T(s)x,v)ds = /0 (T'(s)x, B*v)ds, Yv € D(A"),

o ds
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2.1 O Problema de Cauchy Abstrato

t
e, portanto, (T'(t)x — z,v) = </ T'(s)xds, A*v> ,Yv € D(A*).
0

t ¢
Dai, pelo Lema 2.1.1, segue que / T(s)xds € D(A) e A </ T(s)xds) =T(t)x — x.
0 0

Analogamente,

(T(t)Ax — T(0)Azx,v) = /0 %(T(s)Aaz,v)ds = /0 (T'(s)Ax, B*v)ds, Vv € D(AY).

t
Logo, (T'(t)Ax — Az, v) = </ T(S)A:U,A*v> ,Vv € D(A*), e pelo Lema 2.1.1, tem-se
0

/O "T(s) Axds € D(A) e A ( /O t T(s)Axds) _ T(t)As — Ar.

Portanto,

Tt)r =+ A/t T(s)xds (2.13)

T(t)Ax = Az + A/tT(s)Axds. (2.14)

t ¢
Considere a funcao z(t) = / T(s)Axds — A/ T(s)xds.
0 0

t
Uma vez que T'(t)Ax é continuo e, de (2.13), A/ T(s)xds = T(t)x — x, que é continuo,

0
entdo z € C([0,7]; X). Além disso, z(0) = 0.
Agora, seja v € D(A*). Por (2.13) e (2.14) tem-se

%(z(t),v} = % </0 T(S)Axds,v> — %(T(t)x,v) + %(m, v)

_ 4 t(T(s)Ax,U)ds— (T'(t)z, B'v) + 0

= (T(t)Az,v) — (T(t)z, A™)

t

Az + A | T(s)Azds,v ) — (T (t)x, A*v)

z—T(t)r + /0 t T(s) Azds, A*U>

(
e
— <x+ /O T(S)Axds,A*v>—<T(t)x,A*v>
(
(

/ T (s) Auds — A / T(s)uds, A*v>
(). A%), :
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2.1 O Problema de Cauchy Abstrato

d
Mas por hipdtese o problema de valor inicial Ez(t) = Az(t),2(0) = 0, possui somente a
solucao nula.

Assim, z = 0 e, portanto,

/0 " T(s) Auds — A /0 T(s)nds, t € [0,7].

Além disso, por (2.13)

t—0+ t t—0+ ¢ t—0+ ¢

L[ I
= H—/ T(s)Axds — —/ Axds
t Jo t Jo

e ||[T'(s) — I]Az|| — 0, quando ¢t — 0%, pois quando t — 01, s — 07, uniformente em ¢ € [0, 7].

lim 1[T(t)yc —z] = lim ! [A /OtT(s)xds} = lim l/OtT(s)Azrds.

Agora,

1 [t 1/t
H;/ T(s)Axds — Ax < . / T (s)Ax — Ax||ds
0 0

Logo, conclui-se que lim —[T'(t)x — x] = Az, ou seja
t—0t ¢
x € D(B). (2.15)

Assim, de (2.12) e (2.15), conclui-se que D(A) = D(B) e Az = Bz, o que completa a prova.
|
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CAPITULO

3

Estudo de EDP’s Parabodlicas via Problema de
Cauchy Abstrato

Neste capitulo, veremos que certas equagoes parabdlicas de segunda ordem podem ser
tratadas no ambito de semigrupos. Na verdade, a teoria de semigrupos fornece um elegante
método para construcao de uma solucao do problema de valor inicial e de fronteira que
abordaremos aqui. Por fim, mostraremos que a solucao fraca deste pvif, no sentido usual

de EDP’s, coincide com a solugao mild do problema de Cauchy abstrato associado.

3.1 Equacoes Parabdlicas de Segunda Ordem

Seja 2 um subconjunto aberto e limitado do R™ tal que €2 possua fronteira suave. Considere

o problema de valor inicial e de fronteira

uw+Lu = 0, em Q, =Qx(0,7]
0, em 02 x [0, 7] (3.1)
u = g, em Q x {t =0},

u

emque g : Q = R édadaew: Q, — R éa incégnita. Para cada tempo ¢, L denota um

operador diferencial parcial, dado por

n n
Lu=— g Uy, + E b'uy, + cu, com a”,b',ceRi,j=1,--- n.

ij=1 i=1
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3.1 Equagoes Parabdlicas de Segunda Ordem

O operador L*, o adjunto de L, é dado por
L'y = — Z a0, — Zbivwi + cv,v € Hy(9).
ij=1 i=1

A forma bilinear Blu, v] associada com o operador L é definida por

n n
Blu,v] := / Z a7 Uy Vg, + szumv + cuv dz,

Q=1 i=1

para u,v € H} ().

Definigao 3.1.1 Diz-se que uma fungao u € L*([0,7]; H (Q)), com v’ € L*([0,7]; H-Y(Q)), €

uma solugdo fraca do problema de valor inicial e de fronteira (3.1), se

(i) (v',v) + Blu,v] = 0, para cada v € H}(Q) e quase todo 0 <t < 5

(i1) u(0) = g.

Observacao 3.1.1 Pode-se associar a u = u(x,t) a fungdo u : [0,7] — HX(Q), definida por
C ) ¢ ) 0 ) p

[u(®)](x) := u(x,t), em que v € 2,0 <t < 7. Em outras palavras, nio considera-se u como
funcao de x e t, mas como uma funcao u de t no espago de funcoes na varidvel espacial x,

H Q).

Os dois proximos resultados estabelecem, respectivamente, a existéncia e unicidade de
solugao fraca para o problema (3.1) e estimativas de energia. A prova destes resultados podem

ser encontradas em [5].
Teorema 3.1.1 Existe uma tnica solugao fraca de (3.1).

Teorema 3.1.2 FEzistem constantes o, >0 e v > 0, tais que

| Blu, v]| < alull o |v]l o (3.2)

5”“”?{3(9) < Blu, u] + l[ull72 (0, (3.3)
para todo u,v € Hg(Q).

Agora, considere X = L?(Q) e D(A) := H}(Q) N H%(Q) e defina Au := —Lu, se u € D(A).

Sendo assim, reinterpretamos o problema (3.1) como o problema de Cauchy abstrato:

d
Eu(t) = Au(t), t>0

u0) = g,

(3.4)
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3.1 Equagoes Parabdlicas de Segunda Ordem

d
em que p denota a derivada de Fréchet.

Teorema 3.1.3 O operador A gera um Cy-semigrupo de y-contracao {T(t)}i>0 em X = L*(Q),

isto €, um Cy-semigrupo de classe Cy(1,7).

Tendo em vista os Teoremas 3.1.3 e 2.1.1, se g € D(A), a solugao classica de (3.4) ¢ dada
por u(t) = T'(t)g.

Agora, se g € L*(), pela Defini¢ao 2.1.2, segue que T'(t)g é a solugao mild de (3.4).

O que faremos agora, é relacionar a solucao mild da equacao de evolucao abstrata, com a
solugao fraca da equagao diferencial parcial original (3.1).

Seja ¢ € CP(2x [0, 7]), com p(x,t) € D(A*),t € (0, 7] fixado. Denote [T'(t)g](x) por z(z,t).

Observe que

<‘70('7 t+ h)v Z("t + h>>L2 - <90('7 t)7 Z(" t>>L2

= (ot +h),z( 0+ h))e2 + {o(, t + h),2(-, 1)) 2 — (p( E 4 h), 2(-, 1)) 12
— (e 1), 2(, 1)) L2
= (p(t+h)—p(,t),2(,8))r2 + (@(, t+ ), 2(, t + h) = 2(-, 1)) 2
= (ot +h) — (1), 20, 0)) 2 + (@t + h), [(T(t + h) = T(t))g](-)) 2
= (ot +h) = (1), 205 0)) 2 +([T7(E + h) = T ()]e(- T+ h), g(-)) 2.
Dai, usando os Teoremas B.2 e 1.4.5, e o fato de ¢ ser suave, tem-se
%“0('71?)7 Z(-,t))Lz _ hli%le <90('7t + h)? Z(-,t—|— h)}zL2 - <§0("t>7 Z("t»L?

= (PR )

T LT 4 h) - T ()t + h>,g<->>L2]

DL ) lim T D) = Tl ), g

t L2 h—0t

h—0t

(
(
- <%—f(~,t>, <T<t>g><->>L2 ¥ <hli%1+ (%) ot + 1), <T<t>g><->>
(
(

SC00) + lim 2O )~ ol t+ g0

L2

L0.@OD0) + A0, T 00O
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3.1 Equagoes Parabdlicas de Segunda Ordem

Uma vez que ¢(z,0) = p(x,7) = 0,Vx € Q, obtém-se

[ a0, 000 di = (o), ()i~ (610, (TN =0

Logo,

0= /OT d (1), (T(t)g) ()2 dt = /OT <aa_f(.,t) + A1), (T(t)g)(.)> dt. (3.5)

dt 12

Seja u(-,t) a solucao fraca da EDP (3.1). Queremos mostrar que u é solugdo mild
do problema abstrato associado (3.4). Vale observar que, pelo Teorema 1.2.1 segue que
wec(o, ) 17(@)).

Além disso, segue que

[ S rpte e+ [ 3 o),

=1

+ Z b'uy, (z,t)p(x,t) + cu(x, t)p(z, t)dr = 0
i=1

dai, integrando por partes, tem-se

/Q—u(ac,t)aa—f(az,t)dx—/gzaiju(x,t)gpxjxi(x,t)

2,7=1

— Z biu(r, 1)y, (7,t) + cu(z, t)o(z, t)dr = 0.

i=1
Ou seja,
/ (aﬁ(x, t) — L¥p(z, t)) u(z, t)dr = 0,
o \ Ot
e assim,
0y .
_(x7t>+A (p(:v,t),u(x,t) = 0.
ot L2
Portanto,
T agp .
[ e+ aetautn) a=o a6)
o \ Ot 12
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3.1 Equagoes Parabdlicas de Segunda Ordem

De (3.5), segue que

[ (Geen s aeto.rwne) a-o 87

2
Assim, subtraindo (3.7) de (3.6), obtém-se
T a(p .
0 I

Agora, considere a classe de fungoes suaves da forma ¢(x,t) = 1 (z)p2(t), com ¢, € D(A*)

e v2(0) = pa(7) = 0, ent@o podemos reescrever a equagao acima como

| o)t = T OOt = = [ eadan.u60 = (00 )

para toda ¢y suave com 9(0) = po(7) = 0.

Para simplificar a expressao, escrevamos

1) = ult) = (T()g)();
?(Vt) = <901(')’f("t)>;
h('7 t) = <A*901()7 f(? t)>

Assim, tem-se

/OT %(pg(t)g(-,t)dt = —/OT pa(t)h(-, t)dt, Vs.

Integrando por partes, obtém-se

/OT %%(t)ﬁ(-,t)dt =— /OT 902(t)%§('at)dt'

T d T T d
| ext gttt = [ a0 ouseia, [ ealt) (5966~ hiet) ) de =0, Vi suave,

d
Pelo Lema 1.1.1, tem-se %§(~,t) = h(-,t) q.t.p., ou seja,

(1) = /0 h(-, 5)ds. (3.8)



3.1 Equagoes Parabdlicas de Segunda Ordem

Reescrevendo a expressao acima, tem-se

(00 ) = [0 sonds = (a0 [ o) v e D)

t t
Entao, pelo Lema 2.1.1, segue que / f(-,s)ds € D(A) e A/ f(-,8)ds = f(-,1).
0 0
d t t
Isto é equivalente a %/ f(,8)ds = A/ f(, 8)ds.
0 0

t
Fazendo v(t) = / f (-, s)ds, temos o seguinte problema abstrato
0

—u(t) = Av(t)
v(0) = 0,

Assim, como A gera um Cy- semigrupo, pelo Teorema 2.1.1, tem-se

/t F(8)ds = v(t) = T(H)0 = 0, € [0, 7],

e assim, f(-,t) =0,Vt € [0, 7].

Logo, 0= f(-,t) = u(:,t) = (T(t)g)(-), isto & u(-, 1) = (T'(t)g)(-)-

Portanto, a solugao fraca da EDP (3.1) ¢ a solu¢ao mild do problema abstrato (3.4), que
por sua vez, ¢ a solucao weak dada por J. Ball para o problema abstrato, pelo Teorema 2.1.2.

Para mostrar que as trés solugoes sao equivalentes, falta mostrar que se u é uma solugao
weak do problema abstrato, entao u é solugao fraca de (3.1).

Para este propdsito, suponha que u é solucao weak do problema abstrato e que u nao é
solugao fraca de (3.1) no sentido usual de EDP’s. Pelo Teorema 3.1.1, existe uma unica solugao
v de (3.1). Pelo que vimos acima, v é solu¢ao mild e, portanto, weak no sentido de J. Ball.
Mas, pelo Teorema 2.1.2, v é tinica solugao weak no sentido de J. Ball. Logo, u = v, mas isso
¢ uma contradicao.

Portanto, u ¢é solugao fraca de (3.1).

Assim, conclui-se que a solugao do problema (3.1) é equivalente a solugao mild, que por sua

vez, é equivalente a solucao weak dada por J. Ball.
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APENDICE

A

Operadores Lineares

Daqui em diante, consideraremos (X, || - ||) um espago de Banach real, a menos que algo

seja dito ao contrario.

Definicao A.1 Dizemos que uma aplicacao T : X — X € um operador linear se:
e I'(z+y)=T(x)+T(y),Vz,y € X;
o T'(\x) =\T'(z),VAeR eVx € X.

Definicao A.2 Seja T : X — X um operador linear.

1. T € limitado se existe uma constante C' > 0 tal que |[Tz|| < C||z|,Vz € X.

2. T € continuo em x € X se, para qualquer sequéncia {x,}5>, C X convergindo para x

(com relagao a norma || - ||), tem-se {Tx,}>2, convergindo para Tx.

3. T € continuo (em X) se T € continuo em x,Vx € X.

Teorema A.1 Se T : X — X € um operador linear, entdo as sequintes afirmacoes $ao

equivalentes:

1. T € limitado;
2. T ¢ continuo em 0;

3. T € continuo em X.

Notagao A.1 Seja (X, | -||) um espago de Banach real.
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1. Se'Y também é um espago de Banach real, denota-se por L(X,Y) o sequinte conjunto

LX,)Y)=A{T: X =Y, T € linear e continuo}.
2. Denota-se L(X,R) por X*, o qual é chamado de espago dual de X. Um elemento de X*
€ dito um funcional linear.

3. O congunto de todos operadores lineares limitados (e assim, continuos) de X em X €
denotado por B(X).

B(X) é um espago vetorial com relagdo as operagoes usuais:
(Tl + TQ)Z' = T1$ + TQZ’, ()\T)Z' = )\(T[E),

em que T,T1, Ty € B(X),z € X,\ € R,

4. Para T € B(X), o nimero ||T|| denota a menor constante C > 0 tal que
|Tz|| < C|z||,Vz € X, ou seja,

1T = inf{C = 0; || T[] < Cllzf|, = € X}.

Teorema A.2 Com as mesmas notacgoes acima,

1. || - || € uma norma em B(X), e com relagao a esta norma, B(X) é um espago de Banach

real;

2. Para T € B(X),

Tl = sup{[|Tz|;z € X, com |lz| =1} (A1)
:sup{%;xe)( e:r;éO}. (A.2)
x

5. T < [Tlllz]l, VT € B(X),¥x € X.

Observagao A.1 Muitas vezes temos uma transformacao linear T : W — X em que W €
um subespaco de X, ambos X e W munidos da mesma norma (aquela de X). Neste caso
escrevemos W =D(T) eT : D(T) C X — X e dizemos que D(T') € o dominio do operador T

Definicao A.3 Seja X um espago vetorial normado e T : D(T) C X — X um operador linear
densamente definido. O operador adjunto T* : D(T*) C X* — X*, de T, € definido por:

(T"g)(x) = g(Tx) := (Tx,g), (A-3)
em que X* € o espago dual de X e D(T*) ={g € X*;g0T : D(T) — R € limitada}.
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Definicao A.4 Seja X um espago de Banach real e T : D(T) C X — X um operador linear.
Diz-se que T é um operador fechado (ou simplesmente, T € fechado) se para toda sequéncia
{z,}50, CD(T), comz, -z (€ X) eTx, =y, tem-sex € D(T) e Tx =y.

Em outras palavras, se uma sequéncia {x,}°2, C D(T) € tal que, ambas {x,}°°, e {Tx,}>°,
convergem para elementos de X, entdo o limite de {x,}°, pertence a D(T') e a imagem do

limite € o limite das imagens.

Observagao A.2 Se T' € B(X), entdo a convergéncia de {x,}5°, para x automaticamente
assegura que {Tx,}>2 | converge para Tx. Assim, se T € limitado (continuo em X), entio T €
fechado.

Definicao A.5 Um subconjunto A de X € denso em X se A = X, isto €, o fecho de A, com
relagio a norma || - ||, € X. Isto significa que qualquer elemento x € X pode ser aproximado

por uma sequéncia de elementos de A.

Encerramos esta secao com trés resultados classicos, cujas demonstracoes podem ser

encontradas em [9].

Teorema A.3 (Limitagao Uniforme) Sejam X wum espago de Banach e {T,}32, uma
sequéncia de operadores lineares, T,, : X — X, tal que {||T,z||}32, € limitada para todo x € X,
ou seja,

[Tt <o m=1.2,--,

em que ¢, € RT. Entdo, a sequéncia de normas {||T,||}>>, € limitada, isto é, Ik > 0 tal que
IT.] <k, ¥neN.

Teorema A.4 (Existéncia de um funcional linear) Seja Y um subespaco préprio fechado

de um espago normado X. Seja xqg € X —Y arbitrdrio e
0 = inf ||y —
Inf [|g — 2o,
a distancia de xg a Y. Entdo existe f € X* tal que

Ifl =1, f(y) =0, VyeY, e flx) =0

Teorema A.5 (Grafico Fechado) Sejam X e Y espagos de Banach e T : D(T) C X — Y

um operador linear fechado. Entdo, se D(T) € fechado em X, o operador T é limitado.
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APENDICE

B

Teoremas de Convergencia para Integrais

A teoria de integracao de Lebesgue é especialmente ttil, uma vez que ela nos fornece
poderosos teoremas de convergéncia. No que segue, enunciaremos dois desses teoremas, que
serdo importantes para nossos propésitos. As provas desses resultados podem ser encontradas,

por exemplo, em [3].

Teorema B.1 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Sejam f,, n = 1,2,---,f e g

funcoes mensurdveis a valores reais definidas q.t.p. em um intervalo I, tais que
1. fu(x) = f(x), para quase todo x € I (convergéncia pontual q.t.p.);

2. | fu(2)| < g(x), para quase todo x € I;

3. /g(x)dx < oo, isto é, g € L*(I).
I

Entao,
lim [ fu(z)dx = /f(x)dx.
Teorema B.2 (Convergéncia Dominada & parametros continuos) Se para cada

€ € [a,b],—00 < a < b < 400, fe € uma fungao mensurdvel, |fe(z)| < g(z), em que g

¢ uma funcao integrdvel e Ehr? fe(x) = f(z) qtp., com & € la,b], entao f € integrdvel e
—80

li dr = dx.
= 1
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APENDICE

C

Calculo em Espacos de Banach

Faremos uma breve digressao sobre alguns resultados do céalculo diferencial e integral em
espacos de Banach.

A demonstragao do préximo resultado pode ser encontrado, por exemplo, em [16].

Lema C.1 Sejam a,b € R tais que a < b, X um espa¢o de Banach e ¢ : [a,b) — X uma
fungao continua e diferencidvel a direita em [a,b). Se Dty € continua em [a,b), entao ¢ €

continuamente diferencidvel e ' = DY, em que DT denota a derivada a direita de .

Consideremos agora o espago E das fungoes limitadas de [a,b] em X, com norma dada por

[flle = sup [[f(D)]
tela,b]
Sejam a,b € R tais que a < b, e P = {ag, a4, -+ ,a,} uma particao do intervalo [a, b], com

a=a<a1 <---<a,=hb.

Definicao C.1 Seja f : [a,b] — X uma funcgdo. Diz-se que [ € uma funcao escada, se existem

elementos wy,wsy, -+ ,w, € X, tais que
ft)=w;, seaiy <t<a;, i=1,2-- n.

Definicao C.2 Seja f uma funcao escada com relagao a particao P. O wvalor da integral de f

¢ dado por

n

Ip(f) = (a1 — ap)wy + -+ - + (ay, — ap_1)wy, = Z(&i — Qi—1)W;.

i=1
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Proposicao C.1 Se f ¢ uma fungao escada, com relagao a outra particao Q) de [a,b], entao

Zp(f) = To(f).

Observagao C.1 A Proposicao C.1 mostra que a integral nao depende da particao. Portanto,

denota-se a integral de f por Z(f).

Observagao C.2 Claramente f € limitada, pois tem um niumero finito de valores e a norma
de f € dada por

[fllz = max{|jw;|;7=1,2,--- ,n}.
Assim,
IZHN <D Jai = aiallwil] < (a = aiz) ||| e
i=1 1=1
Daf,

IZ(HI < (b= a)llflle-

Agora, iremos enunciar alguns resultados que podem ser encontrados em [10], e a seguir

definiremos a integral em espacos de Banach, que também é conhecida como integral no sentido
de Bochner.

Lema C.2 O conjunto das fungées escadas [ : [a,b] — X € um subespago do espago E, que
denotaremos por S;([a,bl; X). A func¢ao T : Si([a,b]; X) — X € linear e limitada.

Teorema C.1 Toda fun¢ao continua de [a,b] em X pode ser aproximada uniformemente por
fungoes escadas. Além disso,

C([a, b]; X) < Si(la, b; X).

Observagao C.3 Pelo Teorema C.1, dado f € C([a,b]; X), eziste {fn}5>, C Si([a,b]; X) tal

que f, — f uniformemente. Dai, sendo I continua, tem-se
Z(fa) = Z(f), em X,
isto €,

n—,oo

b b
/f(t)dt:hm fu(t)dt.

Teorema C.2 Seja X um espago de Banach real. Se f :[a,b] — X € continua, entdo

/ bf(t>dtH < | ol

(17) % (/atf(u)du) = f(t), t € [a,b].

0|
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Teorema C.3 Sejam X e Y espagos de Banach. Seja f : [a,b] — X continua e F': X —Y

uma aplicacao linear continua. Entao

F (/abf(t)dt) _ /abF(f(t))dt.

Demonstragao: Sendo f continua, pelo Teorema C.1, existe uma sequéncia
{fn}2, € Si([a,b]; X) tal que f,, — f uniformemente, e

n—oo

/ "t = tm [ fao)

Como F' ¢ linear e continua, tem-se

F (/abf(t)dt) — lim F (/b fn(t)dt) | (1)

Por outro lado, note que para cada n € N,

/b fn(t)dt = i(az — ai_l)wi,
a i=1

em que P = {ag,a, - ,a,} ¢ uma partigao do intervalo [a,b] e f,(t) = w’, se a;_1 < t < a;,

t=1,2,--+,m. Assim,

P([ o) = <i< - ai_nw;) _S o DF), ()

1= i=1

pois F' é linear.

Observe que F o f,, é uma funcao escada de [a,b] em X, pois F(f,(t)) = F(w!), para

a;_1 <t<a;,comi=12--- m. Dal,
I(Fofo) = (ai—a;i1)F(w)),
i=1
isto é,

| PG =Y (e - 0 Pl (€.3)

De (C.2) e (C.3), segue que

F ( / b fn(t)dt> -/ B (),

ou seja,
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lim F (/ fult dt) —nlggo/ F(f,(t))dt. (C.4)

Afirmamos que

lim / F(fa(t))dt = / F(f(8))dt. (C.5)

n—oo

De fato,

|/ Pt - / bF(f(t))dtH </ NED) - P e < || / 1) — Follt

pois F' é linear e continuo.

Como a sequéncia {f,}°°, converge uniformemente para f, segue que a integral a direita

na ultima desigualdade converge para zero, mostrando que (C.5) ocorre.

e (C.1), (C4) e (C.5) conclui-se

P </abf(t)dt) _ /abF(f(t))dt.
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