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À minha famı́lia, pelo est́ımulo e apoio dispensados em todos os momentos.

Aos meus enormes amigos de graduação: Ana, Andrey, Ana Paula, Ândrea,
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Resumo

Sejam A um operador fechado e densamente definido em um espaço de BanachX
e f ∈ L1([0, τ ];X). O objetivo deste trabalho é apresentar uma condição necessária
e suficiente para a existência de solução weak, dada por J. Ball, do problema{

d

dt
u(t) = Au(t) + f(t), t > 0

u(0) = x.

Neste caso, a solução weak coincide com a solução mild (dada pela Fórmula da
Variação das Constantes).

Como aplicação, estudaremos um problema de valor inicial e de fronteira para
equações parabólicas de segunda ordem e concluiremos que sua solução fraca, no
sentido usual de EDP’s, coincide com a solução mild do problema de Cauchy
abstrato associado.

Palavras-chave: Semigrupos Fortemente Cont́ınuos, Problema Abstrato de
Cauchy, Solução Fraca, Solução Mild.
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Abstract

Let A be a closed linear operator densely defined on a Banach space X and
f ∈ L1([0, τ ];X). The purpose of this work is to present a necessary and sufficient
condition to the existence of weak solution, introduced by J. Ball, for the problem{

d

dt
u(t) = Au(t) + f(t), t > 0

u(0) = x.

In this case, the weak solution coincides with the mild solution (given by the
Variation of the Constants Formula)

As an application we study an initial boundary value problem for a second order
parabolic and conclude that its weak solution, coincides with the mild solution of
the associated Abstract Cauchy Problem.

Keywords: Strongly Continuos Semigroup, Abstract Cauchy Problem, Weak
Solution, Mild Solution.
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Introdução

Muitos fenômenos da natureza, tais como condução de calor, correntes oceânicas,

decaimento radioativo, resfriamento de um corpo, dentre muitos outros, são descritos através

de Equações Diferenciais. O estudo dessas equações é um importante ramo da Matemática que

se consolidou com a criação do Cálculo Diferencial e Integral e tem recebido muita atenção

desde então.

Na Literatura Matemática pode-se observar o grande número de trabalhos desenvolvidos

nessa área, englobando o estudo das equações diferenciais ordinárias, parciais e funcionais.

Observa-se ainda, que muitas dessas equações podem ser descritas através de um Problema de

Cauchy Abstrato da forma

⎧⎨
⎩

du(t)

dt
= Au(t) + f(t), t > 0

u(0) = x,
(1)

em que X é um espaço de Banach, A : D(A) ⊆ X → X é um operador linear, f é uma função

conhecida e u é a função incógnita.

A vantagem de trabalharmos com uma equação na forma abstrata é que podemos

utilizar a teoria de Semigrupos de Operadores Lineares, bem como muitos resultados da Análise

Funcional. Em [2], J. Ball introduziu o conceito de solução weak para o problema abstrato (1).

Encontrar uma relação entre esta solução e a mild, já bem conhecida na teoria de semigrupos, foi

a principal motivação desse trabalho. Aqui, apresentamos uma condição necessária e suficiente

para a existência e unicidade da solução weak para o problema abstrato (1) e mostramos sua

equivalência com a solução mild.

Contudo, quando colocamos uma equação diferencial em sua forma abstrata e

procuramos por uma solução, nos deparamos com a seguinte questão: Qual a relação entre

a solução fraca de uma EDP, no sentido usual da teoria de equações diferenciais parciais, e a

solução mild, ou weak, no sentido da teoria de semigrupos?

Motivados por esta pergunta, e pelo fato de que este tema é delicado e não é facilmente

encontrado na literatura, analisamos um problema de valor inicial e fronteira para equações
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parabólicas de segunda ordem e conclúımos que as soluções fraca, mild e weak coincidem.

Organizamos este trabalho de forma a apresentar, no Caṕıtulo 1 os pré-requisitos

necessários a serem utilizados no decorrer do trabalho. Neste Caṕıtulo, iniciamos com o estudo

dos Espaços Lp e de Sobolev, bem como o dos Espaços Envolvendo Tempo. Nas próximas seções

introduzimos o conceito de Semigrupos de Operadores Lineares Limitados e seus Geradores

Infinitesimais.

No Caṕıtulo 2 estudamos o problema abstrato (1), inicialmente quando A gera um

C0-semigrupo {T (t)}t≥0 ⊆ B(X), f é continuamente diferenciável e x ∈ D(A), e neste caso

mostramos que existe uma única solução u deste problema a qual é dada pela Fórmula da

Variação das Constantes

u(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds, t ≥ 0. (2)

Observamos que se x ∈ X, então a menos que o semigrupo {T (t)}t≥0 ⊆ B(X) e f

possuam propriedades especiais, em geral, u dada por (2) não é solução de (1). A partir disto,

introduzimos os conceitos de solução mild e de solução weak de (1), sendo o último dado por

J. Ball em [2].

Tendo em vista tais conceitos, provamos o resultado central desta Dissertação, o qual

estabelece a equivalência entre estas duas soluções.

No Caṕıtulo 3, como aplicação, estudamos um problema de valor inicial e fronteira para

equações parabólicas de segunda ordem e conclúımos que sua solução fraca, no sentido usual de

EDP’s, também coincide com a solução mild do Problema de Cauchy Abstrato associado, que

por sua vez, é a solução weak introduzida por J. Ball.

Como Apêndice, há uma seção voltada para Operadores Lineares, contendo definições

e importantes resultados da Análise Funcional, tal como o Teorema da Limitação Uniforme,

outra seção contendo o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, uma importante

ferramenta usada no decorrer de todo o trabalho e também uma seção onde é introduzido o

conceito de integração em Espaços de Banach.



Caṕıtulo

1

Preliminares

Neste caṕıtulo, estabelecemos alguns dos principais pré-requisitos para o desenvolvimento

da teoria necessária para esta dissertação.

1.1 Espaços Lp e de Sobolev

Nesta seção apresentaremos os espaços de Sobolev, que muitas vezes, tem a configuração

adequada para se aplicar as idéias da Análise Funcional afim de obter informações sobre

equações diferenciais parciais.

Definição 1.1.1 Um vetor da forma α = (α1, · · · , αn), em que cada componente αi é um

inteiro não-negativo, é chamado de multi-́ındice de ordem

|α| = α1 + · · ·+ αn.

Definição 1.1.2 Seja Ω ⊂ R
n aberto e u : Ω→ R. Dado um multi-́ındice α, definimos

Dαu(x) :=
∂|α|u(x)

∂x1
α1 · · · ∂xn

αn
.

Se k é um inteiro não-negativo,

Dku(x) := {Dαu(x); |α| = k},

o conjunto de todas as derivadas parciais de ordem k.

13



1.1 Espaços Lp e de Sobolev

Observação 1.1.1 Se k = 1, considera-se os elementos de Du, dispostos em um vetor, isto é,

Du = (ux1 , · · · , uxn) = vetor gradiente.

Se k = 2, considera-se os elementos de D2u dispostos em uma matriz, isto é,

D2u =

⎛
⎜⎜⎝

∂2u
∂x2

1
· · · ∂2u

∂x1∂xn

. . .
∂2u

∂xn∂x1
· · · ∂2u

∂x2
n

⎞
⎟⎟⎠

n×n

= matriz hessiana.

Além disso,

Δu =
n∑

i=1

∂2u

∂x2
i

= tr (D2u) = laplaciano de u.

Definição 1.1.3 Dada uma função u : Ω → R, o suporte de u é o fecho, na topologia do R
n,

do conjunto de pontos de Ω, onde u não se anula, isto é,

supp(u) := {x ∈ Ω; u(x) �= 0}.

Definição 1.1.4 Dado Ω um aberto do R
n, definimos

C∞0 (Ω) = {u : Ω→ R; u ∈ C∞(Ω) e u possui suporte compacto}.

Se u ∈ C∞0 (U), dizemos que u é uma função teste.

Definição 1.1.5 Seja Ω ⊂ R
n um conjunto mensurável à Lebesgue. Para 1 ≤ p <∞, o espaço

Lp(Ω) é o conjunto das funções mensuráveis (classes de equivalência) à Lebesgue, tais que |u|p
tem integral de Lebesgue em Ω finita, isto é,

Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R;

∫
Ω

|u(x)|p dx <∞
}
. (1.1)

Munido das operações usuais de funções, Lp(Ω) é um espaço de Banach com a norma definida

por

‖u‖p =
(∫

Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

. (1.2)

O espaço L2(Ω) é um espaço de Hilbert com o produto interno definido por

〈u, v〉L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx.

Definição 1.1.6 O espaço L∞(Ω) é o conjunto das funções mensuráveis (classes de

14



1.1 Espaços Lp e de Sobolev

equivalência) à Lebesgue, as quais são essencialmente limitadas em Ω, isto é,

L∞(Ω) = {u : Ω→ R; u é limitada q.t.p. em Ω}, (1.3)

onde o termo q.t.p. significa em quase toda parte.

Para toda u ∈ L∞(Ω), define-se a norma de u por

‖u‖ = supess (u) = inf{M ≥ 0; |u(x)| ≤M q.t.p. em Ω}. (1.4)

Definição 1.1.7 Seja u : Ω → R uma função mensurável. Dizemos que u é localmente

integrável em Ω, se

∫
K

|u(x)| dx <∞, para todo compacto K de Ω. O espaço dessas funções é

denotado por L1
loc(Ω).

Para todo p ≥ 1, vale que Lp(Ω) ⊂ L1
loc(Ω). Observamos ainda, que C∞0 (Ω) é denso em

Lp(Ω), (ver [1]).

Definição 1.1.8 Dados u, v ∈ L1
loc(Ω) e α um multi-́ındice, dizemos que v é a α-ésima derivada

fraca de u, e escrevemos,

Dαu = v,

se ∫
Ω

uDαφ dx = (−1)|α|
∫
Ω

vφ dx, (1.5)

para toda função teste φ ∈ C∞0 (Ω).

Em outras palavras, se dada u, acontecer de existir uma função v, que verifica (1.5), diz-se

que Dαu = v no sentido fraco. Se não existe tal função v, então u não possui uma α-ésima

derivada parcial fraca.

A α-ésima derivada parcial fraca de uma função u, se existe, é única a menos de um conjunto

de medida nula, (ver [5] para mais detalhes).

Exemplo 1.1.1 Considere

u(x) =

{
x, se 0 < x ≤ 1

1, se 1 < x < 2.

Tem-se que Du = v, no sentido fraco, em que

v(x) =

{
1, se 0 < x ≤ 1

0, se 1 < x < 2.

De fato, para isto deve-se mostrar que

∫ 2

0

uDφ dx = −
∫ 2

0

vφ dx, ∀φ ∈ C∞0 (Ω), em que Ω = (0, 2).

15



1.1 Espaços Lp e de Sobolev

Note que

∫ 2

0

uDφ dx =

∫ 1

0

uDφ dx+

∫ 2

1

uDφ dx

=

∫ 1

0

xDφ dx+

∫ 2

1

Dφ dx

= xφ
∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

φ dx+ lim
t→2−

φ(t)− φ(1)

= φ(1)−
∫ 1

0

φ dx− φ(1)

= −
∫ 1

0

φ dx

= −
∫ 2

0

vφ dx,

donde segue o resultado.

Exemplo 1.1.2 Seja

u(x) =

{
x, se 0 < x ≤ 1

2, se 1 < x < 2.

Não existe derivada fraca de u. De fato, para isto devemos mostrar que não existe qualquer

função v ∈ L1
loc(Ω) satisfazendo∫ 2

0

uDφ dx = −
∫ 2

0

vφ dx, ∀φ ∈ C∞0 (Ω), (1.6)

em que Ω = (0, 2).

Suponha que (1.6) seja válida para alguma função v e qualquer função teste φ. Então,

−
∫ 2

0

vφ dx =

∫ 2

0

uDφ dx

=

∫ 1

0

xDφ dx+

∫ 2

1

2Dφ dx

= xφ
∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

φ dx+ 2[ lim
t→2−

φ(t)− φ(1)]

= φ(1)−
∫ 1

0

φ dx− 2φ(1)

= −
∫ 1

0

φ dx− φ(1).
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1.1 Espaços Lp e de Sobolev

Agora, escolha uma sequência {φm}∞m=1 de funções suaves satisfazendo

0 ≤ φm ≤ 1, φm(1) = 1, φm(x)→ 0, ∀x �= 1.

Acima, substituindo φ por φm e fazendo m→∞, pelo Teorema B.1, tem-se

1 = lim
m→∞

φm(1) = lim
m→∞

[∫ 2

0

vφmdx−
∫ 1

0

φmdx

]
= 0,

o que é uma contradição.

Portanto, não existe a derivada de u, no sentido fraco.

A demonstração do próximo resultado pode ser encontrada, por exemplo, em [6].

Lema 1.1.1 (Lema de DuBois - Raymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω). Suponha que

∫
Ω

uϕ dx = 0,

para toda ϕ ∈ C∞0 (Ω). Então u = 0 q.t.p. em Ω.

Definição 1.1.9 Fixe 1 ≤ p ≤ ∞ e seja k um inteiro não-negativo. O espaço de Sobolev

W k,p(Ω) é definido por

W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu existe para todo multi-́ındice α, tal que |α| ≤ k e Dαu ∈ Lp(Ω)},

em que Dα é a derivada no sentido fraco.

Além disso, se u ∈ W k,p(Ω), sua norma é definida por

‖u‖Wk,p(Ω) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛
⎝∑
|α|≤k

∫
Ω

|Dαu|pdx
⎞
⎠

1
p

(1 ≤ p <∞)

∑
|α|≤k

sup
Ω
ess|Dαu| (p =∞).

Observação 1.1.2 Para p = 2, denota-se por Hk(Ω) o espaço W k,2(Ω), (k = 0, 1, . . . ). O

espaço Hk(Ω) é um espaço de Hilbert.

Note que H0(Ω) = L2(Ω).

Definição 1.1.10 Denotamos por W k,p
0 (Ω) o fecho de C∞0 (Ω) em W k,p(Ω).

Sendo ∂Ω suave, interpreta-se W k,p
0 (Ω) como o conjunto das funções u ∈ W k,p(Ω) tais que

“Dαu = 0 em ∂Ω”, para todo multi-́ındice α, com |α| ≤ k − 1.
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1.1 Espaços Lp e de Sobolev

Definição 1.1.11 Denotamos por H−1(Ω) o espaço dual de H1
0 (Ω).

Se f ∈ H−1(Ω), então existem funções f0, f1, . . . , fn ∈ L2(Ω), tais que

f(v) =

∫
Ω

f0v +
n∑

i=1

∫
Ω

fi
∂v

∂xi

, v ∈ H1
0 (Ω),

e

‖f‖ = max
0≤i≤n

‖fi‖L2(Ω).

Vale ressaltar as seguintes inclusões cont́ınuas: H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω).

1.2 Espaços Envolvendo o Tempo

Nesta seção estudaremos outros tipos de espaços de Sobolev, que envolvem funções do

tempo com valores em espaços de Banach. Tais espaços serão essenciais para a construção do

conceito de solução fraca das EDP’s lineares parabólica de segunda ordem que abordaremos no

Caṕıtulo 3.

Seja X um espaço de Banach, com norma ‖ · ‖.

Definição 1.2.1 Uma função f : [0, τ ] → X é dita fortemente mensurável se existe uma

sequência de funções simples {fk}∞k=1, fk : [0, τ ] → X, tal que fk(t) → f(t), para quase todo

t ∈ [0, τ ].

Definição 1.2.2 O espaço Lp([0, τ ];X) consiste de todas as funções fortemente mensuráveis

u : [0, τ ]→ X, com

‖u‖Lp([0,τ ];X) :=

(∫ τ

0

‖u(t)‖p dt

) 1
p

<∞, para 1 ≤ p <∞,

e

‖u‖L∞([0,τ ];X) := sup
0≤t≤τ

ess‖u(t)‖ <∞.

Definição 1.2.3 O espaço C([0, τ ];X) consiste de todas as funções cont́ınuas u : [0, τ ] → X,

com

‖u‖C([0,τ ];X) := sup
0≤t≤τ

‖u(t)‖ <∞.

Definição 1.2.4 Seja u ∈ L1([0, τ ];X). Diz-se que v ∈ L1([0, τ ];X) é a derivada fraca de u, e

escreve-se u′ = v, se ∫ τ

0

ϕ′(t)u(t)dt = −
∫ τ

0

ϕ(t)v(t)dt,

para toda função teste ϕ ∈ C∞0 (0, τ).
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1.2 Espaços Envolvendo o Tempo

Definição 1.2.5 O espaço de Sobolev W 1,p([0, τ ];X) consiste de todas as funções

u ∈ Lp([0, τ ];X), tais que u′ existe no sentido fraco e pertence a Lp([0, τ ];X). Além disso,

W 1,p([0, τ ];X) é um espaço vetorial normado com norma

‖u‖W 1,p([0,τ ];X) :=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
(∫ τ

0

(‖u(t)‖p + ‖u′(t)‖p) dt
) 1

p

, se 1 ≤ p <∞
sup
0≤t≤τ

ess (‖u(t)‖+ ‖u′(t)‖) , se p =∞.

O resultado a seguir será útil para o desenvolvimento da aplicação que apresentaremos no

Caṕıtulo 3. Sua demonstração pode ser encontrada, por exemplo, em [5].

Teorema 1.2.1 Se u ∈ L2([0, τ ];H1
0 (Ω)), com u′ ∈ L2([0, τ ];H−1(Ω)), então

u ∈ C([0, τ ];L2(Ω)).

1.3 Semigrupos de Operadores Lineares Limitados

Algebricamente, um semigrupo é um par ordenado (S, ∗) consistindo de um conjunto não-

vazio S e uma operação binária associativa ∗ sobre a qual S é fechado, isto é, se x, y ∈ S, então

x∗y ∈ S. Em contraste com um grupo, um semigrupo pode ou não ter um elemento identidade,

e dado um elemento de S, ele pode ou não ter um inverso, com relação a operação ∗.
No que se segue, o conjunto S consistirá de uma famı́lia de operadores lineares limitados

(ou seja, cont́ınuos) definidos em um espaço de Banach X e a operação ∗ será a composição de

operadores, denotada pela justaposição dos mesmos.

Definição 1.3.1 Um C0-semigrupo ou semigrupo fortemente cont́ınuo de operadores lineares

limitados em um espaço de Banach X é uma famı́lia {T (t)}t≥0 ⊆ B(X), tal que

(i) T (0) = I, o operador identidade em X;

(ii) T (s)T (t) = T (s+ t), ∀s, t ≥ 0;

(iii) Para cada x ∈ X fixado, T (t)x→ x, quando t→ 0+.

Observação 1.3.1 1. A condição (ii) assegura que a famı́lia {T (t)}t≥0 é fechada com

relação a composição de operadores e, portanto, formam um semigrupo.

2. Por (ii) o semigrupo é comutativo, pois

T (s)T (t) = T (s+ t) = T (t+ s) = T (t)T (s), ∀s, t ≥ 0.

De (i) e (ii) segue que o semigrupo possui um elemento identidade T (0). Logo, (i) e (ii)

fornecem a estrutura algébrica do semigrupo.
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Lema 1.3.1 Se {T (t)}t≥0 ⊆ B(X) é um C0-semigrupo, então a função t �→ T (t)x é cont́ınua

de (0,∞) em X, para todo x ∈ X.

Demonstração: Seja t > 0 e x ∈ X. Note primeiro que para h > 0, tem-se

‖T (t+ h)x− T (t)x‖ = ‖T (t)T (h)x− T (t)x‖
≤ ‖T (t)‖‖T (h)x− x‖,

assim, visto que {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo, lim
h→0

‖T (h)x− x‖ = 0, o que implica que

lim
h→0

‖T (t+ h)x− T (t)x‖ = 0,

garantindo que t �→ T (t)x é cont́ınua à direita de t.

Para mostrarmos a continuidade a esquerda, mostremos primeiramente que T (s) é limitado

para todo s ∈ [0, t + 1]. Note que existem δ > 0 e M ≥ 1, tais que ‖T (s)‖ ≤ M, ∀s ∈ [0, δ].

De fato, se isto não ocorresse existiria uma sequência {sn}∞n=1, sn → 0+, tal que ‖T (sn)‖ ≥ n,

∀n ∈ N. Assim, pelo Teorema A.3, ‖T (sn)x‖ não seria limitada para pelo menos um x ∈ X, o

que contradiz (iii) da Definição 1.3.1. Além disso, M ≥ 1, pois ‖T (0)‖ = 1, por (i) da Definição

1.3.1.

Seja n ∈ N o primeiro natural tal que nδ > t + 1. Se s ∈ [0, t + 1], existem k ∈ [0, n] e

ξ ∈ [0, δ] tais que s = kδ + ξ.

Logo,

‖T (s)‖ = ‖T (kδ + ξ)‖ ≤ ‖T (kδ)‖‖T (ξ)‖
≤ ‖T (δ)‖k‖T (ξ)‖ ≤Mk M = Mk+1

≤ Mn+1.

Portanto ‖T (s)‖ ≤Mn+1, ∀s ∈ [0, t+ 1].

Agora, para h > 0 tal que h ≤ t e 0 ≤ t− h ≤ t+ 1, tem-se

‖T (t− h)x− T (t)x‖ = ‖T (t− h)x− T (t− h+ h)x‖
= ‖T (t− h)x+ T (t− h)T (h)x‖
≤ ‖T (t− h)‖‖x− T (h)x‖
≤ Mn+1‖x− T (h)x‖.

Logo, como lim
h→0

‖T (h)x − x‖ = 0, obtém-se que lim
h→0

‖T (t − h)x − T (t)x‖ = 0 e assim,

t �→ T (t)x é cont́ınua à esquerda de t. �
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1.3 Semigrupos de Operadores Lineares Limitados

Exemplo 1.3.1 (C0-semigrupos de translações) Considere X = Lp(0,∞), em que

1 ≤ p <∞ e ‖f‖p =
(∫ ∞

0

|f(x)|pdx
) 1

p

.

Para cada t ≥ 0, defina o operador T (t) em X da seguinte forma: para uma função dada

f ∈ X, defina a função T (t)f em [0,∞) por

[T (t)f ](x) = f(x+ t), x ∈ [0,∞). (1.7)

A expressão [T (t)f ](x) está bem definida para quase todo x se t ≥ 0 é fixado. O operador

T (t) é um operador translação e corresponde ao movimento do gráfico de f, t unidades para a

esquerda.

Observe que

‖T (t)f‖pp =
∫ ∞

0

|f(x+ t)|pdx =

∫ ∞

t

|f(y)|pdy ≤
∫ ∞

0

|f(y)|pdy = ‖f‖pp,

ou seja, para cada t ≥ 0,

‖T (t)f‖p ≤ ‖f‖p, ∀f ∈ X. (1.8)

Assim, {T (t)}t≥0 ⊆ B(X). Note que [T (0)f ](x) = f(x), ou seja T (0) = I. Além disso,

[T (s)T (t)f ](x) = [T (s)f ](x+ t) = f(x+ t+ s) = [T (s+ t)f ](x),

para todo s, t ≥ 0. Portanto, (i) e (ii) da Definição 1.3.1 se verificam.

Para estabelecer (iii) devemos mostrar que, quando t→ 0+,

‖T (t)f − f‖p =
(∫ ∞

0

|f(x+ t)− f(x)|pdx
) 1

p

→ 0. (1.9)

Suponha que f ∈ C∞0 (0,∞). Assim, existem números reais a e b, com 0 < a < b < ∞
tal que f(x) = 0, se x �∈ [a, b]. Assuma, sem perda de generalidade, que 0 ≤ t <

a

2
. Então

f(x+t)−f(x) se anula fora de
[a
2
, b
]
. Além disso, pelo Teorema do Valor Médio, para qualquer

x ∈
[a
2
, b
]
e t ∈

[
0,

a

2

)
, existe ϑ ∈ (0, 1) tal que

f(x+ t)− f(x) = tf ′(x+ ϑt).

Embora ϑ dependa em primeira instância de x e t, vemos que x + ϑt sempre estará no

intervalo
[a
2
, b+

a

2

]
sobre o qual f ′ é limitada por uma constante M, digamos. Assim, para
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1.3 Semigrupos de Operadores Lineares Limitados

0 ≤ t <
a

2
, obtém-se

(∫ ∞

0

|f(x+ t)− f(x)|pdx
) 1

p

=

(∫ b

a
2

|f(x+ t)− f(x)|pdx
) 1

p

=

(∫ b

a
2

|tf ′(x+ ϑt)|pdx
) 1

p

≤
(∫ b

a
2

(tM)pdx

) 1
p

= tM
(
b− a

2

) 1
p → 0,

quando t→ 0+. Logo, (1.9) verifica-se neste caso.

Para provar o resultado para qualquer f ∈ Lp(0,∞), usaremos o fato que C∞0 (0,∞) é denso

em Lp(0,∞), para 1 ≤ p <∞, ou seja, existe uma sequência {fn}∞n=1 de funções em C∞0 (0,∞)

tal que

||fn − f ||p → 0, quando n→∞.

Dado ε > 0, escolha uma função fN nesta sequência, para a qual

||fN − f ||p < ε

2
. (1.10)

Para esta função, obtém-se valores de a, b e M como no caso anterior.

Então, para 0 ≤ t <
a

2
, usando a desigualdade triangular para ‖ · ‖p obtém-se

||T (t)f − f ||p ≤ ||T (t)f − T (t)fN ||p + ||T (t)fN − fN ||p + ||fN − f ||p
≤ ||T (t)(f − fN)||p + tM

(
b− a

2

) 1
p
+ ||fN − f ||p

≤ ||f − fN ||p + tM
(
b− a

2

) 1
p
+ ||fN − f ||p

<
ε

2
+ tM

(
b− a

2

) 1
p
+

ε

2
.

Fazendo t → 0+, tem-se lim
t→0+

||T (t)f − f ||p ≤ ε. Como ε é arbitrário, fica provado (1.9),

para toda f ∈ Lp(0,∞), 1 ≤ p <∞.

Isto completa a prova de que {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo de operadores lineares limitados

em (Lp(0,∞), ‖ · ‖p), para 1 ≤ p <∞.

Definição 1.3.2 Seja {T (t)}t≥0 um C0-semigrupo de operadores lineares limitados em um

espaço de Banach X. {T (t)}t≥0 é chamado
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1.3 Semigrupos de Operadores Lineares Limitados

(i) C0-semigrupo de isometrias, se

‖T (t)f‖ = ‖f‖, ∀t ≥ 0, f ∈ X.

(ii) C0-semigrupo de contrações, se

‖T (t)‖ ≤ 1, ∀t ≥ 0.

Exemplo 1.3.2 O C0-semigrupo de translações no Exemplo 1.3.1 é um C0-semigrupo de

contrações em Lp(0,∞), para 1 ≤ p <∞, em vista de (1.8).

Finalmente, mencionaremos um pouco da idéia correspondente a grupos.

Exigiremos agora que a famı́lia {T (t)}t∈R de operadores lineares limitados em um espaço de

Banach X esteja definida para todo t ∈ R, ou seja, existe um operador para cada número real

t, não apenas para cada t não-negativo. Por analogia a Definição 1.3.1, tem-se

Definição 1.3.3 Um C0-grupo ou grupo fortemente cont́ınuo de operadores lineares limitados

em um espaço de Banach X é uma famı́lia {T (t)}t∈R ⊆ B(X), tal que

(i) T (0) = I, o operador identidade em X;

(ii) T (s)T (t) = T (s+ t), para todo s, t ∈ R;

(iii) Para cada x ∈ X fixado, T (t)x→ x, quando t→ 0.

Observação 1.3.2 Por (i) e (ii), segue que

T (t)T (−t) = T (−t)T (t) = T (0) = I,

ou seja, T (t) possui uma inversa, a saber, T (−t).

Exemplo 1.3.3 (C0-grupos de translações) Por analogia com o Exemplo 1.3.1, seja

X = Lp(−∞,∞). Por definição, f ∈ X se ‖f‖p =
(∫ ∞

−∞
|f(x)|pdx

) 1
p

< +∞.

Como antes, defina T (t) em X por

[T (t)f ](x) = f(x+ t), ∀x ∈ R, t ∈ R.

A diferença agora é que T (t) pode ser definido para todo t ∈ R (pois o domı́nio de f é R).

Imitando o Exemplo 1.3.1, podemos mostrar que obtemos um C0-grupo de isometrias em B(X),

pois ∫ ∞

−∞
|f(x+ t)|pdx =

∫ ∞

−∞
|f(x)|pdx, ∀t ∈ R.
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1.4 O Gerador Infinitesimal de um C0-semigrupo.

Nesta seção, apresentaremos alguns resultados que serão importantes para nossos propósitos.

Observação 1.4.1 Pode-se provar uma versão a valores vetoriais da regra de L’Hospital. Logo,

se {T (t)}t≥0 ⊆ B(X) é um C0-semigrupo e x ∈ X está fixado, então

1

t

∫ t

0

T (u)xdu→ x na norma em X, quando t→ 0+.

Definição 1.4.1 Seja {T (t)}t≥0 ⊆ B(X) um C0-semigrupo de operadores lineares em um

espaço de Banach X e para cada t > 0, seja At ∈ B(X) definido por

At =
T (t)− I

t
. (1.11)

O gerador infinitesimal de {T (t)}t≥0 é o operador A : D(A) ⊆ X → X definido por

Ax = lim
t→0+

Atx, (1.12)

em que

D(A) = {x ∈ X;Atx tem um limite (em X), quando t→ 0+}.

Observação 1.4.2 D(A) é um subespaço linear de X e A : D(A) ⊆ X → X é um operador

linear.

A seguir, apresentaremos alguns resultados importantes os quais serão utilizados

posteriormente.

Teorema 1.4.1 Se X é um espaço de Banach real e {T (t)}t≥0 ⊆ B(X) é um C0-semigrupo,

então existem constantes ω ≥ 0 e M ≥ 1, tais que

‖T (t)‖ ≤Meωt, ∀t ≥ 0. (1.13)

Demonstração: Note que se (1.13) se verifica, então ‖T (t)‖ deve ser uniformemente limitada

em qualquer subconjunto compacto da forma 0 ≤ t ≤ t0. Isto será a chave para a prova do

Teorema. Primeiramente, estabeleceremos uma limitação uniforme “próxima” de 0 e então

usaremos a estrutura algébrica para completar a prova.

Mostremos que existe t0 > 0 tal que ‖T (t)‖ é limitado para 0 ≤ t ≤ t0. Para isso,

suponhamos que tal t0 não exista. Assim, para cada n = 1, 2, · · · , pode-se encontrar tn ∈ R,

tal que 0 ≤ tn ≤ 1

n
e ‖T (tn)‖ ≥ n.

Observe que {‖T (tn)‖}∞n=1 é ilimitada, assim, pelo Teorema A.3, segue que existe x ∈ X tal

que {‖T (tn)x‖}∞n=1 é ilimitada. Para este x fixado, defina f : [0, 1] → R por f(t) = ‖T (t)x‖.
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Pela Definição 1.3.1 e pela Observação 1.3.1, f é cont́ınua e, portanto, limitada em [0, 1]. Mas

por construção tn ∈ [0, 1], ∀n. Assim, {f(tn)}∞n=1 = {‖T (tn)x‖}∞n=1 é limitado, o que é uma

contradição. Isto estabelece a existência de um t0, tal que ‖T (t)‖ ≤ M , para todo 0 ≤ t ≤ t0,

em que M é uma constante (finita). Note que, como

‖T (0)‖ = ‖I‖ = 1,

tem-se M ≥ 1.

Agora, seja t ∈ [0,∞) arbitrário. Escreva t = nt0 + s, em que n é um inteiro não negativo

e 0 ≤ s < t0. Pelas propriedades de semigrupo, tem-se

T (t) = T (nt0 + s) = T (nt0)T (s) = [T (t0)]
nT (s),

ou seja,

‖T (t)‖ ≤ ‖T (t0)‖n‖T (s)‖ ≤MnM = MM
(t−s)
t0 ≤MM

t
t0 ,

em que M ≥ 1 e t0 > 0. Escrevendo M
1
t0 = eω, ou seja, ω =

1

t0
lnM ≥ 0, obtém-se

‖T (t)‖ ≤M(eω)t = Meωt.

�

Notação 1.4.1 Fixados números reais M ≥ 1 e ω ≥ 0, denota-se por C0(M,ω) a classe dos

C0-semigrupos {T (t)}t≥0 que satisfazem (1.13).

Teorema 1.4.2 Seja {T (t)}t≥0 ⊆ B(X) um C0-semigrupo com gerador infinitesimal A.

Se x ∈ D(A), então T (t)x ∈ D(A), ∀t ≥ 0 e

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax, ∀x ∈ D(A), (1.14)

em que a derivada é a direita se t = 0.

Demonstração: Seja x ∈ D(A). Para provar que T (t)x ∈ D(A), para todo t ≥ 0, considere

o limite, quando h→ 0+, de

T (h)− I

h
(T (t)x) = T (t)

[
T (h)− I

h

]
x.

Como x ∈ D(A) e T (t) é cont́ınuo, o lado direito converge, na norma de X, para T (t)Ax.

Assim T (t)x ∈ D(A) e
AT (t)x = T (t)Ax, ∀x ∈ D(A). (1.15)
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Para t ≥ 0, a derivada lateral à direita de T (t)x é dada por

lim
h→0+

T (t+ h)x− T (t)x

h
= lim

h→0+

(
T (h)− I

h

)
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax.

Resta analisar as derivadas laterais à esquerda de T (t)x, para t > 0. Para isso, troca-se h

por −h, ou seja,

lim
h→0−

T (t+ h)x− T (t)x

h
= lim

h→0+

T (t)x− T (t− h)x

h

= lim
h→0+

T (t− h)

[
T (h)x− x

h
− Ax

]
+ lim

h→0+
T (t− h)Ax.

Como x ∈ D(A), o primeiro termo é 0, visto que ‖T (t−h)‖ é limitado em [0, t]; enquanto o

segundo é T (t)Ax, pela continuidade forte de {T (t)}t≥0. Para ver isto, note que para 0 ≤ h ≤ t,

tem-se

‖T (t− h)Ax− T (t)Ax‖ = ‖T (t− h)Ax− T (t− h)T (h)Ax‖
≤ ‖T (t− h)‖‖Ax− T (h)Ax‖
≤ Meω(t−h)‖Ax− T (h)Ax‖
≤ Meωt‖T (h)Ax− Ax‖ → 0, quando h→ 0+.

Assim, a derivada lateral à esquerda de T (t)x, para t > 0, existe e é igual a T (t)Ax. Disto

segue que para t > 0, a derivada de T (t)x existe e é igual a T (t)Ax. Logo (1.14) se verifica. �

Teorema 1.4.3 Se {T (t)}t≥0 ⊆ B(X) é um C0-semigrupo com gerador infinitesimal A, então

D(A) é denso em X, isto é, D(A) = X. Além disso, A : D(A) ⊆ X → X é um operador linear

fechado.

Demonstração: Seja x ∈ X. Primeiramente, mostraremos que para todo t > 0, o elemento

yt =

∫ t

0

T (u)x du pertence a D(A).
Para isto, seja h > 0 e considere

T (h)− I

h

[∫ t

0

T (u)x du

]
=

1

h

∫ t

0

[T (u+ h)x− T (u)x] du.

A última expressão pode ser reescrita como

1

h

∫ t+h

h

T (v)x dv − 1

h

∫ t

0

T (v)x dv =
1

h

∫ t+h

t

T (v)x dv − 1

h

∫ h

0

T (v)x dv.
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Fazendo h→ 0+ e usando a Observação 1.4.1, deduz-se que

lim
h→0+

T (h)− I

h

[∫ t

0

T (u)x du

]
= T (t)x− x.

Assim, yt ∈ D(A) e Ayt = T (t)x − x. Agora, seja xt =
1

t
yt. Então xt também pertence a

D(A), pois D(A) é um subespaço linear, com Axt =
1

t
Ayt. Além disso, por L’Hospital,

xt =
1

t

∫ t

0

T (u)x du→ T (0)x = x, quando t→ 0+.

Assim, x é o limite de uma sequência de elementos emD(A). Uma vez que x ∈ X é arbitrário,

D(A) = X.

Para provar que A é fechado, seja xn ∈ D(A), com xn → x (∈ X) e Axn → y (∈ X).

Devemos mostrar que x ∈ D(A) e que Ax = y. Pelo Teorema 1.4.2,
d

dt
T (t)xn = T (t)Axn, e

assim

T (t)xn − xn = T (t)xn − T (0)xn =

∫ t

0

T (u)Axn du, ∀t > 0. (1.16)

Agora, pelo Teorema 1.4.1, conclui-se que ‖T (u)‖ é limitada para 0 ≤ u ≤ t, ou seja,

∥∥∥∥
∫ t

0

T (u)Axn du−
∫ t

0

T (u)y du

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
∫ t

0

T (u){Axn − y} du

∥∥∥∥
≤

∫ t

0

‖T (u)‖‖Axn − y‖ du

≤ C‖Axn − y‖t,

para alguma constante C > 0.

Assim,

∫ t

0

T (u)Axn du→
∫ t

0

T (u)y du e fazendo n→∞ em (1.16), tem-se

T (t)x− x =

∫ t

0

T (u)y du,

pois T (t) é cont́ınuo.

Logo, por L’Hospital, segue que

T (t)x− x

t
=

1

t

∫ t

0

T (u)y du→ y,

quando t→ 0+.

Assim, x ∈ D(A) e Ax = y como desejado. Isto completa a prova, já que a linearidade é

imediata, em vista da Observação 1.4.2.
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�

Teorema 1.4.4 Seja X um espaço de Banach real. Se {S(t)}t≥0 e {T (t)}t≥0 são

C0-semigrupos de operadores lineares limitados em X com mesmo gerador infinitesimal A,

então S(t) = T (t), para todo t ≥ 0, isto é, um C0-semigrupo é unicamente determinado por

seu gerador infinitesimal.

Demonstração: O caso t = 0 é imediato, pois T (0) = S(0) = I por definição.

Agora, fixe t > 0. Para x ∈ D(A), defina f : [0, t]→ X por

f(s) = T (t− s)S(s)x, 0 ≤ s ≤ t.

Observe que,

f(0) = T (t− 0)S(0)x = T (t)Ix = T (t)x

e

f(t) = T (t− t)S(t)x = IS(t)x = S(t)x.

Mostraremos agora que f(s) é constante em 0 ≤ s ≤ t. Pelo Teorema 1.4.2, tem-se

d

ds
{T (t− s)S(s)x} = lim

h→0

T (t− s− h)S(s+ h)x− T (t− s)S(s)x

h

= lim
h→0

T (t− s− h)S(s+ h)x− T (t− s)S(s+ h)x

h

+ lim
h→0

T (t− s)S(s+ h)x− T (t− s)S(s)x

h

= lim
h→0

[T (t− s− h)− T (t− s)]S(s+ h)x

h

+ lim
h→0

T (t− s)[S(s+ h)x− S(s)x]

h

= lim
h→0

T (t− s− h)

[
I − T (h)

h

]
S(s+ h)x

+T (t− s) lim
h→0

S(s+ h)x− S(s)x

h

= − lim
h→0

T (t− s− h)

[
T (h)− I

h

]
S(s+ h)x+ T (t− s)

d

ds
S(s)x

= − lim
h→0

T (t− s− h)

[
T (h)− I

h

]
S(s+ h)x+ T (t− s)AS(s)x.

Mostremos que lim
h→0

T (t− s− h)

[
T (h)− I

h

]
S(s+ h)x = T (t− s)AS(s)x.

Observe que
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∥∥∥∥T (t− s− h)

[
T (h)− I

h

]
S(s+ h)x− T (t− s)AS(s)x

∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥T (t− s− h)

[
T (h)− I

h

]
S(s+ h)x− T (t− s− h)

[
T (h)− I

h

]
S(s)x

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥T (t− s− h)

[
T (h)− I

h

]
S(s)x− T (t− s− h)AS(s)x

∥∥∥∥
+ ‖T (t− s− h)AS(s)x− T (t− s)AS(s)x‖

= I1 + I2 + I3.

Agora, mostraremos que I1, I2, I3 → 0, quando h→ 0. De fato,

(i) Caso I1 → 0:

I1 =

∥∥∥∥T (t− s− h)

[
T (h)− I

h

]
[S(s+ h)x− S(s)x]

∥∥∥∥
≤ Meω(t−s−h)

∥∥∥∥
[
T (h)− I

h

]
[S(s+ h)x− S(s)x]

∥∥∥∥
≤ Meωt

∥∥∥∥T (h)
[
S(s+ h)x− S(s)x

h

]
− S(s+ h)x− S(s)x

h

∥∥∥∥
≤ Meωt

[∥∥∥∥T (h)
[
S(s+ h)x− S(s)x

h

]
− T (h)AS(s)x

∥∥∥∥
+ ‖T (h)AS(s)x− AS(s)x‖+

∥∥∥∥AS(s)x− S(s+ h)x− S(s)x

h

∥∥∥∥
]

≤ Meωt
[
Meωh

∥∥∥∥S(s+ h)x− S(s)x

h
− AS(s)x

∥∥∥∥
+‖[T (h)− I]AS(s)x‖+

∥∥∥∥AS(s)x− S(s+ h)x− S(s)x

h

∥∥∥∥
]
→ 0,

quando h→ 0.

(ii) Caso I2 → 0:

I2 =

∥∥∥∥T (t− s− h)

[
T (h)− I

h

]
S(s)x− T (t− s− h)AS(s)x

∥∥∥∥

≤ Meω(t−s−h)
∥∥∥∥
[
T (h)− I

h

]
S(s)x− AS(s)x

∥∥∥∥
≤ Meωt

∥∥∥∥
[
T (h)− I

h

]
S(s)x− AS(s)x

∥∥∥∥→ 0,

quando h→ 0.
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(iii) Caso I3 → 0:

I3 = ‖T (t− s− h)AS(s)x− T (t− s)AS(s)x‖
= ‖[T (t− s− h)− T (t− s)]AS(s)x‖ → 0,

quando h→ 0.

Logo,

d

ds
{T (t− s)S(s)x} = −T (t− s)AS(s)x+ T (t− s)AS(s)x = 0.

Assim, conclui-se que f(s) é, de fato, constante em 0 ≤ s ≤ t. Além disso, tem-se

S(t)x = T (t)x, para qualquer x ∈ D(A).
Finalmente, seja x ∈ X. Pelo Teorema 1.4.3, existe uma sequência {xn}∞n=1 ⊆ D(A) tal

que xn → x, quando n → ∞. Pelo caso anterior S(t)xn = T (t)xn, para n = 1, 2, · · · . Fazendo
n → ∞ e usando a continuidade de S(t) e T (t), tem-se S(t)x = T (t)x, para todo x ∈ X.

Portanto, S(t) = T (t) como operadores em X. �

A prova do próximo resultado pode ser encontrada em [15].

Teorema 1.4.5 Se X é um espaço reflexivo e A é o gerador do C0−semigrupo {T (t)}t≥0, então
A∗ é o gerador do C0−semigrupo {T (t)∗}t≥0.
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Caṕıtulo

2

Soluções Mild e Weak

2.1 O Problema de Cauchy Abstrato

Sejam X um espaço de Banach, A : D(A) ⊂ X → X um operador linear e f : [0, τ) → X,

τ > 0. Dado x ∈ X, o problema de Cauchy abstrato para A, com condição inicial x, consiste

em encontrar uma solução u(t) para o problema de valor inicial

⎧⎨
⎩

d

dt
u(t) = Au(t) + f(t), 0 < t < τ

u(0) = x.
(2.1)

Definição 2.1.1 Uma função u : [0, τ)→ X é uma solução (clássica) de (2.1) em [0, τ) se u é

cont́ınua em [0, τ), continuamente diferenciável em (0, τ), u(t) ∈ D(A) para 0 < t < τ e (2.1)

é satisfeito em [0, τ).

O próximo resultado nos dá uma condição suficiente para existência de solução de (2.1).

Teorema 2.1.1 Sejam X um espaço de Banach, A : D(A) ⊆ X → X o gerador infinitesimal

de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 ⊆ B(X), f : [0,∞) → X continuamente diferenciável e

x ∈ D(A). Então, o problema de Cauchy abstrato (2.1) possui uma única solução u dada

pela Fórmula da Variação das Constantes

u(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds, t ≥ 0. (2.2)
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Demonstração: Primeiro, mostraremos que (2.2) define uma solução de (2.1). Considere

v(t) :=

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds. (2.3)

Assim, fazendo-se a mudança de variável u = t− s, conclui-se que

v(t) =

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

=

∫ 0

t

T (u)f(t− u)(−du)

=

∫ t

0

T (u)f(t− u)du

=

∫ t

0

T (s)f(t− s)ds, t ≥ 0.

Observe que v é diferenciável em [0,∞) (à direita em 0), pois

d+

dt
v(t) = lim

h→0+

v(t+ h)− v(t)

h

= lim
h→0+

[
1

h

∫ t+h

0

T (s)f(t+ h− s)ds− 1

h

∫ t

0

T (s)f(t− s)ds

]

= lim
h→0+

1

h

∫ t

0

(T (s)f(t+ h− s)− T (s)f(t− s)) ds+ lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t

T (s)f(t+ h− s)ds

=

∫ t

0

T (s)

[
lim
h→0+

f((t− s) + h)− f(t− s)

h

]
ds+ lim

h→0+

1

h

∫ t+h

t

T (s)f(t+ h− s)ds

=

∫ t

0

T (s)f ′(t− s)ds+ lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t

T (s)f(t+ h− s)ds

=

∫ t

0

T (s)f ′(t− s)ds+ lim
h→0+

1

h

∫ h

0

T (t+ h− u)f(u)du.

Mostremos que lim
h→0+

1

h

∫ h

0

T (t+ h− u)f(u)du = T (t)f(0).

Para isto, observe que,

∥∥∥∥1h
∫ h

0

T (t+ h− u)f(u)du− T (t)f(0)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1h
∫ h

0

T (t+ h− u)f(u)du− 1

h

∫ h

0

T (t)f(0)du

∥∥∥∥
≤ 1

h

∫ h

0

‖T (t+ h− u)f(u)− T (t)f(0)‖du.
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Queremos mostrar que o lado direito da desigualdade acima vai a zero, quando h vai a zero

pela direita.

Note que,

‖T (t+ h− u)f(u)− T (t)f(0)‖ = ‖T (t+ h− u)f(u)− T (t+ h− u)f(0)

+ T (t+ h− u)f(0)− T (t)f(0)‖
≤ ‖T (t+ h− u)[f(u)− f(0)]‖+ ‖[T (t+ h− u)− T (t)]f(0)‖ → 0,

quando h → 0+ (observe que quando h → 0+, u → 0+), ou seja, dado ε > 0, existe h′

suficientemente pequeno tal que

‖T (t+ h− u)f(u)− T (t)f(0)‖ < ε, ∀h < h′.

Agora, tome h < h′. Assim,

1

h

∫ h

0

‖T (t+ h− u)f(u)− T (t)f(0)‖du ≤ 1

h

∫ h

0

εdu = ε.

Como ε é arbitrário, conclúı-se que

1

h

∫ h

0

‖T (t+ h− u)f(u)− T (t)f(0)‖du→ 0, quando h→ 0+.

Logo,

lim
h→0

1

h

∫ h

0

T (t+ h− u)f(u)du = T (t)f(0).

Como
d+v

dt
existe e é cont́ınua, segue pelo Lema C.1 que v é diferenciável e

d

dt
v(t) = T (t)f(0) +

∫ t

0

T (s)f ′(t− s)ds.

Uma vez que por hipótese f ′ é cont́ınua e {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo, o lado direito é

cont́ınuo em [0,∞) (à direita em 0).

Como x ∈ D(A), pelo Teorema 1.4.2, T (t)x é diferenciável com
d

dt
T (t)x = T (t)Ax, que é

uma função cont́ınua em t. Assim, o lado direito de (2.2) é continuamente diferenciável em

(0,∞).

Para mostrar que a expressão para u em (2.2) pertence a D(A), para todo t > 0, pelo

Teorema 1.4.2 e pela Observação 1.4.2 é suficiente mostrar que v(t) ∈ D(A), para todo t > 0.

Para isso, seja h > 0 e observe que
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T (h)− I

h
v(t) =

1

h

[∫ t

0

T (h)T (t− s)f(s)ds−
∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

]

=
1

h

[∫ t

0

T (t+ h− s)f(s)ds−
∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

]

=
1

h

[∫ t+h

0

T (t+ h− s)f(s)ds−
∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds−
∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

]

=
v(t+ h)− v(t)

h
− 1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds

=
v(t+ h)− v(t)

h
− 1

h

∫ h

0

T (u)f(t+ h− u)du,

sendo que para a última igualdade utiliza-se a mudança de variável u = t+ h− s.

Quando h→ 0+, o primeiro termo do lado direito da igualdade acima converge para
d

dt
v(t),

cuja existência foi estabelecida acima.

Mostremos que lim
h→0+

1

h

∫ h

0

T (u)f(t+ h− u)du = f(t).

Para isto, observe que,

∥∥∥∥1h
∫ h

0

T (u)f(t+ h− u)du− f(t)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1h
∫ h

0

T (u)f(t+ h− u)− 1

h

∫ h

0

f(t)du

∥∥∥∥
≤ 1

h

∫ h

0

‖T (u)f(t+ h− u)− f(t)‖du.

Para mostrarmos que o lado direito da desigualdade acima vai a zero, quando h vai a zero

pela direita, note que, como T (0) = I, tem-se

‖T (u)f(t+ h− u)− f(t)‖ = ‖T (u)f(t+ h− u)− T (u)f(t) + T (u)f(t)− T (0)f(t)‖
≤ ‖T (u)[f(t+ h− u)− f(t)]‖+ ‖[T (u)− T (0)]f(t)‖ → 0,

quando h → 0+ (observe que quando h → 0+, u → 0+), e utilizando o mesmo racioćınio

anterior, conclúı-se que

lim
h→0+

1

h

∫ h

0

T (u)f(t+ h− u)du = f(t)

Disto, segue que v(t) ∈ D(A) e Av(t) = d

dt
v(t)−f(t), para todo t > 0. Assim, u(t) ∈ D(A),

com Au(t) = T (t)Ax+
d

dt
v(t)− f(t), para todo t > 0.
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Além disso, para todo t > 0, tem-se

d

dt
u(t) =

d

dt
[T (t)x+ v(t)] = T (t)Ax+

d

dt
v(t)

= Au(t) + f(t).

Finalmente, u(0) = T (0)x+ v(0) = x+0 = x, ou seja, o problema de Cauchy abstrato (2.1)

é satisfeito. Isto mostra que u, dada por (2.2), é uma solução de (2.1).

Para a unicidade, suponha que u1 seja uma outra solução de (2.1) e u2 = u − u1, com u

como em (2.2). Logo, tem-se

d

dt
u2(t) =

d

dt
u(t)− d

dt
u1(t) = Au(t) + f(t)− [Au1(t) + f(t)]

= Au(t)− Au1(t) = A[u(t)− u1(t)] = Au2(t)

e u2(0) = u(0)− u1(0) = x− x = 0.

Portanto, ⎧⎨
⎩

d

dt
u2(t) = Au2(t)

u2(0) = 0.

Dáı, u2(t) = T (t)0 = 0, ∀t ≥ 0, já que f ≡ 0 neste problema de valor inicial.

Assim, para todo t ≥ 0, u1(t) = u(t), o que completa a prova. �

Pode-se provar que se x ∈ X é arbitrário, então, a menos que {T (t)}t≥0 e f possuam

propriedades especiais, u(t) dada por (2.2), em geral, não pertencerá a D(A), ou seja, (2.1)

ainda não faz sentido.

Para f ∈ L1([0, τ ];X), veremos abaixo que o lado direito de (2.2) é uma função cont́ınua

em [0, τ ]. É natural considera-la como uma solução generalizada de (2.1) mesmo que ela não

seja diferenciável e não satisfaça a equação no sentido da Definição 2.1.1.

Definição 2.1.2 Seja A o gerador infinitesimal de um C0−semigrupo {T (t)}t≥0. Seja x ∈ X

e f ∈ L1([0, τ ];X). A função u ∈ C([0, τ ];X) dada por

u(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s) ds, 0 ≤ t ≤ τ,

é uma solução mild do problema (2.1) em [0, τ ].

Nosso objetivo agora é estabelecer uma equivalência entre soluções mild e soluções weak,

definidas por J. M. Ball em [2]. Afim de apresentar o conceito de solução weak dado por

J. Ball, precisaremos fixar algumas notações. Daqui em diante, A é um operador linear fechado,

densamente definido, f ∈ L1([0, τ ];X), A∗ denota o adjunto de A e 〈·, ·〉 o par de dualidade

entre X e seu espaço dual X∗.
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Definição 2.1.3 Uma função u ∈ C([0, τ ];X) é uma solução weak de (2.1) se, para qualquer

v ∈ D(A∗), a função 〈u(t), v〉 é absolutamente cont́ınua em [0, τ ] e

d

dt
〈u(t), v〉 = 〈u(t), A∗v〉+ 〈f(t), v〉, (2.4)

para quase todo t ∈ [0, τ ].

Antes de apresentar o principal resultado deste trabalho, precisaremos dos lemas a seguir.

Lema 2.1.1 Sejam x, z ∈ X satisfazendo 〈z, v〉 = 〈x,A∗v〉, para todo v ∈ D(A∗). Então

x ∈ D(A) e z = Ax.

Demonstração: Suponhamos que x ∈ D(A) e z �= Ax, dáı (x, z) �∈ G(A) ⊂ X ×X, em que

G(A) denota o gráfico de A.

Como G(A) é fechado, pelo Teorema A.4, existe φ ∈ (X ×X)∗, tal que

φ(x, z) �= 0 e φ(y, Ay) = 0, ∀y ∈ D(A).

Considere agora v, v∗ ∈ X∗, tais que

〈y, v〉 = φ(0, y), ∀y ∈ X e 〈y, v∗〉 = φ(y, 0), ∀y ∈ X.

Assim,

〈Ay, v〉+ 〈y, v∗〉 = φ(0, Ay) + φ(y, 0) = φ(y, Ay) = 0, ∀y ∈ D(A).

e

〈z, v〉+ 〈x, v∗〉 = φ(0, z) + φ(x, 0) = φ(x, z) �= 0. (2.5)

Logo, 〈Ay, v〉 = −〈y, v∗〉, ou seja, (v ◦ A)y = −v∗y, ∀y ∈ D(A).
Portanto, A∗v = −v∗ e v ∈ D(A∗), pois v ◦ A = −v∗ ∈ X∗ é limitado. Substituindo

v∗ = −A∗v em (2.5), tem-se 〈z, v〉 �= 〈x,A∗v〉 o que é uma contradição. �

Lema 2.1.2 Se {T (t)}t≥0 é um C0−semigrupo de operadores lineares limitados, com gerador

infinitesimal A, e f ∈ L1([0, τ ];X), então u dada por (2.2) é uma função cont́ınua, ou seja,

u ∈ C([0, τ ];X).

Demonstração: Dado t ∈ [0, τ ], mostraremos que u é cont́ınua tanto à direita, quanto à

esquerda em t. Analisemos primeiramente a continuidade à direita em t. Para h > 0, tem-se
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‖u(t+ h)− u(t)‖ =

∥∥∥∥T (t+ h)x+

∫ t+h

0

T (t+ h− s)f(s)ds− T (t)x−
∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

∥∥∥∥
≤ ‖T (t+ h)x− T (t)x‖

+

∥∥∥∥
∫ t

0

[T (t+ h− s)− T (t− s)]f(s)ds+

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds

∥∥∥∥
= ‖T (t+ h)x− T (t)x‖

+

∥∥∥∥
∫ t

0

[T (h)− I]T (t− s)f(s)ds+

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds

∥∥∥∥
≤ ‖T (t+ h)x− T (t)x‖+ ‖[T (h)− I]v(t)‖

+

∫ t+h

t

‖T (t+ h− s)‖‖f(s)‖ds, em que v é como em (2.3)

≤ ‖T (t+ h)x− T (t)x‖+ ‖[T (h)− I]v(t)‖
+

∫ t+h

t

Meω(t+h−s)‖f(s)‖ds, por (1.13)

≤ ‖T (t+ h)x− T (t)x‖+ ‖[T (h)− I]v(t)‖+Meωh
∫ t+h

t

‖f(s)‖ds
= I1 + I2 + I3.

Como x ∈ X está fixado e {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo de operadores lineares limitados

I1 → 0, quando h→ 0.

Em I2, como v(t) independe de h e T (h)y → y, ∀y ∈ X, quando h→ 0, segue que I2 → 0,

quando h→ 0.

Agora, como s �→ Meωs é uma aplicação cont́ınua e f ∈ L1([0, τ ];X), segue que

Meωh →M e

∫ t+h

t

‖f(s)‖ds→ 0, e dáı, I3 → 0, quando h→ 0.

Logo, u é cont́ınua à direita em t.

Provemos agora a continuidade de u à esquerda em t. Para h > 0, tal que t − h ∈ [0, τ ],

segue que

‖u(t− h)− u(t)‖ =

∥∥∥∥T (t− h)x+

∫ t−h

0

T (t− h− s)f(s)ds− T (t)x−
∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

∥∥∥∥
≤ ‖T (t− h)x− T (t)x‖

+

∥∥∥∥
∫ t−h

0

T (t− h− s)f(s)ds−
∫ t−h

0

T (t− s)f(s)ds−
∫ t

t−h
T (t− s)f(s)ds

∥∥∥∥
≤ ‖T (t− h)x− T (t)x‖+

∫ t−h

0

‖[T (t− h− s)− T (t− s)]f(s)‖ds

+

∫ t

t−h
‖T (t− s)‖‖f(s)‖ds
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≤ ‖T (t− h)x− T (t)x‖+
∫ t−h

0

‖[T (t− h− s)− T (t− s)]f(s)‖ ds

+

∫ t

t−h
Meω(t−s)‖f(s)‖ds, por (1.13)

≤ ‖T (t− h)x− T (t)x‖+
∫ t−h

0

‖[T (t− h− s)− T (t− s)]f(s)‖ds

+ Meωh
∫ t

t−h
‖f(s)‖ds

= I4 + I5 + I6.

Observe que I4 → 0, quando h→ 0 e como s �→Meωs é cont́ınua e f ∈ L1([0, τ ];X), I6 → 0,

quando h→ 0.

Para I5, note que ‖[T (t− h− s)− T (t− s)]f(s)‖ → 0, quando h→ 0, pois {T (t)}t≥0 é um

C0-semigrupo de operadores lineares limitados. Além disso, para 0 ≤ s ≤ t− h,

‖[T (t− h− s)− T (t− s)]f(s)‖ ≤ (Meω(t−h−s) +Meω(t−s))‖f(s)‖ ≤ 2Meω(t−s)‖f(s)‖,

com g(s) := 2Meω(t−s)‖f(s)‖ finita e integrável. Logo, pelo Teorema B.2 conclúı-se que

lim
h→0

I5 = lim
h→0

∫ t−h

0

‖[T (t− h− s)− T (t− s)]f(s)‖ds

=

∫ t−h

0

lim
h→0

‖[T (t− h− s)− T (t− s)]f(s)‖ds = 0.

Portanto, u é cont́ınua à esquerda em t. Logo u ∈ C([0, τ ];X). �

Lema 2.1.3 Seja x ∈ X. Se para t ∈ [0, τ ], T (t)x := u(t)−u0(t), em que u e u0 são as únicas

soluções weak de (2.1), com condições iniciais u(0) = x e u0(0) = 0, respectivamente, e para

t > τ, t = nτ + s, com n ∈ N e s ∈ [0, τ), T (t)x := T (s)T (τ)nx, então a famı́lia {T (t)}t≥0 é

um C0−semigrupo de operadores lineares limitados.

Demonstração: Devemos mostrar que {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo de operadores lineares

limitados. Começaremos mostrando que para cada t ≥ 0, T (t) : X → X é um operador linear.

De fato, sejam x1, x2 ∈ X. Se t ∈ [0, τ ], então T (t)(x1 + x2) = u(t) − u0(t), em que u e u0

são soluções weak de (2.1), satisfazendo u(0) = x1 + x2 e u0(0) = 0, respectivamente.

Por outro lado, T (t)x1 + T (t)x2 = u1(t)− u0(t) + u2(t)− u0(t) = u1(t) + u2(t)− 2u0(t), em

que u1 e u2 são soluções weak de (2.1), satisfazendo u1(0) = x1 e u2(0) = x2, respectivamente.
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Defina φ : [0, τ ]→ X, por φ(s) = u1(s)+u2(s)−u0(s). Note que φ é solução weak de (2.1),

pois

d

ds
〈φ(s), v〉 =

d

ds
〈u1(s) + u2(s)− u0(s), v〉

=
d

ds
〈u1(s), v〉+ d

ds
〈u2(s), v〉 − d

ds
〈u0(s), v〉

= 〈u1(s), A
∗v〉+ 〈f(s), v〉+ 〈u2(s), A

∗v〉+ 〈f(s), v〉 − 〈u0(s), A
∗v〉 − 〈f(s), v〉

= 〈u1(s) + u2(s)− u0(s), A
∗v〉+ 〈f(s), v〉

= 〈φ(s), A∗v〉+ 〈f(s), v〉, ∀v ∈ D(A∗),

e φ(0) = u1(0) + u2(0)− u0(0) = x1 + x2.

Dáı, φ e u são ambas soluções weak de (2.1), com mesma condição inicial.

Logo, φ(t) = u(t), ou seja, u1(t) + u2(t) − u0(t) = u(t), e assim, u1(t) + u2(t) − 2u0(t) =

u(t)− u0(t).

Portanto, T (t)(x1 + x2) = T (t)x1 + T (t)x2.

Agora, dado α ∈ R e x ∈ X, tem-se T (t)(αx) = u(t) − u0(t), em que u e u0 são soluções

weak de (2.1), satisfazendo u(0) = αx e u0(0) = 0, respectivamente.

Por outro lado, αT (t)x = α[ū(t)−u0(t)] = αū(t)−αu0(t), em que ū é solução weak de (2.1)

com ū(0) = x.

Agora, defina ψ : [0, τ ]→ X, ψ(s) = αū(s)+ (1−α)u0(s). Logo, ψ é solução weak de (2.1),

pois

d

ds
〈ψ(s), v〉 =

d

ds
〈αū(s) + (1− α)u0(s), v〉

= α
d

ds
〈ū(s), v〉+ (1− α)

d

ds
〈u0(s), v〉

= α[〈ū(s), A∗v〉+ 〈f(s), v〉] + (1− α)[〈u0(s), A
∗v〉+ 〈f(s), v〉]

= 〈αū(s) + (1− α)u0(s), A
∗v〉+ 〈f(s), v〉

= 〈ψ(s), A∗v〉+ 〈f(s), v〉, ∀v ∈ D(A∗),

e ψ(0) = αū(0) + (1− α)u0(0) = αx.

Assim, ψ e u são soluções weak de (2.1), com mesma condição inicial e, portanto, pela

unicidade, ψ(t) = u(t). Logo, u(t) = αū(t) + (1 − α)u0(t) = αū(t) + u0(t) − αu0(t), ou seja,

u(t)− u0(t) = αū(t)− αu0(t) = α[ū(t)− u0(t)].

Portanto, T (t)(αx) = αT (t)x.
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Agora, se t > τ , então t = nτ + s, com n ∈ N e s ∈ [0, τ). Dáı, pela definição do operador

e pelo caso acima, tem-se

T (t)(x1 + x2) = T (s) [T (τ)n(x1 + x2)]

= T (s) [T (τ)nx1 + T (τ)nx2]

= T (s)T (τ)nx1 + T (s)T (τ)nx2

= T (t)x1 + T (t)x2

e

T (t)(αx) = T (s)T (τ)n(αx)

= T (s)T (τ) · · ·T (τ)(αx)
= T (s)T (τ) · · ·T (τ)(αT (τ)x)
= αT (s)T (τ)nx.

Logo, T (t) é linear, ∀t ≥ 0.

Seja t ∈ [0, τ ] fixo. Mostremos que a transformação linear T (t) : X → X é limitada.

Primeiramente, mostraremos que T (t) é um operador fechado. Sejam {xn}∞n=1 uma

sequência em X e x, y ∈ X tais que xn → x e T (t)xn → y, quando n → ∞. Como x ∈ X,

basta provarmos que y = T (t)x. Para isso, consideremos a função y : [0, τ ] → X dada por

y(t) = lim
n→∞

T (t)xn.

Note que

y(0) = lim
n→∞

T (0)xn = lim
n→∞

[un(0)− u0(0)] = lim
n→∞

xn = x,

em que un(·) é a solução weak de (2.1) passando por xn quando t = 0.

Mostremos agora que y(·) também é uma solução weak de (2.1). Como un(·) e u0(·) são

soluções weak de (2.1), tem-se

d

dt
〈un(t)− u0(t), v〉 = 〈un(t)− u0(t), A

∗v〉, ∀ v ∈ D(A∗),

e assim, integrando ambos os lados da igualdade acima, obtém-se

〈un(t)− u0(t), v〉 = 〈xn, v〉+
∫ t

0

〈un(s)− u0(s), A
∗v〉ds, ∀ v ∈ D(A∗). (2.6)

Pelo fato de v ser um operador linear limitado e un(t)− u0(t) = T (t)xn convergir para y(t)

quando n→∞, conclúı-se que

lim
n→∞

〈un(t)− u0(t), v〉 = 〈y(t), v〉 e lim
n→∞

〈xn, v〉 = 〈x, v〉.
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Além disso, sabemos que A∗v é um operador linear limitado para todo v ∈ D(A∗), o que

implica que 〈un(s)− u0(s), A
∗v〉 → 〈y(s), A∗v〉 quando n→∞ e

‖〈un(s)− u0(s), A
∗v〉‖ ≤ ‖A∗v‖‖un(s)− u0(s)‖ ≤ ‖A∗v‖ sup

0≤s≤τ
‖un(s)− u0(s)‖,

que é integrável de [0, τ ].

Logo, usando o Teorema B.1, conclúımos que

lim
n→∞

∫ t

0

〈un(s)− u0(s), A
∗v〉ds =

∫ t

0

〈y(s), A∗v〉ds.

Portanto, tomando o limite quando n→∞ em (2.6), segue que

〈y(t), v〉 = 〈x, v〉+
∫ t

0

〈y(s), A∗v〉ds, ∀ v ∈ D(A∗),

o que implica que y(·) é solução weak de (2.1).

Finalmente, usando a unicidade de solução weak para o problema (2.1), conclúı-se que

y(t) = T (t)x, pois T (t)x é a solução weak de (2.1) passando por x quando t = 0. Dessa forma,

y = T (t)x e T (t) é um operador linear fechado.

Agora, usando que o domı́nio de T (t) é todo o espaço X e X é um espaço de Banach, o

Teorema A.5 nos permite concluir que T (t) : X → X é um operador linear limitado, para todo

t ∈ [0, τ ].

Visto que T (t) = T (s)T (τ)n para t > τ , com t = nτ + s, n ∈ N e s ∈ [0, τ), obtemos que

T (t) : X → X é limitado para todo t ∈ [0,∞).

O próximo passo é mostrar que {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo.

(i) Dado x ∈ X, tem-se T (0)x = u(0)− u0(0) = x. Logo T (0) = I.

(ii) Dados t, h ≥ 0, mostraremos que T (t+h)x = T (t)T (h)x. Para isso, analisaremos 4 casos:

1o Caso: t, h ∈ [0, τ ] e t+ h ∈ [0, τ ].

Observe que, T (t + h)x = u(t + h) − u0(t + h), em que u e u0 são soluções weak de

(2.1), satisfazendo u(0) = x e u0(0) = 0, respectivamente.

Por outro lado, T (t)T (h)x = T (t)[u(h) − u0(h)] = v(t) − v0(t), em que v e v0 são

soluções weak de (2.1), satisfazendo v(0) = u(h)− u0(h) e v0(0) = 0, respectivamente.

Assim, conclúı-se que u0 = v0, pois ambas são soluções weak de (2.1), com mesma

condição inicial. Logo, T (t)T (h)x = v(t)− u0(t).

Agora, defina φ : [0, τ ] → X, tal que φ(s) = u(s + h) − u0(s + h) + u0(s). Assim,

φ(0) = u(h)− u0(h).
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Como φ e v são ambas soluções weak de (2.1), com mesma condição inicial, segue que

φ(t) = v(t). Logo, u(t+ h)− u0(t+ h) = v(t)− v0(t), isto é, T (t+ h)x = T (t)T (h)x.

2o Caso: t, h ∈ [0, τ ] e t+ h > τ .

Para este caso, basta analisar 3 possibilidades: t, h < τ ; t < τ, h = τ e t = h = τ.

Se t, h < τ , como t+ h > τ , então t+ h = τ + s, em que s ∈ [0, τ). Logo, pelo

1o Caso, tem-se

T (t+ h)x = T (s+ τ)x = T (s)T (τ)x

= T (s)T (τ − h+ h)x = T (s)T (τ − h)T (h)x

= T (s)T (t− s)T (h)x = T (s+ t− s)T (h)x

= T (t)T (h)x.

Se t < τ e h = τ , então por definição, T (t+h)x = T (t+τ)x = T (t)T (τ)x = T (t)T (h)x.

Finalmente, se t = h = τ , então por definição

T (t+h)x = T (τ + τ)x = T (2τ +0)x = T (0)T (τ)2x = T (τ)2x = T (τ)T (τ)x = T (t)T (h)x.

3o Caso: t ∈ [0, τ ] e h > τ .

Como h > τ, então h = nτ + s, em que s ∈ [0, τ), ou seja, t+ h = nτ + (t+ s).

Se t+ s ∈ [0, τ ], então por definição e pelo 1o Caso, segue que

T (t+ h)x = T (t+ s+ nτ)x = T (t+ s)T (τ)nx

= T (t)T (s)T (τ)nx = T (t)T (s+ nτ)x

= T (t)T (h)x.

Agora, se t+ s > τ , então t+ s = τ + k, em que k ∈ [0, τ). Dáı, t+ h = nτ + t+ s =

nτ + τ + k = (n+ 1)τ + k, k ∈ [0, τ).

Logo, pela definição e pelo 2o Caso, tem-se

T (t+ h)x = T ((n+ 1)τ + k)x = T (k)T (τ)n+1x = T (k)T (τ)T (τ)nx

= T (k + τ)T (τ)nx = T (t+ s)T (τ)nx = T (t)T (s)T (τ)nx

= T (t)T (s+ nτ)x = T (t)T (h)x.

Portanto, T (t+ h)x = T (t)T (h)x.

4o Caso: t > τ e h > τ .

42



2.1 O Problema de Cauchy Abstrato

Observe que neste caso, t+ h > τ . Além disso,

{
t > τ ⇒ t = nτ + s, n ∈ N, s ∈ [0, τ)

h > τ ⇒ h = mτ + r, m ∈ N, r ∈ [0, τ),

e, portanto, t+ h = (s+ r) + (n+m)τ = p+ kτ , em que p = s+ r e k = n+m.

Se p ∈ [0, τ ], então

T (t+ h)x = T (p)T (τ)kx. (2.7)

Uma vez que, T (t)x = T (s)T (τ)nx e T (h)x = T (r)T (τ)mx, tem-se

T (t)T (h)x = T (s)T (τ)n (T (r)T (τ)m) x = T (s)T (r) (T (τ)nT (τ)m) x

= T (s+ r)T (τ)n+mx = T (p)T (τ)kx. (2.8)

Assim, de (2.7) e (2.8), conclui-se que T (t+ h)x = T (t)T (h)x.

Se p > τ , então p = τ + l, em que l ∈ [0, τ). Logo,

T (t+ h)x = T (p+ kτ)x = T (l + (k + 1)τ)x = T (l)T (τ)k+1x. (2.9)

Por outro lado, pelo 2o Caso e pela definição, tem-se

T (t)T (h)x = T (s)T (τ)n (T (r)T (τ)m) x = T (s)T (r) (T (τ)nT (τ)m) x

= T (r + s)T (τ)kx = T (p)T (τ)kx = T (τ + l)T (τ)kx

= T (l)T (τ)T (τ)kx = T (l)T (τ)k+1x. (2.10)

Portanto, de (2.9) e (2.10), segue que T (t+ h)x = T (t)T (h)x.

Logo, para quaisquer t, h ≥ 0, tem-se T (t+ h)x = T (t)T (h)x.

(iii) Finalmente, conclui-se que T (t)x = u(t) − u0(t) → x, quando t → 0+, já que

u ∈ C([0, τ ];X).

Portanto, {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo. �

Agora, estamos em condições de enunciar o principal resultado deste trabalho.

Teorema 2.1.2 Para cada x ∈ X, existe uma única solução weak u(t) de (2.1), satisfazendo

u(0) = x se, e somente se, A é o gerador de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 de operadores lineares

limitados em X, e neste caso, u(t) é dado por (2.2).
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Demonstração: Suponha que A é o gerador do C0-semigrupo {T (t)}t≥0.
Pelo Teorema 1.4.1, existem constantes M ′ ≥ 1 e ω ≥ 0, tais que ‖T (t)‖ ≤ M ′eωt. Como

t ∈ [0, τ ], existe uma constante M ≥ 0, tal que ‖T (t)‖ ≤ M ′eωτ = M.

Primeiramente mostraremos que se x ∈ X e v ∈ D(A∗), então 〈T (t)x, v〉 é diferenciável com
relação a t, com derivada 〈T (t)x,A∗v〉.

Note que a afirmação é verdadeira se x ∈ D(A), pois pelo Teorema 1.4.2

d

dt
〈T (t)x, v〉 = lim

h→0

〈T (t+ h)x, v〉 − 〈T (t)x, v〉
h

= lim
h→0

〈T (t+ h)x− T (t)x, v〉
h

, pois v ∈ D(A∗) é linear

=

〈
lim
h→0

T (t+ h)x− T (t)x

h
, v

〉
= 〈AT (t)x, v〉
= 〈T (t)x, v ◦ A〉
= 〈T (t)x,A∗v〉.

Se x ∈ X, como X = D(A), então existe uma sequência {xn}∞n=1 de elementos de D(A) tal
que lim

n→∞
xn = x. Dáı, como {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo, tem-se

d

dt
〈T (t)x, v〉 = d

dt
〈T (t) lim

n→∞
xn, v〉 = lim

n→∞
〈T (t)xn, v ◦ A〉 = 〈T (t)x,A∗v〉. (2.11)

Portanto, se x ∈ X e v ∈ D(A∗), então d

dt
〈T (t)x, v〉 existe e é igual a 〈T (t)x,A∗v〉.

Mostremos agora, que u dado por (2.2) é solução weak de (2.1). Note que pelo Lema 2.1.2,

u ∈ C([0, τ ];X). Escreva

u(t) = T (t)x+ ϕ(t), em que ϕ(t) =

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds.

Para qualquer v ∈ D(A∗) e t ∈ [0, τ ], tem-se

〈u(t), v〉 =

〈
T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds, v

〉

= 〈T (t)x, v〉+
〈∫ t

0

T (t− s)f(s)ds, v

〉

= 〈T (t)x, v〉+
∫ t

0

〈T (t− s)f(s), v〉ds,

pois v ∈ D(A∗) ⊆ X∗, ou seja, v é cont́ınuo.
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Mostraremos primeiramente que u é solução weak de (2.1) quando f ∈ C1([0, τ ];X). A

aplicação (t, x) �→ T (t)x é cont́ınua em [0, τ ]×X, pois

‖T (t+ h)(x+ k)− T (t)x‖ = ‖T (t+ h)x+ T (t+ h)k − T (t)x‖
≤ ‖T (t+ h)x− T (t)x‖+ ‖T (t+ h)k‖
≤ ‖T (t+ h)x− T (t)x‖+ ‖T (h)‖‖T (t)k‖
≤ ‖T (t+ h)x− T (t)x‖+M‖T (t)k‖ → 0,

quando (h, k)→ (0, 0). Dáı, como f é continuamente diferenciável, usando o mesmo argumento

utilizado no Teorema 2.1.1, tem-se que

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds ∈ D(A), e assim

d+

dt

∫ t

0

〈T (t− s)f(s), v〉ds = lim
h→0+

1

h

[∫ t+h

0

〈T (t+ h− s)f(s), v〉ds−
∫ t

0

〈T (t− s)f(s), v〉ds
]

= lim
h→0+

1

h

[∫ t

0

〈T (t+ h− s)f(s), v〉 − 〈T (t− s)f(s), v〉ds

+

∫ t+h

t

〈T (t+ h− s)f(s), v〉ds
]

= lim
h→0+

1

h

[∫ t

0

〈[T (h)− I]T (t− s)f(s), v〉ds

+

∫ t+h

t

〈T (t+ h− s)f(s), v〉ds
]

= lim
h→0+

〈
T (h)− I

h

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds, v

〉

+ lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t

〈T (t+ h− s)f(s), v〉ds

=

〈
lim
h→0+

T (h)− I

h

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds, v

〉

+ lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t

〈T (t+ h− s)f(s), v〉ds

=

〈
A

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds, v

〉
+ lim

h→0+

1

h

∫ t+h

t

〈T (t+ h− s)f(s), v〉ds

=

〈∫ t

0

T (t− s)f(s)ds,A∗v
〉
+ lim

h→0+

1

h

∫ t+h

t

〈T (t+ h− s)f(s), v〉ds.

Agora,

∥∥∥∥1h
∫ t+h

t

〈T (t+ h− s)f(s), v〉ds− 1

h

∫ t+h

t

〈f(t), v〉ds
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1h
∫ t+h

t

〈T (t+ h− s)f(s)− f(t), v〉ds
∥∥∥∥

≤ 1

h

∫ t+h

t

‖〈T (t+ h− s)f(s)− f(t), v〉‖ds.
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Queremos mostrar que o lado direito da desigualdade acima vai a zero, quando h vai a zero

pela direita.

Observe que

‖〈T (t+ h− s)f(s)− f(t), v〉‖ = ‖〈T (t+ h− s)f(s)− T (t+ h− s)f(t)

+ T (t+ h− s)f(t)− f(t), v〉‖
≤ ‖〈T (t+ h− s)[f(s)− f(t)], v〉‖+ ‖〈[T (t+ h− s)− I]f(t), v〉‖
≤ M‖v‖‖f(s)− f(t)‖+ ‖v‖‖[T (t+ h− s)− I]f(t)‖ → 0,

quando h → 0+ (observe que quando h → 0+, s → t+), ou seja, dado ε > 0, existe h′

suficientemente pequeno tal que

‖〈T (t+ h− s)f(s)− f(t), v〉‖ < ε, ∀h < h′.

Agora, tome h < h′. Assim,

1

h

∫ t+h

t

‖〈T (t+ h− s)f(s)− f(t), v〉‖ds ≤ 1

h

∫ t+h

t

ε ds = ε.

Como ε é arbitrário, conclúı-se que

1

h

∫ t+h

t

‖〈T (t+ h− s)f(s)− f(t), v〉‖ds→ 0, quando h→ 0+.

Logo,

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

〈T (t+ h− s)f(s), v〉ds = 〈f(t), v〉

e como
d+

dt
φ(t) existe e é cont́ınua, em que φ(t) =

∫ t

0

〈T (t− s)f(s), v〉ds, segue pelo Lema C.1

que φ é diferenciável e

d

dt

∫ t

0

〈T (t− s)f(s), v〉ds = 〈f(t), v〉+
∫ t

0

〈T (t− s)f(s), A∗v〉ds.
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2.1 O Problema de Cauchy Abstrato

Dáı, conclúı-se que para todo t ∈ [0, τ ], 〈u(t), v〉 é diferenciável e

d

dt
〈u(t), v〉 =

d

dt
〈T (t)x, v〉+ d

dt

∫ t

0

〈T (t− s)f(s), v〉ds

= 〈T (t)x,A∗v〉+ 〈f(t), v〉+
∫ t

0

〈T (t− s)f(s), A∗v〉ds

=

〈
T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds,A∗v
〉
+ 〈f(t), v〉

= 〈u(t), A∗v〉+ 〈f(t), v〉.

Além disso, u(0) = T (0)x+ ϕ(0) = x.

Portanto, u(t) = T (t)x+ ϕ(t) é solução weak de (2.1).

Agora, se f ∈ L1([0, τ ];X), sejam fn ∈ C1([0, τ ];X), para n = 1, 2, · · · , com fn → f em

L1([0, τ ];X) e defina

un(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)fn(s)ds, t ∈ [0, τ ].

Então,

‖un(t)− u(t)‖ =

∥∥∥∥T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)fn(s)ds−
[
T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

]∥∥∥∥
≤

∫ t

0

‖T (t− s)‖‖fn(s)− f(s)‖ds

≤ M

∫ t

0

‖fn(s)− f(s)‖ds,

ou seja, un → u em C([0, τ ];X). Mas, pelo caso anterior, para cada v ∈ D(A∗), tem-se

d

dt
〈un(t), v〉 = 〈un(t), A

∗v〉+ 〈fn(t), v〉.

Assim, integrando ambos os membros de 0 a t, segue que

〈un(t), v〉 − 〈un(0), v〉 =
∫ t

0

[〈un(s), A
∗v〉+ 〈fn(s), v〉]ds,

ou seja,

〈un(t), v〉 = 〈x, v〉+
∫ t

0

[〈un(s), A
∗v〉+ 〈fn(s), v〉]ds.

Agora, fazendo n→∞, obtém-se

lim
n→∞

〈un(t), v〉 = lim
n→∞

(
〈x, v〉+

∫ t

0

[〈un(s), A
∗v〉+ 〈fn(s), v〉]ds

)
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2.1 O Problema de Cauchy Abstrato

e, portanto,

〈u(t), v〉 = 〈x, v〉+
∫ t

0

[〈u(s), A∗v〉+ 〈f(s), v〉]ds.

Logo,
d

dt
〈u(t), v〉 = 〈u(t), A∗v〉+ 〈f(t), v〉.

Portanto, u é a solução weak de (2.1).

Mostraremos agora que u(t) é a única solução weak de (2.1), satisfazendo u(0) = x. Para

isso, sejam u(t) outra solução weak, com u(0) = x, e w = u− u. Observe que,

d

ds
〈w(s), v〉 =

d

ds
〈u(s), v〉 − d

ds
〈u(s), v〉

= 〈u(s), A∗v〉+ 〈f(s), v〉 − 〈u(s), A∗v〉 − 〈f(s), v〉
= 〈u(s)− u(s), A∗v〉
= 〈w(s), A∗v〉, ∀v ∈ D(A∗), ∀t ∈ [0, τ ].

Integrando ambos os membros de 0 a t, segue que

〈w(t), v〉 =

∫ t

0

d

ds
〈w(s), v〉ds

=

∫ t

0

〈w(s), A∗v〉ds

=

〈∫ t

0

w(s)ds,A∗v
〉
, ∀v ∈ D(A∗), ∀t ∈ [0, τ ].

Assim, pelo Lema 2.1.1, tem-se z(t) =

∫ t

0

w(s)ds ∈ D(A) e d

dt
z(t) = Az(t).

Como
d

dt
z(t) = Az(t) e z(0) = 0, segue que z(t) = T (t)0 = 0. Assim z ≡ 0 e,

consequentemente, w ≡ 0.

Portanto u = u.

Reciprocamente, suponhamos que A é tal que (2.1) possui para cada x ∈ X, uma única

solução weak u(t), satisfazendo u(0) = x.

Para t ∈ [0, τ ], defina T (t)x = u(t)−u0(t), em que u0 é a solução weak de (2.1), satisfazendo

u0(0) = 0. Se t > τ , seja t = nτ + s, em que n é um inteiro não negativo e s ∈ [0, τ), e assim,

defina T (t)x = T (s)T (τ)nx.

Pelo Lema 2.1.3, segue que {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo de operadores lineares limitados.
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2.1 O Problema de Cauchy Abstrato

Agora, seja B o gerador de {T (t)}t≥0 e seja x ∈ D(B). Para qualquer v ∈ D(A∗), pelo
Teorema 1.4.2,

d

dt
〈T (t)x, v〉 = lim

h→0

〈T (t+ h)x, v〉 − 〈T (t)x, v〉
h

= lim
h→0

〈T (t+ h)x− T (t)x, v〉
h

, pois v ∈ D(A∗) é linear

=

〈
lim
h→0

T (t+ h)x− T (t)x

h
, v

〉

=

〈
d

dt
T (t)x, v

〉
= 〈T (t)Bx, v〉, pelo Teorema 1.4.2, pois x ∈ D(B).

Assim,
d

dt
〈T (t)x, v〉

∣∣∣
t=0

= 〈Bx, v〉. Por outro lado, para t ∈ [0, τ ], como v ∈ D(A∗), u e u0

são soluções weak de (2.1), tem-se

d

dt
〈T (t)x, v〉 =

d

dt
〈u(t)− u0(t), v〉

=
d

dt
〈u(t), v〉 − d

dt
〈u0(t), v〉

= 〈u(t), A∗v〉+ 〈f(t), v〉 − [〈u0(t), A
∗v〉+ 〈f(t), v〉]

= 〈u(t)− u0(t), A
∗v〉

= 〈T (t)x,A∗v〉.

Portanto,

d

dt
〈T (t)x, v〉

∣∣∣
t=0

= 〈x,A∗v〉, ou seja, 〈Bx, v〉 = 〈x,A∗v〉, ∀v ∈ D(A∗).

Logo, pelo Lema 2.1.1,

x ∈ D(A) e Bx = Ax, e assim, D(B) ⊆ D(A). (2.12)

Mostraremos agora a inclusão contrária. Para isso, considere x ∈ D(A). Note que, como

D(B) ⊆ D(A), tem-se D(A∗) ⊆ D(B∗), e assim, B∗
∣∣∣
D(A∗)

= A∗. Por um argumento de

densidade, similar ao que foi utilizado em (2.11), conclui-se que para cada t ∈ [0, τ ],

〈T (t)x− T (0)x, v〉 =
∫ t

0

d

ds
〈T (s)x, v〉ds =

∫ t

0

〈T (s)x,B∗v〉ds, ∀v ∈ D(A∗),
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2.1 O Problema de Cauchy Abstrato

e, portanto, 〈T (t)x− x, v〉 =
〈∫ t

0

T (s)xds,A∗v
〉
, ∀v ∈ D(A∗).

Dáı, pelo Lema 2.1.1, segue que

∫ t

0

T (s)xds ∈ D(A) e A

(∫ t

0

T (s)xds

)
= T (t)x− x.

Analogamente,

〈T (t)Ax− T (0)Ax, v〉 =
∫ t

0

d

ds
〈T (s)Ax, v〉ds =

∫ t

0

〈T (s)Ax,B∗v〉ds, ∀v ∈ D(A∗).

Logo, 〈T (t)Ax− Ax, v〉 =
〈∫ t

0

T (s)Ax,A∗v
〉
, ∀v ∈ D(A∗), e pelo Lema 2.1.1, tem-se∫ t

0

T (s)Axds ∈ D(A) e A

(∫ t

0

T (s)Axds

)
= T (t)Ax− Ax.

Portanto,

T (t)x = x+ A

∫ t

0

T (s)xds (2.13)

e

T (t)Ax = Ax+ A

∫ t

0

T (s)Axds. (2.14)

Considere a função z(t) =

∫ t

0

T (s)Axds− A

∫ t

0

T (s)xds.

Uma vez que T (t)Ax é cont́ınuo e, de (2.13), A

∫ t

0

T (s)xds = T (t)x − x, que é cont́ınuo,

então z ∈ C([0, τ ];X). Além disso, z(0) = 0.

Agora, seja v ∈ D(A∗). Por (2.13) e (2.14) tem-se

d

dt
〈z(t), v〉 =

d

dt

〈∫ t

0

T (s)Axds, v

〉
− d

dt
〈T (t)x, v〉+ d

dt
〈x, v〉

=
d

dt

∫ t

0

〈T (s)Ax, v〉ds− 〈T (t)x,B∗v〉+ 0

= 〈T (t)Ax, v〉 − 〈T (t)x,A∗v〉
=

〈
Ax+ A

∫ t

0

T (s)Axds, v

〉
− 〈T (t)x,A∗v〉

=

〈
A

(
x+

∫ t

0

T (s)Axds

)
, v

〉
− 〈T (t)x,A∗v〉

=

〈
x+

∫ t

0

T (s)Axds,A∗v
〉
− 〈T (t)x,A∗v〉

=

〈
x− T (t)x+

∫ t

0

T (s)Axds,A∗v
〉

=

〈∫ t

0

T (s)Axds− A

∫ t

0

T (s)xds,A∗v
〉

= 〈z(t), A∗v〉.
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2.1 O Problema de Cauchy Abstrato

Mas por hipótese o problema de valor inicial
d

dt
z(t) = Az(t), z(0) = 0, possui somente a

solução nula.

Assim, z ≡ 0 e, portanto,

∫ t

0

T (s)Axds = A

∫ t

0

T (s)xds, t ∈ [0, τ ].

Além disso, por (2.13)

lim
t→0+

1

t
[T (t)x− x] = lim

t→0+

1

t

[
A

∫ t

0

T (s)xds

]
= lim

t→0+

1

t

∫ t

0

T (s)Axds.

Agora,

∥∥∥∥1t
∫ t

0

T (s)Axds− Ax

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1t
∫ t

0

T (s)Axds− 1

t

∫ t

0

Axds

∥∥∥∥ ≤ 1

t

∫ t

0

‖T (s)Ax− Ax‖ds

e ‖[T (s)− I]Ax‖ → 0, quando t→ 0+, pois quando t→ 0+, s→ 0+, uniformente em t ∈ [0, τ ].

Logo, conclui-se que lim
t→0+

1

t
[T (t)x− x] = Ax, ou seja

x ∈ D(B). (2.15)

Assim, de (2.12) e (2.15), conclui-se que D(A) = D(B) e Ax = Bx, o que completa a prova.

�
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Caṕıtulo

3

Estudo de EDP’s Parabólicas via Problema de

Cauchy Abstrato

Neste caṕıtulo, veremos que certas equações parabólicas de segunda ordem podem ser

tratadas no âmbito de semigrupos. Na verdade, a teoria de semigrupos fornece um elegante

método para construção de uma solução do problema de valor inicial e de fronteira que

abordaremos aqui. Por fim, mostraremos que a solução fraca deste pvif, no sentido usual

de EDP’s, coincide com a solução mild do problema de Cauchy abstrato associado.

3.1 Equações Parabólicas de Segunda Ordem

Seja Ω um subconjunto aberto e limitado do R
n tal que Ω possua fronteira suave. Considere

o problema de valor inicial e de fronteira

⎧⎪⎨
⎪⎩

ut + Lu = 0, em Ωτ = Ω× (0, τ ]

u = 0, em ∂Ω× [0, τ ]

u = g, em Ω× {t = 0},
(3.1)

em que g : Ω → R é dada e u : Ωτ → R é a incógnita. Para cada tempo t, L denota um

operador diferencial parcial, dado por

Lu = −
n∑

i,j=1

aijuxixj
+

n∑
i=1

biuxi
+ cu, com aij, bi, c ∈ R, i, j = 1, · · · , n.
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O operador L∗, o adjunto de L, é dado por

L∗v := −
n∑

i,j=1

aijvxjxi
−

n∑
i=1

bivxi
+ cv, v ∈ H1

0 (Ω).

A forma bilinear B[u, v] associada com o operador L é definida por

B[u, v] :=

∫
Ω

n∑
i,j=1

aijuxi
vxj

+
n∑

i=1

biuxi
v + cuv dx,

para u, v ∈ H1
0 (Ω).

Definição 3.1.1 Diz-se que uma função u ∈ L2([0, τ ];H1
0 (Ω)), com u′ ∈ L2([0, τ ];H−1(Ω)), é

uma solução fraca do problema de valor inicial e de fronteira (3.1), se

(i) 〈u′, v〉+ B[u, v] = 0, para cada v ∈ H1
0 (Ω) e quase todo 0 ≤ t ≤ τ ;

(ii) u(0) = g.

Observação 3.1.1 Pode-se associar a u = u(x, t) a função u : [0, τ ] → H1
0 (Ω), definida por

[u(t)](x) := u(x, t), em que x ∈ Ω, 0 ≤ t ≤ τ . Em outras palavras, não considera-se u como

função de x e t, mas como uma função u de t no espaço de funções na variável espacial x,

H1
0 (Ω).

Os dois próximos resultados estabelecem, respectivamente, a existência e unicidade de

solução fraca para o problema (3.1) e estimativas de energia. A prova destes resultados podem

ser encontradas em [5].

Teorema 3.1.1 Existe uma única solução fraca de (3.1).

Teorema 3.1.2 Existem constantes α, β > 0 e γ ≥ 0, tais que

|B[u, v]| ≤ α‖u‖H1
0 (Ω)‖v‖H1

0 (Ω) (3.2)

e

β‖u‖2H1
0 (Ω) ≤ B[u, u] + γ‖u‖2L2(Ω), (3.3)

para todo u, v ∈ H1
0 (Ω).

Agora, considere X = L2(Ω) e D(A) := H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) e defina Au := −Lu, se u ∈ D(A).

Sendo assim, reinterpretamos o problema (3.1) como o problema de Cauchy abstrato:

⎧⎨
⎩

d

dt
u(t) = Au(t), t > 0

u(0) = g,
(3.4)
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3.1 Equações Parabólicas de Segunda Ordem

em que
d

dt
denota a derivada de Fréchet.

Teorema 3.1.3 O operador A gera um C0-semigrupo de γ-contração {T (t)}t≥0 em X = L2(Ω),

isto é, um C0-semigrupo de classe C0(1, γ).

Tendo em vista os Teoremas 3.1.3 e 2.1.1, se g ∈ D(A), a solução clássica de (3.4) é dada

por u(t) = T (t)g.

Agora, se g ∈ L2(Ω), pela Definição 2.1.2, segue que T (t)g é a solução mild de (3.4).

O que faremos agora, é relacionar a solução mild da equação de evolução abstrata, com a

solução fraca da equação diferencial parcial original (3.1).

Seja ϕ ∈ C∞0 (Ω× [0, τ ]), com ϕ(x, t) ∈ D(A∗), t ∈ (0, τ ] fixado. Denote [T (t)g](x) por z(x, t).

Observe que

〈ϕ(·, t+ h), z(·, t+ h)〉L2 − 〈ϕ(·, t), z(·, t)〉L2

= 〈ϕ(·, t+ h), z(·, t+ h)〉L2 + 〈ϕ(·, t+ h), z(·, t)〉L2 − 〈ϕ(·, t+ h), z(·, t)〉L2

− 〈ϕ(·, t), z(·, t)〉L2

= 〈ϕ(·, t+ h)− ϕ(·, t), z(·, t)〉L2 + 〈ϕ(·, t+ h), z(·, t+ h)− z(·, t)〉L2

= 〈ϕ(·, t+ h)− ϕ(·, t), z(·, t)〉L2 + 〈ϕ(·, t+ h), [(T (t+ h)− T (t))g](·)〉L2

= 〈ϕ(·, t+ h)− ϕ(·, t), z(·, t)〉L2 + 〈[T ∗(t+ h)− T ∗(t)]ϕ(·, t+ h), g(·)〉L2 .

Dáı, usando os Teoremas B.2 e 1.4.5, e o fato de ϕ ser suave, tem-se

d

dt
〈ϕ(·, t), z(·, t)〉L2 = lim

h→0+

〈ϕ(·, t+ h), z(·, t+ h)〉L2 − 〈ϕ(·, t), z(·, t)〉L2

h

= lim
h→0+

[〈
ϕ(·, t+ h)− ϕ(·, t)

h
, z(·, t)

〉
L2

+
1

h
〈[T ∗(t+ h)− T ∗(t)]ϕ(·, t+ h), g(·)〉L2

]

=

〈
∂ϕ

∂t
(·, t), z(·, t)

〉
L2

+ lim
h→0+

1

h
〈[T ∗(t+ h)− T ∗(t)]ϕ(·, t+ h), g(·)〉L2

=

〈
∂ϕ

∂t
(·, t), z(·, t)

〉
L2

+ lim
h→0+

1

h
〈T ∗(t)[T ∗(h)− I]ϕ(·, t+ h), g(·)〉L2

=

〈
∂ϕ

∂t
(·, t), (T (t)g)(·)

〉
L2

+

〈
lim
h→0+

(
T ∗(h)− I

h

)
ϕ(·, t+ h), (T (t)g)(·)

〉
L2

=

〈
∂ϕ

∂t
(·, t), (T (t)g)(·)

〉
L2

+ 〈A∗ϕ(·, t), (T (t)g)(·)〉L2

=

〈
∂ϕ

∂t
(·, t) + A∗ϕ(·, t), (T (t)g)(·)

〉
L2

.
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Uma vez que ϕ(x, 0) = ϕ(x, τ) = 0, ∀x ∈ Ω, obtém-se

∫ τ

0

d

dt
〈ϕ(·, t), (T (t)g)(·)〉L2 dt = 〈ϕ(·, τ), (T (τ)g)(·)〉L2 − 〈ϕ(·, 0), (T (0)g)(·)〉L2 = 0.

Logo,

0 =

∫ τ

0

d

dt
〈ϕ(·, t), (T (t)g)(·)〉L2 dt =

∫ τ

0

〈
∂ϕ

∂t
(·, t) + A∗ϕ(·, t), (T (t)g)(·)

〉
L2

dt. (3.5)

Seja u(·, t) a solução fraca da EDP (3.1). Queremos mostrar que u é solução mild

do problema abstrato associado (3.4). Vale observar que, pelo Teorema 1.2.1 segue que

u ∈ C([0, τ ];L2(Ω)).

Além disso, segue que

∫
Ω

∂u

∂t
(x, t)ϕ(x, t)dx+

∫
Ω

n∑
i,j=1

aijuxi
(x, t)ϕxj

(x, t)

+
n∑

i=1

biuxi
(x, t)ϕ(x, t) + cu(x, t)ϕ(x, t)dx = 0

dáı, integrando por partes, tem-se

∫
Ω

−u(x, t)∂ϕ
∂t

(x, t)dx−
∫
Ω

n∑
i,j=1

aiju(x, t)ϕxjxi
(x, t)

−
n∑

i=1

biu(x, t)ϕxi
(x, t) + cu(x, t)ϕ(x, t)dx = 0.

Ou seja, ∫
Ω

(
∂ϕ

∂t
(x, t)− L∗ϕ(x, t)

)
u(x, t)dx = 0,

e assim,

〈
∂ϕ

∂t
(x, t) + A∗ϕ(x, t), u(x, t)

〉
L2

= 0.

Portanto,

∫ τ

0

〈
∂ϕ

∂t
(·, t) + A∗ϕ(·, t), u(·, t)

〉
L2

dt = 0. (3.6)
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De (3.5), segue que

∫ τ

0

〈
∂ϕ

∂t
(·, t) + A∗ϕ(·, t), (T (t)g)(·)

〉
L2

dt = 0. (3.7)

Assim, subtraindo (3.7) de (3.6), obtém-se

∫ τ

0

〈
∂ϕ

∂t
(·, t) + A∗ϕ(·, t), u(·, t)− (T (t)g)(·)

〉
L2

dt = 0.

Agora, considere a classe de funções suaves da forma ϕ(x, t) = ϕ1(x)ϕ2(t), com ϕ1 ∈ D(A∗)
e ϕ2(0) = ϕ2(τ) = 0, então podemos reescrever a equação acima como

∫ τ

0

d

dt
ϕ2(t)〈ϕ1(·), u(·, t)− (T (t)g)(·)〉L2dt = −

∫ τ

0

ϕ2(t)〈A∗ϕ1(·), u(·, t)− (T (t)g)(·)〉L2dt,

para toda ϕ2 suave com ϕ2(0) = ϕ2(τ) = 0.

Para simplificar a expressão, escrevamos

f(·, t) = u(·, t)− (T (t)g)(·);
g(·, t) = 〈ϕ1(·), f(·, t)〉;
h(·, t) = 〈A∗ϕ1(·), f(·, t)〉.

Assim, tem-se ∫ τ

0

d

dt
ϕ2(t)g(·, t)dt = −

∫ τ

0

ϕ2(t)h(·, t)dt, ∀ϕ2.

Integrando por partes, obtém-se

∫ τ

0

d

dt
ϕ2(t)g(·, t)dt = −

∫ τ

0

ϕ2(t)
d

dt
g(·, t)dt.

Dáı,

∫ τ

0

ϕ2(t)
d

dt
g(·, t)dt =

∫ τ

0

ϕ2(t)h(·, t)dt, ou seja,

∫ τ

0

ϕ2(t)

(
d

dt
g(·, t)− h(·, t)

)
dt = 0, ∀ϕ2 suave.

Pelo Lema 1.1.1, tem-se
d

dt
g(·, t) = h(·, t) q.t.p., ou seja,

g(·, t)− g(·, 0) =
∫ t

0

h(·, s)ds,

mas g(·, 0) = 〈ϕ1(·), f(·, 0)〉 e f(·, 0) = u(·, 0)−(T (0)g)(·) = g(·)−g(·) = 0. Portanto g(·, 0) = 0.

Logo,

g(·, t) =
∫ t

0

h(·, s)ds. (3.8)
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3.1 Equações Parabólicas de Segunda Ordem

Reescrevendo a expressão acima, tem-se

〈ϕ1(·), f(·, t)〉 =
∫ t

0

〈A∗ϕ1(·), f(·, s)〉ds =
〈
A∗ϕ1(·),

∫ t

0

f(·, s)ds
〉
, ∀ϕ1 ∈ D(A∗).

Então, pelo Lema 2.1.1, segue que

∫ t

0

f(·, s)ds ∈ D(A) e A

∫ t

0

f(·, s)ds = f(·, t).

Isto é equivalente a
d

dt

∫ t

0

f(·, s)ds = A

∫ t

0

f(·, s)ds.

Fazendo v(t) =

∫ t

0

f(·, s)ds, temos o seguinte problema abstrato

⎧⎨
⎩

d

dt
v(t) = Av(t)

v(0) = 0,
(3.9)

Assim, como A gera um C0- semigrupo, pelo Teorema 2.1.1, tem-se

∫ t

0

f(·, s)ds = v(t) = T (t)0 = 0, ∀t ∈ [0, τ ],

e assim, f(·, t) = 0, ∀t ∈ [0, τ ].

Logo, 0 = f(·, t) = u(·, t)− (T (t)g)(·), isto é, u(·, t) = (T (t)g)(·).
Portanto, a solução fraca da EDP (3.1) é a solução mild do problema abstrato (3.4), que

por sua vez, é a solução weak dada por J. Ball para o problema abstrato, pelo Teorema 2.1.2.

Para mostrar que as três soluções são equivalentes, falta mostrar que se u é uma solução

weak do problema abstrato, então u é solução fraca de (3.1).

Para este propósito, suponha que u é solução weak do problema abstrato e que u não é

solução fraca de (3.1) no sentido usual de EDP’s. Pelo Teorema 3.1.1, existe uma única solução

v de (3.1). Pelo que vimos acima, v é solução mild e, portanto, weak no sentido de J. Ball.

Mas, pelo Teorema 2.1.2, v é única solução weak no sentido de J. Ball. Logo, u = v, mas isso

é uma contradição.

Portanto, u é solução fraca de (3.1).

Assim, conclúı-se que a solução do problema (3.1) é equivalente a solução mild, que por sua

vez, é equivalente a solução weak dada por J. Ball.
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Apêndice

A

Operadores Lineares

Daqui em diante, consideraremos (X, ‖ · ‖) um espaço de Banach real, a menos que algo

seja dito ao contrário.

Definição A.1 Dizemos que uma aplicação T : X → X é um operador linear se:

• T (x+ y) = T (x) + T (y), ∀x, y ∈ X;

• T (λx) = λT (x), ∀λ ∈ R e ∀x ∈ X.

Definição A.2 Seja T : X → X um operador linear.

1. T é limitado se existe uma constante C ≥ 0 tal que ‖Tx‖ ≤ C‖x‖, ∀x ∈ X.

2. T é cont́ınuo em x ∈ X se, para qualquer sequência {xn}∞n=1 ⊆ X convergindo para x

(com relação a norma ‖ · ‖), tem-se {Txn}∞n=1 convergindo para Tx.

3. T é cont́ınuo (em X) se T é cont́ınuo em x, ∀x ∈ X.

Teorema A.1 Se T : X → X é um operador linear, então as seguintes afirmações são

equivalentes:

1. T é limitado;

2. T é cont́ınuo em 0;

3. T é cont́ınuo em X.

Notação A.1 Seja (X, ‖ · ‖) um espaço de Banach real.
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1. Se Y também é um espaço de Banach real, denota-se por L(X, Y ) o seguinte conjunto

L(X, Y ) = {T : X → Y ; T é linear e cont́ınuo}.

2. Denota-se L(X,R) por X∗, o qual é chamado de espaço dual de X. Um elemento de X∗

é dito um funcional linear.

3. O conjunto de todos operadores lineares limitados (e assim, cont́ınuos) de X em X é

denotado por B(X).

B(X) é um espaço vetorial com relação as operações usuais:

(T1 + T2)x = T1x+ T2x, (λT )x = λ(Tx),

em que T, T1, T2 ∈ B(X), x ∈ X, λ ∈ R.

4. Para T ∈ B(X), o número ‖T‖ denota a menor constante C ≥ 0 tal que

‖Tx‖ ≤ C‖x‖, ∀x ∈ X, ou seja,

‖T‖ = inf{C ≥ 0; ‖Tx‖ ≤ C‖x‖, x ∈ X}.

Teorema A.2 Com as mesmas notações acima,

1. ‖ · ‖ é uma norma em B(X), e com relação a esta norma, B(X) é um espaço de Banach

real;

2. Para T ∈ B(X),

||T || = sup{‖Tx‖; x ∈ X, com ‖x‖ = 1} (A.1)

= sup

{‖Tx‖
‖x‖ ; x ∈ X e x �= 0

}
. (A.2)

3. ‖Tx‖ ≤ ‖T‖‖x‖, ∀T ∈ B(X), ∀x ∈ X.

Observação A.1 Muitas vezes temos uma transformação linear T : W → X em que W é

um subespaço de X, ambos X e W munidos da mesma norma (aquela de X). Neste caso

escrevemos W = D(T ) e T : D(T ) ⊆ X → X e dizemos que D(T ) é o domı́nio do operador T .

Definição A.3 Seja X um espaço vetorial normado e T : D(T ) ⊆ X → X um operador linear

densamente definido. O operador adjunto T ∗ : D(T ∗) ⊆ X∗ → X∗, de T, é definido por:

(T ∗g)(x) = g(Tx) := 〈Tx, g〉, (A.3)

em que X∗ é o espaço dual de X e D(T ∗) = {g ∈ X∗; g ◦ T : D(T )→ R é limitada}.
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Definição A.4 Seja X um espaço de Banach real e T : D(T ) ⊆ X → X um operador linear.

Diz-se que T é um operador fechado (ou simplesmente, T é fechado) se para toda sequência

{xn}∞n=1 ⊆ D(T ), com xn → x (∈ X) e Txn → y, tem-se x ∈ D(T ) e Tx = y.

Em outras palavras, se uma sequência {xn}∞n=1 ⊆ D(T ) é tal que, ambas {xn}∞n=1 e {Txn}∞n=1

convergem para elementos de X, então o limite de {xn}∞n=1 pertence a D(T ) e a imagem do

limite é o limite das imagens.

Observação A.2 Se T ∈ B(X), então a convergência de {xn}∞n=1 para x automaticamente

assegura que {Txn}∞n=1 converge para Tx. Assim, se T é limitado (cont́ınuo em X), então T é

fechado.

Definição A.5 Um subconjunto A de X é denso em X se A = X, isto é, o fecho de A, com

relação a norma ‖ · ‖, é X. Isto significa que qualquer elemento x ∈ X pode ser aproximado

por uma sequência de elementos de A.

Encerramos esta seção com três resultados clássicos, cujas demonstrações podem ser

encontradas em [9].

Teorema A.3 (Limitação Uniforme) Sejam X um espaço de Banach e {Tn}∞n=1 uma

sequência de operadores lineares, Tn : X → X, tal que {‖Tnx‖}∞n=1 é limitada para todo x ∈ X,

ou seja,

‖Tnx‖ ≤ cx, n = 1, 2, · · · ,

em que cx ∈ R
+. Então, a sequência de normas {‖Tn‖}∞n=1 é limitada, isto é, ∃k ≥ 0 tal que

‖Tn‖ ≤ k, ∀n ∈ N.

Teorema A.4 (Existência de um funcional linear) Seja Y um subespaço próprio fechado

de um espaço normado X. Seja x0 ∈ X − Y arbitrário e

δ = inf
ỹ∈Y

‖ỹ − x0‖,

a distância de x0 a Y . Então existe f̃ ∈ X∗ tal que

‖f̃‖ = 1, f̃(y) = 0, ∀y ∈ Y, e f̃(x0) = δ.

Teorema A.5 (Gráfico Fechado) Sejam X e Y espaços de Banach e T : D(T ) ⊆ X → Y

um operador linear fechado. Então, se D(T ) é fechado em X, o operador T é limitado.
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Apêndice

B

Teoremas de Convergência para Integrais

A teoria de integração de Lebesgue é especialmente útil, uma vez que ela nos fornece

poderosos teoremas de convergência. No que segue, enunciaremos dois desses teoremas, que

serão importantes para nossos propósitos. As provas desses resultados podem ser encontradas,

por exemplo, em [3].

Teorema B.1 (Convergência Dominada de Lebesgue) Sejam fn, n = 1, 2, · · · , f e g

funções mensuráveis a valores reais definidas q.t.p. em um intervalo I, tais que

1. fn(x)→ f(x), para quase todo x ∈ I (convergência pontual q.t.p.);

2. |fn(x)| ≤ g(x), para quase todo x ∈ I;

3.

∫
I

g(x)dx <∞, isto é, g ∈ L1(I).

Então,

lim
n→∞

∫
I

fn(x)dx =

∫
I

f(x)dx.

Teorema B.2 (Convergência Dominada à parâmetros cont́ınuos) Se para cada

ξ ∈ [a, b],−∞ ≤ a < b < +∞, fξ é uma função mensurável, |fξ(x)| ≤ g(x), em que g

é uma função integrável e lim
ξ→ξ0

fξ(x) = f(x) q.t.p., com ξ0 ∈ [a, b], então f é integrável e

lim
ξ→ξ0

∫
fξdx =

∫
fdx.
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Apêndice

C

Cálculo em Espaços de Banach

Faremos uma breve digressão sobre alguns resultados do cálculo diferencial e integral em

espaços de Banach.

A demonstração do próximo resultado pode ser encontrado, por exemplo, em [16].

Lema C.1 Sejam a, b ∈ R tais que a < b, X um espaço de Banach e ϕ : [a, b) → X uma

função cont́ınua e diferenciável a direita em [a, b). Se D+ϕ é continua em [a, b), então ϕ é

continuamente diferenciável e ϕ′ = D+ϕ, em que D+ϕ denota a derivada a direita de ϕ.

Consideremos agora o espaço E das funções limitadas de [a, b] em X, com norma dada por

‖f‖E = sup
t∈[a,b]

‖f(t)‖.

Sejam a, b ∈ R tais que a < b, e P = {a0, a1, · · · , an} uma partição do intervalo [a, b], com

a = a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an = b.

Definição C.1 Seja f : [a, b]→ X uma função. Diz-se que f é uma função escada, se existem

elementos w1, w2, · · · , wn ∈ X, tais que

f(t) = wi, se ai−1 < t < ai, i = 1, 2, · · · , n.

Definição C.2 Seja f uma função escada com relação a partição P . O valor da integral de f

é dado por

IP (f) = (a1 − a0)w1 + · · ·+ (an − an−1)wn =
n∑

i=1

(ai − ai−1)wi.
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Proposição C.1 Se f é uma função escada, com relação a outra partição Q de [a, b], então

IP (f) = IQ(f).

Observação C.1 A Proposição C.1 mostra que a integral não depende da partição. Portanto,

denota-se a integral de f por I(f).

Observação C.2 Claramente f é limitada, pois tem um número finito de valores e a norma

de f é dada por

‖f‖E = max{‖wi‖; i = 1, 2, · · · , n}.

Assim,

‖I(f)‖ ≤
n∑

i=1

|ai − ai−1|‖wi‖ ≤
n∑

i=1

(ai − ai−1)‖f‖E.

Dáı,

‖I(f)‖ ≤ (b− a)‖f‖E.

Agora, iremos enunciar alguns resultados que podem ser encontrados em [10], e a seguir

definiremos a integral em espaços de Banach, que também é conhecida como integral no sentido

de Bochner.

Lema C.2 O conjunto das funções escadas f : [a, b] → X é um subespaço do espaço E, que

denotaremos por St([a, b];X). A função I : St([a, b];X)→ X é linear e limitada.

Teorema C.1 Toda função cont́ınua de [a, b] em X pode ser aproximada uniformemente por

funções escadas. Além disso,

C([a, b];X) ⊆ St([a, b];X).

Observação C.3 Pelo Teorema C.1, dado f ∈ C([a, b];X), existe {fn}∞n=1 ⊆ St([a, b];X) tal

que fn → f uniformemente. Dáı, sendo I cont́ınua, tem-se

I(fn)→ I(f), em X,

isto é, ∫ b

a

f(t)dt = lim
n→∞

∫ b

a

fn(t)dt.

Teorema C.2 Seja X um espaço de Banach real. Se f : [a, b]→ X é cont́ınua, então

(i)

∥∥∥∥
∫ b

a

f(t)dt

∥∥∥∥ ≤
∫ b

a

||f(t)||dt;

(ii)
d

dt

(∫ t

a

f(u)du

)
= f(t), t ∈ [a, b].
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Teorema C.3 Sejam X e Y espaços de Banach. Seja f : [a, b] → X cont́ınua e F : X → Y

uma aplicação linear cont́ınua. Então

F

(∫ b

a

f(t)dt

)
=

∫ b

a

F (f(t))dt.

Demonstração: Sendo f cont́ınua, pelo Teorema C.1, existe uma sequência

{fn}∞n=1 ⊆ St([a, b];X) tal que fn → f uniformemente, e

∫ b

a

f(t)dt = lim
n→∞

∫ b

a

fn(t)dt.

Como F é linear e cont́ınua, tem-se

F

(∫ b

a

f(t)dt

)
= lim

n→∞
F

(∫ b

a

fn(t)dt

)
. (C.1)

Por outro lado, note que para cada n ∈ N,

∫ b

a

fn(t)dt =
m∑
i=1

(ai − ai−1)wi
n,

em que P = {a0, a1, · · · , am} é uma partição do intervalo [a, b] e fn(t) = wi
n, se ai−1 < t < ai,

i = 1, 2, · · · ,m. Assim,

F

(∫ b

a

fn(t)dt

)
= F

(
m∑
i=1

(ai − ai−1)wi
n

)
=

m∑
i=1

(ai − ai−1)F (wi
n), (C.2)

pois F é linear.

Observe que F ◦ fn é uma função escada de [a, b] em X, pois F (fn(t)) = F (wi
n), para

ai−1 < t < ai, com i = 1, 2, · · · ,m. Dáı,

I(F ◦ fn) =
m∑
i=1

(ai − ai−1)F (wi
n),

isto é,

∫ b

a

F (fn(t))dt =
m∑
i=1

(ai − ai−1)F (wi
n) (C.3)

De (C.2) e (C.3), segue que

F

(∫ b

a

fn(t)dt

)
=

∫ b

a

F (fn(t))dt,

ou seja,

64



lim
n→∞

F

(∫ b

a

fn(t)dt

)
= lim

n→∞

∫ b

a

F (fn(t))dt. (C.4)

Afirmamos que

lim
n→∞

∫ b

a

F (fn(t))dt =

∫ b

a

F (f(t))dt. (C.5)

De fato,

∥∥∥∥
∫ b

a

F (fn(t))dt−
∫ b

a

F (f(t))dt

∥∥∥∥ ≤
∫ b

a

‖F (fn(t))− F (f(t))‖dt ≤ ‖F‖
∫ b

a

‖fn(t)− f(t)‖dt,

pois F é linear e cont́ınuo.

Como a sequência {fn}∞n=1 converge uniformemente para f , segue que a integral a direita

na última desigualdade converge para zero, mostrando que (C.5) ocorre.

De (C.1), (C.4) e (C.5) conclúı-se

F

(∫ b

a

f(t)dt

)
=

∫ b

a

F (f(t))dt.

�
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