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RESUMO

O objetivo principal desta dissertação é estudar a existência dos Polinômios Multi-

ortogonais do Tipo II e também a equivalência das relações de ortogonalidade dos

Polinômios Multiortogonais do Tipo II com as Aproximações de Hermite-Padé do Tipo

II, através das Funções de Markov e do Sistema de Nikishin. Para alcançar esse ob-

jetivo, introduzimos os conceitos de Polinômios Multiortogonais e Aproximações de

Hermite-Padé, Funções de Markov e Sistema de Nikishin Geral, além de resultados

sobre a equivalência das relações de ortogonalidade dos Polinômios Multiortogonais

do Tipo II com as Aproximações de Hermite-Padé do Tipo II, através das Funções de

Markov e do Sistema de Nikishin Geral.

Palavras-chave: Polinômios Ortogonais, Polinômios Multiortogonais, Aproximações de
Hermite-Padé, Sistema de Nikishin.





ABSTRACT

The main goal this dissertation is to study the existence of the Type II Multiple Orthogo-

nal Polynomials and the equivalency of the orthogonality relations of the Type II Multiple

Orthogonal Polynomials with the Type II Hermite-Padé Approximation, through Markov

Functions and Nikishin System. For this purpose, we introduce the ideia of Multiple

Orthogonal Polynomials and Hermite-Padé Approximation, Markov Functions and Ni-

kishin System, beyond results about the equivalency of the orthogonality relations Type

II Multiple Orthogonal Polynomials with Type II Hermite-Padé Approximation, through

Markov Functions and general Nikishin System.

Keywords: Orthogonal Polynomials, Multiple Orthogonal Polynomials, Hermite-Padé
Approximation, Nikishin Systems.
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1 Introducao

Segundo [1], a teoria de números transcendentes surge com a demonstração de que
√

2
não é um número racional, fato este atribuído à Escola Pitagórica e, depois a Aristóteles
(384 a.C.-324 a.C.). Porém, esses números só são mencionados por Goettfried Wilhelm
Leibnitz (1646-1716), sendo nomeados primeiramente de números intercendentais, e o
primeiro número descoberto com esta propriedade, ou seja, que não podem ser números
algébricos, é 2

1√
2 .

Em 1761, Lambert, usando a técnica de desenvolver a tangente em frações continuadas,
mostra a irracionalidade dos números π e e. Essa técnica de frações continuadas foi, até
meados do século XIX, a melhor ferramenta matemática para solucionar os problemas de
aproximações por racionais e de irracionalidades.

O número transcendente adentra no estudo matemático somente em 1844 através de
Liouville, com a apresentação de regras para classificar se um número irracional é trans-
cendente. Em 1873, o matemático francês Charles Hermite demonstrou a transcedência
do número e, em uma série de notas publicadas no Comptes Rendus de 1’Académie des
Sciences de Paris, cuja ideia utilizada foi a que resultou na fórmula funcional para aproxi-
mação simultânea, mais conhecida como Aproximações de Hermite, e em 1882, Lindemann
mostra também que o número π é um número transcendente. Dessa forma, Liouville e
Hermite criaram a área dos números transcendentes, através de ideias e ferramentas que
tinham na época.

Em meados dos anos 1900, havia um problema que necessitava da utilização das Apro-
ximações de Hermite e das de Padé, que era o problema da aproximação simultânea, ou
seja, aproximar as somas parciais de séries de potências por funções racionais.

Utilizando as técnicas das Aproximações de Hermite-Padé, Roger Apéry (1916-1994),
provou, em 1977, que o número ζ(3) é um número irracional, de modo que a função zeta,
válida para todo número complexo com a parte real maior que um, é dado por

ζ(s) =
∞∑
n=1

1
ns
.

Note que a função zeta de Riemann deu origem à Hipótese de Riemann, que diz que
os zeros não triviais da função zeta de Riemann pertencem todos à "linha crítica", ou seja,
pertencem à reta cuja parte real é igual a meio, publicada em 1859, que até hoje é um
problema matemático não resolvido.

Aproximações de Hermite-Padé são classificadas em Aproximações de Hermite-Padé
do Tipo I e Aproximações de Hermite-Padé do Tipo II e suas aplicações são diversas: na
Teoria dos Números, para provar a irracionalidade e a transcendência de alguns números
reais importantes, na Teoria das Funções Especiais, principalmente para os Polinômios
Ortogonais Semiclássicos, na Teoria Espectral de Operadores Não-Simétricos, entre ou-
tras.
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Nesta dissertação estudamos os Polinômios Multiortogonais, cujo conteúdo teórico
encontra-se no Capítulo 2, que são polinômios de uma variável, e que possuem uma certa
relação de ortogonalidade, em relação a r ≥ 1 diferentes medidas µ1, µ2, ..., µr, com r ∈ N.
Eles são classificados em dois tipos Polinômios Multiortogonais do Tipo I e Polinômios
Multiortogonais do Tipo II e têm aplicabilidade nos estudos dos Osciladores Hamilto-
nianos, das Equações Multidimensional de Schrödinger, Toda Lattice Multidimensional,
entre outras. Além deste assunto, no Capítulo 2 será tratado também as Aproxima-
ções de Hermite-Padé, que contituem uma técnica alternativa para estudar os Polinômios
Multiortogonais.

No Capítulo 3, apresentamos os três sistemas bem conhecidos de Polinômios Multior-
togonais, a saber, o Sistema de Angelesco, o Sistema AT e o Sistema de Nikishin, e alguns
resultados que envolvam esses sistemas.

O objetivo principal desta dissertação é estudar as condições de existência dos Polinô-
mios Multiortogonais do Tipo II associado a um Sistema de Nikishin.
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5 Considerações Finais

Nesta dissertação estudamos os Polinômios Multiortogonais do Tipo II e as Aproxi-
mações de Hermite-Padé do Tipo II, através de um exemplo numérico mostramos que
obtemos um mesmo polinômio das relações de ortogonalidade dos Polinômios Multiorto-
gonais do Tipo II e das Aproximações de Hermite-Padé do Tipo II nas funções de Markov.
Além de exibir a condição de existência de tais polinômios.

Ademais mostramos a formalização desse resultado, com as funções de Nikishin e
também que todos os multi-índices pertencentes ao conjunto N∗r são normais para todos
os polinômios obtidos das relações de ortogonalidade dos Polinômios Multiortogonais do
Tipo II e das Aproximações de Hermite-Padé do Tipo II.

Bibliografias complementares sobre o assunto, [2], [4], [6], [7], [9] e [16].
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