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“Se vocé quer ser um vencedor deve seguir 0s seguintes caminhos:

Primeiro, ter uma meta definida.

Segundo, analisar sua meta e observar se existe a possibilidade de cumpri-la.

Terceiro, independente de qual seja sua condicdo ou classe social vocé devera

ter muita forca de vontade e dedicar-se ao maximo para cumpri-la.

Quarto, ndo ter medo de estar enganado, pois independente de vocé

conseguir ou ndo, vocé aprendera algo novo.”

Rafael Augusto Couceiro Correa.
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RESUMO

Este trabalho esta dividido em quatro partes. Na primeira parte, apresentamos
uma breve introducdo ao estudo dos chamados solitons, 0s quais correspondem a
certas solucbes de equacbes de onda nédo-lineares. Mostraremos as importantes
caracteristicas e propriedades destas classes de configura¢es. Em adi¢do, vamos
mostrar dois exemplos de configuracdes do tipo solitons, as quais envolvem
campos escalares em 1+1 dimensfes. Além disso, também apresentamos uma
maneira de caracterizar solugdes do tipo solitons, qual seja a chamada carga
topoldgica. Na segunda parte do nosso trabalho, estudamos a chamada entropia
configuracional para uma classe de modelo que apresentam dois campos
escalares auto-interagentes que suportam configuragGes do tipo kinks e lumps.
Mostramos que, apesar da energia das configuracfes serem degeneradas, elas
tém uma configuracdo favorita devido a sua entropia configuracional. Entdo,
apresentamos as consequéncias gerais deste valor preferido de entropia para a
estrutura das configuracdes. Também mostraremos que nossos resultados estéo
em perfeito acordo com aqueles numéricos. J& na terceira parte, apresentaremos
uma classe de solitons viajantes em sistemas com violagdes das simetrias de
Lorentz. No caso de cenarios envolvendo violagdes de Lorentz é usual construir
configuracBes solitdnicas estaticas. Aqui mostramos mostrar que é possivel
construir alguns solitons viajantes 0s quais, como deveria ser esperado, nao
podem ser mapeados em configuracOes estaticas através do boost de Lorentz
devido a quebra explicita desta simetria. Ademais, no modelo estudado,
encontramos um conjunto completo de solugBes. Neste caso, mostraremos que as
solugdes apresentam um limite critico controlado pela escolha de uma constante
arbitréria de integragdo. Na parte final do trabalho, discutimos o impacto da
quebra da simetria de Lorentz sobre oscillons usuais, nos entdo chamados flat-top
oscillons e nas solugdes do tipo breathers. Nossa anélise estard voltada para um
cenério rigorosamente demonstrado na literatura. Mostramos que a violagdo de
Lorentz é responsavel pela origem de um tipo de deformacdo da configuracdo,
onde as configuragdes do campo se transformam em oscilatorias em uma regido
localizada proxima de seu valor maximo.

PALAVRAS-CHAVE: Solitons, lumps, oscillons, breathers, entropia
configuracional, violacdo de Lorentz.



CORREA, R. A. C. Sdlitons e Oscillons em cenarios com violagdes da
simetria de Lorentz. 2014. Tese (Doutorado em Fisica) — Faculdade de
Engenharia do Campus de Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista,

Guaratinguetd, 2014,

ABSTRACT

This thesis is divided in four parts. In the first part, we present a brief review of
the study of solitons, which are solutions of nonlinear differential equations.
Furthermore, we show the important characteristics and properties of these
classes of configurations. In the second part, we have investigated the measure of
the configurational entropy of some classes of models which comprises two
interacting scalar fields. We found that the best configuration of the fields has a
preferred value. In the third part, we present a new class of traveling solitons in
Lorentz-violating systems. This is done by using nonlinear models in two-
dimensional space-time of two interacting scalar fields in Lorentz-violating
scenarios. Here we show that it is possible to construct some solitons with
position and time dependence which, as it should be expected, can not be mapped
into a static configuration by means of Lorentz boosts due to its explicit
breaking.

Finally, we discuss the impact of the breaking of the Lorentz symmetry on the
usual oscillons, the so-called flat-top oscillons, and on the breathers. Our analysis
is performed by using a Lorentz violation scenario rigorously derived in the
literature. We show that the Lorentz violation is responsible for the origin of a
kind of deformation of the configuration, where the field configuration becomes
oscillatory in a localized region near its maximum value. Furthermore, we show
that the Lorentz breaking symmetry produces a displacement of the oscillon

along the spatial direction, the same feature is present in the case of breathers.

KEYWORDS: Solitons, lumps, oscillons, breathers, configurational entropy,
Lorentz violation.
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Capitulo 1

Uma breve introducao ao estudo dos

sOlitons

Neste capitulo apresentaremos uma breve introducao ao estudo dos chamados sélitons, os
quais correspondem a certas solucoes de equagoes de onda nao-lineares. Mostraremos que
tais objetos apresentam as importantes caracteristicas de serem localizados espacialmente,
possuirem densidade de energia finita e que, mesmo apds sofrerem colisoes, mantém suas
formas e velocidades originais. Ademais, vamos mostrar dois exemplos de configuragoes
do tipo solitons, as quais envolvem campos escalares em 1+ 1 dimensoes. Por fim, vamos
apresentar uma maneira de caracterizar solugoes do tipo séliton, qual seja, a chamada

carga topoldgica.

1.1 Introducao

Em Agosto de 1834 um engenheiro escocés chamado John Scott Russell observou um
importante e interessante fenomeno durante a construcao de canal entre as cidades de
Edinburgo e Glasgow. Durante sua observacao, ele notou que um barco, o qual era puxado
por um par de cavalos ao longo do estreito canal em construgao, ao ser freado bruscamente
produziu uma grande onda, bem definida e arredondada. Russell passou a seguir esta
onda, e observou que ela continuava seu curso ao longo do canal mantendo sua forma
e sem diminuir sua velocidade. Sua experiéncia com este fenomeno foi descrita apenas
alguns anos depois em ”Report of the Fourteenth Meeting of the British Association for

the Advancement of Science” [1], naquele trabalho ele disse:
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”FEu estava observando o movimento de um barco que vinha sendo puzado rapidamente
ao longo de um canal estreito por um par de cavalos, quando o barco, repentinamente,
parou - Nao apenas a massa de dgua no canal que havia sido colocada em movimento
comecgou a se acumular em torno da proa da embarcacao em estado de violenta agitacao,
mas de repente ela deixou-o para trds, deslizando para frente com grande velocidade,
adquirindo a forma de uma grande elevacdao solitdria, uma arredondada, suave e bem
definida “corcova” de dgua, a qual continuou seu curso através do canal aparentemente
sem mudanca de forma ou diminui¢ao de velocidade. FEu a sequi a cavalo e acompanhei
seu avanco tranquilo a uma taxa de cerca de oito ou nove milhas por hora, preservando
sua forma original com algo como trinta pés de largura e um a um e meio pés de altura.
Sua altura foi gradualmente diminuindo e, apds uma cacada de uma ou duas milhas, eu
a perdi nas bifurcacoes do canal. Esta, no més de agosto de 1834, for a minha primeira
chance de contato com este singular e belo fenomeno, que decidi chamar de ondas de

translacao.”

Russell, passou a realizar vérias experiéncias em laboratorio, gerando o que ele chamou
de ondas de translagcao, e conseguiu obter uma forma empirica para a velocidade da
onda de translacao. Em 1871, Boussinesq [2] e independentemente Lord Rayleigh [3] em
1876, passaram a estudar o problema matematicamente, mas foi apenas no ano de 1895
que Korteweg e De Vries [4] obtiveram uma expressdo matemadtica para determinar a
velocidade da onda observada por Russell.

Embora Russell tenha reportado este importante e interessante fenomeno em 1844, foi
somente na década de 1960 que o estudo deste tipo de sistema ganhou mais interesse na
comunidade cientifica. Tal interesse foi motivado pelo fato que as ondas de translacgao,
também chamadas de ondas solitarias, ao colidirem manterem suas caracteristicas, de
modo que apos a colisao permanecem inalteradas, preservando suas formas e velocidades.
Motivados em responder esta questdo Zabusky e Kruskal [5], inspirados pelo trabalho de
Fermi, Pasta e Ulam [6] sobre a propagacao de fonons em uma rede nao-linear, consegui-
ram explicar numericamente o problema, e em analogia aos protons e fétons, sugeriram
o nome de sélitons para as chamadas ondas nao-lineares. Além disso, Zabusky e Kruskal
também mostraram que as ondas solitarias observadas por Russell representam solugoes

do tipo séliton. Apds este trabalho uma grande quantidade de estudos descrevendo algum
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tipo de sistema nao-linear foram apresentados em vérias dreas da Fisica [7]-[37]. Atual-
mente, o estudo de teorias nao-lineares esta intimamente relacionada aos entao chamados
sélitons [33]-[37], os quais s@o solugoes de equagdes de campo nao-lineares cuja densidade
de energia ¢é localizada no espaco, isto é, suas densidades de energia estao concentradas
em uma pequena regiao do espaco. Além disso, solucoes do tipo séliton tém a importante

caracteritica de manterem suas formas inalteradas apos colidirem uns com os outros.

1.2 Ondas solitarias e sdlitons

Como apresentamos na primeira sec¢ao deste capitulo, os nomes ondas solitarias e sélitons
fazem referéncia a uma classe de solugoes de equacoes de onda nao-lineares. Para me-
lhor entender as caracteristicas dessas solugoes, nessa secao iremos apresentar algumas
propriedades da equagao de onda

(2, 1) = 90b(, 1) = (128—2 _ 3—2) b 1) = 0, (1.1)

c2ot?  0x?

onde ¢(x,t) é um campo escalar real em (1 + 1) dimensdo e ¢ é a velocidade da luz. A
equacao acima apresenta duas importantes caracteristicas, as quais devem ser discuti-
das, uma vez que sao fundamentais para nossa melhor compreensao a respeito de ondas
solitarias e sélitons.

A primeira caracteristica vem do fato de que qualquer fungao da forma f(z + ct) sera
solugao da equacgao de onda (1.1), desde que seja real e bem comportada. Em particular,
podemos construir um pacote de onda bem localizado que viaja com velocidade uniforme
+c e que mantém sua forma. Assim, podemos escrever a fungao f(x 4 ct) em termos
das fungoes de ondas planas do tipo sen(kx + wt) e cos(kx + wt), pois elas formam um

conjunto completo de solugoes para a equacao de onda, portanto escrevemos

flztet) = /dk[ai(k’) cos(kx + wt) + by (k) sen(kx £ wt)]. (1.2)

O fato do pacote de onda f(x £ ct) viajar mantendo sua forma e sua velocidade, esta
relacionado ao fato que todos os seus componentes possuirem a mesma velocidade de onda
(c =w/k).

Por outro lado, a segunda caracteristica surge do fato de que a soma de dois pacotes

de onda localizados, fi(z — ct) e fo(x + ct), também serd uma solugao
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fa(z,t) = fi(x — ct) + folx + ct). (1.3)

Entao, quando t — —o0, teremos dois pacotes de onda localizados que se encontram
separados, e que estao se aproximando sem destruirem suas formas. Em um dado ¢ finito,
eles colidem. Apds a colisao eles se afastam um do outro com t — oo, mas mantendo suas
formas e velocidades originais. Destacamos que para a equagao (1.1), esta propriedade
sera valida para mais de dois pacotes de onda.

As duas caracteristicas que mencionamos acima, ou seja, a retencao da forma e veloci-
dade de um pacote de onda mesmo apds sofrerem colisoes sao caracteristicas das solugoes
da equagao (1.1), que é uma equagao simples, sendo linear e nao dispersiva. No entanto,
varias equacoes na Fisica sao mais complicadas, podendo conter termos nao-lineares, dis-
persivos, e com varios campos acoplados. A presenga destes termos na equagao (1.1),
tende a destruir as caracteristicas apresentadas, mesmo em (1 + 1) dimensdes. Como

exemplo, podemos considerar a equagao de Klein-Gordon em duas dimensoes

(O +m?*c)p(x,t) = 0. (1.4)

A equacao acima ¢ linear, e funcoes do tipo ondas planas formam um conjunto com-
pleto de solugoes, mas agora diferentes comprimentos de onda viajam com diferentes

velocidades. Entao, o pacote de onda que tem a forma em ¢ = 0 igual a

flz) = /dk la(k) cos(kz) + b(k) sen(kz)] , (1.5)

ird se alargar com o tempo. Desta forma, a caracteristica do pacote de onda ser nao
dispersivo é perdida, consequentemente nao existem pacotes de onda que mantém suas
formas depois de sofrerem colisoes.

Outro exemplo que podemos considerar é aquele em que adicionamos um termo nao-

linear na equacgao (1.1), como exemplo escrevemos

O¢ + ¢* =0, (1.6)

esta equagao possui apenas algumas solugoes que sao obtidas através de métodos numéricos

ou aproximados.
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No entanto, é possivel que para algumas equagoes onde os termos nao-lineares e dis-
persivos estao presentes, os efeitos médios de cada um deles se compensem, assim fazendo
com que a caracteristica do pacote de onda de manter sua forma e velocidade seja satis-
feita, podendo ocorrer em uma, duas ou trés dimensoes espaciais. Quando isso ocorre,
dizemos que as solucoes sao as chamadas ondas solitarias. Por outro lado, quando os
pacotes de onda também manterem suas formas apods sofrerem colisoes, as solugoes sao
chamadas de soélitons.

Para utilizar uma definicdo mais precisa sobre ondas solitarias e solitons, devemos
utilizar o conceito de densidade de energia e(x,t), a qual é alguma fungdo do campo
¢(z,t). No caso da teoria classica de campos em uma dimensao espacial e uma dimensao

temporal a dinamica da teoria é descrita pela densidade de lagrangiana

£ =10,V (9), (1)

onde p é igual a 0 ou 1, onde V(¢) é alguma fungao arbitraria de ¢, ou seja, é o potencial
dependente do campo. Desta forma, a energia funcional de qualquer configuracao de

campo é dada por

mwzjdmum@@Quum@@f+wmy (18)

Se a energia ¢é limitada inferiormente, V' (¢) também deverd ser limitado inferiormente,
neste caso sempre podemos adicionar uma constante ao potencial, tal que o valor minimo
de V seja zero. Note que, a partir da equacao (1.8), o estado de minima energia (estado
fundamental) é aquele para o qual ¢; é, independentemente do tempo e do espago, os
zeros de V. Assim, se V tem varios zeros, a teoria tem varios minimos. Utilizamos a
palavra ”localizada”, muitas vezes encontrada na literatura, para especificar as solugoes
de equagoes de campo com densidade de energia &(z,t) localizada e energia localizada.

Com isso, uma onda solitdria é definida como uma solucao com densidade de ener-
gia localizada e nao-singular de alguma equacdo de campo nao-linear (ou de equagoes
acopladas, quandos varios campos estao envolvidos) cuja densidade de energia tem uma

dependéncia da forma

e(Z,t) = (¥ — ut), (1.9)
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onde u é algum vetor velocidade. Em outras palavras, a densidade de energia deve se
mover com velocidade constante e mantendo sua forma.

Por outro lado, sélitons sao ondas solitarias cujo perfil da densidade de energia no
limite assintético (¢ — o0o) recupera sua forma e velocidade originais mesmo apés sofrerem

colisoes. Enquanto todos sélitons sao ondas solitarias, o contrario nao é verdade.

1.3 Sdlitons e ondas solitarias em (1 + 1) dimensoes

Como mencionamos na secao anterior, sélitons sao solucoes de equagoes de campo nao-
lineares, que apresentam densidade de energia localizada (bem definida) e que apés sofre-
rem colisoes mantém suas formas e velocidades originais. Assim, nesta secao apresentamos
os fundamentos tedricos para encontrar solucoes do tipo séliton. Iniciamos com a teoria
¢*, a qual é muito familiar no contexto da Teoria Quantica de Campos, nesta teoria o

potencial V' (¢) pode ser escrito como

by 4
V(e) = 56" —we? + 5 (1.10)

com ) e u? sendo parametros positivo definidos. Este potencial também pode ser escrito

na forma

V(9) = 5(6” —a?)” (L.11)

onde a? = p?/\. Os dois minimos do potencial estao localizados em ¢ = =+a.
Outro modelo que também utilizamos é o chamado modelo de sine-Gordon, onde o

potencial pode ser escrito como

(07

V(g) = 72 [1 — cos(G9)], (1.12)

onde « e 3 sao parametros reais. E interessante ressaltar que este tipo de sistema tem
sido usado no estudo de um amplo nimero de fenomenos, incluindo a propagacao de
deslocamentos em cristais, conducao de ondas em membranas, fluxo magnético nas juncoes
Josephson e em modelos em duas dimensoes de particulas elementares [8, 38]. No modelo
de sine-Gordon os vacuos sao aqueles nos quais ¢; = 2nw /3 com n € Z*.

Retornando a idéia desta secao, vamos procurar as solugoes das equacoes de movi-
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mento. Para solugoes independentes do tempo, o principio de Hamilton se reduz a

OF = 5/da: B(a@)? + V(gb)} = 0. (1.13)

Porém, nem todas as solugoes possuem energia finita. Para a integral (1.8) convergir
é necesséario que o campo ¢(x) tenda aos zeros do potencial com x — +oo. Em outras
palavras, é necessario que nos limites assintéticos (r — 400) o campo ¢ seja um dos
minimos do potencial.

A discussao acima pode ser aplicada a modelos em que o potencial V' tenha dois
minimos adjacentes, sendo a forma do potencial V' entre os zeros irrelevante. Além disso,
o comportamento de V' fora da regiao entre os zeros também ¢é irrelevante.

Assim, podemos dizer que se o potencial V' tem somente um zero, nao existem solugoes
independentes do tempo com energia finita. Por outro lado, para potenciais que apre-
sentam dois pontos de minimo, a configuracao do campo ¢ pode permanecer em um dos
zeros do potencial com x — 400, ou mover-se de um dos minimos de V com z — —o0
para o outro minimo com x — 400.

Para encontrar as configuragoes estaticas do campo escalar, utilizamos a equagao de

movimento, que se reduzira a

" dV
¢ = %, (1.14)

onde o sobrescrito linha significa derivada em relacao a coordenada espacial. Multipli-

~ . ’ .
cando a equacao acima por ¢ e integrando em x, temos

/dm’gb” = /dm’g—‘;, (1.15)

que podera ser reescrita como

/% [%(d)')?] dx:/%dx, (1.16)

desta maneira, encontramos

(¢)? =V(¢) + Co, (1.17)

onde Cj é uma constante arbitraria de integracao.
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Integrando a equacao acima, chegamos a

¢
x—:EOZ:I:/ L (1.18)
do V 2V (¢) + Co

O parametro arbitrario ¢y é o valor de ¢ em xg, e pode ser qualquer valor entre os dois
zeros adjacentes do potencial. E interessante destacar que a presenca deste parametro ¢
é apenas uma questao de invariancia espacial translacional. Este fato pode ser visualizado
dizendo que se f(z) é solugao de (1.18) com algum valor fixo ¢g, entdo a solugao geral

com ¢q arbitrario sera

¢ = f(x — o), (1.19)

onde z é arbitrario. Em outras palavras, o centro da solugao pode ser qualquer. Com a

equagao (1.17), a expressao da energia total (1.8) pode ser simplesmente escrita como

B / de(0,6)? = / d6\/2V(9) + Co. (1.20)

O método apresentado até aqui para encontrar solugoes das configuracoes de campo,
é usualmente conhecido na literatura. Como vimos, ele permite reduzir uma equagao de
segunda ordem unidimensional a uma equacao de primeira, independentemente da forma
de V(¢). Entretanto, é interessante que o potencial seja uma fun¢ao bem comportada do
campo, além disso, deve ser positiva e limitada inferiormente.

No sentido de garantir que a energia seja bem definida nos limites assintéticos da
configuracao do campo, o valor da constante arbitraria de integracao Cy deve ser zero.

Um outro método, também encontrado na literatura, é o chamado método de Bo-
gomol'nyi, Prasad e Sommerfield [12, 13]. Tal método consiste em reescrever a energia
funcional total do sistema, de tal maneira que seja possivel encontrar a equacao (1.17)
como equacao para as configuragoes de minima energia. Para fazer isto, devemos mani-

pular os termos da energia funcional de tal forma que possamos completar quadrado,

B- [ E(aow v (0 VaV) = W@@] . (1.21)

Entao, para valores fixos de ¢ com x — 400, a energia serd minima se
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0ot = 0, (1.22)

ou seja, o campo escalar é estatico. Além disso, devemos ter

16T V() =0, (1.23)

pois as possiveis configuracoes sao aquelas em que nos limites assintéticos a configuragao
do campo se encontra em um dos minimos do potencial, que neste caso é zero, por este

motivo escolhemos Cy = 0. Assim, escrevemos

5016 = V(0). (1.21)

Portanto, o valor minimo de energia sera

#(o0) =
Ban =% [ d3yJ2v(3). (1.25)
$(—00)

E importante notar que o método de Bogomol'nyi possibilita obter a equacao diferen-
cial de primeira ordem, e também escrever a energia minima, muitas vezes chamadas de
energia BPS (Bogomol'nyi, Prasad e Sommerfield) [12, 13].

Agora, para ilustrar uma aplicagao do método de obter solucoes para a configuracao
do campo escalar, vamos utilizar os dois exemplos apresentados, quais sejam, o modelo
¢* e sine-Gordon.

No modelo ¢*, a equacao (1.18) ficard

A |
x—xgzﬁ N d(bq;?—a?‘

Resolvendo a integral acima e invertendo a equacgao para obter ¢ em funcao de x,

(1.26)

chegamos a

o(z) = £atanh[u(z — x0)], (1.27)

onde assumimos que ¢g = 0. Os sinais + e — na solucao acima se referem aos chamados
kinks e antikinks, respectivamente. As solugoes para o kink e antikink conectam os dois

minimos do potencial, saindo de ¢(z — —00) = Fa e terminando em ¢(z — 00) = *a.
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Figura 1.1: Kink e antikink com a = =1 e g = 0.

Na figura 1.1 vemos os perfis do kink do antikink. Nesta figura, podemos observar os
limites assintoticos das solugoes.

Note que, o efeito da invariancia translacional é observada explicitamente, ou seja, xg
provoca um desvio espacial na solucao. Outro fato interessante, é a simetria da densidade
de lagrangiana sob a troca x <+ —x e, separadamente, sob a troca ¢ < —¢@. Vemos que

estas trocas refletem nas relacoes

¢klnk(£) - _¢antikink(x) — ¢antikink(_x>, (128)

onde fizemos o = 0. Esta simetria de reflexdo mantém invariante a lagrangiana sob a
troca de ¢ <= —¢, e é chamada Z,. Por este motivo, alguns autores costumam denominar
o kink de 7 Z, kink”.

A densidade de energia da solucao do kink é dada por

e(x) = 4p* M sech[V2u(x — o))} (1.29)

Podemos notar, a partir da figura 1.2 que a densidade de energia do kink é localizada

na regiao ao redor da origem.
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Figura 1.2: Densidade de energia do kink com y=A=1e x5 = 0.

Assim, a energia total do kink, as vezes chamada massa classica do kink M, fica
sendo
3
E— My =2 (1.30)
3\

Portanto, a energia total é finita e o kink é uma onda solitaria. Através de caculos
numeéricos, € possivel mostrar que um kink e um antikink que estao se aproximando um do
outro, nao retém suas formas apds colidirem. Este fato, mostra que o kink deste modelo
¢ uma onda solitaria, mas nao um séliton.

Além de tudo, para sistemas com invariancia relativistica, uma vez conhecida a solugao
estatica, solugoes dependentes do tempo podem ser obtidas através de um boost de Lo-
rentz (veja apéndice), isto é, passando para um sistema de coordenadas em movimento.

Entao, a solucao estatica do kink pode ser transformada para a solucao do kink em

movimento através do boost de Lorentz, neste caso a solucao sera

Ou(x,t) = atanh{py[(x — zo) — vt]}, (1.31)

com v = (1 —v?/c?)~Y/2. Agora, a solucdo dependente do tempo da energia total é
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E, = vM,. (1.32)

onde M, é a massa classica da configuracao estatica.

No caso do modelo de sine-Gordon, encontramos que

o(x) = %arctan[exp(\/ax)], (1.33)

e a correspondente energia, ¢ dada por

(1.34)

Figura 1.3: Perfil do kink do modelo de sine-Gordon com o« = 3 = 1.

Aplicando o boost de Lorentz, a solu¢ao do modelo de sine-Gordon é escrita como

() = % arctan {exp [vay(z —vt)] }. (1.35)

A solugao do modelo de sine-Gordon, representa um soéliton, uma vez que mesmo apos
sofrer colisbes mantém sua forma inalterada [33], em contraste com a solugao do kink da

teoria At
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1.4 Pequenas oscilacoes e estabilidade

Vimos nas segoes anteriores que é possivel para qualquer teoria que envolva um campo
escalar em uma dimensao espacial e que possui mais de um estado de energia minima,
encontrarmos solucoes independentes do tempo com energia finita.

No entanto, devemos verificar se estas solugoes sao estaveis sob pequenas perturbacoes
[33, 36, 37]. Neste sentido, vamos analisar este problema nesta se¢do. A equagao de

movimento para a densidade de lagrangiana (1.7) é dada por

av
O — =0 1.36
consideremos a solugao da forma
¢(x,1) = Petas. (1) + (2, 1), (1.37)

onde a fun¢ao ¢gqs () = ¢(x) é a solucao cldssica independente do tempo e n(z,t) é o
termo responsavel pela perturbacgao. Inserindo a expressao (1.37) na equacao de movi-
mento (1.36) e tomando apenas os termos em primeira ordem na perturbagao, chegamos

a

d2v(¢cla5.)

U

=0, (1.38)

Esta equacao € invariante sob transformacoes temporais, deste modo, podemos escrever

o termo perturbativo n(x,t) como uma superposi¢ao dos estados

n(,t) = D ane™ ' (2). (1.39)
Entao, teremos que
P )
gz TV (@aes)n = Wyt (1.40)

~ . ’ . . . . 1
Observe que a equacao acima é do tipo de Schrodinger, com o potencial sendo V' (¢¢as.),
onde linha representa a derivada em relacao ao campo ¢g4s.. Com isso, dizemos que a
solucao é estavel se os auto-valores desta equagao assumirem apenas valores positivos ou

nulos, caso contrario a solugao sera instavel.
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1.5 Carga topoldgica

Uma maneira de caracterizar as solucoes do tipo kink, é notar a presenca de uma corrente

conservada do tipo

i =c e, (1.41)

onde v, = 0,1, e"” é o tensor antisimétrico em duas dimensoes (¢°! = 1) e ¢ é uma
constante conveniente, que pode ser escolhida de acordo com o modelo em estudo. Através

da antisimetria de ¢*, vemos que j* é conservada: d,j* = 0. Portanto,

Q- / " dzf® = ¢ [$(o0) — $(—o0), (1.42)

onde @) ¢é a carga conservada, chamada de carga topologica do modelo sob andlise. Para
configuragoes em que o valor da carga topolédgica resulta em @ # 0, dizemos que a solugao
é topologica. Caso contrario, com () = 0, dizemos que a solugao é nao-topoldgica. Por

exemplo, na configuracao do tipo kink (1.27) do modelo A\¢*, a carga topolégica é

Q= [ duf* = 5 lo(oc) — 600 = 1. (1.43)

entao, dizemos que a configuragao é topoldgica. Por outro lado, o anti-kink tem carga
Q = —1. Um interessante exemplo de configuracao nao-topoldgica é o chamado lump,
onde a configuracao do campo permanece em um dos minimos do potencial.

E importante destacar que tal lei de conservacao da carga topoldgica aqui apresentada
mostra que nenhum processo com energia finita pode mudar os valores assintéticos do
campo. Em contraste com as cargas conservadas obitidas através do teorema de Noether,

onde as cargas topoldgicas estao diretamente associadas com uma simetria da lagrangiana.
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Capitulo 2

Medida da entropia configuracional
para dois campos escalares

auto-interagentes

Neste capitulo investigaremos a medida da chamada entropia configuracional para uma
classe de modelos que apresentam dois campos escalares auto-interagentes em 1 + 1 di-
mensoes. Mostraremos que, apesar da energia das configuragoes serem degeneradas, elas
tém uma configuracao favorita devido a sua entropia configuracional. Entao, apresen-
tamos as consequéncias gerais deste valor preferido da entropia para a estrutura das
configuragoes. Também mostraremos que nossos resultados estao em perfeito acordo com

aqueles obtidos numericamente.

2.1 Introducao

Basta uma rapida olhada ao nosso redor que observaremos que a maior parte da natureza
é descrita por fenomenos nao-lineares. Como um simples exemplo da nossa afirmacao,
vamos imaginar que estamos assistindo uma linda apresentacao teatral em um auditorio.
Assim, quando a apresentacao acabar, todas as pessoas que ocupam o auditério comecarao
a aplaudir o elenco de atores. Notaremos que havera uma inconsisténcia nos aplausos
no inicio, mas apenas alguns segundos apds o inicio poderemos observar um aplauso
sincronizado. Este interessante fenomeno de sincronizagao é muito bem entendido usando

modelos de osciladores acoplados, os quais estao baseados no entao chamado modelo de
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Kuramoto [39], o qual possui origem puramente nao-linear.

Atualmente, varias areas da Fisica apresentam a nao-linearidade em seus desenvolvi-
mentos tedricos como uma chave fundamental para estudar e entender o funcionamento
do Universo, desde escalas atomicas até escalas macroscopicas. Por exemplo, podemos en-
contrar nao-linearidade em Cosmologia [34], Teoria de Campos [36, 37], Fisica da Matéria
Condensada [32], e em outras importantes areas [35]. Um outro crescente interesse na
nao-linearidade surge a partir dos defeitos topoldgicos, os quais estao associados com al-
gum tipo de quebra da simetria. Neste caso, os modelos em estudo apresentam minimos
de energia degenerados, os quais sao responsaveis pela formacao de paredes de dominio
conectando tais valores minimos de energia. Por exemplo, em um sistema de matéria
condensada, podemos encontrar paredes de dominio em materiais ferromagnéticos onde
paredes de dominio com diferentes magnetizacoes sao formadas no sentido de minimizar
a energia magnética.

Em um cenério cosmoldgico, defeitos topoldgicos aparecem a partir de transicoes de
fase. Dentro deste contexto, no inicio o Universo estaria em um estado para o qual a
densidade de energia era extremamente alta e localizada em estado de falso vacuo. Com
a expansao do Universo e seu consequente resfriamento, podemos pensar que ele passa
por uma transicao de fase. Neste ponto, como um exemplo, podemos citar o trabalho
de Coleman [40], o qual sugeriu que no inicio o Universo se encontrava em um vacuo
falso, o qual era extremamente denso, e deste modo, seu destino é tender para um vacuo
verdadeiro quando t — oc.

Nos dias de hoje, a presenca da nao-linearidade é bem entendida em uma ampla
classe de modelos, apresentando, ou nao, natureza topoldgica. Como examplos podemos
citar os monopolos, texturas, cordas e kinks [34, 36, 37]. Em particular, destacamos
os chamados kinks os quais sao solugoes nao dissipativas com a presenca de uma carga
topoldgica associada. Como mostrado no Capitulo 1, configuracoes do tipo kink surgem
em teorias de campos quando o potencial dependente do campo escalar possui dois ou
mais minimos degenerados. Como exemplo apresentamos o kink ¢*, também chamado
kink Z, [41]. Neste caso, mostramos que a configuracao de energia minima do campo
escalar real interpola os minimos degenerados do potencial.

A presenca da nao-linearidade na natureza é fascinante, mas ao mesmo tempo as-

sustatora, pois nao temos desenvolvimentos matematicos suficientes para resolver ana-
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liticamente os problemas associados com alguns tipos de nao-linearidade. No entanto,
um poderoso desenvolvimento para resolver problemas nao-lineares analiticamente foi in-
troduzido na década de 1970 por Bogomolnyi, Prasad e Sommerfield [12, 13]. Aqui, é
importante destacar que o método apresentado por Bogomolnyi, Prasad e Sommerfield é
chamado na literatura de método BPS. Este método esta baseado em obter uma equagao
diferencial de primeira ordem a partir da energia funcional. Utilizando este método,
é possivel encontrar solugdes que minimizam a energia da configuracao e que ao mesmo
tempo garantem a sua estabilidade. Na verdade, podemos encontrar uma ampla variedade
de modelos na literatura apresentando as propriedades BPS. Como exemplos, podemos
encontrar as solugoes BPS no modelo de Skyrme [42], em monopolos [43, 44], em buracos
negros supersimétricos [45], em teorias de supergravidade [46], e nas teorias K [47]-[50].

Contudo, algumas décadas atras foi mostrado na literatura que é possivel encontrar
solucoes para teorias nao-lineares envolvendo campos escalares acoplados em 1 + 1 di-
mensoes. Este desenvolvimento foi apresentado por Rajaramam e estd embasado em um
método de "tentativa e erro”, o qual conduz a algumas importantes solugoes particulares.
No entanto, Bazeia e colaboradores [25] mostraram que algumas solugoes de sistemas de
equacoes diferenciais de segunda ordem, envolvendo dois ou mais campos escalares, po-
dem ser mapeadas em um correspondente conjunto de equagoes diferenciais nao-lineares
de primeira ordem. Naquele trabalho, os autores aplicaram suas solugoes em uma grande
variedade de modelos naturais, desde polimeros até paredes de dominio. Motivado em
encontrar um procedimento o qual é absolutamente geral quando trabalhamos com siste-
mas nao-lineares como aqueles estudados em [25], foi mostrado por Dutra [28] que alguns
sistemas nao-lineares podem ser mapeados em equagoes diferenciais lineares de primeira
ordem e, como consequéncia, podemos obter a solucao geral do sistema.

Por outro lado, em 1948, em um trabalho muito importante e pioneiro, Shannon [51]
descreveu o que foi chamado de ”Uma Teoria Matemética da Comunicacao”, a qual atual-
mente é conhecida como ”Teoria da Informagao”. Naquele trabalho, Shannon introduziu
uma teoria matematica capaz de resolver o problema mais fundamental da teoria da in-
formagao, ou seja, aquele da transmissao de informagao exatamente ou quase exatamente.

A idéia central da teoria da informagao apresentada em [51], foi introduzir os conceitos
de entropia e informacao mutua usando o ponto de vista da teoria da comunicagao. Neste

contexto, a entropia foi definida como a medida da ”incerteza”ou ”aleatoriedade”de um
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fenomeno aleatério. Assim, se uma pequena quantidade de informagao sobre uma varidvel
aleatdria é recebida, a incerteza diminui. Como consequéncia, podemos medir esta redugao
na incerteza a qual pode ser relacionada a quantidade de informacao transmitida. Esta
quantidade é a entao chamada informacao mutua. Apds o trabalho de Shannon, um
amplo nimero de sistemas de comunicacao tem sido rigorosamente analisado a partir do
ponto de vista da teoria da informagcao, onde varios tipos de transmissao de informagcao
podem ser estudados através de um modelo unificado.

Além disso, em um cendrio cosmolégico, Bardeen, Carter e Hawking [52] estabeleceram
a relagao entre as leis da termodinamica de buracos negros. Alguns anos mais tarde, Wald
[53], motivado pela conexao entre buracos negros e termodinamica, fez uma defini¢ao
precisa de entropia para um sistema auto-gravitante o qual contém um buraco negro. As
idéias aplicadas em [53] seguem aquelas apresentadas pela teoria da informagao.

Por outro lado, em um trabalho recente de Gleiser e Stamatopoulos [54], o conceito
de entropia foi, mais uma vez, reintroduzido na literatura, mas agora com um desenvolvi-
mento capaz de levar em conta a dinamica e o conteido de informacao de modelos cujas
configuragoes possuem densidade de energia localizadas. Naquele trabalho, os autores,
usando uma analogia com a teoria da informacao de Shannon, construiram uma entropia
configuracional a qual pode ser aplicada para variados modelos nao-lineares que envolvem
campos escalares com solucoes caracteristicas de sélitons, ou seja, com energia espacial-
mente localizada. Como mostrado por aqueles autores [54], a entropia configuracional
pode resolver situagoes onde as energias das configuragoes sao degeneradas. Neste caso,
a entropia configuracional pode ser utilizada para selecionar a melhor configuracao entre
aquelas degeneradas, ou seja, a melhor configuragao seria aquela com menor entropia. O
desenvolvimento apresentado em [54] tem sido usado para estudar sistemas dinamicos fora
do equilibrio em problemas envolvendo quebra espontanea de simetria e a estabilidade de
objetos compactos [55, 56].

Assim, no presente trabalho analisamos a medida da entropia configuracional para
classes de modelos que possuem dois campos escalares auto-interagentes [10, 11, 25, 28].
Aqui, é importante destacar que estas classes de modelos exibem uma rica estrutura
devido a variedade de kinks (sélitons) que eles compreendem. Além do mais, esta classe
de modelos tém sido extensivamente estudada na literatura e dao origem a bags, jungoes

e redes de defeitos BPS e nao-BPS [57].
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Na secao 2.1 faremos uma breve revisao do modelo a ser estudado e suas solugoes. Na
secao 2.3 apresentamos uma rapida revisao da medida da entropia configuracional para
solucgoes espacialmente localizadas. A secao 2.4 estd dedicada ao cédlculo da entropia confi-
guracional do modelo sob andlise e a se¢ao 2.5 é voltada para as conclusoes e importantes

consideragoes.

2.2 Uma breve revisao do modelo e suas solucoes

Nesta secao apresentamos uma breve revisao do modelo sob estudo e das correspondentes
configuragoes dos campos escalares que compoem o modelo. Assim, nesta secao estudamos
uma teoria de campos escalares em 1+ 1 dimensoes com dois campos escalares reais auto-

interagentes, a qual ¢ descrita pela seguinte densidade de lagrangiana

L= 5007 + 50 ~ V(9. X), 2.1)

onde V (¢, x) é o potencial, o qual descreve o sistema com dois campos escalares reais auto-
interagentes. Na densidade de lagrangiana acima, estamos usando unidades naturais com
c igual a unidade e a métrica 7,5 = diag(1, —1) em um espago bidimensional, onde uma
dimensao é o tempo e a outra é o espaco. Neste caso, as coordenadas sao definidas por
¥ = (t,x).

Impondo que o potencial deva ser representado em termos de um superpotencial

W(¢,x) do tipo

Vi = L [(awfgz,x>>2+ (awgi,x)ﬂ | 22)

E importante destacar que a teoria super-simétrica é uma fonte significante para gerar
distintas paredes de dominio e sélitons topolégicos [24, 58, 59]. Além disso, pesquisas
usando modelos definidos por W (¢, x) tém sido desenvolvidas na literatura e importantes
resultados tém surgido.

A partir da densidade de lagrangiana (2.1), as equagoes cléssicas de Euler—Lagrange
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das configuragoes estaticas de campo ¢ = ¢(x) e x = x(x) sdo dadas por

d*¢
—de = W¢W¢)¢ —+ WXWX¢7 (23)
d*y
Tz = VW + WoWye. (2.4)

Deste modo, a energia funcional das configuracoes estaticas de campo podem ser

calculadas como

L= (40N, () s e
E=- d — — 2.
Q/Oox[<da:)+<d:v W2 W2 (2.5)
onde Wy = %ﬁ:”‘) e W, = awgi)’X). A energia funcional acima pode ser facilmente
reescrita na seguinte forma
1 [ do > dy 2
E=- d — — - —
IR CRORERD
(2.6)

vz (wagt +m )]

dx Xdx

Assim, como uma consequéncia, as solu¢oes com minima energia das equacoes diferen-
ciais de segunda ordem para as solucoes estaticas podem ser encontradas a partir seguintes

equacoes diferenciais de primeira ordem

@y,

W, =W (2.7)

Entao, a energia Egpg, a qual é chamada de energia BPS, é escrita como

Epps = ‘W((ijXj) - W(@', Xl)’ ) (2-8)

onde ¢; e x; denotam o i-ésimo estado de vacuo do modelo.

Seguindo o procedimento apresentado na referéncia [28], é possivel a partir do conjunto
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de equagoes diferenciais (2.7) escrever a equagao

do B
W¢ a ij

a qual conduz a
do _ Wy

2.1
o (2.10)

Em geral, a equacao diferencial acima é nao-linear e relaciona os campos escalares
do modelo. Consequentemente, a equagao (2.10) diz que o campo ¢ é uma func¢ao do
campo x, em outras palavras, ¢ = ¢(). Assim, uma vez que esta fungao é conhecida, as
equagoes (2.7) se tornam desacopladas e podem ser resolvidas.

No sentido de tornar esta secao auto-consistente, vamos revisar o modelo estudado
em [25, 28], o qual é usado para modelar um grande nimero de sistemas [25, 57], cujo

superpotencial é dado por

A
W(d,x) = =Ao+ 56" + pox”. (2.11)

onde A e u sao constantes de acoplamento adimensionais, reais e positivas. O potencial

V (¢, x) do modelo com o superpotencial apresentado acima é escrito como

V(o) = 5 [V + N ~2)

(2.12)
2\ A
12X (x2 - —) + 27 (— + 2) cng?} :

Para A/p > 0 o modelo tem quatro valores de minimo supersimétricos (¢, x). Neste

caso, estes valores correspondem a

Ml = (_170)7 M2 = (170)7

e f) )

As érbitas conectando os estados de vacuo deste modelo podem ser vistas na figura

(2.13)

2.1. Note que, a partir da figura, temos seis configuragoes conectando os vacuos, onde
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cinco sao estados BPS e um é nao-BPS.

A =p X b)A =4u X

Co = 1/16.00001

M; M;
M3/
Al=u X bA=4u p%
M4‘ My 3
\ Co=1/16
\

—— ¢
My 2
M3

Figura 2.1: Orbitas para as solugoes e estados de vacuo do potencial. A figura do topo
mostra as solucoes degeneradas e a figura de baixo apresenta as solucoes criticas.

Mg‘

Usando os resultados acima, os setores conectando o vacuo e suas correspondentes
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energias sao dados por

My — My, By = %,

My — My, Egpk = ?

My — My, Eips = %,

My — Ms, B = % (2.14)
T

Ma— Mi, Efhs =52

Assim, vemos que quatro destes setores possuem energias iguais, isto é, sao confi-
guracoes degeneradas.

Como foi destacado em [28], as solugoes gerais das equagoes diferenciais de primeira
ordem podem ser encontradas para os campos escalares, através da primeira integragao

da relacao

dp Wy _ A@* —1) + px?
dx Wy 2udX ’

e, entao, reescrevendo um dos campos em funcao do outro.

(2.15)

Assim, no sentido de resolver a equacao acima, introduzimos a nova variavel p = ¢>—1,
com isso a equacao podera ser reescrita na seguinte forma
d A
P20y (2.16)
dx  px

Deste modo, nao é dificil mostrar que as solugoes gerais correspondentes sao

p(x) = ¢* — 1 = coxM* — 3 —MZMXQ’ (X # 2p), (2.17)

p(x) = ¢* —1=x’[In(x) + 1], (A =2p), (2.18)

onde ¢q e ¢1 sao constantes arbitrarias de integragao. Substituindo as solugoes encontradas

acima na equacao diferencial para o campo Y, teremos
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dx

‘' — 49 1 Mp — 2.1
= ux\/ + cox o (2.19)
dx _ 5
o= +£24xv/1 + x*[In(x) + c1l, (2.20)

Diante das equagoes acima, foi encontrado na referéncia [28] que em quatro casos

particulares a primeira equagdo diferencial em (2.19) pode ser resolvida analiticamente.

Além disso, no sentido de garantir solucoes finitas em todo o espaco, ¢y nao pode assumir

valores maiores que determinados valores criticos. Desta forma, foi observado que nos

valores criticos as configuragoes de campo sofrem mudancas drasticas, como veremos a

Seguir.

2.2.1 A. Paredes de Bloch Degeneradas

O primeiro conjunto de solugdes da equagao (2.19) foi batizada por Dutra e Hott [60] como

Paredes de Bloch Degeneradas (PBD). Neste conjunto de solugoes, temos duas situagoes

onde as solugoes classicas sao obtidas:

Al. Paracy< —2elA=p

Neste caso, temos

. B 9

XED})BD(m) N (\/637—4> cosh(2ux) — ¢ (221)

¢(1) @ <\/03 — 4) sinh(2pux) 2.2
PEDLE T <\/C%7—4) cosh(2ux) — co. '

A2. Para A =4u e ¢y < 1/16

Aqui, as solucoes podem ser escritas como
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X (@) = — . : (2.23)
\/(m) cosh(4uzx) + 1

(v/T=T16¢o) sinh(4pux)
V1 —16¢g) cosh(4pz) + 1

%%D@)I( (2.24)

Na figura 2.2 apresentamos o perfil tipico das solucoes do tipo PBD. Nesta figura
vemos que solugoes do tipo duplo-kink aparecem para valores de ¢y préximos aos valores
criticos. Por outro lado, também notamos que as solugoes com o perfil de lump sao mais
robustas, exibindo um topo mais plano quando ¢y se aproxima dos valores criticos.

Uma importante caracteristica do sistema, com solucoes PBD, é que sua energia é
degeneradas com respeito aos valores de ¢y. Em outras palavras, para qualquer valor de

co a energia minima correspondente é dada por Eppp = 4A/3.

2.2.2 B. Paredes de Bloch Criticas

Uma interessante classe de solugoes analiticas, conhecidas como Paredes de Bloch Criticas
(PBC), mostrou-se existir quando a constante de integragdo ¢ tomada no valor critico.

Novamente, temos duas subdivisoes:

Bl. Para A\=pecy= -2

Neste caso, temos o seguinte conjunto de solugoes para os campos escalares

Xphe() = % [1 & tanh(ux)], (2.25)

Sho(x) = — [tanh(ur) F 1] (2.26)

B2. Para A =4u e ¢y =1/16

Agora, as solugoes para os campos sao dadas por
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) (z) = o) cosh(pz) £ sinh(ux)

, 9.97
cosh(2ux) (2.27)

) (z) = % [+1 — tanh(2uz)] . (2.28)

Na figura 2.2 fizemos uma representacao do perfil das configuracgoes do tipo PBC. Neste
caso, a energia corresponde ao valor Fppc = 2)\/3, a qual é consistente com a energia das
PBD desde que possamos utilizar duas configuracoes do tipo PBC no sentido de conectar
o mesmo vacuo dado pelas PBD. Neste caso, a energia total deve ser a mesma necessaria
para se mover entre os vacuos das configuragbes PBD (Eppp = 40/3 = 2 Eppc), como

podemos ver na figura 2.1.

2.3 Entropia configuracional para dois campos esca-

lares auto-interagentes

Em um trabalho recente [54] foi mostrado que, em analogia com a teoria da informagao
de Shannon, a medida da entropia configuracional em um espaco funcional pode ser usada
para selecionar a melhor solugao com energia espacialmente localizada, quando estamos
diante de uma infinidade de configuracoes com energias degeneradas. Naquele trabalho,

foi mostrado que a entropia configuracional é dada por

5.1 =~ [ dF) (7, (2:29)

onde d é o nimero de dimensdes espaciais, f(k) = f(k)/fmax(k). Neste caso, a funcao

f(k) foi chamada de fragdo modal, a qual é representada como

P 5]

= TR PP (2.30)

A funcdo F'(k) representa a transformada de Fourier da densidade de energia da con-
figuracao. Neste ponto, é importante destacar que a densidade de energia deve ser de

quadrado integravel. Em tal caso a entropia pode ser bem definida.
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Aqui estenderemos o procedimento apresentado em [54], o qual é absolutamente geral
quando aplicado a sistemas com densidade de energia espacialmente localizadas, para
teorias envolvendo dois campos escalares. Assim, para configuracoes estaticas de dois
campos escalares interagindo, a densidade de energia ¢é escrita como

p(x) = = [(0:0) + (9:X)* + Ve, x)] - (2.31)

N | —

E possivel notar que a densidade de energia dada acima carrega uma dependéncia
funcional apenas na variavel espacial, este fato permite utilizar o desenvolvimento apre-
sentado em [54] para obter a transformada de Fourier F'(k). Assim permitindo que tal
procedimento possa ser utilizado para determinar a entropia configuracional das solugoes
PBD e PBC. No caso em estudo, as configuracoes PBD e PBC sao estaticas. Entao a

transformada de Fourier da densidade de energia é dada por

Fk) = % / " dze p(z), (2.32)

Destacamos que o teorema de Parseval mostra que

/Oo dz |p(z))* = /Oo dk |F(k)* . (2.33)

—00 —00

Como estamos trabalhando com densidades de energia espacialmente localizadas, elas

representam um conjunto de fungoes de quadrado integraveis.

2.4 Entropia para PBD e PBC

Nesta se¢ao, utilizaremos o desenvolvimento apresentado na segao anterior para determi-
nar a entropia das configuragoes PBD e PBC. Iniciaremos com o caso PBD, onde A = p

e ¢p < —2. Primeiramente, seguindo o procedimento para encontrar a entropia, podemos
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obter a densidade de energia correspondente para os campos escalares (2.21) e (4.30)

hpla) = b
PBD [a, + cosh(2uz)]*

(2.34)
_ 8pcpcosh(2ux) 2412 cosh(4px)
afay + cosh(2uz)]*  [ay + cosh(2uz)]*

)

onde a = a(cy) = p/\/A—4eay = —co/a.
Por outro lado, a densidade de energia correspondente para A = 4 e ¢y < 1/16 é dada

por

2 ,y_  16p%[3* + cosh(2ux)]
pppp(T) = — 3?|ag + cosh(4px)]*

(2.35)
412 [7 cosh(4pux) + cosh(12ux)]
a Blay + cosh(4pux)]* ’

com (3 = B(cy) =+/1—16¢co e ag =1/0.

Neste ponto, mais uma vez, vale a pena ressaltar que os valores de energia sao degene-
rados para diferentes valores de ¢y. Como apresentado em [54], a entropia configuracional
é um importante caminho para selecionar a melhor das configuracoes entre as infinitas
solucoes existentes para o modelo em estudo. Assim, apesar da degenerescéncia da ener-
gia, temos uma solucao, entre as infinitas permitidas, com um melhor ordenamento. No
entanto, no caso estudado em [54], as configuragoes degeneradas nao sao solugoes das
equagoes diferenciais nao lineares, tais solugoes correspondem a fungoes teste. Aqui es-
tamos trabalhando com solucoes exatas da equacao diferencial nao linear, as quais sao
genuinamente degeneradas com relacao aos valores de cg.

Assim, no sentido de contornar o problema da degenerescéncia para estas configuragoes,
aplicaremos o desenvolvimento de [54] para analisar a entropia configuracional das con-
figuracoes PBD. Em outras palavras, tentaremos utilizar a entropia configuracional no
sentido de selecionar uma configuragao de campo preferida.

Seguindo ente caminho, devemos calcular a transformada de Fourier da densidade

de energia (2.34) e (2.35), as quais permitem determinar a fragdo modal (2.30). Assim,
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usando (2.32), temos

FO(k / dre®e )V (g 2.36
\/% PDBW( ) ( )
1 o0
FO0) = —— [ due™plipy (2). (2.37)
T J—c0

Para resolver analiticamente as transformadas de Fourier dadas acima, é muito im-

portante e conveniente introduzir a integral generalizada

o0

ikx
(n) _ e cosh(vyx)
I"™(an, 7,0, k) /OO dx[an+cosh<5m)]4. (2.38)

Apo6s calcular a integral acima, podemos encontrar

2
(n) z
109 (0", 7,6, k) = 5223 (7,6, K), (2.39)
onde
1
Gj<an77757 k) = Qj +4F1[Aj;Bj7B};Cj;Xn7Yn]

(2.40)

1

Fl[zzlj; Bj, B;, C_’j;Xn;YnL

Q; —4

J

onde as fungoes F1[Aj; B;, Bj; Cj; Xy, Ya] e Fi[Aj; B B.;C}; X,,,Y,] sdo as chamadas

7
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fungoes hipergeométricas de Appell de duas variaveis com
Q; =iw+ (—1)7TQ, w=k/5§, Q=r/0,
(2.41)
Aj - —Qj+4, Bj :B; :4, éj — —Qj+5,

X, =-1/ [an_m]y

Y,=-1/ [a,ﬂL\/W] :

Entao, podemos escrever as solugoes de (2.36) e (2.37) nas seguintes formas compactas

212
FOk) = 31 (ay,0,2u, k
1
_%I(l)(ab?u,?u,k‘)+1(1)(a1,4u,2u,k‘) : (2.42)
FOE) = 2 [10)(0y,0,45, k)
\/ﬁ ) ) )

4 7
—l-@]@) (a9, 2p, 4p, k) + 51(2) (ag,4p, 4p, k)

1
+B[(2)(a2, 124, 441, k) | . (2.43)

Agora, para escrever a fragdo modal (2.30) é necessario desenvolver (2.33). Em tal
caso, fazendo uso de técnicas numéricas para determinar as solucoes das integrais F'M (k)

e FA(k), é possivel encontrar que as funcoes que melhores se ajustam para as solucoes
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sao dadas por

/ dk |[FO(R)[* ~ g — goe, (2.44)
/ dkuﬂxmfgnh—hﬁ%%, (2.45)

onde g; = 0.848139, g = 3.88337, g3 = 1.13318, hy = 41.0711, hy = 23.2854 e hy =
1.16999.
Assim, as fragoes modais podem ser escritas como
FO (k)|
o) = )

g1 — gaessco’  hy — hgehaco”

(2.46)

As fragoes modais encontradas acima estao ilustradas graficamente na figura 2.2. Pode
ser visto através do grafico que elas sao localizadas e exibem um valor méximo localizado

em k = 0. Consequentemente, concluimos que

S@:-/ﬂﬁW@mm%m, (2.47)

%”:—/ﬂﬂ%@mwmmy (2.48)

Afim de encontrar a entropia configuracional aplicaremos métodos numéricos para
calcular as integrais. Assim, na figura 2.3, vemos o perfil da entropia configuracional.
Neste caso, podemos verificar que a entropia é uma funcao da constante ¢y, a qual tem
um valor minimo. Além disso, é importante destacar que para este valor de ¢y, onde a
entropia configuracional é minimizada, as configuragoes de campo experimentam um tipo
de transicao de fase. Neste valor de ¢y a solucao do tipo kink duplo se transforma em
um kink usual. Por outro lado, vemos que a configuracao do tipo lump, a qual apresenta
um topo mais plano quando o valor de ¢y esta proximo do valor critico, transforma-se em
uma solucao mais suave quando ¢y esta no valor minimo.

A partir da solucao da entropia configuracional, podemos concluir que sao os valores

da constante ¢y responsaveis pela minimizacao da entropia. Neste caso, apresentamos
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na tabela 1 alguns valores de entropia configuracional minima e suas correspondentes

constantes cg.

O

Cécrit) S((:crit) Cém’ n) S((:m' n) Cétrans) S((:trans) Li M gs—co SC
A=1 [-2.00000( 1.59 |-2.0075]0.9049|-2.2303 |1.0838 1.7
.41-2.63384 | 1.45 [-2.6361[1.0949|-2.9735 |1. 2465 2.2

2| 4.20083 | 2.02 4.2006 |1.2857| 4.0248 [1. 3606 2.3

b R
nfu
Nl =

Tabela 2.1: Valores de entropia minima e suas correspondentes constantes cg.

Em todos os casos considerados vemos que a entropia minima apresenta um valor
mais baixo que o valor da energia da configuracao. Deste modo, podemos concluir que
esta relagao entre energia e baixa entropia configuracional oferece um caminho eficiente
para medir o ordenamento associado com solucoes que apresentam energia localizada,

mostrando a melhor configuracao entre uma infinidade de possiveis solugoes.

2.5 Conclusoes

Neste capitulo, investigamos a medida da entropia configuracional, S.(cg), para uma classe
de modelos que possui dois campos escalares interagindo de maneira nao linear. Encon-
tramos que a entropia configuracional apresenta um valor minimo para um dado valor de
co. Notamos também que a fungdo S.(c¢p) apresenta um ponto de minimo local, onde a
estrutura das configuragoes sofrem um tipo de transicao de fase, ou seja, para este valor
de minimo local o valor de ¢y correspondente é aqule para o qual o kink duplo do modelo
se transforma em um kink usual. Um ponto de grande importancia da medida da entropia
configuracional foi o fato dela permitir selecionar a melhor das configuragoes do campo

escalar entre as infinitas solucoes existentes para o modelo.
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Figura 2.2: Perfil das solugoes PBD e PBC para A = 1.
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0.05 -

Figura 2.3: Fracdes modais f(V(k) e f@ (k) com u = 1. Note que o valor méximo da
curva esta localizado em k = 0.

44



:
18 i
| MaximumEntropy (iMoo Sc(€) = 17)  © e ]
16 é,,,,,,,,,,,,,,,____)",,7
- Entropy for Critical Bloch Walls (S ~ 1.59) : ]
. <——— Usud Kink Zone —— 3 5(77 Two Kink Zone »
~ 14F . : i
s ' 5
& |
1.2} : -
(t . ]
COrans) : .
——— R S S N | S
Entropy for Fase Transition (S ~ 1.08) : :
1.0 B (min) \ 7
i : Co ~ P
. Minimd Entropy (S ~09) i P
08 L L | L L L L | L L L L | L L Lt | L L L L | L L L L :\ L
-25 -24 -23 -22 -21 -20
Co
10" | B ]
| P ~ -
| / -
B Co=-21 /) |
/
r I Co=-2.23 / §
05+ / |
|- ——- c=-25 y |
y
| ) i
= i i
af 00
< L B
| / i
| / i
L /A |
n 4 _
-05 /
| / i
| A i
| 7 i
v
| o7 i
-10ps \ ! ! ! L]
-6 -4 -2 0 2 4 6
X
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Capitulo 3

Solitons viajantes em sistemas com

violacao das simetrias de Lorentz e

CPT

Neste capitulo apresentaremos uma classe de sélitons viajantes em sistemas com violagoes
das simetrias de Lorentz. No caso de cenarios envolvendo violagoes de Lorentz é usual
construir configuragoes solitonicas estaticas. Aqui iremos mostrar que é possivel construir
alguns sélitons viajantes os quais, como deveria ser esperado, nao podem ser mapeados em
configuragoes estaticas através do boost de Lorentz devido a quebra explicita desta sime-
tria. Além disso, no modelo estudado, encontramos um conjunto completo de solugoes.
Neste caso, mostraremos que as solucoes apresentam um limite critico controlado pela

escolha de uma constante arbitraria de integracao.

3.1 Introducao

Uma nova area de estudos surgiu alguns anos atrds com Kostelecky e Samuel [61], quando
eles iniciaram o estudo do problema da quebra das simetrias de Lorentz e CPT (con-
jugacao da carga - paridade - reversao temporal). Este estudo teve suas motivagoes no
fato das teorias de super-cordas sugerirem que a simetria de Lorentz possa ser violada em
escalas de altas energias. Apds aquele trabalho pioneiro, uma grande estrutura tedrica
sobre violagoes das simetrias de Lorentz e CPT foi rigorosamente desenvolvida na lite-

ratura. Como um exemplo deste desenvolvimento, podemos citar o trabalho apresentado
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por Colladay e Kostelecky [62, 63], onde os efeitos das violagoes das simetrias de Lorentz
e CPT foram analisados no modelo padrao da fisica das particulas elementares. Atual-
mente, uma grande quantidade de trabalhos considerando o impacto de algum tipo de
quebra de simetria de Lorentz tem aparecido na literatura [64]-[79].

Nos tltimos anos, uma parte em especial dos estudos envolvendo violagoes da simetria
de Lorentz tem se destacado na literatura, tais estudos envolvem investigacoes sobre
defeitos topolégicos na presenca de violagoes das simetrias de Lorentz [77]-[80]. Podemos
encontrar dentro desta linha de estudos trabalhos sobre monopdlos e vértices [43, 80,
81]. Por exemplo, em um artigo recente [43] a questdo sobre a violagdo da simetria de
Lorentz em vortices BPS foi investigada. Neste caso, os autores concluiram que a violacao
de Lorentz permite controlar a extensao radial e a amplitude do campo magnético dos
vértices de Abrikosov-Nielsen-Olesen.

Na verdade, a invariancia de Lorentz é a mais fundamental simetria do modelo padrao
da fisica de particulas e tem sido verificada muito bem em varios experimentos. Mas é
importante destacar que nao podemos estar certos, devido a acuracia experimental, que
esta simetria é exata. Esta afirmacao é encorajada devido ao fato de que existem alguns
testes experimentais da invariancia de Lorentz em escalas de energias baixas, em outras
palavras, energias abaixo de 14 Tev. Assim, a partir deste fato, podemos suspeitar que em
altas energias a invariancia de Lorentz possa ser quebrada. Como um exemplo, na teoria
de cordas existe a possibilidade de que possamos estar vivendo em um Universo governado
por coordenadas nao-comutativas [82]. Neste cendrio foi mostrado na referéncia [83] que
a invariancia de Lorentz é quebrada.

Além disso, em um cendario cosmoldgico, a ocorréncia de raios cosmicos de altas ener-
gias acima do limite Greisen-Zatsepin-Kuzmin (GZK) [84] ou super eventos GZK, tem
sidos encontrados em dados astrofisicos [85]. Estes eventos indicam a possibilidade de
uma quebra da simetria de Lorentz [86].

O impacto da violacao de Lorentz sobre cenarios cosmoldgicos é muito importante,
porque varios de seus pontos fracos podem ser facilmente explicados através da violagao
da simetria de Lorentz. Em um importante estudo, foi mostrado por Bekenstein [87]
que o problema da matéria escura estd intimamente associado a violacao de Lorentz e
na referéncia [88] a quebra da simetria de Lorentz também ¢é utilizada para esclarecer o

problema da energia escura. Atualmente, a quebra da simetria de Lorentz é um fabuloso
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mecanismo para a tentativa de resolucao de varios problemas e conflitos em cosmologia,
tais como a baryogenesis [89], o campo magnético primordial [90], a nucleossintese [91] e
raios césmicos [92].

No cenério inflaciondrio com violagao de Lorentz, Kanno e Soda [93] mostraram que
a violacao afeta a dinamica do modelo inflacionario. Neste caso, aqueles autores demons-
traram que usando uma teoria envolvendo campos escalares, tensoriais e vetoriais com
quebra da simetria de Lorentz, as solucoes exatas inflaciondrias sao encontradas sem a ne-
cessidade do potencial do inflaton. Portanto, a inflacao estaria conectada com a violagao
da simetria de Lorentz.

Aqui, é conveniente enfatizarmos que a inflagao é o ingrediente fundamental para resol-
ver os problemas do horizonte e achatamento do modelo padrao do Universo primordial.
Aproximadamente 10733 secundos apds a inflacao, o inflaton decaiu para radiacao, onde
quarks, leptons e fétons foram acoplados uns aos outros. Neste caso, a matéria barionica
foi impedida de formar-se. Portanto, aproximadamente 1.388 x 10'? secundos ap6s o Big
Bang, o Universo se resfriou o suficiente para permitir que os fétons viajassem livremente
através do Universo. Depois disso, a matéria foi se tornando dominante no Universo.

Por outro lado, é importante destacar que modelos nao lineares, os quais possuem
solugbes topoldgicas, sdo muito interessantes em vérios ramos da Fisica [37]. Em um
trabalho recente [78] foi mostrado que alguns modelos nao lineares em 1+ 1 dimensdes
com dois campos escalares interagindo em um cendrio com violagoes das simetrias de
Lorentz e CPT suportam solucoes solitonicas estaticas. Este trabalho foi feito através
da generaliza¢ao do modelo anteriormente apresentado por Barreto e colaboradores [77].
Em outro trabalho, também muito recente [79], os efeitos da violacao de Lorentz sobre
defeitos topoldgicos gerados por dois campos escalares reais foram analisados. Naquele
caso, a violacao de Lorentz é induzida por um coeficiente tensorial que acopla os dois
campos escalares. Em todos estes exemplos, as configuracoes solitonicas apresentadas
sao estaticas. Nesse capitulo, mostraremos que é possivel encontrar um conjunto de con-
figuragoes nao triviais que apresentam um perfil viajante neste tipo de cendrio. Neste
caso, apresentaremos uma generalizacao dos modelos recentemente discutidos na litera-
tura [77, 78, 94, 95, 96, 79]. Como consequéncia, apresentaremos uma classe de confi-
guracoes do tipo sélitons viajantes em sistemas com violagoes das simetrias de Lorentz e

CPT. Além disso, mostraremos que as configuragoes estaticas nao sao limites das solugoes
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viajantes. Os desenvolvimentos que faremos em nosso trabalho estao embasados nos re-
sultados apresentados para classes de modelos nao lineares de dois campos escalares auto
interagentes os quais foram apresentados em [28]. Nesta ultima referéncia foi mostrado
que estes sistemas nao lineares em 1 + 1 dimensoes, podem ser mapeados em equagoes
diferenciais lineares de primeira ordem, conduzindo em solugoes gerais e analiticas para o
sistema. Mostraremos também que as solugoes apresentam um limite critico controlado

pela escolha arbitraria da constante de integracgao.

3.2 0O modelo

Alguns anos atras, foi apresentado em [77] um modelo envolvendo dois campos escala-
res reais em 1 4 1 dimensoes onde a densidade de lagrangiana com quebra da simetria
de Lorentz generaliza alguns resultados da literatura. Aquela densidade de lagrangiana
contém funcgoes vetoriais com dependéncia dos campos escalares. Além disso, as funcoes
vetoriais mencionadas sao responsaveis por quebrar a simetria de Lorentz. Por outro lado,
na referéncia [79], os efeitos da violagao de Lorentz em defeitos topoldgicos gerados por
dois campos escalares reais também foram analisados. Neste caso, a lagrangiana possui
um tensor, o qual é o termo responsavel pela quebra da simetria.

Assim, em nessa se¢ao contruiremos um modelo generalizado possuindo dois campos
escalares auto-interagentes em 1+ 1 dimensoes, o qual é descrito pela seguinte densidade

de lagrangiana

1 1
L= 3 0" P + §0ux8“x — G"(¢,x)0u0 — F" (9, X)0u X+

- Vklw(auqsau@b + auXauX) - pk”l’amaux - V(¢7 X)a (31)

onde p = 0,1, G*(¢,x) e F* (¢, x) sao funcoes vetoriais, e V (¢, x) é o potencial. Além
disso, k*¥ é um tensor constante, aqui representado por uma matriz 2 X 2, onde aq, asg, as
e ay4 sao parametros arbitrarios. De fato, um processo similar de quebra da simetria de
Lorentz foi apresentado por Anacleto et al. [76] em um trabalho recente, onde o tensor
k" é uma matriz 4 x 4. Naquele caso os autores estudaram o problema de buracos negros

acusticos a partir do modelo de Higgs abeliano com violacao da simetria de Lorentz.
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Entao, como falado anteriormente, o tensor k*¥ é escrito como

(6] (6]
= 7. (3.2)

Q3 Oy

Note que, a partir da densidade de lagrangiana (3.1), podemos recuperar o caso apre-
sentado no trabalho [79] escolhendo v = 0, G%(¢,x) = F%¢,x) = 0, a1 = ay = [,
as = a3 = ae p = —1. Além disso, também podemos recorrer a densidade de la-
grangiana apresentada em [77, 78] através de uma escolha conveniente dos parametros.
Portanto, temos um modelo mais geral que inclui fungoes vetoriais e um tensor constante.
E importante destacar que o modelo mais geral apresentado aqui pode ser utilizado para
obter mais informagcoes sobre o impacto da violagao de Lorentz de importantes sistemas,
semelhantes aos apresentando estruturas topolégicas [77, 78].

A partir da densidade de lagrangiana (3.1), podemos escrever as equagoes de movi-

mento correspondentes

(1=~ o) — (1+7ag)@" —ploaX + aux”) + (F£ - Gg)X + (Fé - Gi)X/+ (3.3)

—(as + a2)(79 +pX ) + Vy =0,

(1 =7 a)¥ = (L+7 a)x" = plerd + aad”) — (F) = G)o — (Fy =G )o +  (34)

—(a3+a)(y X +p @) +V, =0,

onde ponto indica derivada com respeito ao tempo, enquanto linha representa derivada
com respeito ao espaco, Vy = 0V/0¢ e V,, = 0V/0x. Pode ser visto que as duas equagdes
acima carregam informacoes da quebra de Lorentz do modelo através da presenca dos
parametros «; e das fungoes vetoriais. Entretanto, como uma consequéncia do modelo es-
tudado neste trabalho, em geral, nao podemos resolver analiticamente as equagoes diferen-
ciais acima. No entanto, podemos considerar um interessante caso para as configuragoes
de campo, onde procuraremos por solugoes do tipo ondas viajantes. Configuragoes que
exibem o perfil de ondas viajantes possuem um importante impacto quando estudamos

as chamadas D-branas e os campos de supergravidade para uma D-brana [94, 95, 96].
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Entao, iniciaremos nossa procura por solucoes do tipo ondas viajantes na forma ¢ =

o(u) e x = x(u) com u = Az + Bt. Assim, as equagoes (3.3) e (3.4) adquirem as formas

_¢uu + Bqu - &Xu + ‘Zj) = 0, (35)

com as defini¢oes

pl(az + a3)AB + ayA? + oy B?

f=- (1+~yay)A% — (1 —yay)B2 + ABvy(as + ay)’ (3.7)
a=- (1+ 7044)BA<2F§ ?1612121;4£§5ij4§'%/)(a2 +ay)’ (3:8)
Vo= (14 vay)A? — (1 — 7‘;?)32 + ABy(as + ay)’ (3.9)
V= (14 you)A% — (1 — 7‘3)32 + ABy(ag + ay) (3.10)

No sentido de desacoplar o par de equagoes diferenciais de segunda ordem, multipli-
camos a equagao (3.5) por ¢, e a equagao (3.6) por y,. Assim, nao é dificil concluir que,

apos somar as duas equagoes, podemos escrever

d

1 2 2 2  / _

Neste caso, temos

1 ~ -
—5 (624 3) + Bduxu + V(6,2) = co. (3.12)

A equacao acima pode ser reescrita para o caso onde ¢y = 0 o qual é necessario

para garantir solucoes do tipo solitonicas, caso contrario obteremos solugoes oscilantes ou
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complexas [37]. Portanto, chegamos em

(62X + B+ V(6.0) =0 (3.13)

Note que na equacao acima, a dependéncia em & desapareceu. Contudo, a dependéncia
do sistema em termos dos parametros responsaveis pela quebra de Lorentz estao sempre
presentes, mas de maneira implicita.

Agora, para desacoplar a equagao acima, aplicamos a rotagao

u 1 1 -1 O(u
0w\ _ 1 w ) .
vw ) V21 1) e
assim, a equagao (3.13) é escrita como
1 =, 1 P
Além disso, devemos aplicar as dilatagoes
o) = —24 )= 2 (3.16)
1-p 1+ 05
Deste modo, teremos
1 1 ~
—502 — §pi +V{(o,p) =0. (3.17)

Neste ponto, podemos verificar que a equacao acima permite escrever duas equagoes
diferenciais de primeira ordem acopladas. Neste caso, é usual impor que o potencial possa
ser escrito em termos de um superpotencial do tipo

o qual conduz ao seguinte conjunto de equacoes diferenciais de primeira ordem

©_ Ly YLy
du

et 3.19
du P ( )

onde W, = 0W (0o, p)/0c e W, = 0W (o, p)/0p.

Agora, para analisar a energia das configuragoes obtidas, escrevemos o tensor energia-
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momento na forma

oL oL
_ Y
50,0 " a0

Portanto, a densidade de energia da densidade lagrangiana (3.1) é escrita como

T O\ — g™ L. (3.20)

-2

2
T = ? oyt (% + 7044) (62 +X2) + G (0.0 + F1 (6, )% +

— par X + (o + a3)¢ ¢+ v(aa + as)X X + pasd X + pasdx +

+pas X + V(¢ X). (3.21)

No caso das solucgoes do tipo ondas viajantes, a densidade de energia é escrita na forma

B? 1
Ti?z%jante = {7 + <§ + 7044) A+ (oo + 043)143} o8

B2 1
+ [7 + (5 + 7044) A 450z + as>AB} X 1 [0aA® — a1 B + (s + a3) AB] duxu

FA[GH D, X)bu + FL (&, X)xu] + V (0, X)- (3.22)

Agora, escolhemos o superpotencial utilizado em [25, 28], que é escrito como

A
Wi(o,p) =—Xo+ gag + pop?. (3.23)

Neste caso, as solugoes apresentadas na referéncia [28], com A = p, sdo dadas por

[6062“(“_u0) _ 1]2 — 4eAn(u—uo)’ o- (U) o [e2u(u—uo) _ 60]2 —4’

o4 (u) =

(3.24)

f2(u—uo) A2n(u—uo)

p+(u) = [coe?Hlu—uo) — 12 — detnlu—uo) - ()= [e2ulumuo) — o2 — 47

onde devemos impor que ¢y < —2 em tais solugoes. Por outro lado, no caso onde A = 4,
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as solugoes exatas sao escritas como

4+ (16cy — 1)ednluuo) 16co + 4ednu—uo) _ 1

7+(1) = G~ Toegemtan 7~ = [T geiteme ~ Toc,

(3.25)
2e2m(u—uo) 4e2m(u—uo)

u) = — yP-\U) = — ’
Y V5P e v L AR e = ey e T

Neste caso, impomos que ¢y < 1/16. E importante destacar que fazendo as mudangas
o — pep— ono caso onde A = u, a equagdo de movimento (3.17) se mantem invariante.
Assim, as solucoes que eram kinks se transformam em lumps e vice-versa, este fato é usado

para gerar o conjunto completo de d6rbitas conectando os vacuos do modelo presentes na

figura 3.1.

¢, (U)

)
eV o - 0 [l ;
D o : ) ="
\ - - J/
\ S~< - /
N ~~o - ,
S ~oLe ,
\ L s ,
S AR IS Ve
~ . N .
N L N e
SN .
.
/

Figura 3.1: Orbitas das solucoes para p = 1.
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Assim, os campos ¢(u) e x(u) sao dados por

1 ai(u

L )_Pi(u)

¢+ (u) =

(3.26)

Xi(u)zi o+(u) n p+(u) '
V2 V1-3 /148

Desta forma, usando as solugoes apresentadas na referéncia [28] as quais estao represen-

tadas aqui por (3.24) e (3.25), temos um conjunto completo de solugoes com dependéncia
da posicao e do tempo.

Chamamos a atengao para o fato de que as solugbes estaticas para as equagoes (3.3)
e (3.4) sao diferentes (em forma) das solugoes do caso viajante. Esta diferenga pode ser

vista a partir das equacgoes diferenciais dos campos estéaticos

_d)/l + BXN + @X/ + Vd’ =0, (327)
'+ B — @X’ + VX =0, (3.28)
onde agora, temos
B: —PpQy 5= (Fdi_Gi)
C (Ityag) (L4 you)
(3.29)
_ Vs _ V
Vo= —"2—  and vV, = —X .
* = (1 + yay) X (1 o)

Em particular, se v = 0, G*(¢,x) = FF(o,x) =0, 1 = ay = [, as = a3 = a e
p = —1, podemos recuperar o modelo apresentado em [79]. No caso estético, as equagoes

de movimento apresentadas por aqueles autores sao dadas por

—¢" + B + V=0, (3.30)

"+ B¢" +V, =0. (3.31)
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Um ponto interessante é notar que o par de equagdes apresentadas em [79] para as
solugoes estaticas, assumem uma forma diferente quando comparadas com as equagoes
(3.27) e (3.28). De fato, através da escolha correta dos parametros, somos capazes de
recuperar as equagoes de movimeto descritas no trabalho [79]. Mas as configuragoes
estaticas gerais sao dadas pelas equagoes (3.27) e (3.28), as quais estao carregando mais
informagoes dos termos responsaveis pela violacao da simetria de Lorentz do modelo em

anélise.

A diferenga discutida acima pode ser vista na figura 3.2.

Figura 3.2: Solucoes do tipo viajantes e do tipo estaticas para A =y =1e ¢g = —2,001.
A linha pontilhada corresponde ao caso estatico com § = 0,5 e A = 1.A linha continua
corresponde ao caso viajante para a = 0,5, 3 =0,5, B=—-1,be A= 1.

3.3 Conclusao

Neste capitulo, mostramos que uma classe de sélitons viajantes em sistemas envolvendo
violagoes da simetria de Lorentz pode ser determinada de maneira analitica. Devido
ao fato de nao haver mais a simetria de Lorentz, tais solugdes aqui apresentadas nao
podem ser determinadas através de boosts de Lorentz provenientes de uma teoria estatica.
Mostramos que as solugoes apresentadas sao decorrentes de modelos nao-lineares com
dois campos escalares auto-interagentes, discutidas em [28]. Além disso, para o modelo
estudado, conseguimos obter um conjunto completo de solugoes que apresentam um limite

critico controlado pela escolha de uma constante arbitraria de integracao.
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Capitulo 4

Oscillons e Breathers em sistemas

com violacao das simetrias de

Lorentz e CPT

Neste capitulo, discutimos o impacto da quebra da simetria de Lorentz sobre oscillons usu-
ais, nos entao chamados flat-top oscillons e nas solugoes do tipo breathers. Nossa analise
esta voltada para um cenario rigorosamente demonstrado na literatura. Mostramos que a
violacao de Lorentz é responsavel pela origem de um tipo de deformacao da configuracao,
onde as configuragoes do campo se transformam em oscilatorias em uma regiao localizada
proxima de seu valor maximo. Além disso, que a violagao de Lorentz produz um desvio
no oscillons ao longo da sua diregao espacial, veremos que a mesma caracteristica esta
presente no caso das solugoes do tipo breathers. Também mostraremos que o efeito de
uma violagao de Lorentz nos oscillons flat-top é responsavel por um colapso do flat-top.
Por fim, encontraremos analiticamente a radiacao emitida, este resultado indica que a
amplitude da radiagao emitida é controlada pelos parametros da quebra de Lorentz, de
tal modo que o oscillons dentro deste cenario se torna mais estavel que aqueles que sao
governados pela simetria de Lorentz. No entanto, veremos que mesmo neste caso, onde
temos violagao da simetria, tais oscillons ainda apresentam uma natureza de configuragoes

com longo periodo de vida.
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4.1 Introducao

Como mencionado anteriormente, o estudo de sistemas nao-lineares tem sido uma area
muito explorada ao longo dos tltimos anos [7, 8]. De fato, tal limite nao-linear é en-
contrado em muitos sistemas fisicos atuais. Isto inclui, sistemas de matéria condensada,
modelos em teorias de campos, cosmologia moderna e uma ampla quantidade de siste-
mas de dominio da Fisica [33]-[37]. Uma das razoes deste crescente interesse é o fato de
varios destes sistemas apresentarem um nimero contavel de distintas configuragoes com
valores de energia minima degenerada. Em alguns casos a estrutura degenerada pode
ser estudada através de modelos simples envolvendo campos escalares classicos, onde o
potencial utilizado para descrever o modelo envolve dois ou mais minimos degenerados.
Por exemplo, em duas ou mais dimensoes espaciais, podemos descrever as chamadas pa-
redes de dominio [36] conectando diferentes por¢oes do espago, onde os campos escalares
se encontram em diferentes valores dos minimos do potencial do modelo.

No contexto da teoria de campos é muito comum a presenga de sélitons [33, 36],
os quais sao configuragoes de campos que apresentam uma forma localizada e invariante.
Outro aspecto caracteristico dos sélitons é sua capacidade de manter sua forma inalterada
ap0s colidirem com outros sélitons. Atualmente a presenca destas configuracoes é muito
bem entendida em uma grande variedade de modelos, apresentando ou nao natureza
topoldgica. Como exemplos, podemos citar os monopdlos, texturas, cordas e kinks [34].

Uma importante caracteristica de um amplo nimero de modelos nao-lineares é a pre-
senca de configuracoes topologicamente estaveis, as quais preservam suas formas diante
de pequenas perburbacoes. Entre os varios tipos de configuragoes de campos nao-lineares,
existe uma classe especialmente importante de solugoes estaveis e dependentes do tempo,
os chamados breathers, encontrados em modelos do tipo Sine-Gordon. Outra configuragao
de campo, também dependente do tempo, que possui sua estabilidade garantida por uma
carga conservada sao os chamados @-balls, como batizado por [103] ou sélitons nao-
topoldgicos [104]. Porém, considerando o fato que numerosos sistemas fisicos apresentam
limites metaestaveis, uma outra classe de solucao deve receber um importante destaque,
sao os usualmente chamados oscillons. Esta classe de solugoes foi descoberta na década
de 1970 por Bogolyubsky e Makhankov [105], e redescoberta posteriormente por Gleiser
[107]. Aquelas solugoes, apareceram durante o estudo da dinamica das transi¢oes de fase

de primeira ordem e em problemas envolvendo a nucleagao de bolhas. Desde entao, mais
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e mais trabalhos foram dedicados ao estudo destes objetos [107]-[130].

Oscillons sao configuragoes absolutamente gerais e sao encontrados no modelo Abeliano
de Higgs U(1) [124], no modelo padrao SU(2) x U(1) [113, 115], em modelos cosmoldgicos
inflaciondrios [107, 116, 117], em modelos envolvendo axions [118], em cendrios apresen-
tando universos em expansao [114, 121, 126] e em sistemas envolvendo transi¢oes de fase
[108, 120].

O aspecto usual do oscillon é tipicamente aquele em forma de sino, o qual oscila
senoidalmente no tempo. No entanto, recentemente Amin e Shirokoff [126] demonstraram
que dependendo da intensidade da constante de acoplamento do campo escalar auto-
interagente, é possivel observar oscillons com uma espécie de platd em seu topo. De
fato, eles mostraram que esses novos oscillons sao mais robustos que aqueles até entao
conhecidos na literatura. Assim, como uma consequéncia dos resultados encontrados os
autores chamaram esta nova classe de configuracoes de oscillons flat-top.

Neste ponto é interessante destacar que Segur e Kruskal [106] demonstraram que em
uma dimensao espacial, oscilllons emitem radiagao muito lentamente, garantindo um longo
periodo de vida da configuragao. Em trabalho recente, o calculo da radiacao emitida dos
oscillons foi estendida para os casos em duas e trés dimensoes espaciais [129]. Outro
resultado importante envolvendo a radiacao emitida pelos oscillons, foi apresentado por
Hertzberg [130]. Naquele trabalho, Hertzberg calculou a taxa de decaimento para oscillons
quantizados, demonstrando que a taxa de decaimento quantica é muito distinta da taxa
emitida classicamente.

Por outro lado, em 1989, Kostelecky e Samuel [61] motivados pelo fato das teorias
de supercordas sugerirem que a simetria de Lorentz possa ser violada em altas energias,
deram os primeiros passos nos estudos do problema das violagoes das simetrias de Lorentz
e CPT (conjugagao da carga-paridade-reversao temporal). Depois daquele trabalho pio-
neiro, uma grande estrutura teérica sobre violacao das simetrias de Lorentz e CPT tem
sido rigorosamente desenvolvida na literatura. Como exemplo de tais estudos, podemos ci-
tar os trabalhos de Colladay and Kostelecky [135], no qual os autores analisaram o impacto
de violacoes das simetrias de Lorentz e CPT sobre o modelo padrao de fisica de particulas.
Atualmente, um grande nimero de trabalhos considerando o impacto de algum tipo de
quebra da simetria de Lorentz tém aparecido na literatura [131]-[142]. Um interessante

sistema estudado levando em consideracao o impacto da violagao de Lorentz é o problema
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de Aharonov-Bohm-Casher [131]. Neste caso, foi mostrado que a violagao da simetria é
responsavel por levantar as degenerescéncias originais na auséncia de campos magnéticos,
mesmo para uma particula neutra. Seguindo a linha de sistemas estudados envolvendo
violacao da simetria de Lorentz, com a introducao de um procedimento de reducao dimen-
sional apresentado na referéncia [132, 133], Casana, Carvalho e Ferreira [134] aplicaram
o método apresentado por aqueles autores para investigar a reducao dimensional do setor
eletromagnético envolvendo uma violagao do tipo CPT-par. No contexto da teoria de
gauge, Boldo et al. [136], analisaram o problema da violagdo de Lorentz em conexao com
modelos de gravitagao. Efeitos da violacao de Lorentz em neutrinos também tem sido
uma area de intensos estudos [137].

Nos ultimos anos, uma grande atencao tem sido dada para as investigacoes envolvendo
defeitos topoldgicos na presenga de violagoes das simetrias de Lorentz e CPT. [77, 78,
97, 80]. Vidrios trabalhos também tém sido feitos envolvendo monopdlos e vértices em
cendrios envolvendo quebras de simetrias [43, 80, 81]. Um exemplo relacionado ao estudo
dos vortices é apresentado em [43], neste estudo os autores mostraram que a violagao de
Lorentz permite um controle da extensao radial e da amplitude do campo magnético em
vortices do tipo Abrikosov-Nielsen-Olesen.

De fato, a invariancia de Lorentz é a mais fundamental simetria do modelo padrao da
fisica de particulas. Além disso, ela tem sido muito bem verificada em muitas medidas
experimentais. Mas, é importante chamar a atencao que nao estamos completamente
certos que tal simetria, ou qualquer outra, sejam completamente exatas, pois isso envolve
uma acuracia experimental muito alta. Esta nossa afirmacao é encorajada pelo fato de
que a maioria dos testes experimentais da invariancia de Lorentz sao feitos em baixas
energias, em outras palavras, energias abaixo de 14 Tev. Assim, diante deste fato, pode-
mos suspeitar que em altas energias a invariancia de Lorentz possa ser quebrada. Como
exemplo, em teorias de cordas existe a possibilidade de que possamos estar vivendo em
um Universo o qual é governado por coordenadas nao-comutativas [82]. Dentro deste
cendrio, foi mostrado na referéncia [83] que a invariancia de Lorentz é quebrada.

Por outro lado, em um cenério cosmoldgico, a ocorréncia de raios césmicos de al-
tas energias acima dos niveis de Greisen-Zatsepin-Kuzmin (GZK) [84], chamados eventos
super GZK, tém sido encontrados em dados astrofisicos [85]. Este evento indica a possi-

bilidade de uma violagdo de Lorentz [86].
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O impacto da violacao de Lorentz sobre o cenario cosmoldgico é muito importante,
pois varios de seus pontos fracos podem ser facilmente esclarecidos através da violagao
de Lorentz. Por exemplo, foi mostrado por Bekenstein [87] que o problema da matéria
escura estd associado com uma violacao de Lorentz na gravidade e na referéncia [88] a
quebra da simetria de Lorentz também ¢é utilizada para esclarecer o problema da energia
escura. Nos dias atuais, a quebra da simetria de Lorentz é um fabuloso mecanismo para
a descrigdo de muitos problemas e conflitos na cosmologia, tais como a baryogenesis [89],
o campo magnético primordial [90], nucleosynthesis [91] e raios césmicos [92].

No cendrio inflaciondrio com violagao de Lorentz, Kanno e Soda [93] demostraram
que a violagao de Lorentz afeta a dinamica do modelo inflacionédrio. Neste caso, aqueles
autores mostraram que utilizando uma teoria que engloba campos escalares, vetororiais e
tensorias em um contexto envolvendo violacao da simetria de Lorentz,as solugoes exatas
do periodo inflacionario sao facilmente encontradas sem a necessidade da existéncia do
potencial do inflaton. Portanto, a inflagao esta conectada com a violacao de Lorentz.

Aqui, é conveniente para enfatizar que a inflacao é o ingrediente fundamental para
resolver os problemas do modelo padrao do universo em seus estagios iniciais. Sabemos
que aproximadamente 10733 segundos apds a inflacao do Universo, o inflaton decaiu em
radiagao, onde quarks, 1éptons e fétons se acoplaram. Neste caso, a matéria barionica
foi impedida de formar-se. Portanto, aproximadamente 1, 388 x 102 secundos apéds o Big
Bang, o Universo se resfriou o suficiente para permitir que fétons viajassem livremente
através do Universo. Depois disso, a matéria tornou-se dominante no Universo.

Neste ponto, é importante destacar que o Universo pds-inflacionério é governado por
campos escalares, onde interacoes nao-lineares estao presentes. Uma importante linha
de estudos dentro do contexto de sistemas nao-lineares, é aquele onde configuragoes do
tipo oscillons estao presentes. Nesta linha de estudos, foi apresentado na referéncia [143]
que oscillons podem facilmente dominar o Universo pos-inflaciondrio. Nesta ultima re-
feréncia, foi demonstrado que o Universo pés-inflacionario pode conter uma fase efetiva
dominada por matéria, durante a qual ela é dominada por concentracoes localizadas de
campos de matéria. Além disso, em um trabalho muito recente [144], foi mostrado que
oscillons podem dominar a densidade de matéria do Universo por um dado tempo. Desta
maneira, como uma primeira motivacao podemos pensar sobre os efeitos de uma violagao

da simetria de Lorentz sobre este cenario.
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Assim, neste capitulo estamos interessados em responder as seguintes questoes: Podem
oscillons e breathers existir em cendrios com violacao da simetria de Lorentz? Se oscillons
e breathers existem nestes cendarios, como suas estruturas sao alteradas? Além disso, o
que acontece com o tempo de vida dos oscillons neste cenério?

Portanto, neste capitulo mostraremos que oscillons e breathers podem ser encontrados
em cendrios com violacoes da simetria de Lorentz, nossos desenvolvimentos estam guiados
por teorias envolvendo violagoes de Lorentz que foram rigorosamente estudadas na lite-
ratura [135, 138], as quais atualmente servem como bases para estudar diversos sistemas
Fisicos de interesse.

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira. Na secao 4.2 apresentamos a des-
cricao da densidade lagrangiana para um campo escalar real na presenca de um cendrio
com violacao da simetria de Lorentz. Na secao 4.3 calculamos as respectivas relacoes de
comutacao do grupo Poincaré no chamado modelo padrao estendido em 1 + 1 dimensoes
no espago plano de Minkowski. Os desenvolvimentos para encontrar as equagoes de mo-
vimento sao feitos na secao 4.4. O perfil dos oscillons usuais na presenca da violacao de
Lorentz é analisado na secao 4.5. Na segao 4.6 iremos encontrar os chamados flat-top
oscillons os quais violam a simetria de Lorentz. As solugoes do tipo breathers sao apre-
sentadas na se¢ao 4.7. Discutimos a questao da radiacao emitida pelos oscillons na se¢ao
4.8. Na secao 4.9 apresentamos os oscillons em uma teoria com dois campos escalares

auto-interagentes. Finalmente, apresentamos nossas conclusoes na secao 4.10.

4.2 Lagrangiana do modelo padrao estendido (MPE)

Nesta se¢ao, apresentamos uma teoria envolvendo um campo escalar em 3 4+ 1 dimensoes
no espacgo plano de Minkowski, mas aqui consideramos uma quebra da simetria de Lo-
rentz. Em baixas energias, as simetrias de Lorentz e CPT do modelo padrao de fisica
de particulas é experimentalmente bem suportado, mas em altas energias as teorias de
supercordas sugerem que a simetria de Lorentz possa ser quebrada, neste contexto, a
estrutura desenvolvida para estudar as violacoes de Lorentz e CPT é o entao chamado
modelo padrao estendido. Na descricao do modelo padrao estendido, a densidade de la-
grangiana para um campo escalar real contendo violagao de Lorentz (VL), a qual pode

ser lida como uma versao simplificada do modelo de Higgs, é governada por [135, 138]
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1 1
L= 5 ,ma“(p + 5]{:’”8“908”90 - V(QO), (41)

onde ¢ é um campo escalar real, £*” é um tensor adimensional o qual controla o grau da
violagao de Lorentz e V() é o potencial de auto-interagao. E importante destacar que,
a alguns anos atrés [77], esta densidade de lagrangiana foi usada para estudar estruturas
de defeitos topologicos em cendrios violando as simetrias de Lorentz e CPT. Naquele
caso estudado, os autores mostraram que a violacao das simetrias de Lorentz e CPT é
responsavel pela geracao de uma assimetria entre defeitos e anti-defeitos. Esta situagao
foi mais tarde generalizada em [78]. Além disso, uma densidade de lagrangiana similar
foi utilizada ao se estudar a questao da normalizacao da teoria escalar de Yukawa com
violagao de Lorentz [139]. Naquele caso, foi mostrado que uma teoria com VL envolvendo

N campos escalares, interagindo através de uma interacao do tipo ¢*, pode ser escrita

como
1 - 1
— . . — i .  — — 2 2
Lr = 5(0ui)(0"¢i) + 5 Zl K, 0"i0" pi = 5 A0
g
+Zu piDpepi +Z% F0p; — (D) (4.2)
Como um exemplo simples, os autores demonstraram para K}, = Kgd)0) que a

relagio de dispersdo para tal teoria é dada por E = /p? — Kjy(p°)2 + A2, a qual im-
plica em uma violacao de Lorentz. Portanto, utilizando calculos explicitos, as corregoes
quanticas na teoria acima foram estudados pelos autores daquele trabalho, onde os resulta-
dos revelaram que o modelo descrito pela densidade de lagrangiana (4.2) é renormalizavel.

Retornando a equagao (4.1), podemos escrever a densidade de lagrangiana na forma

1
L= 5(77“” + k") 0,00, — V().

Neste caso, a métrica de Minkowsky é modificada de g"” para n** + k*¥, a qual é
responsavel pela quebra da simetria de Lorentz [135, 138, 139, 140, 141]. Neste ponto é
possivel aplicar uma transformacao linear apropriada da variavel espacial z*, no sentido de

mapear a densidade de lagrangiana acima em uma forma do tipo invariante de Lorentz,
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mas como resultado de tal transformacao, os campos e constantes de acoplamento do
potencial sao alterados. Deste modo, as constantes de acoplamento e os campos sao
reescalados em funcao dos parametros k*.

Claramente, como um produto final, a lagrangiana com violacao de Lorentz e aquela
invariante de Lorentz, tém a mesma equacao de movimento. A diferenca fundamental
entre estas duas equagoes de movimento surge do fato que as novas variaveis x* carregam
informagoes das violacoes de Lorentz através dos parametros k#¥. Em outras palavras, nas
varidveis transformadas, o sistema mostra ser covariante (sob boosts das varidveis trans-
formadas). Entretanto, como os acoplamentos resultantes ndo permanecem invariantes
quando mudamos de um sistema de referéncia para outro, nao existe uma invariancia de
Lorentz real. Por exemplo, tal comportamento deveria ser andlogo a uma mudanga do
valor da carga elétrica quando se move a partir de um referencial inercial para outro, o
que é proibido.

Na densidade de lagrangiana (4.1), k¥ é um tensor constante representado por uma
matriz 4 x 4. O ponto fundamental sobre este tensor é o fato dele ser o agente responséavel
pela quebra da simetria de Lorentz. Assim, na representacao matricial, escrevemos o

tensor k" na forma
L0001 102 103
L0 g1l p12 13
k* = , (4.3)
20 21 B2 23
E30 131 132 133
Em geral £*” tem parametros arbitrarios, mas é importante destacar que se esta matriz
for real, simétrica, e possuir traco nulo, a simetria CPT é preservada [135, 138]. Outra
questao importante e que devemos comentar ¢ que sobre uma operagao CPT , 9, — —0,,
o termo k*0,p0,¢ vai em k*0,00,p — +k" 0,00,p. Assim, notamos que k* é sempre
CPT-par, independentemente de suas propriedades. Além disso, o tensor k*” deve ser
simétrico no sentido de evitar uma contribuicao nula.
Em um trabalho recente, Anacleto et al. [142] também analisaram um processo se-
melhante de quebra da simetria de Lorentz, onde o tensor k*” foi usado para estudar o
problema de buracos negros actsticos no modelo abeliano de Higgs com VL. Em outro

trabalho [142] o tensor k* foi usado para estudar os efeitos de super-ressonancia a partir

de buracos negros em rota¢ao com VL. Por fim, em um trabalho muito recente [97], foi
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introduzido um modelo generalizado envolvendo dois campos escalares auto-interagentes
em 1+ 1 dimensions apresentando um tensor constante e fungoes vetoriais, onde tanto
o tensor quanto as fungoes sao responsaveis por violar as simetrias de Lorentz e CPT.
Naquele caso, foi encontrada de maneira analitica uma classe de sélitons viajantes em
alguns sistemas.

Todavia, podemos encontrar sistemas com quebra da simetria de Lorentz, o qual possui

um campo escalar adicional [141]

1 1 1
L= 3 10t o1 + 53;#728“%02 + 51?“'/5#%01&/@1 (4.4)

2 2
- m;pl - m;% = V(g1 ¢2).

Na densidade de lagrangiana acima, temos um coeficiente diferente corrigindo a métrica,
mas os coeficientes para violagao de Lorentz nao podem ser removidos da dendidade de
lagrangiana usando redefini¢oes das variaveis ou dos campos, mostrando que efeitos ob-
servaveis da VL podem ser detectados na teoria acima. Portanto, as teorias envolvendo

mais campos e interagoes permitem redefini¢oes adicionais e efeitos observaveis.

4.3 Lagrangiana do MPE: Teoria com um campo es-
calar

Nesta secao, iremos trabalhar em 14 1 dimensoes no espago-tempo de Minkowski. Aqui,
estudamos um modelo de campo escalar real na presenga de um cenario com violacao da
simetria de Lorentz. A teoria que iremos estudar é descrita pela densidade de lagrangiana
(4.1). Assim, para o caso em 1+ 1 dimensoes, a densidade de lagrangiana correspondente

adquire a forma escrita abaixo

1 1 1
Ly = §a1(5t90)2 - 502(3x90)2 + 50438,59069630 - V(90)> (4.5)

65



onde

a1 = (]. + k00)7 Qo = (]_ — ]{?11), a3 = (ICOI + k10)7
(4.6)
8, =0/t, 0, = d/dx.

Neste ponto, é importante destacar que a densidade de lagrangiana acima claramente
nao manifesta covariancia. Além disso, é possivel observar que a covariancia é recuperada
escolhendo k% = k' = 0 e k%' = —Kk'0 (ou k%! = k' = 0). Outras possibilidades que nao
representam uma VL sao k% = —kM e k% = —£1% (ou £ = £10 = 0).

Por outro lado, para o caso em analise, podemos facilmente construir a densidade de

hamiltoniana correspondente
H = BII® + B2(0:0)* + BaIl(0p) + V (0), (4.7)

onde ) = 1/(2a1), B2 = [2a100 + az(ag — 1)]/(4ay), B3 = —a3/(2a4) e II é o momento

conjugado, o qual é dado por
II = a10ip + (a3/2) 0. (4.8)

A partir de agora, vamos ver como a algebra de Poincaré é modificada neste cenario.
A idéia desta andlise é mostrar que a invariancia de Poincaré é quebrada. Em outras
palavras, verificar como este cendrio tem sua simetria de Lorentz violada. Portanto, para
fazer isto escreveremos abaixo os trés geradores da algebra de Poincare, a hamiltoniana

H. o momento total P e o boost de Lorentz M

H:/MM (4.9)

p_ /dl, [H(ax ) a3(aw90)2:| 7 (4.10)

aq 20[1

M= /dac {t {H(gj@ - 0‘3(&”“0)2} - x?-(}. (4.11)

2051
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Com isto, podemos calcular as relagoes de comutacao do grupo de Poincare. Assim,
apos alguns cédlculos envolvendo as relagoes de comutacao usuais, nao € dificil concluir

que

1P =i (%) [ W, (1.12)

(M, H) = —i / dx (46,0 + BI)TL(r0) (4.13)

—~22(0,) (0uT0) + 2055 (uip)? + Zﬁlﬁg(ﬂf) ,

1

(M, P] = —z'gl + z%”% dz (T1(D,0) (4.14)
B s
+(0:40)(0,11) + 3 (Ou)” ) -

A partir das relacoes acima, podemos observar que a algebra de Poincare nao é fechada,
uma vez que as relagoes de comutacao nao sao recuperadas. Como uma consequéncia,

neste cenario temos uma violacao da simetria de Lorentz. Entretanto, é possivel recuperar

todas as relagoes de comutacao fazendo k% = kM = 0 e k% = -k (ou k% = k!0 = 0).
Como um simples exemplo, fazendo k% = k't = 0 e k%' = —k10 teremos

[H, P] =0, [M, H] = —iP, [M, P| = —iH. (4.15)

Neste ponto podemos verificar que, para o caso k% = —k! e k% = —k10 (ou k% =

k' =0), as relagoes de comutagoes (4.12)-(4.14) conduzem a
[H,P] =0, [M,H] = —iay P, [M, P] = —iH/a,. (4.16)

No entanto, no caso acima, podemos recuperar a algebra usual de Poincare usando a
reescala P = P/a;. Deste modo, tais relagoes de comutagao indicam que nao existe VL
para esta configuragao tensorial.

Em resumo, a densidade de lagrangiana (4.5) apresenta uma dependéncia explicita
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dos parametros k%, k', k% e k', os quais sdao responsaveis pela violacao da simetria
) ) Y >
de Lorentz. Isto acontece devido ao fato de que a invariancia de Poincaré nao ser mais

preservada, como podemos ver em (4.12)-(4.14).

4.4 Equacao de movimento em cenarios com violacao
de Lorentz: Teoria com um campo escalar

Nesta se¢ao, estudaremos a equagao de movimento na presenca do cenario com VL apre-
sentado na secao anterior. Aqui, nosso objetivo é estudar o caso no espago-tempo de
Minkowski em 1 + 1 -dimensoes. Como uma consequéncia, estudaremos a teoria que
é governada pela densidade de lagrangiana (4.5). Consequentemente, a correspondente

equacao de movimento classica pode ser escrita como

Po(x,t)  Po(at) Pyl
alT_a2W+a3W+V¢ZO’ (417)

onde V,, = 9V/0¢. Note que a equacao acima esta carregando informagoes sobre a quebra
da simetria da teoria em analise, tal informacao é representada pelos parametros aq, as
e (3.

Com a finalidade de mostrar que a equacao de movimento da teoria em anédlise nesta
secao é de fato nao invariante, aplicamos uma transformacgao envolvendo um boost de

Lorentz na equagao de movimento apresentada em (4.17). Entao, ficamos com

0P, t)  0Pw,t) | 9w,t)
N2 ~ L g2 TB g0

+V, =0, (4.18)

onde

v =z —vt),t =t —vx/c?),y=1/y/1— (v/c)?, (4.19)
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9 Oz162 — O[2U2 — (¥3Cv
ql - ’Y C4 Y
9 —a1v2 + a202 “+ agcv
Qo =" Z , (4.20)

o [ —2vaqe+ 2cazv — az(? +v?)
qs = 7 C3 .

Seguindo a demonstragao acima, podemos ver claramente que esta equacao nao é inva-
riante sob transformacoes de boost. Por exemplo, podemos concluir que as possibilidades

(B0 = -k KO = — K10 ou [k%° = —kM) kO = £10 = (] resultam nas equagoes

a1 09%(z, ) 0p*(,t)

2 —8t2 — Q7 2 + ch = 07 (421)

ay 0p? (a0, t) Op* (0, t)
g 8#2 — 83372 + VW = O (422)

Podemos notar que nao ha modificacao das equacgoes, em outras palavras, as possibili-
dades [k = —kM, kO = —k10) ou [k% = —kM kO = k10 = (] nao representam genuinos
fatores para causar uma violacao de Lorentz na teoria.

Agora, no intuito de resolver analiticamente a equacao diferencial (4.17) e simultane-
amente preservar a quebra da simetria de Lorentz, devemos desacoplar a equacao. Neste
sentido, aplicamos a rotagao

x cos(f) —sen(f X
[ cos®) —sen(e) | o)
t sen(f)  cos(f) T
onde @ é um angulo arbitrario de rotagao. Assim, a equacao (4.17) nas novas variaveis é

reescrita como
Po(X,T)
o712

O?p(X,T)

& 0X?

— hy

+V, =0, (4.24)
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com as definigoes

1
f = —— arctan ( s ) ,
2 a1+ Qg

hy = af — a3 + [a2 + (a1 + ag)?] cos(20) (4.25)
2(aq + ) ’ '

b a2 —a? + [a2 + (a1 + ag)?] cos(20)
2= 2(0(1 + Oég) .

Note que o angulo de rotagao 6 foi escolhido com a finalidade de eliminar a dependéncia

do termo 92 /0XOT. Agora, aplicando as dilatacoes T = /b1 T e X = /hoZ, temos

’p(2,T) _ Pp(2,7)
aY? 92>

+V,=0. (4.26)

A partir de agora, usaremos a equacao acima para descrever o perfil de oscillons e
breathers. Neste ponto, é de grande importancia destacar que a equacao acima carrega
todas as informagoes sobre a violacao da simetria de Lorentz da teoria. De fato, o campo
escalar p(Z,T) carrega toda a dependéncia dos parametros que quebra a simetria de
Lorentz. Esta informagcao surge a partir do fato que as novas variaveis Z e T apresentarem

dependéncia explicita dos elementos £*”.

4.5 Oscillons usuais com violacao de Lorentz: Teoria
com um campo escalar

Nesta secao, estudaremos uma teoria envolvendo um campo escalar real, a qual possibi-
litara encontrar oscillons usuais na presenca do cenario com VL descrito nas duas secoes
anteriores. Atualmente, o perfil de um oscillon usual é aquele em que a estrutura espa-
cial é localizada no espaco e que na maioria dos casos é governado por uma funcao do
tipo sech(x). Por outro lado, a estrutura temporal é do tipo cos(t), a qual é periédica. A
teoria que iremos estudar é governada pela densidade de lagrangiana (4.5). Neste caso,
mostramos na ultima se¢ao que a equagao de movimento correspondente, apds algumas

manipulagoes, pode ser representada pela equagao (4.26). Desta maneira, com a finali-
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dade de analisar oscillons usuais nesta situacao, escolhemos um potencial do tipo %, o

qual pode ¢ escrito como

1 1 g
V(p) = 5902 — 1904 + 6906, (4.27)

onde ¢ representa uma constante de acoplamento. E importante mencionar que utili-
zaremos o regime onde g >> 1, pois neste regime temos a garantia de que o potencial
apresenta pelo menos um ponto de minima energia.

Visto que nosso interesse primordial é encontrar solucoes periddicas e localizadas, é
muito util e também usual no estudo de oscillons introduzir as seguintes transformagoes

de escalaem tex

T =wT, y =€z, (4.28)
com w = /1 — €2, Assim, a equagao de movimento (4.26) torna-se

2 Pelym)  50%(y,T)

972 € ay? +p— P+ gp® = 0. (4.29)

Desta maneira ficamos diante de uma excelente posi¢ao para investigar o perfil de
oscillons usuais. Mas é importante comentar que a questao fundamental em nossa anélise é
o fato da teoria estar carregando informacoes da quebra da simetria de Lorentz. Podemos
facilmente observar este fato inspecionando a equacao de movimento acima, a qual esta
trazendo implicitamente informacoes sobre os termos da VL através das varidveis y e 7.
Novamente chamamos a atencao para o caso onde recuperamos a invariancia de Lorentz,
ou seja, fazendo k% = k! = 0 e k%' = —£'9 (ou k% = k1% = 0). Neste caso, encontraremos
os oscillons usuais apresentados até entao na literatura.

O proximo passo é expandir o campo ¢ como

oy, 7) = ep1(y,7) + 03y, 7) + 05y, T) + ... (4.30)

Pode-se notar que a expansao acima apresenta somente poténcias impares da constante
€, isto ocorre porque a equagao (4.29) é impar em ¢ [121]. Agora, substituimos a expansao
do campo escalar dada acima na equacao de movimento (4.29). Esta substitui¢ao resulta
em varias equacoes diferenciais acopladas, as quais possuem como coeficientes as diversas

ordens em €, as quais devem ser nulas, ou seja, a substituicao leva a uma estrutura do
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tipo
ceqi + 3eqa + €eqs + €'eqy + ... = 0. (4.31)

Seguindo os desenvolvimentos usuais para encontrar configuragoes de oscillons, de-
vemos considerar que a expansao (4.30) é valida para regimes de pequenas amplitudes,
com € << 1. Entao, como consequéncia deste desenvolvimento, apenas o campo ¢, tera
um papel fundamental para descrever o perfil do oscillon. Diante deste fato, devemos

considerar apenas as equagoes €q; € €gq, as quais possuem as formas

82801

=0 4.32
67—2 + ()01 ) ( )
82903 82% 82901 3

I 73 =0. 4.33
gz T T g T g (4.33)

Portanto, a solugdo da equacao (4.32) é da forma

e1(y, 7) = @(y) cos(7), (4.34)

Aqui chamamos a atencao para o fato da solucao ser suave na origem e anular-se
quando y torna-se infinitamente grande.
A fim de encontrar a solucao de ®(y), vamos substituir a solugao obtida para ¢ (y, 7)

na equagao (4.33). Deste modo, chegamos a

02@3 dzq) 3 1
= — — P+ =d3) cos(r) + —-D3 cos(37). 4.35

G b= (G 07 cos(r) 4+ 107 cos(sr) (435)

Resolvendo a equacao acima, encontraremos um termo que sera linear na variavel
7, resultando em uma solu¢ao nao periédica. Como estamos interessados em solugoes
periodicas no tempo, para evitar que o termo linear em 7 apareca na solucao, devemos
impor que
d*® 3

W P+ Zqﬁ = 0. (4.36)
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Neste ponto, verificamos que a equacao acima pode ser integrada, resultando em

(%) 2 +U(®) =E, (4.37)

onde U(®) = —®? + (3/8)®*. Para garantir a presenga de solugoes solitonicas, deve-
mos impor na equacao acima que E seja igual a zero. Esta condicao permitird que a
configuragdo do campo va assintoticamente para o vacuo do potencial U(®). Com isso,

resolvendo a equacao acima com E = 0, encontraremos

®(y) = {5l (4.33)

Como podemos ver, até a ordem O(e), a correspondente solugdo para o campo nas

variaveis originais é dada por

el t) = €] ( \/ {e[w %i tsen(@D

« cos [w[—x sen(f) + t cos(6)]

Vhi

(4.39)

} + O(e%).

O perfil da solucao acima para alguns valores dos parametros k" estd plotado na
figura 4.1. Na figura 4.1 vemos o perfil dos oscillons usuais na presenga da violagao da
simetria de Lorentz. Neste caso, podemos checar que os parametros responsaveis pela VL
causam um tipo de deformacao na configuracao, onde a solugao torna-se oscilatoria em
uma regiao localizada préxima ao seu valor maximo. Além disso, no sentido temporal,
¢ possivel reparar que a VL produz um deslocamento do oscillon ao longo da direcao
espacial. Neste caso, chamaremos esta nova configuracao como ”oscillons envelopados”,
uma vez que em t = 0 a nova configuracao esta contida, ”envelopada”, pelo oscillon com
simetria de Lorentz.

Contudo, se quisermos recuperar aos oscillons com simetria de Lorentz, é necessario

impor que k% = k! =0 e k% = —k'° (ou k' = k!0 = 0).
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Figura 4.1: Perfil dos oscillons usuais em 1 + 1-dimensoes com quebra das simetrias de
Lorentz e CPT para t = 0 (esquesda) e ¢t = 1250 (direita) com € = 0.01. A linha mais
fina corresponde ao caso com kogg = 0.12, k11 = 0.30, kg = 0.27 e k19 = 0.21. A linha
mais grossa corresponde ao caso com k,,, = 0.

4.6 Flat-top oscillons com violacao de Lorentz: Teo-
ria com um campo escalar

A alguns anos atrds uma nova classe de oscillon, a qual é caracterizada por um tipo de
platdo em seu topo, foi apresentada por Amin e Shirokoff [126]. Naquele trabalho, os
autores mostraram que esta configuracao tem um impacto importante na dinamica de um
Universo em expansao. Assim, nesta secao, descreveremos o impacto da VL sobre Flat-
Top oscillons. Mais uma vez, estudaremos o caso em 1 + 1-dimensoes, onde a equagao
classica de movimento é dada por (4.26). O potencial que utilizaremos para estudar tal
cendrio é aquele representado em (4.27).

A partir de agora, iniciaremos um ataque direto ao problema de encontrar os chamados
flat-top oscillons. De maneira andloga ao procedimento apresentado em [126], introduzi-
mos um campo escalar reescalado por (Z,T) = ¢(y,7)/,/g, onde Z = /gy, T = w7 e
w = m. E importante destacar que a constante a? é responsével pela mudanca
na frequéncia, sua presenca vem do potencial nao-linear. Com isso, nao é dificil concluir

que a equacao classica de movimento pode ser reescrita da forma
(070 + ¢) + g™ '[~007d — Ojd — ¢° + ¢°] = 0. (4.40)

Entao, poderemos investigar o impacto da violagao da simetria de Lorentz sobre os
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chamados flat-top oscillons, pois o campo ¢ novamente estd carregando as informacoes
sobre a VL através dos parametros k*”. Para fazer esta investigacao, comecamos expan-

dindo o campo escalar ¢ da seguinte maneira

¢(ya 7—) = ¢1(y7 T) + g_1¢3(y7 7_) T (441)

Se substituirmos a expansao do campo escalar mostrada acima na equacao de movi-

mento (4.40), e coletarmos os termos em ordem O(1) e O(g~!), encontramos

0*¢1
72 + ¢1 = 07 (442)
0*¢3 Popr oy

Portanto, a solu¢ao da equagao (4.42) é da forma

o1(y, ) = V(y) cos(7), (4.44)

Com o intuito de encontrar a solu¢ao de V(y), vamos substituir a solu¢ao obtida para

¢1(y, T) na equagao (4.43). Assim, concluimos que

2 2
7% + ¢3 = (d_\l/ — VU + §\If?’ - §‘1/5) cos(7)

or? dy? 4 8
(4.45)
B s B V&
+ (Z\P E\I/ > cos(37) 6 cos(57).
cuja solucao pode ser escrita da forma
1
Gal,7) = SAGly) 2 H(y) +8x] cos (7)
—H(y) cos(37) +4[G(y) T + 2 2] sen(7), (4.46)

onde definimos G(y) = (‘57‘%’ —a®0 + 303 — g\lf5> e H(y) = (30% — 20°). Além disso,
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c1 e ¢y sao constantes arbitrarias de integracao.
Mais uma vez a solucao da funcao ¢3 terda um termo linear na variavel 7, resultando
em uma solugao nao-periddica, e estamos interessados em solugoes em sao peridédicas no

tempo. Portanto, devemos impor que G(y) seja igual a zero. Como consequéncia, temos

>V 3 5
Frie (oﬂ\p - 1\1/3 + ngB) , (4.47)

Neste ponto, podemos verificar que a equagao acima possui o mesmo perfil da equacgao
apresentada na referéncia [126]. Deste modo, esta equacao pode ser integrada, resultando

em

- <%)2 L UW) = B, (4.48)

onde U(¥) = —(1/2)a?¥2+(3/16)¥*—(5/48)¥°. Na equacao acima devemos fazer E = 0,
pois nosso interesse é determinar solucoes localizadas. Além disso, com a imposicao
desta condicao a configuracao do campo ird assintoticamente ao vacuo do pontencial
U(V). Por outro lado, também é usual impor que o perfil de ¥(y) seja suave em y = 0,
tornando-se necesséario fazer d¥(0)/dy = 0. Entao, a partir destas imposicoes, teremos
que E =U(¥y) =0, a qual implica em

2 O

3
=0
8

com ¥y = W(0). Assim, resolvendo a equagao acima em ¥y, encontramos um valor critico
a < a. = 4/27/160. Acima deste valor critico, ¥, torna-se imagindrio.

Agora, deveremos resolver a equacao (4.48) com E = 0. Neste caso, temos que

dW¥
\/QQLIQ _ %\114 + %\1;6

= dy. (4.50)

Resolvendo equagao acima, chegamos a

(uv/4vu)

U(y) = ’
\/2\/5 + COSh[Qy\/W]

onde v = 27/[160(a? — a?)] e u = (v — 1) /v.

(4.51)

Como podemos ver, até a ordem (1), a solu¢do correspondente para o campo nas
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variaveis originais ¢ dada por

orr(T,t) = (4.52)

uv/4vu
\/29\/6 +g cosh { 2[z cos(8)+t sen(9)]\/m}

Vgha

« cos {w[—:p sen(f) + t cos(6)] } L0,
Vhy

O perfil da solugao acima esta plotada na figura 4.2. Nesta figura vemos o perfil
do flat-top oscillon sobre a influéncia da VL. Neste caso, podemos verificar que a VL é
responsavel por um controle da largura do plato do oscillon. Entao, medindo a largura
do oscillon somos capazes de determinar a existéncia e o grau da quebra de simetria. Na
figura 4.3 vemos o perfil tipico do flat-top oscillon.

Por outro lado, o efeito da quebra de simetria sobre a densidade de energia faz com

que a densidade de energia se torne cada vez mais localizada ao redor da origem.

@(X,0) ©(X,200)
10

05 |

)

-100 100

-05

Figura 4.2: Perfil dos Flat-Top oscillons em 1 + 1-dimensoes com quebra da simetria de
Lorentz para t = 0 (esquerda) e t = 200 (direita) com g = 5. A linha fina corresponde ao
caso com koo = 0.12, ki3 = 0.30, kg1 = 0.27 e k1o = 0.21. A linha mais grossa corresponde
ao caso com k,,, = 0.
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Figura 4.3: A figura da esquerda representa o perfil da solugao dos Flat-top oscillons com
quebra da simetria de Lorentz. A figura da direita é o perfil das solugoes dos Flat-top
oscillons sem violagao da simetria de Lorentz.

4.7 Breathers com violacao da simetria de Lorentz:
Teoria com um campo escalar

Nesta secao, estudaremos o perfil de um breather em 14 1 -dimensoes no espago-tempo de
Minkowski na presenca do cenédrio com VL descrito na secao 4.2. Novamente, usaremos a
equagao classica de movimento (4.26). As configuragoes de breathers surgem a partir do

modelo de sine-Gordon

V(p) = %u — cos(By]. (4.53)

Um ponto importante a respeito do modelo de sine-Gordon ¢é que ele ¢é invariante sob a
transformacao ¢ — ¢ + 2nm, onde n é um numero inteiro. Neste caso, a equagao classica

de movimento é
Pp(Z,Y)  Pp(Z,T)
AR 072

+ ysen(fyp) = 0. (4.54)

A equagao acima pode ser resolvida através do método de espalhamento inverso [145].

Assim, apds alguns calculos diretos, concluimos que a solucao do breather é dada por

[ Vv — w?sen(w)

, (4.55)
w cosh(Zy/v — w?)

4
op(Z,T) = 3 arctan

onde w é a frequéncia de oscilagao e descreve diferentes breathers. Na figura 4.4 mostramos

o perfil da solucao apresentada acima.
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¢(X,10)

Figura 4.4: Breathers em 1+ 1-dimensées com VL para t = 0 (esquerda) e t = 10 (direita)
com v =2, w =1, 8 = 1. Alinha fina corresponde ao caso com kgy = 0.28, ky; = 0.30,
ko1 = 0.27 e k1o = 0.37. A linha grossa corresponde ao caso com k,, = 0.

4.8 Radiacao de oscillons com violacao da simetria
de Lorentz: Teoria com um campo escalar

Uma importante caracteristica dos oscillons é sua emissao de radiacao. Através de um
trabalho pioneiro Segur e Kruskal [106] mostraram que oscillons em uma dimensao espacial
decaem emitindo radiacao. Recentemente, os calculos da radiagao emitida em duas e trés
dimensdes espaciais foram feitas em [129]. Por outro lado, em um trabalho recente feito
por Hertzberg [130], os efeitos da radiacao quantica emitida por oscillons foram analisadas,
onde mostrou-se que o caso quantico é muito distinto do cléssico. E importante detacar
que aquele autor mostrou que a amplitude da radiagao classica emitida pelos oscillons,
pode ser encontrada usando a amplitude da transformada de Fourier da estrutura espacial
do oscillon.

Assim, nesta secao, determinaremos a radiacao emitida pelos oscillons apresentados
nas secoes anteriores, os quais apresentam violacoes da simetria de Lorentz. Aqui, vamos
estabelecer um método em 1 4+ 1 dimensoes espaciais que permitira calcular a radiagao
de oscillons em teorias que apresentam VL. Para desenvolver o método, seguiremos um
procedimento semelhante ao apresentado em [130]. Entao, iniciaremos sugerindo que a

solucao da equacao cldssica de movimento possa ser escrita na seguinte forma

Gsol (2, 1) = Qose(x,t) + (2, 1), (4.56)
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onde p,s.(x,t) é a solugdo do oscillon e n(z,t) representa uma pequena corre¢ao. Agora,
substituindo a decomposi¢ao do campo escalar da acima na equagao de movimento (4.17),

encontraremos

82()0080 8290056 82()DOSC 8277

MTor T Mg MG TMop
(4.57)
0%n 0%n
- U 0scy = Oa
0253 + g ar T U(Pose )

onde U(gose,n) € uma funcdo que depende da forma do potencial V,,_, (¢so). Com a fina-
lidade de desacoplar a equagao acima, aplicaremos a rotacao (4.23) seguida das dilatagoes

T =+vhY e X =+/hyZ. Assim, chegamos em

?0ose(Z, ) P@osc(Z,T)  0*n(Z,7T)
ore oz2 T are (4.58)

_Pn(Z,7)

972 + U(‘Posca 77) = 0.

A partir da equacao acima é possivel encontrar a solugao para n(Z,Y). Devemos
lembrar que a funcao n(Z,T) carrega as informagoes da quebra da simetria através da
dependéncia nos parametros k*”. Nosso interesse ¢ investigar o modelo dado por (4.27).

Entao, U(@ese,n) tem a forma

U(onsc; 77) = Qosc TN — Sogsc - 773 + 3903&:77 + 390088772
(4.59)

+ g(¢5,. + 1° + 1092, 0 + 1003, 1

+ 590056774 + 5903%77)‘

Como 7 representa uma pequena correcao, suporemos que os termos nao-lineares 7?2,
n%, n', n° e os termos paramétricos 3ne?2,., Hgnpl,. possam ser desprezados. O motivo
de também desprezarmos os termos paramétricos vem do fato de estarmos trabalhando

em um regime assintotico, onde p,s. também ¢é muito pequeno. Neste regime, a equagao
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(4.58) ird adquirir a seguinte forma

*n(Z,Y)  Pn(Z,7T)
o2 022

+n(Z,Y)=—-J(Z,7),

onde

8290080(27 T) 82@050(27 T)
2T =— s~ op

+(10080(Z7 T) - @250(27 T) + ggpgsc<Z7 T)

(4.60)

(4.61)

Podemos utilizar a transformada de Fourier para resolver a equagao diferencial (4.60),

onde J(Z,T) atua como uma fonte. Com isto em mente, escrevemos abaixo as transfor-

madas de Fourier

1
n(R,w) = Nir /dZdTn(Z,T)
x exp[—i(RZ — wY)],
1
T(Rw) = /dZ dY J(Z,7)

x exp[—i(RZ — wY)].
Entao, temos a solucao correspondente

n(Z,YT) = \/%/dewn(R, w)

x exp[i(RZ — wY)],

onde
J(R,w)

M) =~ 1)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

Através do desenvolvimento acima é possivel encontrar o campo de radiacao para os
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oscillons. Além disso, como uma consequéncia do método, a expansao dos oscillons deve

ser truncada.

4.8.1 8.1. Radiacao dos Oscillons Usuais com VL: Teoria para

um campo escalar

Nesta subsecao estudaremos a radiacao emitida pelos oscillons usuais no cenario com
quebra da simetria de Lorentz. Neste caso, a expansao do oscillon deve ser truncada em

ordem N, da seguinte maneira

oy, 7) = ep1(y, 7) + €3y, 7) + sy, 7) (4.66)

4+ ..+ eNgoN(y,T).

Como exemplo, consideremos o caso com N = 1. Este é o caso onde a configuracao

do campo corresponde ao oscillon

@osc(y7 T) =€ep (yv T)‘ (467)

Substituindo (4.67) em (4.61), obtemos

J(Z,T) = <</§> 3 sech(eZ)]*? cos(3wT). (4.68)

Assim, para N = 1 podemos resolver facilmente a integral (4.64), a qual permite
encontrar n(Z,T). Portanto, podemos generalizar o resultado para N substituindo a
expansao (4.66) em (4.61) e usando a equagcao diferencial (4.29). Apds alguns calculos, o

resultado é

J(Z,7) = Cy N T2[(e2)N T2 cos(wY) + ..., (4.69)

onde Cy sao coeficientes constantes. Por exemplo, para N = 1 temos C; = {/8/3. O
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proximo passo ¢ calcular n(Z, T). Utilizando (4.64) concluimos que

m/mCN €N 12

n(Z,Y1) = o

co8(WyaaY) (4.70)

x sen(kyqaZ) / dZ(eZ)]N Y2 cos(kyag Z).

onde

_ 5 _ 2
Wrad = NW, krad - Wrad

~1 (4.71)

Na expressao (4.70), podemos notar que existe uma radiagao sendo emitida pela con-

figuracao a qual apresenta uma amplitude descrita pela integral

7/mTCyN VT2

A<k7"ad) = L P

(4.72)

X /dZ(ﬁZ)]NH/2 cos(kraa”Z),

também notamos que a radiagao tem uma frequéncia representada por w,.q € um nimero
de onda k,,y. Podemos fazer uso da generalizacao acima para calcular a amplitude de

radiacao os oscillons em cenérios com VL. Por exemplo, para N = 1, temos

4/ 27C €3
A(kyad) = Fryanta € (4.73)
krad
X [b1F(a1,az,a3, —1) + b1 F(ay,a3, a3, —1)],
onde F(ay,as,a3,—1) e F(ay,al, al, —1) sdo fungoes hipergeométricas
1 3
b = == 4.74
DT 3= 2ikyag T 2 (4.74)
3 ikrad 7 ikTCLd
Ao = — — -
T4 2777 4 2

Na figura 4.5 vemos como a amplitude da radiagao emitida muda com o parametro
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k" . Através da figura observamos que a amplitude da radiagao emitida dos oscillons é
controlada pelos termos da quebra de Lorentz do modelo, de tal maneira que a ampli-

tude de radiacao ira decair mais rapidamente quando os efeitos da quebra de Lorentz

aumentarem.
n(x,b) n(x,t)
i 6.x 10-13
4'X10_9§ 4.><10—13! n “ ” ” ” ” “ n
2.x1079 ‘ 2 %10-13 |
,“\‘\‘H' ‘lwH”HLHH"!“"‘ IWH'H! !l |{|!]H|I" X f | . | |
. i ' ‘;‘||‘|!H“HI"‘I}II'MMHI () ‘HH;!;\"IH.HH’I‘HI l\“ 50 L X10_13 q 1 23 C 1
—2.x1079 [ :
s T
AT —6.x10°13 | U

Figura 4.5: Amplitude da radiagao emitida determinada pela transformada de Fourier. A
figura da esquerda corresponde ao caso com VL e a figura da direita ao caso com simetria
de Lorentz.

4.8.2 8.2. Radiacao dos Flat-top oscillons: Teoria para um

campo escalar

Agora apresentaremos a radiacao emitida pelos Flat-top oscillons no cenério com violagao

de Lorentz. Aqui, a expansao associada ao oscillon truncada em ordem N é definida como

oy, 7) = iy, 7) + gmy, ) (4.75)

1 1
+g—2905(y7 )+t gy wan-1(y, 7).
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Substituindo a expansao acima em (4.61), teremos
J(Z, 1) =Cy

N+2
(uv4dvu)

\/29\/_—|—gcosh 2Z\/uv(a? — a?)/\/7]

(4.76)

x cos(nwY) +

onde Cy sao coeficientes constantes. Agora calculamos 1(Z, Y) como dado por (4.64).

Apos realizar alguns calculos, concluimos que

n(z,7) = TTEY

rad

c08(@yqaT) sen(kyaqZ) (4.77)

N+2

/ dZ ( 4f“>
\/2g\/5 + g cosh[2Z+/uvg(a? — a?)]

X COS(E‘de).

onde

Wrad = nw, krad = @3ad — 1. (478)

Conforme a expressao acima, vemos que existe uma radiagao emitida, a qual tem sua

amplitude descrita pela integral

Alkyag) = “{LSN / dZ cos(kyaq Z) (4.79)

N+2

(uv/4vu)
\/2\/_—|—cosh 2Z/uv(a? — a?)/\/g]

Deste modo, podemos usar esta generalizacao para calcular a amplitude de radiagao
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dos Flat-top oscillons em cenarios com VL. Por exemplo, para N = 1, temos

_ 3
ArCy [ uv/4vu
A kra = = a ! ’ 4.

(Kraa) Aok ( NG ) (&1Fa + &1 F) (4.80)

onde F, = F(Qq;Q0;00; 03,0y, Q5) e F, = F(Q; Qo; Qo3 QF, Q4, Q5) sdo as chamadas

fungoes hipergeométricas de Appell de duas varidveis, e

2—a? 2>kra
Ay =2 uv(a? a)7§1:3+ ihroa
V9 Ag
3 ikrad 3 D ikrad
O, =2 O —Z O, == — 4.81
1 2 AO s 862 27 3 9 A() ) ( 8 )

1
94:,/Ag—1—A0,Q5:\/A27 "
o~ + 7 410

Neste caso, notamos que a amplitude da radiacao emitida muda com os parametros
k*¥. Novamente podemos ver que a amplitude da radiacao é controlada pelos termos da
quebra de Lorentz. Além disso, a amplitude de radiacao apresenta um decaimento mais

rapito quando a VL aumenta.

4.9 Oscillons com VL: Teoria com dois campos esca-

lares

Na secao 4.2, mostramos que uma teoria envolvendo dois campos escalares é aquela mais
geral para descrever teorias com VL, pois é possivel encontrar efeitos observaveis da VL.
Entao, nesta se¢ao, estudaremos uma teoria de campos escalares possuindo dois campos
auto-interagentes na presenca de um cenario com VL. A teoria que iremos analisar é

semelhante a aquela dada por Potting [141]. Aqui, iremos trabalhar com a seguinte
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densidade de lagrangiana

1 1
L= 5 u@laﬂ% + 5&19026#902 (4-82)

1
+ §k“'/5u%013u902 —V (1, 92) .

onde V (1, ¢2) é o potencial de interagdo. Como um exemplo, no sentido de encontar

solucoes de oscillons, podemos escolher o potencial na forma

(654 ¢8) — L (4 o) (4.83)

V(@la%%) = 5

Wl

+ ol + 05 +59 (¢ ¢34 07 v3) — 397 ¢3.

Com a finalidade de desacoplar a densidade de lagrangiana (4.82), aplicamos a rotagao

1 1 o
A b (4.84)
02 2\ 1 41 o
Apo6s algumas manipulagoes, concluimos que
1 " L
L= 58/10-18 o1+ 5]61 8u018,,01 (485)
1 " 1w
+§au0'28 o9 + 51{32 8uagf9y02 -V (0'1,0'2) s
onde
v 1 uy o 1.0V 1 v
kl - Zk ,]{]2 - _Zk 5 (486)
e o potencial é
V(Ul702) = V(O'1> +V(O’2), (487)

com
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1 1
V(o) = %Uf - Zaf + 502-2, 1=1,2. (4.88)

E importante notar que aplicando as rotagoes nos campos, a densidade de lagrangiana

se tornou desacoplada, transformando-se em duas densidades de lagrangiana independen-

2
tes L= > L;, onde
i=1

1 1
,Ci = iauaia“ai + Qkfl’aﬂai&,ai - V(O’i), (489)

Podemos ver que todo os desenvolvimentos e resultados feitos para determinar o campo
01 serao os mesmos para se determinar g,. Entao, podemos fazer o caso geral o; que
teremos tanto o como gy. Outro ponto importante que dever ser mencionado € o fato de
qualquer redefinicao de variavel z# continuar carregando informacao do parametro k", o
qual é responsavel pela VL.

Como iremos trabalhar em 1 + 1-dimensoes, a lagrangiana (4.89) torna-se

)

1 1
£l = §ai(@t0i)2 - §bi(8xa,~)2 (4.90)

1
+ édiataiﬁmai - V(O’Z),Z = 1, 2.
Neste caso, temos
a;i=(1+k°), b= 01—k, d = () + K°). (4.91)

Neste ponto torna-se claro porque a densidade de lagrangiana (4.82) é mais geral e
mais fundamental que a teoria descrita por (4.1). Primeiramente, porque as relagoes de
comutacgoes do grupo de Poincare nao sao fechadas, indicando uma violacao da simetria
de Lorentz. Segundo, é impossivel com redefini¢oes das variaveis eliminar os parametros
da VL em (4.85), pois se aplicarmos uma uma mudanga de coordenada com finalidade de
escrever a densidade de lagrangiana em uma forma invariante, somente um dos setores da
teoria se tornara invariante.

Desta maneira, usando os desenvolvimentos descritos na segao 4.4, encontramos a
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equacao
Poi(Z;, ;) 00i(Z;, Xy)
otz oz Y

onde

x cos(0;) + tsen(6;)

Zi: )
VL;

—xsen(6;) + t cos(6;)

Ti:
VI,

com o conjunto de defini¢oes

1 d;
0; = —— arctan ,
2 a; + bz

L= b? — a? + [d? + (a; + b;)?] cos(26;)
‘T 2(a; + b;) ’

a? — b2 + [d? + (a; + b;)?] cos(26;)

H.
! 2(&Z + bl)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)

Felizmente, somos capazes de encontrar solugoes periddicas para os campos o; € 03

a partir da equagao (4.92). Neste caso, estamos olhando para solugdes do tipo oscillons.

Estas solugoes foram determinadas nas secoes 4.5 e 4.6. Assim, utilizando os resultados

daquelas secoes, podemos mostrar que

5 (USUAL) (1) =

(2

o 2 ( \/ { ei[xcos(ﬁi)/Lii tsen(Gi)]})

o {wi[—xsen(eil)q + t cos(6;)] } Y
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(FLAT-TOP)
g; (x

1) = (4.99)

'LLZ'\4/4UZ'UZ'
x cos(6; sen(60; uivi(a2—a?
\/29\/U—i+gcosh{2[ (0:)-+¢ éﬁ% (2 Z)}

« cos {wi[—x Sen(\i}){—j t cos(6;)] } +O(g?),

(USUAL) (FLAT-TOP)

Nas solugoes acima o, representa os oscillons usuais e o; sao os cha-
mados Flat-Top oscillons. Além disso, temos
wi=1/1—€,m =1/1—0a?/g,
(4.100)

2 2
V; = 27/[160(0&0 — )]7”2 = (Ui — 1)/1)1
Como mencionado anteriormente, os campos escalares originais ¢; e @9 sao caracteri-

zados pelos campos o7 e 0y da seguinte forma

o1 + 02 o1 — 09
5 P2 = T

1= (4.101)

E importante destacar que as solucoes apresentadas acima nao representam apenas
relacoes puramente algébricas entre o; e os parametros originais da teoria, mas uma
solucao essencialmente Fisica. Podemos ver que existem dois tipos de frequéncias, as quais
podem ser combinadas para cada campo escalar ¢. Este fato indica que suas solugoes
podem ser consideradas como uma sobreposicao de dois campos independentes, como

consequéncia, podemos ter um fenéomeno de interferéncia na estrutura dos oscillons.

4.10 Conclusoes

Neste capitulo investigamos oscillons usuais e os entao chamados flat-top oscillons para

o caso de cenarios com violacoes da simetria de Lorentz. Mostramos que a violagao da
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simetria é responsavel pelo surgimento de uma espécie de deformacao da configuragao.
Por outro lado, a partir da inspecao dos resultados provenientes dos flat-top oscillons
em 1+ 1-dimensoes com quebra de simetria, em comparagao com apresentados em [126],
vimos que os oscillons estao carregando informagoes dos termos responséaveis pela VL da
teoria em anélise, neste caso fazendo k% = k' = 0 e k%' = —k'0 (ou k% = k! = ()
podemos recuperar a solu¢ao apresentada na referéncia [126]. Além disso, mostramos que
¢é possivel obter o grau da quebra de simetria através da largura do oscillon em 1 + 1
dimensoes. Uma questao importante sobre as solugoes nao-lineares estd relacionada a sua
estabilidade. Assim, estudamos a questao da estabilidade das solugoes encontradas utili-
zando um procedimento semelhante ao apresentado por Hertzberg [130, 126], o qual esta
baseado na determinagao da amplitude da radiagao emitida pelos oscillons. Concluimos
que a radiacao emitida por estes oscillons é controlada pelos termos da VL. do modelo, de
tal maneira que a radiacao decai mais rapidamente quando os termos se tornam maiores.

Uma questao natural, a qual iremos analisar em um futuro trabalho, é sobre as im-
plicagoes cosmoldgicas de possiveis oscillons [146] com outro tipo de violagao da simetria

de Lorentz.
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Capitulo 5

Conclusoes Finais

Nesta tese, apresentamos uma breve introducao ao estudo dos chamados sélitons, os
quais correspondem a certas solucoes de equagoes de onda nao-lineares. Mostramos que
tais objetos sao localizados espacialmente, possuindo densidade de energia finita e que,
mesmo apos sofrerem colisdes, mantém suas formas e velocidades originais. Além disso,
mostramos dois exemplos de configuragoes do tipo sélitons, as quais envolvem campos
escalares em 1 4+ 1 dimensoes. Foi mostrado também que uma maneira de caracterizar
solugoes do tipo soliton é através da chamada carga topoldgica.

No capitulo 2, investigamos a medida da chamada entropia configuracional para uma
classe de modelos que apresentam dois campos escalares auto-interagentes em 1 + 1 di-
mensoes. Encontramos que, apesar da energia das configuragoes serem degeneradas, elas
tém uma configuracao favorita devido a sua entropia configuracional. Deste modo, de-
terminamos através de célculos analiticos e numéricos que a entropia configuracional é
uma fungao do valor ¢g. Assim, mostramos que a fungao S.(cy) apresenta dois valores
de minimos, ou seja, um minimo global e outro local. No ponto de minimo local vimos
que a configuracao sofre uma espécie de transicao de fase, onde kink duplo se transforma
em kink usual. Por outro lado, no valor de minimo global a configuracao apresenta a
minima entropia, o que nos leva a concluir que neste valor de entropia a configuragao é
mais estavel. No capitulo 3, apresentamos uma classe de sélitons viajantes em sistemas
com violacoes das simetrias de Lorentz. Neste caso, mostramos que é possivel construir
alguns solitons viajantes os quais, como deveria ser esperado, nao podem ser mapeados
em configuracoes estaticas através do boost de Lorentz devido a quebra explicita desta

simetria. Ademais, no modelo estudado, encontramos um conjunto completo de solugoes,
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onde tais solugoes apresentam um limite critico controlado pela escolha de uma constante
arbitraria de integracao.

Por fim, discutimos o impacto da quebra da simetria de Lorentz sobre os oscillons
usuais e nos chamdos flat-top oscillons. Neste caso, mostramos que a violacao de Lorentz
é responsavel pela origem de um tipo de deformagao da configuracao, onde as configuragoes
do campo se transformam em oscilatérias em uma regiao localizada proxima de seu valor
maximo. Além disso, notamos que a violacao de Lorentz produz é responsavel em produzir
um desvio no oscillons ao longo da sua direcao espacial. Também concluimos que o efeito
de uma violacao de Lorentz nos oscillons flat-top é responsavel por um colapso do flat-top.
Uma importante analise que fizemos foi determinar analiticamente a radiacao emitida
pelas configuracoes. Neste caso, os resultados obtidos indicaram que a amplitude da
radiacao emitida é controlada pelos parametros da quebra de Lorentz, de tal modo que
os oscillons dentro deste cenario se tornam muito estéveis.

No entanto, torna-se importante a partir desta tese descrever uma teoria geral para
sistemas que envolvem dois campos escalares auto interagentes em cenarios que apresen-
tam violagoes das simetrias de Lorentz e CPT (conjugacao da carga-paridade-reversao
temporal), os quais permitem obter solugoes de oscillons. Assim, como uma continuagao
desta tese, estaremos analisando tais aspectos tedricos. Neste caso, nossa analise estara
voltada em uma caracterizacao analitica de tal teoria. Pois tal descricao podera ofere-
cer um novo caminho para sondar a dimensionalidade do espago. Além disso, em um
contexto cosmoldgico, ao adicionar os efeitos das violagoes das simetrias de Lorentz e
CPT em nossa teoria, poderemos estudar os impactos destas violagoes na formagao de
estruturas logo apoés o periodo de inflacao do Universo, onde foi estimado numericamente
que aproximadamente 20% da densidade de energia total do Universo neste periodo sao
provenientes de configuragoes do tipo oscillons. Desta forma, nossa caracterizagao em um
contexto cosmoldgico podera oferecer uma nova chave para o entendimento da Fisica que

descreve o Universo primordial.
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Apéndice

Com o objetivo de familiarizar aqueles que nao estao acostumados com a notacao
relativistica, decidimos fazer este apéndice. Nele, apresentamos de maneira simples a
transformacao de Lorentz, a qual desempenha um papel importante papel nas solugoes
apresentadas ao longo desta tese. Mostramos também como sao escritos os operadores

diferenciais em termos da notacao relativistica.

A1) Transformagao de Lorentz

Com a finalidade de encontrar uma transformacgao que preserve invariantes as equagoes
de Maxwell ao passar de um referencial inercial para outro, vamos considerar dois referen-
ciais S e S', cujos eixos sdo paralelos e as origens coincidem em ¢t =t = 0. O referencial
S possui velocidade v e move-se paralelamente ao eixo Oz. No referencial S, uma fonte
de luz emite um pulso de luz em t = 0, este pulso de luz se propagara em forma de uma
onda esférica. Para um observador em S, a onda esférica de raio ct se propaga a partir de
O. Para o observador em S’, a onda terd raio ct e estard se propagando a partir de O’

Assim, as frentes de onda em cada um dos referenciais serao dadas por

z® +y* + 2% = A (5.1)

g2 4yt 2= (5.2)

Lembremos que a transformacao de Galileu (TG) é dada por

t=x—vt,y =y, Z =zet=t. (5.3)

. N ~ . /
Portanto, se aplicarmos a TG a equagao da frente de onda no referencial S, teremos

2% = 2zvt + WPt + y? + 2 = Pt (5.4)

a equagao acima é diferente da equagao (5.1) que descreve a frente de onda no referencial
S.
Nosso objetivo é encontrar uma transformacgao que mantenha a equacao da frente de

onda invariante ao passarmos de um referencial inercial para outro e que recupere a TG

103



quando v/c — 0. Como o movimento é ao longo do eixo z, as componentes y e z nao

sofrem modificagoes. Deste modo, vamos tentar a transformagao

T =x—vt,y =y, z=2 et =t+ Az (5.5)

onde A\ é uma constante. Em seguida, aplicamos a transformacao acima na equacao da

. !
frente de onda no referencial S'. Deste modo, teremos

(1= N2 + % 4 22 = 2(v + A at = (1 — v? /)3t (5.6)

Para a equagao acima assumir a forma da equacao da frente de onda dada pela equacao

(5.1), devemos fazer A = —v/c*. Assim, ficamos com

(1 —v?/) 2 +y* + 22 = (1 —v?/P) P, (5.7)
e para eliminar o fator (1 —v?/c?), devemos escrever a transformacio dada pelas equagoes
(5.5) como

/ /

g =rx—uvt),y =y, 2=2 et =4t — (v/P)z]. (5.8)

onde v = [1 —v?/c?|7Y/2. A transformagdo dada acima é denominada transformacao de
Lorentz (TL), com ela a equagdo da onda esférica se mantém invariante ao passar do
referencial inercial S para o referencial inercial S'. Destacamos que a transformacio de
Lorentz conserva invariantes as leis do eletromagnetismo ao passar de um referencial para

outro.

A2) Notagao relativistica
Vamos considerar dois eventos no espago-tempo, (z,y, z,t) e (x+dz,y+dy, z+dz, t +

dt). Desta forma, dizemos que o intervalo entre estes dois eventos é dado por

ds* = 2dt* — d2® — dy* — d2* (5.9)

onde ds serd o mesmo para todos observadores inerciais. Além disso, ds serd invariante
sob a TL. Através da definicao de intervalo dada acima, os eventos em que ds® > 0
sao chamados do tipo-tempo, aqueles em que ds?> < 0 sao chamados do tipo-espaco e

aqueles em que ds? = 0 sao ditos do tipo-luz. Em trés dimensoes espaciais (x,y, z) sao as
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componentes de um vetor, e dr? = da? + dy? + dz? é invariante sob rotacoes. Note que
h4 termos negativos na expressao de ds?, isto significa que o espaco nao é estritamente

euclidiano. Portanto, definimos

ot = (2° 2, 2?, 2°) = (ct, 1, y, 2),
(5.10)
x,, = (To, T1, T2, x3) = (ct, —x, -y, —2),
com a defini¢ao acima podemos escrever o intervalo invariante com
3
ds® = Z datdz, = Adt* — do* — dy* — d2*. (5.11)

n=0
O quadrivetor z* é chamado de vetor contravariante, e o quadrivetor x,, ¢ chamado de
vetor covariante. O produto interno entre um vetor contravariante e um vetor covariante
é um invariante. Por simplicidade, vamos adotar a convencao da soma, onde a soma de

um subindice repetido indica um somatdério sobre ele. Assim, temos

3
de“dmu = dz"dx,,. (5.12)

n=0
A relagao entre z# e z,, ¢ feita através do tensor métrico g, de tal maneira que
_ v o__ 0 1 2 2 5 13
Ty = G’ = GuoT + GuT + gu2x” + guox”. (5.13)

Observando (5.13), vemos que o = z°, 71 = — z', 9 = —2? e 3 = —z*. Portanto,

€screvemos g, como

r o 0 0
0 -1 0 0
gNV = (514)
0 0 -1 0
0 0 0 -1

Para z* = ¢g"x,, observamos que
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1 0 0 0
0 -1 0 0
g = (5.15)
0 0 -1 0
0O 0 0 -1
No caso dos operadores diferenciais, definimos
0 10 =
au:%_(80781782783): (E§7v> )
(5.16)

Deste modo, o operador diferencial de segunda ordem é um invariante de Lorentz,

sendo escrito como

O =09, = -V, (5.17)

9
ot

c
onde [ é o chamado operador d’Alembertiano. Além disso, o quadrivetor energia-

momento de uma particula serd p* = (E/c, p) e p, = (E/c, —p), resultando no invariante

P’ =p'p, = B[ —p-p=mic, (5.18)

Também podemos utilizar a notacao para p,z", que ficara

purt = Et —p- 7. (5.19)
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