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RESUMO 

 
Este trabalho está dividido em quatro partes. Na primeira parte, apresentamos 
uma breve introdução ao estudo dos chamados sólitons, os quais correspondem a 
certas soluções de equações de onda não-lineares. Mostraremos as importantes 
características e propriedades destas classes de configurações. Em adição, vamos 
mostrar dois exemplos de configurações do tipo sólitons, as quais envolvem 
campos escalares em 1+1 dimensões. Além disso, também apresentamos uma 
maneira de caracterizar soluções do tipo sólitons, qual seja a chamada carga 
topológica. Na segunda parte do nosso trabalho, estudamos a chamada entropia 
configuracional para uma classe de modelo que apresentam dois campos 
escalares auto-interagentes que suportam configurações do tipo kinks e lumps. 
Mostramos que, apesar da energia das configurações serem degeneradas, elas 
têm uma configuração favorita devido a sua entropia configuracional. Então, 
apresentamos as consequências gerais deste valor preferido de entropia para a 
estrutura das configurações. Também mostraremos que nossos resultados estão 
em perfeito acordo com aqueles numéricos. Já na terceira parte, apresentaremos 
uma classe de sólitons viajantes em sistemas com violações das simetrias de 
Lorentz. No caso de cenários envolvendo violações de Lorentz é usual construir 
configurações solitônicas estáticas. Aqui mostramos mostrar que é possível 
construir alguns sólitons viajantes os quais, como deveria ser esperado, não 
podem ser mapeados em configurações estáticas através do boost de Lorentz 
devido à quebra explícita desta simetria. Ademais, no modelo estudado, 
encontramos um conjunto completo de soluções. Neste caso, mostraremos que as 
soluções apresentam um limite crítico controlado pela escolha de uma constante 
arbitrária de integração. Na parte final do trabalho, discutimos o impacto da 
quebra da simetria de Lorentz sobre oscillons usuais, nos então chamados flat-top 
oscillons e nas soluções do tipo breathers. Nossa análise estará voltada para um 
cenário rigorosamente demonstrado na literatura. Mostramos que a violação de 
Lorentz é responsável pela origem de um tipo de deformação da configuração, 
onde as configurações do campo se transformam em oscilatórias em uma região 
localizada próxima de seu valor máximo. 
 
PALAVRAS-CHAVE: Sólitons, lumps, oscillons, breathers, entropia 
configuracional, violação de Lorentz.  
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ABSTRACT 

 
This thesis is divided in four parts. In the first part, we present a brief review of 

the study of solitons, which are solutions of nonlinear differential equations. 

Furthermore, we show the important characteristics and properties of these 

classes of configurations. In the second part, we have investigated the measure of 

the configurational entropy of some classes of models which comprises two 

interacting scalar fields. We found that the best configuration of the fields has a 

preferred value. In the third part, we present a new class of traveling solitons in 

Lorentz-violating systems. This is done by using nonlinear models in two-

dimensional space-time of two interacting scalar fields in Lorentz-violating 

scenarios. Here we show that it is possible to construct some solitons with 

position and time dependence which, as it should be expected, can not be mapped 

into a static configuration by means of Lorentz boosts due to its explicit 

breaking. 

Finally, we discuss the impact of the breaking of the Lorentz symmetry on the 

usual oscillons, the so-called flat-top oscillons, and on the breathers. Our analysis 

is performed by using a Lorentz violation scenario rigorously derived in the 

literature. We show that the Lorentz violation is responsible for the origin of a 

kind of deformation of the configuration, where the field configuration becomes 

oscillatory in a localized region near its maximum value. Furthermore, we show 

that the Lorentz breaking symmetry produces a displacement of the oscillon 

along the spatial direction, the same feature is present in the case of breathers. 

 
 
KEYWORDS: Solitons, lumps, oscillons, breathers, configurational entropy, 
Lorentz violation.  



Sumário

1 Uma breve introdução ao estudo dos sólitons 11
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mostra as soluções degeneradas e a figura de baixo apresenta as soluções
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Caṕıtulo 1

Uma breve introdução ao estudo dos

sólitons

Neste caṕıtulo apresentaremos uma breve introdução ao estudo dos chamados sólitons, os

quais correspondem a certas soluções de equações de onda não-lineares. Mostraremos que

tais objetos apresentam as importantes caracteŕısticas de serem localizados espacialmente,

possúırem densidade de energia finita e que, mesmo após sofrerem colisões, mantêm suas

formas e velocidades originais. Ademais, vamos mostrar dois exemplos de configurações

do tipo sólitons, as quais envolvem campos escalares em 1 + 1 dimensões. Por fim, vamos

apresentar uma maneira de caracterizar soluções do tipo sóliton, qual seja, a chamada

carga topológica.

1.1 Introdução

Em Agosto de 1834 um engenheiro escocês chamado John Scott Russell observou um

importante e interessante fenômeno durante a construção de canal entre as cidades de

Edinburgo e Glasgow. Durante sua observação, ele notou que um barco, o qual era puxado

por um par de cavalos ao longo do estreito canal em construção, ao ser freado bruscamente

produziu uma grande onda, bem definida e arredondada. Russell passou a seguir esta

onda, e observou que ela continuava seu curso ao longo do canal mantendo sua forma

e sem diminuir sua velocidade. Sua experiência com este fenômeno foi descrita apenas

alguns anos depois em ”Report of the Fourteenth Meeting of the British Association for

the Advancement of Science”[1], naquele trabalho ele disse:
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”Eu estava observando o movimento de um barco que vinha sendo puxado rapidamente

ao longo de um canal estreito por um par de cavalos, quando o barco, repentinamente,

parou - Não apenas a massa de água no canal que havia sido colocada em movimento

começou a se acumular em torno da proa da embarcação em estado de violenta agitação,

mas de repente ela deixou-o para trás, deslizando para frente com grande velocidade,

adquirindo a forma de uma grande elevação solitária, uma arredondada, suave e bem

definida “corcova” de água, a qual continuou seu curso através do canal aparentemente

sem mudança de forma ou diminuição de velocidade. Eu a segui a cavalo e acompanhei

seu avanço tranqüilo a uma taxa de cerca de oito ou nove milhas por hora, preservando

sua forma original com algo como trinta pés de largura e um a um e meio pés de altura.

Sua altura foi gradualmente diminuindo e, após uma caçada de uma ou duas milhas, eu

a perdi nas bifurcações do canal. Esta, no mês de agosto de 1834, foi a minha primeira

chance de contato com este singular e belo fenômeno, que decidi chamar de ondas de

translação.”

Russell, passou a realizar várias experiências em laboratório, gerando o que ele chamou

de ondas de translação, e conseguiu obter uma forma emṕırica para a velocidade da

onda de translação. Em 1871, Boussinesq [2] e independentemente Lord Rayleigh [3] em

1876, passaram a estudar o problema matematicamente, mas foi apenas no ano de 1895

que Korteweg e De Vries [4] obtiveram uma expressão matemática para determinar a

velocidade da onda observada por Russell.

Embora Russell tenha reportado este importante e interessante fenômeno em 1844, foi

somente na década de 1960 que o estudo deste tipo de sistema ganhou mais interesse na

comunidade cient́ıfica. Tal interesse foi motivado pelo fato que as ondas de translação,

também chamadas de ondas solitárias, ao colidirem manterem suas caracteŕısticas, de

modo que após a colisão permanecem inalteradas, preservando suas formas e velocidades.

Motivados em responder esta questão Zabusky e Kruskal [5], inspirados pelo trabalho de

Fermi, Pasta e Ulam [6] sobre a propagação de fônons em uma rede não-linear, consegui-

ram explicar numericamente o problema, e em analogia aos prótons e fótons, sugeriram

o nome de sólitons para as chamadas ondas não-lineares. Além disso, Zabusky e Kruskal

também mostraram que as ondas solitárias observadas por Russell representam soluções

do tipo sóliton. Após este trabalho uma grande quantidade de estudos descrevendo algum
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tipo de sistema não-linear foram apresentados em várias áreas da F́ısica [7]-[37]. Atual-

mente, o estudo de teorias não-lineares está intimamente relacionada aos então chamados

sólitons [33]-[37], os quais são soluções de equações de campo não-lineares cuja densidade

de energia é localizada no espaço, isto é, suas densidades de energia estão concentradas

em uma pequena região do espaço. Além disso, soluções do tipo sóliton têm a importante

caracteŕıtica de manterem suas formas inalteradas após colidirem uns com os outros.

1.2 Ondas solitárias e sólitons

Como apresentamos na primeira seção deste caṕıtulo, os nomes ondas solitárias e sólitons

fazem referência a uma classe de soluções de equações de onda não-lineares. Para me-

lhor entender as caracteŕısticas dessas soluções, nessa seção iremos apresentar algumas

propriedades da equação de onda

�φ(x, t) = ∂μ∂μφ(x, t) =

(
1

c2

∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)
φ(x, t) = 0, (1.1)

onde φ(x, t) é um campo escalar real em (1 + 1) dimensão e c é a velocidade da luz. A

equação acima apresenta duas importantes caracteŕısticas, as quais devem ser discuti-

das, uma vez que são fundamentais para nossa melhor compreensão a respeito de ondas

solitárias e sólitons.

A primeira caracteŕıstica vem do fato de que qualquer função da forma f(x± ct) será

solução da equação de onda (1.1), desde que seja real e bem comportada. Em particular,

podemos construir um pacote de onda bem localizado que viaja com velocidade uniforme

±c e que mantém sua forma. Assim, podemos escrever a função f(x ± ct) em termos

das funções de ondas planas do tipo sen(kx ± ωt) e cos(kx ± ωt), pois elas formam um

conjunto completo de soluções para a equação de onda, portanto escrevemos

f(x ± ct) =

∫
dk[a±(k) cos(kx ± ωt) + b±(k) sen(kx ± ωt)]. (1.2)

O fato do pacote de onda f(x± ct) viajar mantendo sua forma e sua velocidade, está

relacionado ao fato que todos os seus componentes possuirem a mesma velocidade de onda

(c = ω/k).

Por outro lado, a segunda caracteŕıstica surge do fato de que a soma de dois pacotes

de onda localizados, f1(x − ct) e f2(x + ct), também será uma solução
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f3(x, t) = f1(x − ct) + f2(x + ct). (1.3)

Então, quando t → −∞, teremos dois pacotes de onda localizados que se encontram

separados, e que estão se aproximando sem destrúırem suas formas. Em um dado t finito,

eles colidem. Após a colisão eles se afastam um do outro com t → ∞, mas mantendo suas

formas e velocidades originais. Destacamos que para a equação (1.1), esta propriedade

será válida para mais de dois pacotes de onda.

As duas caracteŕısticas que mencionamos acima, ou seja, a retenção da forma e veloci-

dade de um pacote de onda mesmo após sofrerem colisões são caracteŕısticas das soluções

da equação (1.1), que é uma equação simples, sendo linear e não dispersiva. No entanto,

várias equações na F́ısica são mais complicadas, podendo conter termos não-lineares, dis-

persivos, e com vários campos acoplados. A presença destes termos na equação (1.1),

tende a destruir as caracteŕısticas apresentadas, mesmo em (1 + 1) dimensões. Como

exemplo, podemos considerar a equação de Klein-Gordon em duas dimensões

(� + m2c2)φ(x, t) = 0. (1.4)

A equação acima é linear, e funções do tipo ondas planas formam um conjunto com-

pleto de soluções, mas agora diferentes comprimentos de onda viajam com diferentes

velocidades. Então, o pacote de onda que tem a forma em t = 0 igual a

f(x) =

∫
dk [a(k) cos(kx) + b(k) sen(kx)] , (1.5)

irá se alargar com o tempo. Desta forma, a caracteŕıstica do pacote de onda ser não

dispersivo é perdida, consequentemente não existem pacotes de onda que mantêm suas

formas depois de sofrerem colisões.

Outro exemplo que podemos considerar é aquele em que adicionamos um termo não-

linear na equação (1.1), como exemplo escrevemos

�φ + φ3 = 0, (1.6)

esta equação possui apenas algumas soluções que são obtidas através de métodos numéricos

ou aproximados.
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No entanto, é posśıvel que para algumas equações onde os termos não-lineares e dis-

persivos estão presentes, os efeitos médios de cada um deles se compensem, assim fazendo

com que a caracteŕıstica do pacote de onda de manter sua forma e velocidade seja satis-

feita, podendo ocorrer em uma, duas ou três dimensões espaciais. Quando isso ocorre,

dizemos que as soluções são as chamadas ondas solitárias. Por outro lado, quando os

pacotes de onda também manterem suas formas após sofrerem colisões, as soluções são

chamadas de sólitons.

Para utilizar uma definição mais precisa sobre ondas solitárias e sólitons, devemos

utilizar o conceito de densidade de energia ε(x, t), a qual é alguma função do campo

φ(x, t). No caso da teoria clássica de campos em uma dimensão espacial e uma dimensão

temporal a dinâmica da teoria é descrita pela densidade de lagrangiana

L =
1

2
∂μφ∂μφ − V (φ) , (1.7)

onde μ é igual a 0 ou 1, onde V (φ) é alguma função arbitrária de φ, ou seja, é o potencial

dependente do campo. Desta forma, a energia funcional de qualquer configuração de

campo é dada por

E[φ] =

∫
dx[(1/2)(∂0φ)2 + (1/2)(∂1φ)2 + V (φ)]. (1.8)

Se a energia é limitada inferiormente, V (φ) também deverá ser limitado inferiormente,

neste caso sempre podemos adicionar uma constante ao potencial, tal que o valor mı́nimo

de V seja zero. Note que, a partir da equação (1.8), o estado de mı́nima energia (estado

fundamental) é aquele para o qual φi é, independentemente do tempo e do espaço, os

zeros de V . Assim, se V tem vários zeros, a teoria tem vários mı́nimos. Utilizamos a

palavra ”localizada”, muitas vezes encontrada na literatura, para especificar as soluções

de equações de campo com densidade de energia ε(x, t) localizada e energia localizada.

Com isso, uma onda solitária é definida como uma solução com densidade de ener-

gia localizada e não-singular de alguma equação de campo não-linear (ou de equações

acopladas, quandos vários campos estão envolvidos) cuja densidade de energia tem uma

dependência da forma

ε(
x, t) = ε(
x − 
ut), (1.9)
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onde 
u é algum vetor velocidade. Em outras palavras, a densidade de energia deve se

mover com velocidade constante e mantendo sua forma.

Por outro lado, sólitons são ondas solitárias cujo perfil da densidade de energia no

limite assintótico (t → ∞) recupera sua forma e velocidade originais mesmo após sofrerem

colisões. Enquanto todos sólitons são ondas solitárias, o contrário não é verdade.

1.3 Sólitons e ondas solitárias em (1 + 1) dimensões

Como mencionamos na seção anterior, sólitons são soluções de equações de campo não-

lineares, que apresentam densidade de energia localizada (bem definida) e que após sofre-

rem colisões mantêm suas formas e velocidades originais. Assim, nesta seção apresentamos

os fundamentos teóricos para encontrar soluções do tipo sóliton. Iniciamos com a teoria

φ4, a qual é muito familiar no contexto da Teoria Quântica de Campos, nesta teoria o

potencial V (φ) pode ser escrito como

V (φ) =
λ

2
φ4 − μ2φ2 +

μ4

2λ
, (1.10)

com λ e μ2 sendo parâmetros positivo definidos. Este potencial também pode ser escrito

na forma

V (φ) =
λ

2
(φ2 − a2)2, (1.11)

onde a2 ≡ μ2/λ. Os dois mı́nimos do potencial estão localizados em φ = ±a.

Outro modelo que também utilizamos é o chamado modelo de sine-Gordon, onde o

potencial pode ser escrito como

V (φ) =
α

β2
[1 − cos(βφ)], (1.12)

onde α e β são parâmetros reais. É interessante ressaltar que este tipo de sistema tem

sido usado no estudo de um amplo número de fenômenos, incluindo a propagação de

deslocamentos em cristais, condução de ondas em membranas, fluxo magnético nas junções

Josephson e em modelos em duas dimensões de part́ıculas elementares [8, 38]. No modelo

de sine-Gordon os vácuos são aqueles nos quais φi = 2nπ/β com n ∈ Z∗.

Retornando à idéia desta seção, vamos procurar as soluções das equações de movi-
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mento. Para soluções independentes do tempo, o prinćıpio de Hamilton se reduz a

δE = δ

∫
dx

[
1

2
(∂1φ)2 + V (φ)

]
= 0. (1.13)

Porém, nem todas as soluções possuem energia finita. Para a integral (1.8) convergir

é necessário que o campo φ(x) tenda aos zeros do potencial com x → ±∞. Em outras

palavras, é necessário que nos limites assintóticos (x → ±∞) o campo φ seja um dos

mı́nimos do potencial.

A discussão acima pode ser aplicada a modelos em que o potencial V tenha dois

mı́nimos adjacentes, sendo a forma do potencial V entre os zeros irrelevante. Além disso,

o comportamento de V fora da região entre os zeros também é irrelevante.

Assim, podemos dizer que se o potencial V tem somente um zero, não existem soluções

independentes do tempo com energia finita. Por outro lado, para potenciais que apre-

sentam dois pontos de mı́nimo, a configuração do campo φ pode permanecer em um dos

zeros do potencial com x → ±∞, ou mover-se de um dos mı́nimos de V com x → −∞
para o outro mı́nimo com x → +∞.

Para encontrar as configurações estáticas do campo escalar, utilizamos a equação de

movimento, que se reduzirá a

φ
′′

=
dV

dφ
, (1.14)

onde o sobrescrito linha significa derivada em relação à coordenada espacial. Multipli-

cando a equação acima por φ
′
e integrando em x, temos

∫
dxφ

′
φ

′′
=

∫
dxφ

′ ∂V

∂φ
, (1.15)

que poderá ser reescrita como

∫
d

dx

[
1

2
(φ

′
)2

]
dx =

∫
dV

dx
dx, (1.16)

desta maneira, encontramos

1

2
(φ

′
)2 = V (φ) + C0, (1.17)

onde C0 é uma constante arbitrária de integração.
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Integrando a equação acima, chegamos a

x − x0 = ±
∫ φ

φ0

dφ√
2V (φ) + C0

. (1.18)

O parâmetro arbitrário φ0 é o valor de φ em x0, e pode ser qualquer valor entre os dois

zeros adjacentes do potencial. É interessante destacar que a presença deste parâmetro φ0

é apenas uma questão de invariância espacial translacional. Este fato pode ser visualizado

dizendo que se f(x) é solução de (1.18) com algum valor fixo φ0, então a solução geral

com φ0 arbitrário será

φ = f(x − x0), (1.19)

onde x0 é arbitrário. Em outras palavras, o centro da solução pode ser qualquer. Com a

equação (1.17), a expressão da energia total (1.8) pode ser simplesmente escrita como

E =

∫
dx(∂1φ)2 =

∫
dφ
√

2V (φ) + C0. (1.20)

O método apresentado até aqui para encontrar soluções das configurações de campo,

é usualmente conhecido na literatura. Como vimos, ele permite reduzir uma equação de

segunda ordem unidimensional a uma equação de primeira, independentemente da forma

de V (φ). Entretanto, é interessante que o potencial seja uma função bem comportada do

campo, além disso, deve ser positiva e limitada inferiormente.

No sentido de garantir que a energia seja bem definida nos limites assintóticos da

configuração do campo, o valor da constante arbitrária de integração C0 deve ser zero.

Um outro método, também encontrado na literatura, é o chamado método de Bo-

gomol’nyi, Prasad e Sommerfield [12, 13]. Tal método consiste em reescrever a energia

funcional total do sistema, de tal maneira que seja posśıvel encontrar a equação (1.17)

como equação para as configurações de mı́nima energia. Para fazer isto, devemos mani-

pular os termos da energia funcional de tal forma que possamos completar quadrado,

E =

∫
dx

[
1

2
(∂0φ)2 +

1

2

(
∂1φ ∓

√
2V
)2

±
√

2V (∂1φ)

]
. (1.21)

Então, para valores fixos de φ com x → ±∞, a energia será mı́nima se
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∂0φ = 0, (1.22)

ou seja, o campo escalar é estático. Além disso, devemos ter

∂1φ ∓
√

2V (φ) = 0, (1.23)

pois as posśıveis configurações são aquelas em que nos limites assintóticos a configuração

do campo se encontra em um dos mı́nimos do potencial, que neste caso é zero, por este

motivo escolhemos C0 = 0. Assim, escrevemos

1

2
(∂1φ)2 = V (φ). (1.24)

Portanto, o valor mı́nimo de energia será

Emı́n. = ±
∫ φ(∞)

φ(−∞)

dφ̃

√
2V (φ̃). (1.25)

É importante notar que o método de Bogomol’nyi possibilita obter a equação diferen-

cial de primeira ordem, e também escrever a energia mı́nima, muitas vezes chamadas de

energia BPS (Bogomol’nyi, Prasad e Sommerfield) [12, 13].

Agora, para ilustrar uma aplicação do método de obter soluções para a configuração

do campo escalar, vamos utilizar os dois exemplos apresentados, quais sejam, o modelo

φ4 e sine-Gordon.

No modelo φ4, a equação (1.18) ficará

x − x0 =
1√
λ

∫ φ

φ0

dφ̃
1

φ̃2 − a2
. (1.26)

Resolvendo a integral acima e invertendo a equação para obter φ em função de x,

chegamos a

φ(x) = ±a tanh[μ(x − x0)], (1.27)

onde assumimos que φ0 = 0. Os sinais + e − na solução acima se referem aos chamados

kinks e antikinks, respectivamente. As soluções para o kink e antikink conectam os dois

mı́nimos do potencial, saindo de φ(x → −∞) = ∓a e terminando em φ(x → ∞) = ±a.
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Figura 1.1: Kink e antikink com a = μ = 1 e x0 = 0.

Na figura 1.1 vemos os perfis do kink do antikink. Nesta figura, podemos observar os

limites assintóticos das soluções.

Note que, o efeito da invariância translacional é observada explicitamente, ou seja, x0

provoca um desvio espacial na solução. Outro fato interessante, é a simetria da densidade

de lagrangiana sob a troca x ↔ −x e, separadamente, sob a troca φ ↔ −φ. Vemos que

estas trocas refletem nas relações

φkink(x) = −φantikink(x) = φantikink(−x), (1.28)

onde fizemos x0 = 0. Esta simetria de reflexão mantém invariante a lagrangiana sob a

troca de φ ↔ −φ, e é chamada Z2. Por este motivo, alguns autores costumam denominar

o kink de ”Z2 kink”.

A densidade de energia da solução do kink é dada por

ε(x) = 4μ4λ{sech[
√

2λμ(x − x0)]}4. (1.29)

Podemos notar, a partir da figura 1.2 que a densidade de energia do kink é localizada

na região ao redor da origem.
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Figura 1.2: Densidade de energia do kink com μ = λ = 1 e x0 = 0.

Assim, a energia total do kink, as vezes chamada massa clássica do kink Mcl, fica

sendo

E = Mcl =
4μ3

3λ
. (1.30)

Portanto, a energia total é finita e o kink é uma onda solitária. Através de cáculos

numéricos, é posśıvel mostrar que um kink e um antikink que estão se aproximando um do

outro, não retêm suas formas após colidirem. Este fato, mostra que o kink deste modelo

é uma onda solitária, mas não um sóliton.

Além de tudo, para sistemas com invariância relativ́ıstica, uma vez conhecida a solução

estática, soluções dependentes do tempo podem ser obtidas através de um boost de Lo-

rentz (veja apêndice), isto é, passando para um sistema de coordenadas em movimento.

Então, a solução estática do kink pode ser transformada para a solução do kink em

movimento através do boost de Lorentz, neste caso a solução será

φv(x, t) = ±a tanh{μγ[(x − x0) − vt]}, (1.31)

com γ = (1 − v2/c2)−1/2. Agora, a solução dependente do tempo da energia total é
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Ev = γMcl. (1.32)

onde Mcl é a massa clássica da configuração estática.

No caso do modelo de sine-Gordon, encontramos que

φ(x) =
4

β
arctan[exp(

√
αx)], (1.33)

e a correspondente energia, é dada por

E = Mcl =
8
√

α

β2
. (1.34)
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Figura 1.3: Perfil do kink do modelo de sine-Gordon com α = β = 1.

Aplicando o boost de Lorentz, a solução do modelo de sine-Gordon é escrita como

φ(x) =
4

β
arctan

{
exp

[√
αγ(x − vt)

]}
. (1.35)

A solução do modelo de sine-Gordon, representa um sóliton, uma vez que mesmo após

sofrer colisões mantêm sua forma inalterada [33], em contraste com a solução do kink da

teoria λφ4.
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1.4 Pequenas oscilações e estabilidade

Vimos nas seções anteriores que é posśıvel para qualquer teoria que envolva um campo

escalar em uma dimensão espacial e que possui mais de um estado de energia mı́nima,

encontrarmos soluções independentes do tempo com energia finita.

No entanto, devemos verificar se estas soluções são estáveis sob pequenas perturbações

[33, 36, 37]. Neste sentido, vamos analisar este problema nesta seção. A equação de

movimento para a densidade de lagrangiana (1.7) é dada por

�φ +
dV

dφ
= 0, (1.36)

consideremos a solução da forma

φ(x, t) = φclas.(x) + η(x, t), (1.37)

onde a função φclas.(x) = φ(x) é a solução clássica independente do tempo e η(x, t) é o

termo responsável pela perturbação. Inserindo a expressão (1.37) na equação de movi-

mento (1.36) e tomando apenas os termos em primeira ordem na perturbação, chegamos

a

�η +
d2V (φclas.)

dφ2
η = 0, (1.38)

Esta equação é invariante sob transformações temporais, deste modo, podemos escrever

o termo perturbativo η(x, t) como uma superposição dos estados

η(x, t) =
∑

n

aneiωntψn(x). (1.39)

Então, teremos que

−d2ψn

dx2
+ V

′′
(φclas.)ψn = ω2

nψn. (1.40)

Observe que a equação acima é do tipo de Schrödinger, com o potencial sendo V
′′
(φclas.),

onde linha representa a derivada em relação ao campo φclas.. Com isso, dizemos que a

solução é estável se os auto-valores desta equação assumirem apenas valores positivos ou

nulos, caso contrário a solução será instável.
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1.5 Carga topológica

Uma maneira de caracterizar as soluções do tipo kink, é notar a presença de uma corrente

conservada do tipo

jμ = c εμν∂νφ, (1.41)

onde ν, μ = 0, 1, εμν é o tensor antisimétrico em duas dimensões (ε01 = 1) e c é uma

constante conveniente, que pode ser escolhida de acordo com o modelo em estudo. Através

da antisimetria de εμν , vemos que jμ é conservada: ∂μj
μ = 0. Portanto,

Q =

∫ ∞

−∞
dxj0 = c [φ(∞) − φ(−∞)], (1.42)

onde Q é a carga conservada, chamada de carga topológica do modelo sob análise. Para

configurações em que o valor da carga topológica resulta em Q 	= 0, dizemos que a solução

é topológica. Caso contrário, com Q = 0, dizemos que a solução é não-topológica. Por

exemplo, na configuração do tipo kink (1.27) do modelo λφ4, a carga topológica é

Q =

∫ ∞

−∞
dxj0 =

1

2a
[φ(∞) − φ(−∞)] = 1, (1.43)

então, dizemos que a configuração é topológica. Por outro lado, o anti-kink tem carga

Q = −1. Um interessante exemplo de configuração não-topológica é o chamado lump,

onde a configuração do campo permanece em um dos mı́nimos do potencial.

É importante destacar que tal lei de conservação da carga topológica aqui apresentada

mostra que nenhum processo com energia finita pode mudar os valores assintóticos do

campo. Em contraste com as cargas conservadas obitidas através do teorema de Noether,

onde as cargas topológicas estão diretamente associadas com uma simetria da lagrangiana.
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Caṕıtulo 2

Medida da entropia configuracional

para dois campos escalares

auto-interagentes

Neste caṕıtulo investigaremos a medida da chamada entropia configuracional para uma

classe de modelos que apresentam dois campos escalares auto-interagentes em 1 + 1 di-

mensões. Mostraremos que, apesar da energia das configurações serem degeneradas, elas

têm uma configuração favorita devido a sua entropia configuracional. Então, apresen-

tamos as consequências gerais deste valor preferido da entropia para a estrutura das

configurações. Também mostraremos que nossos resultados estão em perfeito acordo com

aqueles obtidos numericamente.

2.1 Introdução

Basta uma rápida olhada ao nosso redor que observaremos que a maior parte da natureza

é descrita por fenômenos não-lineares. Como um simples exemplo da nossa afirmação,

vamos imaginar que estamos assistindo uma linda apresentação teatral em um auditório.

Assim, quando a apresentação acabar, todas as pessoas que ocupam o auditório começarão

a aplaudir o elenco de atores. Notaremos que haverá uma inconsistência nos aplausos

no ińıcio, mas apenas alguns segundos após o ińıcio poderemos observar um aplauso

sincronizado. Este interessante fenômeno de sincronização é muito bem entendido usando

modelos de osciladores acoplados, os quais estão baseados no então chamado modelo de
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Kuramoto [39], o qual possui origem puramente não-linear.

Atualmente, várias áreas da F́ısica apresentam a não-linearidade em seus desenvolvi-

mentos teóricos como uma chave fundamental para estudar e entender o funcionamento

do Universo, desde escalas atômicas até escalas macroscópicas. Por exemplo, podemos en-

contrar não-linearidade em Cosmologia [34], Teoria de Campos [36, 37], F́ısica da Matéria

Condensada [32], e em outras importantes áreas [35]. Um outro crescente interesse na

não-linearidade surge a partir dos defeitos topológicos, os quais estão associados com al-

gum tipo de quebra da simetria. Neste caso, os modelos em estudo apresentam mı́nimos

de energia degenerados, os quais são responsáveis pela formação de paredes de domı́nio

conectando tais valores mı́nimos de energia. Por exemplo, em um sistema de matéria

condensada, podemos encontrar paredes de domı́nio em materiais ferromagnéticos onde

paredes de domı́nio com diferentes magnetizações são formadas no sentido de minimizar

a energia magnética.

Em um cenário cosmológico, defeitos topológicos aparecem a partir de transições de

fase. Dentro deste contexto, no ińıcio o Universo estaria em um estado para o qual a

densidade de energia era extremamente alta e localizada em estado de falso vácuo. Com

a expansão do Universo e seu consequente resfriamento, podemos pensar que ele passa

por uma transição de fase. Neste ponto, como um exemplo, podemos citar o trabalho

de Coleman [40], o qual sugeriu que no ińıcio o Universo se encontrava em um vácuo

falso, o qual era extremamente denso, e deste modo, seu destino é tender para um vácuo

verdadeiro quando t → ∞.

Nos dias de hoje, a presença da não-linearidade é bem entendida em uma ampla

classe de modelos, apresentando, ou não, natureza topológica. Como examplos podemos

citar os monopolos, texturas, cordas e kinks [34, 36, 37]. Em particular, destacamos

os chamados kinks os quais são soluções não dissipativas com a presença de uma carga

topológica associada. Como mostrado no Caṕıtulo 1, configurações do tipo kink surgem

em teorias de campos quando o potencial dependente do campo escalar possui dois ou

mais mı́nimos degenerados. Como exemplo apresentamos o kink φ4, também chamado

kink Z2 [41]. Neste caso, mostramos que a configuração de energia mı́nima do campo

escalar real interpola os mı́nimos degenerados do potencial.

A presença da não-linearidade na natureza é fascinante, mas ao mesmo tempo as-

sustatora, pois não temos desenvolvimentos matemáticos suficientes para resolver ana-
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liticamente os problemas associados com alguns tipos de não-linearidade. No entanto,

um poderoso desenvolvimento para resolver problemas não-lineares analiticamente foi in-

troduzido na década de 1970 por Bogomolnyi, Prasad e Sommerfield [12, 13]. Aqui, é

importante destacar que o método apresentado por Bogomolnyi, Prasad e Sommerfield é

chamado na literatura de método BPS. Este método está baseado em obter uma equação

diferencial de primeira ordem a partir da energia funcional. Utilizando este método,

é posśıvel encontrar soluções que minimizam a energia da configuração e que ao mesmo

tempo garantem a sua estabilidade. Na verdade, podemos encontrar uma ampla variedade

de modelos na literatura apresentando as propriedades BPS. Como exemplos, podemos

encontrar as soluções BPS no modelo de Skyrme [42], em monopolos [43, 44], em buracos

negros supersimétricos [45], em teorias de supergravidade [46], e nas teorias K [47]-[50].

Contudo, algumas décadas atrás foi mostrado na literatura que é posśıvel encontrar

soluções para teorias não-lineares envolvendo campos escalares acoplados em 1 + 1 di-

mensões. Este desenvolvimento foi apresentado por Rajaramam e está embasado em um

método de ”tentativa e erro”, o qual conduz à algumas importantes soluções particulares.

No entanto, Bazeia e colaboradores [25] mostraram que algumas soluções de sistemas de

equações diferenciais de segunda ordem, envolvendo dois ou mais campos escalares, po-

dem ser mapeadas em um correspondente conjunto de equações diferenciais não-lineares

de primeira ordem. Naquele trabalho, os autores aplicaram suas soluções em uma grande

variedade de modelos naturais, desde poĺımeros até paredes de domı́nio. Motivado em

encontrar um procedimento o qual é absolutamente geral quando trabalhamos com siste-

mas não-lineares como aqueles estudados em [25], foi mostrado por Dutra [28] que alguns

sistemas não-lineares podem ser mapeados em equações diferenciais lineares de primeira

ordem e, como consequência, podemos obter a solução geral do sistema.

Por outro lado, em 1948, em um trabalho muito importante e pioneiro, Shannon [51]

descreveu o que foi chamado de ”Uma Teoria Matemática da Comunicação”, a qual atual-

mente é conhecida como ”Teoria da Informação”. Naquele trabalho, Shannon introduziu

uma teoria matemática capaz de resolver o problema mais fundamental da teoria da in-

formação, ou seja, aquele da transmissão de informação exatamente ou quase exatamente.

A idéia central da teoria da informação apresentada em [51], foi introduzir os conceitos

de entropia e informação mútua usando o ponto de vista da teoria da comunicação. Neste

contexto, a entropia foi definida como a medida da ”incerteza”ou ”aleatoriedade”de um
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fenômeno aleatório. Assim, se uma pequena quantidade de informação sobre uma variável

aleatória é recebida, a incerteza diminui. Como consequência, podemos medir esta redução

na incerteza a qual pode ser relacionada a quantidade de informação transmitida. Esta

quantidade é a então chamada informação mútua. Após o trabalho de Shannon, um

amplo número de sistemas de comunicação tem sido rigorosamente analisado a partir do

ponto de vista da teoria da informação, onde vários tipos de transmissão de informação

podem ser estudados através de um modelo unificado.

Além disso, em um cenário cosmológico, Bardeen, Carter e Hawking [52] estabeleceram

a relação entre as leis da termodinâmica de buracos negros. Alguns anos mais tarde, Wald

[53], motivado pela conexão entre buracos negros e termodinâmica, fez uma definição

precisa de entropia para um sistema auto-gravitante o qual contém um buraco negro. As

idéias aplicadas em [53] seguem aquelas apresentadas pela teoria da informação.

Por outro lado, em um trabalho recente de Gleiser e Stamatopoulos [54], o conceito

de entropia foi, mais uma vez, reintroduzido na literatura, mas agora com um desenvolvi-

mento capaz de levar em conta a dinâmica e o conteúdo de informação de modelos cujas

configurações possuem densidade de energia localizadas. Naquele trabalho, os autores,

usando uma analogia com a teoria da informação de Shannon, construiram uma entropia

configuracional a qual pode ser aplicada para variados modelos não-lineares que envolvem

campos escalares com soluções caracteŕısticas de sólitons, ou seja, com energia espacial-

mente localizada. Como mostrado por aqueles autores [54], a entropia configuracional

pode resolver situações onde as energias das configurações são degeneradas. Neste caso,

a entropia configuracional pode ser utilizada para selecionar a melhor configuração entre

aquelas degeneradas, ou seja, a melhor configuração seria aquela com menor entropia. O

desenvolvimento apresentado em [54] tem sido usado para estudar sistemas dinâmicos fora

do equiĺıbrio em problemas envolvendo quebra espontânea de simetria e a estabilidade de

objetos compactos [55, 56].

Assim, no presente trabalho analisamos a medida da entropia configuracional para

classes de modelos que possuem dois campos escalares auto-interagentes [10, 11, 25, 28].

Aqui, é importante destacar que estas classes de modelos exibem uma rica estrutura

devido a variedade de kinks (sólitons) que eles compreendem. Além do mais, esta classe

de modelos têm sido extensivamente estudada na literatura e dão origem a bags, junções

e redes de defeitos BPS e não-BPS [57].
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Na seção 2.1 faremos uma breve revisão do modelo a ser estudado e suas soluções. Na

seção 2.3 apresentamos uma rápida revisão da medida da entropia configuracional para

soluções espacialmente localizadas. A seção 2.4 está dedicada ao cálculo da entropia confi-

guracional do modelo sob análise e a seção 2.5 é voltada para as conclusões e importantes

considerações.

2.2 Uma breve revisão do modelo e suas soluções

Nesta seção apresentamos uma breve revisão do modelo sob estudo e das correspondentes

configurações dos campos escalares que compõem o modelo. Assim, nesta seção estudamos

uma teoria de campos escalares em 1+1 dimensões com dois campos escalares reais auto-

interagentes, a qual é descrita pela seguinte densidade de lagrangiana

L =
1

2
(∂νφ)2 +

1

2
(∂νχ)2 − V (φ, χ), (2.1)

onde V (φ, χ) é o potencial, o qual descreve o sistema com dois campos escalares reais auto-

interagentes. Na densidade de lagrangiana acima, estamos usando unidades naturais com

c igual à unidade e a métrica ηνβ = diag(1,−1) em um espaço bidimensional, onde uma

dimensão é o tempo e a outra é o espaço. Neste caso, as coordenadas são definidas por

xν = (t, x).

Impondo que o potencial deva ser representado em termos de um superpotencial

W (φ, χ) do tipo

V (φ, χ) =
1

2

[(
∂W (φ, χ)

∂φ

)2

+

(
∂W (φ, χ)

∂χ

)2
]

, (2.2)

É importante destacar que a teoria super-simétrica é uma fonte significante para gerar

distintas paredes de domı́nio e sólitons topológicos [24, 58, 59]. Além disso, pesquisas

usando modelos definidos por W (φ, χ) têm sido desenvolvidas na literatura e importantes

resultados têm surgido.

A partir da densidade de lagrangiana (2.1), as equações clássicas de Euler–Lagrange
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das configurações estáticas de campo φ = φ(x) e χ = χ(x) são dadas por

d2φ

dx2
= WφWφφ + WχWχφ, (2.3)

d2χ

dx2
= WχWχχ + WφWχφ. (2.4)

Deste modo, a energia funcional das configurações estáticas de campo podem ser

calculadas como

E =
1

2

∫ ∞

−∞
dx

[(
dφ

dx

)2

+

(
dχ

dx

)2

+ W 2
φ + W 2

χ

]
, (2.5)

onde Wφ ≡ ∂W (φ,χ)
∂φ

e Wχ ≡ ∂W (φ,χ)
∂χ

. A energia funcional acima pode ser facilmente

reescrita na seguinte forma

E =
1

2

∫ ∞

−∞
dx

[(
dφ

dx
− Wφ

)2

+

(
dχ

dx
− Wχ

)2

(2.6)

+2

(
Wφ

dφ

dx
+ Wχ

dχ

dx

)]
.

Assim, como uma consequência, as soluções com mı́nima energia das equações diferen-

ciais de segunda ordem para as soluções estáticas podem ser encontradas a partir seguintes

equações diferenciais de primeira ordem

dφ

dx
= Wφ,

dχ

dx
= Wχ. (2.7)

Então, a energia EBPS, a qual é chamada de energia BPS, é escrita como

EBPS = |W (φj, χj) − W (φi, χi)| , (2.8)

onde φi e χi denotam o i-ésimo estado de vácuo do modelo.

Seguindo o procedimento apresentado na referência [28], é posśıvel a partir do conjunto
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de equações diferenciais (2.7) escrever a equação

dφ

Wφ

= dx =
dχ

Wχ

, (2.9)

a qual conduz a
dφ

dχ
=

Wφ

Wχ

. (2.10)

Em geral, a equação diferencial acima é não-linear e relaciona os campos escalares

do modelo. Consequentemente, a equação (2.10) diz que o campo φ é uma função do

campo χ, em outras palavras, φ = φ(χ). Assim, uma vez que esta função é conhecida, as

equações (2.7) se tornam desacopladas e podem ser resolvidas.

No sentido de tornar esta seção auto-consistente, vamos revisar o modelo estudado

em [25, 28], o qual é usado para modelar um grande número de sistemas [25, 57], cujo

superpotencial é dado por

W (φ, χ) = −λφ +
λ

3
φ3 + μφχ2. (2.11)

onde λ e μ são constantes de acoplamento adimensionais, reais e positivas. O potencial

V (φ, χ) do modelo com o superpotencial apresentado acima é escrito como

V (φ, χ) =
1

2

[
λ2 + λ2φ2(φ2 − 2)

(2.12)

+μ2χ2

(
χ2 − 2λ

μ

)
+ 2μ2

(
λ

μ
+ 2

)
φ2χ2

]
.

Para λ/μ > 0 o modelo tem quatro valores de mı́nimo supersimétricos (φ, χ). Neste

caso, estes valores correspondem a

M1 = (−1, 0), M2 = (1, 0),

(2.13)

M3 =

(
0,−

√
λ

μ

)
, M4 =

(
0,

√
λ

μ

)
.

As órbitas conectando os estados de vácuo deste modelo podem ser vistas na figura

2.1. Note que, a partir da figura, temos seis configurações conectando os vácuos, onde
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cinco são estados BPS e um é não-BPS.

M1 M2

Φ

M3

M4

Χ

M1 M2

Φ

M3

M4

Χ

c0 � �2.00001

c0 � �3

c0 � 1 � 16.00001

c0 � 0

a� Λ � Μ b� Λ � 4 Μ

M1 M2

Φ

M3

M4

Χ

M1 M2

Φ

M3

M4

Χa� Λ � Μ b� Λ � 4 Μ

c0 � �2 c0 � 1 � 16

Figura 2.1: Órbitas para as soluções e estados de vácuo do potencial. A figura do topo
mostra as soluções degeneradas e a figura de baixo apresenta as soluções cŕıticas.

Usando os resultados acima, os setores conectando o vácuo e suas correspondentes
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energias são dados por

M1 → M2, E
(12)
BPS =

4λ

3
,

M1 → M3, E
(13)
BPS =

2λ

3
,

M1 → M4, E
(14)
BPS =

2λ

3
,

M2 → M3, E
(23)
BPS =

2λ

3
, (2.14)

M2 → M4, E
(24)
BPS =

2λ

3
,

M3 → M4, E
(34)
nBPS =

4λ

3

√
λ

μ
.

Assim, vemos que quatro destes setores possuem energias iguais, isto é, são confi-

gurações degeneradas.

Como foi destacado em [28], as soluções gerais das equações diferenciais de primeira

ordem podem ser encontradas para os campos escalares, através da primeira integração

da relação

dφ

dχ
=

Wφ

Wχ

=
λ(φ2 − 1) + μχ2

2μφχ
, (2.15)

e, então, reescrevendo um dos campos em função do outro.

Assim, no sentido de resolver a equação acima, introduzimos a nova variável ρ = φ2−1,

com isso a equação poderá ser reescrita na seguinte forma

dρ

dχ
− λρ

μχ
= χ. (2.16)

Deste modo, não é dif́ıcil mostrar que as soluções gerais correspondentes são

ρ(χ) = φ2 − 1 = c0χ
λ/μ − μ

λ − 2μ
χ2, (λ 	= 2μ), (2.17)

ρ(χ) = φ2 − 1 = χ2[ln(χ) + c1], (λ = 2μ), (2.18)

onde c0 e c1 são constantes arbitrárias de integração. Substituindo as soluções encontradas

acima na equação diferencial para o campo χ, teremos
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dχ

dr
= ±2μχ

√
1 + c0χλ/μ − μ

λ − 2μ
χ2, (λ 	= 2μ), (2.19)

dχ

dr
= ±2μχ

√
1 + χ2[ln(χ) + c1], (λ = 2μ). (2.20)

Diante das equações acima, foi encontrado na referência [28] que em quatro casos

particulares a primeira equação diferencial em (2.19) pode ser resolvida analiticamente.

Além disso, no sentido de garantir soluções finitas em todo o espaço, c0 não pode assumir

valores maiores que determinados valores cŕıticos. Desta forma, foi observado que nos

valores cŕıticos as configurações de campo sofrem mudanças drásticas, como veremos a

seguir.

2.2.1 A. Paredes de Bloch Degeneradas

O primeiro conjunto de soluções da equação (2.19) foi batizada por Dutra e Hott [60] como

Paredes de Bloch Degeneradas (PBD). Neste conjunto de soluções, temos duas situações

onde as soluções clássicas são obtidas:

A1. Para c0 < −2 e λ = μ

Neste caso, temos

χ
(1)
PBD(x) =

2(√
c2
0 − 4

)
cosh(2μx) − c0

, (2.21)

φ
(1)
PBD(x) =

(√
c2
0 − 4

)
sinh(2μx)(√

c2
0 − 4

)
cosh(2μx) − c0

. (2.22)

A2. Para λ = 4μ e c0 < 1/16

Aqui, as soluções podem ser escritas como
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χ
(2)
PBD(x) = − 2√(√

1 − 16c0

)
cosh(4μx) + 1

, (2.23)

φ
(2)
PBD(x) =

(√
1 − 16c0

)
sinh(4μx)(√

1 − 16c0

)
cosh(4μx) + 1

. (2.24)

Na figura 2.2 apresentamos o perfil t́ıpico das soluções do tipo PBD. Nesta figura

vemos que soluções do tipo duplo-kink aparecem para valores de c0 próximos aos valores

cŕıticos. Por outro lado, também notamos que as soluções com o perfil de lump são mais

robustas, exibindo um topo mais plano quando c0 se aproxima dos valores cŕıticos.

Uma importante caracteŕıstica do sistema, com soluções PBD, é que sua energia é

degeneradas com respeito aos valores de c0. Em outras palavras, para qualquer valor de

c0 a energia mı́nima correspondente é dada por EPBD = 4λ/3.

2.2.2 B. Paredes de Bloch Cŕıticas

Uma interessante classe de soluções anaĺıticas, conhecidas como Paredes de Bloch Cŕıticas

(PBC), mostrou-se existir quando a constante de integração é tomada no valor cŕıtico.

Novamente, temos duas subdivisões:

B1. Para λ = μ e c0 = −2

Neste caso, temos o seguinte conjunto de soluções para os campos escalares

χ
(1)
PBC(x) =

1

2
[1 ± tanh(μx)] , (2.25)

φ
(1)
PBC(x) = −1

2
[tanh(μx) ∓ 1] . (2.26)

B2. Para λ = 4μ e c0 = 1/16

Agora, as soluções para os campos são dadas por
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χ
(2)
PBC(x) =

√
2

cosh(μx) ± sinh(μx)√
cosh(2μx)

, (2.27)

φ
(2)
PBC(x) =

1

2
[±1 − tanh(2μx)] . (2.28)

Na figura 2.2 fizemos uma representação do perfil das configurações do tipo PBC. Neste

caso, a energia corresponde ao valor EPBC = 2λ/3, a qual é consistente com a energia das

PBD desde que possamos utilizar duas configurações do tipo PBC no sentido de conectar

o mesmo vácuo dado pelas PBD. Neste caso, a energia total deve ser a mesma necessária

para se mover entre os vácuos das configurações PBD (EPBD = 4λ/3 = 2 EPBC), como

podemos ver na figura 2.1.

2.3 Entropia configuracional para dois campos esca-

lares auto-interagentes

Em um trabalho recente [54] foi mostrado que, em analogia com a teoria da informação

de Shannon, a medida da entropia configuracional em um espaço funcional pode ser usada

para selecionar a melhor solução com energia espacialmente localizada, quando estamos

diante de uma infinidade de configurações com energias degeneradas. Naquele trabalho,

foi mostrado que a entropia configuracional é dada por

Sc[f ] = −
∫

ddkf̃(k) ln[f̃(k)], (2.29)

onde d é o número de dimensões espaciais, f̃(k) = f(k)/fmax(k). Neste caso, a função

f(k) foi chamada de fração modal, a qual é representada como

f(k) =
|F (k)|2∫

ddk |F (k)|2 . (2.30)

A função F (k) representa a transformada de Fourier da densidade de energia da con-

figuração. Neste ponto, é importante destacar que a densidade de energia deve ser de

quadrado integrável. Em tal caso a entropia pode ser bem definida.
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Aqui estenderemos o procedimento apresentado em [54], o qual é absolutamente geral

quando aplicado a sistemas com densidade de energia espacialmente localizadas, para

teorias envolvendo dois campos escalares. Assim, para configurações estáticas de dois

campos escalares interagindo, a densidade de energia é escrita como

ρ(x) =
1

2

[
(∂xφ)2 + (∂xχ)2 + V (φ, χ)

]
. (2.31)

É posśıvel notar que a densidade de energia dada acima carrega uma dependência

funcional apenas na variável espacial, este fato permite utilizar o desenvolvimento apre-

sentado em [54] para obter a transformada de Fourier F (k). Assim permitindo que tal

procedimento possa ser utilizado para determinar a entropia configuracional das soluções

PBD e PBC. No caso em estudo, as configurações PBD e PBC são estáticas. Então a

transformada de Fourier da densidade de energia é dada por

F (k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dxeikxρ(x), (2.32)

Destacamos que o teorema de Parseval mostra que

∫ ∞

−∞
dx |ρ(x)|2 =

∫ ∞

−∞
dk |F (k)|2 . (2.33)

Como estamos trabalhando com densidades de energia espacialmente localizadas, elas

representam um conjunto de funções de quadrado integráveis.

2.4 Entropia para PBD e PBC

Nesta seção, utilizaremos o desenvolvimento apresentado na seção anterior para determi-

nar a entropia das configurações PBD e PBC. Iniciaremos com o caso PBD, onde λ = μ

e c0 < −2. Primeiramente, seguindo o procedimento para encontrar a entropia, podemos
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obter a densidade de energia correspondente para os campos escalares (2.21) e (4.30)

ρ
(1)
PBD(x) =

6μ2

[a1 + cosh(2μx)]4

(2.34)

− 8μ2c0 cosh(2μx)

α [a1 + cosh(2μx)]4
+

2μ2 cosh(4μx)

[a1 + cosh(2μx)]4
,

onde α = α(c0) ≡ c0/
√

c2
0 − 4 e a1 ≡ −c0/α.

Por outro lado, a densidade de energia correspondente para λ = 4μ e c0 < 1/16 é dada

por

ρ
(2)
PBD(x) = −16μ2[β2 + cosh(2μx)]

β2[a2 + cosh(4μx)]4

(2.35)

−4μ2[7 cosh(4μx) + cosh(12μx)]

β[a2 + cosh(4μx)]4
,

com β = β(c0) ≡
√

1 − 16c0 e a2 ≡ 1/β.

Neste ponto, mais uma vez, vale a pena ressaltar que os valores de energia são degene-

rados para diferentes valores de c0. Como apresentado em [54], a entropia configuracional

é um importante caminho para selecionar a melhor das configurações entre as infinitas

soluções existentes para o modelo em estudo. Assim, apesar da degenerescência da ener-

gia, temos uma solução, entre as infinitas permitidas, com um melhor ordenamento. No

entanto, no caso estudado em [54], as configurações degeneradas não são soluções das

equações diferenciais não lineares, tais soluções correspondem a funções teste. Aqui es-

tamos trabalhando com soluções exatas da equação diferencial não linear, as quais são

genuinamente degeneradas com relação aos valores de c0.

Assim, no sentido de contornar o problema da degenerescência para estas configurações,

aplicaremos o desenvolvimento de [54] para analisar a entropia configuracional das con-

figurações PBD. Em outras palavras, tentaremos utilizar a entropia configuracional no

sentido de selecionar uma configuração de campo preferida.

Seguindo ente caminho, devemos calcular a transformada de Fourier da densidade

de energia (2.34) e (2.35), as quais permitem determinar a fração modal (2.30). Assim,
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usando (2.32), temos

F (1)(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dxeikxρ

(1)
DBW (x), (2.36)

F (2)(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dxeikxρ

(2)
DBW (x). (2.37)

Para resolver analiticamente as transformadas de Fourier dadas acima, é muito im-

portante e conveniente introduzir a integral generalizada

I(n)(an, γ, δ, k) =

∫ ∞

−∞
dx

eikx cosh(γx)

[an + cosh(δx)]4
. (2.38)

Após calcular a integral acima, podemos encontrar

I(n)(an, γ, δ, k) =
8

δ

2∑
j=1

Gj(an, γ, δ, k), (2.39)

onde

Gj(an, γ, δ, k) =
1

Ωj + 4
F1[Aj; Bj, B

′
j; Cj; Xn, Yn]

(2.40)

− 1

Ωj − 4
F1[Āj; B̄j, B̄

′
j; C̄j; Xn, Yn],

onde as funções F1[Aj; Bj, B
′
j; Cj; Xn, Yn] e F1[Āj; B̄j, B̄

′
j; C̄j; Xn, Yn] são as chamadas
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funções hipergeométricas de Appell de duas variáveis com

Ωj = iω + (−1)j+1Ω, ω = k/δ, Ω = γ/δ,

Aj = Ωj + 4, Bj = B′
j = 4, Cj = Ωj + 5,

(2.41)

Āj = −Ωj + 4, B̄j = B̄′
j = 4, C̄j = −Ωj + 5,

Xn = −1/
[
an −

√
a2

n − 1
]
,

Yn = −1/
[
an +

√
a2

n − 1
]
.

Então, podemos escrever as soluções de (2.36) e (2.37) nas seguintes formas compactas

F (1)(k) =
2μ2

√
2π

[
3I(1)(a1, 0, 2μ, k)

−4c0

α
I(1)(a1, 2μ, 2μ, k) + I(1)(a1, 4μ, 2μ, k)

]
, (2.42)

F (2)(k) = − 4μ2

√
2π

[
I(2)(a2, 0, 4μ, k)

+
4

β2
I(2)(a2, 2μ, 4μ, k) +

7

β
I(2)(a2, 4μ, 4μ, k)

+
1

β
I(2)(a2, 12μ, 4μ, k)

]
. (2.43)

Agora, para escrever a fração modal (2.30) é necessário desenvolver (2.33). Em tal

caso, fazendo uso de técnicas numéricas para determinar as soluções das integrais F (1)(k)

e F (2)(k), é posśıvel encontrar que as funções que melhores se ajustam para as soluções
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são dadas por

∫ ∞

−∞
dk
∣∣F (1)(k)

∣∣2 
 g1 − g2e
g3c0 , (2.44)

∫ ∞

−∞
dk
∣∣F (2)(k)

∣∣2 
 h1 − h2e
h3c0 , (2.45)

onde g1 = 0.848139, g2 = 3.88337, g3 = 1.13318, h1 = 41.0711, h2 = 23.2854 e h3 =

1.16999.

Assim, as frações modais podem ser escritas como

f (1)(k) 

∣∣F (1)(k)

∣∣2
g1 − g2eg3c0

, f (2)(k) 

∣∣F (2)(k)

∣∣2
h1 − h2eh3c0

. (2.46)

As frações modais encontradas acima estão ilustradas graficamente na figura 2.2. Pode

ser visto através do gráfico que elas são localizadas e exibem um valor máximo localizado

em k = 0. Consequentemente, conclúımos que

S(1)
c 
 −

∫
dkf̃ (1)(k) ln[f̃ (1)(k)], (2.47)

S(2)
c 
 −

∫
dkf̃ (2)(k) ln[f̃ (2)(k)]. (2.48)

Afim de encontrar a entropia configuracional aplicaremos métodos numéricos para

calcular as integrais. Assim, na figura 2.3, vemos o perfil da entropia configuracional.

Neste caso, podemos verificar que a entropia é uma função da constante c0, a qual tem

um valor mı́nimo. Além disso, é importante destacar que para este valor de c0, onde a

entropia configuracional é minimizada, as configurações de campo experimentam um tipo

de transição de fase. Neste valor de c0 a solução do tipo kink duplo se transforma em

um kink usual. Por outro lado, vemos que a configuração do tipo lump, a qual apresenta

um topo mais plano quando o valor de c0 esta próximo do valor cŕıtico, transforma-se em

uma solução mais suave quando c0 esta no valor mı́nimo.

A partir da solução da entropia configuracional, podemos concluir que são os valores

da constante c0 responsáveis pela minimização da entropia. Neste caso, apresentamos
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na tabela 1 alguns valores de entropia configuracional mı́nima e suas correspondentes

constantes c0.

� c0
�crit� SC

�crit� c0
�min� SC

�min� c0
�trans� SC

�trans� Limc0��� SC

Λ � 1 �2.00000 1.59 �2.0075 0.9049 �2.2303 1.0838 1.7

Λ � 1.4 �2.63384 1.45 �2.6361 1.0949 �2.9735 1.2465 2.2

Λ � 2.2 4.20083 2.02 4.2006 1.2857 4.0248 1.3606 2.3

Tabela 2.1: Valores de entropia mı́nima e suas correspondentes constantes c0.

Em todos os casos considerados vemos que a entropia mı́nima apresenta um valor

mais baixo que o valor da energia da configuração. Deste modo, podemos concluir que

esta relação entre energia e baixa entropia configuracional oferece um caminho eficiente

para medir o ordenamento associado com soluções que apresentam energia localizada,

mostrando a melhor configuração entre uma infinidade de posśıveis soluções.

2.5 Conclusões

Neste caṕıtulo, investigamos a medida da entropia configuracional, Sc(c0), para uma classe

de modelos que possui dois campos escalares interagindo de maneira não linear. Encon-

tramos que a entropia configuracional apresenta um valor mı́nimo para um dado valor de

c0. Notamos também que a função Sc(c0) apresenta um ponto de mı́nimo local, onde a

estrutura das configurações sofrem um tipo de transição de fase, ou seja, para este valor

de mı́nimo local o valor de c0 correspondente é aqule para o qual o kink duplo do modelo

se transforma em um kink usual. Um ponto de grande importância da medida da entropia

configuracional foi o fato dela permitir selecionar a melhor das configurações do campo

escalar entre as infinitas soluções existentes para o modelo.
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Caṕıtulo 3

Sólitons viajantes em sistemas com

violação das simetrias de Lorentz e

CPT

Neste caṕıtulo apresentaremos uma classe de sólitons viajantes em sistemas com violações

das simetrias de Lorentz. No caso de cenários envolvendo violações de Lorentz é usual

construir configurações solitônicas estáticas. Aqui iremos mostrar que é posśıvel construir

alguns sólitons viajantes os quais, como deveria ser esperado, não podem ser mapeados em

configurações estáticas através do boost de Lorentz devido à quebra expĺıcita desta sime-

tria. Além disso, no modelo estudado, encontramos um conjunto completo de soluções.

Neste caso, mostraremos que as soluções apresentam um limite cŕıtico controlado pela

escolha de uma constante arbitrária de integração.

3.1 Introdução

Uma nova área de estudos surgiu alguns anos atrás com Kostelecky e Samuel [61], quando

eles iniciaram o estudo do problema da quebra das simetrias de Lorentz e CPT (con-

jugação da carga - paridade - reversão temporal). Este estudo teve suas motivações no

fato das teorias de super-cordas sugerirem que a simetria de Lorentz possa ser violada em

escalas de altas energias. Após aquele trabalho pioneiro, uma grande estrutura teórica

sobre violações das simetrias de Lorentz e CPT foi rigorosamente desenvolvida na lite-

ratura. Como um exemplo deste desenvolvimento, podemos citar o trabalho apresentado
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por Colladay e Kostelecky [62, 63], onde os efeitos das violações das simetrias de Lorentz

e CPT foram analisados no modelo padrão da f́ısica das part́ıculas elementares. Atual-

mente, uma grande quantidade de trabalhos considerando o impacto de algum tipo de

quebra de simetria de Lorentz tem aparecido na literatura [64]-[79].

Nos últimos anos, uma parte em especial dos estudos envolvendo violações da simetria

de Lorentz tem se destacado na literatura, tais estudos envolvem investigações sobre

defeitos topológicos na presença de violações das simetrias de Lorentz [77]-[80]. Podemos

encontrar dentro desta linha de estudos trabalhos sobre monopólos e vórtices [43, 80,

81]. Por exemplo, em um artigo recente [43] a questão sobre a violação da simetria de

Lorentz em vórtices BPS foi investigada. Neste caso, os autores conclúıram que a violação

de Lorentz permite controlar a extensão radial e a amplitude do campo magnético dos

vórtices de Abrikosov-Nielsen-Olesen.

Na verdade, a invariância de Lorentz é a mais fundamental simetria do modelo padrão

da f́ısica de part́ıculas e tem sido verificada muito bem em vários experimentos. Mas é

importante destacar que não podemos estar certos, devido à acurácia experimental, que

esta simetria é exata. Esta afirmação é encorajada devido ao fato de que existem alguns

testes experimentais da invariância de Lorentz em escalas de energias baixas, em outras

palavras, energias abaixo de 14 Tev. Assim, a partir deste fato, podemos suspeitar que em

altas energias a invariância de Lorentz possa ser quebrada. Como um exemplo, na teoria

de cordas existe a possibilidade de que possamos estar vivendo em um Universo governado

por coordenadas não-comutativas [82]. Neste cenário foi mostrado na referência [83] que

a invariância de Lorentz é quebrada.

Além disso, em um cenário cosmológico, a ocorrência de raios cósmicos de altas ener-

gias acima do limite Greisen-Zatsepin-Kuzmin (GZK) [84] ou super eventos GZK, tem

sidos encontrados em dados astrof́ısicos [85]. Estes eventos indicam a possibilidade de

uma quebra da simetria de Lorentz [86].

O impacto da violação de Lorentz sobre cenários cosmológicos é muito importante,

porque vários de seus pontos fracos podem ser facilmente explicados através da violação

da simetria de Lorentz. Em um importante estudo, foi mostrado por Bekenstein [87]

que o problema da matéria escura está intimamente associado à violação de Lorentz e

na referência [88] a quebra da simetria de Lorentz também é utilizada para esclarecer o

problema da energia escura. Atualmente, a quebra da simetria de Lorentz é um fabuloso
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mecanismo para a tentativa de resolução de vários problemas e conflitos em cosmologia,

tais como a baryogenesis [89], o campo magnético primordial [90], a nucleosśıntese [91] e

raios cósmicos [92].

No cenário inflacionário com violação de Lorentz, Kanno e Soda [93] mostraram que

a violação afeta a dinâmica do modelo inflacionário. Neste caso, aqueles autores demons-

traram que usando uma teoria envolvendo campos escalares, tensoriais e vetoriais com

quebra da simetria de Lorentz, as soluções exatas inflacionárias são encontradas sem a ne-

cessidade do potencial do inflaton. Portanto, a inflação estaria conectada com a violação

da simetria de Lorentz.

Aqui, é conveniente enfatizarmos que a inflação é o ingrediente fundamental para resol-

ver os problemas do horizonte e achatamento do modelo padrão do Universo primordial.

Aproximadamente 10−33 secundos após a inflação, o inflaton decaiu para radiação, onde

quarks, leptons e fótons foram acoplados uns aos outros. Neste caso, a matéria bariônica

foi impedida de formar-se. Portanto, aproximadamente 1.388× 1012 secundos após o Big

Bang, o Universo se resfriou o suficiente para permitir que os fótons viajassem livremente

através do Universo. Depois disso, a matéria foi se tornando dominante no Universo.

Por outro lado, é importante destacar que modelos não lineares, os quais possuem

soluções topológicas, são muito interessantes em vários ramos da F́ısica [37]. Em um

trabalho recente [78] foi mostrado que alguns modelos não lineares em 1 + 1 dimensões

com dois campos escalares interagindo em um cenário com violações das simetrias de

Lorentz e CPT suportam soluções solitônicas estáticas. Este trabalho foi feito através

da generalização do modelo anteriormente apresentado por Barreto e colaboradores [77].

Em outro trabalho, também muito recente [79], os efeitos da violação de Lorentz sobre

defeitos topológicos gerados por dois campos escalares reais foram analisados. Naquele

caso, a violação de Lorentz é induzida por um coeficiente tensorial que acopla os dois

campos escalares. Em todos estes exemplos, as configurações solitônicas apresentadas

são estáticas. Nesse caṕıtulo, mostraremos que é posśıvel encontrar um conjunto de con-

figurações não triviais que apresentam um perfil viajante neste tipo de cenário. Neste

caso, apresentaremos uma generalização dos modelos recentemente discutidos na litera-

tura [77, 78, 94, 95, 96, 79]. Como consequência, apresentaremos uma classe de confi-

gurações do tipo sólitons viajantes em sistemas com violações das simetrias de Lorentz e

CPT. Além disso, mostraremos que as configurações estáticas não são limites das soluções
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viajantes. Os desenvolvimentos que faremos em nosso trabalho estão embasados nos re-

sultados apresentados para classes de modelos não lineares de dois campos escalares auto

interagentes os quais foram apresentados em [28]. Nesta última referência foi mostrado

que estes sistemas não lineares em 1 + 1 dimensões, podem ser mapeados em equações

diferenciais lineares de primeira ordem, conduzindo em soluções gerais e anaĺıticas para o

sistema. Mostraremos também que as soluções apresentam um limite cŕıtico controlado

pela escolha arbitrária da constante de integração.

3.2 O modelo

Alguns anos atrás, foi apresentado em [77] um modelo envolvendo dois campos escala-

res reais em 1 + 1 dimensões onde a densidade de lagrangiana com quebra da simetria

de Lorentz generaliza alguns resultados da literatura. Aquela densidade de lagrangiana

contém funções vetoriais com dependência dos campos escalares. Além disso, as funções

vetoriais mencionadas são responsáveis por quebrar a simetria de Lorentz. Por outro lado,

na referência [79], os efeitos da violação de Lorentz em defeitos topológicos gerados por

dois campos escalares reais também foram analisados. Neste caso, a lagrangiana possui

um tensor, o qual é o termo responsável pela quebra da simetria.

Assim, em nessa seção contruiremos um modelo generalizado possuindo dois campos

escalares auto-interagentes em 1 + 1 dimensões, o qual é descrito pela seguinte densidade

de lagrangiana

L =
1

2
∂μφ∂μφ +

1

2
∂μχ∂μχ − Gμ(φ, χ)∂μφ − F μ(φ, χ)∂μχ+

− γkμν(∂μφ∂νφ + ∂μχ∂νχ) − pkμν∂μφ∂νχ − V (φ, χ), (3.1)

onde μ = 0, 1, Gμ(φ, χ) e F μ(φ, χ) são funções vetoriais, e V (φ, χ) é o potencial. Além

disso, kμν é um tensor constante, aqui representado por uma matriz 2×2, onde α1, α2, α3

e α4 são parâmetros arbitrários. De fato, um processo similar de quebra da simetria de

Lorentz foi apresentado por Anacleto et al. [76] em um trabalho recente, onde o tensor

kμν é uma matriz 4×4. Naquele caso os autores estudaram o problema de buracos negros

acústicos a partir do modelo de Higgs abeliano com violação da simetria de Lorentz.
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Então, como falado anteriormente, o tensor kμν é escrito como

kμν =

⎛
⎝ α1 α2

α3 α4

⎞
⎠ . (3.2)

Note que, a partir da densidade de lagrangiana (3.1), podemos recuperar o caso apre-

sentado no trabalho [79] escolhendo γ = 0, G0(φ, χ) = F 0(φ, χ) = 0, α1 = α4 = β,

α2 = α3 = α e p = −1. Além disso, também podemos recorrer à densidade de la-

grangiana apresentada em [77, 78] através de uma escolha conveniente dos parâmetros.

Portanto, temos um modelo mais geral que inclui funções vetoriais e um tensor constante.

É importante destacar que o modelo mais geral apresentado aqui pode ser utilizado para

obter mais informações sobre o impacto da violação de Lorentz de importantes sistemas,

semelhantes aos apresentando estruturas topológicas [77, 78].

A partir da densidade de lagrangiana (3.1), podemos escrever as equações de movi-

mento correspondentes

(1 − γ α1)φ̈ − (1 + γ α4)φ
′′ − p(α1χ̈ + α4χ

′′) + (F 0
φ − G0

χ)χ̇ + (F 1
φ − G1

χ)χ
′
+ (3.3)

−(α3 + α2)(γφ̇
′
+ pχ̇

′
) + Vφ = 0,

(1 − γ α1)χ̈ − (1 + γ α4)χ
′′ − p(α1φ̈ + α4φ

′′) − (F 0
φ − G0

χ)φ̇ − (F 1
φ − G1

χ)φ
′
+ (3.4)

−(α3 + α2)(γ χ̇
′
+ p φ̇

′
) + Vχ = 0,

onde ponto indica derivada com respeito ao tempo, enquanto linha representa derivada

com respeito ao espaço, Vφ ≡ ∂V/∂φ e Vχ ≡ ∂V/∂χ. Pode ser visto que as duas equações

acima carregam informações da quebra de Lorentz do modelo através da presença dos

parâmetros αi e das funções vetoriais. Entretanto, como uma consequência do modelo es-

tudado neste trabalho, em geral, não podemos resolver analiticamente as equações diferen-

ciais acima. No entanto, podemos considerar um interessante caso para as configurações

de campo, onde procuraremos por soluções do tipo ondas viajantes. Configurações que

exibem o perfil de ondas viajantes possuem um importante impacto quando estudamos

as chamadas D-branas e os campos de supergravidade para uma D-brana [94, 95, 96].
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Então, iniciaremos nossa procura por soluções do tipo ondas viajantes na forma φ =

φ(u) e χ = χ(u) com u = Ax + Bt. Assim, as equações (3.3) e (3.4) adquirem as formas

−φuu + β̃χuu − α̃χu + Ṽφ = 0, (3.5)

−χuu + β̃φuu + α̃φu + Ṽχ = 0, (3.6)

com as definições

β̃ ≡ − p[(α2 + α3)AB + α4A
2 + α1B

2]

(1 + γα4)A2 − (1 − γα1)B2 + ABγ(α2 + α4)
, (3.7)

α̃ ≡ − B(F 0
φ − G0

χ) + A(F 1
φ − G1

χ)

(1 + γα4)A2 − (1 − γα1)B2 + ABγ(α2 + α4)
, (3.8)

Ṽφ ≡ Vφ

(1 + γα4)A2 − (1 − γα1)B2 + ABγ(α2 + α4)
, (3.9)

Ṽχ ≡ Vχ

(1 + γα4)A2 − (1 − γα1)B2 + ABγ(α2 + α4)
. (3.10)

No sentido de desacoplar o par de equações diferenciais de segunda ordem, multipli-

camos a equação (3.5) por φu e a equação (3.6) por χu. Assim, não é dif́ıcil concluir que,

após somar as duas equações, podemos escrever

d

du

[
−1

2
(φ2

u + χ2
u) + β̃φuχu + Ṽ (φ, χ)

]
= 0. (3.11)

Neste caso, temos

−1

2
(φ2

u + χ2
u) + β̃φuχu + Ṽ (φ, χ) = c0. (3.12)

A equação acima pode ser reescrita para o caso onde c0 = 0 o qual é necessário

para garantir soluções do tipo solitônicas, caso contrário obteremos soluções oscilantes ou
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complexas [37]. Portanto, chegamos em

−1

2
(φ2

u + χ2
u) + β̃φuχu + Ṽ (φ, χ) = 0. (3.13)

Note que na equação acima, a dependência em α̃ desapareceu. Contudo, a dependência

do sistema em termos dos parâmetros responsáveis pela quebra de Lorentz estão sempre

presentes, mas de maneira impĺıcita.

Agora, para desacoplar a equação acima, aplicamos a rotação

⎛
⎝ φ(u)

χ(u)

⎞
⎠ =

1√
2

⎛
⎝ 1 −1

1 1

⎞
⎠
⎛
⎝ θ(u)

ϕ(u)

⎞
⎠ , (3.14)

assim, a equação (3.13) é escrita como

−1

2
(1 − β̃)θ2

u −
1

2
(1 + β̃)ϕ2

u + Ṽ (θ, ϕ) = 0. (3.15)

Além disso, devemos aplicar as dilatações

θ(u) =
σ(u)√
1 − β̃

, ϕ(u) =
ρ(u)√
1 + β̃

. (3.16)

Deste modo, teremos

−1

2
σ2

u −
1

2
ρ2

u + Ṽ (σ, ρ) = 0. (3.17)

Neste ponto, podemos verificar que a equação acima permite escrever duas equações

diferenciais de primeira ordem acopladas. Neste caso, é usual impor que o potencial possa

ser escrito em termos de um superpotencial do tipo

V̄ (σ, ρ) =
1

2

(
∂W (σ, ρ)

∂σ

)2

+
1

2

(
∂W (σ, ρ)

∂ρ

)2

, (3.18)

o qual conduz ao seguinte conjunto de equações diferenciais de primeira ordem

dσ

du
= ±Wσ,

dρ

du
= ±Wρ, (3.19)

onde Wσ ≡ ∂W (σ, ρ)/∂σ e Wρ ≡ ∂W (σ, ρ)/∂ρ.

Agora, para analisar a energia das configurações obtidas, escrevemos o tensor energia-
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momento na forma

T μν =
∂L

∂(∂μφ)
∂νφ +

∂L
∂(∂μχ)

∂νχ − gμνL. (3.20)

Portanto, a densidade de energia da densidade lagrangiana (3.1) é escrita como

T 00 =
φ̇

2

2

+
χ̇2

2
+

(
1

2
+ γα4

)(
φ

′2 + χ
′2
)

+ G1(φ, χ)φ
′
+ F 1(φ, χ)χ

′
+

− pα1φ̇χ̇ + γ(α2 + α3)φ
′
φ̇ + γ(α2 + α3)χ

′
χ̇ + pα4φ

′
χ

′
+ pα2φ̇χ

′
+

+ pα3φ
′
χ̇ + V (φ, χ). (3.21)

No caso das soluções do tipo ondas viajantes, a densidade de energia é escrita na forma

T 00
viajante =

[
B2

2
+

(
1

2
+ γα4

)
A2 + γ(α2 + α3)AB

]
φ2

u

+

[
B2

2
+

(
1

2
+ γα4

)
A2 + γ(α2 + α3)AB

]
χ2

u + p
[
α4A

2 − α1B
2 + (α2 + α3)AB

]
φuχu

+A[G1(φ, χ)φu + F 1(φ, χ)χu] + V (φ, χ). (3.22)

Agora, escolhemos o superpotencial utilizado em [25, 28], que é escrito como

W (σ, ρ) = −λσ +
λ

3
σ3 + μσρ2. (3.23)

Neste caso, as soluções apresentadas na referência [28], com λ = μ, são dadas por

σ+(u) =
(c2

0 − 4)e4μ(u−u0) − 1

[c0e2μ(u−u0) − 1]2 − 4e4μ(u−u0)
, σ−(u) =

4 − c2
0 + e4μ(u−u0)

[e2μ(u−u0) − c0]2 − 4
,

(3.24)

ρ+(u) =
4e2μ(u−u0)

[c0e2μ(u−u0) − 1]2 − 4e4μ(u−u0)
, ρ−(u) =

4e2μ(u−u0)

[e2μ(u−u0) − c0]2 − 4
,

onde devemos impor que c0 ≤ −2 em tais soluções. Por outro lado, no caso onde λ = 4μ,
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as soluções exatas são escritas como

σ+(u) =
4 + (16c0 − 1)e8μ(u−u0)

[2 + e4μ(u−u0)]2 − 16c0e8μ(u−u0)
, σ−(u) =

16c0 + 4e8μ(u−u0) − 1

[1 + 2e4μ(u−u0)]2 − 16c0

,

(3.25)

ρ+(u) = − 2e2μ(u−u0)√
[(1/2)e4μ(u−u0) + 1]2 − 4c0e8μ(u−u0)

, ρ−(u) = − 4e2μ(u−u0)√
[1 + 2e4μ(u−u0)]2 − 16c0

.

Neste caso, impomos que c0 ≤ 1/16. É importante destacar que fazendo as mudanças

σ → ρ e ρ → σ no caso onde λ = μ, a equação de movimento (3.17) se mantem invariante.

Assim, as soluções que eram kinks se transformam em lumps e vice-versa, este fato é usado

para gerar o conjunto completo de órbitas conectando os vácuos do modelo presentes na

figura 3.1.
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Figura 3.1: Órbitas das soluções para μ = 1.
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Assim, os campos φ(u) e χ(u) são dados por

φ±(u) =
1√
2

⎡
⎣ σ±(u)√

1 − β̃
− ρ±(u)√

1 + β̃

⎤
⎦ ,

(3.26)

χ±(u) =
1√
2

⎡
⎣ σ±(u)√

1 − β̃
+

ρ±(u)√
1 + β̃

⎤
⎦ .

Desta forma, usando as soluções apresentadas na referência [28] as quais estão represen-

tadas aqui por (3.24) e (3.25), temos um conjunto completo de soluções com dependência

da posição e do tempo.

Chamamos a atenção para o fato de que as soluções estáticas para as equações (3.3)

e (3.4) são diferentes (em forma) das soluções do caso viajante. Esta diferença pode ser

vista a partir das equações diferenciais dos campos estáticos

−φ′′ + β̄χ′′ + ᾱχ
′
+ V̄φ = 0, (3.27)

−χ′′ + β̄φ′′ − ᾱχ
′
+ V̄χ = 0, (3.28)

onde agora, temos

β̄ ≡ −pα4

(1 + γα4)
, ᾱ ≡ (F 1

φ − G1
χ)

(1 + γα4)
,

(3.29)

V̄φ ≡ Vφ

(1 + γα4)
and V̄χ ≡ Vχ

(1 + γα4)
.

Em particular, se γ = 0, Gμ(φ, χ) = F μ(φ, χ) = 0, α1 = α4 = β, α2 = α3 = α e

p = −1, podemos recuperar o modelo apresentado em [79]. No caso estático, as equações

de movimento apresentadas por aqueles autores são dadas por

−φ′′ + βχ′′ + Vφ = 0, (3.30)

−χ′′ + βφ′′′ + Vχ = 0. (3.31)
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Um ponto interessante é notar que o par de equações apresentadas em [79] para as

soluções estáticas, assumem uma forma diferente quando comparadas com as equações

(3.27) e (3.28). De fato, através da escolha correta dos parâmetros, somos capazes de

recuperar as equações de movimeto descritas no trabalho [79]. Mas as configurações

estáticas gerais são dadas pelas equações (3.27) e (3.28), as quais estão carregando mais

informações dos termos responsáveis pela violação da simetria de Lorentz do modelo em

análise.

A diferença discutida acima pode ser vista na figura 3.2.
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Figura 3.2: Soluções do tipo viajantes e do tipo estáticas para λ = μ = 1 e c0 = −2, 001.
A linha pontilhada corresponde ao caso estático com β = 0, 5 e A = 1.A linha continua
corresponde ao caso viajante para α = 0, 5, β = 0, 5, B = −1, 5 e A = 1.

3.3 Conclusão

Neste caṕıtulo, mostramos que uma classe de sólitons viajantes em sistemas envolvendo

violações da simetria de Lorentz pode ser determinada de maneira anaĺıtica. Devido

ao fato de não haver mais a simetria de Lorentz, tais soluções aqui apresentadas não

podem ser determinadas através de boosts de Lorentz provenientes de uma teoria estática.

Mostramos que as soluções apresentadas são decorrentes de modelos não-lineares com

dois campos escalares auto-interagentes, discutidas em [28]. Além disso, para o modelo

estudado, conseguimos obter um conjunto completo de soluções que apresentam um limite

cŕıtico controlado pela escolha de uma constante arbitrária de integração.
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Caṕıtulo 4

Oscillons e Breathers em sistemas

com violação das simetrias de

Lorentz e CPT

Neste caṕıtulo, discutimos o impacto da quebra da simetria de Lorentz sobre oscillons usu-

ais, nos então chamados flat-top oscillons e nas soluções do tipo breathers. Nossa análise

está voltada para um cenário rigorosamente demonstrado na literatura. Mostramos que a

violação de Lorentz é responsável pela origem de um tipo de deformação da configuração,

onde as configurações do campo se transformam em oscilatórias em uma região localizada

próxima de seu valor máximo. Além disso, que a violação de Lorentz produz um desvio

no oscillons ao longo da sua direção espacial, veremos que a mesma caracteŕıstica está

presente no caso das soluções do tipo breathers. Também mostraremos que o efeito de

uma violação de Lorentz nos oscillons flat-top é responsável por um colapso do flat-top.

Por fim, encontraremos analiticamente a radiação emitida, este resultado indica que a

amplitude da radiação emitida é controlada pelos parâmetros da quebra de Lorentz, de

tal modo que o oscillons dentro deste cenário se torna mais estável que aqueles que são

governados pela simetria de Lorentz. No entanto, veremos que mesmo neste caso, onde

temos violação da simetria, tais oscillons ainda apresentam uma natureza de configurações

com longo peŕıodo de vida.

57



4.1 Introdução

Como mencionado anteriormente, o estudo de sistemas não-lineares tem sido uma área

muito explorada ao longo dos últimos anos [7, 8]. De fato, tal limite não-linear é en-

contrado em muitos sistemas f́ısicos atuais. Isto inclui, sistemas de matéria condensada,

modelos em teorias de campos, cosmologia moderna e uma ampla quantidade de siste-

mas de domı́nio da F́ısica [33]-[37]. Uma das razões deste crescente interesse é o fato de

vários destes sistemas apresentarem um número contável de distintas configurações com

valores de energia mı́nima degenerada. Em alguns casos a estrutura degenerada pode

ser estudada através de modelos simples envolvendo campos escalares clássicos, onde o

potencial utilizado para descrever o modelo envolve dois ou mais mı́nimos degenerados.

Por exemplo, em duas ou mais dimensões espaciais, podemos descrever as chamadas pa-

redes de domı́nio [36] conectando diferentes porções do espaço, onde os campos escalares

se encontram em diferentes valores dos mı́nimos do potencial do modelo.

No contexto da teoria de campos é muito comum a presença de sólitons [33, 36],

os quais são configurações de campos que apresentam uma forma localizada e invariante.

Outro aspecto caracteŕıstico dos sólitons é sua capacidade de manter sua forma inalterada

após colidirem com outros sólitons. Atualmente a presença destas configurações é muito

bem entendida em uma grande variedade de modelos, apresentando ou não natureza

topológica. Como exemplos, podemos citar os monopólos, texturas, cordas e kinks [34].

Uma importante caracteŕıstica de um amplo número de modelos não-lineares é a pre-

sença de configurações topologicamente estáveis, as quais preservam suas formas diante

de pequenas perburbações. Entre os vários tipos de configurações de campos não-lineares,

existe uma classe especialmente importante de soluções estáveis e dependentes do tempo,

os chamados breathers, encontrados em modelos do tipo Sine-Gordon. Outra configuração

de campo, também dependente do tempo, que possui sua estabilidade garantida por uma

carga conservada são os chamados Q-balls, como batizado por [103] ou sólitons não-

topológicos [104]. Porém, considerando o fato que numerosos sistemas f́ısicos apresentam

limites metaestáveis, uma outra classe de solução deve receber um importante destaque,

são os usualmente chamados oscillons. Esta classe de soluções foi descoberta na década

de 1970 por Bogolyubsky e Makhankov [105], e redescoberta posteriormente por Gleiser

[107]. Aquelas soluções, apareceram durante o estudo da dinâmica das transições de fase

de primeira ordem e em problemas envolvendo a nucleação de bolhas. Desde então, mais
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e mais trabalhos foram dedicados ao estudo destes objetos [107]-[130].

Oscillons são configurações absolutamente gerais e são encontrados no modelo Abeliano

de Higgs U(1) [124], no modelo padrão SU(2)×U(1) [113, 115], em modelos cosmológicos

inflacionários [107, 116, 117], em modelos envolvendo axions [118], em cenários apresen-

tando universos em expansão [114, 121, 126] e em sistemas envolvendo transições de fase

[108, 120].

O aspecto usual do oscillon é tipicamente aquele em forma de sino, o qual oscila

senoidalmente no tempo. No entanto, recentemente Amin e Shirokoff [126] demonstraram

que dependendo da intensidade da constante de acoplamento do campo escalar auto-

interagente, é posśıvel observar oscillons com uma espécie de platô em seu topo. De

fato, eles mostraram que esses novos oscillons são mais robustos que aqueles até então

conhecidos na literatura. Assim, como uma consequência dos resultados encontrados os

autores chamaram esta nova classe de configurações de oscillons flat-top.

Neste ponto é interessante destacar que Segur e Kruskal [106] demonstraram que em

uma dimensão espacial, oscilllons emitem radiação muito lentamente, garantindo um longo

peŕıodo de vida da configuração. Em trabalho recente, o cálculo da radiação emitida dos

oscillons foi estendida para os casos em duas e três dimensões espaciais [129]. Outro

resultado importante envolvendo a radiação emitida pelos oscillons, foi apresentado por

Hertzberg [130]. Naquele trabalho, Hertzberg calculou a taxa de decaimento para oscillons

quantizados, demonstrando que a taxa de decaimento quântica é muito distinta da taxa

emitida classicamente.

Por outro lado, em 1989, Kostelecky e Samuel [61] motivados pelo fato das teorias

de supercordas sugerirem que a simetria de Lorentz possa ser violada em altas energias,

deram os primeiros passos nos estudos do problema das violações das simetrias de Lorentz

e CPT (conjugação da carga-paridade-reversão temporal). Depois daquele trabalho pio-

neiro, uma grande estrutura teórica sobre violação das simetrias de Lorentz e CPT tem

sido rigorosamente desenvolvida na literatura. Como exemplo de tais estudos, podemos ci-

tar os trabalhos de Colladay and Kostelecky [135], no qual os autores analisaram o impacto

de violações das simetrias de Lorentz e CPT sobre o modelo padrão de f́ısica de part́ıculas.

Atualmente, um grande número de trabalhos considerando o impacto de algum tipo de

quebra da simetria de Lorentz têm aparecido na literatura [131]-[142]. Um interessante

sistema estudado levando em consideração o impacto da violação de Lorentz é o problema
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de Aharonov-Bohm-Casher [131]. Neste caso, foi mostrado que a violação da simetria é

responsável por levantar as degenerescências originais na ausência de campos magnéticos,

mesmo para uma part́ıcula neutra. Seguindo a linha de sistemas estudados envolvendo

violação da simetria de Lorentz, com a introdução de um procedimento de redução dimen-

sional apresentado na referência [132, 133], Casana, Carvalho e Ferreira [134] aplicaram

o método apresentado por aqueles autores para investigar a redução dimensional do setor

eletromagnético envolvendo uma violação do tipo CPT-par. No contexto da teoria de

gauge, Boldo et al. [136], analisaram o problema da violação de Lorentz em conexão com

modelos de gravitação. Efeitos da violação de Lorentz em neutrinos também tem sido

uma área de intensos estudos [137].

Nos últimos anos, uma grande atenção tem sido dada para as investigações envolvendo

defeitos topológicos na presença de violações das simetrias de Lorentz e CPT. [77, 78,

97, 80]. Vários trabalhos também têm sido feitos envolvendo monopólos e vórtices em

cenários envolvendo quebras de simetrias [43, 80, 81]. Um exemplo relacionado ao estudo

dos vórtices é apresentado em [43], neste estudo os autores mostraram que a violação de

Lorentz permite um controle da extensão radial e da amplitude do campo magnético em

vórtices do tipo Abrikosov-Nielsen-Olesen.

De fato, a invariância de Lorentz é a mais fundamental simetria do modelo padrão da

f́ısica de part́ıculas. Além disso, ela tem sido muito bem verificada em muitas medidas

experimentais. Mas, é importante chamar a atenção que não estamos completamente

certos que tal simetria, ou qualquer outra, sejam completamente exatas, pois isso envolve

uma acurácia experimental muito alta. Esta nossa afirmação é encorajada pelo fato de

que a maioria dos testes experimentais da invariância de Lorentz são feitos em baixas

energias, em outras palavras, energias abaixo de 14 Tev. Assim, diante deste fato, pode-

mos suspeitar que em altas energias a invâriancia de Lorentz possa ser quebrada. Como

exemplo, em teorias de cordas existe a possibilidade de que possamos estar vivendo em

um Universo o qual é governado por coordenadas não-comutativas [82]. Dentro deste

cenário, foi mostrado na referência [83] que a invariância de Lorentz é quebrada.

Por outro lado, em um cenário cosmológico, a ocorrência de raios cósmicos de al-

tas energias acima dos ńıveis de Greisen-Zatsepin-Kuzmin (GZK) [84], chamados eventos

super GZK, têm sido encontrados em dados astrof́ısicos [85]. Este evento indica a possi-

bilidade de uma violação de Lorentz [86].
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O impacto da violação de Lorentz sobre o cenário cosmológico é muito importante,

pois vários de seus pontos fracos podem ser facilmente esclarecidos através da violação

de Lorentz. Por exemplo, foi mostrado por Bekenstein [87] que o problema da matéria

escura está associado com uma violação de Lorentz na gravidade e na referência [88] a

quebra da simetria de Lorentz também é utilizada para esclarecer o problema da energia

escura. Nos dias atuais, a quebra da simetria de Lorentz é um fabuloso mecanismo para

a descrição de muitos problemas e conflitos na cosmologia, tais como a baryogenesis [89],

o campo magnético primordial [90], nucleosynthesis [91] e raios cósmicos [92].

No cenário inflacionário com violação de Lorentz, Kanno e Soda [93] demostraram

que a violação de Lorentz afeta a dinâmica do modelo inflacionário. Neste caso, aqueles

autores mostraram que utilizando uma teoria que engloba campos escalares, vetororiais e

tensorias em um contexto envolvendo violação da simetria de Lorentz,as soluções exatas

do peŕıodo inflacionário são facilmente encontradas sem a necessidade da existência do

potencial do inflaton. Portanto, a inflação está conectada com a violação de Lorentz.

Aqui, é conveniente para enfatizar que a inflação é o ingrediente fundamental para

resolver os problemas do modelo padrão do universo em seus estágios iniciais. Sabemos

que aproximadamente 10−33 segundos após a inflação do Universo, o inflaton decaiu em

radiação, onde quarks, léptons e fótons se acoplaram. Neste caso, a matéria bariônica

foi impedida de formar-se. Portanto, aproximadamente 1, 388× 1012 secundos após o Big

Bang, o Universo se resfriou o suficiente para permitir que fótons viajassem livremente

através do Universo. Depois disso, a matéria tornou-se dominante no Universo.

Neste ponto, é importante destacar que o Universo pós-inflacionário é governado por

campos escalares, onde interações não-lineares estão presentes. Uma importante linha

de estudos dentro do contexto de sistemas não-lineares, é aquele onde configurações do

tipo oscillons estão presentes. Nesta linha de estudos, foi apresentado na referência [143]

que oscillons podem facilmente dominar o Universo pós-inflacionário. Nesta última re-

ferência, foi demonstrado que o Universo pós-inflacionário pode conter uma fase efetiva

dominada por matéria, durante a qual ela é dominada por concentrações localizadas de

campos de matéria. Além disso, em um trabalho muito recente [144], foi mostrado que

oscillons podem dominar a densidade de matéria do Universo por um dado tempo. Desta

maneira, como uma primeira motivação podemos pensar sobre os efeitos de uma violação

da simetria de Lorentz sobre este cenário.
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Assim, neste caṕıtulo estamos interessados em responder às seguintes questões: Podem

oscillons e breathers existir em cenários com violação da simetria de Lorentz? Se oscillons

e breathers existem nestes cenários, como suas estruturas são alteradas? Além disso, o

que acontece com o tempo de vida dos oscillons neste cenário?

Portanto, neste caṕıtulo mostraremos que oscillons e breathers podem ser encontrados

em cenários com violações da simetria de Lorentz, nossos desenvolvimentos estam guiados

por teorias envolvendo violações de Lorentz que foram rigorosamente estudadas na lite-

ratura [135, 138], as quais atualmente servem como bases para estudar diversos sistemas

F́ısicos de interesse.

Este caṕıtulo está organizado da seguinte maneira. Na seção 4.2 apresentamos a des-

crição da densidade lagrangiana para um campo escalar real na presença de um cenário

com violação da simetria de Lorentz. Na seção 4.3 calculamos as respectivas relações de

comutação do grupo Poincaré no chamado modelo padrão estendido em 1 + 1 dimensões

no espaço plano de Minkowski. Os desenvolvimentos para encontrar as equações de mo-

vimento são feitos na seção 4.4. O perfil dos oscillons usuais na presença da violação de

Lorentz é analisado na seção 4.5. Na seção 4.6 iremos encontrar os chamados flat-top

oscillons os quais violam a simetria de Lorentz. As soluções do tipo breathers são apre-

sentadas na seção 4.7. Discutimos a questão da radiação emitida pelos oscillons na seção

4.8. Na seção 4.9 apresentamos os oscillons em uma teoria com dois campos escalares

auto-interagentes. Finalmente, apresentamos nossas conclusões na seção 4.10.

4.2 Lagrangiana do modelo padrão estendido (MPE)

Nesta seção, apresentamos uma teoria envolvendo um campo escalar em 3 + 1 dimensões

no espaço plano de Minkowski, mas aqui consideramos uma quebra da simetria de Lo-

rentz. Em baixas energias, as simetrias de Lorentz e CPT do modelo padrão de f́ısica

de particulas é experimentalmente bem suportado, mas em altas energias as teorias de

supercordas sugerem que a simetria de Lorentz possa ser quebrada, neste contexto, a

estrutura desenvolvida para estudar as violações de Lorentz e CPT é o então chamado

modelo padrão estendido. Na descrição do modelo padrão estendido, a densidade de la-

grangiana para um campo escalar real contendo violação de Lorentz (VL), a qual pode

ser lida como uma versão simplificada do modelo de Higgs, é governada por [135, 138]
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L =
1

2
∂μϕ∂μϕ +

1

2
kμν∂μϕ∂νϕ − V (ϕ), (4.1)

onde ϕ é um campo escalar real, kμν é um tensor adimensional o qual controla o grau da

violação de Lorentz e V (ϕ) é o potencial de auto-interação. É importante destacar que,

a alguns anos atrás [77], esta densidade de lagrangiana foi usada para estudar estruturas

de defeitos topológicos em cenários violando as simetrias de Lorentz e CPT. Naquele

caso estudado, os autores mostraram que a violação das simetrias de Lorentz e CPT é

responsável pela geração de uma assimetria entre defeitos e anti-defeitos. Esta situação

foi mais tarde generalizada em [78]. Além disso, uma densidade de lagrangiana similar

foi utilizada ao se estudar a questão da normalização da teoria escalar de Yukawa com

violação de Lorentz [139]. Naquele caso, foi mostrado que uma teoria com VL envolvendo

N campos escalares, interagindo através de uma interação do tipo φ4, pode ser escrita

como

LK =
1

2
(∂μϕi)(∂

μϕi) +
1

2

N∑
i=1

Ki
μν∂

μϕi∂
μϕi − 1

2
λ2ϕ2

i

+
N∑

i=1

uβ
i ϕi∂βϕi +

N∑
j=1

ϕ2
i v

β
j ∂βϕj − g

4!
(ϕ2

i )
2. (4.2)

Como um exemplo simples, os autores demonstraram para Ki
μν = Ki

00δ
0
μδ

0
ν que a

relação de dispersão para tal teoria é dada por E =
√

p2 − Ki
00(p

0)2 + λ2, a qual im-

plica em uma violação de Lorentz. Portanto, utilizando calculos expĺıcitos, as correções

quânticas na teoria acima foram estudados pelos autores daquele trabalho, onde os resulta-

dos revelaram que o modelo descrito pela densidade de lagrangiana (4.2) é renormalizável.

Retornando à equação (4.1), podemos escrever a densidade de lagrangiana na forma

L =
1

2
(ημν + kμν)∂μϕ∂νϕ − V (ϕ).

Neste caso, a métrica de Minkowsky é modificada de gμν para ημν + kμν , a qual é

responsável pela quebra da simetria de Lorentz [135, 138, 139, 140, 141]. Neste ponto é

posśıvel aplicar uma transformação linear apropriada da variável espacial xμ, no sentido de

mapear a densidade de lagrangiana acima em uma forma do tipo invariante de Lorentz,
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mas como resultado de tal transformação, os campos e constantes de acoplamento do

potencial são alterados. Deste modo, as constantes de acoplamento e os campos são

reescalados em função dos parâmetros kμν .

Claramente, como um produto final, a lagrangiana com violação de Lorentz e aquela

invariante de Lorentz, têm a mesma equação de movimento. A diferença fundamental

entre estas duas equações de movimento surge do fato que as novas variáveis xμ carregam

informações das violações de Lorentz através dos parâmetros kμν . Em outras palavras, nas

variáveis transformadas, o sistema mostra ser covariante (sob boosts das variáveis trans-

formadas). Entretanto, como os acoplamentos resultantes não permanecem invariantes

quando mudamos de um sistema de referência para outro, não existe uma invariância de

Lorentz real. Por exemplo, tal comportamento deveria ser análogo a uma mudança do

valor da carga elétrica quando se move a partir de um referencial inercial para outro, o

que é proibido.

Na densidade de lagrangiana (4.1), kμν é um tensor constante representado por uma

matriz 4×4. O ponto fundamental sobre este tensor é o fato dele ser o agente responsável

pela quebra da simetria de Lorentz. Assim, na representação matricial, escrevemos o

tensor kμν na forma

kμν =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

k00 k01 k02 k03

k10 k11 k12 k13

k20 k21 k22 k23

k30 k31 k32 k33

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (4.3)

Em geral kμν tem parâmetros arbitrários, mas é importante destacar que se esta matriz

for real, simétrica, e possuir traço nulo, a simetria CPT é preservada [135, 138]. Outra

questão importante e que devemos comentar é que sobre uma operação CPT , ∂μ → −∂μ,

o termo kμν∂μϕ∂νϕ vai em kμν∂μϕ∂νϕ → +kμν∂μϕ∂νϕ. Assim, notamos que kμν é sempre

CPT -par, independentemente de suas propriedades. Além disso, o tensor kμν deve ser

simétrico no sentido de evitar uma contribuição nula.

Em um trabalho recente, Anacleto et al. [142] também analisaram um processo se-

melhante de quebra da simetria de Lorentz, onde o tensor kμν foi usado para estudar o

problema de buracos negros acústicos no modelo abeliano de Higgs com VL. Em outro

trabalho [142] o tensor kμν foi usado para estudar os efeitos de super-ressonância a partir

de buracos negros em rotação com VL. Por fim, em um trabalho muito recente [97], foi
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introduzido um modelo generalizado envolvendo dois campos escalares auto-interagentes

em 1 + 1 dimensions apresentando um tensor constante e funções vetoriais, onde tanto

o tensor quanto as funções são responsáveis por violar as simetrias de Lorentz e CPT.

Naquele caso, foi encontrada de maneira anaĺıtica uma classe de sólitons viajantes em

alguns sistemas.

Todavia, podemos encontrar sistemas com quebra da simetria de Lorentz, o qual possui

um campo escalar adicional [141]

L =
1

2
∂μϕ1∂

μϕ1 +
1

2
∂μϕ2∂

μϕ2 +
1

2
kμν∂μϕ1∂νϕ1 (4.4)

− m1ϕ
2
1

2
− m2ϕ

2
2

2
− V (ϕ1, ϕ2).

Na densidade de lagrangiana acima, temos um coeficiente diferente corrigindo a métrica,

mas os coeficientes para violação de Lorentz não podem ser removidos da dendidade de

lagrangiana usando redefinições das variáveis ou dos campos, mostrando que efeitos ob-

serváveis da VL podem ser detectados na teoria acima. Portanto, as teorias envolvendo

mais campos e interações permitem redefinições adicionais e efeitos observáveis.

4.3 Lagrangiana do MPE: Teoria com um campo es-

calar

Nesta seção, iremos trabalhar em 1 + 1 dimensões no espaço-tempo de Minkowski. Aqui,

estudamos um modelo de campo escalar real na presença de um cenário com violação da

simetria de Lorentz. A teoria que iremos estudar é descrita pela densidade de lagrangiana

(4.1). Assim, para o caso em 1+1 dimensões, a densidade de lagrangiana correspondente

adquire a forma escrita abaixo

L1+1 =
1

2
α1(∂tϕ)2 − 1

2
α2(∂xϕ)2 +

1

2
α3∂tϕ∂xϕ − V (ϕ), (4.5)
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onde

α1 ≡ (1 + k00), α2 ≡ (1 − k11), α3 ≡ (k01 + k10),

(4.6)

∂t ≡ ∂/∂t, ∂x ≡ ∂/∂x.

Neste ponto, é importante destacar que a densidade de lagrangiana acima claramente

não manifesta covariância. Além disso, é posśıvel observar que a covariância é recuperada

escolhendo k00 = k11 = 0 e k01 = −k10 (ou k01 = k10 = 0). Outras possibilidades que não

representam uma VL são k00 = −k11 e k01 = −k10 (ou k01 = k10 = 0).

Por outro lado, para o caso em análise, podemos facilmente construir a densidade de

hamiltoniana correspondente

H = β1Π
2 + β2(∂xϕ)2 + β3Π(∂xϕ) + V (ϕ), (4.7)

onde β1 = 1/(2α1), β2 = [2α1α2 + α3(α3 − 1)]/(4α1), β3 = −α3/(2α1) e Π é o momento

conjugado, o qual é dado por

Π = α1∂tϕ + (α3/2)∂xϕ. (4.8)

A partir de agora, vamos ver como a álgebra de Poincaré é modificada neste cenário.

A idéia desta análise é mostrar que a invariância de Poincaré é quebrada. Em outras

palavras, verificar como este cenário tem sua simetria de Lorentz violada. Portanto, para

fazer isto escreveremos abaixo os três geradores da álgebra de Poincarè, a hamiltoniana

H, o momento total P e o boost de Lorentz M

H =

∫
dxH, (4.9)

P =

∫
dx

[
Π(∂xϕ)

α1

− α3(∂xϕ)2

2α1

]
, (4.10)

M =

∫
dx

{
t

[
Π(∂xϕ)

α1

− α3(∂xϕ)2

2α1

]
− xH

}
. (4.11)
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Com isto, podemos calcular as relações de comutação do grupo de Poincarè. Assim,

após alguns cálculos envolvendo as relações de comutação usuais, não é dif́ıcil concluir

que

[H, P ] = −i

(
α3

α2
1

)∫
dx(∂xϕ)(∂xΠ), (4.12)

[M, H] = −i

∫
dx
(
(4β1β2 + β2

3)Π(∂xϕ) (4.13)

−α3

α2
1

(∂xϕ)(∂xΠ) + 2β2β3(∂xϕ)2 + 2β1β3(Π)2

)
,

[M, P ] = −i
H

α1

+ i
α3

2α2
1

∫
dx (Π(∂xϕ) (4.14)

+x(∂xϕ)(∂xΠ) +
β3

4β1

(∂xϕ)2

)
.

A partir das relações acima, podemos observar que a álgebra de Poincarè não é fechada,

uma vez que as relações de comutação não são recuperadas. Como uma consequência,

neste cenário temos uma violação da simetria de Lorentz. Entretanto, é posśıvel recuperar

todas as relações de comutação fazendo k00 = k11 = 0 e k01 = −k10 (ou k01 = k10 = 0).

Como um simples exemplo, fazendo k00 = k11 = 0 e k01 = −k10 teremos

[H, P ] = 0, [M,H] = −iP, [M, P ] = −iH. (4.15)

Neste ponto podemos verificar que, para o caso k00 = −k11 e k01 = −k10 (ou k01 =

k10 = 0), as relações de comutações (4.12)-(4.14) conduzem a

[H, P ] = 0, [M,H] = −iα1P, [M,P ] = −iH/α1. (4.16)

No entanto, no caso acima, podemos recuperar a álgebra usual de Poincarè usando a

reescala P = P̃ /α1. Deste modo, tais relações de comutação indicam que não existe VL

para esta configuração tensorial.

Em resumo, a densidade de lagrangiana (4.5) apresenta uma dependência explicita
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dos parâmetros k00, k11, k01 e k10, os quais são responsáveis pela violação da simetria

de Lorentz. Isto acontece devido ao fato de que a invariância de Poincaré não ser mais

preservada, como podemos ver em (4.12)-(4.14).

4.4 Equação de movimento em cenários com violação

de Lorentz: Teoria com um campo escalar

Nesta seção, estudaremos a equação de movimento na presença do cenário com VL apre-

sentado na seção anterior. Aqui, nosso objetivo é estudar o caso no espaço-tempo de

Minkowski em 1 + 1 -dimensões. Como uma consequência, estudaremos a teoria que

é governada pela densidade de lagrangiana (4.5). Consequentemente, a correspondente

equação de movimento clássica pode ser escrita como

α1
∂2ϕ(x, t)

∂t2
− α2

∂2ϕ(x, t)

∂x2
+ α3

∂2ϕ(x, t)

∂x∂t
+ Vϕ = 0, (4.17)

onde Vϕ ≡ ∂V/∂ϕ. Note que a equação acima está carregando informações sobre a quebra

da simetria da teoria em análise, tal informação é representada pelos parâmetros α1, α2

e α3.

Com a finalidade de mostrar que a equação de movimento da teoria em análise nesta

seção é de fato não invariante, aplicamos uma transformação envolvendo um boost de

Lorentz na equação de movimento apresentada em (4.17). Então, ficamos com

q1
∂ϕ2(x,, t,)

∂t,2
− q2

∂ϕ2(x,, t,)

∂x,2
+ q3

∂ϕ2(x,, t,)

∂x,∂t,
+ Vϕ = 0, (4.18)

onde

x, = γ(x − vt), t, = γ(t − vx/c2), γ = 1/
√

1 − (v/c)2, (4.19)
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e

q1 = γ2

(
α1c

2 − α2v
2 − α3cv

c4

)
,

q2 = γ2

(−α1v
2 + α2c

2 + α3cv

c2

)
, (4.20)

q3 = γ2

(−2vα1c + 2cα2v − α3(c
2 + v2)

c3

)
.

Seguindo a demonstração acima, podemos ver claramente que esta equação não é inva-

riante sob transformações de boost. Por exemplo, podemos concluir que as possibilidades

[k00 = −k11, k01 = −k10] ou [k00 = −k11, k01 = k10 = 0] resultam nas equações

α1

c2

∂ϕ2(x, t)

∂t2
− α1

∂ϕ2(x, t)

∂x2
+ Vϕ = 0, (4.21)

α1

c2

∂ϕ2(x,, t,)

∂t,2
− α1

∂ϕ2(x,, t,)

∂x,2
+ Vϕ = 0. (4.22)

Podemos notar que não há modificação das equações, em outras palavras, as possibili-

dades [k00 = −k11, k01 = −k10] ou [k00 = −k11, k01 = k10 = 0] não representam genúınos

fatores para causar uma violação de Lorentz na teoria.

Agora, no intuito de resolver analiticamente a equação diferencial (4.17) e simultane-

amente preservar a quebra da simetria de Lorentz, devemos desacoplar a equação. Neste

sentido, aplicamos a rotação

⎛
⎝ x

t

⎞
⎠ =

⎛
⎝ cos(θ) − sen(θ)

sen(θ) cos(θ)

⎞
⎠
⎛
⎝ X

T

⎞
⎠ , (4.23)

onde θ é um angulo arbitrário de rotação. Assim, a equação (4.17) nas novas variáveis é

reescrita como

h1
∂2ϕ(X,T )

∂T 2
− h2

∂2ϕ(X,T )

∂X2
+ Vϕ = 0, (4.24)
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com as definições

θ ≡ −1

2
arctan

(
α3

α1 + α2

)
,

h1 ≡ α2
1 − α2

2 + [α2
3 + (α1 + α2)

2] cos(2θ)

2(α1 + α2)
, (4.25)

h2 ≡ α2
2 − α2

1 + [α2
3 + (α1 + α2)

2] cos(2θ)

2(α1 + α2)
.

Note que o ângulo de rotação θ foi escolhido com a finalidade de eliminar a dependência

do termo ∂2ϕ/∂X∂T . Agora, aplicando as dilatações T =
√

h1Υ e X =
√

h2Z, temos

∂2ϕ(Z, Υ)

∂Υ2
− ∂2ϕ(Z, Υ)

∂Z2
+ Vϕ = 0. (4.26)

A partir de agora, usaremos a equação acima para descrever o perfil de oscillons e

breathers. Neste ponto, é de grande importância destacar que a equação acima carrega

todas as informações sobre a violação da simetria de Lorentz da teoria. De fato, o campo

escalar ϕ(Z, Υ) carrega toda a dependência dos parâmetros que quebra a simetria de

Lorentz. Esta informação surge a partir do fato que as novas variáveis Z e Υ apresentarem

dependência expĺıcita dos elementos kμν .

4.5 Oscillons usuais com violação de Lorentz: Teoria

com um campo escalar

Nesta seção, estudaremos uma teoria envolvendo um campo escalar real, a qual possibi-

litará encontrar oscillons usuais na presença do cenário com VL descrito nas duas seções

anteriores. Atualmente, o perfil de um oscillon usual é aquele em que a estrutura espa-

cial é localizada no espaço e que na maioria dos casos é governado por uma função do

tipo sech(x). Por outro lado, a estrutura temporal é do tipo cos(t), a qual é periódica. A

teoria que iremos estudar é governada pela densidade de lagrangiana (4.5). Neste caso,

mostramos na última seção que a equação de movimento correspondente, após algumas

manipulações, pode ser representada pela equação (4.26). Desta maneira, com a finali-
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dade de analisar oscillons usuais nesta situação, escolhemos um potencial do tipo ϕ6, o

qual pode é escrito como

V (ϕ) =
1

2
ϕ2 − 1

4
ϕ4 +

g

6
ϕ6, (4.27)

onde g representa uma constante de acoplamento. É importante mencionar que utili-

zaremos o regime onde g >> 1, pois neste regime temos a garantia de que o potencial

apresenta pelo menos um ponto de mı́nima energia.

Visto que nosso interesse primordial é encontrar soluções periódicas e localizadas, é

muito útil e também usual no estudo de oscillons introduzir as seguintes transformações

de escala em t e x

τ = ωΥ, y = εZ, (4.28)

com ω =
√

1 − ε2. Assim, a equação de movimento (4.26) torna-se

ω2∂2ϕ(y, τ)

∂τ 2
− ε2 ∂2ϕ(y, τ)

∂y2
+ ϕ − ϕ3 + gϕ5 = 0. (4.29)

Desta maneira ficamos diante de uma excelente posição para investigar o perfil de

oscillons usuais. Mas é importante comentar que a questão fundamental em nossa análise é

o fato da teoria estar carregando informações da quebra da simetria de Lorentz. Podemos

facilmente observar este fato inspecionando a equação de movimento acima, a qual está

trazendo implicitamente informações sobre os termos da VL através das variáveis y e τ .

Novamente chamamos a atenção para o caso onde recuperamos a invariância de Lorentz,

ou seja, fazendo k00 = k11 = 0 e k01 = −k10 (ou k01 = k10 = 0). Neste caso, encontraremos

os oscillons usuais apresentados até então na literatura.

O próximo passo é expandir o campo ϕ como

ϕ(y, τ) = εϕ1(y, τ) + ε3ϕ3(y, τ) + ε5ϕ5(y, τ) + .... (4.30)

Pode-se notar que a expansão acima apresenta somente potências ı́mpares da constante

ε, isto ocorre porque a equação (4.29) é ı́mpar em ϕ [121]. Agora, substitúımos a expansão

do campo escalar dada acima na equação de movimento (4.29). Esta substituição resulta

em várias equações diferenciais acopladas, as quais possuem como coeficientes as diversas

ordens em ε, as quais devem ser nulas, ou seja, a substituição leva a uma estrutura do
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tipo

εeq1 + ε3eq2 + ε5eq3 + ε7eq4 + ... = 0. (4.31)

Seguindo os desenvolvimentos usuais para encontrar configurações de oscillons, de-

vemos considerar que a expansão (4.30) é válida para regimes de pequenas amplitudes,

com ε << 1. Então, como consequência deste desenvolvimento, apenas o campo ϕ1 terá

um papel fundamental para descrever o perfil do oscillon. Diante deste fato, devemos

considerar apenas as equações eq1 e eq2, as quais possuem as formas

∂2ϕ1

∂τ 2
+ ϕ1 = 0, (4.32)

∂2ϕ3

∂τ 2
+ ϕ3 − ∂2ϕ1

∂τ 2
− ∂2ϕ1

∂y2
− ϕ3

1 = 0. (4.33)

Portanto, a solução da equação (4.32) é da forma

ϕ1(y, τ) = Φ(y) cos(τ), (4.34)

Aqui chamamos a atenção para o fato da solução ser suave na origem e anular-se

quando y torna-se infinitamente grande.

A fim de encontrar a solução de Φ(y), vamos substituir a solução obtida para ϕ1(y, τ)

na equação (4.33). Deste modo, chegamos a

∂2ϕ3

∂τ 2
+ ϕ3 =

(
d2Φ

dy2
− Φ +

3

4
Φ3

)
cos(τ) +

1

4
Φ3 cos(3τ). (4.35)

Resolvendo a equação acima, encontraremos um termo que será linear na variável

τ , resultando em uma solução não periódica. Como estamos interessados em soluções

periódicas no tempo, para evitar que o termo linear em τ apareça na solução, devemos

impor que

d2Φ

dy2
− Φ +

3

4
Φ3 = 0. (4.36)
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Neste ponto, verificamos que a equação acima pode ser integrada, resultando em

(
dΦ

dy

)2

+ U(Φ) = E, (4.37)

onde U(Φ) = −Φ2 + (3/8)Φ4. Para garantir a presença de soluções solitônicas, deve-

mos impor na equação acima que E seja igual a zero. Esta condição permitirá que a

configuração do campo vá assintoticamente para o vácuo do potencial U(Φ). Com isso,

resolvendo a equação acima com E = 0, encontraremos

Φ(y) =
4

√
8

3
[(y)]1/2. (4.38)

Como podemos ver, até a ordem O(ε), a correspondente solução para o campo nas

variáveis originais é dada por

ϕosc(x, t) = ε
4

√
8

3

(√[
ε[x cos(θ) + t sen(θ)√

h2

])

(4.39)

× cos

[
ω[−x sen(θ) + t cos(θ)]√

h1

]
+ O(ε3).

O perfil da solução acima para alguns valores dos parâmetros kμν está plotado na

figura 4.1. Na figura 4.1 vemos o perfil dos oscillons usuais na presença da violação da

simetria de Lorentz. Neste caso, podemos checar que os parâmetros responsáveis pela VL

causam um tipo de deformação na configuração, onde a solução torna-se oscilatória em

uma região localizada próxima ao seu valor máximo. Além disso, no sentido temporal,

é posśıvel reparar que a VL produz um deslocamento do oscillon ao longo da direção

espacial. Neste caso, chamaremos esta nova configuração como ”oscillons envelopados”,

uma vez que em t = 0 a nova configuração está contida, ”envelopada”, pelo oscillon com

simetria de Lorentz.

Contudo, se quisermos recuperar aos oscillons com simetria de Lorentz, é necessário

impor que k00 = k11 = 0 e k01 = −k10 (ou k01 = k10 = 0).
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Figura 4.1: Perfil dos oscillons usuais em 1 + 1-dimensões com quebra das simetrias de
Lorentz e CPT para t = 0 (esquesda) e t = 1250 (direita) com ε = 0.01. A linha mais
fina corresponde ao caso com k00 = 0.12, k11 = 0.30, k01 = 0.27 e k10 = 0.21. A linha
mais grossa corresponde ao caso com kμν = 0.

4.6 Flat-top oscillons com violação de Lorentz: Teo-

ria com um campo escalar

A alguns anos atrás uma nova classe de oscillon, a qual é caracterizada por um tipo de

platô em seu topo, foi apresentada por Amin e Shirokoff [126]. Naquele trabalho, os

autores mostraram que esta configuração tem um impacto importante na dinâmica de um

Universo em expansão. Assim, nesta seção, descreveremos o impacto da VL sobre Flat-

Top oscillons. Mais uma vez, estudaremos o caso em 1 + 1-dimensões, onde a equação

clássica de movimento é dada por (4.26). O potencial que utilizaremos para estudar tal

cenário é aquele representado em (4.27).

A partir de agora, iniciaremos um ataque direto ao problema de encontrar os chamados

flat-top oscillons. De maneira análoga ao procedimento apresentado em [126], introduzi-

mos um campo escalar reescalado por ϕ(Z, Υ) = φ(y, τ)/
√

g, onde Z =
√

g y, τ = �Υ e

� =
√

1 − α2/g. É importante destacar que a constante α2 é responsável pela mudança

na frequência, sua presença vem do potencial não-linear. Com isso, não é dif́ıcil concluir

que a equação clássica de movimento pode ser reescrita da forma

(∂2
τφ + φ) + g−1[−α2∂2

τφ − ∂2
yφ − φ3 + φ5] = 0. (4.40)

Então, poderemos investigar o impacto da violação da simetria de Lorentz sobre os
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chamados flat-top oscillons, pois o campo φ novamente está carregando as informações

sobre a VL através dos parâmetros kμν . Para fazer esta investigação, começamos expan-

dindo o campo escalar φ da seguinte maneira

φ(y, τ) = φ1(y, τ) + g−1φ3(y, τ) + .... (4.41)

Se substituirmos a expansão do campo escalar mostrada acima na equação de movi-

mento (4.40), e coletarmos os termos em ordem O(1) e O(g−1), encontramos

∂2φ1

∂τ 2
+ φ1 = 0, (4.42)

∂2φ3

∂τ 2
+ φ3 − α2∂2φ1

∂τ 2
− ∂2φ1

∂y2
− φ3

1 + φ5
1 = 0. (4.43)

Portanto, a solução da equação (4.42) é da forma

φ1(y, τ) = Ψ(y) cos(τ), (4.44)

Com o intuito de encontrar a solução de Ψ(y), vamos substituir a solução obtida para

φ1(y, τ) na equação (4.43). Assim, conclúımos que

∂2φ3

∂τ 2
+ φ3 =

(
d2Ψ

dy2
− α2Ψ +

3

4
Ψ3 − 5

8
Ψ5

)
cos(τ)

(4.45)

+

(
3

4
Ψ3 − 5

16
Ψ5

)
cos(3τ) − Ψ5

16
cos(5τ).

cuja solução pode ser escrita da forma

φ3(y, τ) =
1

8
[4 G(y) − 2 H(y) + 8 c1] cos (τ)

−H(y) cos (3 τ) + 4 [G(y) τ + 2 c2 ] sen(τ) , (4.46)

onde definimos G(y) ≡
(

d2Ψ
dy2 − α2Ψ + 3

4
Ψ3 − 5

8
Ψ5
)

e H(y) ≡ (
3
4
Ψ3 − 5

16
Ψ5
)
. Além disso,
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c1 e c2 são constantes arbitrárias de integração.

Mais uma vez a solução da função φ3 terá um termo linear na variável τ , resultando

em uma solução não-periódica, e estamos interessados em soluções em são periódicas no

tempo. Portanto, devemos impor que G(y) seja igual a zero. Como consequência, temos

d2Ψ

dy2
=

(
α2Ψ − 3

4
Ψ3 +

5

8
Ψ5

)
, (4.47)

Neste ponto, podemos verificar que a equação acima possui o mesmo perfil da equação

apresentada na referência [126]. Deste modo, esta equação pode ser integrada, resultando

em
1

2

(
dΨ

dy

)2

+ U(Ψ) = E, (4.48)

onde U(Ψ) = −(1/2)α2Ψ2+(3/16)Ψ4−(5/48)Ψ6. Na equação acima devemos fazer E = 0,

pois nosso interesse é determinar soluções localizadas. Além disso, com a imposição

desta condição a configuração do campo irá assintoticamente ao vácuo do pontencial

U(Ψ). Por outro lado, também é usual impor que o perfil de Ψ(y) seja suave em y = 0,

tornando-se necessário fazer dΨ(0)/dy = 0. Então, a partir destas imposições, teremos

que E = U(Ψ0) = 0, a qual implica em

α2 =
3

8
Φ2

0 −
5

24
Φ4

0, (4.49)

com Ψ0 ≡ Ψ(0). Assim, resolvendo a equação acima em Ψ0, encontramos um valor cŕıtico

a ≤ αc =
√

27/160. Acima deste valor cŕıtico, Ψ0 torna-se imaginário.

Agora, deveremos resolver a equação (4.48) com E = 0. Neste caso, temos que

dΨ√
α2Ψ2 − 3

8
Ψ4 + 5

24
Ψ6

= dy. (4.50)

Resolvendo equação acima, chegamos a

Ψ(y) =
(u 4
√

4vu)√
2
√

v + cosh[2y
√

uv(α2
c − α2)]

, (4.51)

onde v = 27/[160(α2
c − α2)] e u = (v − 1)/v.

Como podemos ver, até a ordem O(1), a solução correspondente para o campo nas
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variáveis originais é dada por

ϕFT (x, t) = (4.52)

u 4
√

4vu√
2g
√

v + g cosh

{
2[x cos(θ)+t sen(θ)]

√
uv(α2

c−α2)√
gh2

}

× cos

{
�[−x sen(θ) + t cos(θ)]√

h1

}
+ O(g−3/2).

O perfil da solução acima está plotada na figura 4.2. Nesta figura vemos o perfil

do flat-top oscillon sobre a influência da VL. Neste caso, podemos verificar que a VL é

responsável por um controle da largura do platô do oscillon. Então, medindo a largura

do oscillon somos capazes de determinar a existência e o grau da quebra de simetria. Na

figura 4.3 vemos o perfil t́ıpico do flat-top oscillon.

Por outro lado, o efeito da quebra de simetria sobre a densidade de energia faz com

que a densidade de energia se torne cada vez mais localizada ao redor da origem.
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Figura 4.2: Perfil dos Flat-Top oscillons em 1 + 1-dimensões com quebra da simetria de
Lorentz para t = 0 (esquerda) e t = 200 (direita) com g = 5. A linha fina corresponde ao
caso com k00 = 0.12, k11 = 0.30, k01 = 0.27 e k10 = 0.21. A linha mais grossa corresponde
ao caso com kμν = 0.
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Figura 4.3: A figura da esquerda representa o perfil da solução dos Flat-top oscillons com
quebra da simetria de Lorentz. A figura da direita é o perfil das soluções dos Flat-top
oscillons sem violação da simetria de Lorentz.

4.7 Breathers com violação da simetria de Lorentz:

Teoria com um campo escalar

Nesta seção, estudaremos o perfil de um breather em 1+1 -dimensões no espaço-tempo de

Minkowski na presença do cenário com VL descrito na seção 4.2. Novamente, usaremos a

equação clássica de movimento (4.26). As configurações de breathers surgem a partir do

modelo de sine-Gordon

V (ϕ) =
γ

β
[1 − cos(βϕ]. (4.53)

Um ponto importante a respeito do modelo de sine-Gordon é que ele é invariante sob a

transformação ϕ → ϕ + 2nπ, onde n é um número inteiro. Neste caso, a equação clássica

de movimento é
∂2ϕ(Z, Υ)

∂Υ2
− ∂2ϕ(Z, Υ)

∂Z2
+ γ sen(βϕ) = 0. (4.54)

A equação acima pode ser resolvida através do método de espalhamento inverso [145].

Assim, após alguns cálculos diretos, conclúımos que a solução do breather é dada por

ϕB(Z, Υ) =
4

β
arctan

[ √
γ − w2 sen(wΥ)

w cosh(Z
√

γ − w2)

]
, (4.55)

onde w é a frequência de oscilação e descreve diferentes breathers. Na figura 4.4 mostramos

o perfil da solução apresentada acima.
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Figura 4.4: Breathers em 1+1-dimensões com VL para t = 0 (esquerda) e t = 10 (direita)
com v = 2, w = 1, β = 1. Alinha fina corresponde ao caso com k00 = 0.28, k11 = 0.30,
k01 = 0.27 e k10 = 0.37. A linha grossa corresponde ao caso com kμν = 0.

4.8 Radiação de oscillons com violação da simetria

de Lorentz: Teoria com um campo escalar

Uma importante caracteŕıstica dos oscillons é sua emissão de radiação. Através de um

trabalho pioneiro Segur e Kruskal [106] mostraram que oscillons em uma dimensão espacial

decaem emitindo radiação. Recentemente, os cálculos da radiação emitida em duas e três

dimensões espaciais foram feitas em [129]. Por outro lado, em um trabalho recente feito

por Hertzberg [130], os efeitos da radiação quântica emitida por oscillons foram analisadas,

onde mostrou-se que o caso quântico é muito distinto do clássico. É importante detacar

que aquele autor mostrou que a amplitude da radiação clássica emitida pelos oscillons,

pode ser encontrada usando a amplitude da transformada de Fourier da estrutura espacial

do oscillon.

Assim, nesta seção, determinaremos a radiação emitida pelos oscillons apresentados

nas seções anteriores, os quais apresentam violações da simetria de Lorentz. Aqui, vamos

estabelecer um método em 1 + 1 dimensões espaciais que permitirá calcular a radiação

de oscillons em teorias que apresentam VL. Para desenvolver o método, seguiremos um

procedimento semelhante ao apresentado em [130]. Então, iniciaremos sugerindo que a

solução da equação clássica de movimento possa ser escrita na seguinte forma

ϕsol(x, t) = ϕosc(x, t) + η(x, t), (4.56)
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onde ϕosc(x, t) é a solução do oscillon e η(x, t) representa uma pequena correção. Agora,

substituindo a decomposição do campo escalar da acima na equação de movimento (4.17),

encontraremos

α1
∂2ϕosc

∂t2
− α2

∂2ϕosc

∂x2
+ α3

∂2ϕosc

∂x∂t
+ α1

∂2η

∂t2

(4.57)

−α2
∂2η

∂x2
+ α3

∂2η

∂x∂t
+ U(ϕosc, η) = 0,

onde U(ϕosc, η) é uma função que depende da forma do potencial Vϕsol
(ϕsol). Com a fina-

lidade de desacoplar a equação acima, aplicaremos a rotação (4.23) seguida das dilatações

T =
√

h1Υ e X =
√

h2Z. Assim, chegamos em

∂2ϕosc(Z, Υ)

∂Υ2
− ∂2ϕosc(Z, Υ)

∂Z2
+

∂2η(Z, Υ)

∂Υ2
(4.58)

−∂2η(Z, Υ)

∂Z2
+ U(ϕosc, η) = 0.

A partir da equação acima é posśıvel encontrar a solução para η(Z, Υ). Devemos

lembrar que a função η(Z, Υ) carrega as informações da quebra da simetria através da

dependência nos parâmetros kμν . Nosso interesse é investigar o modelo dado por (4.27).

Então, U(ϕosc, η) tem a forma

U(ϕosc, η) = ϕosc + η − ϕ3
osc − η3 + 3ϕ2

oscη + 3ϕoscη
2

(4.59)

+ g(ϕ5
osc + η5 + 10ϕ2

oscη
3 + 10ϕ3

oscη
2

+ 5ϕoscη
4 + 5ϕ4

oscη).

Como η representa uma pequena correção, suporemos que os termos não-lineares η2,

η3, η4, η5 e os termos paramétricos 3ηϕ2
osc, 5gηϕ4

osc possam ser desprezados. O motivo

de também desprezarmos os termos paramétricos vem do fato de estarmos trabalhando

em um regime assintótico, onde ϕosc também é muito pequeno. Neste regime, a equação
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(4.58) irá adquirir a seguinte forma

∂2η(Z, Υ)

∂Υ2
− ∂2η(Z, Υ)

∂Z2
+ η(Z, Υ) = −J(Z, Υ), (4.60)

onde

J(Z, Υ) =
∂2ϕosc(Z, Υ)

∂Υ2
− ∂2ϕosc(Z, Υ)

∂Z2
(4.61)

+ϕosc(Z, Υ) − ϕ3
osc(Z, Υ) + gϕ5

osc(Z, Υ).

Podemos utilizar a transformada de Fourier para resolver a equação diferencial (4.60),

onde J(Z, Υ) atua como uma fonte. Com isto em mente, escrevemos abaixo as transfor-

madas de Fourier

η(R,w) =
1√
2π

∫
dZ dΥ η(Z, Υ) (4.62)

× exp[−i(R Z − wΥ)],

J(R,w) =
1√
2π

∫
dZ dΥ J(Z, Υ) (4.63)

× exp[−i(R Z − wΥ)].

Então, temos a solução correspondente

η(Z, Υ) =
1√
2π

∫
dR dw η(R, w) (4.64)

× exp[i(R Z − wΥ)],

onde

η(R, w) = − J(R,w)

R2 − (w2 + 1)
. (4.65)

Através do desenvolvimento acima é posśıvel encontrar o campo de radiação para os
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oscillons. Além disso, como uma consequência do método, a expansão dos oscillons deve

ser truncada.

4.8.1 8.1. Radiação dos Oscillons Usuais com VL: Teoria para

um campo escalar

Nesta subseção estudaremos a radiação emitida pelos oscillons usuais no cenário com

quebra da simetria de Lorentz. Neste caso, a expansão do oscillon deve ser truncada em

ordem N , da seguinte maneira

ϕ(y, τ) = εϕ1(y, τ) + ε3ϕ3(y, τ) + ε5ϕ5(y, τ) (4.66)

+ ... + εNϕN(y, τ).

Como exemplo, consideremos o caso com N = 1. Este é o caso onde a configuração

do campo corresponde ao oscillon

ϕosc(y, τ) = ε ϕ1(y, τ). (4.67)

Substituindo (4.67) em (4.61), obtemos

J(Z, Υ) =

(
4

√
8

3

)
ε3[ sech(εZ)]3/2 cos(3ωΥ). (4.68)

Assim, para N = 1 podemos resolver facilmente a integral (4.64), a qual permite

encontrar η(Z, Υ). Portanto, podemos generalizar o resultado para N substituindo a

expansão (4.66) em (4.61) e usando a equação diferencial (4.29). Após alguns cálculos, o

resultado é

J(Z, Υ) = CN εN+2[(εZ)]N+1/2 cos(n̄ωΥ) + ..., (4.69)

onde CN são coeficientes constantes. Por exemplo, para N = 1 temos C1 = 4
√

8/3. O
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próximo passo é calcular η(Z, Υ). Utilizando (4.64) conclúımos que

η(Z, Υ) =
π
√

πCN εN+2

krad

cos(ωradΥ) (4.70)

× sen(kradZ)

∫
dZ(εZ)]N+1/2 cos(kradZ).

onde

ωrad = n̄ω, krad =
√

ω2
rad − 1. (4.71)

Na expressão (4.70), podemos notar que existe uma radiação sendo emitida pela con-

figuração a qual apresenta uma amplitude descrita pela integral

A(krad) =
π
√

πCN εN+2

krad

(4.72)

×
∫

dZ(εZ)]N+1/2 cos(kradZ),

também notamos que a radiação tem uma frequência representada por ωrad e um número

de onda krad. Podemos fazer uso da generalização acima para calcular a amplitude de

radiação os oscillons em cenários com VL. Por exemplo, para N = 1, temos

A(krad) =
4π

√
2πC1 ε3

krad

(4.73)

× [b1F (a1, a2, a3,−1) + b∗1F (a1, a
∗
2, a

∗
3,−1)] ,

onde F (a1, a2, a3,−1) e F (a1, a
∗
2, a

∗
3,−1) são funções hipergeométricas

b1 =
1

3ε − 2ikrad

, a1 =
3

2
, (4.74)

a2 =
3

4
− ikrad

2ε
, a3 =

7

4
− ikrad

2ε
.

Na figura 4.5 vemos como a amplitude da radiação emitida muda com o parâmetro
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kμν . Através da figura observamos que a amplitude da radiação emitida dos oscillons é

controlada pelos termos da quebra de Lorentz do modelo, de tal maneira que a ampli-

tude de radiação irá decair mais rapidamente quando os efeitos da quebra de Lorentz

aumentarem.
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Figura 4.5: Amplitude da radiação emitida determinada pela transformada de Fourier. A
figura da esquerda corresponde ao caso com VL e a figura da direita ao caso com simetria
de Lorentz.

4.8.2 8.2. Radiação dos Flat-top oscillons: Teoria para um

campo escalar

Agora apresentaremos a radiação emitida pelos Flat-top oscillons no cenário com violação

de Lorentz. Aqui, a expansão associada ao oscillon truncada em ordem N é definida como

ϕ(y, τ) = ϕ1(y, τ) +
1

g
ϕ3(y, τ) (4.75)

+
1

g2
ϕ5(y, τ) + ... +

1

gN−1
ϕ2N−1(y, τ).
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Substituindo a expansão acima em (4.61), teremos

J(Z, Υ) = C̄N

×C̄N

⎧⎨
⎩ (u 4

√
4vu)√

2g
√

v + g cosh[2Z
√

uv(α2
c − α2)/

√
g]

⎫⎬
⎭

N+2

(4.76)

× cos(n̄ω̄Υ) + ...,

onde C̄N são coeficientes constantes. Agora calculamos η(Z, Υ) como dado por (4.64).

Após realizar alguns cálculos, conclúımos que

η(Z, Υ) =
π
√

πC̄N

k̄rad

cos(ω̄radΥ) sen(k̄radZ) (4.77)

×
∫

dZ̃

⎧⎨
⎩ (u 4

√
4vu)√

2g
√

v + g cosh[2Z̃
√

uvg(α2
c − α2)]

⎫⎬
⎭

N+2

× cos(k̄radZ̃).

onde

ω̄rad = n̄ω̄, k̄rad =
√

ω̄2
rad − 1. (4.78)

Conforme a expressão acima, vemos que existe uma radiação emitida, a qual tem sua

amplitude descrita pela integral

A(krad) =
π
√

πC̄N

k̄rad

∫
dZ cos(k̄radZ) (4.79)

×
⎧⎨
⎩ (u 4

√
4vu)√

2
√

v + cosh[2Z
√

uv(α2
c − α2)/

√
g]

⎫⎬
⎭

N+2

.

Deste modo, podemos usar esta generalização para calcular a amplitude de radiação
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dos Flat-top oscillons em cenários com VL. Por exemplo, para N = 1, temos

A(krad) =
4πC̄N

A0k̄rad

(
u 4
√

4vu√
g

)3

(ξ1Fa + ξ∗1Fb), (4.80)

onde Fa = F(Ω1; Ω2; Ω2; Ω3, Ω4, Ω5) e Fb = F(Ω∗
1; Ω2; Ω2; Ω

∗
3, Ω4, Ω5) são as chamadas

funções hipergeométricas de Appell de duas variáveis, e

A0 = 2

√
uv(α2

c − α2)√
g

, ξ1 = 3 +
2ikrad

A0

,

Ω1 =
3

2
− ikrad

A0

, Ω2 =
3

2
, Ω3 =

5

2
− ikrad

A0

, (4.81)

Ω4 =
√

A2
0 − 1 − A0, Ω5 =

1√
A2

0 − 1 − A0

.

Neste caso, notamos que a amplitude da radiação emitida muda com os parâmetros

kμν . Novamente podemos ver que a amplitude da radiação é controlada pelos termos da

quebra de Lorentz. Além disso, a amplitude de radiação apresenta um decaimento mais

rápito quando a VL aumenta.

4.9 Oscillons com VL: Teoria com dois campos esca-

lares

Na seção 4.2, mostramos que uma teoria envolvendo dois campos escalares é aquela mais

geral para descrever teorias com VL, pois é posśıvel encontrar efeitos observáveis da VL.

Então, nesta seção, estudaremos uma teoria de campos escalares possuindo dois campos

auto-interagentes na presença de um cenário com VL. A teoria que iremos analisar é

semelhante à aquela dada por Potting [141]. Aqui, iremos trabalhar com a seguinte
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densidade de lagrangiana

L =
1

2
∂μϕ1∂

μϕ1 +
1

2
∂μϕ2∂

μϕ2 (4.82)

+
1

2
kμν∂μϕ1∂νϕ2 − V (ϕ1, ϕ2) .

onde V (ϕ1, ϕ2) é o potencial de interação. Como um exemplo, no sentido de encontar

soluções de oscillons, podemos escolher o potencial na forma

V (ϕ1, ϕ2) =
g

3

(
ϕ6

1 + ϕ6
2

)− 1

2

(
ϕ4

1 + ϕ4
2

)
(4.83)

+ ϕ2
1 + ϕ2

2 + 5 g
(
ϕ4

1 ϕ2
2 + ϕ2

1 ϕ4
2

)− 3ϕ2
1 ϕ2

2.

Com a finalidade de desacoplar a densidade de lagrangiana (4.82), aplicamos a rotação

⎛
⎝ ϕ1

ϕ2

⎞
⎠ =

1

2

⎛
⎝ 1 1

1 −1

⎞
⎠
⎛
⎝ σ1

σ2

⎞
⎠ . (4.84)

Após algumas manipulações, conclúımos que

L =
1

2
∂μσ1∂

μσ1 +
1

2
kμν

1 ∂μσ1∂νσ1 (4.85)

+
1

2
∂μσ2∂

μσ2 +
1

2
kμν

2 ∂μσ2∂νσ2 − V (σ1, σ2) ,

onde

kμν
1 =

1

4
kμν , kμν

2 = −1

4
kμν , (4.86)

e o potencial é

V (σ1, σ2) = V (σ1) + V (σ2), (4.87)

com
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V (σi) =
g

6
σ6

i −
1

4
σ4

i +
1

2
σ2

i , i = 1, 2. (4.88)

É importante notar que aplicando as rotações nos campos, a densidade de lagrangiana

se tornou desacoplada, transformando-se em duas densidades de lagrangiana independen-

tes L =
2∑

i=1

Li, onde

Li =
1

2
∂μσi∂

μσi +
1

2
kμν

i ∂μσi∂νσi − V (σi), (4.89)

Podemos ver que todo os desenvolvimentos e resultados feitos para determinar o campo

σ1 serão os mesmos para se determinar σ2. Então, podemos fazer o caso geral σi que

teremos tanto σ1 como σ2. Outro ponto importante que dever ser mencionado é o fato de

qualquer redefinição de variável xμ continuar carregando informação do parâmetro kμν , o

qual é responsável pela VL.

Como iremos trabalhar em 1 + 1-dimensões, a lagrangiana (4.89) torna-se

L(1+1)
i =

1

2
ai(∂tσi)

2 − 1

2
bi(∂xσi)

2 (4.90)

+
1

2
di∂tσi∂xσi − V (σi), i = 1, 2.

Neste caso, temos

ai ≡ (1 + k00
i ), bi ≡ (1 − k11

i ), di ≡ (k01
i + k10

i ). (4.91)

Neste ponto torna-se claro porque a densidade de lagrangiana (4.82) é mais geral e

mais fundamental que a teoria descrita por (4.1). Primeiramente, porque as relações de

comutações do grupo de Poincarè não são fechadas, indicando uma violação da simetria

de Lorentz. Segundo, é imposśıvel com redefinições das variáveis eliminar os parâmetros

da VL em (4.85), pois se aplicarmos uma uma mudança de coordenada com finalidade de

escrever a densidade de lagrangiana em uma forma invariante, somente um dos setores da

teoria se tornará invariante.

Desta maneira, usando os desenvolvimentos descritos na seção 4.4, encontramos a
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equação
∂2σi(Zi, Υi)

∂Υ2
i

− ∂2σi(Zi, Υi)

∂Z2
i

+ Vσi
= 0, (4.92)

onde

Zi =
x cos(θi) + t sen(θi)√

Li

, (4.93)

Υi =
−x sen(θi) + t cos(θi)√

Hi

. (4.94)

com o conjunto de definições

θi ≡ −1

2
arctan

(
di

ai + bi

)
, (4.95)

Li ≡ b2
i − a2

i + [d2
i + (ai + bi)

2] cos(2θi)

2(ai + bi)
, (4.96)

Hi ≡ a2
i − b2

i + [d2
i + (ai + bi)

2] cos(2θi)

2(ai + bi)
. (4.97)

Felizmente, somos capazes de encontrar soluções periódicas para os campos σ1 e σ2

a partir da equação (4.92). Neste caso, estamos olhando para soluções do tipo oscillons.

Estas soluções foram determinadas nas seções 4.5 e 4.6. Assim, utilizando os resultados

daquelas seções, podemos mostrar que

σ
(USUAL)
i (x, t) = (4.98)

εi
4

√
8

3

(√{
εi[x cos(θi) + t sen(θi)]√

Li

})

× cos

{
ωi[−x sen(θi) + t cos(θi)]√

Hi

}
+ O(ε3

i ),

e
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σ
(FLAT−TOP )
i (x, t) = (4.99)

ui
4
√

4viui√
2g
√

vi + g cosh

{
2[x cos(θi)+t sen(θi)]

√
uivi(α2

c−α2
i )√

gLi

}

× cos

{
�i[−x sen(θi) + t cos(θi)]√

Hi

}
+ O(g−3/2).

Nas soluções acima σ
(USUAL)
i representa os oscillons usuais e σ

(FLAT−TOP )
i são os cha-

mados Flat-Top oscillons. Além disso, temos

ωi =
√

1 − ε2
i , �i =

√
1 − α2

i /g,

(4.100)

vi = 27/[160(α2
c − α2

i )], ui = (vi − 1)/vi.

Como mencionado anteriormente, os campos escalares originais ϕ1 e ϕ2 são caracteri-

zados pelos campos σ1 e σ2 da seguinte forma

ϕ1 =
σ1 + σ2

2
, ϕ2 =

σ1 − σ2

2
. (4.101)

É importante destacar que as soluções apresentadas acima não representam apenas

relações puramente algébricas entre σi e os parâmetros originais da teoria, mas uma

solução essencialmente F́ısica. Podemos ver que existem dois tipos de frequências, as quais

podem ser combinadas para cada campo escalar ϕ. Este fato indica que suas soluções

podem ser consideradas como uma sobreposição de dois campos independentes, como

consequência, podemos ter um fenômeno de interferência na estrutura dos oscillons.

4.10 Conclusões

Neste caṕıtulo investigamos oscillons usuais e os então chamados flat-top oscillons para

o caso de cenários com violações da simetria de Lorentz. Mostramos que a violação da
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simetria é responsável pelo surgimento de uma espécie de deformação da configuração.

Por outro lado, a partir da inspeção dos resultados provenientes dos flat-top oscillons

em 1 + 1-dimensões com quebra de simetria, em comparação com apresentados em [126],

vimos que os oscillons estão carregando informações dos termos responsáveis pela VL da

teoria em análise, neste caso fazendo k00 = k11 = 0 e k01 = −k10 (ou k01 = k10 = 0)

podemos recuperar a solução apresentada na referência [126]. Além disso, mostramos que

é posśıvel obter o grau da quebra de simetria através da largura do oscillon em 1 + 1

dimensões. Uma questão importante sobre as soluções não-lineares está relacionada à sua

estabilidade. Assim, estudamos a questão da estabilidade das soluções encontradas utili-

zando um procedimento semelhante ao apresentado por Hertzberg [130, 126], o qual está

baseado na determinação da amplitude da radiação emitida pelos oscillons. Conclúımos

que a radiação emitida por estes oscillons é controlada pelos termos da VL do modelo, de

tal maneira que a radiação decai mais rapidamente quando os termos se tornam maiores.

Uma questão natural, a qual iremos analisar em um futuro trabalho, é sobre as im-

plicações cosmológicas de possiveis oscillons [146] com outro tipo de violação da simetria

de Lorentz.
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Caṕıtulo 5

Conclusões Finais

Nesta tese, apresentamos uma breve introdução ao estudo dos chamados sólitons, os

quais correspondem a certas soluções de equações de onda não-lineares. Mostramos que

tais objetos são localizados espacialmente, possuindo densidade de energia finita e que,

mesmo após sofrerem colisões, mantêm suas formas e velocidades originais. Além disso,

mostramos dois exemplos de configurações do tipo sólitons, as quais envolvem campos

escalares em 1 + 1 dimensões. Foi mostrado também que uma maneira de caracterizar

soluções do tipo sóliton é através da chamada carga topológica.

No caṕıtulo 2, investigamos a medida da chamada entropia configuracional para uma

classe de modelos que apresentam dois campos escalares auto-interagentes em 1 + 1 di-

mensões. Encontramos que, apesar da energia das configurações serem degeneradas, elas

têm uma configuração favorita devido a sua entropia configuracional. Deste modo, de-

terminamos através de cálculos anaĺıticos e numéricos que a entropia configuracional é

uma função do valor c0. Assim, mostramos que a função Sc(c0) apresenta dois valores

de mı́nimos, ou seja, um mı́nimo global e outro local. No ponto de mı́nimo local vimos

que a configuração sofre uma espécie de transição de fase, onde kink duplo se transforma

em kink usual. Por outro lado, no valor de mı́nimo global a configuração apresenta a

mı́nima entropia, o que nos leva a concluir que neste valor de entropia a configuração é

mais estável. No caṕıtulo 3, apresentamos uma classe de sólitons viajantes em sistemas

com violações das simetrias de Lorentz. Neste caso, mostramos que é posśıvel construir

alguns sólitons viajantes os quais, como deveria ser esperado, não podem ser mapeados

em configurações estáticas através do boost de Lorentz devido à quebra expĺıcita desta

simetria. Ademais, no modelo estudado, encontramos um conjunto completo de soluções,

92



onde tais soluções apresentam um limite cŕıtico controlado pela escolha de uma constante

arbitrária de integração.

Por fim, discutimos o impacto da quebra da simetria de Lorentz sobre os oscillons

usuais e nos chamdos flat-top oscillons. Neste caso, mostramos que a violação de Lorentz

é responsável pela origem de um tipo de deformação da configuração, onde as configurações

do campo se transformam em oscilatórias em uma região localizada próxima de seu valor

máximo. Além disso, notamos que a violação de Lorentz produz é responsável em produzir

um desvio no oscillons ao longo da sua direção espacial. Também conclúımos que o efeito

de uma violação de Lorentz nos oscillons flat-top é responsável por um colapso do flat-top.

Uma importante análise que fizemos foi determinar analiticamente a radiação emitida

pelas configurações. Neste caso, os resultados obtidos indicaram que a amplitude da

radiação emitida é controlada pelos parâmetros da quebra de Lorentz, de tal modo que

os oscillons dentro deste cenário se tornam muito estáveis.

No entanto, torna-se importante a partir desta tese descrever uma teoria geral para

sistemas que envolvem dois campos escalares auto interagentes em cenários que apresen-

tam violações das simetrias de Lorentz e CPT (conjugação da carga-paridade-reversão

temporal), os quais permitem obter soluções de oscillons. Assim, como uma continuação

desta tese, estaremos analisando tais aspectos teóricos. Neste caso, nossa análise estará

voltada em uma caracterização anaĺıtica de tal teoria. Pois tal descrição poderá ofere-

cer um novo caminho para sondar a dimensionalidade do espaço. Além disso, em um

contexto cosmológico, ao adicionar os efeitos das violações das simetrias de Lorentz e

CPT em nossa teoria, poderemos estudar os impactos destas violações na formação de

estruturas logo após o peŕıodo de inflação do Universo, onde foi estimado numericamente

que aproximadamente 20% da densidade de energia total do Universo neste peŕıodo são

provenientes de configurações do tipo oscillons. Desta forma, nossa caracterização em um

contexto cosmológico poderá oferecer uma nova chave para o entendimento da F́ısica que

descreve o Universo primordial.
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Apêndice

Com o objetivo de familiarizar aqueles que não estão acostumados com a notação

relativ́ıstica, decidimos fazer este apêndice. Nele, apresentamos de maneira simples a

transformação de Lorentz, a qual desempenha um papel importante papel nas soluções

apresentadas ao longo desta tese. Mostramos também como são escritos os operadores

diferenciais em termos da notação relativ́ıstica.

A1) Transformação de Lorentz

Com a finalidade de encontrar uma transformação que preserve invariantes as equações

de Maxwell ao passar de um referencial inercial para outro, vamos considerar dois referen-

ciais S e S
′
, cujos eixos são paralelos e as origens coincidem em t = t

′
= 0. O referencial

S
′
possui velocidade v e move-se paralelamente ao eixo Ox. No referencial S, uma fonte

de luz emite um pulso de luz em t = 0, este pulso de luz se propagará em forma de uma

onda esférica. Para um observador em S, a onda esférica de raio ct se propaga a partir de

O. Para o observador em S
′
, a onda terá raio ct e estará se propagando a partir de O

′
.

Assim, as frentes de onda em cada um dos referenciais serão dadas por

x2 + y2 + z2 = c2t2, (5.1)

x
′2 + y

′2 + z
′2 = c2t

′2. (5.2)

Lembremos que a transformação de Galileu (TG) é dada por

x
′
= x − vt, y

′
= y, z

′
= z e t = t

′
. (5.3)

Portanto, se aplicarmos a TG à equação da frente de onda no referencial S
′
, teremos

x2 − 2xvt + u2t2 + y2 + z2 = c2t2, (5.4)

a equação acima é diferente da equação (5.1) que descreve a frente de onda no referencial

S.

Nosso objetivo é encontrar uma transformação que mantenha a equação da frente de

onda invariante ao passarmos de um referencial inercial para outro e que recupere a TG
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quando v/c → 0. Como o movimento é ao longo do eixo x, as componentes y e z não

sofrem modificações. Deste modo, vamos tentar a transformação

x
′
= x − vt, y

′
= y, z = z

′
e t

′
= t + λx. (5.5)

onde λ é uma constante. Em seguida, aplicamos a transformação acima na equação da

frente de onda no referencial S
′
. Deste modo, teremos

(1 − c2λ2)x2 + y2 + z2 − 2(v + λc2)xt = (1 − v2/c2)c2t2. (5.6)

Para a equação acima assumir a forma da equação da frente de onda dada pela equação

(5.1), devemos fazer λ = −v/c2. Assim, ficamos com

(1 − v2/c2)x2 + y2 + z2 = (1 − v2/c2)c2t2, (5.7)

e para eliminar o fator (1−v2/c2), devemos escrever a transformação dada pelas equações

(5.5) como

x
′
= γ(x − vt), y

′
= y, z = z

′
e t

′
= γ[t − (v/c2)x]. (5.8)

onde γ = [1 − v2/c2]−1/2. A transformação dada acima é denominada transformação de

Lorentz (TL), com ela a equação da onda esférica se mantém invariante ao passar do

referencial inercial S para o referencial inercial S
′
. Destacamos que a transformação de

Lorentz conserva invariantes as leis do eletromagnetismo ao passar de um referencial para

outro.

A2) Notação relativ́ıstica

Vamos considerar dois eventos no espaço-tempo, (x, y, z, t) e (x+dx, y +dy, z +dz, t+

dt). Desta forma, dizemos que o intervalo entre estes dois eventos é dado por

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 (5.9)

onde ds será o mesmo para todos observadores inerciais. Além disso, ds será invariante

sob a TL. Através da definição de intervalo dada acima, os eventos em que ds2 > 0

são chamados do tipo-tempo, aqueles em que ds2 < 0 são chamados do tipo-espaço e

aqueles em que ds2 = 0 são ditos do tipo-luz. Em três dimensões espaciais (x, y, z) são as
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componentes de um vetor, e dr2 = dx2 + dy2 + dz2 é invariante sob rotações. Note que

há termos negativos na expressão de ds2, isto significa que o espaço não é estritamente

euclidiano. Portanto, definimos

xμ = (x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z),

(5.10)

xμ = (x0, x1, x2, x3) = (ct,−x,−y,−z),

com a definição acima podemos escrever o intervalo invariante com

ds2 =
3∑

μ=0

dxμdxμ = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2. (5.11)

O quadrivetor xμ é chamado de vetor contravariante, e o quadrivetor xμ é chamado de

vetor covariante. O produto interno entre um vetor contravariante e um vetor covariante

é um invariante. Por simplicidade, vamos adotar a convenção da soma, onde a soma de

um sub́ındice repetido indica um somatório sobre ele. Assim, temos

3∑
μ=0

dxμdxμ = dxμdxμ. (5.12)

A relação entre xμ e xμ é feita através do tensor métrico gμν , de tal maneira que

xμ = gμνx
ν = gμ0x

0 + gμ1x
1 + gμ2x

2 + gμ2x
2. (5.13)

Observando (5.13), vemos que x0 = x0, x1 = − x1, x2 = −x2 e x3 = −x3. Portanto,

escrevemos gμν como

gμν =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (5.14)

Para xμ = gμνxν , observamos que
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gμν =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (5.15)

No caso dos operadores diferenciais, definimos

∂μ ≡ ∂

∂xμ
= (∂0, ∂1, ∂2, ∂3) =

(
1

c

∂

∂t
, 
∇
)

,

(5.16)

∂μ ≡ gμν∂ν =

(
1

c

∂

∂t
,−
∇

)
.

Deste modo, o operador diferencial de segunda ordem é um invariante de Lorentz,

sendo escrito como

� = ∂μ∂μ =
1

c2

∂

∂t
−∇2, (5.17)

onde � é o chamado operador d’Alembertiano. Além disso, o quadrivetor energia-

momento de uma part́ıcula será pμ = (E/c, 
p) e pμ = (E/c,−
p), resultando no invariante

p2 = pμpμ = E2/c2 − 
p · 
p = m2c2. (5.18)

Também podemos utilizar a notação para pμx
μ, que ficará

pμx
μ = Et − 
p · 
r. (5.19)
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