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RESUMO

O virus da dengue (DENV) possui quatro sorotipos distintos (DENV 1-4),
podendo qualquer um desses ocasionar alteracoes fisiologicas de diferentes severida-
des em humanos, como a dengue febril (DF) na forma cléssica e a dengue hemorragica
(DH), o caso mais severo.

Em particular, a DH pode ocorrer no lactente na infec¢ao priméria por qual-
quer um dos sorotipos, devido a transferéncia vertical de anticorpos especificos vindo
de sua mae imune ao DENV. Estes anticorpos especificos desempenham um papel
importante na vida do lactente, conferindo protecao ao infante nos primeiros meses
de vida, mas em seguida, a medida que os niveis séricos das imunoglobulinas dimi-
nuem, aumenta-se a chance de ocorrer uma infeccao através da resposta dependente
de anticorpos, causando a DH.

Propoe-se neste trabalho o desenvolvimento de um modelo matemaéatico com-

partimental para investigar analiticamente e numericamente a dinamica da DH em
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lactente com infec¢ao primaria causada pelo DENV. O modelo matematico proposto
neste trabalho é descrito por um sistema de equagoes diferenciais ordinarias nao-
lineares, cujas variaveis de estados do modelo representam os anticorpos do lactente
transferidos de sua mae imune ao DENV, mondcitos nao infectados e infectados e o
virus da dengue ao longo do tempo também sao considerados. O modelo foi anali-
sado matematicamente, estabelecendo-se as condigoes para a existéncia dos pontos
de equilibrio livre da doenca e o da persisténcia a partir do nimero reprodutivo
basico do modelo Rgy. Além disso, realizou-se uma analise de sensibilidade, com o in-
tuito de investigar quais dos parametros associados ao Ry impactam ou influenciam
mais em seu resultado.

O modelo foi resolvido numericamente através do método de Runge-Kutta
de quarta ordem e os resultados numéricos ilustram os dois cenarios relevantes bio-
logicamente, o equilibrio livre da doenga e o da persisténcia da doenga. Em ambos
os cenarios os resultados numéricos corroboram com o estudo de estabilidade local

do modelo.
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ABSTRACT

Dengue virus (DENV) has four distinct serotypes (DENV 1-4), and any of
these can cause physiological changes of different severities in humans, such as febrile
dengue fever (DF) in classical form and dengue hemorrhagic fever (DHF), when it
is the severer case.

In particular, DHF can occur in the infant in the primary infection by anyone
of the serotypes, due to the vertical transfer of specific antibodies from its immune
mother to the infant. These specific antibodies play an important role in the infant’s
life, providing protection in the first months of life, however, as long as antibodies
serum levels decrease, the probability of infection occurring through the antibody-
dependent response increases, which implies in DHF.

In this study we propose to develop a mathematical compartmental model to
investigate numerically and analytically the dynamics of DHF in infants with primary

DENYV infection. The mathematical model in this work is described by a system of
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nonlinear ordinary differential equations, wherein the state variables represent the
infant’s antibodies, uninfected and infected monocytes and the dengue virus over
time. The model was analyzed mathematically, establishing the conditions for the
existence of dengue free equilibria points and the persistence of disease points from
the basic reprodutive number Ry of the model. Sensistivity analysis was carried out
in this study in order to investigate which one of the parameters was more influent
at Ry result.

The dynamical system was solved by fourth order Runge-Kutta method and
its results illustrate the two biologically relevant scenarios, the dengue free equili-
brium and the persistence of the disease. In both scenarios the numerical results

corroborated with the local stability study of the model.



1 INTRODUCAO

Um modelo matematico é uma representacao simplificada da realidade que
utiliza o formalismo matematico para expressar relagoes e realizar predi¢oes por meio
de equagdes diferenciais (Bailey, 1975). Neste sentido, as equagoes diferenciais sao
ferramentas matematicas importantes na descricao de tais fenomenos. Tratam-se
de modelos matematicos tuteis para a compreensao de problemas reais encontrados,
por exemplo, na Biologia, na Fisica e na Medicina. Quanto mais proximos estamos
de descrever um problema, mais complexas sao essas equagoes (Boyce & Diprima,
2006).

Segundo Bassanezi (2011), a modelagem matematica de situagoes reais pode
ser facilitada quando se faz uso de sistemas interligados, chamados de comparti-
mentos, onde cada compartimento é caracterizado por suas propriedades fisicas,
bioldgicas, quimicas entre outros. O sistema de compartimentos conectados é cha-
mado de modelo compartimental.

Um modelo matemético compartimental é um conjunto de equagoes dife-
renciais ordinarias que representam um ou mais compartimentos, os quais podem
estar conectados entre si e apresentar miltiplas entradas e saidas. Esses modelos sao
ferramentas importantes quando aplicados na area da saude, destacamos ainda as
areas de Biomatemética, Biologia, Matemdtica e Medicina (Lima, 2006). O modelo
matematico classico compartimental para analisar a dinamica do virus da dengue foi
proposto inicialmente por Bailey (1975) e Dietz (1974) composto por um sistema de
equagoes diferenciais ordinarias nao-lineares ao longo do tempo.

O presente trabalho de dissertacao de mestrado se insere num projeto maior
de pesquisa intitulado “Passive immunity and dengue hemorrhagic fever in in-

fants” em que fazem parte os Professores Dra Claudia Pio Ferreira, Dr. Diego Samuel
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Rodrigues, Dr. Fernando Luiz Pio dos Santos e Dr. Paulo Fernando Mancera de
Arruda do departamento de Bioestatistica da UNESP-IBB, bem como o Prof. Dr.
Mostafa Adimy do grupo pesquisa INRIA - Lyon, Franga, tendo como alunos de
mestrado, Felipe de Almeida Camargo e Thiago Mariotto de Oliveira. Os trabalhos
de mestrados de ambos os alunos consideram o mesmo modelo matematico, mas
com enfoques diferente. O presente trabalho tem como principais focos, analise de
sensibilidade e simulagoes numéricas, enquanto o de Thiago Mariotto de Oliveira em
analise de estabilidade global, intitulado como “Modelagem Matematica de Dengue
Hemorragica em Lactentes”.

Dessa forma, este estudo propoe a modelagem matematica compartimental
para descrever a dinamica da infeccao primaria do virus da dengue em lactente, que
adquiriram anticorpos anti-dengue verticalmente de sua mae imune. A composicao
deste trabalho estd organizada da seguinte forma. Neste Capitulo, apresentam-se
as caracteristicas do virus da dengue e seu vetor e alguns conceitos biolégicos. No
Capitulo 2, propoem-se o modelo compartimental imunolégico, a adimensionalizacao
desse modelo e o estudo da positividade. Apresentam-se também os pontos de
equilibrio associados ao modelo, o calculo do nimero reprodutivo bésico, faz-se o
estudo local da estabilidade dos pontos de equilibrio e em seguida sao discutidos os
resultados obtidos pela andlise de sensibilidade e simulagoes do modelo. Por fim as

conclusoes do trabalho sao apresentadas no Capitulo 3.

1.1 Fundamentos bioldgicos

Nesta secgao apresentam-se os conceitos bioldgicos basicos para o desenvol-

vimento do modelo compartimental proposto neste estudo.

1.1.1 Dengue

A dengue é uma doenca causada por um arbovirus! da familia Flaviviridae? e

do género Flavivirus. O principal vetor transmissor dessa doenca é o mosquito Aedes

'Um virus que é, essencialmente, transmitido por artrépodes, como os mosquitos.

2Uma familia de virus, cujos os vetores sdo, essencialmente, artrépodes.
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aegypti, cuja distribuicao geografica é ampla em regides tropicais e subtropicais. O
desenvolvimento e a proliferacao do mosquito sao influenciadas pela precipitacao,
temperatura e urbanizagao rapida e nao planejada (Maroun et al., 2008).

Na literatura sao relatados quatro sorotipos do virus da dengue (DENV-1,
DENV-2, DENV-3 e DENV-4), podendo qualquer um desses ocasionar alteragoes
fisiol6gicas de diferentes severidades, na forma clédssica, a dengue febril (DF), e na
forma mais grave, dengue hemorragica (DH) ou sindrome do choque da dengue (SCD)
(Castanha et al., 2016).

A dengue é a mais importante arbovirose que afeta o ser humano e constitui
sério problema de saude publica, causando a DH entre 2 a 5 milhoes de pessoas por
ano (WHO, 2018). Existem entre 50 e 100 milhdes de infecgoes de dengue por ano em
paises tropicais e subtropicais, com aproximadamente 500.000 casos hospitalizados
com a doenca na sua forma grave e potencialmente fatal (WHO, 2018).

A DH foi reconhecida pela primeira vez nos anos 50 do século passado,
durante epidemias de dengue nas Filipinas e na Tailandia. Atualmente, a dengue
grave afeta a maioria dos paises da &dsia e da América Latina e tornou-se uma das
principais causas de hospitalizacao e morte entre criangas e adultos nessas regioes,
conforme ilustrado na Figura 1 (WHO, 2018).

A recuperacao de um individuo da infeccao por um dos sorotipos fornece
imunidade ao longo da vida contra o mesmo sorotipo. No entanto, a imunidade ou
protecao cruzada para os individuos recuperados de uma infeccao primaria, que se
tornam suscetiveis para os outros sorotipos, é apenas parcial e temporaria (WHO,
2018). Infecgoes subsequentes por outros sorotipos elevam substancialmente o risco
de ocasionar a dengue hemorragica (Palmeira et al., 2012).

Apesar da principal forma de transmissao da doenca ser por meio da pi-
cada do mosquito fémea contaminado, ha relatos de transmissao vertical de dengue
(Maroun et al., 2008). A transmissdo vertical do DENV e as imunoglobulinas® (Ig)
anti-DENYV sao apontadas como as responsaveis pela patogénese e suas manifestagoes

em lactente (Jain & Chaturvedi, 2010; Palmeira et al., 2012).

3840 glicoproteinas utilizadas pelo sistema imunolégico para identificar e neutralizar os antigenos.
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Figura 1 - Distribui¢do de dengue mundial em 2016 (WHO, 2018).

Sabe-se que a DH em lactente pode ocorrer na infeccao primaria e esta
associada a presenca de anticorpos adquiridos durante a gestacao, por transferéncia
placentaria (Castanha et al., 2016). Assim, a DH pode se desenvolver, basicamente,
em: (i) criangas e adultos infectados com um segundo sorotipo do DENV apds uma
infec¢ao priméria por um sorotipo; (ii) em lactente, a DH é apontada nas infecgoes
primadrias e esta associada a presenca de anticorpos transferidos verticalmente de sua
mae imune por algum tipo de sorotipo durante a gravidez (Jain & Chaturvedi, 2010;
Palmeira et al., 2012).

Estes anticorpos especificos desempenham um papel importante na vida
do lactente, conferindo protecao durante os primeiros meses de vida, mas em se-
guida, a medida que seus niveis séricos diminuem, podem aumentar a chance de
infecgao através da resposta dependente de anticorpos (em inglés, Antibody Depen-
dent Enhancement—ADE), causando a doenga grave, como a DH. O fenémeno imu-
nolégico do ADE foi uma das grandes descobertas em relagao a dengue (Cangussu,
2018). Porém, esses mecanismos envolvidos na transferéncia de anticorpos maternos

de DENV-especificos para os lactente nao sao totalmente compreendidos (Castanha



et al., 2016; Nikin-Beers & Ciupe, 2015).

Em adultos e criancas o processo do ADE funciona da seguinte forma: o
individuo suscetivel é infectado pela primeira vez por um dos sorotipos do DENV,
produz anticorpos neutralizantes especificos para esse sorotipo. Apds a eliminacao
da infeccao primaria, os anticorpos especificos persistem no organismo e se ocorre
outra infeccao por um segundo sorotipo distinto, os anticorpos da infeccao primaria
ligam-se a este segundo sorotipo nao o neutralizam, mas facilitam a penetracao
das particulas virais do novo sorotipo, causando um aumento no ntimero de células

infectadas e de virus livres, conforme ilustrado na Figura 2.

Segundo sorotipo
do virus da
dengue

Mondcite

: C\D , Aumento
w3 "\ da carga

Q | ) et 9 viral
ED | : 3 j\é G} Coenca
Q Q O—

Anticorpo
produzido na
infeccdo anterior

Figura 2: Processo do fenomeno imunolégico ADE (Nikin-Beers & Ciupe, 2015).

Na se¢ao seguinte apresentam-se os conceitos sobre imunidade inata e adap-
tativa necessarios para compreender os mecanismos de combate a antigenos, como o
DENV. Tais conceitos fornecem bases biolégicas para o modelo que se quer propor

neste estudo.

1.1.2 Imunidade inata e adaptativa

O papel dos sistema imunolégico é reconhecer agentes agressores (antigenos®*)
e defender o organismo da sua agao, sendo constituido por érgaos, células e moléculas

que asseguram essa protecao. A defesa contra os antigenos é mediada pelas reagoes

4Explicar o que é um antigeno.
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iniciais da imunidade inata e pelas respostas tardias da imunidade adaptativa. A
imunidade inata, também conhecida como imunidade natural fornece a primeira
linha de defesa contra os antigenos (Abbas et al., 2015).

Os mecanismos associados a imunidade inata podem ser observados mesmo
antes de qualquer interagao sistema imune-patogeno, o que confere a esta imunidade
rapido poder de resposta a invasao. Os principais componentes da imunidade inata
sao, barreiras fisicas e quimicas, tais como epitélio e agentes antimicrobianos produ-
zidos nas superficies epiteliais, fagocitos, células dendriticas, células NK (do inglés
natural killer) e proteinas sanguineas, como anticorpos do sistema complemento e
outros mediadores de inflamagao.

Por sua vez, a imunidade adaptativa é ativada pelo contato com agentes
infecciosos e sua resposta a infeccao aumenta a cada exposi¢gao sucessiva ao mesmo
invasor. Existem dois tipos de imunidade adaptativa: a imunidade humoral e a
imunidade celular (Abbas et al., 2015). A imunidade humoral gera uma resposta
mediada por anticorpos produzidos pelos linfécitos B® no sangue e nas secrecoes da
mucosa. Os anticorpos reconhecem os antigenos e, apds neutralizarem a infecgao, os
eliminam. A imunidade celular gera respostas mediadas pelos linfécitos TS, que sao
responsaveis pelos mecanismos de sinalizacao celular e apoptose (autodestruicao),
evitando a proliferacao de antigenos.

A imunidade adaptativa ainda pode ser classificada em ativa e passiva. A
imunidade ativa é aquela que é induzida pela exposicao a um antigeno via vacina,
enquanto que a passiva € a imunizacao por meio da transferéncia de anticorpos
especificos de um individuo imunizado para um nao imunizado. Quando acontece a
transferéncia de anticorpos maternais para o feto, a imunidade passiva é chamada
de natural (Abbas et al., 2015).

Do ponto de vista da modelagem matemaética, os conceitos de Imunologia

5Tem um importante papel na imunidade humoral e é um essencial componente do sistema
imune adaptativo. Sua principal func¢do é a producdo de anticorpos contra antigenos (Abbas et al.,

2015).
6Sa0 um grupo de glébulos brancos responsaveis pela defesa do organismo contra antigenos. Seu

papel principal é induzir a apoptose de células invadidas por virus (Abbas et al., 2015).
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apresentados nao sao comumente estudados em casos de DH em lactente, e esta
longe do ideal. A construcao de um modelo matematico compartimental pode ser
uma importante ferramenta, aliada para analisar e compreender o comportamento
desses aspectos imunolégico associados ao problema da DH em lactente.

Dessa forma, o objetivo deste trabalho é desenvolver um modelo matematico
compartimental que permita a compreensao de fatores imunolégicos basicos associ-

ados a infeccao primaria do virus da dengue em lactente.



2 MODELO MATEMATICO

O modelo proposto é descrito por um sistema de equagoes diferenciais or-
dinarias (EDO) nao-lineares, cujas variaveis de estado do modelo representam os an-
ticorpos de um lactente (B) transferidos verticalmente de sua mae imune ao DENV,|
mondcitos nao infectados (X) e infectados (Y') e o virus da dengue (V). A Tabela 1

exibe as variaveis de estado do modelo e suas respectivas escalas.

Tabela 1: Descricao das variaveis de estado do modelo e suas respectivas escalas.

Variavel Descrigao Unidades

B Anticorpos moléculas . ml™!
X Monécitos nao infectados células . ml™*

Y Monécitos infectados células . ml™!

Vv Virus RNA . ml™*

Os anticorpos maternos transferidos para o lactente via transferéncia pla-
centaria é modelado pela equacao de B. Esses anticorpos morrem a uma taxa a > 0,
descrito pelo termo de decaimento natural aB e os anticorpos neutralizantes sao
consumidos a uma taxa n > 0, devido ao contato com o DENV, modelado pelo
termo nBV. Neste trabalho, a imunidade passiva do lactente, ou seja, aquela que
vem da transferéncia de anticorpos especificos de maes imunes, é modelada por meio
dos termos todos negativos do lado direito da equacao de B do modelo (1).

A dinamica natural dos mondcitos nao infectados X é dada pelo termo
A — X, sendo A > 0 a taxa de produgao e pu; > 0 a taxa de mortalidade. A
infeccao é representada no termo SV X. Logo, os mondcitos nao infectado X quando
entram em contato com virus da dengue V, se infectam a uma taxa § > 0, tornando-

se mondcitos infectados Y. Esses mondcitos infectados Y morrem a uma taxa ps > 0



e sao descritos por psY .

Assume-se que a quantidade de virus da dengue V| no interior dos monécitos
é produzido de acordo com o termo kY, e que estes consigam infectar mais de um
novo monécito. O virus da dengue é eliminado do organismo a uma taxa § > 0 e
neutralizado pelos anticorpos pela taxa v > 0, descrito no termo neutralizacao yBV

(Nikin-Beers & Ciupe, 2015). Na Figura 3 temos a ilustragdo da dinamica.

Monécitos nao Infectados

Mondcitos Infectados

Anticorpos

LEGENDA

----9 Infeccao
""" ‘4 Netralizagdo e Consumo

=3 Mortalidade

—— Produgao

Virus Dengue

Figura 3: Diagrama do modelo compartimental.

Assim, considerando todas as informagoes anteriores, segue que o modelo

matematico compartimental nao-linear que descreve essas interagoes é dado por:

( dB
— = —yBV —aB
dt nBV —a
dX
(1)
dy
— = pBVX — Y
dt p 2
av
— = kY -6V —~BV
\ dt 7

Na Tabela 2 apresenta-se um resumo dos parametros do modelo (1) exibindo

suas definicoes, escalas e valores assumidos com suas respectivas referéncias.
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2.1 Adimensionalizacao

Ao adimensionalizar o modelo (1) busca-se simplificd-lo por meio da redugao
do nimero de parametros livres (Logan, 2013; Lin & Segel, 1988). O modelo (1) sera
adimensionalizado segundo os parametros exibidos na Tabela 2.

As dimensoes das variaveis de estado sao dadas por:

4 ~
B : méleculas - ml™! = [B]
XeY: células - ml™ = [C]

V: RNA - ml! = [V]

| t: dias = [T]

Dessa forma, os parametros do modelo tém as seguintes unidades:

( 1 1 1 1 1
L AN (O R
11 1 [V] 1

Sejam as seguintes relagoes para as variaveis adimensionais, diferenciadas



por (x):
( B B*
B==1 = p=2=°%
a v
t*
7 =ta = t=—
«
X *
Xr=28 X:XA
A Ha
Y*:m = Y:YA
A M1
V *
peo Yoy Y0
3 ) n

Substituindo todas as relagoes anteriores no modelo (1), obtém-se:

dB — _éB*V* — B*
dt* o
dX — & _ &X* _ 6_6X*V*
dt* ! o) an
dy — @X*V* o &Y*
dt* an «
dv — nkA Y* . ﬁv* _ B*V*
[ dt* dary a
Escolhendo
_ 0 m o, 0B _ kA
W= — p—_ag—_a@—_QE— )
! « an Q@ ooty

segue o modelo adimensionalizado dado por:

12
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( dB*

= wBV B
d;(: =p(1 — X*) — 0X*V*
‘g: = OX*V* — oY
WV oy —wvr - By

(dt*

Omitindo-se as x nas equagoes anteriores, tém-se finalmente o modelo adi-

mensional a ser utilizado neste estudo:

(

B =—-wBV - B

dt

dX

— =p(1—-X)-0XV

o =P )

(4)

dY

— =0XV — oY

dt v

d—V =¢Y —wV — BV
\ dt

Vale destacar que o modelo adimensionalizado contém agora somente cinco
parametros (w, 0, p, ¢ e €) em vez de nove (1, a, A, 1, B, j12, k, d,77). Na segao seguinte,

faz-se o estudo da positividade do modelo (4).

2.2 Positividade

Para verificar que as variaveis de estado sao todas nao negativas ao longo
do tempo. Analisa-se nesta secao a positividade do modelo, em outras palavras
se as solugoes das varidveis de estado entram no conjunto positivo e, as mesmas
permanecem dentro deste conjunto para todo t € [0,b) ,b > 0 (Alberto, 2006; Perko,
1991; Rodrigues et al., 2018; Nikin-Beers & Ciupe, 2015).
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O modelo (4) pode admitir coordenadas negativas, no entanto a modelagem
trata-se de populagoes as quais devem ser nao negativas, por esse motivo analisa-se a

positividade do modelo (4), com as seguintes condigdes iniciais dadas pelo conjunto
Pt
_— (B, X, Y, V)eR': B(0) = By >0, | )
X0)=X0>0,Y0)=Y,>0,V(0) =V, >0

Genericamente, o comportamento fora do P* pode ter um efeito em PT.
Por exemplo, um ponto de equilibrio assintoticamente estavel fora do conjunto P*
pode atrair trajetérias cujas as condicoes iniciais estao em P*. Como consequéncia,
hé pontos dessas trajetérias onde exatamente uma das variveis B, X, Y ou V de-
saparecem e entao o modelo deve ser analisado considerando a interagao modelada
pelas demais varidveis (Rodrigues et al., 2018).

Analisa-se o hiperplano BYV = {(B, XY, V) € R*: X = 0}. O sistema ¢
reescrito da seguinte forma:

( dB
dt
dXx
dt
dy
dt
dv

L dt

= —wBV -B

= p

= ¢Y —wV — BV

dX
Como T p > 0, logo a quantidade de mondcitos nao infectados sao
estritamente crescente no hiperplano BY V. Isto significa que para condigoes iniciais
Xo > 0, os valores permanecerao positivos para esta populacao.

Seja o hiperplano BXY = {(B, X,Y,V) € R* : V = 0}. O sistema fica:
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( dB
-~ _ _B
dt
dX
i p(1 = X)
(7)
day v
a 7
av
— = €Y
N dt ‘
Note que, para a > () é necessario verificar-se Y > 0. Estuda-se a equagao
dy
diferencial e —pY. Tem-se como solugao:
Y = Yoe # > 0.

Deste modo, para V > 0, o valor de V permanecerd positivo para esta
populacao.
Para o hiperplano BXV = {(B,X,Y,V) € R*: Y = 0}, o sistema é rees-

crito da seguinte forma:

(
e = —wBV -B
dt
dX
— = p(1-X)—-0XV
" ®
dy
— = 06XV
dt
e —wV — BV
\ dt

Tem-se que X > 0e V > 0. Logo, = 60XV > 0. Assim, para condigoes

dt
iniciais Yy > 0, os valores de Y permanecerao positivos para esta populacao.

O hiperplano XYV = {(B, X,Y,V) € R' : B =0}, o sistema (4) fica:

( dB
_ — 0
dt
X
X i x)—exv
at (9)
dy
— = XV —pY
dt Vi—y
d
—V = Y —wV
\ dt
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Note que, o hiperplano XYV = {(B,X,Y, V)€ R*: B=0}, é um su-

bespacgo invariante, pois U 0, ou seja, uma vez que By > 0, o valor de B
permanecera sendo nao negativo para t € [0,b) ,b > 0.

Portanto, para as condigoes iniciais das variaveis de estado no conjunto

PT, os valores permanecem positivos para todas as populacoes. Conclui-se que as

variaveis de estado B, X, Y, e V permanecem sempre positivas ao longo do tempo

t€1[0,b) ,b>0.

2.3 Pontos de equilibrio

Definido que as variaveis de estado sao sempre positivas ao longo do tempo
por meio da positividade, analisa-se nesta secao a existéncia dos pontos de equilibrio.
Para obtencao desses pontos, deve-se resolver o sistema homogéneo associado ao

sistema (4), ou seja,

( _wBV - B _0

p(1—X)—0XV =0
(10)
OXV — oY =0

| &Y —wV -BV =0

Segue do sistema (10) que:

([ ~ - 1
B = 0ouV=-——
w
X P
X = =
p+0V
(11)
_ XV
y = 2V
12
_ 3%
V = =
L w+ B
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Por meio do sistema (11), obtemos os pontos de equilibrio associados ao
sistema (4), definidos por S; = (B, X,Y,V), i = 1,2, 3, sendo:

O ponto de equilibrio livre da doenga, Sy, é dado por:
S1=1(0,1,0,0).

O ponto de equilibrio endémico, S,, é obtido fazendo B = 0 e X # 1 no
sistema (11).

Dessa forma:

p OXV €Y
52 - ) ‘7 LA
p+0OV' w
Tem-se que:
T (9)_(\_/> '
w ¥
Entao,

_ (pw
X ="—.
el

Reescrevendo as expressoes de V e Y descritas no sistema (11). Sabe-se que,

o pw p
X=—= — =
el p+0V
_ 1
V = —<p—€6— ):>
0\ pw
_ p [ €0
vV = -—-1
9<sow >
e também que:
_ 0 /pw el p
y = (X222 1)K
gp(e@>(gpw )9:>

v = £(1—ﬂ).

Dessa maneira, Sy é reescrito Da seguinte forma,



18

ww o p pwy p [ €b
= —, = 1-—=), =({——-1)]).
52 (07 e’ gp( eé’)’ 6 (gpw ))

Note que Sy existe no sentido bioldgico, de acordo com a seguinte condicao de

existéncia:
0
1-— Lk >0=1< <.
el YW
_ 1
O ponto de equilibro S5 é obtido fazendo V' = —— em (11), com isso segue
w
que:
s (w(ep& —wpp+0p) pw Op 1 )
3 = ) y sy ).
p(wp —0) wp—0" plwp—0) w

Pela positividade do modelo (4), destaca-se que o ponto Sz deve ser despre-
zado, uma vez que pelo menos V' é negativo. Na seccao de simulaces computacionais

ilustra-se o ponto de equilibrio S3 para o entendimento matematico completo.

2.4 Analise de estabilidade local dos pontos de equilibrio

Seja J(S;) a matriz jacobiana do sistema (4) avaliada em cada ponto de

equilibrio S;, i = 1,2, dada por:

—(WV +1) 0 0 —wB
0 —(p+6V) 0 —0X
J(S;) = (12)
0 % — 60X
-V 0 ¢ —(w+B)

J(51) = (13)



—(1+ ) 0 0 0
0 —p—A 0 —0
det(J(S1) — AI) =
0 0 —p—A )
0 0 € —w— A

e escolhendo a primeira linha do determinante acima, segue que:

4
det(J(Sl) — )\I) = Zall . All = ay - All = —(1 + )\) . A]l,

=1

sendo

AH = (—1)1+1 det(Ml),

em que,

det(Ml) = 0

0

€

—w— A

escolhendo a primeira coluna do determinante (14) temos,

3

det(M) = Zam cApr=a1-An = —(p+A) - A,

k=1

neste caso,

AH = (—1>1+1 det(Mg),

19

(14)
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em que,
—p—A 0
det(Ms) = ; (15)
€ —w— A
Portanto,
det(J(S1) = AXD) =1+ N)(p+ A [(¢+ AN)(w+ ) —€b]
Tomando
—p 0
My = , (16)
€ —w

temos que os autovalores associados ao ponto Si, sao:

)\1:—18)\2:—0,

Ns = % (tr(Mg) /(L)) - 4det(]\/[2)) - (17)

L (ctora) £ VET TG a).

Portanto, S; é assintoticamente estavel se ow — e > 0, que é o mesmo que,

€l
oW

< 1. (18)

A expressao encontrada em (18), denomina-se por numero reprodutivo

bésico (Ry) para o modelo adimensional (4) e dado por:

0
Ry = —. (19)
oW
Para o ponto de equilibrio Sy, consideramos
Sy =(0,X,Y,V) (20)

e de forma andloga aos cédlculos do ponto de equilibrio 57, tem-se:



Logo,

det(J(Ss) — M) =

—(wWV +1) 0 0 0

0 —(p+0V) 0 —-6X
0 oV —p 0X

-V 0 € —w

—(wV +1)— A 0 0 0

0 —(p+0V)— A 0 —0X
0 oV —p—X 06X

-V 0 € —w — A

21

Escolhe-se novamente a primeira linha do determinante acima obtém-se:

det(J(S2)—AL) = (WV+1+X) [(p+ 0V + ) (A + Mg + w) + pw — X)) + e0° XV ] .

Uma das raizes de det(J(S2) — AI) = 0 é dada por:

A\ =

—wV —1.

As demais raizes sao obtidas resolvendo a seguinte equacao:

(P+ OV 4+ NN+ Ao+ w) + pw—efX) + 0>’ XV =0

que pode ser reescrita como:

(21)

NN (o+w+0V +p)+ A (p+w) (OV +p)+pw—ed X ) +pw(0V +p)—epf X = 0. (22)
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Agora, reescrevendo Sy em fungao de Ry,

ok (A gm) e

temos (23) da seguinte forma:

o o
>‘3+)\2<90+W+P730)+)\(/7730(90+w)+g0w—7€€—) —i—pRogpw—;e—p:O,
0 0

Neste caso, a condicao de estabilidade é dada pelo critério de Routh-Hurwitz
(Edelstein-Keshet (2005)), descrito no Anexo 1, que garante: se a; > 0, ag >

0, e ajas > asz, entao o ponto de equilibrio analisado ¢ dito assintoticamente estavel.

e Analisando se a; > 0,
ar =g +w-+ pRg
Conforme descrito na se¢ao (2.2), todos os parametros do modelo sao positivos.
Logo, como Ry > 1, segue que a; > 0.

e Analisando se a3z > 0,

uma vez que , w e p sao positivos e como Ry > 1.
e aias > a3 é equivalente mostrar que ajas — az > 0. Assim,

€6 €6
aas — az = (9 +w + pRo) | PRo(p +w) + pw — - | — pRopw + = =
Ro Ro
(p+w+ pRo)pRo( + w) — pRopw + ppw =
0pRo(p +w) + p*Ra(¢ + w) + w?pRo + pow > 0.
pois Rg > 1.

Portanto, como as condicoes de Routh-Hurwitz sao todas satisfeitas. Segue
que todos os autovalores tém parte real negativa. Logo, para Ry > 1, o ponto de

equilibrio S5 é assintoticamente estavel.
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2.5 Analise de sensibilidade

A anadlise de sensibilidade é realizada para investigar como as variagoes nos
parametros de entrada do modelo impactam os resultados observados Marino et al.
(2008). Técnicas tém sido desenvolvidas para realizar andlise de sensibilidade, como
analise diferencial, andlise de Monte Carlo, métodos de decomposicao da variancia
entre outras. Utiliza-se neste estudo a analise de sensibilidade Partial Rank Corre-
lation Coefficient (PRCC).

Os parametros sao amostrados usando o método Latin Hypercube Sampling
(LHS) que pertence a classe de Monte Carlo de métodos amostrais, introduzida por
(McKay et al., 1979). As distribui¢bes dos parametros aleatérios sao divididos em
intervalos de probabilidade iguais, criando-se entao amostras de tamanho N (Cari-
boni et al., 2007). Considerando um ntumero p de parametros a serem analisados, N
entao deve ser maior que p + 1 (Marino et al., 2008). Para garantir a precisao das
saidas do modelo, usualmente toma-se N >> p + 1 (Marino et al., 2008).

Na prética, se a priori é conhecida alguma informacao do parametro, pode-
se assumir que o parametro tem uma distribuicao de probabilidade normal, ou seja,
assume-se este valor como a média da distribuicao e assim grande parte dos valores
amostrados estarao proximos da média. Caso nao se tenha nenhuma informacao
prévia a respeito do parametro, pode-se assumir que o mesmo segue uma distribuicao
de probabilidade uniforme.

Apo6s definido as distribuigoes de probabilidade para cada parametro é feito
uma selecao aleatoria de cada parametro na amostra. ¢ amostrado um valor de cada
parametro dentro de um intervalo pré-definido uma tnica vez, de modo que todo o
intervalo seja explorado, gerando uma matriz N x p. Sao simulados N solucoes do
modelo usando cada combinacao de parametros dado em cada linha.

Sejam a seguinte matriz de parametros (X) e a matriz resposta (Y):
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11 Ti12 Ti3 - Tip Y1 = f (5511, T12," " 7'T1p)
To1 Ta2 T2z - Typ y2 = f ($21, Tog, - 7$2p)
X. = Y —
x x x S =T (x x N
| TNl N2 N3 Np | Nxp i Yp f( N1, TN2, ) Np) 1 1

O PRCC fornece uma medida da forga de associacao linear entre a saida do
modelo (resposta) e uma entrada (pardmetro) (Marino et al., 2008). O coeficiente

de correlacao r entre o parametro z;; e a solucao y; ¢ dado por:

Pay gy = Cov (wijy1) S (i —T) (y: — 7)
T VNVl Varl) SV (-2 SN (- 9)

’ (24)

para i = 1,...,N, j = 1,2,....,p e com —1 < r < 1. Cov(z;,y) representa a
covariancia entre z;; e y;, enquanto Var(x;;) e Var(y;) sao respectivamente a variancia
de z;; e a variancia de y; (Z e § sdo as respectivas médias de amostra). Se z;; e y;
sao os dados brutos, entao o coeficiente r é chamado de coeficiente de correlacao
amostral ou de Pearson. Se os dados forem ranqueados, o resultado é um coeficiente
de correlagao de Spearman ou ranqueado (Marino et al., 2008). A Tabela 3 apresenta

os intervalos de correlacoes e suas respectivas interpretacoes.

Tabela 3. Intervalo de correlagoes segundo Rumsey (2011).

Valor de r Interpretacao

0,00 a £ 0,19 Uma correlacao bem fraca
+ 0,20 a + 0,39 Uma correlacao fraca
+ 0,40 a = 0,69 Uma correlagao moderada
+ 0,70 a = 0,89 Uma correlagao forte
+ 0,90 a + 1,00 Uma correlacao bem forte

O Partial Correlation Coefficient (PCC) fornece um coeficiente de correlagao
nos dados ranqueados, x;; e y; primeiramente sao ranqueados da seguinte forma: o

menor valor em x;; e y; recebe o valor 1, o segundo menor valor de z;; e y; recebe
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o valor 2 e assim suscetivamente. Apds este ranqueamento é que os modelos de
regressao sao construidos (Marino et al., 2008; Helton et al., 2006).

O PCC caracteriza a relagao linear entre a entrada z;; e a saida y; depois que

os efeitos lineares sobre y; das entradas restantes sdo descontados (Storlie & Helton,

2008). O PCC entre z;; e y; é o coeficiente de correlagao entre os dois residuos

(xij — ;) e (y; — ), onde 2; e § sdo os seguintes modelos de regressao linear:

k k
z;=co+ Z T, € Y=by+ Z by, (25)
o o

Apresenta-se nesta secao uma anélise de sensibilidade para o nimero repro-
dutivo bésico Ry descrito na equagdo (19), como nao hé informagoes prévias sobre
a distribuicao dos parametros, utiliza-se a distribuicao uniforme, com um tamanho
da amostra N = 7000 e p = 4 parametros. Na Tabela 4 é apresentado os intervalos

dos parametros para avaliar a sensibilidade do Ry nestes intervalos escolhidos.

Tabela 4. Intervalo dos parametros para a andlise de sensibilidade de Ry.

Parametro Valor

3,82 x 104, 4,48 x 10%]

€

[
0 [4,74 x 1071 | 4,74 x 10]
w [1,00 x 10% , 1,66 x 102]
0 [1,16 x 10% , 1,50 x 10]

O parametro 6 correlaciona-se muito forte e positivamente com o Rg, ou
seja, um aumento em 6 espera-se que aumente o valor de Ry, como pode ser visto
na Figura 4. Ainda, é importante notar que o tinico parametro dimensional que esta
associado ao parametro de infeccao 8 do modelo dimensional é o €, como na equacao
(3) da secao (2.1). Assim, um alto valor de 6 significa em um aumento na taxa de
infecgao e por consequéncia um aumento no valor de Ry.

O parametro w correlaciona-se fortemente e negativamente com o Ry assim,
um aumento em w espera-se que diminua o valor de Ry, como ilustrado na Figura

5. Biologicamente, pode-se dar a seguinte interpretacao: lembrando que w ¢é a razao
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Figura 4: Relacdo linear entre os residuos 6 e Ry, com PRCC(é, 7@0) = 0,989135.
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Figura 5: Relagao linear entre os residuos w e 7@0, com PRCC(w, 7@0) = —0, 883255.

entre a taxa de eliminacao de virus e a taxa de mortalidade de anticorpos (w = §/a),
segue que aumentar w implica em aumentar § (com « fixo) ou diminuir « (com §
fixo). Em qualquer caso, Ry ird diminuir, podendo obter o cendrio livre da doenga.

Os demais parametros € e  apresentaram apenas uma correlacao positiva e
negativamente moderada com o Rg, conforme ilustrado nas Figuras 6 e 7, respecti-
vamente.

A Figura 8 apresenta os resultados obtido por meio do método PRCC para
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Figura 6: Relacao linear entre os residuos € e 7@0, com PRCC(é, 7@0) =0, 514582.
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Figura 7: Relacdo linear entre os residuos ¢ e Ry, com PRCC(p, 7@0) = —0,668597.

os parametros relacionados ao Rg. O parametro dummy implementado é um con-
trole negativo utilizado para atribuir um valor zero para um indice de sensibilidade,
ou seja, quando o PRCC tem um indice de sensibilidade menor que o PRCC do
parametro dummy, pode-se dizer que a influéncia da entrada do parametro na saida
nao ¢é relevante segundo Vilches et al. (2018).

Conclui-se desta andlise que os quatros parametros associados ao Rg tem

relagoes de influéncia significativas, conforme ilustra a Figura 8, contudo, revelou-se
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Figura 8: Coeficiente de correlacao parcial para os parametros €, 60, w, ¢ e dummy

com Ryg.

por meio dessa analise que o parametro adimensional § em comparacao aos demais
parametros, é o que mais influéncia na resposta de Ry e também o tnico relacionado
ao parametro de infeccao . Dessa forma, toma-se diferentes valores para 6 para

compor cenarios de interesse para as simulagoes numeéricas.

2.6 Simulagoes computacionais

Simulacoes numéricas do modelo adimensional sao aqui apresentadas, com
o intuito de ilustrar a analise matematica efetuada nas seg¢oes anteriores, bem como
compreender a dinamica da dengue em latente com imunidade passiva.

O modelo (4) é resolvido numericamente através do método de Runge-Kutta
de quarta ordem, com passo de tempo At = 107* e tempo méaximo de simulacao
tmax = 20. O Runge-Kutta foi implementado computacionalmente na linguagem de
programacao C e utilizando um computador Intel ® Core™ i7 2.5 GHz, com 8GB
de memoria RAM.

Para as simulacoes consideram-se os seguintes:

1. o lactente possui anticorpos especificos vindo de sua mae imune ao DENV | cuja

quantidade de anticorpos em ty é estabelecida como By;

2. que as simulagoes ilustram o comportamento das variaveis de estado a partir
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da infeccao pelo DENV, ou seja, t, ¢ estabelecido a partir da infec¢ao ocorrida
no lactente, e também, a idade média considerada do lactente inicialmente é

de 4 a 6 meses segundo Castanha et al. (2016);

3. os valores dos parametros do modelo sao apresentados na Tabela 5, conside-
rando os cendrios Ry < 1 e Ry > 1. Visto pela andlise de sensibilidade, 6 é o
parametro mais altamente correlacionado com Ry. Dessa forma, 6 ird definir
os cendrios segundo o Ry. Tomando-se 6 = 4,74 x 107!, tem-se uma taxa de
infectividade menor, o que estabelece o cenario Ry < 1. E para 0 = 4,74 x 10,

a taxa de infectividade serd maior, resultando o cenario Ry > 1.

Tabela 5: Parametros a serem utilizados nas simulagoes
Parametros Valores (R;< 1) Valores (Ry>1)

0 3,33 x 10~ 3,33 x 10~
€ 3,82 x 10* 3,82 x 10*
o 1,16 x 102 1,16 x 102
0 4,74 % 107! 4,74 % 10
w 1,66 x 102 1,66 x 102

2.6.1 Cenario Ry <1

0
Utilizando os valores da segunda coluna da Tabela 5, segue que Ry = B
w

0,93 < 1.

Os resultados das simulagoes numéricas da variavel de estado B podem ser
vistos na Figura 9. Com objetivo de mostrar a convergéncia das solucoes de B
para ponto de equilibrio B = 0, tomam-se as seguintes condicdes iniciais distintas:
By =0,20, By =0,60e By =1,00.

Observa-se a convergéncia para B para as trés condicdes tomadas, conforme
pode ser visto na Figura 9. O decaimento dessas solugoes é devido ao consumo

dos anticorpos, pela interacao com o virus e pela propria mortalidade natural dos
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anticorpos, dada a caracteristica da equagao diferencial de B no modelo (4), sendo

todos os termos negativos.

By =0.20 ——
09| By = 0.60 —— -

By = 1.00 ——
08} .
07} .
0.6 |- 4

3.5 4

Figura 9: Dinamica populacional de anticorpos ao longo do tempo. Condicoes inici-

ais: Xo = 0.60, Yy = 0.00, Vo = 0.50 e ¢ € [0, 4).

A Figura 10 exibe os resultados das simulagoes considerando distintas
condigoes iniciais para X: Xy = 0.60, Xg = 0.85 e Xy = 0.95, com objetivo igual de
mostrar a convergéncia das solucoes de X para ponto de equilibrio X = 1.

Ao considerar a condigao inicial Xy = 0,95 proximo do ponto de equilibrio
X =1, nota-se que inicialmente o comportamento dos mondcitos nao infectados X
¢ de decrescimento, devido ao contato com o virus, tornando-se infectados. Esse
comportamento é descrito pelo termo de infeccao na equacao diferencial de X no
modelo (4). Em termos numéricos, apds este periodo e dada neutralizacao do virus,
o primeiro termo na equacao diferencial de X prevalece no modelo (4). Assim,
a quantidade de mondcitos nao infectados aumentam e convergem para ponto de
equilibrio X = 1.

De forma analoga, com objetivo de mostrar as convergéncias das solugoes
de Y e V para pontos de equilibrio Y = 0 e V = 0. Simula-se considerando trés
condicoes inicias distintas para Y e para V: Yy = 0,10, Yy = 0,30, Yy = 0,50; V :
Vo =0,20, V5 =0,50 e V =0, 80.
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Figura 10: Dinamica populacional de mondécitos nao infectados ao longo do tempo.

Condicoes iniciais das variaveis de estado: By = 0,60, Yy, = 0,00, V4 = 0, 50.

Observando a Figura 11 é possivel ver um rapido crescimento da carga viral
de V no tempo de [0, 0,02). Em seguida, tem-se a neutralizacdo do virus e a
convergéncia para V' = 0. Esse fato afeta a dinamica de mondécitos infectados, como
pode ser visto na Figura 12, onde o comportamento de Y é de decrescimento, mesmo
para condicgoes inicias distintas.

Conclui-se com estes resultados numéricos, considerando o cenario Ry ~
0,93 < 1, que as variaveis de estado B, X, Y e V convergem para os valores das
entradas do ponto de equilibrio livre da doenga, S; = (0,1,0,0), mesmo tomando

condicoes iniciais distintas.

2.6.2 Cenario Ry >1

Conforme analisado anteriormente, o parametro ¢ compoem os cenarios de
simulagoes de interesse. Dessa forma, toma-se § = 4,74 x 10, utiliza-se os demais

conjunto de parametros da terceira coluna da Tabela 5, obtém-se:

0
Ro = — —9.325714 > 1.
W

Os resultados das simulagoes numéricas para B, quando Ry > 1, descreve um
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Figura 11: Dinamica populacional de virus ao longo do tempo ¢ € [0, 0,2). Condigoes

iniciais: By = 0,60, Xy = 0,60, Yy = 0, 00.
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Figura 12: Dinamica populacional de mondcitos infectados ao longo do tempo t €

[0, 0,1). Condigoes iniciais: By = 0,60, X, = 0,60, V5 = 0, 50.

comportamento de decaimento e convergéncia dos valores para zero, como visto na
Figura 13, justificado pelos termos de consumo dos anticorpos, mortalidade natural
e também por considerar apenas a imunidade passiva do lactente no modelo (4).

Inicialmente a dinamica dos monécitos nao infectados X, ilustrado na Figura
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Figura 13: Dinamica populacional de anticorpos ao longo do tempo ¢t € [0, 0,02).

Condigoes iniciais: Xy = 0,60, Yy = 0,00, V = 0, 50.

14 (a), é de decrescimento para as condigbes inicias estabelecidas, devido o contato
com o virus, que inicialmente cresce muito rapidamente, conforme exibido na Figura
16 (a). Esse comportamento é descrito pelo termo de infecgao na equagao diferencial
de X no modelo (4). Apés este periodo, a quantidade de mondcitos nao infectados
oscila até se estabilizar préximo do tempo t = 5, convergindo para ponto de equilibrio
numérico X ~ 1,07 x 107!, conforme ilustrado na Figura 14.

Com objetivo de mostrar as convergencias das solucoes de Y e de V para
ponto de equilibrio numérico Y ~ 2,5 x 1073 e V ~ 5,84 x 107!, simula-se con-
siderando as seguintes condicoes inicias distintas para Y : Yy = 0,10, Yy, = 0, 30,
Yo =10,50 e para V' : V5 = 0,20, V5 = 0,50 e Vj = 0, 80.

Observe que as Figuras 15 e 16 possuem resultados numéricos similares. Isto
se justifica pelo fato dos mondcitos nao infectados, X, ao entrarem em contato com
o DENV tornam-se infectados, diminuindo a quantidade desses mondcitos. Desse
modo, a medida que o DENV consegue infectar mais mondécitos, aumenta propor-
cionalmente a quantidade de mondcitos infectados e também a de virus, conforme
exibem as Figuras 15(a) e 16(a). O mesmo comportamento oscilante é também ob-

servado em Y e em V, Figuras 15(b) e 16(b). As Figuras 15(b) e 16(b) apresentam
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Figura 14: Dinamica populacional de mondécitos nao infectados ao longo do tempo,

em (a)t € [0, 0,1)eem (b) ¢ € [0,1, 5). As condigdes iniciais: By = 0,60, Yy = 0,00,

Vo = 0,50. Ponto de equilibrio numérico: X ~ 1,07 x 107"

picos nos tempos t ~ 0,85 e t &~ 1,39. Segundo Goémez & Yang (2018) estes picos

sao caracterizado como um cenario da ocorréncia da dengue hemorragica, devido a

grande quantidade de monécitos infectados e de carga viral nesses picos.

Para o cenario em que, Rg >~ 9,32 > 1, conclui-se que as solugoes convergem
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Figura 15: Dinamica populacional de mondcitos infectados ao longo do tempo, em (a)
te€0, 0,1 e (b) t € [0,1, 5]. As condigbes iniciais para demais varidveis de estado:

By = 0,60, X, = 0,60, Vy = 0,50; Ponto de equilibrio numérico: Y* ~ 2,5 x 1073.

para ponto de equilibrio endémico,

_( pw plle —pw) p(fe — pw)
Sy =10,7—, , )
Oe epl wb

visto nas Figura 13 a 16. Numericamente, o ponto de equilibrio é expressado por

Sy = (0, 1,07 x 1071, 2,55 x 1073, 5,84 x 1071).
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Figura 16: Dinamica populacional de virus ao longo do tempo, em (a) ¢t € [0, 0,1]
e (b) t € [0,1, 5]. As condigoes iniciais para demais varidveis de estado: By = 0, 60,

Xy = 0,60, Yy = 0,00; Ponto de equilibrio numérico: V* ~ 5,84 x 10~ 1.

Portanto, com base nas simulacoes realizadas, observa-se que as solucoes
numéricas nao dependem das condicoes inicias tomadas e, dessa forma, foi possivel
mostrar numericamente que a estabilidade dos pontos de equilibrio do modelo é

global, uma vez que o comportamento assintético foi observados em todos os casos
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simulados.
Para o entendimento matematico completo, apresentam-se as simulagoes
computacionais referente ao ponto de equilibrio S3, dado pela equagao (17), numeri-

camente expresso:
S3 = (1532.7663, 1.09338, —0.00026, —0.00599) . (26)

considerando os valores da Tabela 5.

As simulacoes computacionais do ponto de equilibrio S3, sao aqui apresen-
tadas tomando condigOes iniciais préximas ao ponto de equilibrio numérico de S3
(26). Nota-se a convergéncia das varidveis de estado para seus respectivos pontos de

equilibrio ao longo do tempo, conforme ilustra a Figura 17.
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Figura 17: Condicdes iniciais: By = 0,60, X, = 0,60, Yy = —0, 0002, Vy = —0, 0050.
B~ 1,52 x 103, X* ~ 1,09, Y* ~ —2,67 x 10% e V* ~ —5,99 x 10°.



3 CONCLUSOES

Neste estudo, um modelo adimensional nao-linear descrito por equacoes di-
ferenciais ordinarias foi desenvolvido com intuito de compreender os aspectos imu-
nolégicos basicos e importantes relacionados a dengue hemorragica em lactente.

Este modelo foi analisado matematicamente e resolvido numericamente. As

principais conclusoes deste estudo sao:

1. a andlise matematica do modelo adimensional possibilitou a obtencao dos pon-
tos de equilibrio livre da doenca e o da persisténcia da doenca, bem como a

obtencao do Ry limiar da persisténcia da doenga;

2. estabelecido o Ry, os resultados numéricos das simulagoes computacionais mos-
traram a convergencia para ponto de equilibrio livre da doenca, classificado as-
sintoticamente estavel quando Ry < 1; Para Ry > 1, o ponto da persisténcia da

doenca ¢ assintoticamente estavel, enquanto o ponto livre da doenca € instavel;

3. a analise de sensibilidade do Ry permitiu mostrar que o parametro adimensio-
nal positivo e fortemente correlacionado com o Ry é o #. Esta andlise mostrou

ainda que o parametro w tem correlacao forte e negativamente com Ry;

4. por meio dos resultados numéricos das simulagoes computacionais, pode-se
visualizar picos nas dinamicas de Y e V. Conforme Gémez & Yang (2018),

tais picos predizem a ocorréncia da DH em lactente.

Por meio de um modelo relativamente simples foi possivel investigar um
importante problema de satiide publica mundial, gerando-se informacgoes numéricas e

analiticas que possam ser tteis para novos estudos sobre este assunto.
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Para complemento deste trabalho tem-se como possibilidades de trabalhos

futuros as seguintes propostas:

1. Estabelecer e resolver numericamente o modelo mateméatico adimensional pro-
posto considerando atraso temporal nas equacoes que envolvem o termo de
infeccao. Uma vez que biologicamente a infecgao nao ocorre instantaneamente,
assim com o atraso temporal, espera-se que a resposta da infec¢ao aproxime-se

da realidade biolégica.

2. Propor formulacoes mais realisticas para os termos do modelo que envolvem os

anticorpos, como os de neutralizacao e de consumo.
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APENDICES

3.1 Apéndice A: Critério de Routh—Hurwitz

Utiliza-se o critério de Routh-Hurwitz para classificar os pontos de equilibrio
na andlise de estabilidade local do modelo (4).
Pelo Critério de Routh-Hurwitz considera-se a equacao caracteristica de n-

grau com coeficientes reais constantes (Edelstein-Keshet, 2005; Martcheva, 2015).
AN+ a AN a4 A+ a, = 0, (A1)

definem-se as seguintes n matrizes de Hurwitz, usando os coeficientes da equacao

caracteristica (A.1):

aq 1 0
aq 1
HlZ(al), Hy, = , Hsz= as as a )T
asz az
a5 a4 0ag
ap 1 0 0 0
aa 1 0 0 --- 0
as (05} aq 1 0
as ag ap 1 .- 0
HJ: as Qy a3 a2 0 ) 7Hn:
O 0 0 0 -+ a,
Q251 QAgj—2 G253 A2j—4 -~ - Qa5

em que o termo (/,m) na matriz H; é
® Gy, para 0 < 2l —m < n.

e 1, para 2l =m.



45

e (0, para 2l <m ou 2l >n+m.

Entao, todos os autovalores tem parte real negativa (o ponto de equilibrio
é estavel) se, e somente se, os determinantes de todas as matrizes de Hurwitz sao
positivos, ou seja,

detH; >0,5j=1,2,-- k.

Para nossos estudos, considera-se importantes os casos em que a equagao

caracteristica (A.1) tem os seguintes coeficientes:
en=2:a; >0, ap > 0.
en=3:a; >0, a3 >0, ajaz > as.

en=4:a; >0, a3 >0, a; >0, ayasas > a3 + alay.



