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Resumo

A proposta do presente trabalho é realizar uma introdugao a teoria do céalculo fraci-
onario, ou céalculo de ordem arbitraria, através de um texto acessivel. Neste contexto,
serao exploradas a integral fracionaria segundo Riemann-Liouvile e as definigdes de trés
derivadas fracionarias classicas: a de Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville e Caputo.
Inicialmente, revisar alguns principios basicos do Calculo Diferencial e Integral de ordem
inteira. Em seguida, através de motivagoes, contextualizacoes historicas e exemplos, abor-
dar os conceitos fundamentais que formam a base dessa teoria. Posteriormente, mostrar
dois critérios de validade para as derivadas fracionarias e verificar que o de Ortigueira e
Machado é satisfeito para as derivadas de Riemann-Liouville e Caputo. Por fim, apresen-
tar a Regra da Cadeia para as derivadas de Riemann-Liouvile e Caputo.

Palavras-chave: Integral Fracionaria de Riemann-Liouville, Derivada Fracionaria se-
gundo Riemann-Liouville, Derivada Fracionaria segundo Caputo.






Abstract

The purpose of this work is to make an introduction to the theory of fractional cal-
culus, or calculus of arbitrary order, through an accessible text. In this context, the
fractional integral according to Riemann-Liouvile and the definitions of three classic frac-
tional derivatives will be explored: that of Grinwald-Letnikov, Riemann-Liouville and
Caputo. Initially, review some basic principles of Differential and Integral Calculus of
integer order. Then, through motivations, historical contexts and examples, address the
fundamental concepts that form the basis of this theory. Subsequently, show two validity
criteria for the fractional derivatives and verify that Ortigueira and Machado’s is satisfied
for the Riemann-Liouville and Caputo derivatives. Finally, present the Chain Rule for
Riemann-Liouvile and Caputo derivatives.

Keywords: Riemann-Liouville Fractional Integral , Fractional derivatives of Riemann-
Liouville, Fractional derivatives of Caputo.
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Introducao

O célculo fracionéario procura estender a ordem das derivadas de niimeros inteiros para
numeros reais e até para numeros complexos. Ele também é conhecido como céalculo de
ordem arbitraria, cdlculo de ordem nao inteira, calculo diferencial e integral de ordem
nao inteira, calculo fracional. Neste trabalho optamos por utilizar calculo fracionéario
por ser uma nomenclatura amplamente adotada pela comunidade cientifica. O nome
calculo fracionario surgiu como uma referéncia ao inicio do seu estudo, quando L’Hopital
questiona Leibniz sobre qual seria a sua interpretagao para a derivada caso a sua ordem
fosse n = % Hoje sabemos, que a ordem da derivada pode ser estendida para o conjunto
dos ntimeros complexos.

Atualmente, o calculo fracionario é uma area de estudo vibrante, com muitas aplicagoes
e em constante evolucao. Uma das suas principais caracteristicas é a capacidade de
descrever fendomenos complexos em diversas areas do conhecimento, como fisica, biologia,
economia, entre outras. Através das derivadas fracionarias, é possivel modelar processos
que apresentam comportamentos nao-lineares e meméria de curto e longo prazo, que
nao podem ser rastreados pelas derivadas de ordem inteira. Além disso, o estudo das
derivadas fracionarias apresenta uma riqueza matematica fascinante. As propriedades e
caracteristicas das derivadas fracionarias sao distintas das derivadas de ordem inteira, o
que leva a novas possibilidades e desafios na teoria e na pratica. Mas, diferentemente do
calculo de ordem inteira ainda nao existe uma interpretacao geométrica e ou fisica para a
derivada fracionaria.

Apesar do célculo fracionario ser uma area de estudo importante na matematica apli-
cada e em varias outras areas, a maioria dos trabalhos e artigos cientificos que abordam o
assunto sao escritos em linguagem muito técnica, sem explicar alguns calculos matemati-
cos e resultados. Isso pode dificultar o entendimento e o acesso a esse conhecimento por
parte de estudantes e pesquisadores iniciantes na area. Assim, a necessidade de um texto
de facil compreensao sobre o calculo fracionario surge para preencher essa lacuna e tornar
esse conhecimento mais acessivel a um publico mais amplo. Uma abordagem didatica
pode ser uma ferramenta valiosa para estudantes e pesquisadores que desejam explorar e
aplicar o calculo fracionario em suas areas de interesse, sem se sentirem intimidados pela
complexidade que muitas vezes acompanha os trabalhos cientificos nessa area.

Com isso, o principal objetivo deste estudo é apresentar um texto basico sobre o
calculo fracionario, utilizando uma abordagem de facil compreensdao para pessoas com
algum conhecimento em calculo de ordem inteira que desejem se familiarizar com o calculo
fracionario. Para que seja introduzida de uma forma didatica a extensao do calculo de
ordem inteira para o de ordem fracionaria, no decorrer deste trabalho serao realizadas
revisoes de notagoes, defini¢oes do calculo de ordem inteira e algumas demonstragdes do
calculo fracionario. Isso ocorrera de maneira gradual, para que seja de facil entendimento.

15



16 Introducao

Segundo [20] existem trés classes de derivadas fracionarias que sdo encontradas na
literatura especializada, as derivadas fraciondrias classicas, derivadas “fracionarias” locais
e derivadas “fracionarias” com ntcleo nao singular. Escolhemos abordar trés derivadas
fracionarias, conhecidas como derivadas fracionarias classicas. A derivada fracionaria de
Griinwald-Letnikov, derivada fracionaria de Riemann-Liouville e derivada fracionaria de
Caputo. Esse trabalho esta disposto da seguinte maneira:

No Capitulo 1, intitulado Motivagoes, serdao relembradas algumas defini¢oes do calculo
de ordem inteira. E assim, tomando-as como ponto de partida, introduzir progressiva-
mente a extensao do calculo de ordem inteira para o de ordem arbitraria, fazendo o uso de
exemplos, contextualizagoes e informagoes historicas. Deste modo, dar inicio ao estudo do
calculo fracionéario com a definicdo de Derivada Fracionaria segundo Griinwald-Letnikov e
finalizar esse capitulo com a definicao da Integral Fracionaria segundo Riemann-Liouville.

No Capitulo 2, abordaremos a integral segundo Riemann-Liouville, primeiramente
mostraremos que a Lei dos Expoentes é valida para essas integrais. Depois, faremos
exemplos de integrais fracionarias das fungdes poténcia, constante, seno, cosseno e expo-
nencial, utilizando diferentes valores para os limites de integracgao.

No Capitulo 3, introduziremos as defini¢coes das derivadas fracionarias de Riemann-
Liouville e Caputo e faremos alguns exemplos. Também exploraremos algumas particu-
laridades e diferencas entre elas, como ocorre na transformada de Laplace e no efeito de
memoria.

No Capitulo 4, mostraremos um critério utilizado para a derivada ser considerada
fracionaria e como ¢ a regra da cadeia, muito utilizada no calculo de ordem inteira, para
as derivadas fraciondrias de Riemmann-Liouville e Caputo.

No Apéndice A, apresentaremos as importantes fun¢ées do Calculo Fracionario: Fun-
¢ao Gama, Funcao Beta, Funcao Gel’fand-Shilov, Funcao Heaviside e algumas proprieda-
des da Transformada de Laplace.

Na elaboracao deste texto todas as figuras foram confeccionadas pela autora utilizando
para isso o software Geogebra e a calculadora grafica Desmos.



1 Motivacoes para o estudo do
Calculo Fracionario

Neste capitulo recordaremos alguns conceitos do Calculo Diferencial e Integral, indis-
pensaveis para uma boa compreensao do texto. Faremos a extensao do calculo de ordem
inteira para o calculo fracionario de forma gradativa, procurando entender os caminhos
percorridos por matematicos famosos na busca por defini¢oes consistentes. Por fim, apre-
sentaremos a definicdo de derivada fracionaria segundo Griinwald-Letnikov e a defini¢ao

da integral fracionaria segundo Riemann-Liouville. As referéncias utilizadas foram: [2],
5], [, [10] e [211.

1.1 Calculo de ordem inteira

Iniciaremos com a definicao de derivada e regra da poténcia. No célculo de ordem
inteira, dada uma funcao f : I C R — R temos a seguinte notacao, segundo Leibniz, para
a derivada da funcao de uma variavel,

Df(zx) = dci:f(:p), rel,

d
na qual, D = I representa um operador diferencial da expressao colocada a direita do
T

simbolo. E interpretada como a taxa de variacio da varidvel dependente, em relacio &
variavel independente, definida por meio do limite:

Df(zx) = jf(x) = lim

ou

Df(x) = jf(a:) = lim : (1.1)

X h—0
sempre que o limite existir.
Uma regra importante para a nossa motivacao ¢ dada pela regra da poténcia, isto é,

d
Seja f(x) = 2", com z € R, entdo %(f(x)) =nz"" . (1.2)
Abaixo, alguns exemplos de derivadas de ordem superior inteira da fungao f(z) = ™

d n n—

%(x ) = na"?

d? 9
@(x”) = n(n— 12"

d? :
%(x”) = n(n—1)(n—2)z""".

17



18 Motivagoes para o estudo do Calculo Fracionario

Note que podemos reescrever a ultima igualdade acima multiplicando o numerador e o
denominador por (n — 3)!,

di(xn) _ =D =9n=3)(n-49)..(1) .,
d? (n—3)(n—4)..(1) '

a qual pode ser escrita como:

d3 n Tl' n—3
R TR

Portanto, obtemos uma notacao mais simplificada para a terceira derivada e é possivel,
usando a mesma ideia, escrever para a k-ésima derivada:

. n! ek
%(SC )= mw : (1.3)

A expressao pode ser provada por inducgao finita e nos fornece a derivada de
ordem inteira de qualquer polinémio ou func¢ao poténcia.

Agora podemos levantar alguns questionamentos. O nimero k pode ser real? Temos
no numerador, n!, podemos calcular o fatorial de qualquer niimero real? Caso as respostas
sejam afirmativas, no denominador terfamos a subtracao de dois niimeros reais, que resulta
em um numero real. Nao terfamos problema com 0!, pois 0! = 1. Mas, se k < n, teriamos
o fatorial de niimeros negativos. Vamos buscar respostas para essas perguntas através da
histéria dos estudos de alguns matematicos.

Leonhard Euler (1707-1783) encontrou duas equagoes integrais que generalizam o fa-
torial. Elas apareceram pela primeira vez em 1729, em uma carta de Euler para Christian
Goldbach (1690-1764). Somente em 1738 ele escreve um artigo que propoem a generali-
zagao do fatorial na forma de fungdes definidas por uma integral, a saber:

o
n! :/ t"e~tdt.
0

Essa integral é conhecida como fungao II(n). Note que n, nao precisa ser um nimero
natural. Podemos escrever II(z), com =z € R —Z_, ou seja,

II(x) = /OOO t et dt. (1.4)

Vamos resolver essa integral por partes. Sejam u = t°, du = xt* !, v = —e~ ! e
dv = e~tdt, assim:

[(z) = (=t*e™)

+ / xt" e ldt.
0 0

Note que, x > 0, temos

o0 t‘x
(—t"e™)| =—lim t“e”" + 0%’ = — lim —.
0 t—o00 t—o0 et
Fixando x, temos
t* xt*1 v(r—1)(x—2)...(x — k)t=Fk

lim — = lim = lim
t—oo et t—oco el t—00 et
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Como = € R — Z_, vai existir o primeiro k € N tal que (xz — k) < 0.
Dai
t* z(z—1)...(x — k)

lim — = lim
t—oo et t—o0 ettk—=

= O’
pois e‘tF~* — +o0.

Também percebemos que x é uma constante no integrando, portando, pode ser retirada
da integral, dai a funcao II(z) pode ser representada como:

[(x) = x/ t" e tdt.
0

Observe que a diferenca da integral acima com a funcao II definida em ([1.4]), é o desloca-
mento de uma unidade. Entao podemos escrever,

I(z) =z (z —1).
Também

I(z) = xl(z—1)
I(z) = x(z—1)(x—2)
I(z) = z(z—1)(x—2) Iz — 3).

Tomando, x = n,n € N — {0}, temos:
II(n) =n(n—1)(n — 2)(n — 3)...(2)(1) = nl.

Assim, concluimos que a funcao II, generaliza o fatorial. Agora, pensando no seu do-
minio, notamos que pela defini¢ao feita em, (1.4]), ela pode ser estendida para os nimeros
complexos, exceto para Z_.Veja a Figura (1.1)).

U
[qm ,z

Figura 1.1: Gréfico da Fungao II(z) para z € [—10,4]

A Funcao II, ndo é a tnica que generaliza o fatorial, temos também a Fungao Gama,
ou segunda integral de Euler. A Funcao Gama é praticamente a Funcao II deslocada uma
unidade, ou seja: I'(z) = [I(z — 1). Veja a Figura (|1.2))



20 Motivagoes para o estudo do Calculo Fracionario

Jzuj
In

Figura 1.2: Grafico da Funcao I'(z) para z € [—6, 5]

Existem varias maneiras de representar a Funcao Gama, aqui vamos optar pela inte-
gral.

Defini¢ao 1.1. Definimos a fun¢ao gama, I'(z) pela integral imprépria

r(z) = /0 Tttt (1.5)

que converge na metade direita do plano complexo, isto é, para z € C tal que Re(z) > 0.

No Apéndice AEL mostramos que a Func¢ao Gama generaliza, estende o fatorial dos
numeros naturais para os numeros reais. L.ogo, a resposta aos questionamentos anteriores
é sim, k e n podem ser niimeros reais.

Também no Apéndice A, mostramos que I'(n + 1) = nl.
Entao, voltemos a equacao

k
dxk (n—k)!
Substituindo a Fungao Gama em ((1.3)), e trocando os inteiros k e n por a e 5 pertencentes
ao conjunto dos ntimeros reais positivos, obtemos:

d* 5 T(B+1) b o
@(x)_—f‘(5+1—a)!$ B —a>0, (1.6)

que é a Regra da Poténcia do Célculo Fracionario.

Vamos fazer alguns exemplos, iniciando com a derivada de ordem meio de f(z) = z.
Mas antes, observemos que, segundo varios autores, foi com esse exemplo, que se deu
inicio o calculo de ordem arbitraria, ou calculo fracionario como se costuma chamar. Dia
30 de setembro de 1695, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) escreve uma carta para
Guillaume Frangois Antoine (1661-1704), Marqués de L "Hopital. Nessa correspondéncia,
Leibniz formula uma questdo envolvendo a generalizacdo da derivada de ordem inteira
para possivelmente arbitraria, L’Hopital devolve a pergunta questionando qual seria a
sua interpretagdo se a ordem da derivada de uma fungao f(x), fosse n = % Prontamente
Leibniz respondeu:

dz
- dr

'Veja no apéndice A mais informacdes e propriedades da Funcio Gama.

D f(x) y(x),
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e assegurou que para f(z) = x, teriamos
1
D2x =zvVdr : x.

Também concluiu: "isto €, aparentemente, um paradoxo que um dia vai gerar vdrias con-
sequéncias importantes'. Essas e outras informagoes poderdo ser encontradas em [5] e
também nas referéncias utilizadas para escrever este capitulo.

Voltando ao exemplo

Exemplo 1.2. A derivada de ordem meio de f(z) = x, pode ser determinada por:

dz oo P+
S T(1+1-13)

Esse resultado apareceu pela primeira vez na literatura no ano de 1819, no livro Traité
du Calcul Différentiel et du Calcul Intégral escrito por Silvestre Frangois Lacroix (1765-
1843). Seu trabalho possui 700 paginas, mas ele dedicou apenas duas para o problema
que visava encontrar a formula para a n-ésima derivada de mondmios do tipo y = ™,
utilizando a equagao foi mostrado que:

Ay = 2T
dx%x_\/%.

Foi apenas em 1832 que Joseph Liouville (1809-1882) estendeu os resultados obtidos
por Lacroix em seu trabalho intitulado Mémorie sur le Calcul des Différentielles a Indices
Quelconques e substituiu o fatorial pela Funcao Gama.

Vamos a outro exemplo:

Exemplo 1.3. A derivada de ordem meio, da derivada de ordem meio de f(z) = x, isto

ol
ol

dz [ d _dr (227 2 d% a2 TG+
() - 2 (22) - o - sy

2 T()
VYO

Em 1772, Joseph Louis Lagrange (1736-1772) contribuiu de forma indireta quando
desenvolveu a chamada Lei dos Expoentes, na qual y estd em funcdo de x e m e n sdo
nimeros naturais.

dm dn B dm+n
dx™ dx"y © dgmtn

Y.

Iremos verificar se ela é valida para a Regra da Poténcia de Monomios, obtida em
(1.6). Adotaremos a partir de agora a notagao D*, sempre que nos referirmos a derivada
de ordem arbitraria, @ € R,. Temos que,
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T

(B+1—p)
- Pg+1) a(p(B=h)
t+i-p. @)

o F(ﬁ + 1) F(ﬁ — [+ 1) w(ﬁfufa)
PB+1-mI(B—pt1-a)

_ LB+ -uray
P +1—(p+a)

= Dt (gh).

Com isso concluimos que a Lei dos Expoentes é valida para a Regra da Poténcia dos
Mono6mios, versao com extensao para a Funcao Gama.

Faremos novamente o Exemplo 1.3 agora, utilizando a regra dos expoentes:

T(1+1)

D%D%(x) = D'(z) = mx

Hl=r@2)2° =1

Obtemos o mesmo resultado para a derivada de ordem n = 1, ou seja recuperamos o
resultado da derivada de ordem inteira.

E muito importante observar que a Lei dos Expoentes nao é vélida para a derivada de
qualquer func¢éo y = f(x), quando m e n sdo arbitrarios. Esse fato causou um grande inte-
resse entre os matematicos. Muitos estudos se desenvolveram com o objetivo de descobrir
quais restricoes deveriam ser impostas a funcao para que uma regra analoga continuasse
sendo valida. Para ficar mais clara essa motivacdo, vamos fazer um exemplo. Suponha
que a Lei dos Expoentes seja valida para a derivada de ordem arbitraria de uma f(x),
entao teriamos:

D72(f($)) _ DOQ[D7(f(x))] — Dv2 [f(f<$))1>

d’x

com isso notamos que precisamos apenas definir D® | com « € (0,1). Sdo detalhes muito
importantes e deixam claro o motivo de terem servido de inspiragao para o desenvolvi-
mento do calculo fracionario.

Até o presente momento, nao existe uma interpretacdo geométrica para a derivada
fracionaria no caso geral, assim como existe no calculo de ordem inteira. Mas, fazer uso

de sua representacao grafica é muito util para entendermos seu comportamento.

Faremos agora alguns exemplos de derivadas fraciondrias da fungio f(z) = z? com

a € (0,1). Tlustraremos cada exemplo com seu respectivo grafico, no qual teremos também
a funcao, f'(z) = 2x.

Exemplo 1.4.

05/ 2 r2+1) 2-0.5) _
P = tarizon® L Crest T TEs)
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Figura 1.3: Representacao grafica de: f(x), f'(z) e D% f(x).

Exemplo 1.5.

DYT(f(a%)) =

Figura 1.4: Representagao grafica de: f(x), f'(x) e D7 f(x).

Exemplo 1.6.

[@2+1) £(2-09) _ I'(3) L)

DR(#7) = T2 +1-09) r(2.1)

s > 0.
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Figura 1.5: Representagao gréifica de: f(x), f'(z) e D*?f(x).

Com esses exemplos notamos que as derivadas de ordem alfa, podem ser vistas como
transformacoes intermediarias entre a parabola e a reta. Nesse sentido as derivadas fra-
cionarias podem modelar o que acontece entre as derivadas de ordem inteira.

Cabe aqui uma outra observacao, os polinémios, em se tratando do cdlculo de ordem
inteira, sao sempre diferencidveis, continuos, definidos em R. Ou seja, podemos derivar
tranquilamente. Note que, observando os exemplos e graficos acima, no calculo fracionario
isso nao é garantido.

Resumindo, no calculo de ordem inteira temos:

P(z) , continuo;
d
dx

(P(x)) , continuo.

No célculo fracionario podemos ter:

P(z) , continuo;

D*(P(x)) , mnaocontinuo;

Isso significa que, se dermos "passos' fracionarios entre as derivadas, obteremos descon-
tinuidades. Outra diferenca importante entre a derivada de ordem inteira e a fracionaria,
ocorre quando derivamos uma constante, veremos isso no préoximo exemplo.

Exemplo 1.7. Seja f(z) = cx®, x # 0, a derivada de ordem « € (0,1), da f é dada por:

D%(ca®) = cDa(lizzog 1
- <@

c —«
= ——=x
I'l —a)
c 1

r(l—a)z®
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Logo, utilizando esse operador, a derivada de ordem « de uma constante, nao é zero.
Novamente vamos fazer alguns exemplos e explorar suas representagoes graficas. Faremos
algumas derivadas de ordem « € (0,1), de f(x) = 3. No gréfico sera representada também
a funcao f'(x) = 0.

Exemplo 1.8.

DYf(2)) = DO B) s g = e

Ti—05) 25 105 v 7"

f(z)=3

Figura 1.6: Representagao grafica de: f(x), f'(x) e D% f(x)

Exemplo 1.9.

.2 _ 2 3 1 = 3 1
D**(f(x)) = D’ B A =02 22 ~ T8 702 7 ¥

a=02
@

fa)=3

2 )
Q”’U v‘
0

2 1
@) =0

Figura 1.7: Representacio grafica de: f(z), f'(x) e D" f(x)

Exemplo 1.10.

) o 3 1 3 1
D¥(f(x)) = DF B0y~ gy z00 " 7"
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Figura 1.8: Representacio grafica de: f(z), f'(x) e D% f(x)

Novamente notamos que, as derivadas fracionarias transitam entre as derivadas de
ordem inteira, n = 0 e n = 1. Mas, neste caso, nao recuperamos o resultado para n = 1.
Pois, como sabemos, no calculo de ordem inteira, a derivada de uma constante é sempre
zero. Isto é um problema, ja que ela nao é continua na origem. KEntao, esse operador
derivada nao seria uma boa escolha, caso estivéssemos resolvendo uma Equagao Diferencial
Fracionaria, com valor inicial. Veremos, em um proéximo capitulo, que utilizando outro
operador teremos a derivada de ordem arbitraria de uma constante igual a zero.

1.2 Derivada Fracionaria de Grinwald-Letnikov

Iremos agora, fazer uma outra abordagem, utilizando para isso a defini¢ao de derivada
através de limite. Voltando na definigdo de limite pela diferenca inversa, dada em ([1.1)),
e seja f(z) continua, temos para a derivada de primeira ordem

d - f(@) = flz—h)
2/ @) =l h ‘
De segunda ordem,
d? d - f'(@) = f'(x—h)
L O
f@) = fle—h) flz—h)—flz—2h)
T h h
= h
— 0~ 20 1)+ s - 20

e de terceira ordem
@ =li ! 3 h)+3 2h 3h
s (x)—hlﬂ%ﬁ f(z) = 3f(z — h) + 3f(x = 2h) — f(z — 3h)|.
Generalizando, temos que para um certo nimero natural k, a k-ésima derivada pode
ser representada na forma

j; (z) = lim (;)ki(—l)lG)f(:c —1h), (1.7)
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que pode ser provada por inducao.
Agora, nosso objetivo sera estender k£ € N para um certo @ € R*. Primeiramente vamos
reescrever os coeficientes binomiais utilizando a notagao de fatorial, isto é

d* AR N
o ) = i (h) D T EACL
Em seguida, vamos substituir k! pela fungao I'(k + 1) e (k — I)! por I'(k + 1 — [), assim
temos,

d* 1\"& T(k+1)

— = lim | — D f(x — 1h).

gor /(@) = Jim <h> §< TR

Lembrando que a Fungdo Gama, dada em (A.1]), estd definida para Re(z) > 0, ou

seja,

'(z) = /OO e 't*1dt, Re(z) > 0,

0
substituindo o coeficiente binomial pela Funcao Gama, generalizamos a expressao para
ordem arbitraria. Assim, fazendo a extensao k para a € RT, exceto no somatdrio, obte-
mos:

de 1\*& L(a+1)
— = li — § Sy | p— —Lh).
goo/ (@) = Jim <h> 2V i/ @)
E, definindo kh = x — a, sendo a uma constante, temos,

r —a

k':
h

Note que, quando h — 0, temos que

r —a

k:
h

— +00,sea < x # 0.

Também,

h_x—ajl_ k :>1 Qo
-k h z-—a h x—a

Fazendo as devidas substituicoes, concluimos que:

dif(x) ~ lim <$ ﬁ a)ai(—l)ZMf<x — li(x - a)).

a
dx k—o0 =0

Essa é a famosa definicao de Derivada Fracionaria segundo Griinwald-Letnikov, intro-
duzida por Anton Karl Griinwald (1838-1920), em 1867 e por Aleksey Vasilyevich Letnikov
(1837-1888), em 1868. Vamos escrevé-la de uma forma mais convencional e com notagao
especifica. Seja f(x), uma funcao continua,

D) = i () S0 (o e a)

SUDSf(x) = lim (2) Z(—l)’m]f(x—m).
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A fim de realizarmos alguns exemplos, utilizaremos a relacgdio dada em (|1.7), com
notagao de —a, omitiremos "GL"para ndo carregar a notacao.

DL f () = lim ()" > (-~ ( >(x—lh).
=0

Substituindo os coeficientes binomiais negativos pela Funcao Gama, obtemos

oy S (@ = 1),

Agora iremos atribuir alguns valores para «, iniciando com « = 1, temos:

T(1+1)

D7 (@) = Jim(0) >

h—0

f(x - lh)>

lembrando que, I'(1 + 1) = 1! e que I'(1) = 0! = 1, temos:
k

DL f(x) =1lm Y f(z —lh)h.

h—0 =0

Note que o lado direito é praticamente uma soma de Riemann, com h representando o
Az,
r—a)—0
h = 7( ) .
n
Portanto,

D @)= [ fa— )t

Fazendo trocas de variaveis, ou seja,
u=1x—1t=du=(—-1)dt,

temos que, quando t =0, u = z, e quando t =z — a, temos u = x — (z — a) = a.

Logo,
D@ = [

Invertendo os limites de integracao obtemos

D @) = [ fwdu

Vimos que a primeira derivada negativa é a primeira integral de uma funcao. Vamos
verificar agora quando a = 2. Note que

_ " T(2
DA f(x) = = lim ( (h?) lz_;) f<‘ (x — Lh).
., (I+1)
Podemos escrever I'(1 +2) = I'((1 + 1) + 1) = (I + 1)!, também T ({+1)e

I'(2) = 1!, entao:
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n

D ?f(x) = lhm h2 f(xz —1h).
z n—)oo
: 0

Realizando uma reindexacio nas variaveis, ( mudando para 1) e decompondo o h?, obtemos
n+1

DA f(x) = 11 lim Z(lh)f(m —lh)h.

Note que, novamente a parte direita é uma soma de Riemann com h representando o Az,
ou seja,

D=2 f(z) = 11, [ e - e

Trocando as variaveis, como feito anteriormente, temos

D2 f(x) = 1y [ (&~ w)f(u)du.

De maneira similar, temos para o = 3

D () = o [ (& — ) f(u)du

e para a = 4

1 T
D7) = 5 [ (@ —wf(w)du.
Assim, podemos estender para qualquer ordem. Entao, em geral temos

1
k!
Observe que o lado direito é a generalizacdo da férmula de Cauchy para determinar a
n-ésima primitiva de uma funcao.

A Representagao da Integral de Cauchy é dada por

iy = [ 4TS "

DD () = / Y@ —O)FF(t)dt, k€N

Logo, trocando n, por k + 1 podemos escrever

1
k!
que mostra a conexao existente entre as integrais e as derivadas negativas, justificando

assim, o termo diferintegracao relativo a formulagdo de Griinwald-Letnikov. Fazendo a
extensao k + 1 para « e utilizando a Fun¢do Gama, temos

L) = [ =08 ke,

D @) = s [ = = 12 1) (1.9

Essa expressao é conhecida como a férmula para o operador integral fracionario,
segundo Riemann-Liouville.

RLjo () — F(la) [ =i o, o< (1.10)

o qual sera nosso objeto de estudo no préximo capitulo.






2 Integral segundo
Riemann-Liouville

Este capitulo sera dedicado ao estudo mais detalhado da integral fracionaria segundo
Riemann-Liouville, cujas referéncias sao [0, [7] e [I2]. Iniciaremos com a demonstracao
da validade da Lei dos Expoentes para essas integrais. Posteriormente faremos exemplos
utilizando as fungoes poténcia, constante, seno, cosseno e exponencial. Abordaremos
a importancia da escolha dos limites de integracao utilizando representacoes gréficas e
calculos. Para termos uma notacao menos carregada, omitiremos os simbolos RL da
integral.

Primeiramente vamos dedicar uma se¢ao para analisarmos algumas propriedades.

2.1 Propriedades basicas
Nesta secao, de forma breve, vamos mostrar as seguintes propriedades:
i) I°1° = 17F,
i) I°1° = I1°1*;
i) I%(f(z) £ g(x)) = I*(f(z)) £ 1*(g9(x)).
Lembremos que a integral fracionaria segundo Riemann-Liouville é definida por

SIS f(x) = F<1a) /ax(x — 1) f(t)dt, a < .

Mostremos 1)

Sejam «, 8 € R, com o, > 0 e utilizando a definicio da integral fracionédria de
Riemann-Liouville, temos

PO = g [ €0 g [ - 9 @]

podemos escrever,

@ _ 1 ¢ a—1 T —1
IS0 = Fopa b 60 - 97 f(edear

Faremos uma mudanca no intervalo de integracao da segunda integral, para que ambas
resultem em funcoes de mesma variavel ¢. Transformando o intervalo [0, 7] em [€,¢] por

31
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y=E&+ (t ; 3 x e voltando a notacao original, obtemos:
1 t t
IS0 = fo b 60 6= ©dar

Aplicando o teorema de Fubini, temos:

I°I5 £ (1) €)ldr.

Fazendo a mudanca de variavel, u = 7 — &, temos 7 = u + £ e d7 = du e quando 7 = ¢,
u=0equando 7 =t, u =1t — &, obtemos

N t —u—8)* W du
Fr) b [O% [ u =0

Agora, fazendo s = tL’ que implica em u = s(t — ) e du = (t — £)ds. Dai teremos os

I°I°f(t) =

novos intervalos de integracdo da segunda integral, quando u = 0 tem-se s = 0 e quando
u=t-—¢& tem-se s = 1.
Assim,

o B 1 t 1 a1 .
IS0 = Fopg) b TO% [ 6= s =8 = st~ O ¢ - )ds.

Reagrupando os termos da segunda integral, obtemos

o B 1 t 1 a1 .
PUTE = i f TOE | 1= st st = Q1 st = ) e - ©)ds
_ Mé)lF/ e [ [l )1 — )" ¢ - (¢ — )ds
1

_ (a 1D+(B-1)+1 1 — a—1_p8-1
T(a)T(B) / 5/ (1= )™ ™ ds

. 1 a+,3 a—1_pg-1

= I / 5/ s)* T s" ds.

Observe que o termo (t — £)*t#~1 ¢ constante com relagio & variavel s.
Logo,

arp — 1 ! a+p-1 ! a—1_4-1
PO = 5om | F@@ =g [ (1 - )75 s, (2.1)
Note que, por e a segunda integral em pode ser escrita como
M et 1, L(@)D(B)
5(05’6)_/0(1 S) s ds_F(Oé—l—ﬁ)

Substituindo (2.1)) em (2.1]), obtemos

£)ati-1q e I'(a)I'(B)

arpB _
i) = L(a+ )

— o oHrﬁ 1d
a—i—ﬁ :

= 1)
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concluindo a prova de ).
Dessa igualdade também segue a propriedade comutativa, ii), isto é

e’ = 1°1e.

Para verificar 7i7), utilizaremos o fato da integral ser um operador linear, assim

P +a0) = g | @070 + )]
1 * a—1 ’ a1
_ I‘(a)[/ (x — 1) f(t)dt+/a (@ —1t) g(t)dt]
— rla) :(g;_t)a—lf(t)dHF(L)/;(x—t)“‘lg(t)dt

De modo andlogo para I*(f(z) — g(x)).

Faremos na préxima se¢ao um estudo mais detalhado sobre os limites de integracao.

2.2 A escolha do limite inferior de integracao

Nesta secao faremos algumas escolhas para o ponto de inicializacdo das integrais das
funcoes poténcia, constante, seno, cosseno e exponencial. Traremos exemplos utilizando
ordem fracionaria e inteira. Verificaremos, a partir dessas escolhas, a validade da Lei dos
Expoentes. Realizaremos andlises, através da representacao grafica de alguns resultados,
e por fim, algumas reflexdes e observagoes.

2.2.1 Funcao Poténcia

Seja f(z) = z*, p € RT, entdo a integral segundo Riemann-Liouville de f(z),z > 0, é
dada por:

0 = F(la) [ =t

Alguns exemplos utilizando a = 0.

Exemplo 2.1. Calculemos a integral de ordem meio de f(z) = z, isto é,

1 1 z 1
Iz = 7/ — )" 2tdt.
0 (SC) F(%) 0 (:C ) 2
Para z = 1, temos:
1 1 1 1
12 (z) = F@/0 (1— ) tdt. (2.2)

1

5 a integral pode ser reescrita utilizando a Funcao Beta,

Note que, tomando z =2 e £ =

veja (A.0).
1
B8 = [ FHL -,
0
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1 1 1 1 1
ﬁ<2,2> :/0 t2‘1(1—t)5‘1dt:/0 (1 —t)"2dt.

Substituindo em ([2.2)) obtemos:

) = 5625 )

Utilizando a relacao existente entre as Fungoes Gama e Beta, temos:

By L rer() 1
M= TR ) T )

2

Exemplo 2.2. Calculemos a integral de ordem meio de f(z) = x?, isto é,

ISINTE

2 (@?) = F(ll) [ w—tea (2.3)

2

Quando z = 1, note que tomando z =3 e £ = % a integral pode ser reescrita utilizando a
Funcao Beta.

5= [ - tar

1 ! 3—1 1 ! 2 -1
(3, = :/t (1—1)3 dt:/ 2(1 — t)"3dt.
2 0 0
Substituindo em ([2.3)), obtemos:

) = g (23)

Novamente utilizando a relagao existente entre as Fung¢oes Gama e Beta, temos:

. 1 TEG) 2
T rOTEL D) T

2

[l NI

OI

Exemplo 2.3. Calculemos a integral de ordem meio de f(z) = 3, isto é,

STV

OI

2

(%) = F<11) [t iia (2.4)

Quando z = 1, note que tomando z =4 e £ = % a integral pode ser reescrita utilizando a
Funcao Beta,

1
0
1 1 1 1 1
6(4, ) :/ t4*1(1—t)§*1dt:/ t3(1 —t)"2dL.
2 0 0
Substituindo em ([2.4)), obtemos:

B(2,6) =/ N1 — ) dt,
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Novamente utilizando a relagao existente entre as Fung¢oes Gama e Beta, temos:
1 IERNEAINE 3!

olf (%) = 1 4 (12): 9\

I'iz)T4+3) I(3)

Note que escolhendo a = 0, foi possivel utilizar a Fun¢do Gama.

Vamos procurar a generalizagao da integral fracionéria da fungao poténcia f(z) = z*,
com a = 0.

o) — F(la) [ o

a—1
= 1t/xa11—t thdt.
I'(a) Jo x

t
Fazendo a mudanca de variavel, z = —, temos xdz = dt, entao
x

1 1
olo(zh) = I‘(a)/o N1 — ) et adz.
xa-Hl 1 i 1d
= 1—2)*"dz.
F(a)/o (1 —2)*"dz

Utilizando as relagoes (A.7)) e (A.g]),
1
B(2.6) = B 2) = [ 1 — .
0

Realizando as devidas substitui¢oes, podemos escrever

Blau+1) = [ #0—rtaz = [ 21— 1)

0 0
entao g 0
" Bla, p+
o (at) = .
(") Ia)
Por (|A.10)), sabemos que
[Mo)'(p+1
o+ 1) = AT

MNa+p+1)’
portanto a integral de ordem « da fungao f(z) = x*, ou seja, a regra da poténcia de uma
integral fracionaria, é dada por:

T(u+ 1)zoth

2t = ———. 2.5
Note que se trocarmos « por —a, na equagao (12.5)), obtemos:

_ I'(p+ 1)zr—

L") = ———— 2.6

que é féormula para a derivada fracionaria da funcao poténcia, encontrada no capitulo
anterior, em (|1.6)):
I'(p+1)ar—

OD;:Y(xN) = F(/L—Oé—i—l)

Faremos mais alguns exemplos e para a simplificar a notacao, omitiremos os subindices.
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Exemplo 2.4. Calculo da integral de ordem % de f(x) = 22, isto é,

) L2+ 1)z2t2  D(3)as
2 €T = = s
I +2+1) r'(%)

quando x = 1, obtemos o mesmo resultado do Exemplo 2.2.

Exemplo 2.5. Célculo da integral de ordem % da integral de ordem % de f(z) = 2%

F@)ri _T@) 1 5 TG
(v ) ~rpen -

A seguir, um exemplo utilizando o € N:

LE)T(G) o 20 _ o

s 7
2 B 3 3
24+1)  I[(E)T4) 3! 3

SIS

1

Exemplo 2.6. A integral de ordem 1 de f(z) = 2% é

1(a?) L2+ 1)z T(3)2® 23 22 2
X — = = = — = —,
ri+2+1) T4 3 6 3

Através dos exemplos acima mostramos que

I3(I%(2%)) = I'(2?).

2.2.2 Funcao Constante

Calculemos a integral de ordem « da funcao f(z) = ca®

utilizando a = 0

, x > 0 e ¢ um numero real,

920 — F(la) [ = oyetar

c = " a—1
] R RS
I'(a) /0 ’ < a:)

. 13 .
Fazendo uma mudanca de variavel, z = —, temos xzdz = dt, entao
x

a c L a— a—
ol (2%) = F(oz)/o 771 — 2)* tedz

cx®

_ F®04R1—@w4m.

Sabemos que
B(z,8) = B(€,2) = ; 71— )5 at,

calculando (a, 1), obtemos

1 1
Bla, 1) = / (1—2) 12"z = / (1 —2)*tdz,
0 0
entao,

ol (2°) = “T(a) (2.7)
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Usando o fato de que

temos

Substituindo (2.8) em ([2.7)), temos

Ia 0 —
037(01:) F(Oj—f—l)’

solucao para a integral de ordem a de uma funcéo constante.

Exemplo 2.7. Calculando a integral de ordem % de f(x) = cx® obtemos,

1 1
! cr:  cue
Iz (ca’) = = .

0

Exemplo 2.8. Calculando a integral de ordem 1 de f(x) = cz® obtemos,

cxt cx cr

I'(cx®) = = = — =cT.
(cz”) ra+1) re
Note que ao utilizarmos a = 0 para a integracao fracionaria da funcao constante,
recuperamos o resultado do calculo de ordem inteira para o € N.

2.2.3 Funcoes Trigonométricas

Agora vamos estudar a fungao trigonométrica, f(z) = sen(x), temos que:
13(sen(a)) = o [z — 1) sen(t)d
sen(r)) = — [ (z — sen
e F(OZ) a 7

mas, sen(t) pode ser escrito utilizando o seguinte polinémio de Taylor, isto é,

e t2k+1

T L)k keN.teR.
k:0(2k+1)!( ) keNte

sen(t) =

Como a convergéncia é uniforme, podemos escrever

Llsen) = /j ST

k

1 /x —1,2k+1
- (z — t)o 12+ |
,; 2k+1'F()

Observe que
/ (z — £)o" 12+ = To(g2 ),
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ou seja, € a integral da funcao poténcia cujo resultado ja conhecemos quando a =0

I'(2k+1+1) L2hH+a

Ia( 2k+1) —
: [(2k+1+1+a)
Logo, podemos escrever:
¢ =
0 x(Sen(x)) kz:%] 2]€—|— 'F 2k'+ 9 +Oé)

I
Mg

{ ['(2k +2) x%“*“]

['(2k +2) L2h+1+a
2k —l— 2)T2k+2+ )

— i —)x2k+1+a'
T2k +2+ )

Primeiramente vamos calcular a integral de ordem —1, que como vimos, é a derivada de
ordem 1.

B & (—1)k 211
ol (sen(z)) = ]gm )
_ S (_1>k 2
- ;:%F(T‘f‘l)x k
S L
= ];) ((2/{;! z°" = cos(x)

Agora vamos a dire¢ao oposta, calculando a integral de ordem 1.

k

I _ - 2U+1+1

S <—1>’f

P F(Qk + 3)
_ iﬂmzkw

= 2k +2)!

2 xt S
TR
_ . 2 ot S
I S TR TR T

Vamos analisar graficamente, veja Figura ({2.1)). Sabemos da trigonometria que a area
hachurada sob a curva, quando x = 7, ¢ igual a 2 ua. E algebricamente temos,

olL(sen(x)) = (= cos(®) + 1)y = —(=1) + 1 = 2.
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Area=2ua

0 w2 ™ 3m/2 2m
-1

-2

Figura 2.1: Gréfico de f(z) = sen(z), [0, 27].

Trocando o limite inferior por a = 5> 80 invés de a = 0, graficamente temos a area

hachurada na Figura 2.2:

Area=1ua

0 " Wn
-1

-2

Figura 2.2: Grafico de f(r) = sen(z), [0,27], com a = 7.

Nao temos uma férmula pronta para calcularmos a integral de ordem 1 de f(x) = sen(x),
T

com ponto base a = —, como no caso a = 0.

Entao vamos aos cédlculos:

gli(sen(x)) = I‘(ll) /;(m—t)l_l sen(t)dt = /j sen(t)dt = — cos(x)—(— cos(g)) = —cos(z).

2

E, para x = 7, temos:

IL(sen(r)) = —cos(m) = —(—1) = 1.

us
2

Observe que utilizando o ponto inicial a = 0, tivemos como resultado —cos(z) + 1 e
- ™
quando utilizamos a = 5 apenas, —cos(x), sem uma constante.

Entao qual seria o melhor valor para utilizarmos?
Lembremos do célculo de ordem inteira que as derivadas da fun¢ao f(x) = sen(x) sao
translagoes horizontais. Veja Figura ({2.3)), que:



40 Integral segundo Riemann-Liouville

h(x) = —sen(x) g(x) 2: cos(x) f(x) = sen(x)

- -m/2 0 m/ ™ /2 ™

-2

Figura 2.3: Gréfico das translacoes de y=sen(x).

f(a: + 22) = h(z) = —sen(z).

Escrevendo as derivadas de ordem inteira de f(x) = sen(x), temos:

‘i(sen(x)) — sen <x + ;T)

d
d—2 sen [z + T = sen |z + QZ
d?x 2 N 2

d* s T
dkgg(sen <m+2>> = sen <x+k2>,k€N,

que pode ser facilmente provado por inducgao.
Note que podemos estender k para a € R. Entao temos:

D%(sen(x)) = sen <:c + Oz;T) ,a € RT

I%(sen(x)) = sen (x — 0472T> ,a € RY. (2.9)

Iremos verificar a existéncia de um ponto a que justifique essa conjectura. Primeira-
mente vamos definir uma fungado G(z,a), sendo a integral de ordem % segundo Riemann-
Liouville, da fungao f(x) = sen(z)

G(x,a) = 1 (sen(x)) = F(ll) [ =0t sen(oyar
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T
também uma ¢(z) = sen |z — 1) Representando as fungbes na calculadora grafica

Desmos, vamos fazer alguns exemplos, alterando os valores de a.

Figura 2.4: Gréafico das fungoes G(x,a) em azul e g(x) em verde com a = 0.

AN
VI

™

Figura 2.5: Grafico das fungdes G/(z,a) em azul e g(x) em verde com a = 7.

I~
NG

Figura 2.6: Grafico das fungoes G(x,a) em azul e g(x) em verde com a = —5.
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N ' T\ PARN /
15%e” 10 NS 5 Nt

Figura 2.7: Grafico das fungoes G(z,a) em azul e g(z) em verde com a = —20.

Observando os graficos notamos que quanto mais o valor de a se aproxima do infinito
negativo, mais rapidamente os valores das func¢oes coincidem. Ou seja,

lim G(z,a) = g(z).

a—r—00
Logo, a = —oo nos fornece o melhor resultado para a integral fracionaria da fungao
y = sen(z), é —oo. Note que o mesmo ird ocorrer com a fungao y = cos(x).
Portanto,
I“(sen(z)) = _ I%(sen(z)) =sen (x - oz;T) ,a>0
e
I%(cos(z)) = _ Io(cos(x)) = cos (x + 0472r> ya > 0.

2.2.4 Funcao Exponencial

Iremos agora procurar o ponto inicial a, para a integral da funcdo f(z) = e, k € R
ex € R.

(0% xT 1 L a—
B = 5 | @ —tetetan,

substituindo, u = x — ¢, temos t = x — u e du = —dt. Nos limites de integracao teremos
parat=a,u =2 —a e quando t = x, u = 0, entao
1 0
I¢ ekm — / u aflek(xfu) —du
L) = o [
e pam 1 —k
= u)* e Mdu
F(a)/() (w)
o w dw . . ~
Agora substituindo, w = ku, temos u = - e du = 5 Nos limites de integragao teremos
para v =0, w = 0 e quando u = = — a, w = k(x — a), entdo
kx k(z—a) a—l1 d
doen) = Z) et
[(«) Jo k k
kx
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Colocando, a = —oo teremos:
ek:c 1 )
¢ kx — / a—1 W
) = g e
ek 1
= r
Do) ke ()
-
= o

que é o mesmo resultado do célculo de ordem inteira.
Também podemos estender esse resultado para a derivada fracionéria, entdo resu-
mindo:

ekac

ke
D;‘(e’”) A

[2(eh) =

—o0TT

—0o0

A escolha de a = —oo, funcionou bem para a funcio, f(z) = e, com k € R,. Vamos
verificar o que acontece utilizando a = 3 € k=—1,
1 e ” ]
_Ji(e™) = —=—ie ", eC.
k2

Esse resultado pode ser um problema, dependendo do contexto, pois utilizando k£ € R
talvez fosse mais interessante obter um resultado real. Vamos nos aprofundar um pouco
aqui e procurar um outro valor para o ponto inicial a. Lembrando que a fungao f(z) = e**

é limitada a esquerda pelo zero, e a = —oo funcionou. Como f(x) = e~*, é limitada a
direita pelo zero, vamos utilizar a = oo e ver o que acontece.
Entao | .
I%(e™™) = —/ x —t)* tetdt,
<L) = o [
substituindo ©v = x — ¢, temos t = x —u e du = —dt. Nos limites de integracao teremos
para t = oo, u = —o0 e quando t = x, u = 0, logo
Ioc( —x) —1 /0 ( )a—l u—z g
e = — u e u
coE F(Od) —00
( —x) 1 /0 ( )a—l u
= e u e“du.
F(Oé) —00

Alterando o dominio e reescrevendo, obtemos:

wlp(e7) = (—em)r(la)/ooo(—l)altaletdt
_ (_e—f)(_w—l)r(la)/Ooota—le—tdt
- <—e-x><—1a-1>r(1®r<a>
= (—eT)(=107),
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Calculando para a = 1,

la(e7) = (—e)(=1171) = (=),
1
2

1
WIHET) = (e (1) = (me ) (<) = e

Ao utilizarmos a Integral segundo Riemann-Liouville, a escolha dos valores dos limites
inferiores fornece resultados diferentes. Até aqui vimos que ponto inicial zero funciona
bem com polindmios e 00 com fungoes seno, cosseno e exponenciais.

Observe que se f(z) é limitada em (—oo, z|, uma boa escolha serd a = —oo, no caso
de ser limitada em [z, 00), seria a = oo.

Ja os polinémios, que nao sao limitados a esquerda ou a direita, utilizamos a = 0.
Note a importancia da escolha do limite inferior de integragao fracionaria, de acordo com
a funcao a ser integrada.

Vamos apresentar uma situagao na qual a escolha do limite inferior sera um problema.
Observe a seguinte equacao

Calculando para a =

D3 (u) = * + 27

Vamos supor ainda que seja,
1
GL3 2
o' Di(u) =€+ a7,

1
na qual $¥D2 representa a derivada fraciondria de Griinwald-Letnikov.
Para a resolucao temos

1 1 1 1 1
2012 (D3 () = L2 (€7 + %) = Jie” + o lia®

Veja que o ponto inicial ¢ = oo, funcionaria bem para a exponencial mas nao para o
monomio. Caso a = 0, funcionaria para o monémio, mas nao para a exponencial. Assim,
os limites de integracao devem ser escolhidos levando-se em consideragao a funcao e o
contexto que ela esta inserida.

Para finalizarmos este capitulo, iremos apresentar uma definicdo mais completa para
a integral estudada.

Definigao 2.9. (Integral Fraciondria de Riemann-Liouville) Sejam f(z) uma fungao con-
tinua e a € R,. Definimos o operador integral de Riemann-Liouville de ordem «, no
intervalo [a,b], denotado por I%f(z) = (I3, f)(z) e Iy f(z) = (I_f)(x) atuando em
f(z), através das expressoes:

(12, 1/ F(t)dt, © > a (2.10)

(12 f / F(t)dt, = <b. (2.11)

Chamadas Integrais Fra01onar1as de Riemann-Liouville a esquerda e a direita respec-
tivamente.
Se a = 0, na equagao ([2.10]) , temos

(13, f) () = Fla) [ =i, v >0 (2.12)
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Se b = 0, na equagao (2.11]) , temos

(12 F)(z) = r(la) / "t — 20 ()t 3 < 0. (2.13)

Define-se também o operador integral fracionaria ,I$ f(¢) para a = 0 como sendo
I°f(z) = If(z) = f(2), (2.14)
na qual I é o operador identidade.

Sempre que denotarmos I®f(x), estaremos utilizando o operador de integragao de
Riemann-Liouville a esquerda com limite inferior de integracao a = 0.






3 Derivada Fracionaria de
Riemann-Liouville e Caputo

Este capitulo tem como objetivo introduzir as derivadas fracionérias segundo Riemann-
Liouville e Caputo, realizar alguns exemplos e apontar algumas diferencas e semelhancas
entre elas. Utilizamos as referéncias, [6], [7], [15], [18] e [20].

3.1 Derivada de Riemann-Liouville

Primeiramente iremos apresentar algumas defini¢bes que serao utilizadas em todo o
texto.

Definigéo 3.1. Se f é uma funcio que possui derivada até a ordem n e f™ € C(I), onde
I é um intervalo, entao dizemos que f é de classe C" em I, e escrevemos f € C"(I).

Definicao 3.2. Uma funcao f: I — R definida em um intervalo aberto I, chama-se
analitica quando é de classe C* e para todo z € I, existe r > 0 tal que x € (zg—7,zo+7)
implica que

) (1
Fay =3 200 (3.1)

|
n=0 n:

Antes de definirmos as derivadas fracionaria segundo Riemann-Liouville e Caputo,
vamos apresentar as primeiras defini¢oes sugeridas por esses pesquisadores.
Liouville foi o autor do primeiro grande estudo sobre o Calculo Fracionario, em 1832.
A seguinte relacao, amplamente conhecida para derivadas de ordem inteira, foi seu ponto
de partida:
Dnet® — q"etT

Na qual D" indica a derivada de ordem inteira n, em relagao a variavel independente .
Ele estendeu a ordem n, para um « arbitrario, obtendo:

Daeaac — aaea:c

Ainda notou que, se

f(x) =" cpe™”, Re(a,) >0, (3.2)
n=0
entao .
Df(z) = > cpate™”. (3.3)
n=0

47
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Conhecida como a primeira férmula de Liouville para a derivada fracionaria de ordem
arbitraria a, mas restritiva as fungoes exponenciais da forma descrita em ((3.2). Com isso
ele seguiu seus estudos e desenvolveu a segunda defini¢ao, partindo da integral:

I = / u* e du, a > 0ex > 0. (3.4)
0

dt
Fazendo uma mudancga de varidvel zu = t, du = — em (3.4]) obtemos:
x

a—1
/ u ey = / () et =dt
0 0 T x

= z ¢ t*te tdt, Re(a) > 0.
0

Note que, a integral anterior pode ser escrita utilizando a funcao Gama,
o0
[(a) = / t* e tdt.
0
Assim, podemos reescrever (3.4)), obtendo:

/ u e du = x7T(a).
0

Logo, temos que
1 00 1
= e du. 3.5
g F(a)/o oo (3:5)

(07
Admitindo que W(e‘”) = (—u)%e ", o > 0, e aplicando o operador D em ambos o0s
T

lados de (3.5]), obtemos:

d*xr=¢
DOL —a —
v dx®

1 /oo a—l( )a —xud

= — u —Uuj e U
I'(a) Jo
(=1)° /Oo +a—1,-

- N 7/ a+a xud )
T(a) Jo U e U

. e dt
Realizando novamente a troca de variaveis, xu =t e du = —, temos:
x

_1)e o [t at+a—1
Dax—zz — ( ) / - e_tldt
[(a) Jo \z x

_ 1\« co tata—1
= (=) / ! e’tldt
I'(a) Jo zote—l g

_ (_1)a /OO taJrafleftdtxf(aJra).
I'(a) Jo

Observe que a integral pode ser substituida pela funcao Gama, logo

_1)ar(a + Oé) x*((l‘i’a)

axfa_<
P =1

, com a > 0,
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conhecida como segunda derivada fraciondria de Liouville e esta restrita as fungoes do
tipo 7% (com a > 0).

Por outro lado, Riemann, em 1847, durante a sua graduacgao, contribuiu para o de-
senvolvimento do Calculo Fracionario. Em um artigo, apresentou uma defini¢cdo para a
derivada fracionaria, utilizando para isso a generalizacao da série de Taylor. Obteve as-
sim, uma férmula para a integral fracionaria, na qual a, é uma constante e x > 0 sdo os
limites de integracao, a € R, é a ordem da integral e ¥ (x) uma funcao auxiliar:

1 T
D) = oy [ =007 @t (),

Essa teoria foi publicada postumamente no ano de 1876, em seu Gesammelte Werke,
uma colegao de todas as suas obras completas, [15]. Note que, exceto pela fungao i (x),
essa € a representagao atual da integral segundo Riemann-Liouville apresentada no capi-
tulo 1, em . A introducao dessa funcao complementar teve como objetivo minimizar
a ambiguidade advinda do limite inferior a, como uma forma de quantificar o desvio
desta definicao da lei dos Expoentes que estabelece que, para um dado limite inferior de
integracao a seguinte relagao

D5 %D  f(w) = D7 f (). (3.6)

A presenca dessa funcao auxiliar em detrimento de um maior estudo de a acabou
tornando muito complexa e ineficiente a sua definigao.

Nikolay Yakovlevish Sonin (1849-1915), escreveu em 1869, o primeiro trabalho con-
tendo o que conhecemos hoje como a formulagao da derivada fracionaria segundo
Riemann-Liouville. Estrutura-se no fato de que a integracao e a derivacdo sao ope-
racoes inversas e também na Lei dos Expoentes. Vamos mostrar que a diferenciagdao
fracionaria é uma operacgao inversa a esquerda para a integragao fracionaria, iniciando
pelo caso inteiro, temos:

Proposigao 3.3. Considere o operador I",n € N, definido em (1.8) e seja um operador
D" n € N, como sendo a n-ésima derivada de uma funcao, e I o operador identidade,
entao:

D'IM(f(1) = If(t) = f(2). (3.7)

Podemos mostrar que a proposicao ¢ verdadeira, com o auxilio do seguinte teorema:

Teorema 3.4 (Teorema de Leibniz para a Diferenciacdo de uma Integral). Seja f(t,7),
uma fung¢do de duas varidveis, diferencidvel em t, e sejam g(t) e h(t) fungoes diferencid-
veis. Entao,

;zt/g:)w f(t,7)dr = /g:)” 3f(att’T)dT + d};it)f(t, h(t)) - dil(tt) (o).  (38)

Demonstragio. Podemos identificar a integral f,f((f)) f(t,7)dr como sendo uma funcao de
trés variaveis, ou seja:
h
J(t,h,g) :/ f(t, m)dr,
g

na qual h e g dependem somente de t. Sabemos, do Teorema Fundamental do Calculo,
que

& [ oar = o),
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também que
d

& otryir = =5 [ atriar = —g(0)

Calculando a derivada total da fungao J(t, h, g) em relacao a t, através da regra da cadeia,
obtemos:

d
ZJ(t h.g) =
dtJ(, .9)

9Jdt  0Jdh  0Jdg
otdt ' ohdt ' Og dt

= (g [ 10n) G+ (g [ ren) g+ (o [ 160 ato

[T gy O ) - B0 110,

que ¢ justamente o resultado que desejavamos.
Derivando n vezes a integral ((1.8)) e utilizando (3.8]):

DIUW) = |t €

1 td n—1
= =1 o %(t—T) f(r)dr
1 t gt

= (DT Jo o (t — )" 2f(7)dr.

Apo6s n — 1 derivadas

D) = (o [ e

ou seja,

DrIM(f(t)) = f(t).
Em [9] pode ser visto que
"D (f(1) #1
Sendo, a equagao verdadeira, podemos definir a derivada fraciondria de ordem
a € R como sendo:

D(f(t)) = D0 (1), (39)
Ja vimos que I'(—a) diverge, para maiores esclarecimentos vide apéndice A. Uma

solugao entao é escolher m € N, tal que m — 1 < a < m.
Vamos mostrar que (3.7 é valida para as derivadas fracionarias, ou seja que

DI (f(t)) = f(1). (3.10)
Note que
DI (f(t) = (D™I™)I°f(1)
= D™IMIf(t)
= D™I™I°f(¢)
= IIf(?)
= f(t).



Derivada de Riemann-Liouville 51

A derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville é a derivada de ordem inteira da
integral fracionaria. Sendo essa integral, a qual estudamos no capitulo anterior, conhecida
como a integral fraciondria segundo Riemann-Liouville,(1.10)) .

Definicao 3.5. (Derivada de Riemann-Liouville) Sejam f(z) uma fun¢do continua no
intervalo [a,x], « € Ry e m — 1 < a <m . A derivada fracionaria, de ordem «, segundo
Riemann-Liouville de f(z), para x > 0 ¢ dada por

D) = B0

am 1
dtm |[T'(m — «

) /Oz(x — )" f(t)dt |, com D° = 1.

Pelo fato das derivadas fracionarias serem operadores diferenciais temos também a
seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 3.6. Seja f: R — R continua. Fixados a,a« € R, com o« > 0, m € N e
m — 1 < a < m. Define-se os operadores diferenciais fraciondrios de Riemann-Liouville
em um intervalo finito do eixo real, representado por **D2, f(z) e *:D2_ f(z), & esquerda
e a direita, por

« m m—o 1 m v m—o—
e
1 a
RLDZ‘_f(x) = (—D)m [RLIT_Q (x)] = M(_D)m/m (t — m)miailfﬁf)dt, r < a,
na qual D™ = o é a m-enésima derivada inteira, desde que essas derivadas existam.
mm

Iremos mostrar através da proposicao abaixo, o critério de existéncia da derivada
fracionaria segundo Riemann-Liouville para 0 < a < 1, outros critérios de existéncia para
essas derivadas podem ser encontradas nas paginas 39 e 40 de [17].

Proposigao 3.7. Sejam f: R — R de classe C' ¢ 0 < a < 1. Entdo as derivadas de
Riemann-Liouville existem Ya € R e temos as sequintes igualdades

RLDg, () = (11_a) l (xf_(“i)a + / ’ (ff(gadt], Vi > a (3.12)
RLDgf(x) = ml_a) Laf_(“i)a - (tD_f(;))adt], Vi <a. (3.13)

Demonstragdo. Seja

(o) = L [ f(a) +/:Df<t>dt],
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entao temos que

[ et = ml_a)[/ u_aadu L u_f d’fd“]

a)lx —a 10‘)
- F(ll—a)[f( )(l—oz +// u—i dtdu].

Iremos agora trocar a ordem dos limites de integracao, note que a < u <zea <t < u,
logo podemos escrever a <t <zxet < u<x.
Assim,

. Az —a)0-) o e
[etman = gt [P [ P anal

1 fla)(x —a)' = = Df(t)(x — 1)
= F(l—a)[ et (1—a) dt]'

Realizando uma integracao por partes, obtemos

. _ 1 [fla)(z—a)  ft)(z—t)"
/a wiuyde = F(l—a)[ -« (1—a)

" F(ll— a) L i a /axf(t)(l —a)(z - t)_adt]

B 1 v f(t)
_ )/a ( dt.

I'l -« r —t)”

Como w(z) é continua em (a,00) e f é de classe C', pelo Teorema Fundamental do
Calculo temos

d x
%/a w(u)du = w(zx).
Entao,
RLTy _ 1 d e f(t)
Daflo) = F(l—a)dx/a (:U—t)adt
d T

= %/a w(u)du
= w(z).

Portanto, a derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville com 0 < a < 1 existe e é

dada por (3.12)), note que a demonstragao de (3.13)) é andloga. ]

Introduziremos alguns exemplos do calculo dessa derivada. Para facilitar o entendi-
mento, vamos recordar que, pelo Teorema Fundamental do Célculo se integrarmos uma
funcdo f(z) de o até x e depois a derivamos em z, o resultado serd a f(x). Caso o
numero de integrais seja maior do que das derivadas, obtemos a integral, cujo o nimero
de derivadas seja maior, o resultado serda a derivada, ou seja, para obter a derivada de
ordem , basta vocé mtegrar £ e derivar uma vez,

1 o d 1 @ 11
o Dif(x) = i [1—‘(1—53)/0 (x—1) f(t)dt}
1 df =
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Da mesma forma como fizemos anteriormente, vamos procurar uma formula para a de-
rivada fracionédria da Funcao Poténcia, utilizando agora a defini¢do da derivada fracionaria
de Riemann-Liouville e o resultado obtido em ([2.5]).

Exemplo 3.8. Derivada de ordem « da fungao f(z) = z#, com p > —1 e z # 0.

i
a l P(ju + 1)) 1

dm
ORLDjx“ = [](m_a)x“]

dtm |[T'((m — o)+ pu+1)
_ F(N + ]') dm pt+m—a

I'(m—a+p+1)dtm '

Apds m derivadas, temos:
o T(p+1) “a
gLDxﬁl:]XWﬂ—a—Fu+fou {[m+p—all(in=1)+p—a]. ... [(m—=(m—1))+p—al}.
Note que:
I'm—-—a+p+l)=m+p—al[(m-1)+p—0al. ... Jp—a+1(p—a+1),
portanto,
r 1
ORLDgx“ = —(H +1) xhe, (3.14)
Mg —a+1)

o mesmo resultado encontrado anteriormente.
Agora vamos calcular a derivada fracionaria da fungao constante.

Exemplo 3.9. Derivada de ordem meio, segundo Riemann-Liouville, de f(z) = 2" é dada
por:
PO+1) o, t°

RLMa,..0
pogd = V) qoa P
0T T R0 —at 1) T(1-a)

Diferentemente do Calculo de ordem inteira, a derivada fracionaria segundo Riemann-
Liouville de uma constante nao é zero.
Agora vamos calcular as derivadas de ordem: %, 1, % e 2, da funcio f(z) = 2%

Exemplo 3.10.

Dl L@FD on TE) s 8Vad
re-1+1) r'(2) 3T
Exemplo 3.11.
re+1 '3
D'a? = ﬂx%l = Lxl = 2x.

T(2—1+1)) I'(2)

Notamos que ela recupera o caso inteiro. Para ilustrarmos veja a Figura |3.1
Mais alguns exemplos:

Exemplo 3.12.
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Figura 3.1: Gréfico das funcoes: f(z), f/(z) e D2 f(x).

Exemplo 3.13.
D242 — I'2+1) 222 — F(3)$0 —9
['2—-2+1)) (1)
Agora vamos abordar um assunto estudado no ensino médio, segundo a referéncia [4],
a funcdo da posicao de um movel em relagao ao tempo. A partir dela, é possivel calcular
a velocidade e a aceleracao em diferentes momentos.
Dizemos que a posigao s(t) de um mével em um instante ¢ é dada por

1
s(t) = so + vot + §at2, (3.15)

onde sy € a posicao inicial, vy a velocidade inicial e a a aceleragao, que é uma constante.
Ja a velocidade v(t) de um mével no instante ¢ é dada pela funcao

v(t) = vo + at, (3.16)

na qual vy é a velocidade inicial.

No célculo de ordem inteira, a derivada representa uma variacdo. Assim, como a
velocidade ¢é a variagao do espaco em relacao ao tempo se derivarmos a fungao horaria da
posicao, obtemos a funcao horéria da velocidade,

s'(t) = vo + at = v(t). (3.17)

Da mesma forma, como a aceleragao é a variacao da velocidade em relagdo ao tempo,
derivando a fungao horaria da velocidade, (3.16]), obtemos a aceleragao, isto é,

V'(t) = a.
Logo,
s"'(t) = ' (t) = a,

uma constante do movimento acelerado.
Iremos agora, derivar a funcao horaria do espaco utilizando a derivada fracionaria
segundo Riemann-Liouville, equacao (3.11]).
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Exemplo 3.14. A derivada fraciondria segundo Riemann-Liouville de ordem «, com
0 < o < 1,no intervalo [0,¢], da fungdo s(t) = so + vot + 2at? é dada por:

1 d rtsg+ vor + -
RL _
Doys(t) = I'l—a) d7/ t—xO‘l“d

[y
 T(1-a)d t—:L‘ t—x t—x ’

Faremos os cédlculos das integrais separadamente. Para a primeira integral, temos

/t S0 so(t —x)=o]" st
———dr=|————7—| = :

0 (t—ax) l-a) |, (I-q)

Note que para x = t a primitiva se anula, restando apenas o resultado do calculo para

x = 0.
Para a segunda integral temos

/t Vo dm:vol—m(t_x)l_a— (t —x)?@ r: vot? ‘
o (t—x)° -« l1-a)2-0a)], (@-a)2-a)

Novamente os termos calculados em x =t se anulam, restando apenas a primitiva calcu-
lada em x = 0.
A terceira integral foi resolvida por partes

/t “%2 g = @ [ At -a) 2e(t—w)P 2(t —x)37@ !
o (t—uax)° 2 (1—a) 1-a)2-a) (I-a)2-a)B3-a)l,
2at3~® at3=®

21— a)2-a)B3-a) (1-a)2—a)B3—a)

Os termos se anulam para x = t e as duas primeira parcelas também se anulam para
x = 0.
Agora, voltando a equacao inicial e substituindo os resultados obtidos acima, temos

1 d [sgt'=@ vt* at®~*
DG s(1) T(1—a)dt [ —a (1-a)(2-a) i 1-a)2-a)@3~-a)
1 e . UtT® at®>~®
= Mt i A e
sot ™ vt at®~®

F(l—a)+F(2—a) +F(3—o¢)'

Como a derivada fraciondria de Riemann-Liouville é linear, também é possivel utilizar as
propriedades. Lembremos que a derivada de Riemann-Liouville de constante nao ¢ zero.
Para o = 0, temos

st Uotl_o at>°
+ +
rt—-o0 1(2-0 TB-0)

assim, recupera o caso inteiro.
Para o = 1 temos

MDgs(t) =

1
= So + vot + 5@152 = S(t),

t1 vot1 ™1 at*~! sot™t ettt at?l
RLDL ¢(4) — So 0 _ 50 0
O =ra-ptre-ntrecy 1o Tt e
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-1

r (0)

veja que o termo tende a zero, quando t — oo.

Entao,

REDiLs(t) = vo + at = v(t).
Assim notamos que ela recupera o caso inteiro, obtendo a equacao horaria da velocidade.
Vamos calcular a integral de Riemann-Liouville da fungao constante f(t) = a.

Exemplo 3.15. A integral de Riemann-Liouville de ordem «, com 0 < o < 1, da funcao
f(t) = a, no intervalo [0, ¢], é dada por

0 = w1 o

N t—x)l-« v

1 [—a(t - x)ar at®

I'(a) o o Tla+1)
Para o =1 .
1 at
LIS f(t) = T+l at.

Vemos que a integral recupera o caso inteiro, a menos da constante vy, ou seja, v(t) = at.

Exemplo 3.16. A integral de Riemann-Liouville de ordem «, com 0 < o < 1, da fungao
v(t) = vo + at, no intervalo [0, ], é dada por

RL7(a) B 1 /t Vo + ax
I v(t) = d
o+ () I(a) Jo (t—x)t-@ v

— FQ(;Z) /Ot(t — ) dr + I‘(aa) /Ot r(t — ) dw.

Calculando a primeira integral

Vo Vo [(t —x)o‘_t _ upt®

T(a) /0 (t —2)"do = )| o |, Tla+i)

Calculando a segunda integral pelo método da substituica

a [t a1 . a (x(t-2) ! t(t—x)
T(a) fy wte = = T(a) l a |, - ad"’“"]
_ a [0 - (t — x)a+1 t] _ atet!
I'(«) ala+1)|,] Tla+2)

Substituindo os resultados obtidos,

t a [t vot® att!
RLI(a) t) = Yo / t— ) 1g / t— ) Yy = 0
0+ 0() = pgy Jy @)t e et — 2 e = o R o),
Para o =
t! at' 't vot at? at?
RLT () = Sl — vpt + =
o= Trasy T Tre

ou seja, recupera o caso inteiro, a funcao horaria do espaco, a menos da constante s,
2

at
s(t) = vot + -5
Na subsecao 3.3, voltaremos a estudar a derivada e a integral de Riemann-Liouvile, a
seguir introduziremos a derivada fracionéaria segundo Caputo.
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3.2 Derivada de Caputo

Em 1969, M. Caputo desenvolveu uma definicdo para a derivada fracionaria com o
objetivo de resolver problemas relacionados a viscoelasticidade. Nela é calculada a integral
fracionaria segundo Riemann-Liouville da derivada de ordem inteira. Com essa inversao,
convém observar que as derivadas de Caputo sao mais restritivas, pois exigem que a funcao
tenha derivada de ordem inteira. Sempre que nos referirmos a ela, consideramos que essa
a hipotese seja satisfeita.

Definig¢ao 3.17. Seja a € R, e tomando m € N, tal que m — 1 < a < m. A derivada
de ordem a de Caputo de f(x),z > 0, denotada por D*f(x) é definida por

D f(x) = 1" [D™ f (x)]. (3.18)

(1) se m — 1 < a < m, entao

D*f(e) = g [ (@ = 0"
11) se @ = m, entao
" o d™ f(z)

Vamos obter a derivada de ordem « da fungao constante. Seja f(x) = k, k € R.
Sabemos que f™(z) = 0, pois as derivadas de ordem m € N de uma fungao constante sdo
nulas, assim

1 T
D~ — 7/ _tm—oz—l ™Yt
@) = ey =t
1 T
= —— — )" 10dt = 0.
L(m — «) /a (z=1)
Portanto, as derivadas de ordem arbitrarias de fungoes constantes, de acordo com a for-
mulagdao de Caputo, sao nulas.

Exemplo 3.18. Vamos calcular a derivada de ordem v de f(z) = 2*, comx # 0e u > —1

Do (at) — 1"(7711—04) [~ t)m—a—ldzgf)dt
- r(ml— oy o r(£ ’ ;2 ph
F(M+ 1) v m—a—1 t moed p—m
I'(m—a)l(p—m+1) /0 v <1 a a:) et

. t .
Fazendo uma troca de variaveis, z = —, temos dt = xdz. Entao,
x

1
D) = )/ e (8 I e L A Ty P
0

1
x“*a/ (1 — ) tzgrmmyy,
0
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Note que podemos trocar a integral pela funcao Beta.

=+ = o @ =mH DI(m =) _ D~ mt DIm =)

Fp—m+1+m—a) Flp—a+1)
Entao,
Do) — D(p+1) [(g—m+1)(n— a)tu_a
I'(n—a)l(p—n+1) Flp—a+1) ’
logo
D (1) = IKi}ffj;i?l)t#_a' (3.19)

Observe que a derivada da fungao poténcia segundo Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville
e Caputo coincidem.
Agora, voltaremos ao exemplo dado na secao anterior sobre a funcao horaria do mo-

vimento, (3.15)), utilizando a derivada de Caputo.

Exemplo 3.19. A derivada fracionaria de Caputo de ordem «a, com 0 < a < 1, no
intervalo [0,t], da funcao s(t) = so + vt + 3at* ¢ dada por

o _ 1 t s(x)
CDO+S<t) - I(1-a) /0 (t — x)o-1+1 dx

B 1 /t (so + vor + “%2)
- T(1—-a)o

B 1 t (vo + ax)
B F(l—a)/o (t—ax)e d

- p(ll_a) [/Ot (t i)om)adx—i— /Ot (tﬁg;)adx].

Resolvendo a primeira integral, obtemos

[ ot —2) )" wt
o (t—x)° -« , l—a

Resolvendo a segunda integral,

t

T I (k) M Uet) R R
/o@—x)ad”“"‘“[‘ 1-a ‘<1—a><2—a>L‘<1—a><2—a>‘

Assim, voltando & equacao da derivada de Caputo e substituindo os resultados das inte-
grais acima, obtemos

1 vt at>=« vt at?>=«
Cna 0 0
DG, s(t) = [ 1 T

Ti-a)|(l-a) (I-a2-a)| Te-a) TB-a)
Para a = 0, temos

10 at*0 vot at? at?
CDO t —= UO == 0 — t .
o=t t a0 T e T
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Note que faltou o termo sy para que resultasse na fungao horaria do espaco, pois a derivada
de Caputo de constante é zero.
Para a =1,

Ol vot! ! at*™! Vg at
=ttty T T Tt =0,

temos a funcdo horaria da velocidade, ou seja, recupera o caso inteiro. Note que o0s
resultados obtidos com as derivadas de Riemann-Liouville e Caputo coincidem.

Abaixo uma representacao grafica das derivadas, utilizamos vg = —4 e a = 1 na funcgao
horaria da posicao.

—1n

Figura 3.2: Derivadas fracionarias da fungao s(t) = so — 4t + %

No proximo exemplo utilizaremos, 1 < a < 2.

Exemplo 3.20. A derivada fracionaria de Caputo de ordem «, com 1 < a < 2no
intervalo [0,¢], da funcao s(t) = so + vot + %at2 ¢ dada por

“Diys(t) = ['2-a) /0 (t — x)o—2+1 da
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A integral acima pode ser calculada através de uma substituicdo de x — t. Veja que a
primitiva calculada para t = x, se anula, logo temos

1 /t a P 1 at>=« at?>=
x = = .
['2—a)to (t—az)1! '2—a)2—a) T'B—-a)
Portanto, a derivada de Caputo de ordem «, com 1 < o < 2 da fung¢ao horaria do espago
é dada por

Cha at27a
D )= ————.
0+S( ) F(?) _ Oé)
Para @ = 1 temos - .
Ol at=" at
D t) = = = at.
o) = F =7y T p) ¢
Veja que falta a constante vy, para ser a funcao horaria da velocidade.
Para a =2 -
O at*”
D t = = =
O+S( ) F(B . 2) a,

temos a aceleragao, uma funcao constante e recuperamos o caso inteiro. Veja a represen-
tagao grafica desses resultados.

Da_ﬁ_’_ﬂ 0<a<1
T r2-a I'B-a) — —

12—
D= —— 1 <2
r3—a)’ <es

-10

Figura 3.3: Derivadas fracionarias da funcao s(t) = so — 4t + %

3.3 Riemann-Liouville x Caputo

Esta secao é dedicada ao estudo de algumas caracteristicas das derivadas de Riemann-
Liouville e Caputo, mostrando suas semelhancas e diferengas. Primeiramente iremos abor-
dar a definicao da derivada fracionaria de Caputo dada em termo da derivada fracionéria
de Riemann-Liouville.

Sejam a € R, a € Ren € N, tal que m —1 < a <m . Suponha f: R — R continua
e m — 1 vezes derivavel em a. A derivada fracionaria de Caputo de ordem « denotada por
C . . . . .
sD% f(z) pode ser dada via derivada de Riemann-Liouville por

m—1 Dkf<a>
OD2 f(x) = HDg | fla) - - 2

k=0

(x —a)* (3.20)




Riemann-Liouville x Caputo 61

se as derivadas de Riemann-Liouville existirem, veja referéncia [20].
Abaixo apresentamos uma relagao entre as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville
e Caputo, retirada de [21].

Proposigao 3.21. Se f(z) for uma funcio tal que as derivadas fraciondrias de Caputo e
Riemann-Liouville existam, entdo elas sao conectadas pela sequinte relagdo:

m—1 k a
D) = D () = S P
k=0

m(x —a)k, (3.21)

Demonstragao. Para provar, utilizaremos a derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville

da funcdo poténcia, (3.14), da funcdo f(x) = (z — a)*, com k € R,.

T'(k+1)

RLpya(,. _ \k _ _ \k—a

(3.22)

Tomando a segao (3.20)) e pelo fato da derivada ser um operador linear podemos escrever

DR fa)
kKl

D2 f(x) = VDY f(x) — Dg[(x — a)*].

k=0

Utilizando o resultado da derivada fracionaria de Riemann-Liouville da funcao, g(x) =

(x — a)*, (3.22) obtemos

T(k+1)

)kfa
k—a+1) '

(x—a

o o " D"f(a)
aCsz<‘T> = aRLD:pf(‘r) - ];) k! F(

Efetuando uma simplificacao pois, k! = I'(k + 1), concluimos a demonstracao

m—1 Dkf(a)
Cna RLMao k—a
D =D — - (x — )
D) = D)~ X gy Y
O]
Note que quando f(’“)(a) =0, para k=0,1,...,m—1, as duas formulacoes coincidem

pois a segunda parcela no segundo membro ¢ nula.
Iremos mostrar agora que existe uma espécie de Teorema Fundamental do Calculo
para as derivadas fracionarias segundo Riemann-Liouville.

Proposicao 3.22. Sejam f: R — R de classe C', a € R ea € Ry, com 0 < a < 1,
entao
I MDY f(2) = f(z), Yo >a

Rh[e BLDe f(z) = f(x), Vo < a.

Demonstragcdo. Vamos provar o caso x > a, o outro é analogo. Utilizando as defini¢oes
de integrais e derivadas fraciondrias, respectivamente (2.10)) e (3.11]) temos

RLpa RLDQ f(z) = F(la) / “(a - T)alml_a) (jT / ’ %dt) dr.  (3.23)
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Observe que

_ d (x —1)*
L e S 24
@—ryr = 2@ (3.24)
logo, substituindo (3.24]) em ({3.23) obtemos
1 cdlx—7)*d [ f(t)
RLIa RLDa —_ / —/ dt dr.
o Dol @) = rora s h T o e ot

Agora aplicando a Regra de Leibniz para integrais fracionarias

RLia RLTyo _ 1 d v o d [T f(t)
Lo Doy flo) = ar<a)r(1—a)dxu = @-t)adth]

itk [ O]

(T —t)

1 d [ e d o f()
- ar(a)m—a)dxu (@=7) %/a (T—t)adt‘”]'

Realizando a integracao por partes

[@ —T>addT [ (Tf_(tz)a o [@; - (Tf_(tz)adf] r—

Entao
VI D f) = :F(la) [ @=ne (m L S <Tf_“i>a dt) dT]
= CZU _I‘(loz) /:(ac — 7)o REL e (T)dT‘|

il
- Lo (e s)]

Pela Lei dos Expoentes e pelo Teorema Fundamental do Célculo,

@ a d —a
DL S = M)

= jm/;f(r)dT
= f(2).

]

Lembremos que no Capitulo 3 demonstramos que a Proposigao (3.3), é valida para as
derivadas fracionarias, equacao (3.10))

DI (f(t) = f(#),

assim, com a junc¢ao dessas proposicoes, temos uma espécie de Teorema Fundamental do
Calculo Fracionério para os operadores de Riemann-Liouville.

Iremos agora abordar a composi¢do dos operadores, de integracao e derivagao, de or-
dem fracionaria segundo Caputo. As duas proposi¢oes abaixo abordam os casos possiveis.
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Proposicao 3.23. Sejama € R, a >0,m e N tal quem —1 <a <m. Se f: R — R
¢ continua, entdo
CDgJFRLIng (z) = f(x).

Demonstracdo. A partir da definicao da derivada fracionaria de Caputo, via Riemann-
Liouville, (3.21)) com = > a temos

m—1 k—a
Cnae RLja RLTya RLa ERLTox (x —a)
D I =D I — D" _
a+ a+ (l‘) a+ a+ (.I') kz_%) a+ (a)r(k_a+1)
Novamente por (3.10)), sabemos que
RLD3+RL12+ (z) = f(x).
Também, para 0 < &k <m — 1,
1 x
O | @ ryar,

Aplicando a Regra de Leibniz para integrais fracionarias k vezes obtemos

1 x
kRL7o o k o a—1
D" RIe <x)_F(oz)/a DXz —1)* " f(1)dT.
Entao,
1 a
kERL7o o k _ a—1
D" I8 fla) = F(a)/a Di(x — 1) f(r)dr
= 0.
Logo,

CD3+RLIg+ (z) = f(x).
O

Proposigao 3.24. Sejama € R, a >0, m e N tal quem —1<a<m. Se f: R— R
for de classe C™, entao

122 ) = S(e) - 3 D)

Demonstragdo. Pela definigao (3.17)) e sendo x > a temos
a Cha «a a—mCrym
RLIa+ Da+ (‘I) = RLIa+RLIa+ D f(ﬂf)
Aplicando a Lei dos Expoentes para as integrais, secao 2.1, obtemos

RLIZerCDZer (LU) — RLIZzimfozCDmf(x)
ImD™f(x

= )
_ /”//xm D™ f(xp)dTm . . . d1
_a)k‘

= @) - Y 0w
k=0 :
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Para as derivadas fracionarias de Caputo a direita, ou seja, quando z < a as demons-
tragoes sao analogas.

Assim, mostramos que diferentemente das derivadas fracionarias de Riemann-Liouville,
a uniao das proposigoes acima nao formam um Teorema Fundamental do Célculo para os
operadores de Caputo, pois aplicando a integral a esquerda da derivada nao obtivemos

/().

3.3.1 Transformada de Laplace dos operadores fracionarios

A definigao e as propriedades da Transformada de Laplace utilizadas neste trabalho se
encontram no Apéndice A. Para escrevermos esta segao utilizamos como referéncias [7],
[, [13], [20] e [21] .

Transformada de Laplace da integral de Riemann-Liouville

Vimos no Capitulo 2, equagio (2.12]), um caso particular da integral de Riemann-
Liouville, quando a = 0 ¢ dada por

I f(t) = F(la) /Ot@ — o) f(a)dz, t>0e a0,

A partir da definicgdo do produto de convolucdo, (A.18) e da definigdo da func¢ao de
Gel’fand-Shilov, (A.12)) podemos escrever

By (1) * f(t) = /Ot a;(?;_f(x)dx _ F(la) /Ot(t C 2 f(@)dr. (3.25)

Portanto,

I (1) = Do (t) * f(2). (3.26)

Teorema 3.25. Sejam f(t) definida para todot > 0 e o € R, entao a transformada de
Laplace da integral fraciondria de Riemann-Liouville de ordem o« da fungio f(t) é dada
por

LI F(1)] = . (3.27)

Demonstragcio. Sabemos que a integral fracionaria pode ser escrita como um produto de
convolucao, (3.26]).

I9f(t) = ®a(t) * f(1)-

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os membros, e utilizando a relagao (A.20)),
obtemos

LI f()] = L[Pa(t) * f()] = LIPa(O)]L[f ()] = s LIf(1)] = : (3.28)

Esse resultado seréd utilizado nas demonstragoes abaixo.
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Transformada de Laplace da derivada de Riemann-Liouville

Para calcularmos a transformada de Laplace da derivada fracionaria segundo Riemann-
Liouville utilizaremos o teorema abaixo.

Teorema 3.26. Sejaa € R comm —1 < a <m, m € N. A transformada de Laplace da
derivada de Riemann-Liouville é dada por

CIDEF0)] = £~ 3 714 (0) (329)

onde g(t) = I~ f(t) e g"(0) = lim,_o+ D¥g(t).

Demonstracdo. Escrevendo a derivada fraciondria de Riemann-Liouvile em termos da in-
tegral fraciondria temos

LIF“DRf()] = LID™ ™ f(1)).
Seja g(t) = ™2 f(t), entdao LIFYDf(t)] = L[D™g(t)].Entao, pela equacio (A.19)) temos

m—1

LID™g(t)] = s™Llg(t)] - kgo s g8 (0)
= L] - 3 )
Sabemos pela equagao (3.27), que L[I™f(t)] = i[nff?] portanto
CRDE] = s L] = 3 40
= L) - E )
na qual g*(0) = Timy_gr I~ F(0%). 0

Agora faremos um exemplo, [21].
Exemplo 3.27. Param=1e 0 < a <1 temos
Ll Dy f(1)] = s"L[f(t)] - 9(0),
onde
t—0t

0(0) = lin 1) = Iy (55D 10) (330

Logo, podemos perceber que a transformada de Laplace de derivada de Riemann-
Liouville possui derivadas de ordens nao inteiras.
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3.3.2 Transformada de Laplace da derivada de Caputo

Para calcularmos a transformada de Laplace da derivada fracionaria segundo Caputo
utilizaremos o teorema abaixo.

Teorema 3.28. Seja a € R, comm —1 < a <m em € N. A transformada de Laplace
da derivada fraciondria de Caputo € dada por

LIEDEf(6)] = s"LIf(1)] — > s™ 1 Ff™(0), (3.31)

sendo f®(0) = limy_04 D*f(t).
Demonstragdo. Sabemos que
oDy f(t) = I"""D™f(t),
aplicando Laplace em ambos os membros obtemos
LIGDFf(1)] = LI ™*D™ f(t)).
Seja, g(t) = D™ f(t), entao
LIFDRf(1)] = LI g(1)].

Pela equagcao (3.27) temos

clre ) = 20
logo
clr=g(e) = S99

A partir da equagao da transformada de Laplace para a derivada, equacao (A.19)), podemos

escrever
m—1

£lat0] = £1D" 0] = 5"LLf(0] = 3 7).
Entao,
£l D" (0] = s { s lf(0] - mz ko)
Portanto, N
LISDE £(1)] = s L1 (1))~ T:Z:sm—l-’ff“f)(o»

Agora, um exemplo, [21].
Exemplo 3.29. Para m = 2 temos
LD f(B)] = s“LIf(H)] = 271 F(0) — s*72f'(0)

na qual, t = 0.
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Note que a expressao acima contém derivadas de ordens inteiras.

Nessa secao, pudemos perceber que a transformada de Laplace da derivada de Riemann-
Liouville possui derivada de ordem fracionaria. Ja a de Caputo, possui derivada de ordem
inteira, ambas calculadas em 0. Com isso, fica facil perceber porque em varias aplicacoes
se opta por utilizar a derivada de Caputo. As derivadas de ordem inteira sao bem co-
nhecidas, diferentemente das de ordem fraciondria, como ja vimos. E importante notar
que, no caso em que as fungoes e as suas derivadas sao zero, as transformadas das duas
derivadas coincidem.

3.3.3 Efeito de memoria

A derivada fraciondria é um operador nao local, o que acarreta o chamado efeito de
memoria. Quando mencionamos esse "efeito de memoria", estamos nos referindo a uma
propriedade das derivadas fracionarias, elas levam em conta informagoes historicas da
funcao, ou seja, elas dependem de todos os valores anteriores da funcdo em questao. Isso
é diferente do que ocorre com as derivadas de ordem inteira, que dependem apenas do
valor atual da funcao.

Essa propriedade de memoéria é importante porque permite que as derivadas fraciona-
rias capturem informagoes sobre a dindmica de sistemas complexos, como sistemas fisicos
nao lineares, sistemas econdomicos e sistemas bioldgicos. Em muitos casos, as derivadas
fracionarias podem fornecer uma descri¢ao mais precisa e completa desses sistemas do que
as derivadas convencionais.

Para atingirmos o objetivo do trabalho, uma abordagem didatica do calculo fracio-
nério, escolhemos um exemplo simples e de facil entendimento, retirado de [2I]. Vamos
analisar o efeito de memoria para um particular problema de valor inicial, composto pela
equacao diferencial ordinéria fracionaria

D%(z) = f(x), (3.32)

com 0 < a < 1, satisfazendo a condi¢ao inicial y(0) = 0.
Aplicando a transformada de Laplace em (3.32]) temos

Observando que a transformada de Laplace da fungao Gel’fand-Shilov, (A.12) satisfaz a
relagdo s~ = L[P,(7)], (A.20) temos

Lly] = L[P4(2)]L[f (2)].
Usando o produto de convolugao, (A.18]), obtemos

Lly] = L[Qa(x) * f(2)].
Utilizando a transformada inversa e a definicdo de produto de convolugdo, obtemos a
solucao do problema de valor inicial

1 z o1
W)= gy ) (= O e (3.33)

INGe
Note que é exatamente o operador integral fracionario, como era de se esperar, pois é o
inverso da derivada fracionaria. Considerando dois valores distintos x; e x5 sendo, sem
perda de generalidade, x; < x5 e separando em dois intervalos obtemos
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1 e ot
W) = s ) e =07 (@)
e ] o -
v = gy ) =07 Qe
Calculando y(z2) — y(z1), temos
o) = vle) = o [ = O O - s [ - 0 e
= F b e - e
AR

pois, x1 < z9. Note que, a primeira integral envolve valores anteriores a xy, enquanto que
a segunda integral apenas valores entre x; e xs.

Para todos os valores com « # 1, as duas parcelas contribuem. Agora, para o caso
a = 1, quando temos a derivada de ordem inteira, apenas a segunda parcela contribui. Ou
seja, nesse caso, nao ha dependéncia do valor da primeira integral. Com isso, conclui-se
que equagoes de ordem inteira modelam sistemas sem memoéria. Por outro lado, no caso
em que 0 < a < 1 a primeira parcela também contribui, isto é, ha dependéncia das duas
parcelas, logo equagoes de ordem nao inteira modelam sistemas com memoria. Em outras
palavras, tem-se um efeito de memoria relativo a integral no intervalo de zero a z, antes
de x1, no passado.

Efeito de memoéria nas derivadas de Riemann-Liouville e Caputo

Sabemos que a derivada fracionaria de Caputo é definida como a integral fracionéria
da derivada de ordem inteira de uma funcao, assim a derivada de Caputo incorpora
informagoes da fungao até a ordem fracionaria desejada. Ela integra a derivada da funcao,
para tras no tempo. Ja a derivada de Riemann-Liouville, é definida como a derivada de
ordem inteira da integral fracionaria de uma funcao, é uma forma de integrar a func¢ao para
tras no tempo. Assim, a principal diferenca entre as duas defini¢des é que a derivada de
Riemann-Liouville incorpora informacoes sobre a func¢ao em todo o intervalo de integragao,
enquanto que a derivada de Caputo incorpora apenas informacoes sobre a fun¢ao até a
ordem fracionaria desejada. Em outras palavras, a derivada de Riemann-Liouville ¢ uma
forma de memoéria longa, enquanto a derivada de Caputo é uma forma de memoria curta.

Na pratica, a derivada de Caputo é adequada para fendmenos onde a resposta do
sistema depende apenas das condicoes iniciais e de algumas condigoes passadas. Por
exemplo, a dinamica de sistemas fisicos como molas e osciladores, bem como a difusao
de calor em meios porosos, sao exemplos de sistemas que podem ser descritos por meio
de derivadas de Caputo. Por outro lado, a derivada de Riemann-Liouville, para modelar
processos que apresentam fendmenos onde a resposta do sistema depende nao apenas das
condigoes iniciais, mas também de todas as condi¢oes passadas. Por exemplo, a dinamica
de sistemas bioldgicos sao exemplos de sistemas que podem ser descritos por meio de
derivadas de Riemann-Liouville.

A escolha de qual defini¢ao utilizar, depende do problema em questdao e das propri-
edades matematicas da fungao em estudo. Além disso, existem muitas outras defini¢oes
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de derivadas fracionéarias que podem ser usadas em diferentes contextos e que apresentam
outras propriedades.






4 Critérios para Derivada
Fracionaria

Neste capitulo iremos discutir quais critérios um operador deve satisfazer para que
possa ser considerado uma derivada fraciondria. Segundo [20], existem atualmente dois
critérios, um proposto por Bertran Ross em 1975, veja [I5] e outro por Ortigueira e
Machado em 2015, em [I4]. Como vimos anteriormente, as defini¢oes das derivadas fraci-
ondrias nao sao tao intuitivas e exigem um entendimento mais profundo da teoria. Sem
falar nas inimeras defini¢oes de derivadas fracionarias que surgiram recentemente. Por
isso, é fundamental ter um teste, um critério para a validagdo dessas defini¢oes, que per-
mitam verificar se uma determinada funcao pode ser derivada fracionalmente e se essa
derivagao tem sentido matematico.

Além disso, mostraremos a da Regra da Cadeia, das derivadas fracionarias de Riemann-
Liouville e Caputo.Utilizamos como referéncia neste capitulo [20] e [13].

4.1 Critério segundo Ross

O critério segundo Ross possui cinco propriedades a saber:
o A derivada fracionaria de uma funcao analitica é analitica;

o A derivacao fracionaria, quando a ordem é um inteiro positivo n, n € N, deve
produzir o mesmo resultado da derivacao ordinaria, ou seja,

D" f(a) = T

e quando a ordem for um inteiro negativo —n, n € N deve produzir o mesmo
resultado da n-ésima integracao ordinéria, ou seja,

T Tn—1 1
D™"f(z) = / / = / f(r)drdr .. .dr,_1;
o Jo 0
e A derivada fracionaria de ordem zero de uma funcao é a prépria funcao,
D’f(x) = f();
o A derivada fracionaria é um operador linear;

o A Lei dos Expoentes, D®DP f(x) = D" f(z), ¢é satisfeita para a < 0 e 8 < 0.

71
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Observando o fato de que a derivada fracionaria de uma funcao analitica nao é neces-
sariamente analitica, Ortigueira e Machado reformularam o critério proposto por Ross.
Também levaram em conta o fato de que operadores lineares que satisfazem a classica
Regra de Leibniz,

D(f(x)g(x)) = D*f(x)g(x) + f(x)D(x),

nao sao derivadas fracionarias, provado por Tarasov E], mais detalhes podem ser vistos em
[20].
4.2 Critério segundo Ortigueira e Machado

O critério de Ortigueira e Machado, assim como o de Ross, possui cinco propriedades:

o A derivagdo fraciondaria, quando a ordem é um inteiro positivo n, n € N, deve
produzir o mesmo resultado da derivagao ordinaria, ou seja,

D f(a) =TI

e quando a ordem for um inteiro negativo —n, n € N deve produzir o mesmo
resultado da n-ésima integracao ordinaria, ou seja,

D" f(z) = /Ox /07"1. .. /OT1 f(r)drdr ...dr,_q;

A derivada fracionaria de ordem zero de uma funcao é a prépria funcao,

Df(z) = f(=);

A derivada fracionaria é um operador linear;

A Lei dos Expoentes, D*DP f(x) = D8 f(z), é satisfeita para o < 0 e 8 < 0;

Vale a generalizacdo da Regra de Leibniz,

D (f(x)g(x)) = i (Z) D" f(x)D**g(x), sendo (Z) - r(ariak:l)nk!'

k=0

Note que os critérios se diferenciam apenas em uma propriedade, no critério de Ross a
Derivada Fracionaria de uma funcao analitica deve ser analitica, e no critério de Ortigueira
e Machado temos a validade da generalizacao da Regra de Leibniz.

Na literatura especializada encontramos trés classes, das assim chamadas derivadas
fracionarias: Derivadas fracionarias classicas, derivadas "fracionarias" locais e derivadas
"fracionarias" com nicleo nao singular. O termo 'fracionaria" entre aspas significa que
essas derivadas nao satisfazem aos critérios adotados por Ross e Ortigueira Machado,
veja mais informagoes em [20]. Neste trabalho iremos verificar a validade do critério
segundo Ortigueira e Machado para as Derivadas de Riemann-Liouville e Caputo, que sdo
os objetos de estudo deste trabalho.

I Tarasov [19] em 2013 apresentou um teorema que garante que operadores lineares que satisfazem a
classica Regra de Leibniz nao sao Derivadas Fracionarias.
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4.3 Validade do critério para a Derivada de Riemann-
Liouville

Primeiramente vamos retomar a defini¢ao da Derivada Fracionéria de Riemann-Liouville.
Seja f uma fungdo continua no intervalo [a,z], « € Ry em —1 < a <m, m e N. A
Derivada Fracionaria, de ordem «, segundo Riemann-Liouville de f(z), para x > 0 é dada
por

BDLf) = B0

_dm[ 1

dtm ) /Om(l’ - t)mfaflf(t)dt ,com D" =1

I'(m— «

Optamos por simplificar a notagao, assim denotaremos apenas D® para a Derivada Fra-
cionaria segundo Riemann-Liouville de ordem «.

4.3.1 Linearidade

Inicialmente vamos provar a linearidade da derivada de ordem inteira

Teorema 4.1. Sejam n € N e f, g funcoes definidas em [a,b] tais que D™ f(t) e D"g(t)
existam. Sejam ainda A\, jp € R duas constantes quaisquer, entdo D™\f(t) + pg(t)] existe
e

DMAf(t) + pg(t)] = AD" f(t) + pD"g(t). (4.1)
Demonstracio. Faremos a partir da defini¢do da derivada usual, pois estes operadores sao
de fato lineares, isto é,

DN + g0 = o INF(E) + g (1)
pone

= AD"f(t) + pD"g(t).
m
Teorema 4.2. {Linearidade da Derivada Sequndo Riemann-Liouville} Sejam o € R com
m—1<a<mondem €N e f,g funcoes definidas em [a,b] tais que DY f(t) e Dg(t)

existam. Sejam ainda A\, € R duas constantes quaisquer, entio DY Nf(t) + pg(t)] existe
e

DEIAF(E) + g(8)] = AD} 1 (2) + D3 (1) (1.2
Demonstracio.
DY)+ 0] = gy D™ [ (6= 0™ 0 w) + g
- F(mA_a)Dm [ 6= )+
=i '(t — u)metg(u)du

= ADF[(t) + uDig(t).
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Portanto, a derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville é um operador linear.

4.3.2 Derivada de ordem zero

Para o = 0 temos
Df(t) = D°I°f(t) = f(1),
ou seja, a derivada fracionéaria segundo Riemann-Liouville de ordem zero de uma funcao
é a propria funcao.

4.3.3 Derivada de ordem inteira
Para a« = m, com m € Z,, temos,

" " oy =

D™ f(t) = S I = S 1) = S )

Portanto, a derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville de ordem m ¢é igual a
m-ésima derivada ordinaria.
Para a = —m, com m € Z,, temos,

1

D) = IS0 = 5 Cf )t — ),

que é garantida pela Formula da Integral de Cauchyﬂ, portanto, D~ representa a
m-ésima integral,
T Tm—1 1
D™ f(z) = / / > / f(r)drdr ...dr, 1.
0 Jo 0

Assim, a derivada fraciondria de Riemann-Liouville recupera o caso inteiro [5].

4.3.4 Lei dos Expoentes

Nesta se¢ao utilizamos como referéncia [16], apresentaremos uma abordagem diferente
da realizada no Capitulo 2 na demonstracao da validade da Lei dos Expoentes para as
integrais fracionarias. Faremos um estudo envolvendo os sinais dos expoentes. Para isso
utilizaremos a proposicao a seguir.

Proposicao 4.3. Seja f(t) uma fungio continua para t > a, entao
D (D7 f(t) = D (Df () = D (1), (4.3)
para todop >0 e q >0

Demonstragao. Pela definicao e usando o Teorema de Fubini, temos

DEGDSW) = g [ (6= 7D ()
= r(q)lmo) [ [ = e
— F(q)lf(p) /at f(e) /:(t — 7)1 Y7 — e)P tdrde.

2Condigoes para a Férmula da Integral de Cauchy (™) (zq) = 2”—71 i F(e_fi%de.
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Realizando uma substitui¢ao de variaveis, 7 = tu + € e dr = tdu, temos

/ (t—7)"Yr — e ldr = / (t —tu— )T tu + e — )P 'tdu
€ 0

S

- /T(t(l —u) — )P P du
0

- tp/ "1 =) — €T P du.
0

t—e€

—€
Agora substituindo u = xedu= de, obtemos

t—e

= (t—e)P /01 Pt — )1 — 2) N da

1
e / (1 — 2)0 .
0

Utilizando a Funcao Beta, veja Apéndice A2, podemos escrever

—af - B(p,q) _
D YD f(t 7’/ t—e)Pr 1 f(e)de
t ( t ( )) F(p)F(Q) a( ) ( )
1 /t
= — t— )Pt f(e)de
Tt d) (t—o) (€)
= D).
Observe que podemos trocar p por g e obter a formula de integragdo na ordem contraria.

]

As proposicoes que veremos agora serao necessarias para discutirmos a Lei dos Ex-
poentes para derivadas fraciondrias, casos mais gerais. Também utilizaremos a seguinte
identidade

k d
aDt af(t) = %aDt af(t)7
na qual, a > 0 e k é um inteiro qualquer positivo tal que £ — a > 0. Para mostrar a
igualdade acima, sejam p = k — « e m um nimero inteiro positivo tal que m —1 < a < n.
Assim segue

bea . A" _(m-p) d* d"F mw)-a
L) =,Dift) = dTmaDt f(t):ﬁWa ¢ f(@®)
dk dm—k e . dk .
= Dt DI () = 2D ().

A proposicao a seguir apresenta um resultado sobre a composicao de derivada e integral
de Riemann-Liouville ambas de uma mesma ordem p.

Proposicao 4.4. Sejam p > 0, k um numero inteiro tal que k —1 < p < k, e f continua
e integravel em todo intervalo (a,t). Entao
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i) a derivada fraciondria é um operador inverso a esquerda para a integral de Riemann-
Liouville de mesma ordem, isto €,

JDE (D f(8) = f(1). (4.4)

it) se a derivada fraciondria ;DY f(t) é continua e integravel em todo intervalo (a,t), entdo

( )p*j

(DY) Z D} f(a) m (4.5)

Demonstragio. Para demonstrarmos a propriedade do item i), iniciaremos considerando
o caso inteiro p = m > 1. Utilizando a Férmula de Cauchy para integrais repetidas e o
fato da derivada fracionaria de Riemann-Liouville recuperar o caso inteiro, temos que

D7D (1) = Ciﬂ@[(f—f)mlf(T)dT]—Z ,dt/ 7)dr = f(t).
(4.6)

A 1ltima igualdade é obtida derivando Sob o sinal de integracao.
Tomando agora k — 1 < p < k, por e por (4.3)) segue que

dk

DD () = 5

;7 (aDgw)] — Do) = 500

Agora iremos provar o item 7).
Observe que

DIFGDEO) = g [ =y Dep e
1L td(t—r)P

= — | — LD f(r)dr
I'(p) Ja dt  p (7)

= oty [
T @t T+ 1) ot e AT
Note que

con [ (€Dt = s [ o Do)

Realizando a integragao por partes obtemos

1 ! p p — 1 pdk_l —-p
woy L D = e g L)
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Repetindo esse processo k vezes temos,

1 t p T B 1 t ek (h—p
ARG L re e W A G [GDJ >f<7>]df
ECdT (e (t — a)pI1
- X ()
ST T R )
_ Zk: DP*J'f( )w
=R YCRR )
= D/ (pf““f(t))
! p—j (t —a)P—7+!
- ;aDt f(a)m
~1 - p—j (t —a)p—7+!
= D) = D @)

Observe que a existéncia dos termos da expressao

(t — a/)p_.]'i'l

k .
LD

é garantida pela integrabilidade de ,D?™7 f(t) que implica que os termos ,DY 7 f(t) para

j=1,2,...,k, sdo todos limitados em ¢t = a. Utilizando o resultado acima finalizamos a
demonstragao
(D) = f(t) — k pijf( )F(t i
D D = E D a .
a—'t a—t = a—t ( ] 1)
m

Note que a propriedade do item anterior i), é um caso particular da propriedade dada
pela proposicao abaixo.

Proposicao 4.5. Seja f continua em t > a, entdao
D7 (D f (1)) = D f (D). (4.7)
Caso 0 < q < p, devemos também supor que existe a derivada DY 7f(t).

Demonstracao. Dois casos devem ser considerados, primeiro quando 0 < p < ¢ e posteri-
ormente 0 < g < p. Para o primeiro caso basta aplicarmos (4.3) e (4.4]), assim

DILDF() = an(aDtpaDJ“)f(t))

= D/ f(t) = DIUS(1).
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Considerando agora o caso em que 0 < ¢ < p. e denotando por n < m inteiros, tais que,
0<m—-1<p<mel0<n—1<p—q<n,por (4.3) obtemos
Pl T4 dm —(m—p) —q
aDt (aDt f(t)) = dtfm aDt aDt f(t>
dm
= — | DVt
dn

- Sl = oo,

]

Para a ordem inversa, ou seja, para aplicarmos a integral de ordem p da derivada de
ordem ¢, temos a proposicao abaixo. Observe que ela é uma generalizacao de (4.5)).

Proposicao 4.6. Se f é continua em t > a, entdo

D7 (DEF() = DI F0) = 3, DF o) L=

a a a P a 1—\(1 + p— ])

Demonstragio. Para esta demonstracao utilizamos (4.3)) caso ¢ < p e (4.7) se p < ¢. Em
ambos os casos combinamos com (4.5]), obtendo

DD — aDz—P[aD;szf(t»]

= D0 - XD

= D7(DEf(t) = DI () - ;aD;”‘fwM.

4.3.5 Lei dos Expoentes para Derivadas Fracionarias

Nesta subsecao analisaremos a validade da Lei dos Expoentes para as derivadas fra-
cionarias segundo Riemann-Liouville. Veremos que essa lei nem sempre sera verdadeira,
ou seja, ,D(, DY f(t)) # ,DY(,D2f(t)). Para isso utilizamos [16].

Primeiramente faremos um exemplo para ilustrar a afirmacao acima. Utilizaremos
os seguintes resultados I'(3) = /7 e I'(—3) = —2I'(3), cujos cdlculos se encontram no
Apéndice A.

Exemplo 4.7. Sejam f(t) = 3, = % e = %, em ((3.14)), temos




Validade do critério para a Derivada de Riemann-Liouville 79

Entao, segue que

Por outro lado,

3 1 3 T T 3
DILDF®) = DiDE) = DF (1) = YT pi)
IV S R
2 —2r(3) 4

Logo, o exemplo acima mostra que a derivada de ordem fracionaria, nem sempre ¢é
comutativa. Sera que existe alguma condicdo para que isso aconteca? Para responder
a essa pergunta, iremos primeiramente considerar a n-ésima derivada de uma derivada
segundo Riemann-Liouville de ordem p > 0 e sua operacao inversa.

Denotando p = k — «, para 0 < a < 1, note que

D) = s T [y e = DI, (48)
— = -7 T)dT = :
din C(a) din+h Ja o ’
ou seja,
dar n
SL(WDEF) = DI A) (19)
Agora para fazermos a operacao inversa, devemos observar que
1 t - )t —a)’
D;" ) (¢) = / t— )L () dr = 4.10
t f () (n—l)' a( T) f ( T = Z:;] 1) ) ( )
e
Drg(t) = D™ (,D"g(t))). (4.11)
Utilizando os resultados demonstrados anteriormente temos
drf(t
DU IOy oy )
9@ —ay
]z:(; I'(j+1)
=1 LG ()t — a))
— Dernf(t) . f (CL)( CL)
= TU+1
arf(t
Logo, concluimos que o operador derivada de Riemann-Liouville ,DY, comuta com dJ;(L ) ,
isto é: p p
—(,D} = D} t)) = DV f(t 4.12
(DL 0) = D8 (0] = E ), (4.12)
no caso em que f*(a) = 0, para todo k = 0,1,2,...,n — 1. Iremos agora analisar o

resultado da composi¢ao de duas derivadas de ordem reais p e q.
Teorema 4.8. Sejam f continua parat>a, m—1<p<m,n—1<g<n. Assim
(t —a)PI

DY(,DIF (1)) = Dy - qu ROl

, (4.13)

DYDY () = DI — z D fla) O (4.14)
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Demonstragio. Usando as defini¢oes, a expressao (4.9)) e a Proposicao (4.6) , temos

dr —
DEGDLFD) = 4 D7D (0) (1.15
dn _ n » (t _ a)nfpfj
= — L DV =y DEY 4.1
T E TR SO e B
n . t — a)—p—j
= DITT-N" D77 f(a (— 4.17
Note que (4.14) é consequéncia imediata do resultado acima. H

Observagao 4.9. Analisando as expressoes (4.13)) e (4.14)), podemos dizer que se ¢ = p,
entdo os operadores comutam. Se ¢ # p, entao vale a comutativa

DF(DIf(1) = DIDIf (1) = DD f (1)), (4.18)

apenas se os somatorios das equagoes (4.13)e (4.14)) se anulam. Uma forma disso acontecer
é impor simultaneamente as condigoes

DV fa)=0, ¥j=0,1,2,...,m, (4.19)

DI f(a)=0, Vj=0,1,2,...,n. (4.20)

No Teorema ver, mostramos que se f(t) possui uma quantidade suficiente de derivadas
continuas, entao as condigoes (4.19) e (4.20]) sdo equivalentes a

Ff9%) =0, ¥j=0,1,2,....,m—1, (4.21)

f9a)=0, Vj=0,1,2,...,n— 1. (4.22)
Assim, podemos dizer que (4.18]) é verdadeiro se

f(J)((l):O, Vj:0,1,2,77“—]_, (423)

onde r = max{m,n}. Para provar a equivaléncia anunciada na observagao acima, iremos
demonstrar o lema abaixo. Ele apresenta uma férmula para a derivada fracionaria de
ordem p > 0, tendo como hipétese algumas condi¢oes de regularidade da funcao f.

Lema 4.10. Seja f derivdvel (n— 1) vezes em um intervalo [a,T], com f™ integrdvel no
intervalo [a,T]. Se0 <m —1<p<m<mn, entdo para a <t <T temos

N Lt e AR S Ll
D g R v A e =t (4.24)

Demonstragcao. Note que pelas hipéteses de regularidade da funcao f, o lado direito da
equagao pode ser reescrito como

d" [ [ a)(t = a)m L S
dtm{ Z I['l4+m+j—p) * ['(2m — p) /a (t — 7)p—2m+1 } (4.25)

7=0
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Realizando uma integracdo por partes em que u = (¢t — 7)?" Pt e dv = f™(7)dr,
obtemos
[y =
F(Qm - p) a
— # (t o T)Qm—p—lf(m—l) (7_) =
L'(2m —p) o
1 t
o —p— 1t — 2m—p—2 p(m—1) d
o amey L @m0
B —<t o a)Qm—p—lf(m—l) (CL)
N ['(2m — p)
2m —p—1 ¢ N
= | (t—7)?m 2y
o Tamey L s
Repetindo esse processo de integracao m vezes, obtemos
1 t o m- a)(t —a)mtp
- t— 2m—p—1 g(m) d _
Fam =) L= gg 1+m+]_)
1 t
+ /t—Tm*pfldeT
Fon =y L =)

Agora, substituindo o resultado acima em (4.25)) e observando que os somatoérios se anu-
lam, concluimos que o lado direito da (4.24)) é

i [ = 2 Lol < e

m—p dtm

concluindo a prova. O]

Observagao 4.11. Um caso particular da equagao (4.24]) bastante utilizado em aplicagoes,
¢ quando 0 < p < 1. Neste caso se f(t) for continua e f’(t) for integravel em um intervalo
[a, T], entao a derivada fracionaria de Riemann-Liouville existe e é dada por

f@t-ar 1
e e W A G REAGL

Claramente, a derivada dada na expressao acima ¢ integravel.

JDIf(t) =

Teorema 4.12. Sob as mesmas hipoteses do Lema (4.10)), a condicao
i f(a) =0 (4.26)

¢ equivalente a '
f9%@)=0, ¥j=0,1,2,...,m— 1. (4.27)

Demonstrag¢io. Se a condigao (4.27) for satisfeita, quando fizermos t — a em (4.24]),
imediatamente obteremos (4.26]). Por outro lado, suponhamos que a condicao (4.26)), seja
verdadeira. Ao multiplicarmos ambos os lados da equagao (4.24]) por (t — a)?, obtemos

» — )t —a)  (t—a)? t f(7)dr
DL/ ) ; 1+mﬂ»+nm—mlu—ﬂwwr (4.28)
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Tomando ¢t — a, o lado esquerdo tende a zero, uma vez que p > 0, enquanto que no
lado direito resta apenas a parcela do somatério em que 5 = 0, ou seja, F{l(f)p L implicando
que f(a) = 0. Com esse fato, repetimos o raciocinio agora multiplicando ambos os lados

de (4.24) por (t — a)P™'. Fazendo t — a é possivel obter f'(a) = 0. Subsequentemente,
repetindo o processo (m vezes no total) concluimos que

f9() =0 para j=0,1,...,m— 1.
O

Concluimos pelo teorema acima que se f satisfaz as hipdteses do Lema (4.10]) e para
algum p > 0, a derivada de ordem p de f for igual a zero em t = a, a equivaléncia de

(4.26) e , implica que todas as derivadas de ordem 0 < ¢ < p sdo iguais a zero em
t =a, isto é, ;DY f(a) = 0, para todo ¢ € (0, p).

4.3.6 Regra de Leibniz

A Regra de Leibniz pode ser utilizada quando precisamos calcular a derivada do pro-
duto de duas fungbes. Vamos primeiramente demonstrar essa regra para a derivada
de ordem inteira. Depois estenderemos o resultado para derivadas de ordem o € R e
n—1<a<nonden € N. Essa extensao abrange as derivadas fracionarias de Riemann-
Liouville e Caputo.

Lembramos aqui que a Regra de Leibniz para a derivada primeira do produto de duas
fungoes f(t) e g(t) é dada por D[f(t)g(t)] = f(t)g'(t) + f'(t)g(t). Vamos mostrar, por
inducao matematica, que ela pode ser facilmente estendida para a derivada de ordem
inteira n € N. A seguir enunciamos essa extensao através do teorema:

Teorema 4.13. Sejamn € N e f, g € C"[a,b] duas fungoes, entio
plrwa] =3 ()t roloato (1.29)
k=0

onde Df(t) = f(t) e Dg(t) = g(t).

Demonstragdo. Mostremos que a regra é valida para n = 1. De fato,

DIMB] = F50 + (Dt
= (o) eeronps)+ ({0 scono gt
= X (3 reno oo, e o
Supondo que a férmula é verdadeira para n = m, temos
CRROVORS S W L0 R

Vamos mostrar agora que a regra é verdadeira para n = m + 1. Assim,
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> ()it senomta)
()t sonom=+agto] + 1D D™ ot

_ i(g)[pkmmm—w +z( )D O™ g0

Trocando o indice k£ do segundo somatoério por k£ — 1 e usando o resultado

()= (2= ()

obtemos:

m

perma] = 3 ()l + 3 (")t g

k=0 i 1

= werwiaol 3 |(F) ()|t renon e +
D)D)

= g+ (")

k=1

) FFOID T ()] + (D™ f(0)]g(8)-

Note que, (%L) = (maq) =1le (2) = (ﬁﬁ) = 1. Logo

piswa] =3 ("))t
portanto, vale (4.29)). n

Note que a regra é simétrica em relagao as fungoes f(t) e g(t), as fungoes podem ser
trocadas sem alterar o resultado. E possivel aplicar a Regra de Leibniz para derivadas de
ordem inteira para quaisquer fungoes de classe C"[a, b].

Para estender a Regra de Leibniz de ordem n € N para a € R utilizando a derivada
fracionaria segundo Riemann-Liouville, é preciso o seguinte resultado:

Lema 4.14. Se f(t) é uma func¢ao analitica no intervalo (a,b), entdo

i) %[D”f (®)); (4.30)

onde « € R et € (a,b).

Demonstragcao. Usaremos a seguinte notacao:

[a] = parte inteira de «;

{a} = parte fracionaria de o, 0 < v < 1, logo, a = [a] + {a}.
Vamos dividir a prova em dois casos, o« < 0 e a > 0:
1) Caso a <0
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Quando temos o < 0 a derivada fracionaria de Riemann-Liouville se reduz a integral
fracionaria, isto é,

1 t
D) =110 = 5 / (t — )~ f(2)da. (4.31)
Como f é analitica em (a,b) e pode ser representada pela série de poténcias
© (_1\*[D"
fla) = 3 SOy (4.82)
n=0 :

Substituindo (4.32)

em (4.31)), temos:

F(i )/ (t—x) " 12 an()](t—x)”d:r

5 CUDOL e,

Como a convergéncia da série é uniforme, podemos comutar o somatério com a integral.
Agora, realizando a mudanca de variavel, u = t — x, obtemos:

DUf(t) =

n=0

post) = S g IO et a

_ é n‘Fan)( )]/0 a(u)nfafldu
= (=)o) [um ]

- =S e

_ i VD (0] (t = a)'

n'F @) n—a«

Multiplicando e dividindo a tltima equagao por I'(n—«), utilizando a relagao funcional
(A.2)) e a generalizacdo binomial (|A.5)), obtemos:

pesi) = 3 s )
- 2 e a0
- () ra sy

2) Caso a > 0. Neste caso, temos

D f(t) = Dl el r(y),

Novamente, como f é analitica em (a,b), pode ser novamente representada pela sé-
rie dada por (4.32). Também podemos comutar o somatério com a derivada. Entao,
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utilizando o resultado anterior, temos:

> (Hal — — q)n a1
Daf(t) _ D[a]+1z<{ }n 1) (t ) + [an(t>]

I(n—{a}+2)
= — ({o} -1 [a]+1 (t — a)"*{a}+1 .
nzz:o< n )D F(n—{a}+2)[p f@).

Aplicando a Regra de Leibniz para a derivada de ordem inteira, em (4.29)), no caso em
que f(t) = D"[f(1)]) e g(t) = (t — a)" "1, temos:

Dos = 3 ({a} - 1) S ([a}; 1) (t— a)" D" f ()]

= n = F'n—a+k+1)

Veja que, (Z) =0, se n < k, entao podemos tomar o limite superior do segundo somatério
sendo infinito, dai:

{o} =1\ (o] + 1\ (t — a)" ***[D" " f(2)]
D~ :
1) Z,;%( n k 'n—a+k+1)
Fazendo a mudancga de variavel j = n + k, obtemos:

pegy = S [3(1 ) () e

j=0 Ln=0
> (o t—a]a D
= 3 () rrrigy e

]

Agora iremos demonstrar a Regra de Leibniz para a derivada fraciondria de Riemann-
Liouville.

Teorema 4.15. Sejam f(t) e g(t), fungoes analiticas em [a,b]. Entao,

Delfoa] = 3 ()il o), (43)
onde « €R ea #{-1,-2,-3,...}

Demonstragao. Utilizando (4.30)), temos:

Aplicando a Regra de Leibniz para o caso inteiro, em (4.29)), temos:

o] (t _ a)nfa n

CTOYCIE o 3 (1)t snintoc

(n+1-—a) =

Neste caso os somatérios comutam e também pelo fato de que (Z) =0, sen < k, segue
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D10 = 33 () () s v [0 0D 0]

P ot (n+1—a)

Agora, realizando a mudanca de variavel, n = n + k, obtemos:

Dt = SIS () (" e e gl

-0 —\n+k n+k—a+1)
- > (F)eraens () ey g o)
Portanto,
Dls@a] =X () taeno o) (431

O

Nao ¢é trivial que tenhamos D*[f(t)g(t)] = D*[g(t) f(t)], como acontece para derivadas
de ordem inteira.

Mostraremos a seguir a regra de Leibniz generalizada para as derivadas de Riemann-
Liouville, dada pelo teorema a seguir, [13].

Teorema 4.16. Sejam f(t) e g(t) funcoes analiticas e sejam ainda o € R e vy um pard-
metro arbitrdario, entdo

D[f(t)g(t)] = i ( N )[D““f(t)][l?k”g(t)]- (4.35)

k=—o00 k+ v
Demonstra¢io. Uma vez que f(t) e g(t) sdo funcoes analiticas podemos considerar, sem

perda de generalidade, que:

" tm

f(t):meg(f):m-

Como o operador diferencial de Riemann-Liouville é linear, podemos escrever:

tm
n—l—l)F(m%—l)]'

Delftoa] = D

Multiplicando e dividindo a equagao acima por I'(n +m + 1), obtemos:

D[ f(H)g(t)] = D° lr(r(n +m+1) gntm ] |

n+1DI'(m+1)T(n+m+1)

Vimos anteriormente, (3.14)) que a derivada de Riemann-Liouville da fungao exponen-
cial é dada por:

r'k+1) ,_
Datk — tk o
Mk—a+1)
entao

I'(m+n+1)

DRl (0)gtt)] = I

Fn+1)I(m+1)I(m+n+1)

I'(m+n+1)
n+m—a+1)

n+m—o
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Portanto,
N B C(m+n+ 1)¢mtm—o
DR (g = Fn+1)I(m+1)I'n+m—a+1)

Substituindo (4.36]) no lado esquerdo de (4.35]), obtemos:

(4.36)

3 @ a—k—y k4 _ C(n+m+ 1)mtm—e
k§L<k+%yD fF@OID g@”_Fm+1WW%+DNn+m—a+&) (4.37)

Observe agora que:

B 1 F(TL + l)tnfa+k+’y
C I'n+ D) | In—a+k+vy+1)
tn—a+k+’y

Tn—a+k+y+1)

Fim+1)
B 1 [(m + 1)¢m—k=
- T(m+1) lf(m—k—’y—l—l)]
tm—kz—'y

(m—k—~v+1)

Dkﬂg(t) - Dkﬂltml

Substituindo os resultados acima e a equagao (A.5)) na equacao (4.37)), temos:

i [(o + 1)tn-atktygm=k=y
T Tla—k—y+)Ik+y+ 1) (n—a+k+y+1)I(m—k—~v+1)

T(n+m + 1)tntm—o
Fn+1)I'(m+1)T(n+m—a+1)

(4.38)

entao, podemos escrever

Fla+DI'(n+m—a+1)
> TNa—k—y+ 1) (k+y+ D)l n—a+k+y+1)I'(m—k—~+1)
I'(n+m+1)
(n+1DI'(m+1)

2k

Para monstrar que a igualdade acima é verdadeira, vamos introduzir os seguintes para-
metros:

a=m-—7, b=n+y—a, c=ve d=a—".

obtendo,
fﬁ Dlc+d+DT(a+b+1)  Tla+b+c+d+1)
o T d—k+ D) (c+k+ )b+ k+ 1) (a—k+1) TO+d+ 1) (a+c+1)
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Note que, substituindo os mesmos parametros no expoente de t do lado esquerdo da

igualdade (4.38) temos,

tn—a+k+'y — tb+k

tm—k—v — ta—k.

Logo,
tn—a—&-k’—l—'ytm—k:—y — tb—l—kta—kz — ta-l—b‘

No lado direito de (4.38)),

tm+n—o¢ — ta+b
Portanto, t"—otk+vgm=k=7 — gm+n—a a55im vale o teorema. ]

Com isso concluimos que a derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville satisfaz o
critério proposto por Ortigueira e Machado.

4.4 Validade do critério para a Derivada de Caputo

Primeiramente vamos retomar a definicao da derivada fracionaria segundo Caputo,
Definicao 3.10. Seja a € R, e tomando m € N, tal que m — 1 < a < m. A derivada de
ordem «a de Caputo de f(x),x > 0, denotada por D f(z) é definida por

“D*f(x) = I"*[D" f(x)]

Para que a derivada fracionaria de Caputo exista, é necessario a integrabilidade da deri-
vada de ordem m da funcao.

Iremos agora verificar se a derivada fracionaria de Caputo satisfaz as cinco proprieda-
des do critério de Ortigueira e Machado.

4.4.1 Linearidade

Mostraremos que a derivada fracionaria de Caputo é um operador linear. Sejam f e
g fungoes e e v escalares, entao

D(uf +v9)f(t) = I D™ (uf +~g)(t) = I"*[uD™ f(t) +vD™g(t)],

como a integral fracionaria é um operador linear segue que a derivada fracionaria de
Caputo também é um operador linear.

4.4.2 Derivada de ordem zero

Para que a ordem da derivada seja zero, devemos ter « = m =0

“DUf(t) = I°D°f(t) = f(t),

ou seja, a derivada fracionaria segundo Caputo de ordem zero de uma fungao ¢é a prépria
funcao.
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4.4.3 Derivada de ordem inteira

Para a = m, com m € Z,, temos

am am
Cnha m—a ym 0
D¥f(t)=1""°D"f(t)=1"—f(t) = — f(t
(0 Ft) = 15 f(0) = 1)
e quando o« = —m, m € Z, D™ = "™ temos a m-ésima integral, férmula das integrais

Iteradas de Cauchy.

4.4.4 Lei dos expoentes

Vimos na subsecao 4.3.4, que a Lei dos Expoentes nem sempre é valida para as de-
rivadas fracionarias de Riemann-Liouvile, também mostramos quais condi¢oes devem ser
satisfeitas. Da mesma forma a Lei dos Expoentes seréd valida para a derivada fracionaria
de Caputo se satisfizer as condig¢ées do lema a seguir, [13].

Lema 4.17. Seja a < b e f € C¥[a,b], para algum k € N. Além disso, sejam «, 3 € C,
com Re(a) >0 e Re(B) > 0, tal que exista algum | € N coml <k e B, +a € [l —1,1].

Entao vale
CDa(CDﬁf) — CDOH_Bf-

Demonstragao. Para valer a afirmacao do lema, devemos ter 0 < a < 1 e denotaremos
[B] = [B] + 1. Sabemos por (3.21), que quando f(0) = 0 as derivadas de Riemann-
Liouville e Caputo coincidem, logo considerando f*)(0) = 0 para k =0,1,2,...,(n — 1),
temos

CDe f(t) = DO f (1),

Com o objetivo de facilitar o entendimento, iremos omitir o KL nas notagoes da derivada
e integral fracionarias de Riemann-Liouville.
Abaixo, analisaremos os trés casos:

l.a+p €N
Neste caso, temos a + 3 = [Re(8)] + 1 = [B]. Logo a = [Re(B)]+1— 5= [8] — B.
Note que, como f(0) = 0 e a derivada de Caputo de uma constante é zero, temos

°Def(0) = 0 = D £(0).
Assim,

CDO‘(CDﬁf) _ Da(CDﬁf) — DO{}W*BDWJC — Da[aDWf
D(ﬂ}f — Da-i-,@’f _ CDa-i-/J’f_

2. B eN
CDa<CD5f> _ CDa(Dﬁf) _ [1foz<Dﬁ+1f) _ CDaJrﬁf_

3.[8] = [Re(B)] + 1 =[] = [Re(a + )] + 1 = [a + 5],

CDQ(CDBf) _ Da(CDBf) — Da[CDfﬁl—B(D(mf)] — Dljl—a_ﬂlﬂ—ﬁDUﬂf
D1[1[[a+61*(a+ﬁ)D[a+ﬁ]f _ CDaJrﬁf'

Note que o lema é trivial nos casos em que f=1—1lea+ [ =1. O
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Com isso concluimos que as condigoes da existéncia de um nimero [ com as propri-
edades mencionadas, é essencial para a validade da Lei dos Expoentes, para a derivada
fracionaria de Caputo. Um exemplo pode ser visto em [13].

4.4.5 Regra de Leibniz

Para demonstrarmos a validade da Regra de Leibiniz para a derivada fracionaria de
Caputo, vamos utilizar o seguinte resultado.

Teorema 4.18. Sejam o € R comn —1 < o <n, onde n € N e sejam ainda f(t) e g(t)
fungoes analiticas em [a,b], entdo:

Delrnae) = 3 () ponntac) - 5 SO e

prr — —a+1)

Demonstragao. Consideremos a igualdade que relaciona a derivada fracionéaria de Riemann-
Liouville e a derivada fracionaria de Caputo, (3.21)), com a = 0, entdo temos

— k—a
DO =D ()~ 3 gy MO
Seja agora, f(t)g(t) , no lugar da f entao
DLy 0lo)] = D {7(ha(0) - 3 S OHO e

Vimos que a Regra de Leibniz para a derivada fracionaria de Riemann-Liouville é dada

por , entao
CDa i ( > Da lcf i (t)(o)}tkfa

k=0 _044'1)

]

Note que a igualdade entre a Regra de Leibniz das Derivadas Fracionarias de Riemann-
Liouville e Caputo se dard se, e somente se, D*[f(t)g(¢)(0) = 0. Com isto mostramos que
a derivada fracionaria segundo Caputo satisfaz as propriedades do Critério de Ortigueira
e Machado.

4.5 Regra da Cadeia

Para ilustrarmos um pouco mais sobre regras de derivacao vamos mostrar a validade
da Regra da Cadeia para as derivadas fracionarias segundo Riemann-Liouville e Caputo.
A Regra da Cadeia é utilizada para o célculo de fungoes compostas f(g(t)), também é
conhecida como férmula de Faa di Bruno, a prova pode ser vista em [I]. Primeiramente
iremos mostrar a férmula para derivada de ordem inteira.

De fato, seja f(g(t)) com g diferencidvel em t e f diferenciavel em g(t), entdao a primeira
derivada de f(g(t)) é dada por:

D[f(g(®))] = ['(9(t))g'(t). (4.39)
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Agora vamos calcular a segunda e a terceira derivadas. Para isso utilizaremos a Regra
da Cadeia e a Regra de Leibniz.

D'[f(g(@)] =

D"[f(g(t)] = f"(g(t)d () (g (£))* + 24 (t)g" () f"(g(t)) + ¢" (t) f (g(t)) + f"(9(t)g (t)g" (t)
= f"(g))(g' () + 34" (t)g" () f" (9(t)) + g" () ' (9(t))-

Vamos apresentar a formula de Faa di Bruno, a qual generaliza a Regra da Cadeia.

Teorema 4.19. (Férmula de Fad di Bruno). Sejam f,g € C*la,b] e k € N. Entdo,

D0 = oo (S0) (S0) L (59)

onde a soma Yy € sobre todas as diferentes combinacoes de inteiros nao negativos by, bs, ..., by,
comm=>by +by+ ...+ b, eby +2by+ ... + kb, = k.

Com o objetivo de facilitar o entendimento da férmula acima, iremos fazer uma ilus-
tragdo. Vamos omitir a demonstragao, pois nao é do escopo deste trabalho. A prova do
Teorema pode ser encontrada em [13].

Para isso, vamos primeiramente considerar o conjunto, {1,2,3,4}.Uma mameira de
particionarmos esse conjunto seriam quatro partigoes contendo um elemento em cada

bloco: {1}; {2};{3}; {4}

Também podemos representar a particao acima da seguinte forma:
(bla b27 b?n b4) = (47 07 07 O)
Na qual, b; = 4 significa que temos quatro blocos com um elemento cada e by = b3 = by =
0, que nao temos blocos com dois, trés ou quatro elementos. Abaixo estao descritas todas
as possibilidades:

{1}, {2}, {3}, {4}; ou simplesmente: (by, bs, b3, bs) = (4,0,0,0).

{1}, 423,{3,4F {1}, {3},{2,4}; {1},{4},{2,3};
{2}, {3},{1,4}; {2},{4},{1,3}; {3},{4}.{1,2}; ousimplesmente: (by,bs, b3, bs) = (2,1,0,0).

{1},{2,3,4}; {2},{1,3,4};
{3}7 {17 274}; {4}7 {17273}; ou Simplesmente: (b17b27b3;b4) = (1707 170)

{17 2}7 {3’ 4} ; {17 3}7 {27 4} ; {17 4}7 {27 3}) ou Simplesmente: (blu b2’ b37 b4) = (07 2,0, 0)
E finalmente {1,2,3,4}; ou simplesmente: (by, b, b3, bs) = (0,0,0,1).
Em um conjunto com 3 elementos, {1,2,3}, terfamos as partigoes:

{1}’ {2}’ {3}7 ou (blab27b3) = (37070);
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{1}7 {273} ; {2}7 {374} ) {3}7 {172}; ou (b17b27b3) = (17 170);
e,{1,2,3}; ou (by, be,b3) = (0,0,1).

Considerando as partigoes encontradas acima, vamos calcular a derivada terceira de
f(g(t)) utilizando a Féormula de Faa di Bruno. Lembrando que neste exemplo teremos
b1+2b2+3b3:3 (§] m:b1+b2+b3.

Para, (b1, by, b3) = (3,0,0) e m =3+ 0+ 0 = 3, temos:

o0 (42) (52) (52) = oo
Para,(by,bs,b3) = (1,1,0) em =1+ 1+ 0 = 2, temos:
w0 (47) (52) (52) =sraoogo.
Para, (b1, by, b3) = (0,0,1) em =0+ 0+ 1 = 1, temos:

3L, 'O\ (g O\ ("B "
oot (g<t))<g1! ) <g2! ) <g3! ) = Flg(®)g"(®).

Logo, adicionando os trés resultados, chegamos a derivada terceira de f(g(t)).
D"[f(gt)] = f"(g®))(g'(t))* + 3g'(t)g"(t)f"(9(t)) + g" (£)f'(9(t)), como ji calculado

anteriormente.

4.5.1 Regra da Cadeia para a derivada de Riemann-Liouville

Agora, apresentaremos a Regra da Cadeia para a Derivada de Riemann-Liouville.

Definigao 4.20. A integral de Riemann-Liouville de ordem v € R, comn —1 < a <n
onde n € N, pode ser escrita como um produto de convolucao, (3.26]) entre duas fungoes,
isto é,
1 t
I[FO] = (1) % @alt) = o [ (t=7)* " f(F)dr,t > 0. (4.41)
['(a) Jo
A seguir temos a definicdo de um operador fracionario de ordem § € R. Ele também
sera definido como um produto de convolucao. Importante ressaltar que nao é o operador
de Riemann-Liouville.

Definicao 4.21. O operador de diferenciagdo fracionaria de ordem 3 € R, é o produto
de convolucao,

DP[f(6)] = f(t) * ®5(), (4.42)
no qual, f(t) é uma fungao que admite integracao e diferenciacao fracionaria no sentido
de Riemann-Liouville. Note que, se § > 0, temos o operador de diferenciacao. Se, 5 < 0,

obtemos a equagao (4.41). E, se 3 =0, DY[f(t)] = f(t).
Lema 4.22. Sejam p,q > 0, entdo

Dyt — a) * Dy(t) = Ppig(t — a).
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Demonstragio. A partir da definigdo do produto de convolugao, (A.18), temos que

t(r—a)Pt(t—1)7 !
éAt_®*®Aw:il L'(p) I'(q)

Realizando uma mudanca de variavel, 7 = a+£(t —a), segue que (ver limite de integragao)

0t - @) x0,(0) = o [t el —a) — - o - gl - ) - i

- @;( /W(“”m%“@—aﬂl—QP*u—amg

)
= >;r /épl qldé

Note que a integral acima pode ser expressa utilizando a fungao B(p, q), equagao (A.10)),

p— 1 )a- 1 L'(p)L'(q)
fea-ome -l

dr.

Com isso, : -t
t—a)Prr

Byt —a) # (1) = e

= Opiq4(t —a).
O

Se substituirmos A = ¢ + 1 na defini¢do da fungdo de Gel’fand-Shilov, ({A.12), temos
parat >0

14
Dyra(t) = g+ 1)
e para, t <0
Dyp1(t) = 0.

Note que, a derivada de ordem 3 > 0 desta funcao ¢ dada por:
Dg[a—a)q] NG
Flg+1)] Tle-p5+1)

Em particular, se ¢ = 0, obtemos a derivada fracionaria da fun¢ao de Heaviside, (|A.11])
ou seja,

t > 0.

(t—a)”
r1-p)
Agora, vamos mostrar a Regra da Cadeia para a derivada de Riemann-Liouville, utilizando
a Formula de Faa di Bruno.

DPIH(t —a)] = t>a. (4.43)

Teorema 4.23. Sejam o € Ryn—1,a < n, onden € N, fuma fungdo analitica e g(t) uma
funcgdo suficientemente diferencidvel, entdo a formula de Fad di Bruno para a derivada
de Riemann-Liouville é dada por:

B R e (4 (40" ()

onde a soma Y é sobre todas as diferentes combinagoes de inteiros nao negativos by, bs, ..., by,
comm =0by +by+ ...+ b eby,bg, ... by, eby + 2by + ... + kb, = k.
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Demonstragao. Consideremos a Regra de Leibniz para a derivada de Riemann-Liouville,
equacao (4.16) e f(t) = H(t — a), isto é:

[e.e]

Dl = 3 () IDFatolloe (e )

k=0

Substituindo a expressao (4.43), na expressao acima, temos:

zmmmm:%f”“ +z<> &;@;h (4.44)

Agora, vamos supor que g(t) = f(g(t)). Entao a k-ésima derivada de ¢(t) k € N, dada
por (4.40) é:

/ bi s p b2 (k) b
D"“[f(g(t))]szfm(g(t))<g1(?> <92(!t)) "'(g k!(t)> ’

onde a soma ) é sobre todas as diferentes combinacoes de inteiros nao negativos by, bo, ..., by,
com m = by 4+ by + ... + by € by + 2by + ... + kb, = k. Substituindo em (4.36]) , temos:

(t—a)™@
Il —a)

(t—a) B e oy (9O (90 (9P )
Z() —a+1)zb1!b2!...bk!f (g<t))< 1! ) ( 2! ) < k!

D[f(t)g(t)] g(t) +

onde a soma Y é sobre todas as diferentes combinagoes de inteiros nao negativos by, bs, ..., by,
comm=>b; +by+...+b,eb +2by+ ..+ kb, =k. O

Iremos agora realizar a demonstracao da Formula de Faa de Bruno para a derivada
fracionaria segundo Caputo. Para isso utilizaremos a equacao que relaciona a derivada
fracionaria de Riemann-Liouville com a derivada fracionaria de Caputo e a Férmula de
Faa de Bruno para a derivada fracionaria de Riemann-Liouville.

Teorema 4.24. Sejam o € R, n —1 < a < n, onde n € N, f uma func¢do analitica e
g(t) uma funcao suficientemente diferencidvel, entio a formula de Fad de Bruno para a
derivada de Caputo é dada por

DU = g o)+
00 t—aka k! m (¢ b1 (k)t by
' ';1<> —02+1>Zb1!b2!.._bkgf( )(g(t))<gl<!)> (9 k;'()> _

e 0N (O}

na qual a soma Y. € sobre todas as diferentes combinagoes de inteiros ndo negativos
bl,bg,...,bk comm:b1+b2+~--—|—bk 6b1+2b2++k’bk:k3

Demonstrag¢do. Primeiramente, retomamos novamente a equagao que relaciona a derivada
fracionaria de Riemann-Liouville com a derivada de Caputo, (3.21)

“Dh(t) = RED( z_j _:Jrl)h(k)(a).

f.
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Tomemos h(t) = f(g(t))
D" o) = "D Fa(t) = 3 oy P a0 o)

k=0

agora substituindo a derivada fracionaria de Riemann-Liouville pela formula de Faa de
Bruno para a derivada fracionaria de Riemann-Liouville, Teorema (|4.24)), obtemos

Dlfgt)] = g +

! i (Z) FEZ_—Cgk;al) 2 blle!k.!. .bk!f(m)(g@))(g/l(f))bl o (g(lzg(t)>bk -

Agora mostraremos um exemplo do calculo para derivada fracionaria de Caputo, uti-
lizando a Férmula de Faa de Bruno, retirado de [13].

Exemplo 4.25. Sejam a = I, 2 < a <3 e f(g(t)) =t*, g(t) =t, e f(t) = 3. Vamos
calcular D33,

Como a = £, devemos considerar as parti¢des dos conjuntos {1}, {1,2} e {1,2,3}.

» Partigoes de {1} :
{1hi= ) =1 m=1

» Partigoes de {1,2} :
{1,2}; = (b1,02) =(0,1), m=1;
{1}.{2}; = (b1,b2) = (2,0), m = 2.
« Partigoes de {1,2,3} :
{1’273}7 = (blab27b3) = (070, 1), m = 1,

{1}’ {2’ 3}; {2}7 {17 3}; {3}7 {17 2}; = (bh b2, bS) = (17 17 0)7 m = 2;
{1},{2},{3}; = (b1, ba,b3) = (3,0,0), m = 3.

Agora, substituindo os resultados obtidos acima na equagdo do Teorema, (4.24]), e consi-
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derando a = 0, obtemos

T
3

7_%)f(9(t)) + (i) 1“(1t—§1)f/(g(t))g,(t) +

t
1
)IYtijziil)[gﬁ!f%g“))(ggf)>l*‘;iﬂf”g@)<g1f>>2]—F
)

-3 3 mo\ 3, 'O\ (g0
rB3-21+1) " [0!0!11“9(’5)) <g3(! ) o (g(t))(gf! ) <g2! ) *

=0 -0

* o0 | - e el <9<t2”<0>‘mt_7[f'<g<t3>]<o>—

7 2
N(T+1) 6t

( (
2T(; -2+ 1)T(3) 3T -3+ DI

+

) = 3I'(2), com isso temos

3
2 2
CDgt3:<4 7 28 14) t3 9t§

9 373 9T TG

+ =+

9 3 3 9 3 3
Esse resultado pode ser verificado calculando a derivada fracionédria de Caputo, ((3.19)
com f(t) =t* com ordem %. Com esse exemplo finalizamos este Capitulo.



5 Consideracoes Finais

O calculo fracionario possui uma beleza e complexidade que tém fascinado estudantes
e pesquisadores ha décadas. A beleza do calculo fracionério reside em sua capacidade de
fornecer uma descricdo mais precisa de fendmenos complexos, principalmente de sistemas
nao lineares ou com memoria. As derivadas fracionarias permitem capturar e quantificar
a influéncia do passado em um processo dinamico, o que pode ser especialmente impor-
tante para prever e controlar eventos futuros. Por outro lado, a complexidade do calculo
fracionario surge da sua natureza nao local e nao trivial. A nog¢ao de derivada fracionaria é
mais abstrata e nao ¢ tao intuitiva quanto a derivada classica, exigindo uma compreensao
mais profunda da teoria matematica.

Além disso, as operacoes com derivadas fracionarias podem levar a resultados para-
doxais, como fungbdes que sdo continuas mas nao diferenciaveis em qualquer ponto. No
entanto, essas complexidades nao devem desencorajar o estudo do calculo fracionario, mas
sim motivar um maior interesse e pesquisa nessa area. FEmbora possa apresentar desa-
fios em sua compreensao e aplicacao, os frutos do estudo do célculo fracionédrio tém sido
abundantes, tornando-o uma ferramenta valiosa para a solucao de problemas em diversas
areas do conhecimento. Muitos fendomenos naturais sao melhor descritos por equacoes
diferenciais fracionarias do que por equagoes diferenciais classicas.

Por fim, ele tem o potencial de nos levar a novas descobertas em diversas areas da
ciéncia. Pois, ha muita teoria a ser estudada, compreendida e aplicada.
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A Funcoes Especiais

Este apéndice tem o objetivo de introduzir rapidamente certas fungoes especiais que
sao utilizadas neste trabalho. As referéncias utilizadas foram [3], [5] [13]

A.1 Funcao Gama

A Funcdo Gama é uma generalizacio do fatorial para ntiimeros reais e complexos. E
praticamente a Funcao II deslocada, ou seja: I'(x) = II(z — 1), descrita no Capitulo 1.
Existem varias maneiras de representar a Funcao Gama, aqui vamos optar pela integral,
veja referéncias.

Definigao A.1. Definimos a Fungao Gama, I'(z) pela integral imprépria
I(z) = / et dt, (A1)
0

que converge no semiplano complexo Re(z) > 0.
Sendo z = x + 1y, temos:

(e +iy) = /OOO e "t
_ /°° o—tgr=1 i) gy
0
= / et cos(y In(t)) + 4 sen(y In(t))]dt.
0

A expressao entre colchetes acima é limitada para todo t, a convergéncia no infinito é
fornecida por e~*. Para a convergéncia em ¢t = 0 devemos ter x = Re(z) > 1.

A.1.1 Algumas propriedades da Funcao Gama

Vamos mostrar que I'(1) =1

1) = / e_ttl_ldt:/ e_ttodt:/ e ldt =
0 0 0
A

= lim (—e ™)+’ =-0+1=1.

0 A—o00

4 ¢
= lim e 'dt —e”
A—o00 Jo

Outra propriedade da Funcao Gama é que ela satisfaz a seguinte equacao funcional:

['(z+1) =2I'(2), (A.2)
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que pode ser facilmente comprovada pela integragao por partes.

De fato,
[(z+1) = / e Tt = / e 't*dt,
0 0
logo tomando, u = t* = du = 2t* " 'dt e dv = e 'dt => v = —e~ !, temos:

[e.9] o0

+ 2I'(2) = 2I(2).

[(z+1) =t

o0
+ Z/ e Nt = —tFe !
0

0

Note que lim e 't* = 0, pois
t—00

le™'F| =|e Y| = e Y| = eI, x> 0.

t* =0, pois

e lim e~
t—o0

lim e”"n" = lim (e%nn)x = (lim (e%"n))m — < lim (Z) >

n—00 n—oo n—oo n—oo

€T 1 x
<hm (”) >=<nm (1 ) ):09&:0, x>0,
n—oo ex n—oo =@z

Utilizando o fato de que I'(1) = 1 e, usando (A.1.1)), obtemos para z = 1,2,3, ... :

por L’Hopital

ra) = 1
re) = 1.0(1)=1=1,

r'3) = 20(2)=2.1=2,
I'(4) = 3I(3)=32=3l,

Outra propriedade importante da fungao gama é que ela tem polos simples nos pontos

z=-n,n=0,1,2, ..., para demonstrar vamos escrever a defini¢do (A.1) na forma:
1 e}
['(2) :/ e’ttz’ldt—i-/ e e (A.3)
0 1
A primeira integral em (A.3) pode ser avaliada usando a série de expansao para a
fungao exponencial. Se Re(z) = = > 0, entdo Re(z + k) =z +k > 0e t*7% =0.
t=0
Portanto,
1 1 o0 (—t)k 00 (_1)k 1 00 (_1)k
—tyz—1 z—1 k+z-1
et dt:/ — Lt dt = 7/15 dt = —_.
/0 0 kZ:%) k! kz:‘; k! Jo kg%k!(k—i-z)

A segunda integral na expressao abaixo define uma funcao inteira E| de variavel com-
plexa z,

o(z) = /oo e 't = /Oo eF=D =t gy (A.4)

1 1

1'Uma funcdo inteira ¢ diferencidvel em todo plano complexo
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A funcao e*=DI®~t & yma funcdo continua para z e t arbitrarios, z e t > 1. Além

do mais, se ¢ > 1 (e portanto In(t) > 0), entdo é uma funcdo inteira de z. Vamos
considerar um dominio D no plano complexo, fechado e limitado, z = x + iy e denotamos
xro = max Re(z),z € D. Entao temos:

z—1)In(t)—t| _

‘ett‘ZI — 6( (z—1) In(t)—t 6iyln(t) —

— dace(x_l) In(t)—1

cosyln(t) +iseny ln(t)’ =

6(x—l)ln(t)—t 1< 6(;co—l) In(t)—t _ e—ttzo—l.

Isso significa que a integral converge uniformemente em D e entdo a fungao ¢(z)
é regular em D e a diferenciacao sob o sinal da integral é permitida. Porque o dominio D
foi escolhido arbitrariamente, podemos confirmar que a fun¢ao ¢(z) tem as propriedades
acima em todo o plano complexo. Portanto, ¢(z) é uma funcado inteira permitindo a
diferenciacao sob a integral. Resumindo as consideragoes acima, vemos que:

r=3 =

k=0

N |
#ldt =
el k+z+/1 © >

k=0

R + ©(2),

onde ¢ ¢é inteira. Logo, a Funcao Gama estd expressa em termos de uma série, por ,

conclui-se que Gama possui apenas polos simples em Z = —n, n =0,1,2, ...
No contexto dos reais, vamos encontrar o valor de I'(0).
Se

[(z) = /OO ettt dt.
0

entao
o0 1 00
r'(0) :/ e_tt_ldt:/ e_tt_ldt+/ e tt1dt.
0 0 1
Analisando a primeira integral, temos:

1

1 = }(ln 1—lim lne) = 1(0—(—00)) = +o00.

1 1 11 1
lim e tZdt > = lim —dt = — lim Int
e—01 Je t € e=0tJe t e e—0t e e—0t e

Portanto, I'(0) diverge para +oc.

Reescrevendo ({A.1.1]), temos:

I'z+1)=2I'(z) =TI'(z2) = F(Z;_l)

Note que para z = 0, nao esta definida ja que temos um zero no denominador. E

(1) = r(—_11+1) — _1(0) = —oc

ry="C2D _TEN e o
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Outro resultado importante, que iremos utilizar neste trabalho, é o coeficiente binomial
generalizado, que é dado em termos da Funcao Gama. Lembremos que o coeficiente

binomial é definido por:
n\ n!
k] Kl(n—k)

onde n,k € N en > k. Generalizando para «, i € C com « # —1,—2, ... obtemos, entao,
o chamado coeficiente binomial generalizado, que é dado em termos da funcao gama, ou

seja,
AN Ia+1)
(U) S T(p+ DT —p+1)° (A.5)

Também podemos considerar o coeficiente binomial negativo

—a (@) (a+D(a+2)...(a+1—-1)
(M)Z(_l) !

multiplicando o numerador e o denominador por (o — 1)!, temos:

(—:z) _ (_1)l(oz)(oc+ D(a+2)...(a+1-1)(a—1)! T(a+1)

Na—1)! T ()

Para finalizarmos essa secao vamos apresentar a utilizacao da Fungdo Gama para
encontrarmos o valor de uma integral indefinida. Nao faz parte do objetivo do nosso
trabalho, porém ¢ uma interessante aplicagao.

Exemplo A.2. Resolver a integral

+oo 1 d
—dax.
0 \ et

Para isso vamos fazer uma mudanca de varidvel. Note que na Func¢do Gama temos e ' e
z - € .. . ~
no exemplo, e~ 2, entdao devemos tomar t = 5 Fazendo essa troca os limites de integracao

nao se alteram, mas

dt = ;dx = dx = 2dt.

Substituindo em (A.2)), temos:

+oo ] d +oo _—
xr = e
0 er /0

Outra fungao especial que sera utilizada neste trabalho é a Fungao Beta.

N8

+oo +o0
dr = / e~todt = 2/ e~tdt = 2.0(1) = 2.1 = 2.
0 0

A.2 Funcao Beta

A Funcao Beta, denotada por f(z,€), é definida para Re(z) > 0, Re(§) > 0 onde
z=x+1iy el =n+1iu, com x,y,n,pu € R a partir da integral imprépria

5= | L1 -l (A.6)
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a qual é conhecida como integral euleriana de primeira espécie. Vamos mostrar que
B(z,€) = B(&, 2). (A7)

/tf (1 — ¢ Ldt. (A.8)
Fazendo uma mudanca de variavel

t=1—s5s = dt = —ds
RN t=0 —s=1
5= t=1 —s=0.

Temos

Ble, 2) = —/0(1 _ s)lelgs — /l F (1 — 5)1ds = B(2,€).

1 0

Proposicao A.3. Vule a sequinte relagao entre as funcoes Beta e Gama:

I'(2)I'(¢)
I'(z+¢&)

Demonstragio. Note que, da equagao ((A.1)), temos que

+oo +oo +oo  ptoo
['(2)(€) :/ tz_le_tdt/ t* e %ds :/ / 127 Ls et dt s, (A.9)
0 0 0 0
Realizando uma mudanga de varidvel, ¢t = uv, s = u(1 — v) teremos:

t+s=uv+u—uv=uedtds = |det(J)|dudv.

o o
(t,s) ou v _[ v u]

B(z,€) =

Jza(u,v): ds Os l=v —u
du v
v u
det(J)=| 1 —v —u |=—uww—u+uv=—u.
det(J)| :|—u = u.

Agora vamos descobrir os limites de integracdao, como t +s = u = 0 < u < +o00.
Também como ¢t > 0= v > 0 pois, t =uv eu > 0ede s=u(l —v), temos que v < 1,
logo 0 < v < 1.

Entao, substituindo em , temos:

+oo ptoo
L)) = /0 /0 2Lt e () gt s =
1 r+4oo
= // (u0)* Mt (1 — ) e ududv

1 +o00o
= / / w1 — ) e dudy =
0 Jo

= /1 v" (1 —v) o /+Oo u" e du = B(z, 6T (2 + €)
0 0
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Portanto,
(A.10)

]

Vamos utilizar o resultado em (A.10)) para mostrar que I'(5) = /7, para isto iniciamos
com uma reparametrizacao em ((A.6)),

B(z,€) = /0 L e,

Seja, t = sen(x)? — x = arcseny/t e dt = 2sen(x)cos(z)dx.
Entéo,set—>0:x—>0eset—>1:x—>g.
Logo,

B(z,€) = /Og[sen(x)Q]z_l[1—sen(x)2]5_12 sen(x) cos(z)dr = 2/07;[sen(a:)]2z_1[Cos(a:)]%_ldx.

(A.11)
Note que,
2
(L1 _TETG) _ (2
22 (1)
Mas,
11y _ e 1-1 1o [ 0 07 o2, o7 o _
ﬁ<2,2>—2/0 (senz) " (cosz) da:—Q/O (senz)”(cosx) da:—Q/O de =2 5 0| =m.
Portanto,
1 11
"(3)=\o(z3) ==
Exemplo:

Veja também que,

1 1 —1 1
-=-)=I{—=+1|=—TI1 —=
(~2) ()= 5(2)
entao
1 —1
r =—7T —1,
2 2 2
logo
(L) =~ 1)
2 2
portanto
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Da mesma forma temos:

(-9-4()

A.3 Funcao de Gel’fand-Shilov

Abaixo, uma fung¢do fun¢ao muito importante no Calculo Fracionéario, a Funcao de
Gel’fand-Shilov, Israil Moiseevich Gel’fand (1913-2009)- Georgy Evegen’evich Shilov(1917-
1975), denotada por ®,(z),

Definicao A.4. A funcao de Gel’fand-Shilov é definida por

x)\—l

y(@) = {0y “7 (A12)

0, sex <0.
A.4 Transformada de Laplace
Seja fuma funcao definida para t > 0 entao
L) = [ et (A.13)

¢ chamada de transformada de Laplace.

Propriedade A.5. (Linearidade) Se L[f(t)] = F(s) e L]g(t)] = G(s) e a, b sao constantes,

entao

Llaf(t) +bg(t)] = aLf ()] + bL[g(1)]. (A.14)
Propriedade A.6. Se L[f(t)] = F(s), para s > sy entao
Lle”f(t)] = F(s—a), s> Sosa- (A.15)
Propriedade A.7. Se L[f(t)] = F(s), entao L[t"f(t)] = (—1)”;;]7(3).

Abaixo o teorema da convolucao para a transformada de Laplace, onde % denota o
produto de convolugao.

Propriedade A.8. (Convolucao) Se L[(t)] = F(s)e L]g(t)] = G(s), entao

LIf@) + g(t)] = LIFDIL[g()] = F(s)G(s). (A.16)
ou, pela transformada de Laplace inversa
LTF(s)G(s)] = f(t) * g(t), (A.17)
na qual, f(t) x g(t) é chamado de produto de convolugao de f(t) e g(t) e é definido por
§0 90 = [ 1= ngtryar = [ f)g0t = 7). (A18)

As integrais acima podem ser denotadas simplesmente por f(t) * g(t) e sdo chamadas de
integrais de convolucao.



108 Funcoes Especiais

A.4.1 Transformada de Laplace de derivadas

Utilizamos como referéncia, [21].Uma demonstragdo detalhada pode ser encontrada
em [20].

Propriedade A.9. Considere uma fungao f : R — R cujas derivadas até ordem (n—1)
sdo continuas no intervalo fechado [0,¢] C R, com ¢ > 0 e a derivada de ordem n é
continua por partes no intervalo [0,¢] C R, de modo que existam constantes M > 0 e
top > 0 tais que sao validas as desigualdades

< Me", .

ey

e |d
01 <, |5t -

f(t)| < et

para todo t > ty,. Entao, para Re(s) > b,temos

e[St = et - £ (e (A.19

k=0

)

A.4.2 Transformada de Laplace da funcao de Gel’fand-Shilov

Mostraremos agora a transformada de Laplace da fungao de Gel’fand-Shilov.
Propriedade A.10. A transformada de Laplace da funcao de Gel’fand-Shilov é dada por
L[P,(1)] = s (A.20)
De fato, aplicando a Transformada de Laplace na funcao de Gel-fand-Shilov, obtemos

o] tOé—l 1 o]
_ —st _ —stya—1
E[@a(t)]—/o — dt_r(a)/o e~sta1gy. (A.21)

Realizando uma substituicao de variaveis,st = a e da = sdt, obtemos

o) by e e a

Trocando a integral pela Funcao Gama, obtemos

L[Ba(t)] = ——T(a) = s (A.23)

I(a)

A.4.3 Tansformada de Laplace da funcao de Heaviside

Definicao A.11. (Degrau Unitario) Consideremos a fungao Heaviside definida por

1, se t>a

(A.24)
0, se t<a.

H(t—a)—{

Segue-se que a transformada de Laplace da funcao Heaviside, também conhecida como
degrau unitario, ¢ dada por

CIH(t—a)] = /O T eH(t — a)dt, t> a

= / e stdt.
0
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Introduzindo a mudanca de varidvel y = (¢ — a), obtemos

LIH(t—a)] = e /OOO e "H(t —a)dy, t>a

e—ELS

S



