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Resumo

Atualmente, devido ao grande avango tecnologico, o uso dos métodos de particulas
(Meshfree Particle Methods), vem ganhando espago nas simulagdes numéricas de escoa-
mentos. O marco inicial foi o0 método Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) que se
mostrou bastante eficiente para problemas de escoamento compressivel, mas nem tanto
para escoamento incompressivel. Rapidamente surgiram estratégias para problemas in-
compressiveis, como o Incompressible Smoothed Particle Hydrodynamics (ISPH) e o Mo-
ving Particle Semi-Implicit (MPS): em ambos os métodos a pressao é atualizada por uma
equacao de Poisson. Assim, para se obter uma boa aproximacao das equacgoes de Navier-
Stokes € necessério resolver bem a equagao de Poisson. Os métodos de particulas (MPM)
estao sendo usados nas mais diversas areas e seu desenvolvimento e adequacao sao obje-
tos de pesquisas no momento. O estudo desta dissertacao visa uma anélise comparativa
dos aspectos tedricos do SPH: abordagem euleriana e lagrangiana; o formalismo, que tem
como base a representacao integral de uma funcao; discretizacao por duas aproximacoes
fundamentais que sao da fun¢ao niicleo e por particulas e as respectivas consisténcias; tra-
tamento de fronteiras e, também, um estudo detalhado sobre a influéncia da desordem das
particulas, preocupacao esta bastante recente na literatura e cujo entendimento nao estéa
ainda bem sistematizado. Um estudo comparativo, sera efetuado por meio da equagao de
Poisson, que é objeto principal desta dissertacao. A analise sera feita inicialmente com as
particulas fixas, uniformemente distribuidas e comparadas com distribuigoes perturbadas
sem correcao de auto ajuste. Além disso, foram desenvolvidos os codigos em Matlab
para e geragao das solugoes numéricas utilizando particulas desordenadas.

Palavras-Chave: Stmula¢ao, Método de particulas, Smoothed Particle Hydrodynamics,
Desordem das particulas, Consisténcia, Equacao de Poisson.






Abstract

Currently, due to technological advances, the use of meshfree particle methods has
high importance in flow numerical simulations. The milestone was the Smoothed Particle
Hydrodynamics (SPH) method, which proved quite efficient for problems of compressible
flow, but less so for incompressible one. Quickly emerged strategies for incompressible
problems, such as Incompressible Smoothed Particle Hydrodynamics (ISPH) and Moving
Particle Semi-Implicit (MPS): in both methods the pressure is updated by a Poisson equa-
tion. Thus, to obtain a good approximation of the Navier-Stokes equations it is necessary
to solve the Poisson equation. Meshfree Particle Methods (MPM) are being used in se-
veral areas and their development and adaptation are research matter at the moment.
This study will provide a solid expertise in MPM, since it seeks a comparative analysis
of theoretical aspects of MPM: Eulerian and Lagrangian approaches; formalism of MPMs
that is based on integral representation of a function; discretization by two fundamental
approximations that are of the kernel and by particles as well as the respective consisten-
cies; boundary treatment and also a detailed study on the influence of particle disorder,
a concern that is quite recent in the literature and whose understanding is not yet well
systematized. A comparative study will be carried out through the Poisson equation,
which is the main object of this dissertation. The analysis will be done initially with the
fixed particles, uniformly distributed and compared with disturbed distributions without
correction of self-adjustment. In addition, the codes in M atlab® were developed for the
generation of numerical solutions using disordered particles.

Keywords: Simulation, Meshfree Particle Method, Smoothed Particle Hydrodynamics,
Particle Disorder, Consistency, Poisson Equation.
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CAPITULO

Introducao

Atualmente, devido ao grande avanco tecnoldgico o uso dos métodos de particulas
vem ganhando espago nas simulagoes de escoamento de fluido. O primeiro método de
particulas desenvolvido foi o Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) para simular pro-
blemas astrofisicos. Desde entao tem sido estudado e melhorado para ser aplicado em
uma variedade de problemas, incluindo as equagoes de Navier-Stokes.

O presente trabalho tem por objetivo construir as bases para investigar a consisténcia
do método SPH que, como sabido, ao ser aplicado necessita de aproximagoes para o0s
operadores Gradiente, Divergente e Laplaciano. A utilizacdo do método das particulas
para modelar problemas matematicos acontece em praticamente todas as areas, mas sua
analise continua sendo objeto de estudos em crescente atividade na comunidade académica
[6, 1]. Na pratica ha movimentagao das particulas, mas a andlise da consisténcia é feita
para problemas testes considerando particulas fixas.

O diferencial proposto é a utilizacao de particulas fixas mas desordenadas, ou seja,
que estao espacialmente dispostas de forma randoémica, e nao mais uniformemente dis-
tribuidas. Deverao ser efetuados varios testes visando verificar a influéncia de uma dada
desordem, o comprimento de suavizacao e um niimero crescente de particulas, para os ope-
radores SPH. No trabalho, considera-se primeiramente a desordem canénica, conforme [6],
que especifica uma reconfiguracao de particulas uniformemente distribuidas por meio de
uma perturbacao leve que muda randomicamente a posi¢ao de cada uma das particulas.
Um caso nao abordado na literatura é o de uma distribuicao randémica, que denomina-se
por cadtica, ou seja, a desordem advém de posicoes geradas aleatoriamente; compara-
¢oes sao efetuadas com a candnica para um mesmo numero de particulas. Os testes de
consisténcia sao entao realizados.

A consisténcia é comumente estudada por meio de uma distribuicdo uniforme das
particulas, de certa forma, equivalente a uma malha regular. Na prética dificilmente isso
acontece. Assim, considera-se neste estudo uma distribuigao randémica, ou, em outras
palavras, nos perguntamos, de que maneira uma desordem, por exemplo, representada por
uma perturbacgao na regularidade das particulas, influencia a precisao do método? Dessa
forma, a consisténcia é estudada como a capacidade do método em resolver um problema
com solu¢ao polinomial, de forma a recuperar a j-ésima derivada do polindmio de i-ésima
ordem e rotulado de Cz-j . Note que a recuperagao do polindémio nao garante que suas
derivadas também sejam recuperadas. Portanto, é preciso levar em conta a consisténcia
para as derivadas também.

Sao quatro as condigoes de consisténcia, Cy, Cp, CV e C] sendo que cada condigao de
consisténcia C’ij ¢é quantificada por uma funcao de erro local em cada particula, conforme
[6]. De forma geral, como metodologia, sao usadas ideias de 1] para considerar (medir)
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a desordem das particulas e entdo [6] para verificar a influéncia da desordem e quais as
restricoes exigidas para a consisténcia.

Para iniciar a formalizacao do método SPH, primeiramente destaca-se duas diferentes
abordagens que especificam as caracteristicas do processo de simulagao computacional.

Os métodos de particulas utilizam abordagem Lagrangeana, entao a seguir uma breve
descrigao seré feita. Nota-se que as quantidades fisicas associadas aos elementos de fluido
variam ao longo do tempo. Seguindo por exemplo [24], essas varia¢oes podem ser descritas
da seguinte forma:

Descrigao Euleriana: ao invés de acompanhar o movimento ao longo do escoamento,
considera-se um conjunto de posigoes fixas x; no espago como se fossem particulas e, em
seguida calcula-se as variagoes das quantidades fisicas do fluido sempre nessas posi¢oes
(veja a Figura 1.1(a)). A posi¢ao de uma particula x; é chamada de coordenada espacial.

Descricao Lagrangeana: o fluido é representado por uma colecao de particulas de
fluido onde cada particula se locomove com o escoamento, veja a Figura 1.1(b).

Descrigéo Euleriana Descrigdo Lagrangeana
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(a) Euleriana (b) Lagrangeana

Figura 1.1: Escoamento de particulas com volume fixo.

Na Figura 1.1 (a) a particula fluido permanece fixa enquanto o escoamento passa por
ela, por outro lado em (b) a particula fluido se movimenta acompanhando o escoamento.

Dessa forma, formaliza-se a seguir o método SPH e considera-se a descrigao Lagran-
geana, de modo a especificar uma nova configuracao das particulas na discretizacao do
dominio. Para isso, utiliza-se particulas desordenadamente distribuidas e procura-se de-
terminar quais as influéncias dessa desordenacao ao aproximar os operadores SPH e a
equagao de Poisson, principal motivacao desta pesquisa. Sendo assim, amplia-se as ana-
lises iniciadas por [30] e propoem-se novas estratégias com a finalidade de melhorar a
consisténcia da aproximagao por particulas.



CAPITULO

2

Estruturacao Basica para o SPH

Nesse capitulo apresenta-se a formulacao do método SPH em duas etapas. A primeira
trata-se da representacao integral de uma funcao arbitraria, e para isso, utiliza-se conceitos
de convolugao entre funcao e a distribuicao Delta de Dirac. A segunda diz respeito a
aproximagao por particulas. Por fim, define-se as caracteristicas necessarias para que
uma func¢ao seja reconhecida como um nticleo SPH.

2.1 Representacao integral de uma funcao

A representacao integral da funcao é aproximada pela soma dos valores das particulas
vizinhas mais proximas. Assim, a ideia de discretizagao entao considera um conjunto de
particulas para a representacao do meio. Para viabilizar isto, é necessario uma aproxima-
¢ao para a funcao Delta de Dirac, que é denominada niicleo. O conceito de representagao
integral de uma funcdo f(x) utilizado no método SPH comeca a partir da seguinte iden-
tidade .

f(x) = / F(x)8(x — x)dx, (2.1)

onde f : ) — R™ definida num dominio aberto {2 C R" tal que x € {2, e f é continua
em (2. Essa representacao ¢é feita através da convolucao de f com a distribuicao Delta de
Dirac, dada por

00, x=X%X

(5(X—x'):{ 0 xi

A equagdo (2.1) permite que uma fung¢ao f continua em {2 possa ser representada em
uma forma integral conforme relatado em [14], desde que a distribui¢do Delta de Dirac
seja utilizada, definindo assim a chamada representacao integral da funcao.

Substituindo a Delta de Dirac por uma fungao nicleo W(x —x’; h) centrada no ponto
x, a chamada representacao integral da funcao f passara a ser:

f(x) = /Qf(x/)W(x —x'; h)dx/, (2.2)

sendo W : R" — R e h o comprimento de suavizacao (smoothing length) que estabelece
a maior distancia permitida entre as particulas x e x’. Em geral h surge multiplicado por
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um escalar k£ nao-negativo. Se k for nulo, garante-se a existéncia de uma tnica particula
dentro do suporte compacto, neste caso, a propria particula de coordenadas x.

A notagao () sera convenientemente adotada para representar a aproximagao para a
fungao. Dessa forma, a equagao (2.2) é reescrita na seguinte forma:

(f(x)) = / FE)W (x — x; h)dx. (2.3)

Sendo assim, ao adotar tal notacao define-se uma aproximacao para f por meio da
representacao integral da funcao, e para isso utiliza-se como base uma funcao nicleo W
suficientemente suave. As caracteristicas de W serao definidas posteriormente.

2.2 Aproximacao utilizando particulas

Assumindo que o meio é discreto, ou seja, formado por um nimero finito de particulas
que possuem massa e ocupam um volume no espago, a integral da equagao (2.3) aplicada
em um ponto do dominio pode ser dada por meio de um somatorio sobre as particulas
que se encontram contidas no dominio.

Uma propriedade exigida da funcao nticleo é que tenha um suporte compacto, entao
a aproximacao é feita apenas sobre a sub regiao referente ao suporte do niicleo. Define-se
o suporte compacto da funcao niicleo ao conjunto V; centrado em x;, onde:

Vi = {5, [Ixi = x| < kh},

sendo V; C €, k um fator de escala e j = 1...N;, onde N; representa o nimero de
particulas que satisfazem a restrigao ||x; — x;|| < kh.
Percebe-se facilmente que nao ha restricao alguma para o caso ¢ = j, ou seja, a

particula x; estara contida em todo suporte compacto V.

Considerando um meio compacto de particulas, ao substituir o volume infinitesimal dx’
da equacdo (2.3) na posigao da j-ésima particula pelo volume Av; ocupado pela particula
X;, obtém-se:

) = 3 £ Wi — x5 h)Aw. (2.4)

J=1

Sabendo que o volume da particula Av; pode ser representado pela razao entre a massa
m; e a densidade p;, a equagao (2.4) pode ser reescrita com tal substituicao:

o) = S FO0IW (s — x5 ) 24

Pj

(2.5)

j=1

Dessa forma, a equagao (2.5) gera uma aproximacao para f em cada um dos pontos

do dominio discretizado por meio de um conjunto de particulas isoladamente recrutadas
no suporte compacto da fungao nicleo.

2.3 Funcao ntcleo

Extremamente importante para o SPH, a funcao nicleo W atua como um mecanismo
de definicao do dominio de influéncia sobre uma particula ¢, definindo o conjunto de
particulas que efetivamente influenciarao na aproximagao de f na posicao da particula x;.
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Figura 2.1: Dominio de influéncia sobre uma particula por meio da fungao nicleo.

A Figura 2.1 (a) destaca em vermelho todas as particulas x; que satisfizeram a restrigao
|x; — x;|| < kh, onde kh ¢ o raio da circunferéncia centrada em x;.

Conforme mencionado anteriormente, a particula x; mostrada em azul na mesma
figura, também esta contida no suporte compacto definido por V;, com isso, ela participara
do célculo que gerard uma aproximacao para f na posicao da propria particula x;.

2.3.1 Propriedades da Fungao Ntcleo

Apresenta-se na literatura uma diversidade de funcoes niicleo SPH, entretanto é de
suma importancia conhecer as propriedades fundamentais para que uma funcao possa
ser reconhecida como um ntucleo SPH, ou ainda, as especificidades para se construir tal
funcdo. As principais propriedades sdo apresentadas abaixo, vide por exemplo [14, 24, 31].

1. O nucleo SPH deve ser suficientemente suave

W(Xi — Xj,h) € Ck, k> 1.
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A finalidade dessa propriedade é melhorar a aproximagao da funcao e de suas deri-
vadas. Sendo continua, a fungao ntcleo garante bons resultados, e segundo [17, 5|
nao seré sensivel a distribui¢ao perturbada das particulas, os erros gerados na apro-
ximagao serao pequenos, desde que a perturbacao imposta as particulas nao sejam
muito severas. Note que esta afirmagao nao é valida para um modelo de distribuicao
cadtica das particulas.

2. O nucleo SPH deve ser normalizado
/ W(Xl — Xy, h)dX =1.
Q

Essa propriedade garante um resultado unitario ao integrar a func¢ao niucleo sob o
dominio do suporte compacto. Propriedade herdada da funcao Delta de Dirac.

3. O nucleo SPH deve ter suporte compacto
W(x; —x;,kh) =0 quando |x; —x;|| > kh,

sendo k um fator de escala. Essa propriedade transforma a aproximacao de f, tida
como uma operagao global em uma local.

4. O nucleo SPH deve ser positivo
W(Xi — Xj, h) 2 0.

A propriedade mostra que a funcao nicleo deve ser nao negativa sob influéncia
da regiao limitada pelo suporte compacto. Nao necesséaria para a convergéncia,
mas de suma importancia para aproximagoes coerentes com as propriedades fisicas
envolvidas no problema. Sendo nao negativa, a funcao evita, por exemplo, valores
negativos para a densidade [24].

5. O nucleo SPH deve ser decrescente
Wi(x; —x1,h) < W(x; —x2,h), se ||x;—x1| > ||x; — xal.

Essa propriedade garante que as particulas x; mais préximas da particula x; exercem
maior influéncia do que as particulas mais afastadas.

6. O nucleo SPH deve ser simétrico radial
W(x; —xj,h) = W([[xi — x|, h).

A simetria dessa propriedade determina que particulas x; em diferentes posigoes
mas com a mesma distancia da particula x; tenham a mesma influéncia.

7. O nicleo SPH deve satisfazer a distribuicao Delta de Dirac quando h — 0, ou seja:

Por fim, essa propriedade determina que, a medida que o comprimento de suavizagao
tende a zero, o valor aproximado se torna cada vez mais proximo do valor exato da
fungao, ou seja, (f(x)) — f(x).
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2.4 Funcao nucleo SPH: definicao e modelos

O nucleo SPH é de extrema importancia, pois nao somente determina o padrao da
aproximagao, como também define a dimensao do suporte das particulas, determina a
consisténcia e, a precisao de ambas as aproximagoes: integral e por particulas.

Adota-se como modelo de niicleo SPH a fungao definida da seguinte forma:

(07%
onde
oy X =%l
Ch h ho

A variavel r representa a distancia entre duas particulas, h o comprimento de suaviza-
¢ao (fixo), w é uma funcao definida sobre R, suficientemente suave e «, uma constante
de normalizagao especifica para uma, duas ou trés dimensoes, ou seja, n = 1,23, (ver
[31]).

Para n = 1, a derivada primeira da funcao nicleo é expressa da seguinte forma:

«
! n /
W (¢) = zuw'(¢).
h2

De maneira analoga ao caso anterior, as derivadas de ordem superiores podem ser

obtidas por meio da seguinte relagao:

Qp

W) (¢) = o w® ().

Para o caso bidimensional (n = 2) ou tridimensional (n = 3) procede-se da mesma
forma.
O gradiente da fungao nicleo, sendo assim VW (¢) passa a ser expresso:

ap Qw(e) oy dw(e) 1 or an ., X — X
VWO = o~ dr hox iV O

2.4.1 Modelos classicos de fungoes niicleo SPH

Diferentes nucleos SPH sao encontrados na literatura, todos com a mesma finalidade.
Apresenta-se os modelos mais classicos mostrados em [14] e um modelo proposto por Yang
[32].

Lucy em 1977 [15] apresentou em seu artigo a seguinte fungao nicleo:

an [ (14+30)(1—9¢)2 0<op<1
ﬁ{ A e (2.6)

sendo as constantes de normalizagao iguais a:

W(¢) =

a; =5/4; as=5/me az=105/16,

em uma, duas e trés dimensoes respectivamente. A primeira e segunda derivadas sao,
respectivamente:
Qi —12 —1)? 0<¢<1
hrt 0 p>1
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Figura 2.2: A fun¢ao nucleo (2.6) e suas duas primeiras derivadas.

Monaghan em 1992 [17] também apresentou uma fungao em um de seus trabalhos, a
chamada gaussiana, definida por:

W (¢) = %e*‘ﬁ (2.7)

As constantes de normalizagao sao dadas por:
o =1/7"% ay=1/me as=1/7>

A primeira e segunda derivadas sao, respectivamente:

Op

W'(¢) = W(—%@*&)

" (7% 42 _h2
W"(¢p) = hn+2(—26 4 4¢%e).

Note que a fungao gaussiana nao tem suporte compacto, mas se aproxima rapidamente
de zero a medida que a distancia entre duas particulas é maior. Conforme relatado em
[14], essa funcao costuma apresentar bons resultados quando ha um ntmero pequeno de
particulas no dominio de influéncia, o que caracteriza uma maior distancia entre elas.
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Figura 2.3: A fungao gaussiana (2.7) e suas duas primeiras derivadas.

Outros niuicleos muito importantes para o SPH sao as splines, uma distinta classe de
funcoes. Essa classe é bastante influente e usualmente aplicada. Suas func¢oes sao dadas
por: spline ctbica, proposta por Monaghan e Lattanzio em (1985) [20].

o [1-36°+36° 0<o<1
W(gb):h—z 12-9)P° 1<¢<2 . (2.8)
0 ¢ >2

As constantes de normalizacao sdo iguais a:
a; =2/3; ap=10/Tmre a3=1/m,
sendo suas primeira e segunda derivadas, respectivamete:

N -3¢+ 99 0<op<1
W(9) = 55 —%(20— o) 1 : $<2

N -3+20 0<9<1
W”(<¢>)=hni2 %(20—¢) 1;222

A spline cubica é usualmente apresentada na literatura SPH por conter caracteristicas
muito semelhantes a gaussiana e possuir suporte compacto. Entretanto, a segunda deri-
vada é uma funcao linear por partes, que pode resultar em uma desvantagem em relagao
aos nucleos suficientemente suaves.
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Figura 2.4: A funcao spline cibica (2.8) e suas duas primeiras derivadas.

Spline quértica, proposta por Morris (1994) [22] com a finalidade de se aproximar
ainda mais do niicleo gaussiano.

(25— @) —5(15—¢)* +10(05—¢)* 0<¢<0.5

) (25-¢)' =5(1.5 - ¢)* 05<¢<15
Wior= g (25— ¢)* 15<¢p <25’ (2.9)
0 6> 25

sendo as constantes de normalizagao iguais a:
a; =1/24; a; =96/119971 e a3 = 1/20m,
com suas primeira e segunda derivadas, respectivamente:

(25— ¢)® —5(1.5— ¢)® +10(0.5— ¢)® 0< ¢ <0.5

Lo ) (25 —¢)3 —5(1.5—¢)® 05<¢ <15
Wie) = 45 (2.5 — ¢)3 15< ¢ <25
0 ¢ >2.5
) (25— )2 —5(15— )2 +10005— )2 0< <05
v oan | (25— )2 —5(1.5 — ¢)? 05<¢<15
Wi(¢) =12.75 (2.5 — )? 15< <25

0 ¢ > 2.5
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Figura 2.5: A fungao spline quartica (2.9) e suas duas primeiras derivadas.

Spline quintica, proposta por Morris (1996) [23|, possui a mesma finalidade da spline

quartica.
(3—9¢)°—6(2—9¢)°+15(1-¢)° 0<¢<1
_m ) (3-9)°-6(2-9)° 1<p<2
W9 =5 (3 ¢)° 2< <3
¢ >3

As constantes de normalizacao dadas por:
a; =1/120; oo =T7/4787 e a3 =1/1207,

sendo suas primeira e segunda derivadas, respectivamente:

(- @) —6(2—¢)' +15(1—g)' 0<p<1
ro--s BT
0 ¢ >3
) (36 — 62— ) +15(1—g)° 0<g<1
W(9) = 205 Eg:i;i_G(Q_@s iiﬁii

0 ¢ >3

(2.10)
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Figura 2.6: A fungao spline quintica (2.10) e suas duas primeiras derivadas.

Uma pequena alteragdo proposta por Liu, Liu e Lam (2003) [12] no nticleo (2.6),
assegurou resultados mais precisos. A fun¢ao modificada agora possui uma ordem maior,
passando de terceira para quarta ordem.

2 9,42, 19,3 5 .4

W(gb):% 530"+ 519" — 59 0<¢9<2
hn 0 O >2

e as constantes de normalizagao sao dadas por:

a;=1; ap=15/Tm e az = 315/208,

(2.11)

sendo suas primeira e segunda derivadas, respectivamente sao:

9, Ve 5
W’(ﬁb):%{ PP e U=z

0 ¢ >2
¢ 9 19 15
ay, —S - —¢* 0< 2
W//<¢): — 4+4¢ 8¢ 0_¢<
h 0 ¢ > 2

Para os autores, a spline quartica tém apresentado resultados mais precisos que a
spline cibica, mas possui uma desvantagem, a derivada segunda nao é nula na fronteira
do suporte compacto.
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Figura 2.7: A fungao nucleo new quértico (2.11) e suas duas primeiras derivadas.
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2.4.1.1 Funcao duplo cosseno: a trigonometria a favor da simetria

Outras funcoes niicleo sao apresentadas pela literatura, entretanto, destaca-se a fun-
¢ao duplo cosseno (Double Cosine), proposta por Yang (2014) [32]. Sua principal carac-
teristica é utilizar a trigonometria para garantir a simetria dentro do suporte compacto.
Cumprindo perfeitamente todas as propriedades listadas anteriormente, acredita-se que a
duplo cosseno ganhe um espaco de destaque na literatura SPH.

A funcao duplo cosseno é expressa da seguinte forma:

W(g) = a { Heos (o) T pom (o) 13 020 <4 (212)

sendo k um fator escala e, as constantes de normalizagao iguais a:
a; = 1/(6kh); g = 7/[(37% —16)(kh)?] e a3 = m/[(47* — 30)(kh)?].

As derivadas primeira e segunda sao dadas, respectivamente por:

1o —4%sin(%¢’)—2%sin(%) 0<op<k
(o) = au { ; S0s
¢ 2 g 72 2w
W”(gb):a —4k—2COS(7)—4k—2COS(T) 0<op<k
" 0 k<o
2
o....... '......o
1 -... 0'.. .. .fmﬁ. ... ...-
° ." o° % .b .
o o'. .. ..'o %
o o0 .. ... .. ®0q .,
-1 ¢ ...'. : .......
727 L] : L]
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Figura 2.8: A fungao duplo cosseno (2.12) proposta por Yang (2014) e suas duas primeiras
derivadas.

Alguns testes numéricos para verificacao da precisao com as fungdes nicleo apresen-
tadas utilizando particulas fixas e uniformemente espacadas podem ser encontrados em
[30], exceto para a fungdo Duplo Cosseno. Executa-se neste trabalho outros testes numé-
ricos adotando o modelo de perturbacao candnica, entao determina-se o modelo de funcao
nucleo que apresenta os melhores resultados para os problemas investigados. Os testes
podem ser encontrados na secao 8.2.






CAPITULO

3

Smoothed Particle Hydrodynamaics

3.1 O método SPH

Desde sua introducao para resolver problemas astrofisicos em um espaco aberto tridi-
mensional em 1977, conforme relatos em |7, 15], o SPH tornou-se frequentemente estudado
para ser aplicado em uma variedade de problemas incluindo as equacoes de Navier-Stokes.

De acordo com [24], a discretizagdo no método SPH ¢é concebida por meio de um con-
junto de particulas, definidas como pontos do espaco, as quais estao associadas outras
propriedades individuais relacionadas a fisica do fendémeno simulado, tais como tempera-
tura, densidade, massa, etc.

No método SPH, o estado de um sistema ¢ totalmente representado por um conjunto
de particulas, isto é, além de representar o objeto da simulagao (fluido, sélido ou gasoso)
mostrando as propriedades fisicas, as particulas também sao utilizadas como a estrutura
computacional para calcular as aproximacoes necessarias para obter uma solucao numérica
para o problema. De acordo com [14], destaca-se que o SPH tem vantagens, por exemplo,
boa captura de superficie livre ou interface entre dois fluidos, tarefa esta bastante dificil
para os métodos que utilizam malhas [14].

O SPH foi originalmente construido para simulagao de escoamentos de fluidos com-
pressiveis, e portanto insatisfatorio para fluidos incompressiveis. Tendo em vista essa
lacuna, o método foi sendo aperfeicoado para que pudesse ser aplicado a esses casos. A
primeira medida adotada por em [18] foi considerar fluidos quase-incompressiveis, dessa
forma, o método foi denominado de WCSPH ( Weakly Compressible Smoothed Particle Hy-
drodynamics). Uma outra medida adotada por [4] baseia-se no método da proje¢ao, onde
o calculo da pressao é realizado através de uma equacao de Poisson, com isso considera-se
fixa a densidade das particulas. A esse método deram-no o nome de ISPH (Incompressible
Smoothed Particle Hydrodynamics).

3.2 Operadores SPH

Tendo em vista a motivagao de aplicar o método SPH para obter uma solu¢ao numé-
rica aproximada para as equacoes de Navier-Stokes, torna-se uma tarefa indispensavel a
obten¢ao de uma aproximacao numérica para os operadores divergente, gradiente e la-
placiano. Nesse sentido, apresenta-se o método SPH para tais aproximagoes, conforme
[25, 30]. Essa apresentagao nem sempre é bastante detalhada na literatura SPH.

33
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3.2.1 Operador divergente

Uma primeira aproximagao para o divergente de uma fungao f seréd chamada de ope-
rador divergente SPH I, e pode ser expressa da seguinte forma discreta:

m .
(V- fxi)) = =D —Lf(x;) - VWi, (3.1)
jev; I
sendo W;; = W(x; — x;; h).
Veja que na equagao (3.1) o gradiente do nicleo VW esta em relagao a particula j,
entao usando a propriedade de simetria no ntucleo tem-se:

vzW(XZ — Xj;h) = ﬁ% — _ (_ﬂam/w

) = -V, W(x; —x;; h),

Tij aTij Tij an
sendo x;; = X; — X; e rj; = ||x;;]| . Portanto, a equacéo (3.1) pode ser reescrita como:
m .
(V- f(xi)) = Z — f(x5) - ViWi. (3.2)
jevi Y

Tendo como base as identidades abaixo, Monaghan [19] define duas novas aproximagoes
para o operador divergente.

V-(pf)=pV-f+f-Vp, (3.3)
f ) pV-f—f-Vp
V=)= . .
<p P’ @4
Estas duas identidades podem ser reescritas como:
VS = V(o) = -V (35)
V-f:p{V~<i>+é-Vp}. (3.6)
p) p
E sua forma discreta pode ser representada por:
1
(V- f(xi)) = p_ LZ m;(f(x;) — f(x:)) - ViWi; | (3.7)
1 E‘/Z
e
(V- f(xi)) = pi [Z m; (fS;j) + fS;)) -ViWi; (3.8)
eV j i

A equagao (3.7) sera chamada de operador divergente SPH II ¢ a equagao (3.8)
de operador divergente SPH III. Uma caracteristica desses dois operadores discretos
é que a interagao entre particulas aparecem explicitamente.

3.2.2 Operador gradiente

Uma primeira aproximacao para o gradiente de uma fungao f sera chamada de ope-
rador gradiente SPH I, e pode ser expressa da seguinte forma discreta:

(V) = T f(x,) VW (3.9)

jev; I
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De maneira analoga ao caso do operador divergente tem-se as seguintes identidades.

Vf=-=[V(pf)— Vo],

Vf:p[V(i)—l—iQVp].
p) p

Reescrevendo-as na forma discreta, obtém-se os seguintes operadores gradiente:

bl’—‘

(VF(x)) o Lzmj — () VWi |, (3.10)

(VI x) = p Lij (f5+ 2 >)vm]- (3.11)

icV; p] pz

A equagao (3.10) sera chamada de operador gradiente SPH II e a equagao (3.11)
de operador gradiente SPH III.

Nota: os operadores divergente e gradiente SPH I, IT e III podem ser chamados de
operadores SPH basico, diferenca e simétrico, respectivamente.

3.2.3 Operador laplaciano

Uma primeira aproximacgao para o laplaciano de uma funcao f serd chamada de ope-
rador laplaciano SPH I, e pode ser expressa da seguinte forma discreta:

(V) =3 T F(x)) VEW (x; — ;3 h). (3.12)
jev; Y

Lembre-se que o operador laplaciano no espagco euclidiano é o divergente do gradiente
(V2 =V - (Vf)), com isso dada uma propriedade escalar p na particula, define-se uma
nova propriedade g = Vp dada pelo gradiente da propriedade p. Para isso utiliza-se um
dos operadores gradiente SPH. Em seguida, utiliza-se um dos operadores divergente SPH
e obtém-se uma aproximacao para V-g. O resultado obtido apos essas duas aproximacgoes

é uma aproximacao para o laplaciano, conforme mostrado abaixo:

V-g=V-Vp=Ap. (3.13)

Pode-se usar, como exemplo, os operadores gradiente e divergente SPH (3.10) e (3.7).
Desta forma, obtém-se o seguinte operador laplaciano SPH II dado pela seguinte
expressao:

(V? ng (VI(x)) = (Vf(xi))) - ViWi] (3.14)
sendo, l
(Vf(xx)) Zmz — f(x)) ViWal.

A desvantagem dessas aproximacoes estd na necessidade de realizar, para cada par-
ticula, dois somatorios para obter a aproximacao do operador laplaciano, tornando o
processo computacional muito caro. Uma forma de contornar essa limitagao é usar apro-
ximagao baseada na série de Taylor. Para uma fungao f(x), sendo x = (x,y), a série de
Taylor, até os termos de segunda ordem, sobre um ponto x = (a,b), é dada por:
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o) = Flab) + (o - )5 (@) + (5 - D @)
—i—% ((x - a)Q%(a, b) + (y — b)QZ—yj;(a, b)) (3.15)
21 e
Ha = )y = By (a) + Ol — x|

Da equagao (3.15), desprezando os termos superiores aos de segunda ordem, obtém-se
uma aproximagao para f:

o) = flah) + (@ = F @) + (= b5 (0.
—i—% ((:L‘ - a)2%(a, b) + (y — b)QZ—yé(a, b)) (3.16)
+(zx—a)(y — b);x—éfy(a’ b).

Por meio da aplicacao das propriedades de normalizacao e simetria do nicleo W,
Monaghan e Cleary [21] mostraram alguns resultados em um de seus trabalhos:

/(x — x’)iVW(x —x';h)dx' =0
Q

e —x|*

x—x)i(x —x 27X gw x — x';h)dx' = §;,
o j

J 12
Ix — x|
sendo 0;; o Delta de Kronecher, definido por:
5. — 1, sei=y
Y10, sei#E g

Ao efetuar a multiplicacao entre

(VQf(x)>:/Qf(x’)V2W(x—x’;h)dx’

x —x
XX UW(x X h),
[Ix — x|
e logo apds, integrando-a e aplicando os resultados de Monaghan e Cleary, obtém-se o
seguinte operador laplaciano:

V2f(x) = 2/Q H(x —x\'VW(x — x'; h)dx'. (3.17)

A equagao (3.17) sera chamada de operador laplaciano SPH III, sendo a sua forma
discreta dada pela seguinte expressao:

jevi Y gl
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Uma das vantagens dessa aproximagao ¢ o calculo direto do operador laplaciano, isto
é, nao ha necessidade de calcular outras aproximagoes.






CAPITULO

4

Concepcao Numeérica das Particulas do
Método SPH

4.1 Modelos de distribuicao das particulas

As particulas podem ser distribuidas sob diferentes formas dentro do dominio do pro-
blema. Nesse trabalho, apresentar-se-a trés modelos distintos de distribuicao.

4.1.1 Distribuicao uniforme
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Figura 4.1: Distribuigao de 225 particulas no dominio com distancia uniforme entre elas.

Observa-se na Figura 4.1 trés tipos de particulas: verdes, vermelhas e azul. As verdes
compoem o conjunto geral de particulas distribuidas uniformemente no dominio. As
vermelhas, chamadas de x; na defini¢ao, sao as particulas contidas no suporte compacto
da particula x;, mostrada em azul. As particulas vermelhas e azul sao as tnicas utilizadas
no calculo de aproximagao da f na posicao x;. Este célculo é repetido até que todas
as particulas do dominio tenham exercido a funcao de x;, concluindo essas operacoes
obtém-se uma aproximacao para f. Para os casos onde ha movimento das particulas, o
recrutamento das particulas no suporte compacto precisa ser refeito ao longo de todo o
processo de simulagao para cada instante de tempo. Quando as particulas estao fixas, o

recrutamento é realizado uma tnica vez.

39
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4.1.2 Distribuicao perturbada

Com base em uma distribuicao uniforme, define-se um modelo de perturbagao canénica
[6] sob influéncia de um raio R, da seguinte forma:

R = nAx,

onde 1 € [0,0.5] e Ax é a distancia uniforme entre as particulas ndo perturbadas.

15

0.5

O  Particulas uniformes
O Particulas perturbadas
T T

0.5 1 15

(4.1)

Figura 4.2: Perturbacao canonica de particulas com distancia irregular, randoémica e limitada

por um raio R.

Dessa forma, a distribuicao perturbada consiste em transladar em qualquer direcao e
sentido as particulas uniformemente distribuidas para posi¢oes geradas de modo rando-
mico, de tal forma que permanecam contidas na regiao limitada pela circunferéncia de

raio R, conforme mostrado na Figura 4.2.

Uma caracteristica importante desse método de distribuicao das particulas é o ta-
manho de R. Sendo ele constituido pelo produto nAx, isso impede que aconteca uma
sobreposicao ou colisao entre duas particulas vizinhas.
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Figura 4.3: Distribuigao de 225 particulas perturbadas no dominio.

A Figura 4.3 mostra uma distribui¢ao com distancia irregular, randoémica e limitada

por um raio R, conforme Figura 4.2.



4. Concepcao Numérica das Particulas do Método SPH 41

1r PO ®o ©OD @8 ® 00 B8 89 ¢
0 Copp0VDp @Po ¢@ @
Cow ©®0 gV g o eV o
08r Oop ©®p PP PO B
90 ©® e 0w ®p ®©® 06 o0 o
@ ® ®®® ©O0 0 0 pH O
061 Co/e®e® ® 8B/ 0 P o
®] e 9@ @9 ®po ®® oo
04l Co® g ®P® ®@® 0 0 8 »H» ®o @
QO pe@® @450 PoH® OB o ©
VDO OFTY® 000 ©O @
0.2k QOO 6 ©9 0 P ©® 9
5 0 oo - - —2
00 &9 o p q O  Particula gerais uniformes
ok o ©® ®o ¢ d O  Particulas gerais perturbadas
® Particulas influentes
® Particulai
-0.2 - : : : : - !
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

Figura 4.4: Comparagao entre as particulas uniformemente distribuidas e suas posigoes apos
aplicada a perturbagao canonica.

Observa-se na Figura 4.4 que ha dois tipos de particulas gerais: uniformes e as pertur-
badas. Essa representacao tem a finalidade de evidenciar a perturbacao realizada sobre
as particulas uniformes, e deixar claro que apenas as perturbadas estao sendo utilizadas
no célculo da aproximagao.

4.1.3 Distribuicao caética

Particula i
Particulas influentes

Particulas de fluido gerais
T o
0.8 1

Figura 4.5: Distribuigao de 225 particulas de forma cadtica no dominio.

Justamente por receber esse nome, o método caético de distribuicao das particulas é
o mais realista e, por sua vez, agressivo. Sua distribuicao de particulas é independente,
podendo ocasionar acimulo em determinadas regioes e, espacos vazios ou com poucas
particulas em outras. A tnica garantia que se tem é, todas as particulas estarao dispostas
dentro do dominio.

4.2 Recrutamento de particulas no suporte compacto

Uma caracteristica do SPH ¢ o dominio de influéncia que a fungao ntcleo determina,
também chamado de suporte compacto da particula x;. Este suporte compacto possui um
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numero finito de particulas, que podem ser denominadas particulas influentes ou vizinhas.
Sao fundamentais na aproximagao de f numa determinada posicao x;.

Os métodos meshfree sao caracterizados pelo movimento das particulas dentro do
dominio em funcao do tempo, condicao essa favoravel & mudancas nos suportes compactos,
ou seja, o conjunto de particulas influentes pode variar em cada instante de tempo. Dessa
forma, surge uma preocupacao com a forma de recrutamento das particulas influentes.
Destaca-se duas formas de tratamento desse caso, a primeira delas é o recrutamento por
forca bruta e a segunda sera por malha uniforme.

4.2.1 Recrutamento de particulas influentes por forca bruta

Esse processo de recrutamento por forga bruta consiste em calcular a distancia entre
a particula x; e todas as outras contidas no dominio. Conforme ja mencionado, toda par-
ticula exercera a fun¢ao de x; em um determinado momento, sendo assim, esta estratégia
de recrutamento ¢ computacionalmente cara, tendo uma complexidade de O(N?), onde
N é o numero de particulas inseridas em cada dire¢do no dominio (total de particulas é
N?), independente do método de distribuigao.

4.2.2 Recrutamento de particulas influentes por malha uniforme

Um método mais adequado que o anterior, consiste em associar uma malha uniforme
ao dominio do problema, a distancia entre os noés possuem tamanho kh devido ao raio
do suporte compacto, isso torna as células quadradas. Dessa forma, percebe-se que as
particulas influentes estarao obrigatoriamente na mesma célula ocupada pela particula x;
ou nas células imediatamente vizinhas, conforme mostrado na Figura 4.6. Por conseguinte,
o recrutamento das particulas que possuem uma distancia menor ou igual a kh esta
condicionada ao calculo da distancia entre x; e suas vizinhas pertencentes as 3" células,
onde n é a dimensao do espago. O recrutamento por malha uniforme tem complexidade
O(N) sendo muito empregado nos casos onde h é constante em toda a simulacao [24].
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Figura 4.6: Recrutamento de particulas influentes utilizando malha uniforme e distribuigao
cadtica.

A area em cinza representa o espago onde sera realizado o recrutamento. As particulas
vermelhas representam o resultado da busca.
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4.3 Tratamento de fronteira

A disposicao das particulas na regiao de fronteira é um fator de suma importancia
para o método SPH, a pergunta que se faz é: ha particulas suficientes bem proximas
a fronteira? No momento do recrutamento, somente as particulas internas a fronteira
serao capturadas, pois considera-se influentes no suporte compacto apenas as particulas
com essas caracteristicas. Nos casos de distribuicao uniforme, perturbada e cadtica das
particulas, nao ha nenhum tipo de insercao externa ou coincidentemente sobre a fron-
teira. Nesse contexto, cria-se uma forma de tratamento para que o método possa atender
as especificidades dos mais variados tipos de simulagoes, principalmente onde haja pro-
priedades fisicas nao nulas nessa regiao, por exemplo. Para esses casos, denominam-se:
tratamento de fronteira por particulas fantasmas e tratamento de fronteira por particulas
dummy.

4.3.1 O tratamento de fronteira por particulas fantasmas

O tratamento de fronteira por particulas fantasmas consiste em introduzir particulas
na regiao externa e exatamente sobre a fronteira. Sao dois os tipos de particulas fantas-
mas, as particulas fantasmas do tipo I, introduzidas por Monaghan [18] e as particulas
fantasmas do tipo II, introduzidas por Libersky e Petscheck [11].

As particulas fantasmas do tipo I atuam com forca de repulsao sobre as particulas
internas do dominio quando elas se aproximam da fronteira. Elas sao inseridas sobre a
fronteira e participam das aproximacoes das particulas internas do dominio. Entretanto
a posicao e as propriedades fisicas permanecem fixas no processo de simulagao. Sua
principal funcao é impedir que as particulas internas penetrem a fronteira. A forca de
repulsao sobre uma particula interna x; e uma particula fantasma do tipo I x, ¢ originada
pela seguinte expressao:

sendo X;; = X; — Xg, Tig = ||Xi4|| . Os parametros ny e ny sdo usualmente adotados como
12 e 4 respectivamente e D é um parametro vinculado ao problema e deve possuir a
mesma ordem de grandeza do quadrado da maior velocidade esperada no escoamento. O
parametro rg é o raio de interacao de uma particula fantasma do tipo I com as particulas
do interior, convencionalmente estabelecido como um valor proximo a distancia inicial
entre as particulas interiores.
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Figura 4.8: Ampliagao do esquema de particulas fantasmas do tipo I e II da Figura (4.7).
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As particulas fantasmas do tipo II, por sua vez, também nao evoluem ao longo do
processo de simulagao. Sua lei de formagao constitui-se da seguinte forma: para cada
particula x; localizada dentro de uma faixa de largura kh, a partir da fronteira, uma
particula fantasma ¢é colocada simetricamente em relagao a propria fronteira na parte
externa do dominio. Elas tém a mesma densidade e pressao que as particulas internas
correspondentes, mas velocidade é oposta. As particulas fantasmas do tipo II podem ser
aplicadas tanto para tratar fronteiras sélidas como para superficies livres.

4.3.2 Particulas dummy

O tratamento de fronteira por meio de particulas dummy se d& pela imposicao de
camadas de particulas fixas, sendo a primeira localizada exatamente sobre a fronteira, e
as demais igualmente espacadas conforme as caracteristicas estabelecidas pelo problema.
A partir disso, define-se os valores da pressao e velocidade nas particulas dummy fixadas
sobre a fronteira e, replicadas para as demais particulas dummy. Observa-se na Figura
4.9 a aplicagao, na parte superior, desse tratamento proposto por Koshizuka e Oka [§].
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Figura 4.9: Esquema de particulas dummy.

Ha algumas especificidades de tratamento para casos onde existam quinas na geometria
do dominio. Quando as particulas fluido encontram-se internas a quina, as propriedades
das particulas dummy que estao sobre a quina sao repetidas as particulas dummy na regiao
da quina, (veja a Figura 4.10(a)). No entanto, quando as particulas fluido encontram-se
na parte externa da quina, as particulas dummy que estao na diagonal relativa a particula
dummy de quina tem valor definido como a média das quatro particulas vizinhas, conforme
mostra a figura 4.10(b).
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Figura 4.10: Esquema de particulas dummy nas quinas (a) externa, e (b) interna.

Estrutura do cédigo para aproximacao do operador

gradiente

Escolha de um modelo de fungao ntcleo.

Construcao do preambulo: nele declara-se todas as informagoes, tais como valores
de alguns parametros e escolha de cases.

Escolha do case que determina o modelo de discretizacao. Entre as opgoes estao:
discretizacao uniforme, discretizacao perturbada e discretizacao cadtica.

Escolha do case que determina o modelo de operador gradiente que sera utilizado
nas aproximacoes, sendo eles, operador SPH I, SPH II e SPH III.



4. Concepcao Numérica das Particulas do Método SPH 46

d.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.

19.

Escolha do modelo de campo (constante, linear, quadratico, etc).

Apenas para a discretizacao perturbada:

(a) Criagao dos vetores com as posigoes das coordenadas z e y obtidas por meio
de uma discretizagao uniforme.

(b) Desordenacao dos vetores da etapa anterior por meio do modelo de perturbagao
candnica. De maneira geral, o processo consiste em transladar as particulas
para outras posicoes geradas randomicamente mas com uma limitacao, con-
forme a definicao do modelo.

(c) Armazenamento em vetores (ou matriz) das novas coordenadas das particulas
perturbadas.

Apenas para a discretizagao caética:

(a) Criagao dos vetores com as posigoes das coordenadas z e y obtidas por meio
de valores randomicos e sem lei de formacao.

Calculo e armazenamento da distancia entre uma particula e todas as outras. Pro-
cesso realizado por modelo de for¢a bruta com esforgo computacional de ordem
O(N?), onde N ¢ o ntimero de particulas.

Recrutamento das particulas nos respectivos N suportes compactos. Esse recruta-
mento armazena a posicao das particulas em duas matrizes de ordem N2,

Calculo da distancia entre as particulas sobre a fronteira e das internas ao dominio.
Recrutamento das particulas que distam da fronteira no maximo kh.

Recrutamento das particulas que distam dos quatro cantos (dominio quadrado) no
méaximo kh.

Criacao e armazenamento das particulas fantasmas do tipo II para as particulas
recrutadas nas duas ultimas etapas.

Criacao das matrizes “Completas” para cada dire¢ao (suas linhas trazem as posigoes
das particulas recrutadas pelo suporte compacto e também as fantasmas do tipo IT).

Criacao do vetor que contém o numero de particulas de cada uma das linhas da
matriz “Completa”.

Calculo da solugao exata.

Calculo da solucao aproximada para o operador gradiente SPH I, SPH II ou SPH
III, conforme selecionado no preambulo.

Organizacao dos resultados para plotagem grafica.
Célculo das condigoes de consisténcia.
Célculo dos erros locais.

Calculo do erro global.



CAPITULO

5

Consisténcia do Nicleo SPH: analise
com distribuicao uniforme das
particulas

Tradicionalmente no método de diferengas finitas (MDF'), o conceito de consisténcia
estabelece o quanto um sistema de equacgoes discretas se aproxima das equacgoes diferenci-
ais que modelam o problema em questao. De acordo com [24], num problema consistente
a existéncia de estabilidade é uma condicao necessaria e suficiente para que haja conver-
géncia do sistema linear.

De maneira semelhante, a série de Taylor pode ser utilizada para analisar as aproxi-
macgoes SPH. Primeiramente, a andlise é considerada sobre as aproximagoes continuas do
método SPH, oriundas das representagoes integrais de uma funcao e suas derivadas. Em
seguida, define-se quais propriedades devem ser satisfeitas para que o nicleo SPH seja
consistente, de tal forma que as aproximagoes tenham certa ordem de precisao.

5.1 Aproximacao de uma funcao

Seja f uma funcao, a convolugao entre ela e o niicleo W define a representacao integral
da funcao f:

f(x) = /Qf(x')W(x —x';h)dx'. (5.1)

Supondo que f seja suficientemente derivavel, podemos expandir f(z) em série de
Taylor ao redor do ponto x

o) = 3o IS (X ;X/)k Lo (X ;X')W , (5:2)

k=0

de onde, substituindo essa série de Taylor (5.2) na representagao integral (5.1), obtém-se

Fx) = kz; (—1>kh]:!f<k>(x) /Q (X;X/)kW(x—x’;h)dx’—i—O (x;x’)"ﬂ' 5.3

Comparando os dois lados da igualdade (5.3), pode-se dizer que a representacao inte-
gral de f é uma aproximagao de ordem n, se as condigoes abaixo forem cumpridas.
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My, = /W(x—x’;h)dx’zl

M, = /Q(x —xX)W(x—x;h)dx' =0
M, = /(x —x')*W(x —x;h)dx' =0 - (5.4)

M, = /(x —x)"W(x —x';h)dx' =0
\ Q
Os termos M, sdo chamados de momentos do nucleo. Note que na equagdo (5.4)
o momento M, é a propriedade de normalizacao e o M; é uma propriedade de ntucleos
simétricos. Se os dois primeiros momentos sao cumpridos, entao garante-se que f(x) é
recuperada com ordem 1.

5.1.1 Aproximagao das derivadas de uma fungao

Por conveniéncia, discute-se aqui as aproximacgoes da primeira e segunda derivadas de
uma funcao. Mas esta abordagem nao impede que haja uma extensao para derivadas de
ordens superiores.

5.1.1.1 Primeira derivada

De maneira analoga, pode-se fazer uma anéalise da representagao integral da primeira
derivada de f:

£(x) = /5 F)W (x — X h) - ndS — /Q £V (x — xs h)dx. (5.5)

Sendo assim, no primeiro termo do lado direito da equagao (5.5) obtém uma integral
de superficie, sendo S = 0f) a superficie e n o vetor normal unitirio a superficie S.

Os momentos da derivada do nticleo sao dados por M}, e se as relagoes (5.6) e (5.7)
sao satisfeitas, entao f’(x) é recuperada com ordem n.

(
My = /W’(X—X’;h)dx’:o

M, = /q(x—x’)W’(x—x’;h)dx': 1

M, = /q(x — X)W (x — x'; h)dx' =0 (5.6)

M, = /(X —x)"W'(x —x';h)dx' =0
Q

W(x —x';h)|s = 0. (5.7)

A restrigao (5.7) implica que a integral de superficie é nula para qualquer funcao
arbitraria.

/Sf(X)W(x —x',h) -ndS = 0.
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A primeira expressao da equagao (5.6) é na verdade uma outra forma da representagao
de (5.7) como observa-se em seguida.

/Q(l)W’(x — X' h)dx' = /S 1W(x — x; h) - ndS — /(1)W’(x — X' h)dx’

Q

= /(1)W’(x —x';h)dx' = / IW(x —x';h)-ndS =0.
Q S

As demais relagoes podem ser escrita sob a forma:

My =kM,_, para k=12 ..n.

De fato,
1
M, = X—X/kWX—X/;th/:——/ x — X)W (x — x'; h)dx’
o= e W= = — s [ X)W = i)
1 k41 /
:_(k‘—i—l) S(X—X) W(x —x';h) -ndS
—l—;/(x—x’)k“W’(x—x"h)dx’ = ;M
EnA ; 1 e

Desse modo pode-se verificar as demais relagoes. Sabendo que a condicao M, é satis-
feita tem-se M; também satisfeita. Assim, pode-se concluir que f’(x) é recuperada com
ordem 1.

5.1.1.2 Segunda derivada

De maneira analoga, pode-se fazer uma analise da representagao integral da segunda
derivada de f:

f(x) = /Sf'(x')W(x —x';h) - ndS — /Q f(XYW'(x = x'; h)dx'. (5.8)

=l
I

/ W"(x —x';h)dx' =0

/(x —xX"YW"(x —x';h)dx' =0
j(x —x W' (x —x'; h)dx' =2, (5.9)

Q

=
I

Bl
I

n = /(x —x')"W"(x —x';h)dx' =0
Q
Wi(x—x";h)|s =0 (5.10)

W'(x—x";h)|s=0 (5.11)
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Portanto, pode-se verificar as demais relagoes através da equacao (5.11). Os momentos

My, M, e My sdo cumpridos, conclui-se entdo que f”(x) é recuperada com ordem 2.

Dessa forma, percebe-se que uma ordem n de precisao para a funcao e suas duas
primeiras derivadas s6 sera atingida se a fungao nucleo satisfazer as equagoes (5.4), (5.6)
e (5.9).

Contudo, para garantir a convergéncia, uma funcao discretizada usando o método de
diferencas finitas deve satisfazer um determinado grau de consisténcia. Sabe-se que o grau
de consisténcia é constituido pela maior ordem polinomial exatamente reproduzida ao se
utilizar uma fungao base [10]. A representagao integral reproduz fielmente polinémios de
grau menor ou igual a n desde que os momentos (5.4) sejam cumpridos pela func¢ao nicleo

[14].

5.2 Consisténcia da aproximacao por particulas

Viu-se anteriormente o conceito de consisténcia para as representacoes integrais. No
entanto, essa consisténcia nao pode ser assumida pelo método SPH devido ao segundo
passo de sua estruturagao: a aproximagao por particulas.

O problema caracteriza-se pelo fato de que as aproximagoes dos momentos M, da
equagao (5.9) nao sao cumpridos em métodos de particulas |23, 2|. Esse problema é
denominado como: inconsisténcia de particulas. A forma discreta da equagao (5.4) é
dada por:

( N
j=1
N
(x —x;,))W(x —x;;h)Av; = 0
; ’ ’ ’ (5.12)

M-

(x —x;)"W(x —x;;h)Av; = 0

1

\J
sendo N o namero de particulas que pertencem ao suporte compacto da particula locali-
zada em x.

As condigoes de consisténcia podem nem sempre ser cumpridas, isso ocorre quando
nao ha distribui¢ao uniforme das particulas, Figura 5.1(a), havendo também truncamento
da funcao nicleo na fronteira, a simetria de W bem como das particulas é prejudicada,
assim, verifica-se pelas equagoes 5.12, a consisténcia por particulas. Um exemplo simples
do truncamento da funcao nticleo na fronteira do dominio pode ser observado na Figura
5.1(b), independente do modelo de distribuigao das particulas. Nesses casos, apenas héa
influéncia das particulas que estao dentro do dominio do problema e contidas no suporte,
um tipico modelo que caracterizaria a inser¢ao de particulas fantasmas, logo a primeira
expressao da equagao (5.12) difere de 1, e as demais expressoes da equagao nao sao nulas,
consequéncia do truncamento da func¢ao nicleo na fronteira.

H&a também o caso em que as particulas sao distribuidas de maneira nao uniforme.
Assim, até as particulas cujo o suporte compacto nao intercepta a fronteira, poderiam
nao cumprir as condigdes de consisténcia, Figura 5.1(c).
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Figura 5.1: Representagao de uma fungao nucleo com diferentes distribui¢oes de particulas e
truncamento na fronteira. Fonte [24]
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Conforme as legendas da Figura 5.1, em (a) encontra-se as particulas pertencentes ao
suporte compacto com distribui¢ao uniforme; (b) destaca o caso de colisdo entre o suporte
compacto e a fronteira do problema; (c) as particulas distribuidas de maneira perturbada
ou caotica dentro do suporte.

Ha diversas maneiras de tentar obter as condicoes de consisténcia para o modelo dis-
creto. Liu, Liu e Lam [12]| descrevem um algoritmo para a construgao de nicleo polinomial
de grau n, sendo ele

W(x —x;) = bo(x, h) + bi(x, h) (%) + by(x, R (X _hxj>2 +o

= W(x —x;) :Izk;bf(x, h) (X_hxj)l. (5.13)

de forma que as condigoes de consisténcia discretas para uma aproximacao de ordem n
(equagdo (5.12)) sejam cumpridas.
Apos algumas manipulagoes, a equagao (5.12) pode ser reescrita da seguinte forma:

> (St (52

k X — X, I+17
br(x, h J) Av; = 0,
2 b )( h ’ (5.14)

AU]‘ = 1

ma(x, h) = i (X _hxj)k Av;, (5.15)

J=1

os coeficientes br(x, h) sdo determinados pelo algoritmo ao resolver o seguinte sistema:

mo(x,h)  my(x,h) -+ m(x,h) bo(x, h) 1
mi(x,h)  mo(x,h) - myii(x,h) by(x, h) _ 0
e, h) M () - e h) || be(h) 0

Apos a determinagao dos coeficientes b;(x, h), o nicleo polinomial da equacao (5.13)
estabelece uma aproximagao por particulas com consisténcia de ordem n. No entanto,
algumas caracteristicas devem ser levadas em consideracao:

e Custo computacional elevado, pois o método consiste em construir uma matriz de
momentos e resolver o sistema originado por ela para cada particula.

e A matriz deve ser nao-singular e, portanto, a distribuicao das particulas deve satis-
fazer certas condigoes.

e As propriedades, positividade e simetria da fungao nicleo podem nao ser cumpridas.



CAPITULO

6

Influéncia da Desordem das Particulas

e do Comprimento de Suavizacao Sobre
os Operadores SPH

Originalmente, conforme [17]|, mostrou-se que a interpolacdo SPH é continua e con-
sistente de segunda ordem, por outro lado, o SPH é conhecido por perder consisténcia
em malhas perturbadas, entdao, Quinlan [26] destacou que a aplicagaio SPH sobre estas
malhas induzira um erro de discretizagao adicional (de magnitude O(h) ou divergente em
%, sendo h o comprimento de suavizagao) que pode ser predominante, dependendo do
nivel de perturbacao e relagao entre a razao %, onde Ax é o espagamento das particulas
nao perturbadas.

E possivel observar por meio de relatos em [27], a perda de precisao dos operadores
gradiente e laplaciano numa malha perturbada utilizando o MPS, relacionado ao SPH, e
define-se em [1] uma medida de desordem das particulas com a estimativa da influéncia
na precisao de um tipo de expressao do gradiente. Para contornar este problema de
inconsisténcia, uma alternativa é estimar o erro introduzido pelos operadores SPH, e
escolher o mais robusto.

A anélise é baseada na utilizagao de particulas fixas mas desordenadas, ou seja, que
estao espacialmente dispostas de forma randémica, e nao mais uniformemente distribui-
das. Sao efetuados varios testes visando verificar a influéncia de uma dada desordem, o
comprimento de suavizagao e um nimero crescente de particulas, para os operadores SPH
(gradiente e laplaciano).

Considera-se a desordem canonica, conforme [6], que especifica uma reconfiguragao
de particulas uniformemente distribuidas por meio de uma perturbacao leve que muda
randomicamente a posicao de cada uma das particulas.

6.1 Desordem canodnica de particulas

A perturbagao canonica esta definida para o caso bidimensional, como uma mudanca
aleatoria de particulas do seu estado de equilibrio e internas a uma circunferéncia de raio
R=nAx, com n € [0,0.5], onde Ax é a distancia entre as particulas nao perturbadas. O
parametro 6 (equagao da circunferéncia) é escolhido aleatoriamente com variacao de 0 a
2m. O caso tridimensional procede de maneira analoga.

A Figura 6.1 destaca a regiao de perturbacgao de uma particula que é limitada por uma
circunferéncia de raio R. Nela consta alguns exemplos de onde a perturbagao canonica
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poderia transladar a particula.

0.5F [©] (@]
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05} ° @ Particula i ndo perturbada

O Possibilidades para particula i
R=nAx
[ ] Area de movimentagéo

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5
Figura 6.1: Esquema de desordem ou perturbagao candénica de particulas com Az = Ay.

A perturbacao 7 varia num intervalo semi-fechado de tal forma que o maximo valor
assumido seja incapaz de gerar uma sobreposicao de particulas, evitando também uma
aglomeracao numa mesma regiao. Dessa forma, quando 71 tender a 0.5 a particula nunca
atingiré %Am. Os valores atribuidos para 1 em todas as simulacoes neste trabalho sao
aleatoriamente escolhidos de acordo com o modelo de perturbacao candnica. Utiliza-se
alguns dos valores de 7 encontrados em [?| para analise comparativa.

6.2 Modelo de malha para testes numéricos

Os testes serao conduzidos em uma malha bidimensional, quadrada de comprimento
L fixo. As particulas fantasmas nao serao utilizadas nas primeiras verifica¢oes, a fim de
nao embutir influéncias da fronteira no erro de consisténcia, entretanto farao parte das
analises globais. Adota-se a razao & fixa, e o comprimento de suavizacao é estudado
variando o valor de Ax.

Para os testes de consisténcia, o ntimero de particulas ¢ mantido constante, enquanto
nos testes dos operadores, o comprimento L é constante, de modo que o ntmero de

particulas aumenta quando Az diminui.

6.3 Avaliacao da consisténcia

6.3.1 Definicao

2

A consisténcia é comumente estudada por meio de uma distribuicao uniforme das
particulas, de certa forma, equivalente a uma malha regular. Na pratica dificilmente
isso acontece. Assim, considera-se uma distribuicdo randémica, ou, em outras palavras,
pergunta-se, de que maneira uma desordem, por exemplo, representada por uma pertur-
bacao na regularidade das particulas, influencia a precisao do método?

Dessa forma, a consisténcia é estudada como a capacidade do método em resolver um
problema com solucao polinomial, de forma a recuperar a n-ésima derivada do polinomio
de p-ésima ordem e rotulado de . Note que a recuperagao do polindmio nao garante
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que suas derivadas também sejam recuperadas. Portanto, é preciso levar em conta a
consisténcia para as derivadas também.

As quatro primeiras condigoes de consisténcia sao, CQ, C3, C¥ e C1, e suas expressoes
SPH sao descritas como:

Y VW, =1 (6.1)
STVivw; = 0 (6.2)

D Vix VWi = 0 (6.3)
SV VW, = 1, (6.4)

onde V', V, ® e I sao respectivamente, volume, operador gradiente, produto tensorial e a
matriz identidade. Cumprindo as quatro condigoes acima, pode-se afirmar que é possivel
recuperar uma funcao linear e sua primeira derivada.

6.3.2 Funcoes erro

Cada condigao de consisténcia C ¢ quantificada por uma fungao de erro local £, em
cada particula, definido por uma norma L2, conforme [6].

i = (Z Vsz‘j—l)Q (6.5)

2
&: = |>oviows o w2 (6.6)
21
&, = ZVszjVWij—OH 73 (6.7)
2
g = [Xvevwy -1 (6.8)

Fungoes &, sao nulas quando a consisténcia é perfeitamente cumprida e, aumentam
a medida que falta consisténcia. A segunda equacao ¢ multiplicada por h? e a terceira
dividida, isso para recuperar um erro normalizado de acordo com [6].

A fungao erro global EJ ¢ a raiz quadrada do erro local médio incluindo as particulas

de fronteira.
EI’} = \/<£g>. (6.9)

6.3.3 Resultados de testes da consisténcia

Como conclusao, as quatro primeiras condi¢oes de consisténcia sao sempre recuperadas
sobre malhas regulares, enquanto que nenhuma delas estd perfeitamente cumprida em
malhas perturbadas. Os residuos mostram uma dependéncia linear sobre a pertubacao
candnica, sendo maior em C}. Quando o ntimero de particulas aumenta, C? é recuperado,
enquanto C{ e C{ mostram um residuo constante e Cj diverge. Este altimo ponto é uma
séria limitacao do SPH em simular pequenos problemas e executar testes de convergéncia.
Outra analise desenvolvida, de forma analoga, considera a variacao do comprimento de
suavizacao.

6.4 Avaliacao do operador gradiente SPH

A avaliagao da precisao do operador gradiente é realizada mantendo o tamanho do
dominio constante e efetuando a diminui¢ao do comprimento de suavizagao, o que carac-



6. Influéncia da Desordem das Particulas e do Comprimento de Suavizacao Sobre os
Operadores SPH 56

teriza a necessidade de aumentar o niumero de particulas para que nao haja uma queda da
quantidade delas no suporte compacto. Como o comportamento de uma experiéncia rea-
lista independe de qualquer malha, o fator escala de normalizacao k, utilizado na funcao
ntcleo esta diretamente vinculado a dimensao L do dominio e nao de h.

6.4.1 Tipos de Gradiente

Seguindo [6], os trés tipos de operador gradiente vistos anteriormente serdo reescritos
aqui seguindo uma abordagem de volume:

Go = Y Vif(x;)VWj (6.10)
Gy o= Y Vi(f(x) + f(x:)) VIV (6.11)
G- = D Vif(x)) = f(x:)) VIV (6.12)

O Gy corresponde a expressao candnica do operador gradiente, ou seja, equivalente
ao SPH I. G_ e (G, sao respectivamente, equivalentes aos operadores SPH 1I e SPH
III. O propésito de G é conservar localmente o momento linear, por outro lado, G_ é
construido para assegurar que o gradiente de um campo escalar sera nulo, mesmo que C}
nao seja assegurada. Note que Gy e G_ nao conservam localmente o momento linear.

6.4.2 Funcao da condigao de consisténcia C} na estimativa do
gradiente

Escrevendo o operador gradiente G em termos gerais, tém-se

Vicro = O Vi(f(x)) + K f(x:)) VIV, (6.13)

e, consequentemente, ap6s uma manipulagao algébrica
Vs = Y Vif () VWi + K f(x;) Y V;VW;;. (6.14)

O primeiro termo do lado direito da equagao (6.13) ¢ o gradiente canoénico e o segundo
termo mostra a condigao C{. Isso sugere que quando C} nao é cumprida, os trés modelos
de gradiente nao sao idénticos e o erro de Gy é proporcional a f(x;) para V) € V_j(x,)-
Além disso, quando considerado um campo constante Fy, o gradiente VoFy e V Fj sao
explicitamente:

VoFo = Fo Y V;VIW, (6.15)

ViFy=2F Y V;VW, (6.16)

demonstrando que Gy e G, nao podem obter um gradiente nulo para um campo constante
quando C§ nao é cumprida; G é de duas vezes mais sensivel & condigao Cj de G devido
ao fator 2 na equagao (6.16).

6.4.3 Tipos de Campos

Os trés campos escalares definidos aqui sao, constante Fy, linear I} e quadrético Fs.
Define-se, respectivamente, pelas seguintes expressoes:
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Fole,y) = K (6.17)
Fi(z,y) = K& + Ky (6.18)

k8 k8

Fy(x,y) = Ka:? + Ky?

de modo que K, e K, sejam os valores das inclinagoes normalizadas ou curvaturas nor-

malizadas para Fp, Fy e Fy, respectivamente, e ainda & = 7 e {&o = ¥, onde z e y sao as
coordenadas normalizadas.

Conforme mostrado em [6], o erro global dos operadores gradiente independe da dire-
¢ao, desde que K, = K, (K, = K, = K, para 3D). Isso ocorre devido a esséncia isotropica
do nucleo SPH que redistribui o erro para todas as direcoes. Essa observacao implica que
a direcao do gradiente influenciada pelas particulas perturbadas nao pode distinguir mag-
nitudes diferentes ao longo dos eixos. Por exemplo, a fungao f(x,y) = 1000x + y nao
distribui de forma homogénea o erro em ambas as direcoes, isso porque K, = 10% e
K, =10°.

Dessa forma, adota-se K, = K, em todos os modelos de campos estudados e as anélises
restringem-se apenas a direcao x, assim sendo, para estudar a intensidade do gradiente,
K, (K para Fp) foi variado ao longo dos seguintes valores: 1072, 1071, 10°, 10 e 10.

(6.19)

6.4.4 Funcoes Erro

Os desvios entre os operadores gradiente SPH e gradiente analitico sao medidos local-
mente através do erro normalizado:

. 1 OF\?
Ay, (Gr) = N (VK,;B]--Fi - 87) (6.20)
7 J

onde /\ij representa a x; componente de Gx. O termo N; é o fator normalizacao igual
ao numero de particulas presentes em cada conjunto V; = {x;, ||x; — x;|| < kh}, centrado
em X;, para o campo constante Iy e para a magnitude do gradiente analitico dos outros

dois campos. Note que as derivadas % sao nulas, exceto:
J

oF K,

(6.22)
OF: K,z
a; = 0 (6.23)

De maneira similar ao estudo de consisténcia, determina-se o erro global A;j (Gk) pela
raiz quadrada do erro local médio.

6.4.5 Resultados
6.4.5.1 Campo Constante

O erro global é expresso como uma funcao que depende de h, n e K, na forma
Ao(h,n, K) = ay h®n® K% e (ay, as, as, as) sdo adaptados para todos os casos, conforme
abaixo:

AY(Gy) = 3.12e — 03 h~ 103 0985 fr—0.0857 (6.24)
AY(GL) = 6.11e — 03 p~ 104 987 r—00848 (6.25)
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Essas equagoes indicam uma aceitavel proporcionalidade ;1 e uma dependéncia fraca
em relagdo a K, e confirma que G, é duas vezes mais sensivel que Gy. As estimativas
foram verificadas para o campo constante Fy(x,y) = K, onde K = 1, e variando os valores
de h e n, conforme observa-se nas figuras a seguir.

Quando 1 = 0, todos os trés operadores geram boa aproximagao. Para n # 0, o
erro é proporcional a % e proporcional a 7. Surpreendentemente, A2 diminui quando K
aumenta considerando as equagoes (6.15) e (6.16) com o erro normalizado para K. Isto
pode ser explicado pelo fato de que valores mais baixos para K sao mais sensiveis a ponto
flutuante do erro de truncamento. Como esperado, o desvio de Gy é o dobro maior do que
o de Gy, G_ determina exatamente o gradiente nulo, sendo assim, nao sera representado.
As comparagoes entre o modelo de estimativa do erro e os resultados numeéricos serao
apresentadas apenas para o gradiente do campo linear.

10 T

—=8— =0.4999
—8— n=0.3215
—=— n=0.1230
—8— n=0.0100
—8— n=0.0001

Figura 6.2: Analise da estimativa do erro global de G para campo constante via parametro h.

A Figura 6.2 aponta uma acentuada queda no erro global do operador Gy a medida
que aumenta-se o tamanho de h. Isso deve-se ao fato de possuir uma maior concentragao
de particulas no suporte compacto. Evidencia também que quanto menor a perturbacao
7 e maior o tamanho de h, mais proximo de zero estard o erro global, desde que haja
um aumento do numero de particulas. As mesmas caracteristicas podem ser observadas
nas Figuras 6.3 e 6.4. Os testes foram realizados com base na diminuicao do h, fator que
determina o raio do suporte (possivelmente multiplicado por um fator escalar k) compacto
e delimita o nimero de particulas presentes na regiao de influéncia da fungao nicleo.
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Figura 6.3: Analise da estimativa do erro global de G para campo constante via parametro h.
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Figura 6.4: Comparagao do erro global entre Gy e G4 para campo constante via parametro h.
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Figura 6.5: Comparagao da estimativa do erro global entre Gy e G para campo constante via
parametro 7).
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A Figura 6.5 leva em consideragao a variagao da perturbagao 7, e afirma que menores
perturbagoes geram menos impacto na aproximagao dos operadores. Note que o opera-
dor G_ nao foi mostrado nas figuras porque apresentou aproximagoes adequadas para o
gradiente nulo.

6.4.5.2 Campo Linear

De maneira analoga ao caso anterior, obtém-se os erros globais para campos lineares.
Em todos os tipos de campos abordados, as influéncias do erro global sao as variaveis h,

ne K,
A (Go) = 4.36e— 03 00 0988 f 00847 (6.26)
ANGy) = 9.12e — 03 h 09360989 00854 (6.27)
ALG.) = 1.70e — 01 p~ 00406 115 pg—0.0903 (6.28)

Os testes foram verificados para o campo constante Fi(z,y) = K;& + K &, onde
K, = K, = 1, com fun¢ao nacleo new quértico, = 1.3 e variando os valores de h e n,
conforme observado em cada figura.

As equagoes descrevem as mesmas caracteristicas apresentadas em campos constantes,
o erro ¢ aproximadamente proporcional a 3 para Go e G 4. Surpreendentemente, G se
comporta muito melhor que Gg e G, uma vez que apresenta: nenhuma influéncia de h;
desvios diferentes de zero apenas para grandes transtornos nas particulas ou gradientes
muito fortes.

T
—&—n=0.4999
—=—=0.3215

, — = 1=0.1230 107k 3
—8—1=0.0100|]
—8— 1=0.0001

—&— Numérica n=0.4999
—&— Estimada n=0.4999
10 ¢ —@— Numérica n=0.0001
—&— Estimada n=0.0001

h

(a) Estimativa (b) Comparagao

Figura 6.6: Analise do erro global de G para campo linear via parametro h.
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Figura 6.7: Analise do erro global de G, para campo linear via parametro h.
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Figura 6.8: Analise do erro global de G_ para campo linear via parametro h.

10 . . .
—a— G0 (n=0.3215)
—v— G, (n=0.3215)
102 —e—G_(n=0.3215)|]
—=— G, (1=0.0001)
—vy— G, (1=0.0001)
10° —e— G_(n=0.0001)
- x
) >
107 1
10"
10»6 -5 -4 -3 -2 -1
10 10 10 10 10
h

Figura 6.9: Comparagao da estimativa do erro global entre Go, G+ e G_ para campo linear via
parametro h.
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PR — GO (h=1e-05)
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10_8 1 1 T
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Figura 6.10: Comparagao da estimativa do erro global entre Gy, G4 e G_ para campo linear
via parametro 7.

Assim como nos casos anteriores para campo constante, os operadores Go e G manti-
veram as mesmas caracteristicas. Destaca-se os resultados obtidos para as aproximacgoes
de G_, ficando evidente a irrelevante interferéncia em relagao ao tamanho do comprimento
de suavizacao. Dessa forma, GG_ esté suscetivel apenas a perturbacao canodnica.

As anélises das estimativas indicam que o operador GG, apresenta o maior de todos
os erros, que corresponde a duas vezes o valor de GGy. Provavelmente, deve-se ao fato do
sinal + embutido, originando um actmulo sobre f(x;) e f(x;), entretanto, as solugdes
numéricas apresentaram dificuldades em acompanhar o perfil dos erros. Enquanto isso,
o operador G_ apresentou o menor de todos os desvios e uma baixa dependéncia sobre
o comprimento de suavizacao h, mantendo o perfil nas solu¢des numéricas. Do ponto de
vista numérico é o melhor a ser utilizado, porém, nao conserva localmente o momento
linear, e estudos mais detalhados faz-se necessario para estimar se este inconveniente
sobrecarrega os beneficios obtidos a partir da sua superioridade em relacao a desordem
das particulas.

6.5 Avaliacao do operador laplaciano SPH

6.5.1 Tipos de laplaciano

Os operadores laplaciano de acordo com [16] sdo dados da seguinte forma:
XU.V”
Aycc(n); = d+ 2) Zv 52V Wi (6.29)

m ;
AMEA(u)i = 22 V jX]VZj (630)

onde d e # = 0.01h? sao a dimensdo e um termo para evitar denominador nulo, respecti-
vamente. O termo ry;, . Vv, € 0 produto escalar entre o vetor distancia das particulas e o
vetor diferenca de velocidades. O fator % foi adicionado para coincidir com o laplaciano
analitico. Como Ajsce(u); € orientado ao longo do eixo entre particulas, a sua for¢a de
tensao ¢ axial e o momento angular ¢ localmente conservado [6]. O laplaciano Ayga(u);
estd orientado ao longo do vetor diferenga de velocidades v;; de modo que o momento

angular nao é conservado localmente.
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6.5.2 Tipos de campos

A medida que o papel mais importante do laplaciano é modelar a tensao viscosa
baseado na segunda derivada da velocidade, ele é aplicado aqui a um campo de vetores.
Os campos investigados sao os mesmos que para a investigagao dos gradientes, entretanto
aplicados & componente x da velocidade:

Uo(z) = (K4,0,0) (6.31)
Ui(z) = (K.£0,0) (6.32)
Us(e) = (K.5.0,0) (6.33)

O laplaciano corresponde a uma segunda derivada em relacao a x.

6.5.3 Funcao erro

Define-se a fungao erro em termos gerais como:

2
. 1 aQUi,xj
W;j(Aqb) e (Aqs,iji - Z 8—31:,2) (6.34)
‘ k

onde Ay, ¢ a componente z; do laplaciano ¢ (MCG ou MEA). O laplaciano analitico

. 92U, .
(termo entre parénteses) ¢ igual a ——~ quando x; = z, = e nulo caso contrario,
k

o fator de normalizacao N; ¢ o mesmo que para o caso do gradiente. O erro global €2 é
calculado conforme equagao (6.9).

6.5.4 Resultados
6.5.4.1 Campo constante

Devido a presenca do termo em v, em ambas as expressoes, o operador laplaciano SPH
de um campo constante é sempre nulo, independentemente do comprimento de suavizagao
ou desordem das particulas.

6.5.4.2 Campo linear

Os operadores laplaciano seguem as mesmas caracteristicas dos operadores gradientes
para cada parametro investigado, sendo também proporcionais a %

O erro global pode ser expresso apropriadamente como funcao, QL (h, n, K,) = a; h® n K
e (a1, as,as,ays) sao adaptados para todos os casos, conforme abaixo:

QL (Aycg) = 8.89e — 03 p~ 101 0979 00844 (6.35)
0, (Aypa) = 6.0Te— 03 h~ 103 0980 [ 00509 (6.36)

o que confirma a proporcionalidade 7 e baixa influéncia de K.
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Figura 6.12: Analise da estimativa do erro global de MEA para campo linear via parametro h.
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Figura 6.13: Comparagao da estimativa do erro global entre MCG e MEA para campo linear
via parametro 7.
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Ambos operadores apresentam as mesmas caracteristicas com relacao aos parametros
investigados e, ao contrario dos gradientes, nao ha vantagens claras para se adotar o MCG
ou MEA. Entretanto, MEA mostra um erro 20% inferior a MCG para todos os parametros
investigados. Isso pode ser observado na Figura 6.13.

Como conclusao, destaca-se os seguintes resultados: a consisténcia SPH foi estudada
para o caso onde ha uma desordem das particulas e uma variacao do comprimento de
suavizagao h. As quatro primeiras condigoes de consisténcia sao cumpridas para uma
distribui¢ao uniforme de particulas [6], independente de h, entretanto, nos casos onde ha
perturbagoes isso se torna uma tarefa complexa. O desvio das condigoes de consisténcia
aumentam com a desordem das particulas e ha dependéncia sobre o comprimento de
suavizagao com um comportamento diferente dependendo da condi¢ao de consisténcia.
CY e C} sdo independentes de h, enquanto CY ¢ proporcional a h e C} diverge a uma
razao % 0 que se torna um problema quando se estd simulando pequenas configuragoes.
A importéancia de C} para o calculo do gradiente também foi destacada.

As precisoes dos operadores SPH (gradiente e laplaciano) também foram verificadas
tendo como variagoes, h e o parametro normalizado K, que corresponde a um campo
de amplitude, de inclina¢do ou curvatura (equivalente ao coeficiente angular da reta). O
operador GG_ apresentou o melhor comportamento com um erro de duas ordens de mag-
nitude mais baixas do que G e G para pequenas perturbagoes, e ainda, uma irrelevante
dependéncia sobre h.

Em relacao ao laplaciano, tanto MEA quanto MCG mostram as mesmas caracteristi-
cas, com pequena vantagem para MEA, cuja funcao de erro é geralmente 30% inferior a
MCG. Estas considerac¢oes sao puramente numéricas e devem ser aprofundadas por meio
de um estudo da fisica. E fato que G_ e MEA néo conservam localmente o momento linear
e angular [27], respectivamente. Isto deve ser verificado com cautela, a fim de investigar
quais beneficios garante-se e se ha prejuizos quanto a nao conservacao dos momentos. As
analises para campos quadréticos serao objetos de estudos para o futuro.






CAPITULO

O Problema de Inconsisténcia das
Particulas no Método SPH

Para as integragoes expressas na equacao (5.4), o dominio de integragao é assumido
como sendo totalmente continuo e sem suporte truncado na fronteira. A equagao (5.4)
estabelece os requisitos sobre os momentos de uma funcao ntcleo, que sao as representa-
¢oes da capacidade do método SPH em reproduzir polinémios. A equagao (5.7) descreve
que a funcao ntucleo é nula na fronteira, isso também ¢é valido para suas derivadas.

Essas equacoes citadas acima sao, na verdade, condi¢oes de construcao de uma fun-
¢ao nucleo, conforme visto anteriormente. Além disso, as expressoes sao indicadores de
precisao da aproximagdo. Se uma funcao ntcleo satisfaz as equagoes (5.4) e (5.7), ela e
suas derivadas até a ordem n podem ser recuperadas com precisao de ordem n. Além
disso, o momento M, na equacdo (5.4) afirma a condi¢do de normalizacdo, e M; declara
a propriedade de simetria da funcao ntcleo.

Similar ao conceito de consisténcia no tradicional MEF, se uma aproximacao SPH
pode reproduzir um polinémio de ordem n exatamente, a aproximacao SPH é dita de
ordem n ou consisténcia C".

Um grande problema para o método seria o surgimento de uma func¢ao ntcleo nao-
positiva, que é geralmente necessaria para simular problemas hidrodinamicos. Uma funcao
nicleo negativa (mesmo parcial) pode resultar em variaveis nao fisicas, tais como massa
negativa, densidade negativa, etc. No entanto, uma funcao nicleo nao-negativa nao vai
satisfazer M, sendo assim, uma aproximacao do ntucleo SPH por meio de uma funcgao
nao-negativa é de segunda ordem na maioria dos casos, conforme visto anteriormente.
Em outras palavras, a consisténcia do niicleo SPH usando uma funcao nao-negativa ¢é
menor do que segunda ordem [13, 14].

Se as aproximagoes do nucleo SPH sao realizadas para as regioes truncadas por fron-
teiras, nao sera possivel reproduzir exatamente o polindbmio e suas derivadas, uma vez que
My e My nao sao satisfeitos nessas regioes. Portanto, o método SPH original tem a con-
sisténcia C! do nticleo para as regioes internas. No entanto, para as regioes de fronteira,
nao tem sequer a consisténcia C° [13].

Em suma, a inconsisténcia de particulas é originada a partir da discrepancia entre o
nucleo SPH continuo e a aproximacao por particulas. Todavia, particulas na fronteira,
particulas distribuidas de maneira desordenada e variacao do comprimento de suavizacao
podem produzir inconsisténcia no processo de aproximacao por particulas.

67
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7.1 Particula inconsistente

O SPH original com uma funcao ntcleo convencional tem consisténcia C° e C! para
regioes internas. A consisténcia do nucleo esté relacionada com sua aproximagao no
mundo continuo, dessa forma, se alguma das condigoes de consisténcia do ntucleo for
satisfeita, isso nao significa necessariamente que a aproximacao correspondente no mundo
discreto também ira satisfazer. Esta discrepancia entre a aproximacgao por particulas e a
aproximagao do nucleo é denominada como inconsisténcia de particulas [12].

As formas discretas dos momentos M, e M, sao:

ZW(X—xj;h)Avj =1
v (7.1)
Z(x —x;))W(x—x;;h)Av; = 0

j=1

A caracterizacao do problema é devida & dificuldade em cumprir as condigoes de
consisténcia discretas. Observe o exemplo da Figura 5.1(b), as aproximagoes para as par-
ticulas de fronteira nao serao unitarias mesmo para distribui¢ao uniforme das particulas,
isso ocorre devido ao truncamento da fun¢ao niicleo na fronteira. Para o caso da Figura
5.1(c) o valor da aproximacao dificilmente sera nulo, devido a distribui¢do desordenada
das particulas, essa interferéncia ocorre mesmo que as particulas estejam totalmente no
interior do dominio onde a fun¢ao niicleo nao sofre truncamento.

7.2 Restauracao da consisténcia das particulas

7.2.1 Abordagem CSPM

Tem sido relatado que o método SPH original nao tem sequer a consisténcia C° e C'! nas
aproximagoes por particulas. Diferentes abordagens tém sido utilizadas para melhorar esse
problema e, portanto, tratar a inconsisténcia para melhorar a precisao da aproximacao
SPH. Algumas delas envolvem a reconstru¢ao de uma nova fungao nicleo, de modo a
satisfazer as condi¢oes de consisténcia na forma discreta. No entanto, essas abordagens
geralmente nao sao aceitas para simulacoes em hidrodinadmica porque a fun¢ao nicleo pode
ser negativa, nao-simétrica, e nao monotona decrescente. Dessa forma, o tratamento da
inconsisténcia levaré em consideracao a fungao nicleo em sua forma convencional.

Uma abordagem inicial [17] baseia-se na propriedade anti-simétrica da derivada de
uma func¢ao nicleo:

N
> WiaAv; = 0. (7.2)
j=1

onde « é o indice de dimensao indexada. Portanto, quando aproximando a derivada de
uma funcao f, a aproximacao por particulas pode ser reescrita como:

N
fi,a = Z(f] - fi)VVi,ozAUj (73)
j=1
ou
N
fia = Z(fj + fi)WiaAv; (7.4)

j=1
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Note que a equagao (7.2) ndo cumpre necessariamente o mesmo valor que sua contra-
parte na forma continua [, W ,dx = 0 (valida para regides internas). Esta ¢ também
uma manifestagao da inconsisténcia das particulas. Portanto, as equagoes (7.3) e (7.4),
na verdade, utilizam a inconsisténcia das particulas na aproximacao da derivada da fun-
¢ao nucleo restauradora, ou equilibra a inconsisténcia das particulas na aproximagao das
derivadas de uma funcao, e assim, melhora a precisao das aproximacoes.

Com base em expansao em série de Taylor na aproximagao SPH de uma funcao, Chen
[3] desenvolveu o entdo chamado Método Corrective Smoothed Particle Method - CSPM.
No espaco unidimensional, o CSPM pode ser apresentado brevemente, conforme mostrado
a seguir.

Supondo que f seja suficientemente derivavel, pode-se expandir f(z) em série de Taylor
ao redor do ponto ;.

(x — 2;)*
Multiplicando ambos os lados da equacao (7.5) pela fung¢ao niicleo W e integrando ao
longo de todo o dominio computacional, tém-se

[ @i = 5 [ Wi@des foo [@-nyWitede+ 222 [@onpwi@ds ...
(7.6)

Se os termos envolvendo derivadas na equagao (7.6) sao negligenciados, uma aproxi-
magao do nticleo corretor para a fungdo f(x) na particula ¢ é obtida da seguinte maneira:

5 = [ flz)Wi(z)d
o [Wie)ds

Para uma fungao nucleo convencional (nio-negativa e simétrica), o segundo termo
RHS da equagao (7.6) é nulo para a regiao interna e nao-nulo para a regiao de fronteira.
Portanto, a aproximagio do ntucleo corretor expressa na equagao (7.7) uma precisao C?
para a regidao interna e C! para regiao de fronteira.

Comparando as equagoes (7.7) e (2.2), verifica-se que para a regido interna, as apro-
ximagoes usando a func¢ao nicleo convencional e CSPM sao as mesmas, devido ao cum-
primento da condigao de normalizagao (na forma continua). Para as regides de contorno,
uma vez que a integral da fun¢ao ntucleo é truncada na fronteira, a condi¢ao de normaliza-
¢ao nao pode ser satisfeita. Assegurando o denominador nao-unitario, o CSPM restaura
a consisténcia C° do niicleo. Por conseguinte, assumindo que a integral da funcao na-
cleo nas regioes de fronteira sempre seré unitaria, como nas regioes internas, ji é a razao
suficiente para justificar que o SPH original nao tem a consisténcia C° do nicleo.

A forma discreta da equagao (7.7) desprezando os termos envolvendo as derivadas,
assim como no realizado anteriormente, é dada por:

£ = Zj\;l [iWiiAv; (7.8)
= : :
S WA

A aproximagao por particulas do segundo termo RHS da equag@o (7.5) néo é neces-
sariamente nula, mesmo para as particulas internas. Isso ocorre devido a inconsisténcia
das particulas. Portanto, estritamente falando, a aproximacao por particulas expressa na
equacao (7.8) ¢ consisténcia C°, tanto para as particulas internas quanto para particulas
de fronteira. Apenas se as particulas estiverem uniformemente distribuidas, a aproxima-
¢ao do segundo termo RHS da equagao (7.5) sera nula. Neste caso, a aproximagao por
particulas expressa na equagao (7.8) é consisténcia C'! para as particulas internas.

(7.7)
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Substituindo W;(z) na equacao (7.5) por W;, e desprezando o termo da derivada de
segunda ordem e superiores, uma aproximacao do nicleo corretor para a primeira derivada
pode ser escrita:

J1f(z) - f(xz)]VVzg;(I)dI

fi J(x — )W, o (z)dx (7.9)
A forma discreta da equagao (7.9) é dada por:
N
1 (f5 — fi)WizAv;
o Tl A Wb 10

S (x5 — xi) Wi Avy

j=1

De maneira similar, a aproximagao CSPM do niicleo para as derivadas sao de consis-
téncia C'! para regioes internas, mas C para particulas da regiao de fronteira. Exceto para
os casos com particulas internas e uniformemente distribuidas, as aproximagoes CSPM de
particulas para as derivadas sao consisténcia C°, tanto para particulas internas, quanto
para as da regiao de fronteira.

7.2.2 Abordagem FPM

O Finite Particle Method - FPM gera de forma simultanea a restauracao da consis-
téncia das particulas para aproximar uma funcao e suas derivadas. Revendo a expansao
da série de Taylor de uma fungao f(x) no espago multidimensional, tém-se:

@ @ (Xa B X?)(X’y — X;y)
f(x) = fi+ & =x3)fia+ ol
onde « e 7y representam os indices de dimensao indexadas.
Multiplicando ambos os lados da equagao (7.12) pela func¢ao nicleo W;(x) e sua deri-
vada de primeira ordem W g, e além disso desprezando as derivadas de segunda ordem e
superiores, tém-se:

fiay + -0, (7.11)

[ roowiax = i [ Widx+ fuo [ —xe Wit (112)

/f(x)Wmdx = fi/Wi”gdx%—fi,a/(xa —x7 )W, 5(x)dx. (7.13)

O termo [ novamente representa o indice de dimensao indexada. Observa-se que
existem duas equagOes e duas incognitas (f; e f;o), dessa forma, as equagoes (7.12) e
(7.13) compobem, portanto, um sistema linear que pode ser facilmente resolvido.

As aproximacoes para f; e f; ., na forma continua sao expressas por:

JfE)Wi(x)dx  [(x* — x3)W;(x)dx
_ | S Wigdx  [(x* —xP)W; 5(x)dx

fi= [ Wi(x)dx  [(x* —x2)W;(x)dx (7.14)
[ Wigdx — [(x* = x¥)W; g(x)dx
JWix)dx [ f(x)W;(x)dx
i [ Wigdx [ f(x)W;gdx (7.15)

- JWix)dx  [(x* —x®)W;(x)dx

)

S Wigdx  [(x* —x¢)W; g(x)dx

As equagdes (7.14) e (7.15) podem ser reescritas na forma discreta da seguinte maneira:
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S WAy 3 (xS — x¢) Wi Av;

J=1\"7
;= S [iWissAuy YT (x$ — x8)Wij sA (7.16)
ZJ\]J[‘\Ll Wi Av; 215210(?‘ —x{)Wi;Av;
> WijplAuy 300 (x§ — x7) Wiy s Av;
Z]\]][‘V:l Wi Av; Z]é]‘\f:l fiWijAv;
fo > o Wijslvy 300 [iWijsAv; (7.17)

ijl Wi; Av; Z]g:l(x? — x{")Wi;Av;
> =1 WijslAuy 30 (xF — x§) Wi g Av;

Ao determinar as equagoes (7.14) e (7.15) as aproximagoes do nicleo continuo, bem
como as equagoes (7.16) e (7.17) para as aproximagoes por particulas, nenhuma modifi-
cagao na func@o nucleo convencional é efetuada. Nas equagoes (7.12) e (7.13), os termos
relacionados com a funcao e a primeira derivada sao mantidos, apenas os termos relaci-
onados com a derivada de segunda ordem e superiores sao negligenciados. Portanto, as
aproximagoes do nucleo resultantes do processo sao de segunda ordem de precisao (ou
C1), tanto para as particulas internas quanto nas regices de fronteira.

As aproximacgoes por particulas, modelo discreto, sao também de segunda ordem de
precisao (ou C'), tanto para as particulas internas quanto para as das regioes de fronteira,
independente da distribuigao uniforme ou perturbada. Em outra palavras, FPM tem
consisténcia C'! nas aproximacoes continuas e discretas. A consisténcia do nicleo na forma
continua ou discreta do FPM pode ser melhorada se a segunda derivada ou superiores
forem mantidas na expansao em série de Taylor, equagao (7.10). Em geral, se a k-ésima
derivada for negligenciada, isso significa que a aproximagao do nicleo (modelo continuo)
e por particulas (modelo discreto) serdo de k + 1 ordem de precisao ou consisténcia C*
[13].

O FPM compartilha algumas caracteristicas comuns com CSPM uma vez que ambos
usam expansao em série de Taylor sobre as aproximagoes do ntcleo SPH originais. No
entanto, o FPM é claramente diferente da CSPM.

Observacgoes:

e Em CSPM, as aproximagoes de uma funcgao e suas derivadas sao sequencialmente
calculadas, embora as mesmas ordens de derivada sejam resolvidas simultaneamente.
No FPM, uma funcao e todas as suas derivadas sao simultaneamente calculadas.

e Em CSPM, derivadas de ordem mais baixas sao inerentes nas expressoes para apro-
ximar ordens superiores. No FPM, exceto para os valores da func¢ao, derivadas de
ordem nao inferiores sao inerentes em aproximar as derivadas de ordem superior.
Por conseguinte, os possiveis erros numéricos existentes nas derivadas de ordem
inferior nao serao acumulados nas derivadas de ordem superior.

e O CSPM tem consisténcia C' para o niicleo nas regioes internas e consisténcia C°
nas as regioes de fronteira. O FPM tem consisténcia C'! para o nticleo em ambas as
regioes se apenas as derivadas de primeira ordem forem negligenciadas na expansao
em série de Taylor. Exceto para particulas uniformemente distribuidas e internas,
CSPM tem consisténcia C°. O FPM tem consisténcia C! sempre, desde que apenas
as derivadas de primeira ordem sejam negligenciadas na expansao em série de Taylor.
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7.3 Resultados numéricos

Para analisar ainda mais a consisténcia na aproximacao por particulas, realiza-se estu-
dos numéricos para verificar de modo pratico os métodos de restauracao da consisténcia.
Dessa forma, foi implementado modelos de aproximacao para fungoes constante e linear.
Uma vez que a aproximacao das derivadas seguem o mesmo procedimento que a aproxi-
macao para uma funcao propriamente dita, apenas os resultados das aproximacoes para
as fungoes serao apresentados. Para evitar influéncias da regiao de fronteira, os testes
destinam-se apenas as regioes do dominio onde a fun¢ao niicleo nao sofrera truncamento.

Os resultados das aproximagoes das fungoes serao obtidos usando o SPH original, e
também os dois métodos de restauracao de consisténcia, CSPM e FPM. A fungao nucleo
utilizada para as aproximacoes sera definida logo abaixo, conforme visto em [13].

—R*+1R* 0<R<1
W(R) = ay f2-R)* 1<R<2, (7.18)
0 R>2

onde oy = 1/h e ay = 15/7wh? para uma e duas dimensoes respectivamente.

7.3.1 Zero ordem de consisténcia (C")

A C° consisténcia representa a capacidade de reproduzir ou, em outras palavras, apro-
ximar uma fungao constante. Para o teste numérico considera-se arbitrariamente a fungao
constante f(x) =1 num intervalo [0, 1].

A Tabela 7.1 mostra o erros relativos obtidos na aproximacao dessa fungao, para isso
utilizou-se 10 particulas distribuidas uniformemente entre z = 0.05 e x = 0.95, sendo
Ax = 0.1. O volume associado a cada particula é Av = 0.1 fixo e o comprimento de
suavizagao é adotado como sendo, h = kAv, onde o fator escala k = 1.5 e a = 1.

Tabela 7.1: Resultados obtidos na aproximacao para f(z) =1 com h = 1.5Aw.

Particulas | Solu¢ao Exata | Erro(SPH) | Erro(CSPM) | Erro(FPM)
1 1.0 0.7788 0 0
2 1.0 0.5577 0 0
3 1.0 0.5577 0 0
4 1.0 0.5577 0 0
5 1.0 0.5577 0 0
6 1.0 0.5577 0 0
7 1.0 0.5577 0 0
8 1.0 0.5577 0 0
9 1.0 0.5577 0 0
10 1.0 0.7788 0 0

Os resultados mostraram que a influéncia do truncamento da fungao ntcleo na fron-
teira afetou as cinco primeiras e cinco ultimas particulas, pois as aproximagoes para as
particulas de 6 a 9 mantiveram-se constantes. Observa-se também o ganho de consisténcia
com os métodos de restauragao, pois ambos conseguiram zerar o erro relativo.

Um segundo teste é verificado para as mesmas condigoes, exceto para k e h, que agora
passam a ser h = akAv, com k=17e a=1.2.
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Tabela 7.2: Resultados obtidos na aproximacao para f(z) =1 com h = 1.2kAwv.

Particulas | Solugao Exata | Erro(SPH) | Erro(CSPM) | Erro(FPM)
1 1.0 0.7201 0 0
2 1.0 0.4575 0 0
3 1.0 0.4401 0 0
4 1.0 0.4401 0 0
5 1.0 0.4401 0 0
6 1.0 0.4401 0 0
7 1.0 0.4401 0 0
8 1.0 0.4401 0 0
9 1.0 0.4575 0 0
10 1.0 0.7201 0 0

Os resultados apresentados na Tabela 7.2 deixam claro a influéncia do truncamento da
funcao nucleo na fronteira. Bastou aumentar o comprimento de suavizagao para que os
erros afetassem as sétimas primeiras e sétimas ultimas particulas. Nesse segundo exemplo,
pode-se facilmente observar o ganho de consisténcia pelos métodos de restauragao ao zerar
os erros locais.

7.3.2 Primeira ordem de consisténcia (C!)

A C! consisténcia representa a capacidade de reproduzir ou, em outras palavras, apro-
ximar uma funcgao linear. Para o teste numérico considera-se arbitrariamente a funcao
linear f(x) = x num intervalo [0, 1].

A Tabela 7.3 mostra o erros relativos obtidos na aproximagao dessa funcao, para isso
utilizou-se 10 particulas distribuidas uniformemente entre z = 0.05 e z = 0.95, sendo
Az = 0.1. O volume associado a cada particula é Av = 0.1 fixo e o comprimento de
suavizacao é adotado como sendo, h = 1.2kAwv, onde o fator escala k = 1.7.

Tabela 7.3: Resultados obtidos na aproximagao para f(x) =z com h = 1.2kAwv.

Particulas | Solugao Exata | Erro(SPH) | Erro(CSPM) | Erro(FPM)
1 0.05 0.0092 0.1023 0
2 0.15 0.0609 0.0023 0
3 0.25 0.1012 0.0000 0
4 0.35 0.1408 0.0000 0
5 0.45 0.1804 0 0
6 0.55 0.2201 0 0
7 0.65 0.2597 0 0
8 0.75 0.2993 0.0000 0
9 0.85 0.3389 0.0023 0
10 0.95 0.3965 0.1023 0

Os resultados da Tabela 7.3 mostram a dificuldade do método SPH original em aproxi-
mar uma funcgao linear, isso ocorre tanto para as particulas sob influéncia do truncamento
da funcdo nucleo na fronteira, quanto para as particulas internas. E possivel notar que o
CSPM apresenta limitacoes nas regioes de fronteira, pois os erros locais mostram que a
consisténcia nao foi completamente recuperada, ja no FPM a consisténcia foi recuperada
tanto para particulas internas, quanto para as particulas na regiao de fronteira. Esses
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erros na regiao de fronteira acontecem porque hé auséncia de particulas dentro do su-
porte compacto, de modo que, se houvesse duas vezes mais particulas nessas regices a
consisténcia seria recuperada.

Estendendo a fungao linear para o caso bidimensional, tem-se, f(z,y) = = + y, num
dominio de [0, 1] x [0,1]. Os parametros utilizados foram Av = 0.1, k = 1.5, h = kAv e
441 particulas distribuidas uniformemente no dominio.

Tabela 7.4: Erros de aproximagao da fungao linear f(x,y) = = + y livre de fronteira.

Erros SPH CSPM FPM
Minimo erro | 0.0740 0 0
Maéaximo erro | 0.2019 | 1.1102e — 15 | 2.8866e — 15
Erro global | 0.3856 | 1.6967¢ — 08 | 2.6530e — 08

Tabela 7.5: Erros de aproximagao da fungao linear f(z,y) = = + y com fronteira.

Erros SPH | CSPM FPM
Minimo erro | 0.0467 0 0
Méximo erro | 0.6420 | 0.1653 | 2.7756e — 14
Erro global | 0.4427 | 0.2727 | 5.5471e — 08

Os resultados apresentados na Tabela 7.4 foram obtidos para particulas internas, ou
seja, sem a influéncia das particulas que estao na regiao de fronteira, enquanto os da
Tabela 7.5 consideram também as particulas de fronteira.

A Figura 7.0 mostra as aproximagoes numéricas para a funcao linear, mas agora com
particulas fantasmas na regiao da fronteira.

(a) Solugao exata (b) Solugdo SPH
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CSPM

y x

(c) Solugao CSPM (d) Solugao FPM

Figura 7.0: Aproximagoes para a funcao linear f(z,y) = x + y.

Com os mesmos parametros utilizados no exemplo anterior, e agora aplicando uma
perturbagao canonica nas particulas, obtém-se os seguintes resultados:

Tabela 7.6: Erros de aproximacgao da fungao linear f(z,y) = x +y com n = 0.0001.

Erros SPH CSPM FPM
Minimo erro | 0.0468 | 7.0309¢ — 06 0
Maximo erro | 0.6422 0.1653 2.8571e — 05

Erro global | 0.4427 0.2727 0.0029

A Figura 7.0 mostra duas solucoes em cada gréfico, a colorida refere-se a solucao
numérica perturbada plotada sobre nés perturbados, entre outras palavras, z = f(Z,7),
onde T e 7 sofreram uma perturbacgao candnica. Por outro lado, a cinza refere-se a solugao
numeérica perturbada plotada sobre nos uniformes, ou seja, Z = f(7,y) mas plotados na
forma (z,y,%Z). O mesmo acontece na Figura 7.0.

(a) Solugao exata (b) Solucao SPH
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(¢) Solugdo CSPM (d) Solugdo FPM

Figura 7.0: Aproximagoes para a fungao linear f(x,y) = 2 + y com 1 = 0.0001.

Tabela 7.7: Erros de aproximagao da fungao linear f(z,y) = = + y com n = 0.3215.

Erros SPH CSPM FPM
Minimo erro | 1.8130e — 04 | 7.0049¢ — 06 | 1.1102¢ — 16
Maximo erro 0.6774 0.1635 0.0765

Erro global 0.4667 0.2708 0.1564

(a) Solugao exata

(b) Solugdo SPH
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(¢) Solugdo CSPM (d) Solugdo FPM

Figura 7.0: Aproximagoes para a fun¢ao linear f(z,y) = x + y com n = 0.3215.

Nota-se claramente que os erros de aproximacgao dos métodos CSPM e FPM perma-
neceram idénticos para os dois casos de perturbacao, a tnica diferenca permaneceu no
método SPH, entretanto a ordem nao sofreu mudancas significativas.

Testes numeéricos para uma fungiao quadratica f(z,y) = z* + y* foram executados,
entretanto, como a segunda ordem de consisténcia C? nao é cumprida, os erros de apro-
ximag¢ao aumentam em grande proporgao.

7.4 Um método SPH de alta ordem via funcao niicleo
inversa

7.4.1 O método SPH inverso

De modo similar ao método SPH tradicional, pode-se definir as aproximagoes para
uma fungao f e para seu gradiente (V f) introduzindo uma funcdo ntcleo, chamada de
W. Vejamos:

) = L LW (x - s )
(7.19)
Vix) #fﬂ f(X)VW,(x — x'; h)dx

Assim, o problema da inconsisténcia ao aproximar de forma discreta os momentos
My e M, conforme equagdo (7.1), pode ser minimizado ao considerar as aproximagoes
na forma continua apresentadas na equagao (7.20). De modo particular, para obter a
n-ésima ordem de consisténcia, basta reescrever a equagao (7.19)

xm 4 [ x"W (x = x'; h)dx’
(7.20)
Vx™ = [ XMV W(x — X h)dx

para todo m = 0,1,...,n. Aqui x™ denota um vetor de dimensao indexada de ordem m.
Da mesma forma como procedeu-se no método SPH tradicional, substitui-se o sinal =
por = ao aplicar o operador () nas equagdes (7.19) e (7.20), com isso tém-se:

(fx) = 3 [ fE)W(x—xh)dx
(7.21)
(VI(x) = 5[ fX)VW(x—x;h)dx,
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xm =+ [ x"W (x = x'; h)dx’
(7.22)
(Vx™) = 5 fQ xX"MVW,(x —x/; h)dx'.

Para as regioes internas, onde nao ha necessidade de tratamento de fronteira, obtém-se
as condigbes de consisténcia reescritas conforme equagao (7.23)

x" = (x™)
(7.23)
vx™ = (Vx™),

pois, elas nem sempre podem ser satisfeitas, no caso em que haja truncamento de fronteira
ou particulas desordenadas essas condi¢oes nao serao cumpridas.

Sendo assim, objetiva-se construir uma nova funcao de convolugao f~! de tal forma a
restaurar a m-ésima ordem de consisténcia. Define-se entao:

xn = f e
{me = FH{Vxm), (7.24)

para todo m = 0,1,...,n. Para o caso unidimensional, Va™ = % = ma™ !, desde
que V™ seja o polinomio 2™ 1. Note que a segunda igualdade da equagio (7.24) sera
automaticamente satisfeita se a primeira também for. De acordo com [9], a funcdo nicleo
SPH inversa é definida da seguinte forma:

) =5 [ L i (7.25)

sendo s o comprimento do intervalo de integragao (valido para 2D e 3D por causa da
mudanga de variavel para R). A ordem da inversa é dada sob a forma 2p = n, assim
sendo,

p
LeP(R) =Y ayR*, (7.26)
i=0
onde a; sao os coeficientes desconhecidos do polindmio que assume a forma de funcao
ntucleo inversa. Note que os ternos impares sao desprezados por causa da propriedade de
simetria da fun¢ao nucleo.

Se a expressao W é conhecida, se a ordem n de precisao é sabida e se s, também,
entao os coeficientes a; podem ser determinados com base nas condi¢oes de consisténcia
determinadas na equagao (7.24).

Por exemplo, seja W a fungao spline cubica definida na equagao (7.18), com s = 2h
para compartilhar a mesma regiao de integracao de W, a aproximacio inversa L?(R)
pode ser obtida com diferentes ordens de consisténcia.

a .72 __ 41 _ 75R?

2%rdem : L*(R) = & — %55
a T4 _ 10693 _ 32025R% |, 63525R*

A%ordem : LY(R) = Fi5 16334 T 131072 (7.27)
a .76 _ 367713 _ 5153925R? 13403775R* _ 9084075RS

6“ordem : L°(R) = 1357 524288~ T~ 2007152 8388608
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7.4.2 Uma adaptagao do método SPH inverso com a funcao ni-
cleo Dome-shaped modificada

O método SPH inverso é muito recente na literatura, e consiste na determinacao de
um polinémio capaz de recuperar ordens mais altas de consisténcia do método SPH tra-
dicional. Por meio de estudos em [9, 14| verificou-se que a fung¢ao nticleo Dome-shaped
quadratica possui uma formulagdo muito semelhante ao método SPH inverso. Dessa
forma, ap0s varios testes numéricos, foi possivel comprovar a determinacao de um polind-
mio restaurador de consisténcia. A validagdo do método foi baseada nas solugoes SPH,
CSPM, FPM, Inversa e também a comparacao com a solucao exata, uma vez conhecida
¢ a melhor forma de validar o método. Sem complexidade de calculos exaustivos, a pri-
meira forma do polindémio pode ser definida. Toma-se como exemplo a construc¢ao de um
polindémio de ordem 2p = n, onde n = 2. Define-se L*(R) exatamente como na equacao
(7.26), resultando em:

L*(R) = = ik
= Qo —|— CLQR = Qo —|— a9 E . (728)

Note que ao expandir os coeficientes do polindmio, aquele que acompanha o termo
linear e todos os de ordem fmpar sao desprezados, isso ocorre devido a propriedade de
simetria da funcéo niicleo. E possivel também que, procedendo desta maneira, em algum
momento, as derivadas de W sejam impedidas de perder o suporte compacto. Esta infor-
magao ¢ importante para o método SPH inverso que baseia-se na fungao W para obter o
polinémio restaurador, segundo [14].

Para o modelo unidimensional, integra-se L*(R) no intervalo [—2,2], ou seja, duas
vezes de [0, h], uma vez que R = ; e r ¢ o moédulo da diferenca entre duas particulas.
Sendo assim, igualando a integral de L?*(R) em relagao a r com seu correspondente na

condigao de consisténcia (primeira linha da equagao (7.1)), obtém-se:

Qfoh(ao + as (%)2)dr =1

7.29
2hag + 22 =1 (7.29)
A segunda condigao de consisténcia da equagao (7.1) impoe:
ag + ao = 0 (7 30)
As equagoes (7.29) e (7.30) definem um sistema linear, cuja solugao é ap = = e
g = 2—5’, com isso, obtém-se:
W(R) = -4/
_ 3(1_ p2
= w1 (731)
= 71%<1 - R2)7

onde 7, = %. Essa fungao W é conhecida como Dome-shaped quadratica. Em termos
gerais ela ¢ aplicada como sendo W (R) = :2:(1 — R?) onde 2 corresponde ao coeficiente
de normalizagao unidimensional.

Por fim, L?(R) ¢ definida conforme a equagao (7.31) mas desprezando o termo 7y,
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L*(R) = (1-R?. (7.32)

7.4.3 Resultados numéricos com o método SPH inverso

Para verificar os efeitos dos métodos, aplica-se ambos os casos na aproximacao da
fungao f(z) = sen(6x), no intervalo [0, 1], com 100 particulas, k =1, a« = 3.15 e h = aAzx
e para o método SPH tradicional foi aplicado a fungao ntcleo ctubica definida na equacao
(7.18). Na Figura 7.1 é possivel visualizar as solugdes numéricas para a fungao mencionada
usando distribui¢ao uniforme das particulas, ja na Figura 7.2 aplicou-se uma perturbagao
canodnica 1 = 0.3215. Para efeitos de simplificagao, adota-se as nomenclaturas (inversa I)
para o método SPH inverso e (inversa II) para o método adaptado.

Exata
Inversa | 0.8
SPH

Exata
Inversa Il
SPH

. . . L . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) Solucao SPH inversa I (b) Solugao SPH inversa II

Figura 7.1: Aproximagoes para a funcao f(x) = sen(6x).

Exata
Inversa Il 4
SPH

Exata
Inversa | - 0.8
SPH

. . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6

(a) Solucao SPH inversa I (b) Solugao SPH inversa II

Figura 7.2: Aproximagoes para a fun¢ao f(x) = sen(6x) com perturbacao n = 0.3215.

Tabela 7.8: Erros de aproximacao da fungao linear f(z) = sen(6z).

Perturbacao | SPH | Inversa I | Inversa II
n=20 0.2657 | 0.0527 0.0166
n=0.3215 | 0.2963 | 0.1288 0.0728
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Nos dois exemplos mostrados, a solucao inversa Il mostrou-se mais eficaz, conforme
dados da Tabela 7.8. E importante ressaltar que tratamento algum de fronteira foi apli-
cado, e que ambos os métodos mostram as influéncias do truncamento da funcao nicleo
nos graficos.






CAPITULO

e

A Equacao de Poisson

Seja 2 uma regiao em R? limitada por uma curva fechada S = 99, e f é uma funcao
dada. A equacao de Poisson representa a classe de EDPs do tipo eliptica e é definida por:

VA (x) = f(x). (8.1)

8.1 Discretizacao SPH para a equacao de Poisson

No método SPH, o dominio é discretizado por um conjunto finito de particulas. Dada
uma fun¢ao escalar ¢, o operador laplaciano SPH III (3.18) no problema (8.1) tem-se:

Z 2@ (¢(Xl) - ¢(Xj))xij . VZ‘W(Xij; h) = f(xl) (8.2)

2
rs.

Consequentemente, reescreve-se o gradiente da fun¢ao niicleo como

. Ay nXij 8w,-j

VZW(XZJ, ) h’f‘l‘j 6R7

assim, a equagao (8.2) pode ser reescrita da seguinte maneira:

m; ., OW
2™ (h(x;) — p(x;)) 2o Y pix,
22t wlx) — () gt aE = f(x).
JEV:
ou, de maneira mais simplificada, dada por
mA
D 2L ((xi) — (x;) Flxi) = f(x4), (8.3)
iev: Pj
sendo
Q. OW;
F(x;) = —2 1
(X]) hrij 3R

A equagao (8.3) aplicada a cada particula i do dominio do problema resulta no seguinte
sistema:

83
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( ' %(w(xl) — () F(x;) = f(x1)
jevfp—jWXz) — V() F ) = f(x2) (8.4)
| f—j(wm) — () F (%) = f(x0)

sendo n o numero de particulas que discretizam o dominio. O sistema linear de equagoes
(8.4) ¢é representado matricialmente por

A-1=Db.
A matriz A tem dimensao n x n e é representada pelos seguinte coeficientes
g5, 7;7].6{1727“' 7n}7

cujos valores sao:

Qij = _2%F<Xij)> J#i
(8.5)
Qi = - Zk# Ak

O vetor 9 é de dimensao n e é conhecido como vetor solugao, as entradas do vetor sao
dadas por:

Y = @/)(Xz)

O vetor b também de dimensao n é chamado de vetor independente cuja as entradas
do vetor sao:

8.2 Aplicacoes

Sendo um dos objetivos principais deste trabalho, a equacao de Poisson bidimensional
¢ de extrema importancia para solucionar as equagoes de Navier-Stokes. Sera abordado
apenas o caso bidimensional.

Calcula-se o erro relativo em todos os testes numéricos envolvendo as equagoes de
Poisson por meio de ||.||, ao efetuar o seguinte célculo:

| Exata — Numérical|
. o 8.6
TTOrelatwo ||E1’Clta/|| ( )

8.2.1 A equagao de Poisson com condicoes Dirichlet de fronteira

A condicao Dirichlet estabelece um valor especifico da variavel dependente na fronteira.

Teste numérico 1
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Um primeiro conjunto de testes numeéricos sera realizado para investigar qual o melhor
valor deve-se adotar a razao ALJ; = a. Com isso, pretende-se selecionar a fun¢ao nicleo
com melhores resultados nas aproximacoes para particulas uniformemente distribuidas e
com alguma perturbagao (conforme equagao (4.1)). Por fim, determinar qual o melhor
valor para o parametro a.

Seja a equagao diferencial

2 9

w+8_y2:4, 0<z<l O0<y<l

W(0,y) =2% P(ly)=(@x—-1)?% 0<y<1; (8.7)

Y(x,0) =12 Pz, 1)=(1-y)?% 0<z<1.

Cuja solugao exata é ¥(z,y) = (v — y)*

Realizou-se testes numéricos com todos os sete modelos de fungao niicleo apresentadas
neste trabalho, e & todos eles, tratamento de fronteira algum foi aplicado. Os quatro
melhores resultados obtidos nas aproximagoes constam na Tabela 8.1. O dominio [0, 1] x
[0, 1] foi discretizado com 1600 particulas, com k& = 2 e para a fungao duplo cosseno, a
constante de amplitude K = 2. Lembrando que o comprimento de suavizagao ¢ dado
da forma h = aAx e k surge como fator de escala do comprimento de suavizagao para
ampliar o nimero de particulas dentro do suporte compacto da fungao niicleo.

A Tabela 8.1 destaca a sensibilidade das solu¢oes para pequenas mudancas de a e com
n=0.

h

Tabela 8.1: Erros de aproximacao da equacao (8.7) com variagao da razao x-.

Fungdo nicleo | 2= =129 | &~ =128 | &£ =1.27 [ & =1.26
Spline cibica | 0.2125 0.2150 0.2174 0.2197
Gaussiana 0.0596 0.0546 0.0498 0.0453
Duplo cosseno 0.0239 0.0238 0.0238 0.0240
New quértico | 0.0092 0.0048 0.0064 0.0099

Os testes mostraram vantagem para as fungoes duplo cosseno e new quartico, sendo

ainda mais significativa ao adotar o nucleo new quartico. Outra caracteristica é que para

ambas as fungoes com melhor desempenho, a razao & = 1.28 foi a mais apropriada.

A Figura 8.1 apresenta as solugoes exata e numérica para a equagao (8.7) com distri-
buicao uniforme.
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(a) Solugao exata.

Figura 8.1: Aproximagao para a equagao (8.7) com fungao niicleo new quartico e tratamento

normal de fronteira.

A Tabela 8.2 destaca a sensibilidade das solu¢oes para pequenas mudancas de a e com

n = 0.3215.

Tabela 8.2: Erros de aproximagao da equagao (8.7) com variac¢ao da razao & en = 0.3215.
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(b) Solugao numérica com n = 0.

Fungdo nicleo | &= =129 | 2 =128 | L =1.27[ L =1.26
Spline cibica | 0.3439 0.4262 0.3153 0.4208
Gaussiana 0.2337 0.2151 0.1958 0.2350
Duplo cosseno | 0.1976 0.2841 0.2795 0.2422
New quartico | 0.1689 0.1168 0.2141 0.2123

A Tabela 8.3 destaca a sensibilidade das solugoes para pequenas mudangas de « e com

n = 0.4999.

Tabela 8.3: Erros de aproximagao da equagao (8.7) com variagao da razao & en = 0.4999.

Fungdo nicleo | 7= =129 | &= =128 | &= =1.27 [ & =1.26
Spline ctbica 0.5335 0.8835 0.9744 0.9873
Gaussiana 0.5053 0.4884 0.7299 0.4575
Duplo cosseno 0.9750 1.5007 0.7458 1.3729
New quartico 0.6847 1.3704 2.0937 1.1246

A Figura 8.2 apresenta as solugdes numéricas para a equagao (8.7) com distribuigoes

perturbadas.



8. A Equacao de Poisson 87

0.8 0.8

0.6 0.6
0.4 0.4

0.2 02

(a) Solugao numérica com n = 0.3215. (b) Solugao numérica com n = 0.4999.

Figura 8.2: Aproximagao para a equagao (8.7) com fungao niicleo new quartico e tratamento
normal de fronteira.

Comparando os resultados anteriores com o resultado indicado em [30], é possivel
chegar a conclusao final para o valor de «, basta observar as proximas trés tabelas. Os
valores adotados para a constante de escala k foram obtidos por meio de testes numéricos.
Se k =1 o ntmero de particulas dentro do suporte compacto fica muito pequeno e gera
inconsisténcia. Se k = 3, os resultados sao equivalentes aos obtidos com k& = 2, implicando
apenas num esforco computacional mais elevado e podendo exceder o ntimero sugerido de
particulas dentro do suporte compacto, conforme relatado em |[6].

Tabela 8.4: Erros de aproximagao da equagao (8.7) com variagao do nimero de particulas
com 1 = 0.

Nuamero de Particulas | 1600 3600 6400 10000
k=2eh=1.28kdx | 0.0048 | 0.0106 | 0.0156 | 0.0188
k=2c¢h=13kdx | 0.0138 | 0.0038 | 0.0057 | 0.0080

Tabela 8.5: Erros de aproximagao da equagao (8.7) com variagao do nimero de particulas
com 71 = 0.3215.

Numero de Particulas | 1600 3600 6400 10000
k=2e¢h=1.29kdx | 0.1689 | 0.0661 | 0.0647 | 0.0738
k=2e¢eh=13kdx | 0.0513 | 0.0588 | 0.0630 | 0.0704

Tabela 8.6: Erros de aproximagao da equagao (8.7) com variagao do nimero de particulas
com 7 = 0.4999.

Numero de Particulas | 1600 3600 6400 10000
k=2e¢h=129kdx | 0.6847 | 0.1513 | 0.1636 | 0.1655
k=2c¢h=13kdx | 0.1616 | 0.1504 | 0.1594 | 0.1667

Ao analisar os resultados das tabelas anteriores, recomenda-se dentre as sete fungoes
nucleo apresentadas, a new quértico com o = 1.3 tanto para particulas uniformemente
distribuidas quanto para particulas com alguma perturbacgao sobre seu estado uniforme.
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Teste numérico 2

O segundo teste numérico consiste em analisar as influéncias do tratamento de fronteira
na aproximagcao para o modelo de equacao diferencial.
Seja a equagao diferencial
0% 0%

8x2+8_y2:x2y’ O<z<m O<y<m,

¥(0,y) =0, ¢(m,y) = 5yr* + senh(r)(cos(y) + sen(y)), 0<y < m; (8.8)

U(z,0) = senh(z), P(z,m) = Hmat — senh(z), 0 <z <.
Cuja solugao exata ¢ ¥(x,y) = ssxy* + senh(y)(cos(z) + sen(z)).

Adotou-se um namero variavel de particulas na discretizagao com intuito de verificar
os efeitos desse aumento na solucao numérica. Outra andlise, provém da perturbacao
aplicada sobre as particulas em estado uniforme. De modo geral, a perturbacao depende
do valor de Az, entre outras palavras, a medida que Az diminui, a perturbacao cand-
nica (equagao (4.1)) também diminui, e quanto menor a perturbacao, mais proximo da
discretizacao uniforme ficam as particulas.

Em suma: quanto maior a perturbacao, maior sera o erro; quanto maior a perturbacao,
maior seré o valor de Ax; quanto menor o valor de Az, menor serd o nimero de particulas
dentro do suporte compacto, com isso, maior serd o erro, e assim, justifica-se a analise
quanto ao valor da razao &. Isso ficarda mais evidente nos resultados a seguir.

Na Tabela 8.7 consta os resultados obtidos ao aproximar equagao (8.8) sem as condi-
¢oes de Dirichlet.

Tabela 8.7: Erros de aproximagao da equagao (8.8) com tratamento normal de fronteira.

Numero Particulas | 1600 3600 6400 | 10000
n=20 0.0074 | 0.0051 | 0.0046 | 0.0045

n =0.3215 0.0307 | 0.0274 | 0.0282 | 0.0251

n = 0.4999 0.0752 | 0.0601 | 0.0569 | 0.0595

A Figura 8.3 apresenta as solugoes da equagao (8.8) sem as condigoes de Dirichlet.
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(d) Solugdo numérica com 7 = 0.4999.

Figura 8.3: Aproximagao para a equagao (8.8) com fungao nucleo new quartico, 6400 particulas

e tratamento normal de fronteira.

Na Tabela 8.8 consta os resultados obtidos ao aproximar equagao (8.8) com as condi-
¢oes de Dirichlet na atribuicao de particulas fantasmas.

Tabela 8.8: Erros de aproximagao da equagao (8.8) com tratamento de fronteira por

particulas fantasmas do tipo I e II.

Numero Particulas

1600

3600

6400

10000

n=>0
n = 0.3215
n = 0.4999

0.0475
0.0766
0.1006

0.0461
0.0666
0.0941

0.0459
0.0502
0.0866

0.0461
0.0578
0.0954

A Figura 8.4 apresenta as solugoes da equagao (8.8) com as condigoes de Dirichlet na

atribuicao de particulas fantasmas.



8. A Equacao de Poisson 90

gt oy
i
T
gl il
;f‘}//////m//,,,};;/ oy I,'I,': ',
7

it n““,““"\ )
l,/,'.

7
0 gy gy 0
i :'o ::‘:'0 ”b/;;,’}//@z;w%’,’,’,’;’,’,’{;ff{;},’{l{l'l,”“‘

Lo gty
it U Yittigise e o Oy A
SO KKK
ORI r gt e e AR OENN
i 00 N I
e XK L l:,:,,:,:,,:":,":‘:‘::::::::“““

XX

XX

g
KRNI %
s L

sy IS
o

s
5%

5

il
TR AN
i, i
I A R
o CarIe ATVl
i el
RIS\ A0
AR
,‘.m‘,,":"\/‘
08

l
S0
3

"
U

(¢) Solugdo numérica com n = 0.3215. (d) Solugdo numérica com 7 = 0.4999.

Figura 8.4: Aproximagao para a equagao (8.8) com fungao nticleo new quartico, 6400 particulas
e tratamento de fronteira por particulas fantasmas do tipo I e II.

Na Tabela 8.9 consta os resultados obtidos ao aproximar equagao (8.8) com as condi-
coes de Dirichlet na atribuicao de particulas dummy.

Tabela 8.9: Erros de aproximagao da equagao (8.8) com tratamento de fronteira por
particulas fantasmas dummy.

Numero Particulas

1600

3600

6400

10000

n=20
n = 0.3215
n = 0.4999

0.0061
0.0407
0.0678

0.0026
0.0362
0.0605

0.0020
0.0270
0.0488

0.0025
0.0258
0.0549

A Figura 8.5 apresenta as solugoes da equagao (8.8) com as

atribuicao de particulas dummy.

condicoes de Dirichlet na
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(¢) Solugdo numérica com n = 0.3215. (d) Solugdo numérica com 7 = 0.4999.

Figura 8.5: Aproximagao para a equagao (8.8) com fungao nucleo new quartico, 6400 particulas
e tratamento de fronteira por particulas dummy.

8.2.2 A equacgao de Poisson com condigoes mistas de fronteira

Nesta se¢ao além da condi¢ao Dirichlet, aborda-se também a condicao Neumann. Ela
estabelece um valor especifico para a derivada da variavel dependente (ou gradiente)
na fronteira. Sendo assim, torna-se necesséario a escolha de um método numérico para
aproximar essas derivadas espaciais. Neste trabalho adotou-se o esquema de diferencas
finitas compactas de alta ordem.

O método de diferengas finitas compactas, ou diferencas compactas, também conhecido
como diferencas Hermitianas, tém seus primeiros relatos em 1878, conforme apontado em
[28], que determina um ganho de precisao sem a inclusao de mais pontos, como costumeiro
em outros métodos, baseando-se no fato de que a derivagao de cada equacao de diferencas
satisfaz diversos pontos ao mesmo tempo ao invés de um tinico apenas.

Dessa forma, para aproximar as derivadas espaciais na fronteira, onde as particulas
encontram-se uniformemente distribuidas, o esquema de diferencas finitas compactas é
um misto de duas diferentes ordens, com isso, dividiu-se a fronteira em cinco partes para
obten¢ao da aproximacao. Para o ponto no contorno, usou-se aproximacao de quinta
ordem e para os outros pontos de sexta ordem. Vejamos o procedimento para o céalculo
das derivadas.

Para o ponto no contorno, ¢ = 1, adotou-se a discretizacao de quinta ordem descen-
trada:

fit+4f,= (=7Af1 4+ 16f2 + 72f3 — 16 f4 + 2f5) + O(Az®).

24Ax
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Para o vizinho ao ponto no contorno, i = 2, adotou-se a discretizacao de sexta ordem
descentrada:

f1+6f5+2f;= (—406f1 — 300fs + 760f5 — 80f4 + 30f5 — 4fs) + O(Ax").

120Ax

Para os pontos centrais adotou-se a discretizacao de sexta ordem:

! ! ! 1
fioa +3fi+ fis1 = m(—fz’—z — 28fi1 + 28fir1 + fire) + O(AZY).

Para o caso i = N e 1 = N + 1 as aproximacoes sao analogas as suas correspondentes
i = 2 e i = 1 respectivamente, apenas com inversao do sinal. A equacao de diferencas é a
mesma para a aproximagao na dire¢ao x e y mudando o espacamento Ax para Ay. Para o
calculo das derivadas, basta resolver o sistema tridiagonal por inversao de matriz ou pelo
algoritmo de Thomas. A matriz dos coeficientes, o vetor solugao e o vetor independente
resultam na seguinte forma:

1 4 1
16 2 b
131 /!
2 6 1 i

! 4 1] L fy

L (=TAfr +16f5 + T2f5 — 16 f4 + 2fs)
1é—o(—4()6f1 —300fs + 760 f5 — 80fs + 30f5 — 4f5)

= (= fico — 28fic1 + 28fis1 + fiya)

735 (406 fn 1 + 300 f5 — 760 fx—1 + 80 fy—2 — 30fn—3 + 4fn_4)
i(74fN+1 —16fn — 72fn-1+16fn—2 — 2fn_3)

A seguir aplica-se este método de diferencas finitas compactas para aproximar as
derivadas espaciais na fronteira. Procede-se desta forma porque as particulas sobre a
fronteira nao sao perturbadas, ou seja, independentemente da distribuicao adotada dentro
do dominio, matém-se essas particulas uniformemente distribuidas. Com isso é possivel
avaliar a ordem de convergéncia apenas na regiao de fronteira e antes da aplicacao do
método SPH. Uma vez aplicado o SPH, a ideia de convergéncia é avaliada pela ordem de
consisténcia que atinge, conforme detalhou-se nas anéalises de consisténcia anteriormente.
Vale ressaltar que método algum de restauracao de consisténcia do nicleo foi aplicado nas
solucoes das equagoes de Poisson neste trabalho.

Teste numeérico 3
Seja a equagao diferencial [29]

82 82
a—f + a_zf = (—20)e® TV (= 22?4 22ty + 22%y% — 203y — 222yt + 22%y° — 1022%y? + Sy
Z Y

—x? + 2xyt — 22y + 8wy —bxy +x — P +y), O0<zr <1, O<y<l;

¥(0,y) =0, ¥(l,y)=0, 0<y<1;

S0 = 10 (2w — 1), 242D = 106" (z — 1), 0<a <1
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Cuja solucio exata é ih(z,y) = —10zy(z — 1)(y — 1)+’

Na Figura 8.6 é possivel observar as solugoes exata e numérica da equagao (8.9) com
distribui¢ao uniforme de 6400 particulas. Utilizou-se a fun¢ao ntcleo new quartico, k = 2,
a=1.3¢e h = kaAz. E possivel também comparar as curvas de niveis das duas solucoes,
garantindo melhor compreensao dos resultados obtidos.

(¢) Curvas de niveis da solugdo exata. (d) Curvas de niveis da solugdo numérica.

Figura 8.6: Aproximacao para a equagao (8.9) com tratamento de fronteira por particulas
dummy.

Na Figura 8.7 é possivel observar as solu¢oes exata e numérica da mesma equacao e
com os mesmos parametros, entretanto, aplicou-se uma perturbacao canonica n = 0.3215.
E importante observar que a solucdo exata para particulas perturbadas também sera
uma solucao deslocada, ou seja, ela é calculada utilizando as coordenadas das particulas
perturbadas.
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(¢) Curvas de niveis da solucao exata. (d) Curvas de niveis da solu¢ao numérica.

Figura 8.7: Aproximacao para a equacao (8.9) com perturbagao n = 0.3215 e tratamento de
fronteira por particulas dummy.

Assim como na Figura 8.7, a Figura 8.8 destaca as solugoes exata e perturbada da
equacao (8.9), nenhum parametro foi modificado, exceto a intensidade da perturbagao,

que agora passa ser 1) = (0.4999.

(b) Solugdo numérica com 7 = 0.4999.

(a) Solugdo exata.
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(¢) Curvas de niveis da solucao exata. (d) Curvas de niveis da solu¢ao numérica.

Figura 8.8: Aproximagcao para a equacao (8.9) com perturbagao n = 0.4999 e tratamento de
fronteira por particulas dummy.

Tabela 8.10: Erros de aproximagao da equagao (8.9) com tratamento de fronteira por
particulas fantasmas dummy.

Nuamero Particulas | 1600 | 3600 | 6400 | 10000 | 14400 | O(Az)|,,
n=20 0.0205 | 0.0062 | 0.0036 | 0.0067 | 0.0093 | 7.3898
n = 0.3215 0.0536 | 0.0636 | 0.0806 | 0.0770 | 0.0770 | 7.3898
n = 0.4999 0.1638 | 0.1767 | 0.1811 | 0.1792 | 0.1924 | 7.3898

Ao analisar os resultados contidos na Tabela 8.10 é possivel compreender as caracte-
risticas das solugoes: para particulas uniformemente distribuidas, quanto maior o nimero
de particulas, menor é o erro, desde que o nimero de particulas seja inferior a 10000,
pois para essa quantidade o erro volta a crescer; para particulas com alguma perturbacao,
quanto mais particulas sao inseridas, maior é o erro, esse padrao ocorre para um namero
de particulas entre 100 e 10000; para 10000 particulas o niimero decresceu em relagao a
64000 e também manteve-se menor quando comparado com 14400, isso nos dois casos de
particulas perturbadas. Esse aumento no erro acontece porque o nimero de particulas
determina o valor de h, e quanto maior o ntiimero de particulas, menor é o tamanho do
comprimento de suavizacio. E possivel que esse padrio seja mantido toda vez que houver
a mudanca do nimero de particulas representada por uma poténcia par de base 10, por
exemplo, entre 10% e 10%, ou 10* e 10°. Dessa forma, é importante avaliar o valor de a
sempre que uma simulagao ocorrer. Como ele foi mantido fixo, os erros tiveram esse perfil
crescente, mas isso pode ser minimizado aumentando o valor de a.

Para facilitar a compreensao, toma-se como exemplo a distribuicao perturbada n =
0.3215 com 1600 particulas. Se o valor a = 1.3 for alterado para a = 1.5, o erro 0.0536
baixa para 0.0334 confirmando as analises realizadas, e assim, por meio deste ajuste o
perfil de solugoes com particulas perturbadas pode ficar cada vez mais parecido com o
perfil de solugoes que utilizam particulas uniformemente distribuidas.






Consideracoes finais

A Tabela 8.11 apresenta de forma sucinta os resultados obtidos neste estudo ao longo
de sua evolucao. Sua disposi¢ao por linhas e colunas definem toda a trajetoéria da pes-
quisa, incluindo toda a parte de programagao em Matlab'™. A primeira coluna representa
a investigacao realizada, tendo como base a literatura e/ou testes numéricos. A segunda
coluna determina a base necessaria para gerar um resultado para o problema investi-
gado, por fim, a terceira coluna destaca os resultados obtidos e validados com base em
livros e artigos nacionais e internacionais. Enquanto isso, as linhas determinam a ordem

cronologica das investigagoes.

Tabela 8.11: Sintese dos resultados obtidos na pesquisa.

Investigagao Dados Sugestao
Aproximacao operador gradie.nte gradiente diferenga G _
operador laplaciano MEA
Restauragao da consisténcia fungéoNCOI}stante método FPM
funcao linear método FPM

n=20 particulas dummy
Tratamento de fronteira n =0.3215 particulas dummy
n = 0.4999 particulas dummy

Parametro a para n =0 60 < V< 100 a=13
N <60 ou N > 100 a nao determinado

Parametro o para n > 0 60 < N <100 a>1.3

Funcao ntcleo equacao de Poisson new quartico
Dominio [0,1] x [0, 1] discretizar com 6400 particulas

Equacao de Poisson

condicao de Neumann

diferencas compactas 6 ordem

A solugoes numéricas foram calculadas com software M atlab® R2012a utilizando

pl"OCGSS&dOl" core

17 de 2.20 GHz e 6.0 GB de meméria RAM, sem placa de video

dedicada. O tempo computacional para a geracao da solucao numérica da equacao de
Poisson é de =~ 7 segundos para 1600 particulas e ~ 7 minutos para 14400 particulas.
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APENDICE

A

Smoothed Particle Hydrodynamics Test
- SPHT

O Smoothed Particle Hydrodynamics Test é um programa desenvolvido como parte do
projeto de pesquisa de mestrado do autor. Ele foi pensado e elaborado de tal forma que
contribua com as pesquisas envolvendo SPH em qualquer parte do mundo. O objetivo é
servir como ferramenta de apoio nas aproximagoes de fungoes utilizando o método SPH,
de modo que o usuério possa ter condigoes de validar seus resultados por meio de com-
paragoes. Além do método SPH tradicional, consta no programa outros quatro métodos,
cuja finalidade é restaurar a consisténcia da aproximacao por particulas. Sao eles: CSPM
(Corrective Smoothed Particle Method), FPM (Finite Particle Method), inversa I (Filtro
Inverso) e inversa II ( Fun¢ao Dome-shaped Modificada). O programa esta preparado para
mostrar resultados de aproximacgoes com trés diferentes ordens de consisténcia, sendo elas:
C% C' e C?. As anilises de consisténcia estdao disponiveis nesta dissertacio.

A.1 Iniciando o programa SPHT

Execute o programa “Smoothed Particle Hydrodynamics Test.m” e prossiga com as
etapas detalhadas a seguir:
Primeiramente selecione o método de solucao, sao eles:

e SPH tradicional;
e CSPM,;
e FPM;

Y

inversa [;

inversa II.

Ao selecionar cada um dos métodos, uma janela com informagoes seré aberta. Por
exemplo, ao selecionar o método SPH tradicional, a mensagem “nao selecione os nucleos
inversos para esse método” surgira. Isso quer dizer que na segunda etapa, o usuério nao
deve selecionar as opcoes “inversa I” ou “inversa I1”.

A segunda etapa consiste em selecionar a fungao ntucleo, sao elas:

e gaussiana;
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spline cubica;
new quartico;
spline quintica;
Wendland,
duplo cosseno;
new cubica;
inversa [;

inversa II.

A terceira etapa consiste em atribuir valores os parametros necessarios para o teste
numeérico.

e Numero de particulas - quantidade de particulas inseridas no dominio;

xi - valor inicial do intervalo;

xf - valor final do intervalo;

Alfa - corresponde ao valor « resultante da razao

.
Az’

Eta - corresponde ao coeficiente de perturbacao n. Se n = 0 significa que a distri-
buigao das particulas sera uniforme, se n > 0, a distribuicao sera perturbada;

k - corresponde a constate de escala do raio de suavizacao da funcao nucleo.

A quarta e ultima etapa é a escolha do modelo de fungao para que o método escolhido
determine a aproximagao. Os modelos sao fixos e nao permitem inclusao de novas fungoes
sem que o codigo seja modificado pelos autores. Os modelos sao:

f(x) = 0.5;
f(x) =

f(x) = sin(6x);
f(z) = log();
fx) =e”;
f(x) =V,
fx) = 2%
fz) = a®.

Ao concluir essas etapas e clicar no botao “calcular”, o gréafico da solucao exata seréa
plotado na janela de interface, juntamente com a solugao numérica. Caso o usuario
necessite comparar as solugoes com outros dados, basta alterar os parametros e clicar no
botao “calcular” novamente.

Observagao: para comparar solugoes o usuario nao deveré utilizar o botao “limpar”.
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B Verificacio da consisténcia pars funcio 10 o R |

Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional: UNESP - Presidente Prudente - 5P El

Smoothed Particle Hydrodynamics Test

1

'Selecione o método -

Selecione o nucleo .8
Nimero de Particulas

6
i Alfa
xf Eta 4

k

Selecione a funcéo -

0 02 04 0.6 038 1

Prof. Dr. Messias Meneguette Junior

Calcular ‘ ‘ Ajuda |

Limpar

Lucieno Pereira da Siva ‘ ‘ ‘ | Referéncias | ‘

Figura A.1: Interface do programa Smoothed Particle Hydrodynamics Test.

Observacao: o botao “calcular” s6 sera ativado apés a conclusao das duas primeiras
etapas. O tratamento de fronteira se da por meio de particulas fantasmas do tipo I e II
para todos os casos.

A.2 A modificagao do programa SPHT

Para os casos em que o pesquisador necessite de aproximagoes para alguma funcao
nao estabelecida no programa, serd possivel contactar os autores por e-mail e solicitar a
inclusao da funcao desejada. Para isto basta encaminhar os dados para:
luctanocogo@gmazil.com e messiasQ fct.unesp.br com o assunto “Inclusao de fungao no
SPHT”. Os autores colocam-se a disposigao para outras formas de contribui¢ao e melhorias
no SPHT.
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