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“Imagination is more important than knowledge. For knowledge is limited, whereas
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RESUMO

Dado um corpo finito de massa m (C;) com momentos de inércia A, Be C. Tal
corpo orbita outro de massa muito maior M (C>), que, em principio, sera tomado
como pontual, mesmo que este nao seja totalmente esférico. O corpo Cy, ao orbitar
C,, executa um movimento translacional proximo a um kepleriano. Nao sera um
kepleriano devido a perturbagdes externas. Usaremos dois sistemas de eixos: um
fixo no centro de massa de C; e outro inercial. A atitude de Cy, isto €, a dindmica de
rotacdo deste corpo fica conhecida se sabemos localizar este sistema de eixos
movel em relagao ao sistema inercial. A forte gravitagao exercida por C, sobre Cy,
que é achatada, gera torques em Cy, o que afeta sua dinamica de rotacéo.
Obteremos a formulagdo matematica deste problema supondo C; um planeta e C, 0
sol. Também vale o caso satélite e planeta. No caso do sistema Mercurio-Sol, o
potencial perturbador que governa a dindmica de rotagao, para estudos teoricos,
necessariamente tem que ser desenvolvido em poténcias da excentricidade. Como é
sabido, tais expansdes sao delicadas devido a questao da convergéncia.
Pretendemos ent&o fazer um desenvolvimento até a terceira ordem (ordens
superiores nem sempre sio realizaveis devido ao volume de termos que sao
gerados nos casos de ressonancias de primeira ordem). Definindo um moderno
conjunto de variaveis candnicas (Andoyer), montaremos um problema Hamiltoniano
perturbado. As Variaveis de Andoyer permitem efetuar médias, o que nos permite
descartar efeitos de curto periodo. Nossos resultados para a variagao do angulo
ressonante de Mercurio estdo em pleno acordo com os obtidos por D’Hoedt &
Lemaitre (2004) e Rambaux & Bois (2004).

Palavras-chave: Mercurio. Ressonancia. Planetas. Rotagéo



ABSTRACT

Consider a finite body of mass m (C;) with moments of inertia A, B and C. This
body orbits another one of mass much larger M (Cy), which at first will be taken as a
point, even if it is not completely spherical. The body C;, when orbit C,, performs a
translational motion near a Keplerian. It will not be a Keplerian due to external
disturbances. We will use two axes systems: fixed in the center of mass of C; and
other inertial. The C; attitude, that is, the dynamic rotation of this body is know if we
know how to situate mobile system according to inertial axes system. The strong
influence exerted by C, on Cy, which is a flattened body, generates torques on Cy,
what affects its dynamics of rotation. We will obtain the mathematical formulation of
this problem assuming C; as a planet and C; as the sun. Also applies to case of
satellite and planet. In the case of Mercury-Sun system, the disturbing potential that
governs rotation dynamics, for theoretical studies, necessarily have to be developed
by powers of the eccentricity. As is known, such expansions are delicate because of
the convergence issue. Thus, we intend to make a development until the third order
(superior orders are not always achievable because of the volume of terms
generated in cases of first-order resonances). By defining a modern set of canonical
variables (Andoyer), we will assemble a disturbed Hamiltonian problem. The
Andoyer’s Variables allow to define averages, which enable us to discard short-term
effects. Our results for the resonant angle variation of Mercury are in full agreement
with those obtained by D’Hoedt & Lemaitre (2004) and Rambaux & Bois (2004).

Keywords: Mercury. Resonance. Planets. Rotation
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1. Introducéao

Com o avango das missdes espaciais, a forma, a estrutura e as
caracteristicas orbitais e fisicas dos planetas e satélites tém sido mais bem
determinadas. Isto tem despertado o interesse de pesquisadores de varias areas, e,
em especial, do problema de rotacido de planetas e seus satélites no sistema solar.

Tendo o planeta uma forma tri-axial, ou seja, ndo € uma esfera perfeita, é
importante conhecer sua atitude, isto €, sua dinamica de rotagao.

Esta previsto para 2015 o langcamento da missao Beppi-Colombo, num projeto
conjunto “European Space Agency — Jpan Aerospace Exploration Agency” (ESA-
JAXA). Esta missdo tem como destino o planeta Mercurio e dentre os varios
objetivos, tem o de fazer um estudo da forma e da estrutura do planeta.

Mercurio € o planeta mais excéntrico do sistema solar, ou seja, apresenta a
mais alta excentricidade entre todos os planetas (0,206). Além disso, Mercurio
apresenta uma ressonancia spin-orbita do tipo 3:2, isto €, seu periodo de rotagdo em
torno do seu eixo polar dura, aproximadamente, 58 dias enquanto seu periodo de
translacdo em torno do sol dura, aproximadamente 88 dias. Este € o Unico caso de
ressonancia spin-orbita além da usual 1:1 (comum em sistemas satélite-planeta,
devido a efeitos dissipativos, como as mareés).

Aparentemente as investigagdes tedricas apontam que algumas das razdes
deste sincronismo unico sao: a alta excentricidade do planeta, a composigao do
mesmo (que o sujeita aos efeitos de maré produzidos pela gravidade do sol) e

principalmente sua forma tri-axial, fato que a misséo citada acima explorara.

2. Objetivos

Objetivamos modelar as equagdes de longo periodo que envolvem a dinédmica
da rotagao de um planeta (ou satélite), usando o conjunto de variaveis candnicas de
Andoyer.

O interesse foi obter a Hamiltoniana média que governa o comportamento do
sistema, especialmente do angulo ressonante o.

Varios trabalhos tem tratado este problema. Por exemplo, do ponto de vista
bastante tedrico, ressaltamos o de D’Hoedt & Lemaitre (2004) que estudaram quatro

pontos de equilibrio e determinaram as frequéncias em dois casos, através do uso
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de variaveis agao-angulo na vizinhanga dos pontos de equilibrio. D’Hoedt & Lemaitre
(2004) nao consideraram o efeito “wooble”, isto €, o angulo J de Andoyer é tomado
nulo. Outro trabalho bastante completo € o de Rambaux & Bois (2004) que tem um
enfoque bastante numérico e é baseada numa sofisticada teoria de movimento de
todos os planetas interiores (SONYR).

Neste trabalho a modelagem que faremos vai levar em conta o “wooble”, isto
é, J n&o sera zero, e por outro lado consideramos a teoria secular de Bretagnon

(1982) para a 6rbita de Mercurio.

3. Métodos

Considere um corpo Cy (planeta) cuja rotagao livre sera perturbada por outro
corpo, C» (sol). Utilizamos as variaveis candnicas de Andoyer. As equagdes
Newtonianas sao escritas num referencial inercial e, posteriormente, incorporadas
na Hamiltoniana através de 5 rotagdes realizadas em planos adequados.

A Hamiltoniana de longo periodo foi obtida realizando médias nos angulos
rapidos.

Veremos adiante (equagao 6) que a perturbacéo oriunda do achatamento de
Mercurio é formada por duas parcelas bem distintas: a primeira, fatorada por Jo, ndo
contribuira com termos ressonantes e so resultara em termos seculares. A outra
parcela, fatorada por C,,, é a parte mais trabalhosa e é ela que origina os termos

ressonantes do tipo 3:2, que estamos interessados.

3.1 Sistemas de Coordenadas

Consideramos fixado no centro de massa de C; trés sistemas de referéncia: o
primeiro (e1, €, €3) é tal que o plano (e, e;) coincide com o plano invariavel do
sistema solar; o segundo (ny, Ny, n3) € tal que o plano (ny, ny) € perpendicular ao
momento angular de Cy, isto €, n3 esta na diregdo do momento angular de C;e o
terceiro (fi, f2, f3) € tal que o plano (fi, f2) coincide com o plano equatorial de C;
(NOYELLES et al., 2008).

As coordenadas de Andoyer (DEPRIT, 1967) séo baseadas em dois

conjuntos de angulos de Euler: o primeiro h, K e g localiza a posigado do momento
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angular no sistema de referéncia (e, e, €3) € o segundo g, J e I localiza o sistema

(f1, f2, f3) a partir do sistema ligado ao momento angular.

equatorial plane

plane penpendicular
to angular momentum

inertial plane

=)

Figura 1. Variaveis de Andoyer (HENRARD, 2005)

A matriz de inécia de C; é:

A 0 0
I=10 B 0 (1)
0 0 C

onde, no caso de simetria axial: A= B < C.
As variaveis candnicas de Andoyer sdo compostas por trés variaveis
angulares (/, g e h) e seus respectivos momentos conjugados (L, Ge H),onde L é a

projecdo do momento angular G na diregao de f; e H na dire¢ao de e3. Assim,

definimos:
L = G-cos(J) (2)
H = G- cos(K) 3)
O momento angular é obtido através da relagao:

G = Cwpot (4)
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3.2 Rotacéo Livre e Potencial Perturbador

Livre de torques externos, a equagao da energia de rotagdo de C; € dada por
(DEPRIT, 1967):

T (5)

1[sin()?> cos(l)?
T‘E[ A B

1L
l(GZ—L2)+§-

A presenga de C; no problema gerara uma perturbacédo néo integravel na
dindmica de C;. Tal perturbacao pode ser representada por uma série de Fourier e
resulta da figura elipsoidal de C;. Retendo somente os termos principais do potencial
perturbador, podemos escrevé-lo da seguinte maneira (HENRARD & SCHWANEN,
2004):

1,5 k% - Mp - Mg - R?
V== L [+ ¥?) 42+ Cp (K — 7)) ©)

onde X e Y s&o as coordenadas de C, referente ao sistema (fy, 2, f3) fixado no
equador de Cy; k? é a constante gravitacional universal; Mp e R séo, respectivamente
massa e raio equatorial de C;; Mp € a massa de C,; r € o mdédulo do vetor que
aponta de C;a C, e J, e C,, sao as constantes que definem o achatamento
de C;.

O potencial perturbador que define a atitude de C; sera a propria perturbagao
causada por C; (sol), pois, no caso em estudo, ndo ha outros corpos (satélites, por

exemplo) que também perturbam a rotagao de C;.

Ve = Vo (7

onde: V7 é a perturbacio total e Vg € a perturbagédo causada pelo sol (C»).
Para nosso estudo, sera considerado que a érbita de C,, relativa a Cy,

nao sera kepleriana, pois o achatamento de C; gera uma perturbagao em C..
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3.3 Elementos Orbitais e Potencial Perturbador Médio

O versor que aponta para o centro de massa de C, a partir do sistema inercial
(e1, e2, e3) fixo no centro de massa de C; é dado por (BROUWER & CLEMENCE,
1961):

x = cos(f + w) - cos(Q)) — sin(f + w) - sin(Q) - cos(I)
y = cos(f + w) - sin()) + sin(f + w) - cos(£L) - cos(I) (8)
z = sin(f + w) - sin(I)

onde f é a anomalia verdadeira; w o argumento do periastro; QQ a longitude do nodo
ascendente e / a inclinacéo do plano da érbita em relagdo ao plano fundamental.
Estes elementos orbitais sdo os parametros classicos do problema de dois corpos.

Relacionamos o sistema do plano inercial (e1, €2, €2) com o sistema do plano
equatorial (f1, f2, f3) através de cinco rotagées em planos adequados. Assim
obtivemos as coordenadas do corpo perturbador (C) visto a partir do sistema (fy, fo,
f3) ligado ao equador do corpo perturbado (Cy) (vide figura 1).

Definimos entdo as matrizes de rotagao como:

cos(h) sin(h) O
M;(h) = [—sin(h) cos(h) 0] M3(g) =
0 0 1

—sin(g) cos(g) O

cos(g) sin(g) 0]
0 0 1

1 0 0
0 cos(K) sin(K)
0 —sin(K) cos(K)

1 0 0 (9)
M;(K) = ]

Ml(]):[O cos(J) sin(J)
0 —sin(J) cos(J)

cos(l) sin(l) O
M;(l) = [—sin(l) cos(l) 0]
0 0 1

Observando a figura 1, pode-se ver que as coordenadas (X, Y, Z) estao

ligadas aos versores (X, y, z) (referidos no sistema inercial) por:
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X X
Y= M;() M(J) M (K) - Ms(g) - M3(h) - }’l (10)
Z z

Agora temos o potencial Vo como fungéo explicita das variaveis adequadas.
Eliminamos entdo as variaveis de curto periodo fazendo médias nas mesmas.
Para explicitar melhor a montagem do potencial perturbador, separaremos a

equacao (6) em trés parcelas:

Vo =T +V({J,) +V(Cy2) (11)

onde:

1,5+ k% Mp - Mg - R?
T'3

V(2 = - J2 (X2 +Y?)

(12)

3

1,5-k%-Mp+-Mg-R? ,a
(5) G x*-¥?)

a3

V(Cy) = —

e T e a sao, respectivamente, a energia cinética dada pela equacao (5) e o semieixo
maior da orbita.

Depois de realizarmos as médias nas variaveis g e M (anomalia média) (estas
sao variaveis de curto periodo), V(J2) ndo depende da variavel [ (um dos angulos de
Andoyer). Por isso ndo ha problemas em realizarmos tais médias. Logo a expressao

que define o potencial médio V(J,) ficou na forma:
12 (f [L(X2 +¥?)
(V(J,) = —1,5- k% - Mp -MO-R2-<—) ﬂ 2 “|dMdg (13)
21 r3
0
Mas como (V (J,)) ndo é funcdo explicita de M, tivemos que usar a relagéo

—dM =iz- —|df (14)
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Fazendo as substituicbes necessarias, temos que:

1,5 k% Mp - Mg - R? (1)2

V) = - (&

2T (15)
X ff [1+e-cos(f)] [J,(X? +Y?)]dMdg
0

Apos essas médias, esta parcela do potencial se reduz a uma forma bem

mais simples:

1,5 k% Mp - Mg - R?
ad-(1—e2)’2 (16)
X[a-cos(2-h—2-02)+ B -cos(h—2)+ 5]

VU)) = -

onde:
1 1
a=g [1 4+ cos(1)? + cos(J)? + cos(J)? - cos(1)?] + 3 cos(K)?
X [1 4 2-cos(J)? - cos(I)? + 4 -sin(J)? - sin(I)?] + % - sin(K)? (17)
x [sin(I)? + sin(J)? - cos(I)? + cos(J)? - sin(I)? - sin(J)?]
1. 2.1 _ 9. i 2 . 2 2 2 2
B = gsm(l() [1—2-sin(J)* - sin(I)* + cos(J)* — cos(I)* — cos()) (18)
x cos(1)?]
5= L sin(2 - 1) - sin(K) - cos(K) [1 — 2 - sin(J)? + cos())?] 19)

4

A parcela do potencial médio em C», seria obtida de maneira semelhante.
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(V(sz)) = -

1,5 k% Mp - Mg - R? (1 )3
a3 21
(20)

X fﬁ (;)3  Cyp (X% — Y?)dMdgdl
0

Porém ¢é nesta parcela do potencial perturbador que aparecem os termos
ressonantes, assim uma media em [ acaba eliminando os termos ressonantes
(aqueles que caracterizam o sincronismo spin-6rbita). Desta forma, devemos fazer
uma média tal que os termos de curto periodo sejam eliminados, porém os
ressonantes preservados. A estratégia € entdo separar os cossenos ressonantes

dos demais.
3.4 Termos Ressonantes
Antes de realizarmos as médias explicitadas na equagao (20), precisamos

separar os termos ressonantes.

A variavel ressonante que buscamos € dada por D’Hoedt & Lemaitre (2004):

2-(l+g+h) -3 (w+02+M)
o= —
2

w—1 (21)
Neste momento, antes de tudo, temos que realizar as seguintes expansdes em
poténcias da excentricidade, pois a anomalia média M nao aparece explicitamente
em V(Cyz,). Fizemos isso até a ordem trés devido a grande extensao dos calculos

posteriores.

sin(f) = sin(M) + e - sin(2 - M) + e? - E sin(3-M) — g - sin(M)
(22)
+e3- F-sin(él-M) —Z-sin(Z -M)]
3 6

cos(f) = cos(M) + e - [cos(2-M) — 1] + % -e? - [cos(3 - M) — cos(M)] +§ (23)

x e3 - [cos(4-M) — cos(2-M)]
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3 39
=1+3-e-cos(M)+eZ-[§+§-cos(2-M)]+e3

()
(24)
X [% -cos(M) + 5; - cos(3 - M)]

Quando realizamos tais substituicoes, os calculos ficam muito extensos, por
isso & impossivel explicitar aqui os termos resultantes de (V' (C,,)). Esta foi uma
etapa muito importante no desenvolvimento do trabalho. Nesta etapa, temos
milhares de termos (mais de 8000), por isso qualquer selecdo manual seria
impossivel.

Para realizacéo desta etapa, construimos dois algoritmos algébricos,
independentes: o primeiro deles utilizando recursos do Maple (fizemos a substituicao
da variavel definida na equacao (21)) e o segundo utilizando o comando AWK do
Linux. Verificamos os resultados obtidos em ambos os métodos e confirmamos que
sao exatamente iguais.

Ficamos entdo com a seguinte expresséao:
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369 1
1024 G%a3

V(C22)rcss - (1\24?\.[])1\[50221?26’(6‘ + L)2

f'

X (4(—(]{ + G)(cos(I) — 1)(62 - H:) cos(a + 3h — 4Q — w)

10 ,
- —Ge 2c0s(I)(G — H)cos(o — 3w — 49 + 3h)+

123

56

123)”’3(" +h—w -2+

(H+G) (((’09( )+ 1) (92 -

2
1(2](; 2cos(I)cos(o — 3w — 2w + h)))(} x sin(I)y/1— 52
+ (G = H)?*(cos(I) — 1) (e — %) cos(o + 4h — 5Q — w)— (25)

2(G?* — H*)(cos(I)* — 2sin(I)* — 1) ((32 £;63>009(0 +2h —w — 30)

106 ,

123° (cos(I)* = 1)(G — H)?cos(c + 4h — 50 — 3w)

¢

212 . ; :
+ (H +G) (—Hgfﬂ((‘os(l)2 — 2sin(I)? 4+ 1)(G — H)cos(o — 3w — 3Q + 2h)

+ (H +G) (122 (cos(I) — 1)ecos(2 — o + 3w)

+ (cos(I) + 1) (e - %) cos(d — o +w)) (cos(I) + 1)) ))

E importante ressaltar aqui que esta expressao coincide exatamente com a

que encontramos em D’Hoedt & Lemaitre (2004).

3.5 Hamiltoniana Média

A hamiltoniana média é definida da seguinte forma:

H=T+{VU))+V(Cs2)ress (26)
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S6 nos falta obter, de forma adequada, a energia cinética de rotagéo T. para
tal, apos algumas manipulagdes algébricas simples, obtivemos a seguinte

expressao:

T_16-(62—LZ)-(A—B)-cos(21)+(GZ—LZ)-(A+B)-C+2-L2-A-B

27
4 A-B-C (@7)
onde A, B e C sao dados por (RAMBAUX & BOIS, 2004):
M, R2 = 0,34
A
MP_R2=_]2_2'622 +—MP'R2 (28)
M, R A ety TR

3.6 Transformagdes Candnicas

Observemos a figura 1: quando K = 0, o angulo h fica indeterminado. Da
mesma forma, se /] = 0, o angulo g fica indeterminado. Porémasomal+ g+ h é
sempre definida.

Assim fazemos uma simples transformacao canénica:

& =2-(l+g+h)

$=9 (29)

€ seus respectivos momentos sio:



7=t
2
Z,=G-1L
Zy=H-L
Precisamos escrever o potencial perturbador médio e a energia cinética de

rotagao dada pela equagao (27) usando as novas variaveis canbnicas. Apos

realizamos todas as substituicdes necessarias, ficamos com:

20

(30)
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~ ~ (221 + Z3)? zZ1*
=g = 2(1-

=gt (85‘"(” (1 (221+z:>)'~') (4 271+ 22)°

(221 + Z3)2 712

+3/2 siu(l)cos(l)\/l - 271 +22)2(4 271520
(221 +Z3) cos(—Q+&3)(2Z1 + 22)7!

—1/3) cos(—20+2&4)

~1/3)

Z12 (221 + Z3)2 712
e (L — o T2V a2 oyain(I)?
FUB6 otz - Gairza) " R @zirzee T YD)

712 271 + Z3)2

s o Q2L+ Z?

(221 + 22)? 271+ 227

‘ le 2 A v 2 -3 2\ —3/2
. & 1/2 +2(m)’\ J‘[p M, R”Jaa (1 —e°)
369
—M,C 2 2)si —cos(I) —
+ 024 M, C2 (4(221 + Z2)sin(I)(—cos(I) — 1)
a6

(—Z3+ Z2)(——= + e )cos(€1 — 3& +4Q — 3k +w)

123
N %gfems(n(-za + Z2) cos(=3 Ak + 3w+ 4Q + & — 3 &)

.
+ (421 + 23+ 22) ((—% +e3)(1 +cos(I)) cos(E1 — €3 — 3 Ak +w + 29)

106 _ o (2Z1 + Z3)?
Tmﬁ (I)S(I)C()S(—3/\K + Jw +29+£1—&;)))J1—m
. (1)

1‘2)2 +e*)eos(f — 46+ 52— 3 Ak +w)

+(cos(T) — 1)*(—23 + 22)*(—

—2(—Z3+ Z2)(—1 + (cos(I))2 -2 911(1)2)(4 Z1+ 23+ 22)

50

(~335 + &) eos(6n —26 — Ak +w + 39)
e 1(7)2‘32(005(1) = 1){1 +cos(I))(—23+ Z2)*cos(§ —4 &3+ 50 — 3 Ag + 3w)
RPN | L ST
+(4Z1+ Z3 +Z.2)(—m e (—2sin(l)° +1+
cos(If) (23 + Z2)cos(~3 Mk + 3w+ 30 +£& — 2&)
06
+ (% (cos(I) — 1)e* cos(€&) + 2 — BAx +3w)+
56
(—;7‘ +e2)cos(§y + Q@ — 3 Ak +w)(1 + cos(1)))(4 Z1 + Z3 + Z2)

(1+ ms(l))) ) (421 + 227k R*e M, (221 + Z2)'a™®

+1/4 [4(21 +1/4Z2)Z2C(~B + A) cos(€; — 262 — 2&)

+4(Z1+1/422)Z2(B +4“)C+8212’w] (ALI?(')
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Como estamos trabalhando em um sistema hamiltoniano, a dindmica de C;

sera dada pelas equacgdes de Hamilton:

d
@Gt =577 751

(32)
d (Z1,2,,73) = i H
dt vowes a(fli EZ! 53)
Temos, da definicdo das novas variaveis candnicas:
L = 2 - Z1
H = 2 " Zl + Z3

4. Resultados e discussao

O movimento do sol visto de Mercurio € dado conforme Bretagnon (1982).
Vérias simulagdes foram feitas. Um interesse em especial foi o angulo
ressonante para o sistema Mercurio-sol, isto &€, considerando Mercurio como C; e o

sol como C,, reproduzimos a dindmica da variagao do angulo ressonante de
Mercurio. Tanto os periodos quanto as amplitude foram calculados. Os resultados
estdo em pleno acordo com D’Hoedt & Lemaitre (2004) e também com Rambaux &
Bois (2004).
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Figura 2. Variacéo do angulo ressonante spin-érbita

Obtivemos, para a amplitude e periodo de oscilagdes, os valores 0,521°
15,837 anos, respectivamente. Na literatura, encontramos 0,527° e 15,847 anos para
a amplitude e periodo, respectivamente (RAMBAUX & BOIS, 2004).

Também realizamos simulagdes mais longas, aproximadamente 3000 anos.

sigma (graus)

| | | | |

0 200000 400000 600000 800000 le+06 1.2e+0|
tempo (dias)

Figura 3. Variagao do angulo ressonante para um periodo longo
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Também comparamos os periodos da precessao do angulo h — Q. Esta outra
variavel representa a segunda frequéncia caracteristica do movimento de Mercurio

(a primeira € o angulo ressonante, principal foco do trabalho):

plano orbital

plano
perpendicular ao
momento angular

plano
inercial

Figura 4. Definicdo do angulo h — Q

h-om (graus)

-80 l 1 | | 1
0 200000 400000 600000 800000 le+06 1.2e+01

tempo (dias)
Figura 5. Variagdo do angulo h — Q

Obtivemos o valor de 1067,288 anos e encontramos, na literatura, os valores
1066 anos (RAMBAUX & BOIS, 2004) e 1065,08 anos (D’HOEDT & LEMAITRE,
2004).



25

Usamos como condigao inicial para os angulos /, g e h de Andoyer os valores
25,825°, 288,12° e 25,825°, respectivamente e para a longitude do nodo ascendente
0, 48,33° (os angulos / e h foram escolhidos arbitrariamente, mas o angulo g foi
escolhido de forma que o, fosse aproximadamente zero, que € um angulo de
equilibrio da ressonancia (D’HOEDT & LEMAITRE, 2004)).

Se entrarmos com um valor de g tal que o angulo ressonante nao esteja entre
-180° e 180°, nao ocorrera libragao em torno do ponto de equilibrio, mas sim

circulacdo. Realizamos uma simulacido onde isso ocorre:

200

150

100

50

sigma (graus)
o

-50

-100

-150

-200 | | | |
0 10000 20000 30000 40000 50000

tempo (dias)
Figura 6. Variagdo do angulo ressonante para g=378°

O valor usado na simulagao que gerou o grafico acima (g = 378°) é o limiar para
deixar de ocorrer a libragado em torno do ponto de equilibrio.

Vale lembrar que a érbita de Mercurio precessa, ou, de outra forma, dizemos
que ocorre uma precessao do periélio da érbita de Mercurio. Porém este fato ndo é
relevante para esse estudo, uma vez que o periodo dessa precessao é de pouco
mais de 3.000.000 (trés milhdes) de anos enquanto que os angulos que buscamos
estudar tém periodos de, no maximo, 1067,288 anos. Isto significa que durante os
1067,288 anos (maior periodo que obtivemos), o periélio da orbita de Mercurio varia
cerca de 0,1278°.
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5. Conclusdes

Com o método utilizado e o modelo desenvolvido, foi possivel reproduzir com
boa precisao os resultados que encontramos na literatura para a variagao do angulo
ressonante e também da variacdo do angulo h — Q de Mercurio. Reproduzimos,
portanto, as duas frequéncias caracteristicas do movimento deste planeta.

Estamos também investigando a hipdtese de captura na ressonancia 3:2
motivada por valores da excentricidade de Mercurio: fazemos variar secularmente a
distancia sol-Mercurio e investigamos possiveis valores minimos da excentricidade
que possibilitam tal captura. Nao havendo captura na ressonancia 3:2, a proxima

seriaa 1:1.
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