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Machado e Alagacone Sri Ranga por suas dicas e sugestões.
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e Carol, adoro vocês!
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Resumo

Neste trabalho estudamos um problema de bifurcação Z2-equivariante de corank dois

e com dois parâmetros motivados pela equação de bifurcação que descreve a envergadura

de um painel ciĺındrico sujeito a uma compressão axial.

Nossa abordagem é através da Formulação por Caminhos que considera um problema

de bifurcação como o pull-back por um caminho do desdobramento miniversal do cen-

tro organizador do problema de bifurcação, que é a singularidade obtida anulando-se os

parâmetros de bifurcação.

Utilizamos técnicas da Teoria de Singularidades sem um grupo expĺıcito de equivalências

para os caminhos associados ao problema de bifurcação. Nossos cálculos são puramente

algébricos.

Mostramos como nossos resultados podem ser aplicados ao estudo da envergadura do

painel ciĺındrico.

Palavras-chave: Z0
2-equivalência, Formulação por Caminhos Algébrica, Envergadura de

um Painel Ciĺındrico.



Abstract

In this work we study a corank two Z2-equivariant bifurcation problem with two

parameters that arise as the bifurcation equation of the buckling problem of a cylindrical

panel under an axial compressive load.

We use the Path Formulation approach that considers a bifurcation problem as the

pull-back by a path of the miniversal unfolding of the core of the problem, the singularity

obtained by setting the parameters to zero.

We apply Singularity Theory without an explicit group of equivalences for the paths

defining the bifurcation problem. Our calculations are purely algebraic.

We show how our results can be applied to study the buckling of the cylindrical panel.

Keywords: Z0
2-equivalence, Algebraic Path Formulation, Buckling of a Cylindrical Panel.
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5.8 Envergadura do painel ciĺındrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136



Introdução

Este trabalho é baseado nos artigos Constructive analysis of buckling mode interactions

with single Z2-symmetry de B. Wu [29], Origin preserving path formulation for multipara-

meter Z2-equivariant corank 2 bifurcation problems de Jacques-Elie Furter e Angela Maria

Sitta [13] e Algebraic path formulation for equivariant bifurcation problems de Jacques-Elie

Furter, Angela Maria Sitta e Ian N. Stewart [14].

O objetivo principal é usar a Formulação por Caminhos obtida via técnicas da Teoria

de Singularidades, para obter a forma normal do problema de bifurcação de corank 2 e

dois parâmetros de bifurcação que descreve o modelo matemático da envergadura de um

painel ciĺındrico sujeito a uma compressão axial apresentada por B. Wu no artigo [29].

A metodologia utilizada é via os prinćıpios básicos que definem a Formulação por

Caminhos dentro de um contexto puramente algébrico. A idéia básica dessa teoria foi

sugerida por Golubitsky e Schaeffer em [16] onde eles relacionam problemas de bifurcação

em uma variável padrão e sem simetria com um caminho através do desdobramento

miniversal de uma cuspóide. Esta idéia básica tem sido estendida e aplicada para pro-

blemas de bifurcação em geral.

Os grupos de equivalência que definimos nos Caṕıtulos 2 e 3 são subgrupos geométricos

do Grupo de Contato, cuja definição encontra-se em [10]. Dessa forma, os resultados

da Teoria de Desdobramento e de Determinação Finita podem ser utilizados no nosso

contexto.

A órbita de um germe finitamente determinado é determinada pelo seu polinômio de

Taylor de uma certa ordem e germes finitamente determinados admitem um desdobra-

mento versal com um número finito de parâmetros.

Este trabalho está distribúıdo em cinco caṕıtulos, como segue.

No Caṕıtulo 1, apresentamos conceitos preliminares da Teoria de Singularidades e

Teoria de Bifurcação necessários para nossos estudos.
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O Caṕıtulo 2 é dedicado ao estudo dos centros organizadores. Definimos a Z0
2-equiva-

lência, os espaços tangentes e apresentamos resultados clássicos da Teoria de Desdobra-

mentos e Determinação Finita essenciais para demonstrar o Teorema 2.8.1, o qual fornece

a solução para o problema do reconhecimento do centro organizador de menor codimensão.

O principal caṕıtulo deste trabalho é o Caṕıtulo 3. Nele, apresentamos a Teoria da

Formulação por Caminhos e a aplicamos ao estudo de problemas de bifurcação de corank

2 com dois parâmetros e com simetria do grupo Z2. A condição denominada preservação

da origem caracteriza nosso problema em estudo e isto fornece uma estrutura adicional

que implementamos em nossa análise. Nesse contexto, mostramos que tal problema de

bifurcação é de codimensão zero.

Utilizamos técnicas da Teoria de Singularidades sem um grupo expĺıcito de equivalências

para os caminhos associados ao problema de bifurcação. Por fim, obtemos a forma nor-

mal que descreve o modelo matemático, dado por um sistema de equações diferenciais

parciais, da envergadura de um painel ciĺındrico. Os principais resultados obtidos são a

Proposição 3.6.1, o Teorema 3.7.1, o Teorema 3.9.1 e o Corolário 3.9.1.

No Caṕıtulo 4 estudamos os conjuntos de bifurcação local, as bifurcações t́ıpicas

que ocorrem em cada conjunto de bifurcação local e os diagramas de bifurcação do Z0
2-

desdobramento miniversal do centro organizador de menor codimensão obtido no Caṕıtulo

2. Dentre os diagramas obtidos está o que descreve os zeros da forma normal obtida no

Caṕıtulo 3 e encontra-se no Caṕıtulo 5.

Finalmente, o Caṕıtulo 5 trata de uma aplicação do estudo feito a um problema de

elasticidade que consiste em estudar a envergadura de um painel ciĺındrico sujeito a uma

compressão axial. Comparamos nossos resultados com os obtidos em [29] apresentando

resultados significativos, como eliminação de hipóteses e obtenção de termos de ordem

alta que podem ser eliminados das equações de bifurcação obtidas.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo introduzimos alguns conceitos fundamentais e pré-requisitos da Teoria

de Singularidades e Teoria de Bifurcação que aparecerão no decorrer deste texto.

1.1 Germes de aplicações diferenciáveis

Sejam F = {f : Rn → Rp | f é de classe C∞} e f1, f2 ∈ F . Dizemos que f1 ∼ f2 se

existe um aberto W ⊂ Rn contendo a origem tal que f1|W ≡ f2|W .

A relação (∼) é uma relação de equivalência e, portanto, podemos definir

En,p =
F

(∼)
= {[f ] | f ∈ F}.

A cada classe de equivalência denominamos germe na origem. Para simplificar, deno-

tamos os representantes das classes de En,p por f : (Rn, 0) → Rp, pois somente os valores

numa vizinhança da origem são importantes. Dessa forma, escrevemos

En,p = {f : (Rn, 0) −→ Rp | f é de classe C∞}.

Quando n = p, para x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, usamos também a notação ~E(x1,...,xn) para o

conjunto En,n e quando p = 1 escrevemos simplesmente En,1 = E(x1,...,xn) ou Ex ou En.

Definindo naturalmente em E(x1,...,xn) as operações de adição, produto por escalar e

produto, segue que E(x1,...,xn) tem estrutura de R-álgebra comutativa. Além disso, E(x1,...,xn)

é um anel local sendo

M(x1,...,xn) = {f ∈ E(x1,...,xn) | f(0) = 0}

o seu único ideal maximal.
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O conjunto ~E(x1,...,xn) tem estrutura de E(x1,...,xn)-módulo. Se f ∈ ~E(x1,...,xn) satisfaz

f(0) = 0, escrevemos f : (Rn, 0) → (Rn, 0).

Em todo trabalho, consideramos germes na origem diferenciáveis de classe C∞ e nos

referimos, apenas, como germes.

Notações:

1) Denotamos um ideal de E(x1,...,xn) gerado por p1, ..., pk por

< p1, ..., pk >E(x1,...,xn) ou, simplesmente, por < p1, ..., pk > .

Analogamente, denotamos um E(x1,...,xn)-submódulo de ~E(x1,...,xn) gerado por f1, ..., fk

por

< f1, ..., fk >E(x1,...,xn) .

2) Denotamos um subespaço vetorial real de E(x1,...,xn) gerado por p1, ..., pk por

R · {p1, . . . , pk}.

3) Denotamos por fa a derivada de um germe de aplicação f : (Rn × Rl, 0) → Rn em

relação à variável a e por Dxf(x, λ) a matriz Jacobiana de f em relação ao vetor

x ∈ Rn.

4) Denotamos por f o o valor do germe f calculado na origem, ou seja, f o = f(0).

Analogamente, (Dxf)o = Dxf(0).

5) Quando x = (x1, ..., xn) ∈ Rn pertencer a uma vizinhança suficientemente pequena

em torno da origem, denotamos x ∈ (Rn, 0).

Definição 1.1.1. O k-jato de um germe f ∈ E(x1,...,xn) na origem, denotado por jkf(0), é

o polinômio de Taylor de ordem k de f em torno da origem omitindo-se o termo constante.

O k-jato de um germe de aplicação f ∈ ~E(x1,...,xn) na origem é o germe de aplicação

jkf(0) : (Rn, 0) → Rn tal que jkf(0) é formado pelos k-jatos das componentes de f na

origem.

Lema 1.1.1 (Hadamard). Se f ∈ M(x1,...,xn), então existem germes a1, a2, ...., an em

E(x1,...,xn) tais que f(x) = a1(x)x1 + ... + an(x)xn.
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Demonstração. Ver [16], pág. 58. ¥

Segue do Lema de Hadamard que

M(x1,...,xn) = < x1, ..., xn >E(x1,...,xn)
,

isto é, M(x1,...,xn) é o ideal gerado pelas projeções πi(x1, ..., xn) = xi, i = 1, ..., n.

A k-ésima potência de M(x1,...,xn) é dada por

Mk
(x1,...,xn) = < xα | α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn e |α| = k >E(x1,...,xn)

,

com xα = xα1
1 . . . xαn

n e |α| = α1 + ... + αn.

1.2 Problemas de bifurcação

Seja g : (Rn × Rl, 0) −→ Rn. Consideremos um sistema de equações diferenciais do

tipo

ẋ + g(x, λ) = 0. (1.1)

Os pontos de equiĺıbrio são as soluções do sistema

g(x, λ) = 0. (1.2)

Uma solução de (1.2) é um par (x0, λ0) tal que g(x0, λ0) = 0.

Seja (x0, λ0) uma solução de (1.2). Se det (Dxg(x0, λ0)) 6= 0, então pelo Teorema da

Função Impĺıcita temos que g(x, λ) = 0 pode ser resolvido para x em função de λ de

maneira única em uma vizinhança suficientemente pequena de x0.

Um vetor (x0, λ0) é ponto de bifurcação de g se

g(x0, λ0) = 0 e det (Dxg(x0, λ0)) = 0. (1.3)

Definição 1.2.1. O conjunto

S = {(x, λ) ∈ Rn × Rl | g(x, λ) = 0}

é chamado de diagrama de bifurcação de g.

Consideramos g : (R× R, 0) → R tal que para cada λ próximo de λ0, o número n(λ)

de x´s próximos a x0, para os quais (x, λ) é uma solução de g(x, λ) = 0 é finito.

Um vetor (x0, λ0) é ponto de bifurcação se n(λ) muda quando λ varia em uma vizi-

nhança pequena de λ0.



Problemas de bifurcação 16

Exemplo 1.2.1. Consideramos o germe de aplicação g : (R × R, 0) → R cujo diagrama

de bifurcação S é dado na Figura 1.1. Temos que (x0, λ0) é ponto de bifurcação de g, pois

para λ próximo a λ0 e à esquerda de λ0, n(λ) = 1 e à direita de λ0, n(λ) = 2.

-

6

λ

S

λ0

x0

x

Figura 1.1: Diagrama de bifurcação de g

Definição 1.2.2. Um problema de bifurcação ou germe de bifurcação é um germe de

aplicação f : (Rn × Rl, 0) → (Rn, 0), f = f(x, λ), onde x = (x1, ..., xn) são as variáveis-

padrão e λ = (λ1, ..., λl) os parâmetros de bifurcação, satisfazendo det (Dxf)o = 0.

Definição 1.2.3. Seja f : (Rn × Rl, 0) → (Rn, 0) um problema de bifurcação. O corank

de f é a dimensão real do núcleo da matriz (Dxf)o.

Observação 1.2.1. No decorrer deste trabalho estudaremos problemas de bifurcação

g : (R2 × R2, 0) → (R2, 0) de corank 2, ou seja, (D(x,y)g)o = 0.

Em um dos primeiros livros escritos, em 1985, sobre aplicações da Teoria de Singulari-

dades à Teoria de Bifurcação, denominado Singularities and Groups in Bifurcation Theory

escrito por Martin Golubitsky e David G. Schaeffer [16], foi usada a nomenclatura desdo-

bramento de um germe de bifurcação ou problema de bifurcação para o que na Teoria de

Singularidades é denominado deformação de um germe.

Como o nosso trabalho é baseado na Teoria de Bifurcação existente na literatura em

livros e artigos que antecederam o livro acima e outros, usaremos o conceito de desdobra-

mento de um problema de bifurcação estabelecido nessa nova linha de pesquisa.

Definição 1.2.4. Seja g : (Rn × Rl, 0) → (Rn, 0) um problema de bifurcação. O germe

de aplicação G : (Rn × Rl × Rk, 0) −→ Rn é um desdobramento de g com k parâmetros

α = (α1, ..., αk) se

G(x, λ, 0) = g(x, λ).
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Em alguns problemas de bifurcação x = 0 é uma solução, não apenas para todos os va-

lores dos parâmetros de bifurcação, mas também para todos os valores dos parâmetros

de um desdobramento desse problema. Explicitamente, se g : (Rn × Rl, 0) → (Rn, 0),

g = g(x, λ), é um problema de bifurcação e G : (Rn × Rl × Rk, 0) → Rn, G = G(x, λ, α),

é um desdobramento, então

g(0, λ) = G(0, λ, α) = 0,

para todo (λ, α) ∈ (Rl × Rk, 0).

Esta condição de preservação da origem é que caracteriza os problemas de bifurcação

que estudaremos. Se esta estrutura é imposta, então devemos implementá-la à Teoria de

Singularidades usada para a classificação e análise de tais problemas.

1.3 Grupos de Lie

Seja GL(n,R) o conjunto das matrizes reais n×n não singulares. Se Mn(R) denota o

conjunto das matrizes reais n× n, então GL(n,R) ⊂ Mn(R) é aberto em Mn(R) onde em

Mn(R) estamos considerando a topologia induzida pelo isomorfismo entre Mn(R) e Rn2
.

Desta forma, GL(n,R) é um espaço topológico e podemos dar a seguinte definição.

Definição 1.3.1. Um grupo de Lie é um subgrupo fechado de GL(n,R).

Formalmente, estes são os chamados grupos de Lie lineares, sendo grupo de Lie definido

de uma forma mais geral. Entretanto, como trabalharemos com grupos de Lie compactos,

esta definição nos é mais apropriada devido à propriedade de que todo grupo de Lie

compacto no sentido mais geral é homeomorfo a um grupo de Lie linear [5].

Observação 1.3.1. Apesar de termos definido grupo de Lie como um subgrupo fechado de

GL(n,R), trabalharemos com conjuntos que, desde que sejam isomorfos a algum conjunto

satisfazendo a definição 1.3.1, também serão chamados grupos de Lie.

No nosso caso, o grupo multiplicativo Z2 = {1,−1} é isomorfo a {In,−In} ⊂ GL(n),

onde In é a matriz identidade n× n.

Definição 1.3.2. Seja Γ um grupo de Lie e V um espaço vetorial de dimensão finita.

Uma aplicação

Γ× V −→ V

(γ, v) 7−→ γ · v
é uma ação de Γ em V se
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1) esta aplicação é cont́ınua,

2) γ · (v1 + v2) = γ · v1 + γ · v2, para γ ∈ Γ e v1, v2 ∈ V e γ · (αv) = α(γ · v), para

γ ∈ Γ, v ∈ V e α ∈ R,

3) γ1 · (γ2 · v) = (γ1γ2) · v, para γ1, γ2 ∈ Γ e v ∈ V ,

4) 1 · v = v, para v ∈ V com 1 sendo a identidade do grupo Γ.

Para simplificar a notação neste Caṕıtulo 1, indicaremos toda ação de Γ em V por

γ · v, γ ∈ Γ e v ∈ V . Nos demais caṕıtulos usaremos o śımbolo (·) para denotar outras

ações, por uma questão de simplificação. No contexto ficará clara a ação estabelecida.

Seja W um espaço vetorial de dimensão finita com uma ação de Γ em W denotada

por γ M w, γ ∈ Γ e w ∈ W .

Definição 1.3.3. Sejam V e W espaços vetoriais de dimensão finita e Γ um grupo de Lie

atuando em ambos os espaços segundo as ações acima definidas.

Os espaços V e W são Γ-isomorfos se existir um isomorfismo Φ : V −→ W tal que

Φ(γ · v) = γ M Φ(v),

para γ ∈ Γ e v ∈ V .

Definição 1.3.4. Seja Γ um grupo de Lie atuando em um espaço vetorial V . Um su-

bespaço vetorial W ⊂ V é Γ-invariante se, para quaisquer w ∈ W e γ ∈ Γ, temos

γ · w ∈ W .

Definição 1.3.5. Seja Γ um grupo de Lie. Uma ação de Γ em V é irredut́ıvel se os únicos

subespaços Γ-invariantes são {0} e V .

1.4 Γ-invariância e Γ-equivariância

Definição 1.4.1. Seja Γ um grupo de Lie compacto atuando em um espaço vetorial de

dimensão finita V .

1) Uma função f : V −→ R é Γ-invariante se

f(γ · v) = f(v),
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para quaisquer v ∈ V e γ ∈ Γ.

2) Uma aplicação g : V −→ V é Γ-equivariante se

g(γ · v) = γ · g(v),

para quaisquer v ∈ V e γ ∈ Γ.

Definição 1.4.2. Uma ação de Γ em V é absolutamente irredut́ıvel se as únicas aplicações

lineares sobre V Γ-equivariantes são múltiplas da identidade.

Denotamos por

P(Γ) = {p : V −→ R | p é uma função polinomial Γ− invariante},
~P(Γ) = {q : V −→ V | q é uma aplicação polinomial Γ− equivariante},
E(Γ) = {f : (V, 0) −→ R | f é um germe Γ− invariante},
~E(Γ) = {g : (V, 0) −→ V | g é um germe Γ− equivariante}.

Temos que P(Γ) e E(Γ) são anéis, ~P(Γ) é um módulo sobre o anel P(Γ) e ~E(Γ) é um

módulo sobre o anel E(Γ).

Definição 1.4.3. Um subconjunto finito B = {u1, u2, ..., um} de P(Γ) é uma base de

Hilbert de P(Γ) se para todo p ∈ P(Γ), existir h : Rm −→ R polinomial tal que

p(x) = h(u1(x), u2(x), ..., um(x)).

Definição 1.4.4. As aplicações polinomiais g1, g2, ..., gr ∈ ~P(Γ) geram o módulo ~P(Γ) se,

para todo g ∈ ~P(Γ), existirem f1, f2, ..., fr ∈ P(Γ) tais que

g = f1g1 + f2g2 + ... + frgr.

Teorema 1.4.1 (Hilbert-Weyl). Se Γ é um grupo de Lie compacto atuando em V , então

existe uma base de Hilbert finita para o anel P(Γ).

Demonstração. Ver [17], pág. 46. ¥

Teorema 1.4.2 (Schwarz). Se Γ é um grupo de Lie compacto atuando em V e {u1, ..., us}
é uma base de Hilbert para o anel P(Γ), então para todo f ∈ E(Γ), existe h ∈ Es tal que

f(x) = h(u1(x), u2(x), ..., us(x)).

Demonstração. Ver [17], pág. 46. ¥
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1.5 Subgrupos de isotropia e o Lema dos Ramos

Equivariantes

Seja Γ um grupo de Lie atuando em um espaço vetorial V .

Definição 1.5.1. O subgrupo de isotropia de Γ de um ponto x ∈ V é o subgrupo

Σx = {σ ∈ Γ | σ · x = x}.

Definição 1.5.2. Dado Σ ⊂ Γ subgrupo, o subespaço de pontos fixos de Σ é o subespaço

vetorial de V

Fix(Σ) = {x ∈ V | σ · x = x, ∀ σ ∈ Σ}.

Definição 1.5.3. A órbita de um ponto x ∈ V é o conjunto

Γx = {γ · x | γ ∈ Γ}.

Sejam g : (Rn × Rl, 0) → (Rn, 0) um problema de bifurcação e Γ um grupo de Lie

compacto atuando em Rn tais que g(γ · x, λ) = γ · g(x, λ), para todo γ ∈ Γ.

Observação 1.5.1. O conjunto solução da equação g(x, λ) = 0 é preservado pela simetria

Γ, isto é, se x é solução, então γ · x é solução, para todo γ ∈ Γ. De fato,

g(γ · x, λ) = γ · g(x, λ) = 0.

Observação 1.5.2. Se para todo λ ∈ Rl, o vetor (0, λ) é uma solução de g(x, λ) = 0,

então seu subgrupo de isotropia é Γ. Em geral, para tal problema podem ocorrer outras

soluções x 6= 0 com subgrupo de isotropia Σx < Γ. Este fenômeno é denominado quebra

espontânea de simetria (de Γ-simetria para Σx-simetria). O termo “espontânea” significa

que g permanece Γ- equivariante. Dessa forma, ao invés de uma solução com toda simetria

Γ, passamos a ter uma órbita de soluções com simetria dos subgrupos de isotropia de Γ.

Proposição 1.5.1. Se Fix (Γ) = {0}, então o vetor (0, λ) é uma solução de g(x, λ) = 0,

para todo λ ∈ Rl.

Demonstração. Para quaisquer γ ∈ Γ e λ ∈ Rl, temos g(0, λ) = g(γ · 0, λ) = γ · g(0, λ).

Segue que g(0, λ) ∈ Fix (Γ) e, consequentemente, g(0, λ) = 0. ¥

Teorema 1.5.1 (Lema dos Ramos Equivariantes). Seja Γ um grupo de Lie atuando em

um espaço vetorial V . Se
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a) a ação de Γ em V é absolutamente irredut́ıvel,

b) g ∈ ~E(x,λ) é um problema de bifurcação satisfazendo Dxg(0, λ) = c(λ) I com c′(0) 6=
0,

c) Σ ⊂ Γ é um subgrupo de isotropia satisfazendo dim Fix (Σ) = 1,

então existe um único ramo de soluções suaves para a equação g(x, λ) = 0 tal que o

subgrupo de isotropia de cada solução neste ramo é Σ.

Demonstração. Ver [17], pág. 82. ¥

1.6 Teorema de Preparação Equivariante

1.6.1 Quociente de módulos

Sejam R um anel comutativo, M um R-módulo e N ⊂ M um R-submódulo. A relação

x ∼ y se y − x ∈ N , para x, y ∈ M , é uma relação de equivalência. Segue que x e y

estão na mesma classe de equivalência se existir n ∈ N tal que y = x + n. Desta forma,

definimos o quociente
M

N
que tem estrutura de R-módulo induzida de M .

Definição 1.6.1. Seja π : M −→ M

N
a aplicação projeção dada por π(m) = m + N em

que a classe m + N = {m + n |n ∈ N}. Para simplificar, dizemos projeção de m em
M

N
.

1.6.2 Preliminares para o Teorema de Preparação Equivariante

No Caṕıtulo 3 usaremos uma consequência importante do Teorema de Preparação

Equivariante para verificar se um determinado módulo é finitamente gerado que é o

Corolário 1.6.1.

Consideramos o caso no qual um grupo de Lie compacto Γ atua em dois espaços

vetoriais V e W .

Para distinguirmos os germes Γ-invariantes definidos em V dos definidos em W , usamos

x para denotar coordenadas em V e y para denotar coordenadas em W . Assim, Ex(Γ)

é o anel dos germes Γ-invariantes em V e Ey(Γ) é o anel dos germes Γ-invariantes em

W . Na literatura também são usadas as notações EV (Γ) e EW (Γ) para Ex(Γ) e Ey(Γ),

respectivamente, para enfatizar os espaços vetoriais com a ação de Γ ao invés das variáveis.
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Definição 1.6.2. Seja ϕ : V −→ W um germe de aplicação Γ-equivariante satisfazendo

ϕ(0) = 0. Temos que ϕ induz uma aplicação

ϕ∗ : Ey(Γ) −→ Ex(Γ)

f 7−→ f(ϕ)
(1.4)

chamada pull-back de ϕ.

A aplicação ϕ∗ é um homomorfismo de anel.

Logo, dada uma aplicação Γ-equivariante ϕ : V −→ W é posśıvel interpretar qualquer

Ex(Γ)-módulo N como um Ey(Γ)-módulo via ϕ∗. O Teorema da Preparação Equivariante

fornece um critério para sabermos quando N é finitamente gerado como Ey(Γ)-módulo.

Denotamos por My(Γ) o ideal maximal de Ey(Γ) formado pelos germes de funções

Γ-invariantes que anulam-se na origem.

Teorema 1.6.1 (Teorema de Preparação Equivariante). Sejam N um Ex(Γ)-módulo fini-

tamente gerado e ϕ : V −→ W um germe de aplicação Γ-equivariante satisfazendo

ϕ(0) = 0. O módulo N é um Ey(Γ)-módulo finitamente gerado, via ϕ∗, se, e somente

se,

dim
N

My(Γ) N
< ∞.

Demonstração. Ver [17], pág. 244. ¥

Corolário 1.6.1. Sejam x ∈ Rn, δ ∈ Rm e Γ um grupo de Lie atuando em Rn e trivial-

mente em Rm. Seja N um E(x,δ)(Γ)-módulo finitamente gerado. As seguintes afirmações

são equivalentes:

a) N é finitamente gerado por n1, ..., nt sobre o anel Eδ,

b) N = Mδ N + R · {n1, ..., nt},

c) N0 =
N

Mδ N
= R · {n̄1, ..., n̄t}, sendo n̄i a projeção de ni em N0, i = 1, ..., t.

Demonstração. Para as equivalências entre a) e b) ver [17], pág. 234 e pág. 243. É

usado o Teorema de Preparação Equivariante com V = Rn+m, W = Rm e ϕ(x, δ) = δ.

Mostremos que b) implica c). Para isso, fazemos o quociente por Mδ N em ambos os

lados de b):
N

Mδ N
= N0, (1.5)
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Mδ N + R · {n1, ..., nt}
Mδ N

= R · {n̄1, ..., n̄t}, (1.6)

onde n̄i = ni +Mδ N , i = 1, ..., t, são as projeções de ni em N0 =
N

Mδ N
.

De (1.5) e (1.6), segue que N0 = R · {n̄1, ..., n̄t}, que é o item c).

Para mostrarmos que c) implica em b), basta observarmos que de c), qualquer n ∈ N

é combinação linear de n̄i, i = 1, ..., t, módulo Mδ N , ou seja,

n =
t∑

i=1

αi n̄i+Mδ N =
t∑

i=1

αi(ni+Mδ N)+Mδ N =

(
t∑

i=1

αi ni

)
+Mδ N, αi ∈ R, i = 1, ..., t,

que é a condição b). ¥

1.7 Grupo de Equivalência de Contato

Nesta seção definimos o Grupo de Equivalência de Contato Kn,p.

Os grupos de equivalências que trabalharemos nos Caṕıtulos 2 e 3 são subgrupos

geométricos de Kn,p e, portanto, as Teorias de Desdobramentos e de Determinação Finita

podem ser aplicadas no nosso caso de acordo com os resultados apresentados em [10].

Para definir o Grupo de Equivalência de Contato Kn,p, introduzimos alguns conceitos

e notações preliminares.

Usamos a notação
↔
E n,p para o conjunto dos germes T : (Rn, 0) → Mp(R). Denotamos

por
↔
Mn,p o subconjunto de

↔
E n,p formado pelas matrizes T tais que T o ∈ GL+(p,R) em

que GL+(p,R) = {T ∈ GL(n,R) | det (T ) > 0}.

Consideramos Kn,p o conjunto

Kn,p = {(T, X) |X ∈ ~Mn,p e (DxX), T ∈ ↔
Mn,p}.

Dados (T1, X1), (T2, X2) ∈ Kn,p, definimos a operação

[(T1, X1) ∗ (T2, X2)](x) = (T1(x)(T2(X1(x))), X2(X1(x))). (1.7)

Com essa operação (Kn,p, ∗) tem estrutura de grupo. O elemento identidade deste

grupo é o par (Ip, In), onde Ip é a matriz identidade de ordem p e In denota o germe de

~En dado por In(x) = x. O elemento inverso de (T,X) ∈ Kn,p é definido por

(T, X)−1(x) = (T−1(X−1(x)), X−1(x)).

O grupo Kn,p é denominado Grupo de Equivalência de Contato.
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Uma ação do grupo Kn,p em Mn,p é

Kn,p ×Mn,p −→ Mn,p

((T, X), f) 7−→ (T, X) · f = T (f ◦X).
(1.8)

Definição 1.7.1. Dois germes f, g ∈Mn,p são equivalentes por contato se eles pertencem

à mesma órbita da ação (1.8), isto é, se existe (T, X) ∈ Kn,p tal que

g(x) = T (x)f(X(x)). (1.9)

Observação 1.7.1. Na literatura, o Grupo de Equivalência de Contato é definido de

forma mais geral em [10]. Neste tabalho, usamos a definição apresentada em [17], pois

nossos grupos de equivalências são subgrupos de Kn,p.

1.8 Processo de Redução de Lyapunov-Schmidt

Os resultados dessa seção são descritos e provados nas referências [2], [20] e [9].

Seja F : U × V → Z uma aplicação de classe Ck, k ≥ 1, definida nos abertos U ⊂ X

e V ⊂ Y com X, Y e Z espaços de Banach.

Seja (x0, y0) ∈ U×V . Denotamos por DxF (x0, y0) : X → Z a derivada de F em (x0, y0)

na direção de x. Explicitamente, o valor do operador linear DxF (x0, y0) em x ∈ X é dado

por

DxF (x0, y0) x = lim
h→0

F (x0 + h x, y0)− F (x0, y0)

h
.

Suponhamos (0, 0) ∈ U × V , F o = 0 e consideramos a equação

F (x, y) = 0 (1.10)

numa vizinhança da origem.

Teorema 1.8.1 (Teorema da Função Impĺıcita). Se F : U ×V → Z satisfaz as condições

acima e DxF (0, 0) : X → Z possui inversa limitada, então existem uma vizinhança

U1 × V1 ⊂ U × V da origem e uma aplicação ψ : V1 → U1 ⊂ X de classe Ck tal que

ψ(0) = 0 e

F (ψ(y), y) = 0,

para todo y ∈ V1.

Além disso, ψ é única no sentido que qualquer solução (x, y) ∈ U1 × V1 de (1.10) é da

forma x = ψ(y).
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Demonstração. Ver [9], pág. 26. ¥

Como ψ é única, dizemos que ocorre uma bifurcação na origem em (1.10) se as

condições do Teorema 1.8.1 não são satisfeitas. Em particular, se DxF (0, 0) não é bi-

jetora, ou seja, se DxF (0, 0) tem núcleo não trivial. Neste caso, podemos usar uma

técnica chamada Redução de Lyapunov-Schmidt para obter uma equação equivalente a

(1.10) definida em espaços de dimensão finita.

Definição 1.8.1. Sejam X,Z dois espaços de Banach e U ⊂ X uma vizinhança da origem.

1) Uma aplicação F : U → Z de classe C1 é um operador não-linear de Fredholm se,

para todo x ∈ U , DxF (x) satisfaz

i) dim (ker(DxF (x))) é finita,

ii) codim (Im(DxF (x))) é finita,

iii) Im (DxF (x)) é fechada.

2) O inteiro i(DxF (x)) = dim(ker(DxF (x))) − codim (Im(DxF (x))) é chamado ı́ndice

de Fredholm de DxF (x).

A seguir descrevemos a técnica de Redução de Lyapunov-Schmidt segundo [20], pág.

7-8.

Sejam X,Z dois espaços de Banach, U ⊂ X e V ⊂ Ra, a ≥ 1, duas vizinhanças da

origem.

Suponhamos que F : U × V → Z é uma aplicação C∞ tal que F o = 0.

Para estudar as bifurcações da equação

F (u, α) = 0 (1.11)

procedemos da seguinte forma: suponhamos que F seja um operador não-linear de Fred-

holm de ı́ndice zero com dim(ker(DxF (x))) = n. Vamos construir vizinhanças da origem

U1 ⊂ ker(DxF (x)), V1 ⊂ Ra e uma aplicação f : U1 × V1 → Rn de classe C∞ tais que a

equação (1.11) é equivalente à equação

f(v, α) = 0, (1.12)

que é denominada equação reduzida de bifurcação.

Denotamos L = (DxF )o.
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Para obtermos a aplicação f , iniciamos com as decomposições

X = ker L⊕M, (1.13)

Z = Im L⊕N. (1.14)

Como F é um operador Fredholm de ı́ndice zero, as projeções P̂ : X → ker L e

Q̂ : Z → N correspondentes a (1.13) e (1.14), respectivamente, são cont́ınuas e dim N =

dim ker L = n. Escrevemos u ∈ X como u = v+w com v = P̂ u e w = u− P̂ u = (I− P̂ )u.

Logo, a equação (1.11) é equivalente a

F (v + w, α) = 0

e, consequentemente, ao sistema

Q̂F (v + w, α) = 0, (1.15)

H(v, w, α) = (I − Q̂)F (v + w,α) = 0. (1.16)

Temos que Ho = 0 e

(DwH)ow = lim
t→0

H(0, t w, 0)−H(0, 0, 0)

t
= lim

t→0

(I − Q̂)F (t w, 0)

t
= (I − Q̂) lim

t→0

1

t
F (t w, 0)

= (I − Q̂) lim
t→0

1

t
(F (tw, 0)− F (0, 0)) = (I − Q̂) DuF (0, 0)w.

Em [20] é mostrado que o operador linear (DwH)o possui inversa limitada.

Pelo Teorema da Função Impĺıcita (Teorema 1.8.1) aplicado a H(v, w, α) = 0, existem

duas vizinhanças da origem U1 ⊂ ker L, V1 ⊂ Ra e uma aplicação w̄ : U1 × V1 → M ,

w̄ = w̄(v, α), satisfazendo w̄o = 0 e

H(v, w̄(v, α), α) = 0,

para todo (v, α) ∈ U1 × V1.

A seguir, substitúımos w por w̄(v, α) em (1.15), obtendo f : U1 × V1 → N dada por

f(v, α) = Q̂F (v + w̄(v, α), α). (1.17)

Portanto, resolver f(v, α) = 0 é equivalente a resolver (1.15, 1.16).

No Caṕıtulo 5 vamos construir (1.17), determinar a expansão da série de Taylor de f e

comparar o resultado obtido por Wu em [29, 30] com nosso resultado obtido no Caṕıtulo

3.



Caṕıtulo 2

Ação do grupo Z2 e estudo dos

centros organizadores

Usaremos a Formulação por Caminhos para estudar problemas de bifurcação de corank

2 com dois parâmetros de bifurcação com a condição denominada preservação da origem.

O objetivo deste caṕıtulo é obter uma forma normal e um desdobramento miniversal

do centro organizador, prinćıpio da Formulação.

Neste Caṕıtulo 2 definimos a Z0
2-equivalência para os centros organizadores com a

simetria do grupo Z2, definimos os espaços tangentes necessários para a Teoria de Desdo-

bramento, Teoria de Determinação Finita e termos de ordem alta.

Encerramos com o Teorema 2.8.1 que estabelece a forma normal e o desdobramento

miniversal do centro organizador fundamental para os Caṕıtulos 3 e 4.

2.1 Ação do grupo Z2

A simetria em nosso contexto é dada pelo grupo multiplicativo Z2 = {−1, 1}. A seguir

definimos uma ação de Z2 sobre R2.

A motivação dessa ação está no Caṕıtulo 5 que trata da envergadura do painel

ciĺındrico.

Definição 2.1.1. Seja Z2 × R2 −→ R2 uma ação dada por

(1, (x, y)) 7−→ 1 ? (x, y) = (x, y),

(−1, (x, y)) 7−→ (−1) ? (x, y) = (x,−y),

para todo (x, y) ∈ R2.
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A órbita de um ponto (x, y) ∈ R2 é dada por

Z2 ? (x, y) = {(x, y), (x,−y)}.

Temos três tipos de órbitas:

1) Z2 ? (0, 0) = {(0, 0)},
2) Para x 6= 0 e y = 0, Z2 ? (x, 0) = {(x, 0)},
3) Para y 6= 0, Z2 ? (x, y) = {(x, y), (x,−y)}.

Logo, as órbitas têm um ou dois pontos.

Destacamos a origem em (1) porque terá um papel importante no nosso trabalho.

2.2 Estudo dos centros organizadores e a ação de Z2

Definição 2.2.1. O germe de bifurcação ou problema de bifurcação de corank 2

que estudaremos é um germe de aplicação f : (R2 × R2, 0) → (R2, 0), f = f(x, y, λ, µ),

onde (x, y) ∈ (R2, 0) são as variáveis-padrão e (λ, µ) ∈ (R2, 0) os parâmetros de bifurcação,

satisfazendo (D(x,y)f)o ≡ 0.

Denotamos por

EZ2

(x,y,λ,µ) = {f : (R2 × R2, 0) → R | f(x,−y, λ, µ) = f(x, y, λ, µ)}

o conjunto dos germes Z2-invariantes,

~E Z2

(x,y,λ,µ) = {g : (R2 × R2, 0) → R2 | g(x,−y, λ, µ) = (−1) ? g(x, y, λ, µ)}

o conjunto dos germes Z2-equivariantes e

~E Z
0
2

(x,y,λ,µ) = {g : (R2 × R2, 0) → R2 | g(x,−y, λ, µ) = (−1) ? g(x, y, λ, µ)

e g(0, 0, λ, µ) = (0, 0), para todo (λ, µ) ∈ (R2, 0)},

o conjunto dos germes Z2-equivariantes que preservam a origem.

Observamos que uma das condições de preservação da origem g(0, 0, λ, µ) = 0, para

todo (λ, µ) ∈ (R2, 0), segue dos artigos do Wu [29, 30]. É uma hipótese imposta pelo autor

para obter as equações de bifurcação do modelo matemático que descreve a envergadura

do painel ciĺındrico e que consta do Caṕıtulo 5.
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Definição 2.2.2. O centro organizador de um problema de bifurcação de corank 2

g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) é definido por

g0(x, y) = g(x, y, 0, 0).

Denotamos por

EZ2

(x,y) = {f : (R2, 0) → R | f(x,−y) = f(x, y)}

o conjunto dos germes Z2-invariantes e

~E Z2

(x,y) = {g : (R2, 0) → R2 | g(x,−y) = (−1) ? g(x, y)}

o conjunto dos germes Z2-equivariantes.

O conjunto EZ2

(x,y) munido das operações de adição e multiplicação usuais de germes de

funções tem estrutura de anel e ~E Z2

(x,y) é um módulo sobre o anel EZ2

(x,y) com as operações

de germes de aplicações.

Temos que {x, v = y2} é uma base de Hilbert para PZ2

(x,y), o anel dos polinômios Z2-

invariantes e, pelo Teorema de Schwarz ([17], pág. 46), para todo germe f Z2-invariante

existe p ∈ E(x,v) tal que

f(x, y) = p(x, v) = p(x, y2).

Para todo germe Z2-equivariante g(x, y) = (g1(x, y), g2(x, y)), temos

g(x,−y) = (g1(x,−y), g2(x,−y)) = (−1) ? g(x, y) = (g1(x, y),−g2(x, y)). (2.1)

Desta forma, existem p, q ∈ E(x,v) tais que

g1(x, y) = p(x, v) e g2(x, y) = q(x, v)y.

Logo,

g(x, y) = (p(x, v), q(x, v)y).

Portanto, X1 = (1, 0) e Y1 = (0, y) são geradores do módulo ~E Z2

(x,y) sobre o anel EZ2

(x,y).

O germe g(x, y) = (p(x, v), q(x, v)y) será denotado por g = [p, q].

Definição 2.2.3. Definimos

MZ2

(x,y) = {f ∈ EZ2

(x,y) | f o = 0}

e

~MZ2

(x,y) = {g ∈ ~E Z2

(x,y) | go = (0, 0)}.
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Pelo Lema de Hadamard,

MZ2

(x,y) = 〈x, v〉EZ2
(x,y)

.

Se g ∈ ~MZ2

(x,y), segue que g(x, y) = (p(x, v), q(x, v)y) com po = 0. Dessa forma,

g(x, y) = (p1(x, v)x + p2(x, v)v, q(x, v)y),

com p1, p2, q ∈ EZ2

(x,y).

Portanto,

~MZ2

(x,y) = 〈(x, 0), (v, 0), (0, y)〉EZ2
(x,y)

. (2.2)

Usamos a notação
↔
E
Z2

(x,y) para o conjunto dos germes T : (R2, 0) → M2(R) que satis-

fazem a condição de Z2-equivariância

T (x,−y)


 1 0

0 −1


 =


 1 0

0 −1


 T (x, y). (2.3)

O conjunto
↔
E
Z2

(x,y)é um módulo finitamente gerado sobre o anel EZ2

(x,y), pois dada

T ∈ ↔
E
Z2

(x,y) temos

T (x, y) =


 s1(x, y) s2(x, y)

s3(x, y) s4(x, y)


 . (2.4)

Usando a condição (2.3), conclúımos que as funções s1 e s4 são pares em y e que s2 e

s3 são funções ı́mpares em y. Logo, podemos reescrever a matriz T na forma

T (x, y) =


 c1(x, v) c2(x, v)y

c3(x, v)y c4(x, v)


 . (2.5)

Por (2.5), podemos escrever

T = c1


 1 0

0 0


 + c2


 0 y

0 0


 + c3


 0 0

y 0


 + c4


 0 0

0 1




com c1, c2, c3 e c4 ∈ EZ2

(x,y).

Portanto as matrizes

S1 =


 1 0

0 0


 , S2 =


 0 y

0 0


 , S3 =


 0 0

y 0


 e S4 =


 0 0

0 1


 (2.6)

geram o módulo
↔
E
Z2

(x,y) sobre o anel EZ2

(x,y).

Observamos que

T o =


 co

1 0

0 co
4


 ,

ou seja, T o é uma matriz diagonal.
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2.3 Z0
2-equivalência

Denotamos por
↔
M
Z2

(x,y) o subconjunto de
↔
E
Z2

(x,y) formado pelas matrizes T tais que T o

é uma matriz diagonal com entradas positivas e por Lo
2(Z2) o subconjunto de GL(2,R)

que pertence à componente conexa da matriz identidade e é formado por matrizes com a

condição de equivariância (2.3).

Sejam f, g : (R2, 0) → (R2, 0) germes de centros organizadores Z2-equivariantes.

Temos como objetivo classificar estes germes segundo a Z0
2-equivalência que definimos

a seguir.

Definição 2.3.1. O germe f é Z0
2-equivalente a g se existir um germe X ∈ ~MZ2

(x,y) e uma

matriz T ∈ ↔
M
Z2

(x,y) tal que

g(x, y) = T (x, y)f(X(x, y)), (2.7)

com D(x,y)X ∈ ↔
M
Z2

(x,y) .

Segue da definição que se f e g são Z0
2-equivalentes, então f−1(0) e g−1(0) são difeo-

morfos.

As condições de equivariância que T e X satisfazem permitem que a Z0
2-equivalência

definida acima tenha a seguinte propriedade: “se f ∈ ~MZ2

(x,y) e se g é Z0
2-equivalente a f ,

então g ∈ ~MZ2

(x,y)”.

Observamos que a Z0
2-equivalência que definimos é semelhante à Z2-equivalência em

[17] quando tratamos de germes f : (R2, 0) → (R2, 0) sem o parâmetro λ. Veremos

que a diferença está na teoria de desdobramentos, mais precisamente, no desdobramento

miniversal apresentado na seção 2.8, Teorema 2.8.1.

Consideramos KZ2
0 o conjunto de todas as Z0

2-equivalências, ou seja,

KZ2
0 = {(T, X) |X ∈ ~MZ2

(x,y) e D(x,y)X, T ∈ ↔
M
Z2

(x,y)}. (2.8)

Dados (T1, X1), (T2, X2) ∈ KZ2
0 , definimos a operação

(T1, X1) ∗ (T2, X2) = (T1(T2 ◦X1), X2 ◦X1). (2.9)

Com essa operação (KZ2
0 , ∗) tem estrutura de grupo. O elemento identidade deste

grupo, denotado por 1, é o par (I2, I), onde I2 é a matriz identidade de ordem 2 e I

denota o germe de ~MZ2

(x,y) dado por I(x, y) = (x, y). O elemento inverso de (T, X) ∈ KZ2
0

é definido por

(T, X)−1 = (T−1 ◦X−1, X−1).
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Uma ação do grupo KZ2
0 em ~MZ2

(x,y) é

KZ2
0 × ~MZ2

(x,y) −→ ~MZ2

(x,y)

((T, X), f) 7−→ (T, X) · f = T (f ◦X).

Para simplificar, denotamos uma Z0
2-equivalência por φ = (T, X).

A partir dessa ação, podemos definir uma relação de equivalência em ~MZ2

(x,y) da seguinte

maneira: f está relacionada com g se existe φ ∈ KZ2
0 tal que g = φ·f , ou seja, g = T (f◦X).

As classes de equivalências são denominadas KZ2
0 -órbitas. Assim, dizemos que

f, g ∈ ~MZ2

(x,y) são Z0
2-equivalentes se eles pertencem à mesma KZ2

0 -órbita.

Segue do Caṕıtulo 1, seção 1.7, que a Z0
2-equivalência definida em (2.7) é uma equivalência

de contato e KZ2
0 dado em (2.8) é um subgrupo do grupo de contato K2,2.

2.4 Os espaços tangentes

Nesta seção, inicialmente, descrevemos o espaço tangente estendido a um germe

g ∈ ~MZ2

(x,y), denotado por T o
e (g,Z2), determinando seus geradores. Este espaço tangente

está relacionado com a Teoria de Desdobramentos apresentada na seção 2.5.

Usaremos extensões da ação apresentada na Definição 2.1.1. Como Z2 atua trivi-

almente nos demais espaços envolvidos, para simplificar a notação, usaremos o mesmo

śımbolo da ação (?) para denotar todas as extensões no Caṕıtulo 2 e no Caṕıtulo 3.

2.4.1 O espaço tangente estendido

Consideramos uma extensão da ação de Z2 em (R2×R) com Z2 atuando trivialmente

em R, ou seja, a ação Z2 × (R2 × R) −→ (R2 × R) é dada por

(1, (x, y, t)) 7−→ 1 ? (x, y, t) = (x, y, t),

(−1, (x, y, t)) 7−→ (−1) ? (x, y, t) = (x,−y, t),

para todo (x, y, t) ∈ R2 × R.

Denotamos por

~E Z
0
2

(x,y,t) = {g : (R2 × R, 0) → R2 | g(x,−y, t) = (−1) ? g(x, y, t)

e g(0, 0, t) = (0, 0), para todo t ∈ (R, 0)}

o conjunto dos germes Z2-equivariantes que preservam a origem.
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A condição g(0, 0, t) = (0, 0), para todo t ∈ (R, 0) segue do Caṕıtulo 3.
↔
E
Z2

(x,y,t) é o conjunto dos germes T : (R2 × R, 0) → M2(R) que satisfazem a condição

de Z2-equivariância

T (x,−y, t)


 1 0

0 −1


 =


 1 0

0 −1


 T (x, y, t)

e
↔
M
Z2

(x,y,t) é o subconjunto de
↔
E
Z2

(x,y,t) formado pelas matrizes T tais que T o é uma matriz

diagonal com entradas positivas.

Consideramos uma famı́lia δ = δ(t) de desdobramentos a um parâmetro do elemento

identidade 1 de KZ2
0 dada por

δ(t) = (T (t), X(t)) (2.10)

em que

1) T (t)(x, y) = T (x, y, t) com T ∈ ↔
M
Z2

(x,y,t) e T (x, y, 0) = I2,

2) X(t)(x, y) = X(x, y, t) com X ∈ ~E Z0
2

(x,y,t) e X(x, y, 0) = (x, y).

Vamos obter o espaço tangente estendido ao germe g ∈ ~MZ2

(x,y). Para cada elemento

em (2.10), constrúımos um desdobramento G de g a um parâmetro t dado por

G(x, y, t) = T (x, y, t) g(X(x, y, t)). (2.11)

O espaço tangente estendido a g ∈ ~MZ2

(x,y) é formado por germes obtidos da derivada

de G em relação a t e calculada em t = 0. Dessa forma, obtemos

Gt(x, y, 0) = Tt(x, y, 0) g(x, y) + (D(x,y)g(x, y)) Xt(x, y, 0). (2.12)

Como X = X(x, y, t) e T = T (x, y, t) satisfazem as condições equivariantes, o mesmo

ocorre com Xt|t=0
e Tt|t=0

, pois a derivada em questão é na variável t. De fato, se

X(x, y, t) = (X1(x, y, t), X2(x, y, t)),

Xt(x,−y, t) = ((X1)t(x,−y, t), (X2)t(x,−y, t)) = ((X1)t(x, y, t),−(X2)t(x, y, t))

e assim,

Xt(x,−y, 0) = ((X1)t(x,−y, 0), (X2)t(x,−y, 0)) = ((X1)t(x, y, 0),−(X2)t(x, y, 0)).
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Além disso, derivando a equação X(0, 0, t) = (0, 0) em t e calculando em t = 0,

obtemos

Xt(0, 0, 0) = (0, 0).

Logo, Xt|t=0
∈ ~MZ2

(x,y).

Analogamente mostramos que Tt|t=0
satisfaz a condição de equivariância (2.3) e, por-

tanto, Tt|t=0
∈ ↔
E
Z2

(x,y).

Fazendo Tt(x, y, t)|t=0 = T (x, y) e Xt(x, y, t)|t=0 = X(x, y), segue de (2.12) que o espaço

tangente estendido ao germe g é dado por

T 0
e (g,Z2) = {Tg + (D(x,y)g)X |T ∈ ↔

E
Z2

(x,y) e X ∈ ~MZ2

(x,y)}. (2.13)

Nosso objetivo agora é determinar a estrutura algébrica de T 0
e (g,Z2).

Lema 2.4.1. O espaço tangente estendido T 0
e (g,Z2) ao germe g ∈ ~MZ2

(x,y) é um módulo

finitamente gerado sobre o anel EZ2

(x,y).

Demonstração. Lembramos que
↔
E
Z2

(x,y) é gerado pelas matrizes S1, S2, S3 e S4 em (2.6)

como um EZ2

(x,y)-módulo e ~MZ2

(x,y) é finitamente gerado pelos germes de aplicações xX1 =

(x, 0), vX1 = (v, 0) e Y1 = (0, y) como um EZ2

(x,y)-módulo, como vimos em (2.2).

Logo, em (2.13), podemos escrever

T (x, y) = c1(x, v)S1 + c2(x, v)S2 + c3(x, v)S3 + c4(x, v)S4,

X(x, y) = p1(x, v) xX1 + p2(x, v) vX1 + q1(x, v) Y1,

em que c1, c2, c3, c4, p1, p2, q1 ∈ EZ2

(x,y). Portanto,

Tg + (D(x,y)g)X = (c1S1 + c2S2 + c3S3 + c4S4)g + (D(x,y)g)(p1xX1 + p2v X1 + q1 Y1)

= c1(S1g) + c2(S2g) + c3(S3g) + c4(S4g) + p1(D(x,y)g)(xX1) + p2(D(x,y)g)(vX1) + q1(D(x,y)g)Y1.

Dessa forma, o espaço tangente estendido ao germe g é finitamente gerado sobre EZ2

(x,y)

pelos geradores

(S1g), (S2g), (S3g), (S4g), (D(x,y)g) (xX1), (D(x,y)g) (v X1), (D(x,y)g) Y1. (2.14)

Podemos obter os geradores em (2.14), explicitamente, para o germe g(x, y) =

(p(x, v), q(x, v)y) da seguinte forma:

S1g =


 1 0

0 0





 p

qy


 =


 p

0


 ,
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S2g =


 0 y

0 0





 p

qy


 =


 vq

0


 ,

S3g =


 0 0

y 0





 p

qy


 =


 0

py


 ,

S4g =


 0 0

0 1





 p

qy


 =


 0

qy


 .

Os demais geradores de T 0
e (g,Z2) são obtidos da expressão (D(x,y)g) X. A matriz

Jacobiana de g é

D(x,y)g(x, y) =


 px(x, v) 2pv(x, v)y

qx(x, v)y q(x, v) + 2vqv(x, v)


 . (2.15)

(D(x,y)g)(xX1) =


 px 2pvy

qxy q + 2vqv





 x

0


 =


 xpx

xqxy


 ,

(D(x,y)g)(vX1) =


 px 2pvy

qxy q + 2vqv





 v

0


 =


 vpx

vqxy


 ,

(D(x,y)g)Y1 =


 px 2pvy

qxy q + 2vqv





 0

y


 =


 2vpv

(q + 2vqv)y


 =


 0

qy


+2


 vpv

vqvy


 .

Portanto, os geradores do espaço tangente estendido sobre o anel EZ2

(x,y) são


 p

0


 ,


 vq

0


 ,


 0

py


 ,


 0

qy


 ,


 vpv

vqvy


 ,


 xpx

xqxy


 ,


 vpx

vqxy




e na notação simplificada são escritos como

[p, 0], [vq, 0], [0, p], [0, q], [vpv, vqv], [xpx, xqx] e [vpx, vqx]. (2.16)

¥

Definição 2.4.1. O espaço normal estendido é definido por

N 0
e (g,Z2) =

~MZ2

(x,y)

T 0
e (g,Z2)

. (2.17)

A KZ2
0 -codimensão de um germe g ∈ ~MZ2

(x,y) é definida por

cod(g,Z2) = dimR N 0
e (g,Z2). (2.18)
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2.4.2 O espaço tangente unipotente

O espaço tangente unipotente é importante para caracterizar os termos de ordem alta

(Teorema 2.6.1) e para a Teoria de Determinação Finita devido ao Teorema 2.7.3 apresen-

tado na seção 2.7 que é uma consequência de um teorema geral importante apresentado

por Bruce em [7].

De acordo com Melbourne em [25], para obter o espaço tangente unipotente, pre-

cisamos definir um subgrupo especial de KZ2
0 . Consideramos a aplicação

π :
↔
M
Z2

(x,y) × ~MZ2

(x,y) −→ L o
2 (Z2)× L o

2 (Z2), (2.19)

definida por

π(T, X) = (T o, (D(x,y)X)o), ∀ (T, X) ∈ KZ2
0 .

Proposição 2.4.1. A aplicação π acima é um epimorfismo de grupos.

Demonstração. A operação # no grupo Lo
2(Z2) × Lo

2(Z2) é uma consequência de

(2.9). Sejam (S1, N1) e (S2, N2) ∈ Lo
2(Z2) × Lo

2(Z2), X1(x, y) = N ′
1(x, y) e X2(x, y) =

N ′
2(x, y), onde as aplicações N ′

1 e N ′
2 são definidas por N ′

1(x, y) = N1


 x

y


 e N ′

2(x, y) =

N2


 x

y


, T1(x, y) = S1 e T2(x, y) = S2. Segue de (2.9) que

[(T1, X1)∗(T2, X2)](x, y) = (T1(x, y)(T2(X1(x, y))), X2(X1(x, y))) = (S1S2, (N2◦N1)
′(x, y)).

Usando a aplicação π, obtemos π(S1S2, (N2 ◦ N1)
′) = (S1S2, N2N1). Logo, definimos

a seguinte operação em Lo
2(Z2)× Lo

2(Z2):

(S1, N1)#(S2, N2) = (S1S2, N2N1).

Dessa forma, π : (
↔
M
Z2

(x,y) × ~MZ2

(x,y), ∗) −→ (L o
2 (Z2)× L o

2 (Z2), #) é um homomorfismo

de grupos, pois

π((T1, X1) ∗ (T2, X2)) = (T o
1 T o

2 , (D(x,y)X2)
o (D(x,y)X1)

o)

= (T o
1 , (D(x,y)X1)

o)#(T o
2 , (D(x,y)X2)

o) = π(T1, X1) # π(T2, X2).

A aplicação é sobrejetora, pois para todo par de matrizes (S, N) ∈ Lo
2(Z2) × Lo

2(Z2),

podemos construir (T, X) ∈ ↔
M
Z2

(x,y) × ~MZ2

(x,y) tal que π(T, X) = (S, N). Para isso, defini-

mos T (x, y) = S uma matriz constante e X(x, y) = N ′(x, y) uma aplicação linear equivari-

ante dada por N ′(x, y) = N


 x

y


. Dessa forma, π(T, X) = π(S, N ′) = (S,N).
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Portanto, π é um epimorfismo de grupos. ¥

O núcleo de π é dado por

UZ2 = {(T, X) ∈ KZ2
0 | T o = I2 e (D(x,y)X)o = I2},

que é um subgrupo normal de KZ2
0 e é chamado de subgrupo das Z2-equivalências unipo-

tentes.

O grupo UZ2 é formado por difeomorfismos unipotentes que são difeomorfismos cuja

parte linear é formada por matrizes unipotentes. Uma matriz unipotente é da forma

I + N com N sendo uma matriz nilpotente, ou seja, N r = 0 para algum r > 0. Neste

caso, L o
2 (Z2) é formado por matrizes diagonais e, portanto, a única matriz unipotente e

Z2-equivariante é a matriz identidade.

O espaço tangente ao subgrupo UZ2 no seu elemento identidade 1 é definido por

T (UZ2) = {Ut(t)|t=0 |U(t) ∈ UZ2 e U o = 1},

em que U(t)(x, y) = (T̃ (x, y, t), X̃(x, y, t)) é usado para definir um desdobramento a um

parâmetro de g ∈ ~MZ2

(x,y) como em (2.11) e satisfaz

T̃ (0, 0, t) = I2, T̃ (x, y, 0) = I2,

X̃(0, 0, t) = 0, X̃(x, y, 0) = (x, y) e D(x,y)X̃(0, 0, t) = I2.
(2.20)

Segue que

1) T̃ (x, y, t) = I2 + t T (x, y) + o(t) onde T (x, y) = T̃t(x, y, t)|t=0 satisfaz T o = 0,

2) X̃(x, y, t) = (x, y) + tX(x, y) + o(t) onde X(x, y) = X̃t(x, y, t)|t=0 satisfaz Xo = 0 e

(D(x,y)X)o = 0.

Usando as condições em (2.20) e as condições de equivariância que T̃ e X̃ satisfazem,

obtemos

T ∈ ↔
E
Z2

(x,y), T o = 0, X ∈ ~MZ2

(x,y) e (D(x,y)X)o = 0.

Portanto,

T (UZ2) = {(T, X) ∈ ↔
E
Z2

(x,y) × ~MZ2

(x,y) |T o = 0 e (D(x,y)X)o = 0}. (2.21)

Para g ∈ ~MZ2

(x,y), a construção do Z2-espaço tangente unipotente ao germe g, denotado

por T U(g,Z2), é análoga à descrita para o espaço tangente estendido ao germe g e é dado

por

T U(g,Z2) = {Tg + (D(x,y)g) X | (T, X) ∈ T (UZ2)}. (2.22)
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Este conjunto é um módulo finitamente gerado sobre o anel EZ2

(x,y).

Nosso objetivo agora é determinar os geradores de T U(g,Z2) para g(x, y) = (p(x, v), q(x, v)y).

Seja f ∈ T U(g,Z2), f = Tg + (D(x,y)g) X. Como T pertence a
↔
E
Z2

(x,y), temos que T é

da forma (2.5) e

T o =


 co

1 0

0 c0
4


 .

Por (2.21), temos que T o = 0 e, portanto, co
1 = co

4 = 0. Pelo Lema de Hadamard,

existem c11, c12, c41 e c42 em EZ2

(x,y) tais que c1(x, v) = c11(x, v)x + c12(x, v)v e c4(x, v) =

c41(x, v)x + c42(x, v)v. Logo,

T = c11S11 + c12S12 + c2S2 + c3S3 + c41S41 + c42S42,

onde

S11 =


 x 0

0 0


 , S12 =


 v 0

0 0


 , S41 =


 0 0

0 x


 , S42 =


 0 0

0 v




e S2, S3 são dadas em (2.6).

Como X ∈ ~MZ2

(x,y), temos que X(x, y) = (a1(x, v)x + a2(x, v)v, b(x, v)y). Assim,

D(x,y)X =


 a1xx + a1 + a2xv 2a1vxy + 2a2y + 2a2vvy

bxy b + 2bvv


 .

Segue que (D(x,y)X)o =


 ao

1 0

0 bo


 . Como (D(x,y)X)o = 0, devemos ter ao

1 = 0 e

bo = 0. Logo, pelo Lema de Hadamard,

X(x, y) = ((a11(x, v)x + a12(x, v)v)x + a2(x, v)v, (b1(x, v)x + b2(x, v)v)y),

ou seja,

X = a11(x
2X1) + a12(xvX1) + a2(vX1) + b1(xY1) + b2(vY1),

com a11, a12, a2, b1, b2 ∈ EZ2

(x,y). O gerador xvX1 é redundante pois xvX1 = x(vX1). Logo,

X = a11(x
2X1) + a′2(vX1) + b1(xY1) + b2(vY1),

com a11, a
′
2, b1, b2 ∈ EZ2

(x,y).
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Assim,

f = Tg + (D(x,y)g) X

= (c11S11 + c12S12 + c2S2 + c3S3 + c41S41 + c42S42)g

+ (D(x,y)g)(a11(x
2X1) + a′2(vX1) + b1(xY1) + b2(vY1))

= c11(S11g) + c12(S12g) + c2(S2g) + c3(S3g) + c41(S41g) + c42(S42g)

+ a11(D(x,y)g)(x2X1) + a′2(D(x,y)g)(vX1) + b1(D(x,y)g)(xY1) + b2(D(x,y)g)(vY1).

Dessa forma, o espaço tangente unipotente ao germe g é finitamente gerado sobre EZ2

(x,y)

pelos geradores

S11g, S12g, S2g, S3g, S41g, S42g, (D(x,y)g)(x2X1), (D(x,y)g)(vX1), (D(x,y)g)(xY1) e (D(x,y)g)(vY1).

Fazendo os devidos cálculos para g(x, y) = (p(x, v), q(x, v)y), segue que os geradores

do módulo T U(g,Z2) sobre o anel EZ2

(x,y) são


 xp

0


 ,


 vp

0


 ,


 vq

0


 ,


 0

py


 ,


 0

qxy


 ,


 0

qvy


 ,


 x2px

x2qxy


 ,


 vpx

vqxy


 ,


 xvpv

xvqvy


 ,


 v2pv

v2qvy




e que na notação simplificada são dados por

[xp, 0], [vp, 0], [vq, 0], [0, p], [0, qx], [0, qv], [x2px, x
2qx], [vpx, vqx], [xvpv, xvqv] e [v2pv, v

2qv].

2.5 Teoria de desdobramento

Perturbações de germes g ∈ ~MZ2

(x,y) são descritas por desdobramentos de g.

Consideramos uma extensão da ação de Z2 em (R2 × Rk) semelhante à definida na

subseção 2.4.1, com a ação trivial de Z2 em Rk, ou seja, Z2 × (R2 × Rk) → (R2 × Rk) é

dada por

(1, (x, y, α)) 7−→ 1 ? (x, y, α) = (x, y, α),

(−1, (x, y, α)) 7−→ (−1) ? (x, y, α) = (x,−y, α),

para todo (x, y, α) ∈ R2 × Rk.

Seja α = (α1, ..., αk) ∈ Rk. Denotamos por

EZ2

(x,y,α) = {F : (R2 × Rk, 0) → R |F (x,−y, α) = F (x, y, α)}
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o conjunto dos germes Z2-invariantes,

~E Z2

(x,y,α) = {F : (R2 × Rk, 0) → R2 |F (x,−y, α) = (−1) ? F (x, y, α)}

o conjunto dos germes Z2-equivariantes,

~E Z0
2

(x,y,α) = {F : (R2 × Rk, 0) → R2 |F (x,−y, α) = (−1) ? F (x, y, α) e

F (0, 0, α) = (0, 0), ∀α ∈ (Rk, 0)}

o conjunto dos germes Z2-equivariantes que preservam a origem.

Esta condição de preservação da origem é implementada à Teoria de Singularidades

neste contexto como veremos na seção 2.7 e Teorema 2.8.1.
↔
E
Z2

(x,y,α) é o conjunto dos germes T : (R2 × Rk, 0) → M2(R) que satisfazem a condição

de Z2-equivariância

T (x,−y, α)


 1 0

0 −1


 =


 1 0

0 −1


 T (x, y, α).

Definição 2.5.1. Um Z0
2-desdobramento de g ∈ ~MZ2

(x,y) com k parâmetros α = (α1, ..., αk)

é um germe G ∈ ~E Z0
2

(x,y,α) tal que G(x, y, 0) = g(x, y).

Definição 2.5.2. Sejam G um Z0
2-desdobramento de g ∈ ~MZ2

(x,y) com k parâmetros e

A : (Rl, 0) → (Rk, 0). O pull-back de G sob A, denotado por (A∗G), é o Z0
2-desdobramento

de g com l parâmetros, β = (β1, ..., βl), definido por

(A∗G)(x, y, β) = G(x, y, A(β)).

Definição 2.5.3. 1) Sejam H e G dois Z0
2-desdobramentos de g com l e k parâmetros,

respectivamente. H fatora-se através de G se existem T ∈ ↔
E
Z2

(x,y,β) com T (x, y, 0) =

I2, X ∈ ~E Z0
2

(x,y,β) com X(x, y, 0) = (x, y) e A : (Rl, 0) → (Rk, 0) tais que

H(x, y, β) = T (x, y, β) G(X(x, y, β), A(β)), β = (β1, ..., βl). (2.23)

2) Um Z0
2-desdobramento G de g com k parâmetros α = (α1, ..., αk) é versal se todo

Z0
2-desdobramento de g fatora-se através de G.

3) Um Z0
2-desdobramento versal G de g é miniversal se G tiver um número mı́nimo de

parâmetros.
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Teorema 2.5.1 (Teorema do Z0
2-Desdobramento Miniversal). Um Z0

2-desdobramento G

de g ∈ ~MZ2

(x,y) com k parâmetros α = (α1, ..., αk) é versal se, e somente se,

~MZ2

(x,y) = T 0
e (g,Z2) + R · {Gα1(x, y, 0), ..., Gαk

(x, y, 0)}.

Demonstração. Segue de [17], pág. 211. ¥

Corolário 2.5.1. Sejam g ∈ ~MZ2

(x,y) e W ⊂ ~MZ2

(x,y) um subespaço vetorial real tal que

~MZ2

(x,y) = T 0
e (g,Z2)⊕W.

Se {p1, . . . , pk} é uma base para W , então

G(x, y, α) = g(x, y) +
k∑

j=1

αjpj(x, y) (2.24)

é um Z0
2-desdobramento miniversal de g.

Demonstração. Segue diretamente do Teorema 2.5.1. ¥

Observamos que a KZ2
0 -codimensão de um germe g ∈ ~MZ2

(x,y), definida em (2.18), é o

número mı́nimo de parâmetros de um Z0
2-desdobramento miniversal de g.

2.6 Submódulos intŕınsicos e termos de ordem alta

Nesta seção apresentamos resultados essenciais sobre submódulos intŕınsicos que serão

utilizados no Teorema 2.6.1 que é uma consequência de um teorema geral apresentado

por Gaffney em [15].

Através desse teorema podemos obter o conjunto de termos de ordem alta, ou seja, este

conjunto contém os termos que podem ser eliminados de qualquer representante da classe

de equivalência de g, isto é, são termos que à priori podem ser eliminados da expansão de

Taylor de qualquer representante da classe de Z0
2-equivalência de g.

Definição 2.6.1. 1) Um ideal I ⊂ EZ2

(x,y) é intŕınsico se (f ◦X) ∈ I para todo f ∈ I
e todo germe X ∈ ~MZ2

(x,y).

2) Um submódulo J ⊂ ~E Z2

(x,y) é intŕınsico se ele é invariante por Z0
2-equivalência, isto

é, se φ(g) ∈ J , para todo g ∈ J e para toda Z0
2-equivalência φ = (T,X).
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Definição 2.6.2. Seja V ⊂ ~E Z2

(x,y). Definimos a parte intŕınsica de V , a qual denotamos

por itr(V ), como sendo o maior submódulo intŕınsico de ~E Z2

(x,y) contido em V .

Lema 2.6.1. a) Somas e produtos de ideais intŕınsicos em EZ2

(x,y) são intŕınsicos.

b) MZ2

(x,y) e 〈v〉EZ2
(x,y)

são intŕınsicos.

c) O submódulo [I1, I2] é intŕınsico se, e somente se

i) I1 e I2 são ideais intŕınsicos,

ii) I1 ⊂ I2,

iii) 〈v〉 I2 ⊂ I1.

Demonstração.

a) Sejam I1, I2 ⊂ EZ2

(x,y) ideais intŕınsicos.

Consideremos f ∈ I1 + I2 e g = (f ◦ X), onde X ∈ ~MZ2

(x,y). Podemos escrever

f = f1 + f2, onde f1 ∈ I1 e f2 ∈ I2. Assim,

g(x, y) = f(X(x, y)) = (f1 + f2)(X(x, y)) = f1(X(x, y)) + f2(X(x, y)).

Como I1 e I2 são intŕınsicos, f1 ∈ I1 e f2 ∈ I2, segue que (f1◦X) ∈ I1 e (f2◦X) ∈ I2.

Logo, g ∈ I1 + I2.

Portanto, I1 + I2 é intŕınsico.

Agora, consideremos f ∈ I1I2 e g = f ◦X, X ∈ ~MZ2

(x,y). Logo f = f1g1 + ... + fkgk

com fi ∈ I1 e gi ∈ I2, i = 1, ..., k, e

g(x, y) = f(X(x, y)) = (f1g1 + ... + fkgk)(X(x, y))

= f1(X(x, y)) g1(X(x, y)) + ... + fk(X(x, y)) gk(X(x, y)).

Como I1 e I2 são intŕınsicos, fi ∈ I1 e gi ∈ I2, segue que (fi◦X) ∈ I1 e (gi◦X) ∈ I2,

i = 1, ..., k. Logo, g ∈ I1I2.

Portanto, I1I2 é intŕınsico.
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b) Seja X ∈ ~MZ2

(x,y) dada por

X(x, y) = (a(x, v), b(x, v)y). (2.25)

Mostremos que MZ2

(x,y) é intŕınsico. Para toda f ∈MZ2

(x,y), seja g(x, y) = f(X(x, y)).

Temos

g(0, 0) = f(X(0, 0)) = f(a(0, 0), b(0, 0) 0) = f(0, 0) = 0.

Além disso, usando a definição de X e o fato de f ser Z2-invariante, temos

g(x,−y) = f(X(x,−y)) = f(a(x, v),−b(x, v)y) = f(a(x, v), b(x, v)y) =

= f(X(x, y)) = g(x, y).

Portanto, MZ2

(x,y) é intŕınsico.

Mostremos que o ideal 〈v〉EZ2
(x,y)

é intŕınsico.

Seja f ∈ 〈v〉EZ2
(x,y)

, ou seja, f(x, y) = h(x, v)v, h ∈ EZ2

(x,y).

f(X(x, y)) = f(a(x, v), b(x, v)y) = h(a(x, v), (b(x, v))2v)(b(x, v))2v.

Como g(x, y) = h(a(x, v), (b(x, v))2v) (b(x, v))2 ∈ EZ2

(x,y), segue que (f ◦X) ∈ 〈v〉EZ2
(x,y)

.

Portanto, o ideal 〈v〉EZ2
(x,y)

é intŕınsico.

c) Suponhamos que i), ii) e iii) são válidos.

Toda Z0
2-equivalência tem a forma (T, X) onde T ∈ ↔

M
Z2

(x,y) e X ∈ ~MZ2

(x,y) é da forma

(2.25) com ao
x > 0 e bo > 0. A forma geral de uma matriz T ∈ ↔

M
Z2

(x,y) é

T = c1


 1 0

0 0


 + c2


 0 y

0 0


 + c3


 0 0

y 0


 + c4


 0 0

0 1


 (2.26)

onde c1, c2, c3, c4 ∈ EZ2

(x,y), com co
1 > 0 e co

4 > 0.

Para mostrarmos que [I1, I2] é intŕınsico, basta mostrarmos que ele é invariante

pelas mudanças

g 7−→ g ◦X,

g 7−→ Tg,
(2.27)

para todo germe g = [p, q] ∈ [I1, I2], g(x, y) = (p(x, v), q(x, v)y).
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Temos que

(g ◦X)(x, y) = (p(a(x, v), (b(x, v))2v), q(a(x, v), (b(x, v))2v) b(x, v) y)

= ((p ◦X)(x, y), (q ◦X)(x, y) b(x, v)y)
(2.28)

e

Tg =


 c1 c2y

c3y c4





 p

qy


 = (c1p + c2q v, (c3p + c4q)y). (2.29)

Como p ∈ I1 e I1 é intŕınsico, segue que (p ◦X) ∈ I1. Analogamente, (q ◦X) ∈ I2.

Como I2 é ideal em EZ2

(x,y) e (q ◦X) ∈ I2, então (q ◦X) b ∈ I2.

Logo, (g ◦X) ∈ [I1, I2].

De (2.29) e usando i), ii) e iii) da hipótese, podemos escrever

c1p + c2qv ∈ I1 + 〈v〉I2 ⊂ I1 + I1 = I1

e

c3p + c4q ∈ I1 + I2 ⊂ I2 + I2 = I2.

Dessa forma, Tg ∈ [I1, I2].

Portanto, para todo germe g = [p, q] ∈ [I1, I2] temos (g ◦ X) e T g pertencentes a

[I1, I2], o que mostra que [I1, I2] é intŕınsico.

Reciprocamente, suponhamos [I1, I2] um submódulo intŕınsico de ~E Z2

(x,y). Temos que

mostrar i), ii) e iii).

i) Se p ∈ I1, então [p, 0] ∈ [I1, I2]. Como o submódulo [I1, I2] é intŕınsico, temos

que [p ◦X, 0] ∈ [I1, I2], ou seja, (p ◦X) ∈ I1.

Se q ∈ I2, então [0, q] ∈ [I1, I2] e como o submódulo [I1, I2] é intŕınsico, segue

que [0, (q ◦X) b ] ∈ [I1, I2]. Logo (q ◦X) b ∈ I2. Como bo > 0, temos que b é

invert́ıvel e, portanto, (q ◦X) b b−1 ∈ I2, ou seja, (q ◦X) ∈ I2.

Portanto, I1 e I2 são ideais intŕınsicos.

ii) Seja p ∈ I1. Logo, f = [p, 0] ∈ [I1, I2]. Considerando uma matriz T dada em

(2.26) com c1 = c2 = c4 = 0, c3 = 1 e X ∈ ~MZ2

(x,y) dado por X(x, y) = (x, y),

temos que T (f ◦ X) = [0, p] ∈ [I1, I2], pois [I1, I2] é intŕınsico por hipótese.

Segue que p ∈ I2.

Portanto, I1 ⊂ I2.
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iii) Analogamente, seja q = (rv) q′ ∈ 〈v〉 I2, com r ∈ EZ2

(x,y) e q′ ∈ I2. Temos que

f = [0, q′] ∈ [I1, I2]. Considerando a matriz T dada em (2.26) com c1 =

c3 = c4 = 0, c2 = 1 e X ∈ ~MZ2

(x,y) dado por X(x, y) = (x, y), obtemos

T (f ◦X) = [q′v, 0] ∈ [I1, I2]. Segue que q′v ∈ I1 e, portanto, q = rq′v ∈ I1.

Logo, 〈v〉I2 ⊂ I1. ¥

Definição 2.6.3. O conjunto dos termos de ordem alta de um germe g ∈ ~E Z2

(x,y) é dado

por

P(g,Z2) = {p ∈ ~E Z2

(x,y) |h± p é Z0
2-equivalente a g, para todo germe h Z0

2-equivalente a g}.
(2.30)

Proposição 2.6.1. Para cada g ∈ ~E Z2

(x,y), o conjunto P(g,Z2) é um submódulo intŕınsico

de ~E Z2

(x,y).

Demonstração. Segue de [17], pág. 205. ¥

Teorema 2.6.1. Seja g ∈ ~MZ2

(x,y). Se g tem KZ2
0 -codimensão finita, então

itr(TU(g,Z2)) ⊂ P(g,Z2).

Demonstração. Segue de [15], pág. 108. ¥

Corolário 2.6.1. Se p ∈ itr(TU(g,Z2)), então g + p é Z0
2-equivalente a g.

Demonstração. Se p ∈ itr(TU(g,Z2)), pelo Teorema 2.6.1, p ∈ P(g,Z2). Como nat-

uralmente g é Z0
2-equivalente g e p ∈ P(g,Z2), segue que h = g + p é Z0

2-equivalente a

g.

¥

2.7 Determinação finita

Definição 2.7.1. Um germe f ∈ ~MZ2

(x,y) é k-KZ2
0 -determinado se todo germe g ∈ ~MZ2

(x,y)

com jkg(0) = jkf(0) é Z0
2-equivalente a f . Um germe é finitamente KZ2

0 -determinado se

é k-KZ2
0 -determinado para algum inteiro positivo k.

Existe uma relação entre um germe ser finitamente determinado e ter codimensão

finita.
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Para enunciarmos o teorema clássico, precisamos definir o espaço tangente a um germe

f ∈ ~MZ2

(x,y), denotado por T (f,Z2).

A sua construção é análoga à descrita para o espaço tangente estendido, considerando

uma curva δ(t) ∈ KZ2
0 e δ(0) = 1, o elemento identidade do grupo. Explicitamente,

δ(t) = (T (t), X(t)) com

T (t)(x, y) = I2 + t S(x, y) + o(t), S ∈ ↔
E
Z2

(x,y),

X(t)(x, y) = (x, y) + t Z(x, y) + o(t), Z ∈ ~MZ2

(x,y).

Dessa forma,

T (f,Z2) = {Sf + (D(x,y)f)Z |S ∈↔
E
Z2

(x,y), Z ∈ ~MZ2

(x,y)}.

No caso da Z0
2-equivalência, esse espaço tangente coincide com o espaço tangente

estendido T 0
e (f,Z2) dado em (2.13).

Teorema 2.7.1 (Teorema de Determinação Finita). Um germe f ∈ ~MZ2

(x,y) é finitamente

KZ2
0 -determinado se, e somente se, tem KZ2

0 -codimensão finita.

Demonstração. Segue do Teorema 6.2 de [22], pág. 207, que f é finitamente KZ2
0 -

determinado se, e somente se, dimR

~MZ2

(x,y)

T (f,Z2)
é finita.

Como T (f,Z2) = T 0
e (f,Z2), temos que

dimR

~MZ2

(x,y)

T (f,Z2)
= dimR

~MZ2

(x,y)

T 0
e (f,Z2)

= cod(f,Z2).

Segue que f é finitamente KZ2
0 -determinado se, e somente se, f tem KZ2

0 -codimensão

finita. ¥

Definição 2.7.2. Definimos

( ~MZ2

(x,y) ∩ ~Mk+1
(x,y)) = {f ∈ ~MZ2

(x,y) | jkf(0, 0) = (0, 0)}.

Teorema 2.7.2. Seja g ∈ ~MZ2

(x,y) com KZ2
0 -codimensão finita. Se

( ~MZ2

(x,y) ∩ ~Mk+1
(x,y)) ⊂ P(g,Z2),

então g é k-KZ2
0 -determinado.

Demonstração. Seja h ∈ ~MZ2

(x,y) tal que jkh(0) = jkg(0). Definindo p = h − g temos

que jkp(0) = 0 e, portanto, p ∈ ( ~MZ2

(x,y) ∩ ~Mk+1
(x,y)). Segue da hipótese que p ∈ P(g,Z2).

Portanto, h = g + p é Z0
2-equivalente a g. ¥



Centro organizador de menor codimensão 47

Teorema 2.7.3. Um germe g ∈ ~MZ2

(x,y) é k-KZ2
0 -determinado se, e somente se,

( ~MZ2

(x,y) ∩ ~Mk+1
(x,y)) ⊂ T U(g,Z2).

Demonstração. Segue de [7], pág. 526. ¥

2.8 Centro organizador de menor codimensão

O problema do reconhecimento trata de estabelecer quando um germe g ∈ ~MZ2

(x,y) é

Z0
2-equivalente a uma forma normal dada.

Resolver um problema do reconhecimento particular significa caracterizar explicita-

mente a classe de Z0
2-equivalência em termos de um número finito de igualdades e de-

sigualdades a serem satisfeitas pelos coeficientes da expansão de Taylor dos elementos da

classe.

O objetivo dessa seção é resolver o problema do reconhecimento para o centro organi-

zador que será o de menor codimensão e dado pelo teorema abaixo.

As hipóteses do Teorema 2.8.1 seguem das hipóteses estabelecidas no Caṕıtulo 3 devido

aos artigos [29, 30].

Teorema 2.8.1. Sejam

f0(x, y) = [x2 + ε1v, 2ε2x], (2.31)

com ε2
1 = ε2

2 = 1 e f ∈ ~MZ2

(x,y), f = [p, q]. Se po = po
x = qo = 0, po

xx > 0, po
v 6= 0 e

qo
x 6= 0, então f é Z0

2-equivalente a f0 com os coeficientes ε1 e ε2 dados por ε1 = sinal (po
v) e

ε2 = sinal (qo
x). Além disso, a KZ2

0 -codimensão de f0 é 2 e um Z0
2-desdobramento miniversal

de f0 é

F0(x, y, α1, α2) = [x2 + ε1v + α1x, 2ε2x + α2]. (2.32)

Demonstração. Temos f(x, y) = (p(x, v), q(x, v)y). Para obtermos um germe g Z0
2-

equivalente a f , consideramos uma Z0
2-equivalência (T, X) aplicada ao germe f em duas

etapas

f ′ = f ◦X e g = Tf ′, (2.33)

onde T ∈ ↔
M
Z2

(x,y) e X ∈ ~MZ2

(x,y).

Se X = [a, b], então f ′ = f ◦ X = [p′, q′] com

p′(x, v) = p(a(x, v), (b(x, v))2v),

q′(x, v) = q(a(x, v), (b(x, v))2v) b(x, v),
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com ao = 0.

Podemos escrever o desenvolvimento de Taylor de uma função h = h(x, v) da seguinte

forma:

h(x, v) = ho + ho
xx + ho

vv +
1

2
[ho

xxx
2 + 2 ho

xvxv + ho
vvv

2] + h.o.t.

No que segue obtemos alguns coeficientes da expansão de Taylor de p′ e q′ nas variáveis

x e v em torno da origem. Para p′ = p′(x, v), obtemos

• (p′)o = 0;

• (p′x)
o = 0;

• (p′v)
o = po

v(b
o)2;

• (p′xx)
o = (ao

x)
2po

xx;

• (p′vv)
o = (bo)4po

vv + 4po
vb

obo
v + 2ao

vp
o
xv(b

o)2 + (ao
v)

2po
xx;

• (p′xv)
o = ao

xp
o
xxa

o
v + ao

xp
o
xv(b

o)2 + 2po
vb

obo
x.

Analogamente para q′ = q′(x, v), temos

• (q′)o = 0;

• (q′x)
o = qo

xa
o
xb

o;

• (q′v)
o = boqo

xa
o
v + (bo)3qo

v;

• (q′xx)
o = 2qo

xa
o
xb

o
x + bo(ao

x)
2qo

xx + boqo
xa

o
xx;

• (q′vv)
o = bo(ao

v)
2qo

xx + boqo
xa

o
vv + 2ao

vq
o
xv(b

o)3 + (bo)5qo
vv + 6qo

v(b
o)2bo

v + 2bo
vq

o
xa

o
v;

• (q′xv)
o = bo

xq
o
xa

o
v + 3bo

xq
o
v(b

o)2 + qo
xa

o
xb

o
v + boao

xq
o
xxa

o
v + ao

xq
o
xv(b

o)3 + boqo
xa

o
xv.

Para obtermos o germe g = [p′′, q′′] temos que multiplicar f ′ = [p′, q′] por T =
 s1 s2y

s3y s4


 , com s1, s2, s3, s4 pertencentes a EZ2

(x,y), ou seja,

g = Tf ′ =


 s1 s2y

s3y s4





 p′

q′y


 = (s1p

′ + s2q
′v, (s3p

′ + s4q
′)y).
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Logo,

p′′ = s1p
′ + s2q

′v, (2.34)

q′′ = s3p
′ + s4q

′. (2.35)

Pelo desenvolvimento de Taylor em ambos os membros das expressões (2.34) e (2.35)

em torno da origem até segunda ordem, obtemos

• (p′′)o = so
1(p

′)o;

• (p′′x)
o = (s1x)

o(p′)o + so
1(p

′
x)

o;

• (p′′v)
o = so

1(p
′
v)

o + (s1v)
o(p′)o + so

2(q
′)o;

• (p′′xx)
o = 2(s1x)

o(p′x)
o + so

1(p
′
xx)

o + (s1xx)
o(p′)o;

• (p′′vv)
o = so

1(p
′
vv)

o + 2so
2(q

′
v)

o + 2(s1v)
o(p′v)

o + (s1vv)
o(p′)o + 2(s2v)

o(q′)o;

• (p′′xv)
o = (s1v)

o(p′x)
o + so

1(p
′
xv)

o + so
2(q

′
x)

o + (s1x)
o(p′v)

o + (s1xv)
o(p′)o + (s2x)

o(q′)o.

• (q′′)o = so
3(p

′)o + so
4(q

′)o;

• (q′′x)
o = so

4(q
′
x)

o + so
3(p

′
x)

o + (s3x)
o(p′)o + (s4x)

o(q′)o;

• (q′′v )
o = so

4(q
′
v)

o + so
3(p

′
v)

o + (s3v)
o(p′)o + (s4v)

o(q′)o;

• (q′′xx)
o = so

3(p
′
xx)

o + 2(s4x)
o(q′x)

o + 2(s3x)
o(p′x)

o + so
4(q

′
xx)

o + (s3xx)
o(p′)o + (s4xx)

o(q′)o;

• (q′′vv)
o = 2(s4v)

o(q′v)
o + so

3(p
′
vv)

o + 2(s3v)(p
′
v)

o + so
4(q

′
vv)

o + (s3vv)
o(p′)o + (s4vv)

o(q′)o;

• (q′′xv)
o = (s4v)

o(q′x)
o + (s4x)

o(q′v)
o + (s3v)

o(p′x)
o + (s3x)

o(p′v)
o + so

3(pxv)
o + so

4(q
′
xv)

o +

(s3xv)
o(p′)o + (s4xv)

o(q′)o.

Substituindo os coeficientes de p′ e q′ obtidos nos coeficientes acima, temos

• (p′′)o = 0;

• (p′′x)
o = 0;

• (p′′v)
o = so

1p
o
v(b

o)2;

• (p′′xx)
o = so

1(a
o
x)

2po
xx;
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• (p′′vv)
o = so

1(a
o
v)

2po
xx +4so

1p
o
vb

obo
v +so

1(b
o)4po

vv +2so
1a

o
vp

o
xv(b

o)2 +2so
2b

oqo
xa

o
v +2so

2(b
o)3qo

v +

2(s1v)
opo

v(b
o)2;

• (p′′xv)
o = so

1a
o
xp

o
xxa

o
v + 2so

1p
o
vb

obo
x + so

1a
o
xp

o
xv(b

o)2 + so
2q

o
xa

o
xb

o + (s1x)
opo

v(b
o)2;

• (q′′)o = 0;

• (q′′x)
o = so

4q
o
xa

o
xb

o;

• (q′′v )
o = so

4b
oqo

xa
o
v + so

4(b
o)3qo

v + so
3p

o
v(b

o)2;

• (q′′xx)
o = so

3(a
o
x)

2po
xx + 2so

4q
o
xa

o
xb

o
x + 2bo(s4x)

oqo
xa

o
x + boso

4q
o
xa

o
xx + boso

4(a
o
x)

2qo
xx;

• (q′′vv)
o = 2(s3v)

opo
v(b

o)2 + boso
4(a

o
v)

2qo
xx + so

4(b
o)5qo

vv + boso
4q

o
xa

o
vv + 2so

4a
o
vq

o
xv(b

o)3 +

6so
4q

o
v(b

o)2bo
v +2bo(s4v)q

o
xa

o
v +2(s4v)

oqo
v(b

o)3 +2so
4b

o
vq

o
xa

o
v +so

3(a
o
v)

2po
xx +2so

3a
o
vp

o
xv(b

o)2 +

so
3(b

o)4po
vv + 4so

3p
o
vb

obo
v;

• (q′′xv)
o = so

3a
o
xp

o
xxa

o
v + so

3a
o
xp

o
xv(b

o)2 + 2so
3p

o
vb

obo
x + so

4b
o
xq

o
xa

o
v + 3so

4b
o
xq

o
v(b

o)2 + so
4q

o
xa

o
xb

o
v +

boso
4q

o
xa

o
xv + boso

4a
o
xq

o
xxa

o
v + so

4a
o
xq

o
xv(b

o)3 + bo(s4v)
oqo

xa
o
x + bos4

o
xq

o
xa

o
v + (s4x)

oqo
v(b

o)3 +

(s3x)
opo

v(b
o)2.

Da Z0
2-equivalência temos algumas condições sobre os coeficientes que aparecem nas

expressões acima, ou seja, temos ao = 0, bo > 0, ao
x > 0, so

1 > 0 e so
4 > 0.

Escolhendo a, b, s1 e s4, podemos simplificar g em f0 + h onde h ∈ ( ~MZ2

(x,y) ∩ ~M3
(x,y)).

Como f ∈ ~MZ2

(x,y) é de corank 2, temos po = po
x = qo = 0. Portanto, temos que resolver

(p′′v)
o = so

1p
o
v(b

o)2 = ε1,

(p′′xx)
o = so

1(a
o
x)

2po
xx = 2,

(q′′x)
o = so

4q
o
xa

o
xb

o = 2ε2.

Sejam ε1 = sinal (po
v) e ε2 = sinal (qo

x). Segue que

so
1|po

v|(bo)2 = 1,

so
1(a

o
x)

2po
xx = 2,

so
4|qo

x|ao
xb

o = 2.
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Para resolver esse sistema, podemos escolher bo = 1 e obtemos

so
1 =

1

|po
v|

, (ao
x) =

√
2|po

v|
po

xx

e so
4 =

1

|qo
x|

√
2po

xx

|po
v|

.

Logo, se po = po
x = qo = 0, po

xx > 0, po
v 6= 0 e qo

x 6= 0 temos que f é Z0
2-equivalente

à pré-forma normal g = [x2 + ε1v, 2ε2x] + h = f0 + h, onde h representa termos em

( ~MZ2

(x,y) ∩ ~M3
(x,y)).

Resta mostrar que h é de ordem alta para f0. Para isso, vamos determinar os geradores

do espaço tangente unipotente T U(f0,Z2).

Seja f0 = [r, s] com r(x, v) = x2 + ε1v e s(x, v) = 2ε2x.

Os geradores de T U(f0,Z2) são

c1 = [xr, 0] = [x3 + ε1xv, 0],

c2 = [vr, 0] = [x2v + ε1v
2, 0],

c3 = [vs, 0] = [2ε2xv, 0],

c4 = [0, r] = [0, x2 + ε1v],

c5 = [0, sx] = [0, 2ε2x
2],

c6 = [0, sv] = [0, 2ε2xv],

c7 = [x2rx, x
2sx] = [2x3, 2ε2x

2],

c8 = [vrx, vsx] = [2xv, 2ε2v],

c9 = [xvrv, xvsv] = [ε1xv, 0],

c10 = [v2rv, v
2sv] = [ε2v

2, 0].

Para simplificar os geradores acima trocamos alguns ci por c̄i, ou seja,

c̄3 =
ε2

2
c3 = [xv, 0],

c̄5 =
ε2

2
c5 = [0, x2],

c̄6 =
ε2

2
c6 = [0, xv],

c̄10 = ε2 c10 = [v2, 0],

c̄2 = c2 − ε1c̄10 = [x2v, 0],

c̄4 = ε1 (c4 − c̄5) = [0, v],

c̄7 =
1

2
c7 − ε2c̄5 = [x3, 0].
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Eliminando os geradores redundantes, conclúımos que

T U(f0,Z2) = 〈 [x3, 0], [xv, 0], [v2, 0], [0, x2], [0, v] 〉EZ2
(x,y)

,

ou seja,

T U(f0,Z2) = [(MZ2

(x,y))
3 +MZ2

(x,y)〈v〉EZ2
(x,y)

, (MZ2

(x,y))
2 + 〈v〉EZ2

(x,y)

]

que é um submódulo intŕınsico de ~E Z2

(x,y) pelo Lema 2.6.1.

Pelo Teorema 2.6.1,

P(f0,Z2) ⊃ itr(T U(f0,Z2)) = [(MZ2

(x,y))
3 +MZ2

(x,y)〈v〉EZ2
(x,y)

, (MZ2

(x,y))
2 + 〈v〉EZ2

(x,y)

].

Observamos que os termos em h na expansão de Taylor de g pertencem ao submódulo

[(MZ2

(x,y))
3 +MZ2

(x,y)〈v〉EZ2
(x,y)

, (MZ2

(x,y))
2 + 〈v〉EZ2

(x,y)

] formado por termos de ordem alta para

f0.

Portanto, f é Z0
2-equivalente a f0.

Observamos ainda que

( ~MZ2

(x,y) ∩ ~M3
(x,y)) = 〈[x3, 0], [xv, 0], [v2, 0], [0, x2], [0, v]〉 ⊂ T U(f0,Z2)

e, pelo Teorema 2.7.3, o germe f0 é 2-KZ2
0 -finitamente determinado. Como j2g(0) =

j2f0(0), onde g = T (f ◦X), segue que g é Z0
2-equivalente a f0 e, assim, f é Z0

2-equivalente

a f0, confirmando nossa conclusão.

Para obter um Z0
2-desdobramento miniversal da forma normal f0, calculamos os gera-

dores do espaço tangente estendido ao germe f0

c1 = [r, 0] = [x2 + ε1v, 0],

c2 = [vs, 0] = [2ε2xv, 0],

c3 = [0, r] = [0, x2 + ε1v],

c4 = [0, s] = [0, 2ε2x],

c5 = [vrv, vsv] = [ε1v, 0],

c6 = [xrx, xsx] = [2x2, 2ε2x],

c7 = [vrx, vsx] = [2xv, 2ε2v].
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Para simplificar, podemos substituir ci por c̄i, em que

c̄4 =
ε2

2
c4 = [0, x],

c̄5 = ε1 c5 = [v, 0],

c̄1 = c1 − ε1c̄5 = [x2, 0],

c̄7 =
ε2

2
(c7 − 2xc̄5) = [0, v].

Eliminando os geradores redundantes c2, c3 e c6, conclúımos que

T 0
e (f0,Z2) = 〈 [x2, 0], [v, 0], [0, x], [0, v] 〉EZ2

(x,y)

.

Portanto, um conjunto de geradores para o espaço normal estendido a f0 é dado por

N 0
e (f0,Z2) = R · { [x, 0], [0, 1] }. Segue que a KZ2

0 -codimensão de f0 é 2 e, pelo Corolário

2.5.1, um Z0
2-desdobramento miniversal de f0 é

F0(x, y, α1, α2) = [x2 + ε1v + α1x, 2ε2x + α2].
¥

Observação 2.8.1. 1) A forma normal obtida é a de menor codimensão, pois para

qualquer outro germe de bifurcação de corank 2, as condições po = po
x = qo = 0

garantem que o germe é no mı́nimo quadrático e os germes (x, 0) e (0, y) estarão

fora do Z0
2-espaço tangente estendido desse germe.

Observamos ainda que se po
xx = 0 e po

v qo
x 6= 0, a pré-forma normal obtida é

[ax3 + bv + h.o.t, cx + h.o.t]

e tem no mı́nimo codimensão 3.

2) É exatamente na expressão do desdobramento miniversal que a Z0
2-equivalência

difere da Z2-equivalência em [17].

O espaço normal, no nosso caso, é N 0
e (f0,Z2) = R · { [x, 0], [0, 1] } e em [17],

Ne(f0,Z2) = R · { [x, 0], [1, 0] }.



Caṕıtulo 3

Formulação por Caminhos

A Formulação por Caminhos é uma forma alternativa de obtenção de formas nor-

mais quando comparada aos métodos clássicos da Teoria de Bifurcação como foi feito

no Caṕıtulo 2. Uma de suas principais caracteŕısticas quando aplicadas à problemas

de bifurcação é organizar a classificação, explicitando os comportamentos singulares que

dependem do centro organizador ou dos caminhos. As contas algébricas podem ser sim-

plificadas porque o espaço tangente dos caminhos é um módulo sobre um anel e não um

módulo sobre um sistema de anéis como na teoria de [17].

Neste caṕıtulo usamos a Formulação por Caminhos para obter a solução do problema

do reconhecimento para um problema de bifurcação de corank 2, com dois parâmetros de

bifurcação, que satisfaz a condição de preservação da origem e com o centro organizador

de menor codimensão obtido no Caṕıtulo anterior.

A forma normal obtida é a forma normal do modelo matemático que descreve a en-

vergadura de um painel ciĺındrico sujeito a uma compressão axial que será estudado no

Caṕıtulo 5.

A principal ênfase é a Formulação por Caminhos Algébrica para obtenção do espaço

normal ao caminho associado ao problema de bifurcação em questão. Apresentamos

também, a determinação finita de um caminho via a Formulação por Cami-

nhos.

Os principais resultados são a Proposição 3.6.1, o Teorema 3.7.1, o Teorema 3.9.1 e o

Corolário 3.9.1.
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3.1 Problemas de bifurcação que preservam a origem

Consideramos uma extensão da ação de Z2 em (R2×R2) com a ação trivial de Z2 em

R2, ou seja, a ação Z2 × (R2 × R2) −→ R2 × R2 dada por

(1, (x, y, λ, µ)) = 1 ? (x, y, λ, µ) = (x, y, λ, µ),

(−1, (x, y, λ, µ)) = (−1) ? (x, y, λ, µ) = (x,−y, λ, µ),

para todo (x, y, λ, µ) ∈ R2 × R2.

Recordamos que o germe de bifurcação ou problema de bifurcação de corank 2 que

estudaremos é um germe de aplicação f : (R2 × R2, 0) → (R2, 0), f = f(x, y, λ, µ), onde

(x, y) ∈ (R2, 0) são as variáveis-padrão e (λ, µ) ∈ (R2, 0) os parâmetros de bifurcação,

satis- fazendo (D(x,y)f)o ≡ 0.

Sejam f um germe de bifurcação e F : (R2 × R2 × Rk, 0) → (R2, 0) um germe de

desdobramento de f com k parâmetros. O germe de bifurcação f e seu desdobramento F

preservam a origem se

f(0, 0, λ, µ) = F (0, 0, λ, µ, α) = (0, 0),

para todo (λ, µ) ∈ (R2, 0) e para todo α ∈ (Rk, 0).

Conforme já mencionado no Caṕıtulo 2, a condição f(0, 0, λ, µ) = 0, para todo

(λ, µ) ∈ (R2, 0), segue dos artigos [29, 30].

Segue de [12] que problemas de bifurcação com Z2-simetria de corank 2 com dois

parâmetros de bifurcação, sem a condição de preservação da origem no seu desdobramento,

são de codimensão infinita.

Denotamos por

EZ2

(x,y,λ,µ) = {f : (R2 × R2, 0) → R | f(x,−y, λ, µ) = f(x, y, λ, µ)}

o conjunto dos germes Z2-invariantes,

~E Z2

(x,y,λ,µ) = {g : (R2 × R2, 0) → R2 | g(x,−y, λ, µ) = (−1) ? g(x, y, λ, µ)}

o conjunto dos germes Z2-equivariantes e

~E Z
0
2

(x,y,λ,µ) = {g : (R2 × R2, 0) → R2 | g(x,−y, λ, µ) = (−1) ? g(x, y, λ, µ)

e g(0, 0, λ, µ) = (0, 0), para todo (λ, µ) ∈ (R2, 0)},

o conjunto dos germes Z2-equivariantes que preservam a origem.
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O conjunto EZ2

(x,y,λ,µ) munido das operações de adição e multiplicação usuais no conjunto

de germes de funções tem estrutura de anel, ~E Z2

(x,y,λ,µ) tem estrutura de módulo sobre o

anel EZ2

(x,y,λ,µ) com as operações usuais de germes de aplicações e ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) é um EZ2

(x,y,λ,µ)-

submódulo de ~E Z2

(x,y,λ,µ).

Temos que {x, v = y2, λ, µ} é uma base de Hilbert para PZ2

(x,y,λ,µ), o anel dos polinômios

Z2-invariantes e, pelo Teorema de Schwarz ([17], pág. 46), para todo germe f Z2-

invariante existe um germe p ∈ E(x,v,λ,µ) tal que f(x, y, λ, µ) = p(x, v, λ, µ) = p(x, y2, λ, µ).

Para todo germe Z2-equivariante g(x, y, λ, µ) = (g1(x, y, λ, µ), g2(x, y, λ, µ)), temos

g(x,−y, λ, µ) = (g1(x,−y, λ, µ), g2(x,−y, λ, µ)) = (g1(x, y, λ, µ),−g2(x, y, λ, µ)). (3.1)

Desta forma, existem p, q ∈ E(x,v,λ,µ) tais que

g1(x, y, λ, µ) = p(x, v, λ, µ)

e

g2(x, y, λ, µ) = q(x, v, λ, µ)y.

Logo,

g(x, y, λ, µ) = (p(x, v, λ, µ), q(x, v, λ, µ)y) (3.2)

e denotamos por g = [p, q].

Portanto, X1 = (1, 0) e Y1 = (0, y) são geradores do módulo ~E Z2

(x,y,λ,µ) sobre o anel

EZ2

(x,y,λ,µ).

Definição 3.1.1. Definimos

MZ2

(x,y,λ,µ) = {f ∈ EZ2

(x,y,λ,µ)| f o = 0}

e

MZ0
2

(x,y,λ,µ) = { f ∈ EZ2

(x,y,λ,µ) | f(0, 0, λ, µ) = 0, para todo (λ, µ) ∈ (R2, 0)}.

Pelo Lema de Hadamard, MZ0
2

(x,y,λ,µ) = 〈x, v〉EZ2
(x,y,λ,µ)

.

Se g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ), então g(x, y, λ, µ) = (p(x, v, λ, µ), q(x, v, λ, µ)y) com p ∈ MZ0
2

(x,y,λ,µ).

Dessa forma, podemos escrever

g(x, y, λ, µ) = (p1(x, v, λ, µ)x + p2(x, v, λ, µ)v, q(x, v, λ, µ)y),
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com p1, p2, q ∈ EZ2

(x,y,λ,µ).

Portanto,

~E Z0
2

(x,y,λ,µ) = 〈(x, 0), (v, 0), (0, y)〉E Z2
(x,y,λ,µ)

.

Definição 3.1.2. Definimos
↔
E
Z2

(x,y,λ,µ) o conjunto de germes T : (R2 × R2, 0) → M2(R)

que satisfazem a condição de Z2-equivariância

T (x,−y, λ, µ)


 1 0

0 −1


 =


 1 0

0 −1


 T (x, y, λ, µ). (3.3)

Analogamente ao demonstrado no Caṕıtulo 2, seção 2.2, o conjunto
↔
E
Z2

(x,y,λ,µ) é um

módulo finitamente gerado sobre o anel EZ2

(x,y,λ,µ).

Denotamos por
↔
M
Z2

(x,y,λ,µ) o submódulo de
↔
E
Z2

(x,y,λ,µ) onde T o é uma matriz diagonal

com entradas positivas e L o
2 (Z2) o subconjunto de GL(2,R) que pertence à componente

conexa da matriz identidade e é formado por matrizes com a condição de equivariância

(3.3).

3.2 Z0
2-equivalência

Nesta seção apresentamos uma equivalência de contato para problemas de bifurcação

Z2-equivariantes que preservam a origem.

Definição 3.2.1. Dois germes de bifurcação f, g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) são Z0
2-equivalentes por bi-

furcação se existe uma terna (T, X, L) tal que

g(x, y, λ, µ) = T (x, y, λ, µ)f(X(x, y, λ, µ), L(λ, µ)) (3.4)

satisfazendo

1) T ∈ ↔
M
Z2

(x,y,λ,µ),

2) X ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) e D(x,y)X ∈ ↔
M
Z2

(x,y,λ,µ),

3) L : (R2, 0) → (R2, 0) e det (D(λ,µ)L)o > 0.

Consideramos KZ0
2

(λ,µ) o conjunto de todas as Z0
2-equivalências por bifurcação, isto é,

KZ0
2

(λ,µ) = {(T,X,L) |T ∈ ↔
M
Z2

(x,y,λ,µ), X ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ), D(x,y)X ∈ ↔
M
Z2

(x,y,λ,µ),

L : (R2, 0) → (R2, 0) e det (D(λ,µ)L)o > 0}.
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Dados (T1, Φ1), (T2, Φ2) ∈ KZ
0
2

(λ,µ), onde Φ1 = (X1, L1) e Φ2 = (X2, L2), definimos

(T1, Φ1) ∗ (T2, Φ2) = (T1 (T2 ◦ Φ1), Φ2 ◦ Φ1), (3.5)

em que (Φ2 ◦ Φ1) = (X2 ◦ Φ1, L2 ◦ L1).

Com essa operação (KZ0
2

(λ,µ), ∗) tem estrutura de grupo.

O elemento identidade deste grupo, denotado por 1, é a terna (I2, I, I(λ,µ)), em que I2 é a

matriz identidade de ordem 2, I denota o germe de ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) dado por I(x, y, λ, µ) = (x, y)

e I(λ,µ)(λ, µ) = (λ, µ). Quando não houver possibilidade de confusão, chamamos I(λ,µ)

simplesmente de I.

O elemento inverso de (T, X, L) ∈ KZ0
2

(λ,µ) é definido por (T, X, L)−1 = (T−1(Φ−1), Φ−1),

com Φ = (X,L).

Definimos uma ação do grupo KZ0
2

(λ,µ) em ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) por

KZ0
2

(λ,µ) × ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) −→ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ)

((T, X, L), g) 7−→ (T, X,L) · g = T (g ◦ (X, L)).

Para simplificar, denotamos uma Z0
2-equivalência por bifurcação por φ = (T, X, L).

A partir dessa ação, podemos definir uma relação de equivalência em ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) da

seguinte maneira: f está relacionada com g se existe φ ∈ KZ0
2

(λ,µ) tal que g = φ · f , ou seja,

g = T (f ◦ (X, L)).

As classes de equivalências são denominadas KZ0
2

(λ,µ)-órbitas. Assim, f, g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) são

Z0
2-equivalentes por bifurcação se eles pertencem à mesma KZ0

2

(λ,µ)-órbita.

Segue do Caṕıtulo 1, seção 1.7, que o grupo KZ0
2

(λ,µ) é um subgrupo do grupo de contato

K4,2.

De fato, se (T, X, L) ∈ KZ0
2

(λ,µ), definindo Ψ : (R4, 0) → (R4, 0) por

Ψ(x, y, λ, µ) = (X(x, y, λ, µ), L(λ, µ)),

segue que (T, Ψ) ∈ K4,2.

Definição 3.2.2. Uma Z0
2-equivalência por bifurcação (T, X, I) ∈ KZ0

2

(λ,µ) é chamada uma

Z0
2-equivalência por bifurcação forte.
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3.3 Os espaços tangentes

3.3.1 O espaço tangente estendido

Consideramos uma extensão da ação de Z2 em (R2×R2×R) com a ação trivial de Z2

em R, ou seja, a ação Z2 × (R2 × R2 × R) −→ R2 × R2 × R dada por

(1, (x, y, λ, µ, t)) = 1 ? (x, y, λ, µ, t) = (x, y, λ, µ, t),

(−1, (x, y, λ, µ, t)) = (−1) ? (x, y, λ, µ, t) = (x,−y, λ, µ, t),

para todo (x, y, λ, µ, t) ∈ R2 × R2 × R.

Denotamos por

~E Z
0
2

(x,y,λ,µ,t) = {g : (R2 × R2 × R, 0) → R2 | g(x,−y, λ, µ, t) = (−1) ? g(x, y, λ, µ, t)

e g(0, 0, λ, µ, t) = (0, 0), para todo (λ, µ, t) ∈ (R2 × R, 0)}

o conjunto dos germes Z2-equivariantes que preservam a origem, por
↔
E
Z2

(x,y,λ,µ,t) o conjunto

dos germes T : (R2 × R2 × R, 0) → M2(R) que satisfazem a condição de Z2-equivariância

T (x,−y, λ, µ, t)


 1 0

0 −1


 =


 1 0

0 −1


 T (x, y, λ, µ, t)

e por
↔
M
Z2

(x,y,λ,µ,t) o subconjunto de
↔
E
Z2

(x,y,λ,µ,t) formado pelas matrizes T tais que T o é uma

matriz diagonal com entradas positivas.

Dado g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ), constrúımos o espaço tangente estendido ao germe g de maneira

análoga feita no Caṕıtulo 2, ou seja, consideramos uma famı́lia δ = δ(t) de desdobramentos

a um parâmetro do elemento identidade 1 de KZ0
2

(λ,µ) dada por

δ(t) = (T (t), X(t), L(t)) (3.6)

em que

1) T (t)(x, y, λ, µ) = T (x, y, λ, µ, t) com T ∈ ↔
M
Z2

(x,y,λ,µ,t) e T (x, y, λ, µ, 0) = I2,

2) X(t)(x, y, λ, µ) = X(x, y, λ, µ, t) com X ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ,t) e X(x, y, λ, µ, 0) = (x, y),

3) L : (R2 × R, 0) → (R2, 0), L(t)(λ, µ) = L(λ, µ, t), satisfaz L(λ, µ, 0) = (λ, µ).

Vamos obter o espaço tangente estendido ao germe g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ). Usando (3.6), cons-

trúımos um desdobramento G de g a um parâmetro t dado por

G(x, y, λ, µ, t) = T (x, y, λ, µ, t) g(X(x, y, λ, µ, t), L(λ, µ, t)). (3.7)
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O espaço tangente estendido ao germe g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) é formado por germes obtidos da

derivada de G em relação a t e calculada em t = 0.

Definição 3.3.1. O espaço tangente estendido ao germe g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) é dado por

T 0
e (g,Z2) = {Tg + (D(x,y)g)X + (D(λ,µ)g)L |T ∈ ↔

E
Z2

(x,y,λ,µ), X ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ), L ∈ ~M(λ,µ)}.
(3.8)

Proposição 3.3.1. Seja g = [p, q] ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ). O espaço tangente estendido ao germe g é

a soma do EZ2

(x,y,λ,µ)-submódulo gerado por

[p, 0], [vq, 0], [0, p], [0, q], [vpv, vqv], [xpx, xqx] e [vpx, vqx] (3.9)

e do E(λ,µ)-submódulo gerado por

[pλ, qλ] e [pµ, qµ]. (3.10)

Demonstração. É análoga à demonstração do Lema 2.4.1 para obter os geradores do

espaço tangente estendido ao centro organizador. ¥

Definição 3.3.2. O espaço normal estendido é definido por

N 0
e (g,Z2) =

~E Z0
2

(x,y,λ,µ)

T 0
e (g,Z2)

. (3.11)

A KZ0
2

(λ,µ)-codimensão de um germe g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) é definida por

cod(g,Z0
2) = dimRN 0

e (g,Z2). (3.12)

3.3.2 O espaço tangente unipotente

O espaço tangente unipotente ao germe g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) é constrúıdo de forma análoga ao

espaço tangente unipotente ao centro organizador na subseção 2.4.2.

Primeiramente, definimos um subgrupo especial de KZ0
2

(λ,µ).

Consideramos a aplicação

π :
↔
M
Z2

(x,y,λ,µ) × ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) × ~M(λ,µ) −→ L o
2 (Z2)× L o

2 (Z2)×GL+(2,R), (3.13)

definida por

π(T,X,L) = (T o, (D(x,y)X)o, (D(λ,µ)L)o), ∀ (T, X, L) ∈ KZ0
2

(λ,µ).
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A aplicação π é um epimorfismo e seu núcleo

UZ0
2 = {(T, X,L) ∈ KZ0

2

(λ,µ) | T o = I2, (D(x,y)X)o = I2 e (D(λ,µ)L)o = I2}

é um subgrupo normal de KZ0
2

(λ,µ) e é chamado de subgrupo das Z0
2-equivalências unipotentes.

Como foi feito na subseção 2.4.2 para o centro organizador, podemos mostrar que o

espaço tangente ao subgrupo UZ0
2 no seu elemento identidade 1 é dado por

T (UZ0
2) = {(T, X, L) ∈ ↔

E
Z2

(x,y,λ,µ) × ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) × ~M(λ,µ) |T o = 0, (D(x,y)X)o = 0 e (D(λ,µ)L)o = 0}
(3.14)

e o Z0
2-espaço tangente unipotente ao germe g ∈ ~E Z0

2

(x,y,λ,µ), denotado por T U(g,Z0
2), é dado

por

T U(g,Z0
2) = {Tg + (D(x,y)g) X + (D(λ,µ)g)L | (T, X, L) ∈ T (UZ0

2)}. (3.15)

Proposição 3.3.2. Seja g = [p, q] ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ). O espaço tangente unipotente ao germe g

é a soma do EZ2

(x,y,λ,µ)-submódulo gerado por

[xp, 0], [vp, 0], [λp, 0], [µp, 0], [vq, 0], [0, p], [0, qx], [0, qv], [0, λq], [0, µq], [x2px, x
2qx], [λxpx, λxqx],

[µxpx, µxqx], [vpx, vqx], [xvpv, xvqv], [λvpv, λvqv], [µvpv, µvqv], [v
2pv, v

2qv]

(3.16)

e o E(λ,µ)-submódulo gerado por

[λ2pλ, λ
2qλ], [λµpλ, λµqλ], [µ

2pλ, µ
2qλ], [λ

2pµ, λ
2qµ], [λµpµ, λµqµ] e [µ2pµ, µ

2qµ]. (3.17)

Demonstração. É análoga ao desenvolvimento feito no final da subseção 2.4.2 para

obter os geradores do espaço tangente unipotente ao centro organizador. ¥

3.4 Teoria de desdobramentos e determinação finita

Perturbações de germes g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) são descritas por desdobramentos de g.

Novamente, consideramos uma extensão da ação de Z2 em (R2 × R2 × Rk) sendo a

ação de Z2 em Rk trivial, ou seja, a ação Z2 × (R2 × R2 × Rk) −→ R2 × R2 × Rk é dada

por

(1, (x, y, λ, µ, α)) = 1 ? (x, y, λ, µ, α) = (x, y, λ, µ, α),

(−1, (x, y, λ, µ, α)) = (−1) ? (x, y, λ, µ, α) = (x,−y, λ, µ, α),

para todo (x, y, λ, µ, α) ∈ R2 × R2 × Rk.
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Seja α = (α1, ..., αk) ∈ Rk. Denotamos por

EZ2

(x,y,λ,µ,α) = {F : (R2 × R2 × Rk, 0) → R |F (x,−y, λ, µ, α) = F (x, y, λ, µ, α)}

o conjunto dos germes Z2-invariantes,

~E Z2

(x,y,λ,µ,α) = {F : (R2 × R2 × Rk, 0) → R2 |F (x,−y, λ, µ, α) = (−1) ? F (x, y, λ, µ, α)}

o conjunto dos germes Z2-equivariantes,

~E Z0
2

(x,y,λ,µ,α) = {F : (R2 × R2 × Rk, 0) → R2 |F (x,−y, λ, µ, α) = (−1) ? F (x, y, λ, µ, α)

e F (0, 0, λ, µ, α) = (0, 0), ∀ (λ, µ, α) ∈ (R2 × Rk, 0)}

o conjunto dos germes Z2-equivariantes que preservam a origem.

Usamos a notação
↔
E
Z2

(x,y,λ,µ,α) para o EZ2

(x,y,λ,µ)-módulo finitamente gerado formado pelos

germes T : (R2 × R2 × Rk, 0) → M2(R) que satisfazem a condição de Z2-equivariância

T (x,−y, λ, µ, α)


 1 0

0 −1


 =


 1 0

0 −1


 T (x, y, λ, µ, α)

e
↔
M
Z2

(x,y,λ,µ,α) é o submódulo de
↔
E
Z2

(x,y,λ,µ,α) em que T o é uma matriz diagonal com entradas

positivas.

Definição 3.4.1. Um Z0
2-desdobramento de g ∈ ~E Z0

2

(x,y,λ,µ) com k parâmetros α = (α1, ..., αk)

é um germe G ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ,α) tal que G(x, y, λ, µ, 0) = g(x, y, λ, µ).

Definição 3.4.2. Sejam G um Z0
2-desdobramento de g ∈ ~E Z0

2

(x,y,λ,µ) com k parâmetros

α = (α1, ..., αk) e A : (Rl, 0) → (Rk, 0). O pull-back de G sob A, denotado por (A∗G), é o

Z0
2-desdobramento de g com l parâmetros, β = (β1, ..., βl), definido por

(A∗G)(x, y, λ, µ, β) = G(x, y, λ, µ, A(β)).

Definição 3.4.3. 1) Sejam H e G dois Z0
2-desdobramentos de g com l e k parâmetros,

respectivamente. H fatora-se através de G se existem T ∈ ↔
E
Z2

(x,y,λ,µ,β) com T (x, y, λ, µ, 0) =

I2, X ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ,β) com X(x, y, λ, µ, 0) = (x, y), L : (R2 × Rl, 0) → (R2, 0) com

L(λ, µ, 0) = (λ, µ) e A : (Rl, 0) → (Rk, 0) tais que

H(x, y, λ, µ, β) = T (x, y, λ, µ, β) G(X(x, y, λ, µ, β), L(λ, µ, β), A(β)), β = (β1, ..., βl).

(3.18)
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2) Um Z0
2-desdobramento G de g com k parâmetros α = (α1, ..., αk) é versal se todo

Z0
2-desdobramento de g fatora-se através de G.

3) Um Z0
2-desdobramento versal G de g é miniversal se G tiver um número mı́nimo de

parâmetros.

Definição 3.4.4. O grupo das Z0
2-equivalências para desdobramentos com k parâmetros

é dado por

KZ0
2

un = {(T, X, L,A) |T ∈ ↔
M
Z2

(x,y,λ,µ,α), X ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ,α), D(x,y)X ∈ ↔
M
Z2

(x,y,λ,µ,α),

L : (R2 × Rk, 0) → (R2, 0), det (D(λ,µ)L)o > 0, A : (Rk, 0) → (Rk, 0),

e det (DαA)o > 0}.

Em KZ0
2

un definimos uma operação para os elementos (T1, Φ1) com Φ1 = (X1, L1, A1) e

(T2, Φ2) com Φ2 = (X2, L2, A2) da seguinte forma

(T1, Φ1) ∗ (T2, Φ2) = (T1(T2 ◦ Φ1), Φ2 ◦ Φ1),

em que (Φ2 ◦ Φ1) = (X2 ◦ Φ1, L2(L1, A1), A2 ◦ A1).

Como essa operação (∗), KZ0
2

un tem estrutura de grupo.

O elemento identidade deste grupo, denotado por 1, é a 4-upla (I2, I, I(λ,µ,α), Iα), com I2

a matriz identidade de ordem 2, I denota o germe de ~E Z0
2

(x,y,λ,µ,α) dado por I(x, y, λ, µ, α) =

(x, y), I(λ,µ,α) = (λ, µ) e Iα(α) = α.

O elemento inverso de (T, X, L, A) ∈ KZ0
2

un é definido por (T, X, L,A)−1 = (T−1(Φ−1), Φ−1),

com Φ = (X,L, A).

A ação do grupo KZ0
2

un em F ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ,α) é dada por

(T, X, L, A) · F = T F (X,L, A),

ou seja, ((T, X, L,A)·F )(x, y, λ, µ, α) = T (x, y, λ, µ, α) F (X(x, y, λ, µ, α), L(λ, µ, α), A(α)).

Definição 3.4.5. Uma Z0
2-equivalência para desdobramentos (T, X, I(λ,µ,α), Iα) ∈ KZ0

2
un é

chamada uma Z0
2-equivalência para desdobramentos forte.

Definição 3.4.6. Dois germes de desdobramentos F , G ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ,α) com k parâmetros,

α = (α1, ..., αk), são KZ0
2

un-equivalentes se existe (T, X, L, A) ∈ KZ0
2

un tal que

G(x, y, λ, µ, α) = T (x, y, λ, µ, α) F (X(x, y, λ, µ, α), L(λ, µ, α), A(α)).
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Teorema 3.4.1 (Teorema do Z0
2-Desdobramento Miniversal). Um Z0

2-desdobramento G

de g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) com k parâmetros α = (α1, ..., αk) é versal se, e somente se,

~E Z0
2

(x,y,λ,µ) = T 0
e (g,Z2) + R · {Gα1(x, y, λ, µ, 0), ..., Gαk

(x, y, λ, µ, 0)}.

Demonstração. Segue de [22], pág. 204. ¥

Corolário 3.4.1. Sejam g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) e W ⊂ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) um subespaço vetorial real tal que

~E Z0
2

(x,y,λ,µ) = T 0
e (g,Z2)⊕W.

Se {p1, . . . , pk} é uma base para W , então

G(x, y, λ, µ, α) = g(x, y, λ, µ) +
k∑

j=1

αjpj(x, y, λ, µ) (3.19)

é um Z0
2-desdobramento miniversal de g.

Demonstração. Segue diretamente do Teorema 3.4.1. ¥

Observamos que a KZ0
2

(λ,µ)-codimensão de um germe g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ), definida em (3.12), é

o número mı́nimo de parâmetros de um Z0
2-desdobramento miniversal de g.

Definição 3.4.7. Um germe f ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) é k-KZ0
2

(λ,µ)-determinado se todo germe

g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) tal que jkg(0) = jkf(0) é Z0
2-equivalente por bifurcação a f . Um germe

f ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) é finitamente KZ0
2

(λ,µ)-determinado se é k-KZ0
2

(λ,µ)-determinado, para algum in-

teiro positivo k.

Teorema 3.4.2 (Teorema de Determinação Finita). Um germe f ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) é finitamente

KZ0
2

(λ,µ)-determinado se, e somente se, tem KZ0
2

(λ,µ)-codimensão finita.

Demonstração. Segue de [22], pág. 207. ¥

Definição 3.4.8. Definimos

(~E Z0
2

(x,y,λ,µ) ∩ ~Mk+1
(x,y,λ,µ)) = {f ∈ ~E Z0

2

(x,y,λ,µ) | jkf(0) = (0, 0)}.

Teorema 3.4.3. Um germe f ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) é k-KZ0
2

(λ,µ)-determinado se, e somente se,

(~E Z0
2

(x,y,λ,µ) ∩ ~Mk+1
(x,y,λ,µ)) ⊂ T U(f,Z0

2).

Demonstração. Segue de [7], pág. 526. ¥
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3.5 Formulação por Caminhos

Seja g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) um germe de bifurcação com centro organizador g0 de KZ2
0 -

codimensão finita. Assim, podemos considerar g como um desdobramento a dois parâmetros

do seu centro organizador g0. Se G0 = G0(x, y, α), α ∈ Rk, é um desdobramento miniver-

sal de g0, então pela teoria de desdobramentos temos que g fatora-se através de G0, ou

seja, existem T ∈ ↔
E
Z2

(x,y,λ,µ), X ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) e ᾱ : (R2, 0) → (Rk, 0) com T (x, y, 0, 0) = I2 e

X(x, y, 0, 0) = (x, y) tais que

g(x, y, λ, µ) = T (x, y, λ, µ) G0(X(x, y, λ, µ), ᾱ(λ, µ)). (3.20)

A aplicação ᾱ : (R2, 0) → (Rk, 0), que é um germe de aplicação do espaço de parâmetros

de bifurcação no espaço de parâmetros de desdobramento, é o caminho associado ao pro-

blema de bifurcação g.

Segue da expressão (3.20) que

g(x, y, λ, µ) = T (x, y, λ, µ) G0(X(x, y, λ, µ), ᾱ(λ, µ)) =

= T (x, y, λ, µ) ᾱ∗G0(X(x, y, λ, µ), λ, µ) = T (x, y, λ, µ) ᾱ∗G0(X(x, y, λ, µ), I(λ, µ)).

(3.21)

Assim, observamos que ᾱ induz um novo problema de bifurcação definido por

ᾱ∗G0(x, y, λ, µ) = G0(x, y, ᾱ(λ, µ))

e, por (3.21), temos que g e ᾱ∗G0 são Z0
2-equivalentes por bifurcação com a Z0

2-equivalência

por bifurcação forte (T, X, I).

No nosso caso, o problema de bifurcação de corank 2 f ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) tem como centro

organizador f0 = [x2 + ε1v, 2ε2x] com ε2
1 = 1, ε2

2 = 1 de KZ2
0 -codimensão 2 com um Z0

2-

desdobramento miniversal dado por F0(x, y, α1, α2) = [x2 + ε1v +α1x, 2ε2x+α2] definidos

em (2.31) e (2.32), respectivamente, na seção 2.8. Segue da teoria acima que podemos

obter um caminho ᾱ : (R2, 0) → (R2, 0), ᾱ(λ, µ) = (ᾱ1(λ, µ), ᾱ2(λ, µ)), tal que f é Z0
2-

equivalente por bifurcação ao pull-back

ᾱ∗F0(x, y, λ, µ) = F0(x, y, ᾱ1(λ, µ), ᾱ2(λ, µ)) = [x2 + ε1v + ᾱ1(λ, µ)x, 2ε2x + ᾱ2(λ, µ)].

Proposição 3.5.1. Se A : (R2 × Rk, 0) → (R2, 0), A = A(λ, µ, α), é um desdobramento

com k parâmetros α = (α1, ..., αk) do caminho ᾱ : (R2, 0) → (R2, 0), ᾱ = ᾱ(λ, µ), então o

pull-back A∗F0 é um Z0
2-desdobramento de ᾱ∗F0 com k parâmetros.
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Demonstração. Por hipótese, A(λ, µ, 0) = ᾱ(λ, µ) e, por definição, A∗F0(x, y, λ, µ, α) =

F0(x, y, A(λ, µ, α)). Logo,

A∗F0(x, y, λ, µ, 0) = F0(x, y, A(λ, µ, 0)) = F0(x, y, ᾱ(λ, µ)) = ᾱ∗F0(x, y, λ, µ).

Portanto, segue o resultado. ¥

No teorema a seguir mostramos que problemas de bifurcação g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) com centro

organizador g0 Z0
2-equivalente a f0, e seus desdobramentos, podem ser representados por

pull-backs do desdobramento miniversal F0.

Teorema 3.5.1. a) Seja g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) um problema de bifurcação de corank 2 com

centro organizador g0 ∈ ~MZ2

(x,y). Se g0 é Z0
2-equivalente a f0, então existe um caminho

ᾱ : (R2, 0) → (R2, 0) tal que g é Z0
2-equivalente por bifurcação ao pull-back ᾱ∗F0.

b) Seja G ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ,β) um Z0
2-desdobramento com k parametros β = (β1, ..., βk) de

g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ). Se g0 é Z0
2-equivalente a f0, então existe A : (R2×Rk, 0) → (R2, 0) tal

que G é KZ0
2

un-equivalente ao pull-back A∗F0 e g é Z0
2-equivalente por bifurcação ao

pull-back ᾱ∗F0 sendo ᾱ(λ, µ) = A(λ, µ, 0).

Demonstração.

a) O germe de bifurcação g é um Z0
2-desdobramento com dois parâmetros do seu centro

organizador g0. Por hipótese, sendo g0 Z0
2-equivalente a f0, existe (T0, X0) ∈ KZ2

0

tal que

f0(x, y) = T0(x, y) g0(X0(x, y)).

Definimos F : (R2 × R2, 0) → (R2, 0) tal que

F (x, y, λ, µ) = T0(x, y) g(X0(x, y), λ, µ). (3.22)

Como F (x, y, 0, 0) = T0(x, y) g0(X0(x, y)) = f0(x, y), segue que F é um Z0
2-desdobra-

mento de f0. Sendo F0 um Z0
2-desdobramento miniversal de f0, F fatora-se através

de F0, ou seja, existem T ∈ ↔
E
Z2

(x,y,λ,µ), X ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) e ᾱ : (R2, 0) → (R2, 0) com

T (x, y, 0, 0) = I2 e X(x, y, 0, 0) = (x, y) tais que

F (x, y, λ, µ) = T (x, y, λ, µ) F0(X(x, y, λ, µ), ᾱ(λ, µ)) = [(T, X, I) · (ᾱ∗F0)](x, y, λ, µ).

(3.23)
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Consideremos T ′
0 ∈

↔
E
Z2

(x,y,λ,µ) tal que T ′
0(x, y, λ, µ) = T0(x, y) e X ′

0 ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) tal que

X ′
0(x, y, λ, µ) = X0(x, y). Por (3.22), temos

g = (T ′
0, X

′
0, I)−1·F = (T ′

0, X
′
0, I)−1·[(T, X, I)·ᾱ∗F0] = [(T0, X0, I)−1∗(T, X, I)]·(ᾱ∗F0),

o que significa que g é Z0
2-equivalente por bifurcação ao pull-back ᾱ∗F0 por uma

Z0
2-equivalência por bifurcação forte.

b) Por hipótese, g0 é Z0
2-equivalente a f0, ou seja, existe (T0, X0) ∈ KZ2

0 tal que

f0(x, y) = T0(x, y) g0(X0(x, y)).

Definimos H ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ,β) por

H(x, y, λ, µ, β) = T ′
0(x, y, λ, µ, β) G(X ′

0(x, y, λ, µ, β), λ, µ, β), (3.24)

em que T ′
0 ∈

↔
E
Z2

(x,y,λ,µ,β) e X ′
0 ∈ ~E Z0

2

(x,y,λ,µ,β) são dados por T ′
0(x, y, λ, µ, β) = T0(x, y) e

X ′
0(x, y, λ, µ, β) = X0(x, y).

Temos que H(x, y, 0, 0, 0) = T0(x, y) g0(X0(x, y)) = f0(x, y). Portanto, H é um Z0
2-

desdobramento de f0 com (k + 2) parâmetros. Segue que H fatora-se através de

F0, ou seja, existem T ∈ ↔
E
Z2

(x,y,λ,µ,β), X ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ,β) e A : (R2+k, 0) → (R2, 0) com

T (x, y, 0, 0, 0) = I2 e X(x, y, 0, 0, 0) = (x, y) tais que

H(x, y, λ, µ, β) = T (x, y, λ, µ, β) F0(X(x, y, λ, µ, β), A(λ, µ, β))

= T (x, y, λ, µ, β) A∗F0(X(x, y, λ, µ, β), λ, µ, β).
(3.25)

Usando (3.24) e (3.25), temos

G(x, y, λ, µ, β) = (T ′
0, X

′
0, I(λ,µ,β), Iβ)−1 ·H(x, y, λ, µ, β)

= (T ′
0, X

′
0, I(λ,µ,β), Iβ)−1 · [(T, X, I(λ,µ,β), Iβ) · A∗F0(x, y, λ, µ, β)]

= [(T ′
0, X

′
0, I(λ,µ,β), Iβ)−1 ∗ (T, X, I(λ,µ,β), Iβ)] · A∗F0(x, y, λ, µ, β),

(3.26)

ou seja, G é KZ0
2

un-equivalente ao pull-back A∗F0 por uma Z0
2-equivalência para des-

dobramentos forte.

Resta mostrar que g é Z0
2-equivalente por bifurcação ao pull-back ᾱ∗F0, onde ᾱ(λ, µ) =

A(λ, µ, 0). Fazendo β = 0 em (3.25), obtemos

H(x, y, λ, µ, 0) = T (x, y, λ, µ, 0)F0(X(x, y, λ, µ, 0), ᾱ(λ, µ)).



Forma normal do 2-jato na origem de um problema de bifurcação 68

Definimos T1, T2 ∈
↔
E
Z2

(x,y,λ,µ) e X1, X2 ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) tais que T1(x, y, λ, µ) = T (x, y, λ, µ, 0),

T2(x, y, λ, µ) = T ′
0(x, y, λ, µ, 0), X1(x, y, λ, µ) = X(x, y, λ, µ, 0), X2(x, y, λ, µ) =

X ′
0(x, y, λ, µ, 0) e I(λ,µ,β)(λ, µ, 0) = I(λ,µ)(λ, µ). Logo, como g(x, y, λ, µ) = G(x, y, λ, µ, 0)

segue de (3.26) que

g(x, y, λ, µ) = G(x, y, λ, µ, 0)

= [(T2, X2, I(λ,µ))−1 ∗ (T1, X1, I(λ,µ))] · (ᾱ∗F0)(x, y, λ, µ),

o que significa que g é Z0
2-equivalente por bifurcação ao pull-back ᾱ∗F0, por uma

Z0
2-equivalência por bifurcação forte. ¥

3.6 Forma normal do 2-jato na origem de um problema

de bifurcação

Nosso objetivo é obter a forma normal do 2-jato na origem de um germe de bifurcação

f ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) com centro organizador f0. Na notação f = [p, q], sejam f1(x, y, λ, µ) =

p(x, v, λ, µ) e f2(x, y, λ, µ) = q(x, v, λ, µ)y.

O 2-jato de f na origem é dado por j2f(0, 0, 0, 0) = (j2f1(0, 0, 0, 0), j2f2(0, 0, 0, 0))

com

j2f1(0, 0, 0, 0)(x, y, λ, µ) = f o
1 + f1

o
x x + f1

o
y y + f1

o
λ λ + f1

o
µ µ +

1

2
[f1

o
xx x2 + f1

o
yy y2 + f1

o
λλ λ2

+f1
o
µµ µ2 + 2(f1

o
xy xy + f1

o
xλ xλ + f1

o
xµ xµ + f1

o
yλ yλ + f1

o
yµ yµ + f1

o
λµ λµ)]

e

j2f2(0, 0, 0, 0)(x, y, λ, µ) = f o
2 + f2

o
x x + f2

o
y y + f2

o
λ λ + f2

o
µ µ +

1

2
[f2

o
xx x2 + f2

o
yy y2 + f2

o
λλ λ2

+f2
o
µµ µ2 + 2(f2

o
xy xy + f2

o
xλ xλ + f2

o
xµ xµ + f2

o
yλ yλ + f2

o
yµ yµ + f2

o
λµ λµ)].

Usando a igualdade f1(x, y, λ, µ) = p(x, v, λ, µ), conclúımos que

j2f1(0, 0, 0, 0)(x, y, λ, µ) = po + po
x x + po

λ λ + po
µ µ +

1

2
[po

xx x2 + po
λλ λ2 + po

µµ µ2] + po
v v

+po
xλ xλ + f2

o
xµ xµ + f2

o
λµ λµ.

Como f ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ), temos que p(0, 0, λ, µ) = (0, 0), ou seja, p(x, v, λ, µ) = xp1(x, v, λ, µ)+

vp2(x, v, λ, µ). Segue que po = po
λ = po

µ = po
λλ = po

µµ = 0. Logo,

j2f1(0, 0, 0, 0)(x, y, λ, µ) = po
x x +

1

2
po

xx x2 + po
v v + (po

xλ λ + po
xµ µ)x.

Usando a igualdade f2(x, y, λ, µ) = q(x, v, λ, µ)y, conclúımos que

j2f2(0, 0, 0, 0)(x, y, λ, µ) = (qo + qo
x x + qo

λ λ + qo
µ µ) y.
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Como f é um problema de bifurcação de corank 2, segue que (D(x,y)f)o = 0. Logo,

po
x = qo = 0.

Portanto, j2f(0, 0, 0, 0) = [p1, q1], em que

p1(x, v, λ, µ) = Ax2 + Bv + (d1λ + d2µ) x,

q1(x, v, λ, µ) = Cx + e1λ + e2µ
(3.27)

com A =
1

2
po

xx, B = po
v, C = qo

x, d1 = po
xλ, d2 = po

xµ, e1 = qo
λ e e2 = qo

µ.

Proposição 3.6.1. Seja f(x, y, λ, µ) = [Ax2 + Bv + (d1λ + d2µ)x,Cx + e1λ + e2µ]. Se

A > 0, B 6= 0, C 6= 0 e d1e2− d2e1 6= 0, então f é Z0
2-equivalente por bifurcação ao germe

g = [p2, q2], com

p2(x, v, λ, µ) = x2 + ε1v + λx,

q2(x, v, λ, µ) = 2ε2x + δ1µ,
(3.28)

em que ε1 = sinal (B), ε2 = sinal (C) e δ1 = sinal (d1e2 − d2e1).

Demonstração. Para obtermos um problema de bifurcação Z0
2-equivalente por bi-

furcação ao germe f , iniciamos com um re-escalonamento considerando uma Z0
2-equivalência

por bifurcação forte (T, X, I) dada por

T (x, y, λ, µ) =


 γ 0

0 δ


 e X(x, y, λ, µ) = (αx, βy), α, β, γ, δ > 0.

Sejam f ′ = f ◦ (X, I) = [p′, q′] e f ′′ = T f ′ = [p′′, q′′], onde

p′(x, v, λ, µ) = Aα2x2 + Bβ2v + (d1αλ + d2αµ)x,

q′(x, v, λ, µ) = (Cαx + e1λ + e2µ)β,

p′′(x, v, λ, µ) = (Aα2γ)x2 + (Bβ2γ)v + ((d1αγ)λ + (d2αγ)µ)x,

q′′(x, v, λ, µ) = (Cαβδ)x + (e1βδ)λ + (e2βδ)µ.

Comparando p′′ e q′′ com (3.28), podemos escrever

Aα2γ = 1,

Bβ2γ = ε1,

Cαβδ = 2ε2.

Fazendo ε1 = sinal (B) e ε2 = sinal (C), segue que

Aα2γ = 1,

|B|β2γ = 1,

|C|αβδ = 2.
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Resolvendo as equações acima, obtemos

γ =
1

α2A
, β = α

√
A

|B| e δ =
2

α2|C|

√
|B|
A

.

Logo, f é Z0
2-equivalente por bifurcação com a Z0

2-equivalência por bifurcação forte

(T, X, I) ao germe f ′′ = [p′′, q′′], em que

p′′(x, v, λ, µ) = x2 + ε1v + (d̂1λ + d̂2µ)x,

q′′(x, v, λ, µ) = 2ε2x + (ê1λ + ê2µ)
(3.29)

com ε1 = sinal (B), ε2 = sinal (C), d̂i = αγdi = (αA)−1di e êi = βδei = 2(α|C|)−1ei,

i = 1, 2.

Observamos que α > 0 é um parâmetro livre. Escolhemos α = 1.

Comparando o germe obtido em (3.29) com a forma normal (3.28), observamos que

resta fazermos uma mudança de coordenadas nos parâmetros (λ, µ) ∈ (R2, 0).

Seja ᾱ : (R2, 0) → (R2, 0), ᾱ(λ, µ) = (ᾱ1(λ, µ), ᾱ2(λ, µ)), com ᾱ1(λ, µ) = d̂1λ + d̂2µ e

ᾱ2(λ, µ) = ê1λ + ê2µ. Em notação matricial, temos

 ᾱ1(λ, µ)

ᾱ2(λ, µ)


 =


 d̂1 d̂2

ê1 ê2





 λ

µ


 .

Devemos obter L : (R2, 0) → (R2, 0) satisfazendo det (D(λ,µ)L)o > 0 tal que (I2, I, L) ·
f ′′ = g, com o germe g dado em (3.28) e (ᾱ ◦ L)(λ, µ) = (λ, δ1µ), ou seja,


 d̂1 d̂2

ê1 ê2





 L1(λ, µ)

L2(λ, µ)


 =


 1 0

0 δ1





 λ

µ


 . (3.30)

O sistema (3.30) tem solução se, e somente se, a matriz dos coeficientes de ᾱ é não

singular, ou seja,
∣∣∣∣∣∣

d̂1 d̂2

ê1 ê2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

d1

A
d2

A

2e1

|C|
2e2

|C|

∣∣∣∣∣∣
=

2

A|C|(d1e2 − d2e1) 6= 0.

Logo, se (d1e2 − d2e1) 6= 0, consideramos o germe

L(λ, µ) =




d1

A
d2

A

2e1

|C|
2e2

|C|



−1

 1 0

0 δ1





 λ

µ


 , (3.31)

com

δ1 = sinal

∣∣∣∣∣∣

d1

A
d2

A

2e1

|C|
2e2

|C|

∣∣∣∣∣∣
= sinal (d1e2 − d2e1). (3.32)
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Como det (D(λ,µ)L)o > 0, segue que (I2, I, L) é uma Z0
2-equivalência por bifurcação e

(I2, I, L) · f ′′ = g.

Portanto, se A > 0, B 6= 0, C 6= 0 e (d1e2 − d2e1) 6= 0, então f = (T, X, I) · f ′′ =

[(T, X, I) ∗ (I2, I, L)] · g, ou seja, f é Z0
2-equivalente por bifurcação à forma normal

g(x, y, λ, µ) = [x2 + ε1v + λx, 2ε2x + δ1µ]. ¥

Este resultado significa que o 2-jato na origem de um problema de bifurcação de corank

2 f ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) satisfazendo certas hipóteses pode ser representado pelo pull-back de F0

sob um caminho ᾱ : (R2, 0) → (R2, 0) dado por

ᾱ(λ, µ) = (λ, δ1µ).

Observação 3.6.1. A condição A > 0 é devido à aplicação que faremos no caṕıtulo 5.

Corolário 3.6.1. Seja g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) um problema de bifurcação de corank 2 cujo j2g(0, 0, 0, 0)

é da forma (3.27). Se A > 0, B 6= 0, C 6= 0 e (d1e2 − d2e1) 6= 0, então g é Z0
2-equivalente

por bifurcação ao pull-back ᾱ∗F0, em que o 1-jato na origem do caminho ᾱ = (ᾱ1, ᾱ2) é

dado por

j1(ᾱ1)(0, 0)(λ, µ) = λ e j1(ᾱ2)(0, 0)(λ, µ) = δ1µ.

Demonstração. Dado g = [p, q] ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) satisfazendo as hipóteses acima, segue que

po = po
x = qo = 0, po

xx = 2A > 0, po
v = B 6= 0 e qo

x = C 6= 0. Seja g0(x, y) = g(x, y, 0, 0),

g0 = [p̃, q̃], o centro organizador de g com p̃(x, v) = p(x, v, 0, 0) e q̃(x, v) = q(x, v, 0, 0).

Logo, (p̃)o = (p̃x)
o = (q̃)o = 0, (p̃xx)

o > 0, (p̃v)
o 6= 0 e (q̃x)

o 6= 0.

Pelo Teorema 2.8.1, g0 é Z0
2-equivalente a f0. Segue do Teorema 3.5.1 que existe um

caminho α̂ : (R2, 0) → (R2, 0), α̂(λ, µ) = (α̂1(λ, µ), α̂2(λ, µ)), tal que g é Z0
2-equivalente

por bifurcação ao pull-back α̂∗F0, por uma Z0
2-equivalência forte.

O 2-jato de α̂∗F0 na origem é da forma (3.29), ou seja,

j2(α̂∗F0)(0, 0, 0, 0)(x, y, λ, µ) = [x2 + ε1v + (d̂1λ + d̂2µ)x, 2ε2x + (ê1λ + ê2µ)]

em que

j1(α̂1)(0, 0)(λ, µ) = d̂1λ + d̂2µ,

j1(α̂2)(0, 0)(λ, µ) = ê1λ + ê2µ.
(3.33)
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Da segunda parte da demonstração da proposição anterior, existe uma mudança de

coordenadas linear L definida em (3.31) e com δ1 dado em (3.32). Definimos ᾱ(λ, µ) =

α̂(L(λ, µ)). Este caminho é tal que

j1(ᾱ1)(0, 0)(λ, µ) = j1(α̂1)(0, 0)(L(λ, µ)) = λ e

j1(ᾱ2)(0, 0)(λ, µ) = j1(α̂2)(0, 0)(L(λ, µ)) = δ1µ.
(3.34)

Os pull-backs ᾱ∗F0 e α̂∗F0 são Z0
2-equivalentes por bifurcação, pois

(I2, I, L) · (α̂∗F0)(x, y, λ, µ) = F0(x, y, α̂(L(λ, µ))) = F0(x, y, ᾱ(λ, µ)) = (ᾱ∗F0)(x, y, λ, µ).

Consequentemente, o germe g é Z0
2-equivalente por bifurcação ao pull-back ᾱ∗F0 com

j1(ᾱ1)(0, 0)(λ, µ) = λ e j1(ᾱ2)(0, 0)(λ, µ) = δ1µ. ¥

3.7 Espaços tangentes e a formulação por caminhos

algébrica

Seja ~E(α1,α2) o E(α1,α2)-módulo dos germes de aplicação ξ : (R2, 0) → R2. Analoga-

mente, denotamos por ~E(λ,µ) o E(λ,µ)-módulo dos germes de aplicação α : (R2, 0) → R2. O

espaço dos caminhos, denotado por ~P(λ,µ), é o E(λ,µ)-submódulo de ~E(λ,µ) definido por

~P(λ,µ) = {α ∈ ~E(λ,µ) |α(0, 0) = (0, 0)}.

Em outras partes do texto usamos a notação ~M(λ,µ) para o submódulo ~P(λ,µ). Entre-

tanto, queremos enfatizar que ~P(λ,µ) é o espaço de caminhos. Nesta seção, apresentamos

a Formulação por Caminhos Algébrica necessária para construir os espaços tangentes aos

caminhos, uma vez que não definimos uma equivalência de caminhos.

Denotamos por h1(x, y) = (x, 0) e h2(x, y) = (0, y) os geradores do espaço normal

ao centro organizador f0 obtidos no Teorema 2.8.1. Na notação invariante, h1 = [x, 0] e

h2 = [0, 1].

Definimos a seguir a aplicação ωα fundamental para a formulação por caminhos algébrica.

Definição 3.7.1. A aplicação ωα : ~E(λ,µ) → ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) é dada por

ωα(ξ)(x, y, λ, µ) = ξ1(λ, µ)h1(x, y) + ξ2(λ, µ)h2(x, y) = (ξ1(λ, µ)x, ξ2(λ, µ)y), (3.35)

para todo ξ ∈ ~E(λ,µ), ξ(λ, µ) = (ξ1(λ, µ), ξ2(λ, µ)).
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Na notação Z2-invariante, ωα(ξ) = [xξ1, ξ2].

Segue da definição que a imagem de ωα, denotada por Im(ωα), é Im(ωα) = 〈h1, h2〉E(λ,µ)
.

Proposição 3.7.1. A aplicação ωα : ~E(λ,µ) → 〈h1, h2〉E(λ,µ)
é um isomorfismo de E(λ,µ)-

módulos.

Demonstração.

a) ωα é um homomorfismo de E(λ,µ)-módulos, pois

i) A condição ωα(ξ + ζ) = ωα(ξ) + ωα(ζ), para quaisquer ξ, ζ ∈ ~E(λ,µ), segue

imediatamente da definição de ωα.

ii) Para todo ρ ∈ E(λ,µ), ξ ∈ ~E(λ,µ), temos

ωα(ρ ξ)(x, y, λ, µ) = (ρ(λ, µ) ξ1(λ, µ))h1(x, y) + (ρ(λ, µ) ξ2(λ, µ))h2(x, y)

= ρ(λ, µ)(ξ1(λ, µ)h1(x, y) + ξ2(λ, µ)h2(x, y))

= (ρ [ωα(ξ)])(x, y, λ, µ).

Assim, ωα(ρ ξ) = ρ ωα(ξ), para quaisquer ρ ∈ E(λ,µ), ξ ∈ ~E(λ,µ).

Logo, ωα é um homomorfismo de E(λ,µ)-módulos.

b) ωα é injetora.

Consideremos ξ = (ξ1, ξ2) ∈ ~E(λ,µ) tal que ωα(ξ) = (0, 0), ou seja, ωα(ξ)(x, y, λ, µ) =

(ξ1(λ, µ)x, ξ2(λ, µ)y) = (0, 0), para todo (x, y, λ, µ) ∈ (R4, 0).

Em particular, para ε ∈ (R, 0), ε 6= 0, ωα(ξ)(ε, ε, λ, µ) = (ε ξ1(λ, µ), ε ξ2(λ, µ)) =

(0, 0), para todo (λ, µ) ∈ (R2, 0). Logo, ξ ≡ 0, ou seja, ωα é injetora.

c) ωα é sobrejetora.

A aplicação ωα é definida na Proposição sobre sua imagem, ou seja, ωα é sobrejetora.

Portanto, ωα : ~E(λ,µ) → 〈h1, h2〉E(λ,µ)
é um isomorfismo de E(λ,µ)-módulos. ¥

Definição 3.7.2. Definimos T (F0) como o EZ2

(x,y,α1,α2)-submódulo de ~E Z2

(x,y,α1,α2) dado por

T (F0) = {TF0 + (D(x,y)F0)X |T ∈ ↔
E
Z2

(x,y,α1,α2) e X ∈ ~E Z0
2

(x,y,α1,α2)}.
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Os geradores desse submódulo são os mesmos obtidos para o espaço tangente estendido

ao centro organizador no Caṕıtulo 2 dados em (2.16). Considerando F0 = [P, Q], os

geradores de T (F0) são dados por

[P, 0], [vQ, 0], [0, P ], [0, Q], [vPv, vQv], [xPx, xQx] e [vPx, vQx]. (3.36)

Portanto, para P (x, y, α1, α2) = x2 + ε1v + α1x e Q(x, y, α1, α2) = 2ε2x + α2, obtemos

os geradores

φ1 = [x2 + ε1v + α1x, 0], φ2 = [2ε2xv + α2v, 0], φ3 = [0, x2 + ε1v + α1x], φ4 = [0, 2ε2x + α2],

φ5 = [2x2 + α1x, 2ε2x], φ6 = [2xv + α1v, 2ε2v] e φ7 = [ε1v, 0].

(3.37)

O resultado seguinte estabelece a fórmula (3.7) em [14], pág. 288.

Lema 3.7.1. Se M é o E(α1,α2)-submódulo de ~E Z2

(x,y,α1,α2) gerado por f1 = [α1x, α2] e

f2 = [0, α2(ε2α2 − 2α1)], então

M = T (F0) ∩ 〈h1, h2〉E(α1,α2)
, (3.38)

recordando que h1 = [x, 0] e h2 = [0, 1].

Demonstração. Os geradores de T (F0) são dados em (3.37), mas podemos simplificá-los

de maneira a obter quais pertencem ou não ao submódulo 〈h1, h2〉E(α1,α2)
.

Podemos trocar φ7 por φ̃7 = ε1φ7 = [v, 0].

Observamos que φ2 = (2ε2x+α2)φ̃7, ou seja, φ2 é um gerador redundante para T (F0).

Além disso, φ6 = (2x + α1)φ̃7 + 2ε2[0, v]. Logo, trocamos φ6 por φ̃6, onde

φ̃6 =
ε2

2
(φ6 − (2x + α1)φ̃7) = [0, v].

Dessa forma, todos os geradores de T (F0) que contem o termo ‘v’ podem ser simpli-

ficados. Como φ1 = ε1φ̃7 + [x2 + α1x, 0] e φ3 = ε1φ̃6 + [0, x2 + α1x], podemos trocar φ1 e

φ3 por

φ̃1 = [x2 + α1x, 0] e φ̃3 = [0, x2 + α1x],

respectivamente.

Portanto, os geradores restantes que contem apenas as variáveis x, α1, α2 são

φ̃1 = [x2 +α1x, 0], φ̃3 = [0, x2 +α1x], φ4 = [0, 2ε2x+α2] e φ5 = [2x2 +α1x, 2ε2x]. (3.39)
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Podemos ainda simplificar esses geradores. Observamos que φ5 = 2φ̃1 + φ4− [α1x, α2]

e

φ̃3 = [0, x2 + α1x] =
ε2

2
xφ4 + [0, α1x− ε2

2
α2x] =

ε2

2
xφ4 +

[
0,

(
α1 − ε2

2
α2

)
x

]

=
ε2

2
xφ4 +

ε2

2

(
α1 − ε2

2
α2

)
φ4 −

[
0,

ε2

2

(
α1 − ε2

2
α2

)
α2

]

=
ε2

4
(2x + 2α1 − ε2α2)φ4 +

ε2

4
[0, (ε2α2 − 2α1)α2].

Consequentemente, podemos trocar os geradores φ5 e φ̃3 por

φ̃5 = [α1x, α2] e ˜̃φ3 = [0, (ε2α2 − 2α1)α2],

respectivamente.

Portanto, um conjunto de geradores equivalentes para o espaço T (F0) é

φ̃7 = [v, 0], φ̃6 = [0, v], φ̃1 = [x2 + α1x, 0], φ4 = [0, 2ε2x + α2], (3.40)

φ̃5 = [α1x, α2] e ˜̃φ3 = [0, (ε2α2 − 2α1)α2]. (3.41)

Observamos que os geradores em (3.41) são os geradores de M . Além disso, φ̃5 e ˜̃φ3

estão contidos em 〈h1, h2〉E(α1,α2)
. Portanto,

M ⊂ T (F0) ∩ 〈h1, h2〉E(α1,α2)
. (3.42)

Resta mostrarmos a inclusão contrária.

Afirmamos que os geradores em (3.40) não podem contribuir para a intersecção

T (F0) ∩ 〈h1, h2〉E(α1,α2)
.

Para provarmos esta afirmação, consideramos o germe g definido pelos geradores em

(3.40) da seguinte forma:

g = a[v, 0] + b[0, v] + c[x2 + α1x, 0] + d[0, 2ε2x + α2], (3.43)

com a, b, c, d ∈ EZ2

(x,y,α1,α2). Suponhamos também que g pertence à intersecção em (3.42), ou

seja, g ∈ 〈h1, h2〉E(α1,α2)
. Os elementos deste último submódulo são da forma

[xp(α1, α2), q(α1, α2)], com p, q ∈ E(α1,α2). Logo, obtemos o sistema de equações:

a(x, v, α1, α2)v + c(x, v, α1, α2)(x
2 + α1x) = x p(α1, α2). (3.44)

b(x, v, α1, α2)v + d(x, v, α1, α2)(2ε2x + α2) = q(α1, α2). (3.45)
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Fazendo x = 0 em (3.44), temos a(0, v, α1, α2)v = 0. Pelo Lema de Hadamard,

a(x, v, α1, α2) = x â(x, v, α1, α2). Substituindo em (3.44), temos

â(x, v, α1, α2) xv + c(x, v, α1, α2)(x
2 + α1x) = x p(α1, α2).

ou seja,

â(x, v, α1, α2)v + c(x, v, α1, α2)(x + α1) = p(α1, α2).

Fazendo v = 0 e x = −α1, obtemos p(α1, α2) = 0, para todo (α1, α2) ∈ (R2, 0).

Analogamente, fazendo v = 0 e x = −1

2
ε2α2 em (3.45), temos q(α1, α2) = 0, para todo

(α1, α2) ∈ (R2, 0).

Com isso, o submódulo T (F0)∩〈h1, h2〉E(α1,α2)
deve estar contido no E(α1,α2)-submódulo

de ~E Z2

(x,y,α1,α2) gerado pelos germes φ̃5 e ˜̃φ3, ou seja, T (F0) ∩ 〈h1, h2〉E(α1,α2)
⊂ M .

Portanto, M = T (F0) ∩ 〈h1, h2〉E(α1,α2)
. ¥

Definição 3.7.3. Definimos N como o E(α1,α2)-submódulo de ~E(α1,α2) gerado por

ξ1(α1, α2) = (α1, α2) e ξ2(α1, α2) = (0, α2(ε2α2 − 2α1)). (3.46)

Observação 3.7.1. O E(α1,α2)-submódulo M no lema acima, pode ser visto como “imagem

de N da aplicação ωα”da seguinte forma:

Sejam f1(x, y, α1, α2) = (α1x, α2y) = [α1x, α2], f2(x, y, λ, µ) = (0, α2(ε2α2 − 2α1)y) =

[0, α2(ε2α2 − 2α1)] e M = 〈f1, f2〉E(α1,α2)
.

Consideremos ω̃α : ~E(α1,α2) → 〈h1, h2〉E(α1,α2)
dada por

ω̃α(ξ)(x, y, α1, α2) = ξ1(α1, α2)h1(x, y) + ξ2(α1, α2)h2(x, y),

ξ(α1, α2) = (ξ1(α1, α2), ξ2(α1, α2)).

Logo, temos

ω̃α(ξ1)(x, y, α1, α2) = [α1x, α2] = f1(x, y, α1, α2),

ω̃α(ξ2)(x, y, α1, α2) = [0, α2(ε2α2 − 2α1)] = f2(x, y, α1, α2),

em que ξ1 e ξ2 são os geradores do E(α1,α2)-submódulo N dados em (3.46).

Portanto, M = ω̃α(N).

Definição 3.7.4. Dado ᾱ ∈ ~E(λ,µ), ᾱ(λ, µ) = (ᾱ1(λ, µ), ᾱ2(λ, µ)), definimos ᾱ∗N como o

E(λ,µ)-submódulo de ~E(λ,µ) gerado por

(ᾱ∗ξ1)(λ, µ) = (ᾱ1(λ, µ), ᾱ2(λ, µ))
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e

(ᾱ∗ξ2)(λ, µ) = (0, ᾱ2(λ, µ)(ε2ᾱ2(λ, µ)− 2ᾱ1(λ, µ))).

Podemos, agora, definir o espaço tangente estendido a um caminho e sua codimensão.

Definição 3.7.5. 1) O espaço tangente estendido a um caminho ᾱ ∈ ~P(λ,µ) é o E(λ,µ)-

submódulo de ~E(λ,µ) dado por

Te(ᾱ) = ᾱ∗N + 〈ᾱλ, ᾱµ〉E(λ,µ)
.

2) O espaço normal estendido do caminho ᾱ ∈ ~P(λ,µ) é o espaço vetorial real

Ne(ᾱ) =
~E(λ,µ)

Te(ᾱ)
.

3) A codimensão de ᾱ, denotada por cod(ᾱ), é definida por

cod(ᾱ) = dimR(Ne(ᾱ)).

Definimos, a seguir, os conceitos preliminares para a demonstração do teorema prin-

cipal desta seção. O procedimento é análogo ao apresentado em [14].

Precisamos definir o espaço tangente restrito clássico que é o espaço tangente estendido

em (3.8) sem os termos das derivadas em λ e µ.

Definição 3.7.6. Seja f ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ). Definimos o espaço tangente restrito a f como o

EZ2

(x,y,λ,µ)-módulo

RT e(f,Z0
2) = {Tf + (D(x,y)f)X |T ∈ ↔

E
Z2

(x,y,λ,µ) e X ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ)}.

Se f = [p, q], então o espaço tangente restrito RT e(f,Z0
2) é gerado por

[p, 0] [vq, 0], [0, p], [0, q], [vpv, vqv], [xpx, xqx] e [vpx, vqx]. (3.47)

Podemos obter a imagem inversa do espaço tangente restrito ao pull-back ᾱ∗F0, por

ωα segundo a proposição a seguir, que é equivalente à proposição 3.4.4 de [14], pág. 292.

Proposição 3.7.2. ω−1
α (RT e(ᾱ

∗F0,Z0
2)) = ᾱ∗N , para todo ᾱ ∈ ~P(λ,µ).

Demonstração. Seja ξ ∈ ~E(λ,µ) tal que ωα(ξ) ∈ RT e(ᾱ
∗F0,Z0

2). Primeiramente,

mostramos que ξ ∈ ᾱ∗N .
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Recordamos que para ᾱ ∈ P(λ,µ), ᾱ(λ, µ) = (ᾱ1(λ, µ), ᾱ2(λ, µ)),

ᾱ∗F0 = [x2 + ε1v + ᾱ1x, 2ε2x + ᾱ2].

Os geradores do espaço tangente restrito RT e(ᾱ
∗F0,Z0

2) são, segundo (3.47), dados

por

[x2 + ε1v + ᾱ1x, 0], [2ε2xv + ᾱ2v, 0], [0, x2 + ε1v + ᾱ1x], [0, 2ε2x + ᾱ2],

[2x2 + ᾱ1x, 2ε2x], [2xv + ᾱ1v, 2ε2v], [ε1v, 0].
(3.48)

Simplificamos os geradores de RT e(ᾱ
∗F0,Z0

2) como no Lema 3.7.1 e obtemos

[v, 0], [0, v], [x2 + ᾱ1x, 0], [0, 2ε2x + ᾱ2], (3.49)

[ᾱ1x, ᾱ2] e [0, (ε2ᾱ2 − 2ᾱ1)ᾱ2]. (3.50)

Observamos que os geradores em (3.50) são, exatamente, ωα(ᾱ∗ξ1) e ωα(ᾱ∗ξ2), com ξ1

e ξ2 dados em (3.46) e, portanto, pertencem a Im(ωα) = 〈h1, h2〉E(λ,µ)
.

De forma similar ao final da demonstração do Lema 3.7.1, mostramos que nenhuma

combinação não nula de (3.49) com coeficientes em EZ2

(x,y,λ,µ) pode pertencer a Im(ωα).

Logo, se ξ ∈ ~E(λ,µ) é tal que ωα(ξ) ∈ RT e(ᾱ
∗F0,Z0

2), então existem a, b ∈ EZ2

(x,y,λ,µ) tais que

ωα(ξ) = a [ᾱ1x, ᾱ2] + b [0, (ε2ᾱ2 − 2ᾱ1)ᾱ2]

= aωα(ᾱ∗ξ1) + b ωα(ᾱ∗ξ2)

= a (ᾱ1h1 + ᾱ2h2) + b ((ε2ᾱ2 − 2ᾱ1)ᾱ2h2)

= a ᾱ1 h1 + [a ᾱ2 + b (ε2ᾱ2 − 2ᾱ1)ᾱ2] h2.

Devido ao fato de que a imagem de ωα é gerada como um E(λ,µ)-módulo por h1 e

h2, segue que a e b não podem depender das variáveis x e y, isto é, a, b ∈ E(λ,µ) e

ωα(ξ) = ωα(a ᾱ1, a ᾱ2 + b (ε2ᾱ2 − 2ᾱ1)ᾱ2). Como ωα é injetora, temos

ξ = (a ᾱ1, a ᾱ2 + b (ε2ᾱ2 − 2ᾱ1)ᾱ2)

= a(ᾱ1, ᾱ2) + b(0, (ε2ᾱ2 − 2ᾱ1)ᾱ2)

= a (ᾱ∗ξ1) + b (ᾱ∗ξ2).

Isto mostra que ξ ∈ ᾱ∗N . Logo, ω−1
α (RT e(ᾱ

∗F0,Z0
2)) ⊂ ᾱ∗N .

Reciprocamente, seja ξ ∈ ᾱ∗N , ou seja, ξ = a (ᾱ∗ξ1) + b (ᾱ∗ξ2), com a, b ∈ E(λ,µ).

Usando o fato de ωα ser um homomorfismo de E(λ,µ)-módulos, temos

ωα(ξ) = ωα(a (ᾱ∗ξ1) + b (ᾱ∗ξ2))

= aωα(ᾱ∗ξ1) + b ωα(ᾱ∗ξ2)

= a [ᾱ1x, ᾱ2] + b [0, (ε2ᾱ2 − 2ᾱ1)ᾱ2].



Espaços tangentes e a formulação por caminhos algébrica 79

Segue que ξ ∈ ω−1
α (RT e(ᾱ

∗F0,Z0
2)), isto é, ᾱ∗N ⊂ ω−1

α (RT e(ᾱ
∗F0,Z0

2)).

Portanto, ω−1
α (RT e(ᾱ

∗F0,Z0
2)) = ᾱ∗N . ¥

O último passo é mostrar que a imagem inversa do espaço tangente estendido ao

pull-back ᾱ∗F0, por ωα, é o espaço tangente estendido ao caminho ᾱ ∈ ~P(λ,µ) ([14], pág.

292).

Proposição 3.7.3. ω−1
α (T 0

e (ᾱ∗F0,Z2)) = Te(ᾱ), para todo ᾱ ∈ ~P(λ,µ).

Demonstração. Dado ᾱ = (ᾱ1, ᾱ2) ∈ ~P(λ,µ), temos

ᾱ∗F0(x, y, λ, µ) = [x2+ε1v+ᾱ1x, 2ε2x+ᾱ2] = f0(x, y)+ᾱ1(λ, µ)h1(x, y)+ᾱ2(λ, µ)h2(x, y),

com f0(x, y) = [x2 + ε1v, 2ε2x].

Mostremos que Te(ᾱ) ⊂ ω−1
α (T 0

e (ᾱ∗F0,Z2)).

Seja ξ̃ ∈ Te(ᾱ). Podemos escrever ξ̃ = ξ + ζ com ξ ∈ ᾱ∗N e ζ ∈ 〈ᾱλ, ᾱµ〉E(λ,µ)
. Pela

Proposição 3.7.2, ωα(ξ) ∈ RT e(ᾱ
∗F0,Z0

2) e, como RT e(ᾱ
∗F0,Z0

2) ⊂ T 0
e (ᾱ∗F0,Z2), segue

que ωα(ξ) ∈ T 0
e (ᾱ∗F0,Z2).

Seja ζ = (L1, L2). Como ζ ∈ 〈ᾱλ, ᾱµ〉E(λ,µ)
, temos

ζ(λ, µ) = l1(λ, µ)ᾱλ(λ, µ) + l2(λ, µ)ᾱµ(λ, µ)

= (l1(λ, µ)(ᾱλ)1(λ, µ) + l2(λ, µ)(ᾱµ)1(λ, µ), l1(λ, µ)(ᾱλ)2(λ, µ) + l2(λ, µ)(ᾱµ)2(λ, µ)),

l1, l2 ∈ E(λ,µ). Logo,

ωα(ζ)(x, y, λ, µ) = L1(λ, µ)h1(x, y) + L2(λ, µ)h2(x, y)

= L1(λ, µ)(F0)α1(x, y, λ, µ) + L2(λ, µ)(F0)α2(x, y, λ, µ)

= (l1(λ, µ)(ᾱλ)1(λ, µ) + l2(λ, µ)(ᾱµ)1(λ, µ))(F0)α1(x, y, λ, µ)

+(l1(λ, µ)(ᾱλ)2(λ, µ) + l2(λ, µ)(ᾱµ)2(λ, µ))(F0)α2(x, y, λ, µ)

= l1(λ, µ)((ᾱλ)1(λ, µ)(F0)α1(x, y, λ, µ) + (ᾱλ)2(λ, µ)(F0)α2(x, y, λ, µ))

+ l2(λ, µ)((ᾱµ)1(λ, µ)(F0)α1(x, y, λ, µ) + (ᾱµ)2(λ, µ)(F0)α2(x, y, λ, µ))

= l1(λ, µ)(ᾱ∗F0)λ(x, y, λ, µ) + l2(λ, µ)(ᾱ∗F0)µ(x, y, λ, µ).

Segue que ωα(ζ) ∈ T 0
e (ᾱ∗F0,Z2). Pela linearidade de ωα, temos que ωα(ξ̃) ∈ T 0

e (ᾱ∗F0,Z2),

isto é, Te(ᾱ) ⊂ ω−1
α (T 0

e (ᾱ∗F0,Z2)).

Reciprocamente, seja ξ̃ ∈ ~E(λ,µ) e suponhamos que ωα(ξ̃) = η ∈ T 0
e (ᾱ∗F0,Z2). Devemos

mostrar que ξ̃ ∈ Te(ᾱ). Temos que

T 0
e (ᾱ∗F0,Z2) = RT e(ᾱ

∗F0,Z0
2) + 〈(ᾱ∗F0)λ, (ᾱ

∗F0)µ〉E(λ,µ)
.
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Logo, podemos escrever η = η1+η2, η1 ∈ RT e(ᾱ
∗F0,Z0

2) e η2 ∈ 〈(ᾱ∗F0)λ, ᾱ
∗F0)µ〉E(λ,µ)

.

Para η2, existem l1, l2 ∈ E(λ,µ) tais que

η2(x, y, λ, µ) = l1(λ, µ)(ᾱ∗F0)λ(x, y, λ, µ) + l2(λ, µ)(ᾱ∗F0)µ(x, y, λ, µ)

= l1(λ, µ)((ᾱ1)λ(λ, µ)h1(x, y) + (ᾱ2)λ(λ, µ)h2(x, y))

+ l2(λ, µ)((ᾱ1)µ(λ, µ)h1(x, y) + (ᾱ2)µ(λ, µ)h2(x, y))

= (l1(λ, µ)(ᾱ1)λ(λ, µ) + l2(λ, µ)(ᾱ1)µ(λ, µ))h1(x, y)

+ (l1(λ, µ)(ᾱ2)λ(λ, µ) + l2(λ, µ)(ᾱ2)µ(λ, µ))h2(x, y)

= (l1(λ, µ)(ᾱλ)(λ, µ) + l2(λ, µ)(ᾱµ)(λ, µ))1h1(x, y)

+ (l1(λ, µ)(ᾱλ)(λ, µ) + l2(λ, µ)(ᾱµ)(λ, µ))2h2(x, y).

Conclúımos que existe ζ = (l1 ᾱλ + l2 ᾱµ) ∈ 〈ᾱλ, ᾱµ〉E(λ,µ)
tal que ωα(ζ) = η2.

Podemos escrever η1 = η − η2 = ωα(ξ̃)− ωα(ζ) = ωα(ξ̃ − ζ).

Como η1 ∈ RT e(ᾱ
∗F0,Z0

2), segue da proposição 3.7.2 que (ξ̃ − ζ) ∈ ᾱ∗N e, portanto,

ξ̃ ∈ ᾱ∗N + 〈ᾱλ, ᾱµ〉E(λ,µ)
.

Portanto, ω−1
α (Te(ᾱ

∗F0,Z0
2)) = Te(ᾱ). ¥

O teorema principal desta seção vem a seguir ([14], pág. 289).

Teorema 3.7.1. Para todo caminho ᾱ ∈ ~P(λ,µ), a aplicação ωα induz um isomorfismo

entre os espaços normais Ne(ᾱ) e Ne(ᾱ
∗F0,Z0

2) como espaços vetoriais reais.

Demonstração. Recordamos que Ne(ᾱ) =
~E(λ,µ)

Te(ᾱ)
e Ne(ᾱ

∗F0,Z0
2) =

~E Z0
2

(x,y,λ,µ)

T 0
e (ᾱ∗F0,Z2)

, para

todo ᾱ ∈ ~P(λ,µ).

Dado ᾱ ∈ ~P(λ,µ), sejam

π1 : ~E(λ,µ) →
~E(λ,µ)

Te(ᾱ)
e π2 : ~E Z0

2

(x,y,λ,µ) →
~E Z0

2

(x,y,λ,µ)

T 0
e (ᾱ∗F0,Z2)

as projeções canônicas, ou seja,

π1(ξ) = ξ + Te(ᾱ), para todo ξ ∈ ~E(λ,µ),

π2(f) = f + T 0
e (ᾱ∗F0,Z2), para todo f ∈ ~E Z0

2

(x,y,λ,µ).

Denotamos π1(ξ) = [ξ]1 e π2(f) = [f ]2 as classes de equivalência.

Definimos Ωα : Ne(ᾱ) −→ Ne(ᾱ
∗F0,Z0

2) por Ωα([ξ]1) = [ωα(ξ)]2. Representamos esta

aplicação no seguinte diagrama comutativo.
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-
~E(λ,µ)

Te(ᾱ)
Ωα

~E Z0
2

(x,y,λ,µ)

T 0
e (ᾱ∗F0,Z2)

?

~E(λ,µ) -ωα ~E Z0
2

(x,y,λ,µ)

?

π1 π2

Nos quatro passos a seguir, mostramos que Ωα está bem definida e que é um isomor-

fismo entre espaços vetoriais reais.

1) Sejam ξ, ζ ∈ ~E(λ,µ). Mostremos que Ωα está bem definida.

Se [ξ]1 = [ζ]1, então ξ−ζ ∈ Te(ᾱ). Pela Proposição 3.7.3, ωα(ξ−ζ) ∈ T 0
e (ᾱ∗F0,Z2) e,

portanto, ωα(ξ)−ωα(ζ) ∈ T 0
e (ᾱ∗F0,Z2). Logo, [ωα(ξ)]2 = [ωα(ζ)]2, isto é, Ωα([ξ]1) =

Ωα([ζ]1).

Portanto, Ωα está bem definida.

2) Sejam ξ, ζ ∈ ~E(λ,µ) e α, β ∈ R. Mostremos que a linearidade de Ωα segue da lineari-

dade de ωα e das projeções.

Ωα(α [ξ]1 + β [ζ]1) = Ωα([α ξ + β ζ]1) = [ωα(α ξ + β ζ)]2 = [α ωα(ξ) + β ωα(ζ)]2 =

α [ωα(ξ)]2 + β [ωα(ζ)]2 = α Ωα([ξ]1) + β Ωα([ζ]1).

Portanto, Ωα é R-linear.

3) Para mostrar que Ωα é injetora, consideramos ξ, ζ ∈ ~E(λ,µ) tais que Ωα([ξ]1) =

Ωα([ζ]1). Pela definição de Ωα, [ωα(ξ)]2 = [ωα(ζ)]2, ou seja, ωα(ξ) − ωα(ζ) =

ωα(ξ − ζ) ∈ T 0
e (ᾱ∗F0,Z2). Logo, (ξ − ζ) ∈ ω−1

α (T 0
e (ᾱ∗F0,Z2)). Pela Proposição

3.7.3, ξ − ζ ∈ Te(ᾱ). Segue que [ξ]1 = [ζ]1.

Portanto, Ωα é injetora.

4) Finalmente, mostramos que Ωα é uma aplicação sobrejetora.

Observamos que

Im(Ωα) = {[f ]2 ∈ Ne(ᾱ
∗F0,Z0

2)
∣∣ [f ]2 = Ωα([ξ]1), para algum [ξ]1 ∈ Ne(ᾱ)}.

Como Im(Ωα) ⊂ Ne(ᾱ
∗F0,Z0

2), basta mostrar que Ne(ᾱ
∗F0,Z0

2) ⊂ Im(Ωα).
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Seja [f ]2 ∈ Ne(ᾱ
∗F0,Z0

2) =
~E Z0

2

(x,y,λ,µ)

T o
e (ᾱ∗F0,Z2)

. Para mostrar que [f ]2 ∈ Im(Ωα), devemos

obter ξ ∈ ~E(λ,µ) tal que Ωα([ξ]1) = [f ]2. Pelo diagrama, isto é equivalente a encontrar

ξ ∈ ~E(λ,µ) tal que [ωα(ξ)]2 = (π2 ◦ ωα)(ξ) = [f ]2. Logo, é suficiente mostrar que a

aplicação π2 restrita ao submódulo Im(ωα) = 〈h1, h2〉E(λ,µ)
é sobrejetora. Para isso,

mostramos que a imagem de π2 é um E(λ,µ)-módulo gerado pelas classes [h1]2 e [h2]2

usando o Corolário 1.6.1 do Teorema de Preparação Equivariante.

Seja Ñ = Ne(ᾱ
∗F0,Z0

2). Temos que Ñ é um EZ2

(x,y,λ,µ)-módulo finitamente gerado

pois é um quociente de um EZ2

(x,y,λ,µ)-módulo finitamente gerado por um EZ2

(x,y,λ,µ)-

submódulo finitamente gerado. No Corolário 1.6.1, fazendo n = 2, m = 2, δ = (λ, µ)

e Γ = Z2, segue que as seguintes afirmações são equivalentes:

a) Ñ é finitamente gerado por n1, n2 sobre o anel E(λ,µ),

b) N0 =
Ñ

M(λ,µ)Ñ
= R · {n̄1, n̄2}, onde n̄i é a projeção de ni em N0.

(3.51)

Assim, mostrar que Ñ é um E(λ,µ)-módulo finitamente gerado por n1 = [h1]2 e

n2 = [h2]2 é equivalente a mostrar que N0 é um espaço vetorial real gerado por n̄1

e n̄2, onde n̄i é a projeção de ni em N0, i = 1, 2.

Afirmamos que N0 é R-isomorfo a Ne(f0,Z0
2).

Para provar esta afirmação, consideramos a projeção canônica π3 : ~MZ2

(x,y) →
~MZ2

(x,y)

T 0
e (f0,Z2)

=

N 0
e (f0,Z2) e denotamos por [g]3 a imagem de g ∈ ~MZ2

(x,y) por π3.

Para cada f ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ), seja

f̃(x, y) = f(x, y, 0, 0), (3.52)

o centro organizador de f . Logo, f̃ ∈ ~MZ2

(x,y).

Definimos uma aplicação

ϕ : Ne(ᾱ
∗F0,Z0

2) −→ Ne(f0,Z0
2)

[f ]2 7−→ [ f̃ ]3
.

i) A aplicação ϕ está bem definida, pois se [f ]2 = [g]2, então [f − g]2 = [0]2, ou

seja, f−g ∈ Te(ᾱ
∗F0,Z0

2). Por (3.52), f̃−g̃ ∈ Te(f0,Z0
2), ou seja, [f̃− g̃]3 = [0]3.

Logo, [f̃ ]3 = [g̃]3 e, consequentemente, ϕ([f ]2) = ϕ([g]2).
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ii) ϕ é R-linear, pois para [f ]2, [g]2 ∈ Ne(ᾱ
∗F0, Z

0
2) e α, β ∈ R, temos

ϕ(α[f ]2+β[g]2) = ϕ([αf+βg]2) = [αf̃+βg̃]3 = α[f̃ ]3+β[g̃]3 = α ϕ([f ]2)+β ϕ([g]2).

iii) ϕ é sobrejetora, pois para toda classe [g̃]3 ∈ Ne(f0,Z0
2), definimos g ∈ ~E Z0

2

(x,y,λ,µ)

por g(x, y, λ, µ) = g̃(x, y). Logo, usando (3.52), temos ϕ([g]2) = [g̃]3.

iv) Ker ϕ = {[f ]2 ∈ Ne(ᾱ
∗F0,Z0

2) |ϕ([f ]2) = [f̃ ]3 = [0]3}.
Se [f̃ ]3 = [0]3, então f̃ ∈ Te(f0, Z

0
2).

Definimos η(x, y, λ, µ) = f(x, y, λ, µ)− f(x, y, 0, 0). Como η(x, y, 0, 0) = (0, 0),

pelo Lema de Hadamard, existem f1, f2 ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) tais que η(x, y, λ, µ) =

λ f1(x, y, λ, µ) + µ f2(x, y, λ, µ).

Logo, f(x, y, λ, µ)− f(x, y, 0, 0) = λ f1(x, y, λ, µ) + µ f2(x, y, λ, µ), ou seja,

f(x, y, λ, µ) = f̃(x, y) + λ f1(x, y, λ, µ) + µ f2(x, y, λ, µ).

Assim, dados f, g ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ), podemos escrever f = f̃ + λf1 + µf2 e g =

g̃ + λg1 + µg2. Observamos que quando f̃ = g̃, temos f = g̃ + λf1 + µf2 e,

portanto,

f − g = λ(f1 − g1) + µ(f2 − g2).

Consequentemente, f − g ∈M(λ,µ)
~E Z0

2

(x,y,λ,µ).

Sendo f̃ ∈ Te(f0,Z0
2), segue que existe (T, X) ∈ KZ2

0 tal que

f̃ = Tf0 + (D(x,y)f0)X = T (˜̄α∗F0) + (D(x,y)(˜̄α∗F0))X = g̃,

onde g = T (ᾱ∗F0)+(D(x,y)ᾱ
∗F0)X. Logo, f −g = h ∈M(λ,µ)

~E Z0
2

(x,y,λ,µ), ou seja,

f = g + h ∈ Te(f0,Z0
2) +M(λ,µ)

~E Z0
2

(x,y,λ,µ).

Projetando f em Ne(ᾱ
∗F0,Z0

2), obtemos

[f ]2 ∈
Te(ᾱ

∗F0,Z0
2) +M(λ,µ)

~E Z0
2

(x,y,λ,µ)

Te(ᾱ∗F0,Z0
2)

.

Portanto, [f ]2 ∈M(λ,µ)Ñ e Ker ϕ = M(λ,µ)Ñ .

Pelo Teorema do Isomorfismo, N0 =
Ñ

M(λ,µ)Ñ
é R-isomorfo a Ne(f0,Z0

2), o que

prova nossa afirmação.
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Definimos a projeção π4 : Ñ → N0 tal que π4([f ]2) = [f ]2 + M(λ,µ)Ñ , para todo

[f ]2 ∈ Ñ e denotamos π4([f ]2) = [[f ]2]4.

Sabemos que Ne(f0,Z0
2) é um espaço vetorial real finitamente gerado por n̂1 = [h1]3

e n̂2 = [h2]3. Pelo isomorfismo dado por ϕ entre N0 e Ne(f0,Z0
2), conclúımos que

N0 é um espaço vetorial real finitamente gerado por n̄1 = [[h1]2]4 e n̄2 = [[h2]2]4.

Segue de (3.51), parte a), que Ñ é um E(λ,µ)-módulo finitamente gerado por n1 =

[h1]2 e n2 = [h2]2. Assim, para todo [f ]2 ∈ Ñ =
~E Z0

2

(x,y,λ,µ)

Te(ᾱ∗F0,Z0
2)

, existem a, b ∈ E(λ,µ)

tais que [f ]2 = a[h1]2 + b[h2]2. Fazendo ξ = (a, b) ∈ ~E(λ,µ), temos

π2(ωα(ξ)) = π2(a h1 + b h2) = [a h1 + b h2]2 = a [h1]2 + b [h2]2 = [f ]2.

Desta forma, a projeção π2 restrita ao submódulo Im(ωα) = 〈h1, h2〉E(λ,µ)
é uma

aplicação sobrejetora.

Logo, existe ξ = (a, b) ∈ ~E(λ,µ) tal que

Ωα([ξ]1) = π2(ωα(ξ)) = [f ]2,

mostrando que Ωα é sobrejetora.

Portanto, Ωα é um isomorfismo entre Ne(ᾱ) e Ne(ᾱ
∗F0,Z0

2). ¥

Corolário 3.7.1. Para todo caminho ᾱ ∈ ~P(λ,µ), a codimensão de ᾱ é a KZ0
2

(λ,µ)-codimensão

do pull-back ᾱ∗F0.

Demonstração. Segue do Teorema 3.7.1. ¥

3.8 Determinação finita de um caminho

A determinação finita de um caminho caracteriza-se de maneira diferente da teoria

clássica de determinação.

De fato, como não existe a noção de equivalência de caminhos em nosso trabalho,

desenvolvemos a teoria de determinação finita usando o pull-back ᾱ∗F0 e a aplicação ωα.

O resultado do lema a seguir será importante para as demonstrações da Proposição

3.8.1 e do Teorema 3.8.1.
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Lema 3.8.1. Para todo ᾱ ∈ ~P(λ,µ), ᾱ(λ, µ) = (ᾱ1(λ, µ), ᾱ2(λ, µ)), os germes

h1 = [xv, 0], h2 = [v2, 0], h3 = [λv, 0], h4 = [µv, 0], h5 = [0, v], (3.53)

h6 = [λᾱ1x, λᾱ2], h7 = [µᾱ1x, µᾱ2] e h8 = [0, (ᾱ2 − 2ε2ᾱ1)ᾱ2] (3.54)

pertencem ao espaço tangente unipotente ao pull-back ᾱ∗F0.

Demonstração. Recordamos que ᾱ∗F0 = [x2 + ε1v + ᾱ1x, 2ε2x + ᾱ2].

Fazendo ᾱ∗F0 = [p, q], os geradores de T U(ᾱ∗F0,Z0
2), dados em (3.16) e (3.17), são

g1 = [xp, 0] = [x3 + ε1xv + ᾱ1x
2, 0],

g2 = [vp, 0] = [x2v + ε1v
2 + ᾱ1xv, 0],

g3 = [λp, 0] = [x2λ + ε1vλ + ᾱ1xλ, 0],

g4 = [µp, 0] = [x2µ + ε1vµ + ᾱ1xµ, 0],

g5 = [vq, 0] = [2ε2xv + ᾱ2v, 0],

g6 = [0, p] = [0, x2 + ε1v + ᾱ1x],

g7 = [0, qx] = [0, 2ε2x
2 + ᾱ2x],

g8 = [0, qv] = [0, 2ε2xv + ᾱ2v],

g9 = [0, λq] = [0, 2ε2xλ + ᾱ2λ],

g10 = [0, µq] = [0, 2ε2xµ + ᾱ2µ],

g11 = [x2px, x
2qx] = [2x3 + ᾱ1x

2, 2ε2x
2],

g12 = [λxpx, λxqx] = [2x2λ + ᾱ1xλ, 2ε2xλ],

g13 = [µxpx, µxqx] = [2x2µ + ᾱ1xµ, 2ε2xµ],

g14 = [vpx, vqx] = [2xv + ᾱ1v, 2ε2v],

g15 = [xvpv, xvqv] = [ε1xv, 0],

g16 = [λvpv, λvqv] = [ε1λv, 0],

g17 = [µvpv, µvqv] = [ε1µv, 0],

g18 = [v2pv, v
2qv] = [ε1v

2, 0]

sobre EZ2

(x,y,λ,µ) e

g19 = [λ2pλ, λ
2qλ] = [(ᾱ1)λxλ2, (ᾱ2)λλ

2],

g20 = [µ2pλ, µ
2qλ] = [(ᾱ1)λxµ2, (ᾱ2)λµ

2],
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g21 = [λµpλ, λµqλ] = [(ᾱ1)λxλµ, (ᾱ2)λλµ],

g22 = [λ2pµ, λ
2qµ] = [(ᾱ1)µxλ2, (ᾱ2)µλ

2],

g23 = [µ2pµ, µ
2qµ] = [(ᾱ1)µxµ2, (ᾱ2)µµ

2],

g24 = [λµpµ, λµqµ] = [(ᾱ1)µxλµ, (ᾱ2)µλµ]

sobre E(λ,µ).

Os germes [xv, 0], [v2, 0], [λv, 0] e [µv, 0] seguem dos geradores g15, g16, g17 e g18.

Dos geradores g14 e g15, segue que [ᾱ1v, 2ε2v] pertence a T U(ᾱ∗F0,Z0
2).

Observamos que

[ᾱ1v, 2ε2v] = [ᾱ1v, 0] + [0, 2ε2v]. (3.55)

Como ᾱ1 ∈ M(λ,µ), pelo Lema de Hadamard, temos que existem a, b ∈ E(λ,µ) tais que

ᾱ1(λ, µ) = a(λ, µ)λ + b(λ, µ)µ. Logo, [ᾱ1v, 0] = a[λv, 0] + b[µv, 0] = aε1g16 + bε1g17 e, de

(3.55), conclúımos que [0, v] ∈ T U(ᾱ∗F0,Z0
2).

Para mostrarmos que h6 = [λᾱ1x, λᾱ2] e h7 = [µᾱ1x, µᾱ2] estão no espaço tangente

unipotente, usamos os geradores g3, g4, g9, g10, g12 e g13.

Temos

2g3 + g9 − g12 = 2[x2λ + ε1vλ + ᾱ1xλ, 0] + [0, 2ε2xλ + ᾱ2λ]− [2x2λ + ᾱ1xλ, 2ε2xλ]

= 2ε1[λv, 0] + [λᾱ1x, λᾱ2]

(3.56)
e

2g4 + g10 − g13 = 2[x2µ + ε1vµ + ᾱ1xµ, 0] + [0, 2ε2xµ + ᾱ2µ]− [2x2µ + ᾱ1xµ, 2ε2xµ]

= 2ε1[µv, 0] + [µᾱ1x, µᾱ2].

(3.57)

De (3.56) e (3.57) e o fato de que os elementos [λv, 0] e [µv, 0] pertencem ao submódulo

T U(ᾱ∗F0,Z0
2), segue que [λᾱ1x, λᾱ2] e [µᾱ1x, µᾱ2] também pertencem.

Devemos fazer algumas observações para obter h8 = [0, (ᾱ2 − 2ε2ᾱ1)ᾱ2].

Observamos que se α = α(λ, µ) ∈M(λ,µ), então α(λ, µ)[0, q] ∈ T U(ᾱ∗F0,Z0
2). De fato,

pelo Lema de Hadamard existem c, d ∈ E(λ,µ) tais que α(λ, µ) = c(λ, µ)λ + d(λ, µ)µ. Com

essa decomposição, temos

α [0, q] = (c λ + d µ)[0, q] = c [0, λq] + d [0, µq] = c g9 + d g10.

Seja α̃(λ, µ) = ᾱ2(λ, µ)−2ε2ᾱ1(λ, µ). Como α̃(0, 0) = ᾱ2(0, 0)−2ε2ᾱ1(0, 0) = 0, segue

que α̃ ∈M(λ,µ) e, portanto, (ᾱ2 − 2ε2ᾱ1)[0, q] ∈ T U(ᾱ∗F0,Z0
2).
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Fazemos a seguinte combinação com coeficientes em E(λ,µ):

(ᾱ2 − 2ε2ᾱ1)[0, q] − 2ε2[0, xq] + 4[0, p] = (ᾱ2 − 2ε2ᾱ1)[0, 2ε2x+̄α2] − 2ε2[0, 2ε2x
2 + ᾱ2x] +

4[0, x2 + ε1v + ᾱ1x] = [0, ᾱ2(ᾱ2 − 2ε2ᾱ1) + 4ε1v] = [0, ᾱ2(ᾱ2 − 2ε2ᾱ1)] + 4ε1[0, v].

Como (ᾱ2 − 2ε2ᾱ1)[0, q], [0, xq], [0, p] e [0, v] pertencem ao submódulo T U(ᾱ∗F0,Z0
2),

segue que [0, ᾱ2(ᾱ2 − 2ε2ᾱ1)] também pertence, concluindo a demonstração. ¥

Observação 3.8.1. Os germes em (3.54) são tais que

[λᾱ1x, λᾱ2] = ωα(λ ᾱ∗ξ1),

[µᾱ1x, µᾱ2] = ωα(µ ᾱ∗ξ1) e

[0, ᾱ2(ᾱ2 − 2ε2ᾱ1)] = ωα(ᾱ∗ξ2),

em que ξ1(α1, α2) = (α1, α2) e ξ2(α1, α2) = (0, α2(α2 − 2ε2α1)).

Dessa forma, definimos o espaço tangente unipotente ao caminho ᾱ usando a aplicação

ωα (Definição 3.7.1).

Definição 3.8.1. O espaço tangente unipotente ao caminho ᾱ ∈ ~P(λ,µ), denotado por

T U(ᾱ), é o E(λ,µ)-submódulo de ~E(λ,µ) definido por

T U(ᾱ) = ᾱ∗〈λ ξ1(α), µ ξ1(α), ξ2(α)〉E(λ,µ)
+M2

(λ,µ)〈(ᾱ)λ, (ᾱ)µ〉E(λ,µ)
, α = (α1, α2).

Segue da Proposição 3.4.5 de [14], pág. 292, e da observação acima a seguinte

proposição.

Proposição 3.8.1. A aplicação ωα : ~E(λ,µ) → ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) satisfaz

ωα(T U(ᾱ)) ⊂ T U(ᾱ∗F0,Z0
2),

para ᾱ ∈ ~P(λ,µ).

Demonstração. Da Observação 3.8.1, ωα(λ ᾱ∗ξ1), ωα(µ ᾱ∗ξ1) e ωα(ᾱ∗ξ2) pertencem ao

submódulo T U(ᾱ∗F0,Z0
2). Logo, para todo a, b, c ∈ E(λ,µ), a combinação

aωα(λ ᾱ∗ξ1) + b ωα(µ ᾱ∗ξ1) + c ωα(ᾱ∗ξ2) também pertence. Como ωα é um homomor-

fismo de E(λ,µ)-módulos, segue que para todo a, b, c ∈ E(λ,µ),

ωα(a λ ᾱ∗ξ1 + b µ ᾱ∗ξ1 + c ᾱ∗ξ2) ∈ ωα

(
ᾱ∗〈λ ξ1(α), µ ξ1(α), ξ2(α)〉E(λ,µ)

) ⊂ T U(ᾱ∗F0,Z0
2).

Pela Proposição 3.3.2, M2
(λ,µ)〈[pλ, qλ], [pµ, qµ]〉E(λ,µ)

⊂ T U(ᾱ∗F0,Z0
2).



Determinação finita de um caminho 88

Como [pλ, qλ] = [(ᾱ1)λx, (ᾱ2)λ] = ωα(ᾱλ) e [pµ, qµ] = [(ᾱ1)µx, (ᾱ2)µ] = ωα(ᾱµ), segue

que

M2
(λ,µ)〈ωα(ᾱλ), ωα(ᾱµ)〉E(λ,µ)

= ωα(M2
(λ,µ)〈(ᾱ)λ, (ᾱ)µ〉) ⊂ T U(ᾱ∗F0,Z0

2).

Logo,

ωα(T U(ᾱ)) = ωα( ᾱ∗〈λ ξ1(α), µ ξ1(α), ξ2(α)〉E(λ,µ)
) + ωα(M2

(λ,µ)〈(ᾱ)λ, (ᾱ)µ〉E(λ,µ)
)

⊂ T U(ᾱ∗F0,Z0
2).

Portanto, ωα(T U(ᾱ)) ⊂ T U(ᾱ∗F0,Z0
2). ¥

Para finalizar esta seção, discutimos a determinação finita e termos de ordem alta para

o caminho ᾱ. Como foi mencionado anteriormente, não definimos neste trabalho uma

equivalência entre caminhos e, por isso, os conceitos de determinação finita são feitos via

o pull-back do desdobramento miniversal F0(x, y, α1, α2) = [x2 + ε1v + α1x, 2ε2x + α2] de

f0 = [x2 + ε1v, 2ε2x].

Definição 3.8.2. Um caminho ᾱ ∈ ~P(λ,µ) é k-determinado se, para todo caminho β̄ com

o mesmo k-jato de ᾱ, β̄∗F0 é Z0
2-equivalente por bifurcação a ᾱ∗F0.

Lema 3.8.2. Se ᾱ ∈ ~P(λ,µ) é um caminho tal que ᾱ∗F0 é (k+1)-KZ0
2

(λ,µ)-determinado, então

ᾱ é k-determinado.

Demonstração. Sejam ᾱ ∈ ~P(λ,µ) um caminho tal que ᾱ∗F0 é (k+1)-KZ0
2

(λ,µ)-determinado

e β̄ ∈ ~P(λ,µ) um caminho com o mesmo k-jato de ᾱ.

Observamos que, como ᾱ∗F0(x, y, λ, µ) = (x2 + ε1v, 2ε2xy) + (ᾱ1(λ, µ)x, ᾱ2(λ, µ)y) =

f0(x, y) + (ᾱ1(λ, µ)x, ᾱ2(λ, µ)y), segue que

jk+1(ᾱ∗F0)(0, 0, 0, 0) = jk+1f0(0, 0) + (jkᾱ1(0, 0) x, jkᾱ2(0, 0) y)

= jk+1f0(0, 0) + (jkβ̄1(0, 0) x, jkβ̄2(0, 0) y)

= jk+1(β̄∗F0)(0, 0, 0, 0).

Como ᾱ∗F0 é (k + 1)-KZ0
2

(λ,µ)-determinado, segue que β̄∗F0 é Z0
2-equivalente por bi-

furcação a ᾱ∗F0.

Portanto, ᾱ é k-determinado. ¥

Observamos que a rećıproca do Lema 3.8.2 é verdadeira mas não é necessária na

demonstração dos teoremas abaixo e, como a prova é técnica e longa, omitiremos neste

texto.
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Teorema 3.8.1. Seja ᾱ ∈ ~P(λ,µ). Se

~Mk+1
(λ,µ) ⊂ T U(ᾱ), (3.58)

então ᾱ é k-determinado.

Demonstração. Pelo Lema 3.8.2, precisamos mostrar que ᾱ∗F0 é (k+1) -KZ0
2

(λ,µ)-determi-

nado.

Vamos mostrar que ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) ∩ ~Mk+2
(x,y,λ,µ) está contido no espaço tangente unipotente

ao pull-back ᾱ∗F0 e, portanto, ᾱ∗F0 é (k + 1) -KZ0
2

(λ,µ)-determinado.

Para mostrar que ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) ∩ ~Mk+2
(x,y,λ,µ) está contido em T U(ᾱ∗F0,Z0

2), basta mostrar

que para todo f ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ), f = [p, q], com p e q monômios nas variáveis (x, y, λ, µ) de

graus maiores ou iguais a k + 2 e k + 1, respectivamente, pertence a T U(ᾱ∗F0,Z0
2).

Pelo Lema 3.8.1, sabemos que [xv, 0], [v2, 0], [λv, 0], [µv, 0] e [0, v] pertencem ao espaço

tangente unipotente ao pull-back ᾱ∗F0. Assim, para todo f = [p, q] com p monômio de

grau maior ou igual a três e q monômio de grau maior ou igual a 2, contendo o fator

v = y2, pertence ao submódulo T U(ᾱ∗F0,Z0
2). Segue que se k ≥ 1, então k + 2 ≥ 3 e

k + 1 ≥ 2, e nosso problema restrige-se a mostrar que

[MZ0
2

(x,λ,µ) ∩Mk+2
(x,λ,µ),Mk+1

(x,λ,µ)] ⊂ T U(ᾱ∗F0,Z0
2),

sendo MZ0
2

(x,λ,µ) = EZ0
2

(x,λ,µ) = {f ∈ E(x,λ,µ) | f(0, λ, µ) = 0, para todo (λ, µ) ∈ (R2, 0)}.
Mostrar esta inclusão é equivalente a mostrar separadamente as inclusões

[MZ0
2

(x,λ,µ) ∩Mk+2
(x,λ,µ), 0] ⊂ T U(ᾱ∗F0,Z0

2) e [0,Mk+1
(x,λ,µ)] ⊂ T U(ᾱ∗F0,Z0

2).

Pela hipótese, segue de (3.58) uma relação em ~E(λ,µ). Aplicando ωα em ambos os lados

de (3.58) e usando a Proposição 3.8.1, obtemos

[Mk+1
(λ,µ) x,Mk+1

(λ,µ)] ⊂ ωα(T U(ᾱ)) ⊂ T U(ᾱ∗F0,Z0
2). (3.59)

Segue que

[Mk+1
(λ,µ) x, 0] ⊂ T U(ᾱ∗F0,Z0

2). (3.60)

Mostramos explicitamente que [λkx2, 0] ∈ T U(ᾱ∗F0,Z0
2), usando os geradores g3, g4, g16

e g17 do espaço tangente unipontente ao pull-back ᾱ∗F0 dados na demonstração do Lema

3.8.1.

Consideramos f1 = g3 − g16 = [x2λ + ᾱ1xλ, 0] e f2 = g4 − g17 = [x2µ + ᾱ1xµ, 0].

Observamos que

[λkx2, 0] = λk−1[x2λ + ᾱ1xλ, 0]− ᾱ1λ
k[x, 0] = λk−1f1 − ᾱ1λ

k[x, 0],
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em que ᾱ1λ
k[x, 0] ∈ [Mk+1

(λ,µ) x, 0], pois ᾱ1 ∈M(λ,µ).

Por (3.60), temos que ᾱ1λ
k[x, 0] ∈ T U(ᾱ∗F0,Z0

2). Logo, [λkx2, 0] ∈ T U(ᾱ∗F0,Z0
2).

Seguindo o mesmo racioćınio temos

[λk−1µx2, 0] = λk−2µ[x2λ + ᾱ1xλ, 0]− ᾱ1λ
k−1µ[x, 0] = λk−2µf1 − ᾱ1λ

k−1µ[x, 0]

e, da mesma forma, [λk−1µx2, 0] ∈ T U(ᾱ∗F0,Z0
2).

Fazemos este processo (k + 1) vezes até mostrar que [Mk
(λ,µ)x

2, 0] está contido no

espaço tangente unipotente ao pull-back ᾱ∗F0.

Podemos aumentar as potências de x e repetir os mesmos argumentos até mostrar que

[M(λ,µ)x
k+1, 0] ⊂ T U(ᾱ∗F0,Z0

2).

Resta, apenas, mostrar que [xk+2, 0] pertence ao espaço tangente unipotente ao pull-

back ᾱ∗F0.

[xk+2, 0] = xk−1[x3+ε1xv+ᾱ1x
2, 0]−xk−1[ε1xv, 0]−ᾱ1[x

k+1, 0] = xk−1g1−xk−1g15−ᾱ1[x
k+1, 0],

em que ᾱ1[x
k+1, 0] ∈ [M(λ,µ)x

k+1, 0] ⊂ T U(ᾱ∗F0,Z0
2).

Portanto, conclúımos que

[MZ0
2

(x,y,λ,µ) ∩Mk+2
(x,y,λ,µ), 0] ⊂ T U(ᾱ∗F0,Z0

2).

Analogamente, usando as mesmas idéias e os geradores g7, g9 e g10 de T U(ᾱ∗F0,Z0
2),

conclúımos que [0,Mk+1
(x,y,λ,µ)] ⊂ T U(ᾱ∗F0,Z0

2).

Logo, ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) ∩ Mk+2
(x,y,λ,µ) está contido no espaço tangente unipotente ao pull-back

ᾱ∗F0 e, portanto, ᾱ∗F0 é (k + 1) - KZ0
2

(λ,µ)-determinado.

Pelo Lema 3.8.2, o caminho ᾱ é k-determinado. ¥

3.9 Problemas de bifurcação com centro organizador

de menor codimensão

Nesta seção, provamos um corolário que fornece a solução do problema do reconhe-

cimento para problemas de bifurcação de corank 2 em ~E Z0
2

(x,y,λ,µ) com o centro organizador

de menor codimensão, obtido no Caṕıtulo 2. O resultado está dividido em duas partes.

Primeiramente, mostramos que um caminho com 1-jato satisfazendo uma condição de não

degeneracidade é 1-determinado e de codimensão 0. Em seguida, provamos o corolário.
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Teorema 3.9.1. Se ᾱ ∈ ~P(λ,µ) é um caminho com 1-jato

j1(ᾱ)(0, 0)(λ, µ) = (d1λ + d2µ, e1λ + e2µ) (3.61)

satisfazendo (d1e2− d2e1) 6= 0, então ᾱ é 1-determinado e ᾱ∗F0 tem a forma normal ν̄∗F0,

onde

ν̄(λ, µ) = (λ, δ1µ), (3.62)

com δ1 = sinal (d1e2−d2e1). Além disso, ν̄ tem codimensão zero e, portanto, é seu próprio

desdobramento miniversal.

Demonstração. Primeiramente, mostramos que ν̄ é 1-determinado. Para isso, usamos

o resultado do Teorema 3.8.1 para k = 1.

Temos que T U(ν̄) = ν̄∗〈λ ξ1(ν), µ ξ1(ν), ξ2(ν)〉E(λ,µ)
+ M2

(λ,µ)〈(ν̄)λ, (ν̄)µ〉E(λ,µ)
. Obser-

vamos que

M2
(λ,µ)〈(ν̄)λ, (ν̄)µ〉E(λ,µ)

= M2
(λ,µ)〈(1, 0), (0, δ1)〉E(λ,µ)

= M2
(λ,µ).

Logo, M2
(λ,µ) ⊂ T U(ν̄) e, pelo Teorema 3.8.1, ν̄ é 1-determinado.

Mostramos também que ᾱ com 1-jato na origem (3.61) é 1-determinado.

Segue da hipótese do teorema e usando (3.31) e (3.32) com A = |C| = 1 que

j1(ᾱ(L))(0, 0)(λ, µ) = (λ, δ1µ) = ν̄ = j1ν̄(0, 0)(λ, µ).

Como ν̄ é 1-determinado, segue da Definição 3.8.2 que (ᾱ(L))∗F0 é Z0
2-equivalente por

bifurcação ao pull-back ν̄∗F0.

Logo, como (ᾱ(L))∗F0 é Z0
2-equivalente por bifurcação ao pull-back ᾱ∗F0 com a Z0

2-

equivalência γ = (I2, I, L), temos que ᾱ∗F0 é Z0
2-equivalente por bifurcação a ν̄∗F0.

Seja β̄ um caminho com j1(β̄)(0, 0) = j1(ᾱ)(0, 0). Usando L, temos j1(β̄(L))(0, 0) =

j1(ᾱ(L))(0, 0) = ν̄. Como ν̄ é 1-determinado, conclúımos que (β̄(L))∗F0 é Z0
2-equivalente

por bifurcação a ν̄∗F0.

Analogamente, (β̄(L))∗F0 é Z0
2-equivalente por bifurcação ao pull-back β̄∗F0.

Como ᾱ∗F0 é Z0
2-equivalente por bifurcação a ν̄∗F0 e β̄∗F0 é Z0

2-equivalente por bi-

furcação a ν̄∗F0, segue que β̄∗F0 é Z0
2-equivalente por bifurcação a ᾱ∗F0.

Portanto, ᾱ é 1-determinado.

Para determinar a codimensão de ν̄, calculamos o espaço tangente estendido a ν̄. É

suficiente calcularmos apenas a parte 〈(ν̄)λ, (ν̄)µ〉E(λ,µ)
que é um E(λ,µ)-submódulo de Te(ν̄)
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gerado por (1, 0) e (0, δ1), isto é,

〈(ν̄)λ, (ν̄)µ〉E(λ,µ)
= 〈(1, 0), (0, δ1)〉E(λ,µ)

= ~E(λ,µ).

Logo, Te(ν̄) = ~E(λ,µ) e, portanto, o caminho ν̄ tem codimensão zero e é seu próprio

desdobramento miniversal. ¥

Corolário 3.9.1. Seja f = [p, q] ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ). Se f satisfaz as condições

po = po
x = qo = 0 (3.63)

e as condições de não degeneracidade

po
xx > 0, po

v 6= 0, qo
x 6= 0 e (po

xλq
o
µ − qo

λp
o
xµ) 6= 0, (3.64)

então f é Z0
2-equivalente por bifurcação à forma normal

[x2 + ε1v + λx, 2ε2x + δ1µ], (3.65)

em que ε1 = sinal (po
v), ε2 = sinal (qo

x) e δ1 = sinal (po
xλq

o
µ − qo

λp
o
xµ).

Além disso, (3.65) tem KZ0
2

(λ,µ)-codimensão zero e, portanto, é seu próprio Z0
2-desdobra-

mento miniversal.

Demonstração. Pelo Corolário 3.6.1, existe um caminho ᾱ ∈ ~P(λ,µ) tal que f é Z0
2-

equivalente por bifurcação ao pull-back ᾱ∗F0 com j1(ᾱ)(0, 0)(λ, µ) = (λ, δ1µ). Pelo Teo-

rema 3.9.1, ν̄(λ, µ) = (λ, δ1µ) e, da demonstração desse teorema, ν̄ é 1-determinado e

j1ν̄(0, 0)(λ, µ) = (λ, δ1µ) = j1(ᾱ)(0, 0)(λ, µ). Da Definição 3.8.2, ᾱ∗F0 é Z0
2-equivalente

por bifurcação a ν̄∗F0. Como f é Z0
2-equivalente por bifurcação ao pull-back ᾱ∗F0 segue

que f é Z0
2-equivalente por bifurcação ao pull-back ν̄∗F0, que é dado por

ν̄∗F0(x, y, λ, µ) = [x2 + ε1v + λx, 2ε2x + δ1µ].

Pelo Corolário 3.7.1, a codimensão de ν̄ é igual à KZ0
2

(λ,µ)-codimensão de ν̄∗F0. Segue

do Teorema 3.9.1 que a codimensão de ν̄ é zero.

Portanto, cod(ν̄∗F0,Z0
2) = 0 e, consequentemente, ν̄∗F0 é seu próprio desdobramento

miniversal. ¥



Caṕıtulo 4

Diagramas de bifurcação

Dado um Z0
2-desdobramento miniversal G ∈ ~E Z

0
2

(x,y,α) com k parâmetros α = (α1, ..., αk)

de g ∈ ~M Z2

(x,y), o diagrama de bifurcação associado é dado pelo conjunto de zeros de G.

A descrição geométrica das soluções do Z0
2-desdobramento miniversal F0 do centro

organizador f0 obtido no caṕıtulo 2 é feita através dos diagramas de bifurcação.

Paralelamente, estudamos a estabilidade das soluções através dos sinais dos autovalores

da matriz Jacobiana do Z0
2-desdobramento F0 restrita a essas soluções.

O diagrama de bifurcação da Figura 4.4, caso ε1 = ε2 = −1, corresponde aos zeros da

forma normal f(x, y, λ, µ) = [x2 + ε1v + λx, 2ε2x + δ1µ] projetados no plano (λ, µ) obtida

no Corolário 3.9.1 do Caṕıtulo 3, com uma hipótese adicional dada em [29, 30].

4.1 Estabilidade de Soluções

Dada uma equação diferencial ordinária

Ẋ = G(X, α), (4.1)

onde X = (x, y), α = (α1, ..., αk), os pontos de equiĺıbrio são as soluções da equação

G(X,α) = 0.

Definição 4.1.1. Seja X0 um ponto de equiĺıbrio de (4.1). O ponto X0 é estável se para

toda bola B(X0, r), r > 0, existe uma bola B(X0, r̄), com 0 < r̄ < r, tal que toda solução

começando em B(X0, r̄) permanece em B(X0, r), para todo tempo t > 0.

O ponto de equiĺıbrio X0 é instável se não é estável.
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Definição 4.1.2. Seja X0 um ponto de equiĺıbrio de (4.1). O ponto X0 é assintoticamente

estável se

1) X0 é ponto de equiĺıbrio estável,

2) existe uma bola B(X0, r), r > 0, de raio r em torno de X0 tal que toda solução

começando na bola converge para X0 quando o tempo tende para o infinito.

No próximo teorema enunciamos um critério importante para verificar estabilidade

assintótica.

Teorema 4.1.1. Seja X0 um ponto de equiĺıbrio de (4.1).

a) Se todos os autovalores da matriz Jacobiana (D(x,y)G)(X0) tem parte real negativa,

então X0 é assintoticamente estável.

b) Se um autovalor da Jacobiana (D(x,y)G)(X0) tem parte real positiva, então X0 é

instável.

Demonstração. Segue de [11], pág. 195 e 198. ¥

4.2 Conjuntos de zeros de um Z0
2-desdobramento

Nesta seção, nosso objetivo é estudar o diagrama de bifurcação de um Z0
2-desdobramento

G ∈ ~E Z
0
2

(x,y,α), ou seja, obter as soluções da equação G(x, y, α) = 0.

Considerando-se a ação (?) de Z2 em R2 definida no ińıcio do caṕıtulo 2, os subespaços

de pontos fixos relativos aos subgrupos de isotropia 1 e Z2 do grupo Z2 são dados por

Fix(1) = R2

e

Fix(Z2) = {(x, 0) ∈ R2 |x ∈ R}.

O conjunto de zeros de um Z0
2-desdobramento G = [P,Q] ∈ ~E Z

0
2

(x,y,α), α ∈ Rk, é dado

por

G(x, y, α) = (P (x, v, α), Q(x, v, α)y) = (0, 0), (4.2)

onde P, Q ∈ EZ2

(x,y,α).
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Uma (k + 2)-upla (x0, y0, α0) é uma solução da equação (4.2) se (x0, y0, α0) satisfaz o

sistema 



P (x0, v, α0) = 0,

Q(x0, v, α0)y0 = 0,
(4.3)

v = y2
0.

Podemos dividir as soluções de (4.2) em três casos.

Caso 1) Devido à condição de preservação da origem, (0, 0, α) é solução de (4.2) para todo

α ∈ (Rk, 0), ou seja, G(0, 0, α) = (0, 0) para todo α ∈ (Rk, 0). O conjunto

Z0 = {(0, 0, α) |α ∈ (Rk, 0)}

é denominado ramo trivial.

Caso 2) Quando y = 0, temos uma solução se P (x, 0, α) = 0. Para x = 0, obtemos soluções

em Z0, mas poderão ocorrer outras soluções (x̄, 0, α) ∈ (R2 × Rk, 0) satisfazendo

P (x̄, 0, α) = 0. Denotamos por ZZ2 as soluções não triviais com simetria do grupo

Z2 provenientes da equação P (x, 0, α) = 0. Logo,

ZZ2 = {(x, 0, α) ∈ (R2 × Rk, 0) |P (x, 0, α) = 0, x 6= 0}.

Observamos que (0, 0, α) e (x, 0, α) são soluções pertencentes ao Fix(Z2) pois, para

todo x ∈ R, (−1) ? (x, 0, α) = (x, 0, α).

Caso 3) Quando y 6= 0, (x, y, α) ∈ (R2 × Rk, 0) é solução de (4.2) se P (x, v, α) = 0 e

Q(x, v, α) = 0. Denotamos essas soluções por Z1. Logo,

Z1 = {(x, y, α) ∈ (R2 × Rk, 0) |P (x, v, α) = 0, Q(x, v, α) = 0, y 6= 0}.

Como y 6= 0, Z1 ⊂ Fix(1)− Fix(Z2), pois (−1) ? (x, y, α) = (x,−y, α) 6= (x, y, α).

Portanto, os zeros de um Z0
2-desdobramento miniversal G são formados pelos subcon-

juntos Z0, ZZ2 e Z1.

4.3 Discriminante e conjuntos de bifurcação local

Para entender como os diagramas de bifurcação variam quando α ∈ (Rk, 0) varia,

precisamos estudar as bifurcações locais que ocorrem no conjunto de zeros de (4.2).
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Definição 4.3.1. O discriminante de um Z0
2-desdobramento miniversal G é o conjunto

∆G = {α ∈ (Rk, 0) | ∃ (x, y) ∈ (R2, 0) com G(x, y, α) = (0, 0) e det ((D(x,y)G)(x, y, α)) = 0}.

Desta definição, o discriminante ∆G é dado pelos valores de α ∈ (Rk, 0) para os quais

existe (x, y) ∈ (R2, 0) tal que (x, y, α) ∈ Z0 ∪ ZZ2 ∪ Z1 e a matriz Jacobiana de G em

(x, y, α) é singular.

A matriz Jacobiana de G é dada por

(D(x,y)G)(x, y, α) =


 Px(x, v, α) 2Pv(x, v, α)y

Qx(x, v, α)y Q(x, v, α) + 2Qv(x, v, α)v


 . (4.4)

Para obtermos ∆G, analisamos três casos posśıveis:

Caso 1) (x, y, α) ∈ Z0.

Neste caso,

(D(x,y)G)(0, 0, α) =


 Px(0, 0, α) 0

0 Q(0, 0, α)


 .

Essa matriz é singular se

Px(0, 0, α) = 0 ou Q(0, 0, α) = 0. (4.5)

Caso 2) (x, y, α) ∈ ZZ2 .

Neste caso,

(D(x,y)G)(x, 0, α) =


 Px(x, 0, α) 0

0 Q(x, 0, α)


 .

Essa matriz é singular se

Px(x, 0, α) = 0 ou Q(x, 0, α) = 0. (4.6)

Caso 3) (x, y, α) ∈ Z1.

Neste caso, a matriz (D(x,y)G)(x, y, α) dada em (4.4) é singular se, e somente se, seu

determinante é nulo, ou seja,

Px(x, v, α)[Q(x, v, α) + 2Qv(x, v, α)v]− 2Qx(x, v, α)Pv(x, v, α)v = 0.

Como (x, y, α) ∈ Z1, temos que Q(x, v, α) = 0 e v 6= 0. Logo, (D(x,y)G)(x, y, α) é

singular se

Px(x, v, α)Qv(x, v, α)−Qx(x, v, α)Pv(x, v, α) = 0. (4.7)
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De acordo com (4.5), (4.6) e (4.7), temos cinco possibilidades para a matriz Jacobiana

(D(x,y)G)(x, y, α) ser singular sobre os conjuntos soluções na seção 4.2. Com isso, definimos

os cinco conjuntos a seguir que são denominados conjuntos de bifurcação local.

• Bo
x = {α ∈ (Rk, 0) |Px(0, 0, α) = 0};

• Po
k = {α ∈ (Rk, 0) |Q(0, 0, α) = 0};

• Bx = {α ∈ (Rk, 0) | ∃ x 6= 0 com P (x, 0, α) = Px(x, 0, α) = 0};

• Pk = {α ∈ (Rk, 0) | ∃ x 6= 0 com P (x, 0, α) = Q(x, 0, α) = 0};

• Bk = {α ∈ (Rk, 0) | ∃ (x, v), v 6= 0, com P (x, v, α) = Q(x, v, α) =

= (PxQv −QxPv)(x, v, α) = 0}.

Descrevemos, agora, o tipo de bifurcação, denominado bifurcação t́ıpica, que ocorre

em Bo
x, Po

k e em Pk. Os demais conjuntos de bifurcação Bx e Bk são vazios no nosso caso.

Dada uma equação de bifurcação do tipo f(x, α) = 0, se f(x0, α0) = 0 e fx(x0, α0) 6= 0,

então o conjunto solução de f(x, α) = 0 em uma vizinhança de (x0, α0) é formado por

um único ramo (x̄(α), α) com x̄(α0) = x0. Segue que os conjuntos de bifurcação local são

formados pelos valores de α ∈ (Rk, 0) onde o Teorema da Função Impĺıcita não é válido.

Bo
x: Bifurcação transcŕıtica de Z0 para ZZ2

O conjunto de bifurcação local Bo
x corresponde aos pontos (0, 0, α) ∈ Z0 onde

Px(0, 0, α) = 0.

Seja P1(x, α) = P (x, 0, α). Definimos o germe H(x, v, α) = P (x, v, α) − P1(x, α).

Como H(x, 0, α) = 0, pelo Lema de Hadamard, H(x, v, α) = v P2(x, v, α). Segue que

P (x, v, α) = P1(x, α) + v P2(x, v, α).

Podemos fazer uma decomposição análoga para Q = Q(x, v, α). Logo, considerando

(x, y) em uma vizinhança de (0, 0), escrevemos G = [P,Q] como

G(x, y, α) = (P1(x, α) + vP2(x, v, α), (Q1(x, α) + vQ2(x, v, α)) y). (4.8)

Fixando α0 ∈ Bo
x, analisamos os ramos que bifurcam de (0, 0, α0) ∈ Z0.

Como não existem restrições sobre Q, podemos supor em geral que Q(0, 0, α0) =

= Q1(0, α0) 6= 0. Portanto, a segunda componente de G anula-se em uma vizinhança de
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(0, 0, α0) somente quando y = 0. Neste caso, resta na primeira componente de G o termo

P1(x, α), o qual pode ser escrito como

P1(x, α) = x

(
Px(0, 0, α0) +

1

2
Pxx(0, 0, α0) x + Pxα(0, 0, α0) (α− α0) + h.o.t

)
. (4.9)

Como estamos interessados em obter soluções diferentes da trivial, supomos x 6= 0.

Logo, precisamos resolver a equação

R(x, α) = Px(0, 0, α0) +
1

2
Pxx(0, 0, α0) x + Pxα(0, 0, α0) (α− α0) + h.o.t = 0. (4.10)

Temos que Px(0, 0, α0) = 0 pois α0 ∈ B0
x, mas Pxx(0, 0, α0) e Pα(0, 0, α0) não precisam

necessariamente serem nulos. Suponhamos Pxx(0, 0, α0) 6= 0. Pelo Teorema da Função

Impĺıcita, como Rx(0, α0) =
1

2
Pxx(0, 0, α0) 6= 0, obtemos um único ramo

x̄(α) = −2
Pxα(0, 0, α0)

Pxx(0, 0, α0)
(α− α0) + h.o.t. .

Portanto, além do ramo trivial, existe um único ramo de bifurcação (x̄(α), 0, α) com

(x̄(α0), 0, α0) = (0, 0, α0). Como y = 0, este ramo está contido em ZZ2 .

Uma bifurcação é transcŕıtica quando é formada por dois ramos que se interceptam

transversalmente. As formas normais de bifurcações transcŕıticas são x(x − λ) = 0 ou

x2 − λ2 = 0.

Logo, de uma forma geral, podemos dizer que ocorre uma bifurcação transcŕıtica de

Z0 para ZZ2 , para α ∈ Bo
x.
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Figura 4.1: Bifurcação t́ıpica em Bo
x

Po
k : Bifurcação pitchfork na quebra espontânea de simetria de Z0 para Z1

O conjunto de bifurcação local Po
k corresponde aos pontos (0, 0, α)∈Z0 tais que

Q(0, 0, α) = 0. Consideremos a expressão de G, em uma vizinhança da origem, dada

em (4.8).
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Fixando α0 ∈ Po
k , analisamos os ramos que bifurcam de (0, 0, α0) ∈ Z0.

Como não temos restrições sobre Px(0, 0, α0), podemos supor Px(0, 0, α0) 6= 0. Segue

de (4.9) que (P1)x(0, α0) = Px(0, 0, α0) 6= 0. Pelo Teorema da Função Impĺıcita, existe um

único ramo de soluções da equação P1(x, α) = 0 em uma vizinha do ponto (0, α0). Logo,

não existe ramo adicional em ZZ2 bifurcando de Z0. Supondo y 6= 0, obtemos o sistema

de equações para soluções sem simetria





P (x, v, α) = 0,

Q(x, v, α) = 0.
(4.11)

Temos Q(0, 0, α0) = Q1(0, α0) = 0 e, como o ramo trivial é sempre solução de G = 0,

P (0, 0, α) = 0. Podemos resolver o sistema (4.11) usando o Teorema da Função Impĺıcita

se o determinante da matriz Jacobiana

Px(0, 0, α0)Qv(0, 0, α0)− Pv(0, 0, α0)Qx(0, 0, α0) (4.12)

é não nulo. Observamos que, em geral, como não temos restrições sobre as derivadas de

(4.12), podemos supor que, de fato, este determinante é não nulo.

Portanto, existe um único ramo de soluções (x̄(α), v̄(α), α) para o sistema (4.11)

satisfazendo (x̄(α0), v̄(α0), α0) = (0, 0, α0).

Estamos interessados apenas em valores de α próximos de α0 tais que v̄(α) > 0. Em

geral, existem tais valores para α próximos de α0, pois v̄(α0) = 0 e não há condições sobre

a derivada de v̄ com relação a α. Observamos que podemos escrever

v̄(α) = v̄(α0) +∇αv̄(α0)(α− α0) + h.o.t. = ∇αv̄(α0)(α− α0) + h.o.t.

e supor ∇αv̄(α0) 6= 0. Consequentemente, existem valores para α próximos de α0 para os

quais v̄(α) > 0.

Para todo α próximo de α0 tal que v̄(α) > 0, temos dois ramos de bifurcação simétricos

em Z1 dados por (x̄(α),
√

v̄(α), α) e (x̄(α),−
√

v̄(α), α) bifurcando de (0, 0, α0). Logo, a

bifurcação é do tipo pitchfork.

De uma forma geral, podemos dizer que ocorre uma bifurcação pitchfork na quebra

espontânea de simetria de Z0 para Z1, para α ∈ Po
k .
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Figura 4.2: Bifurcação t́ıpica em Po
k

Pk: Bifurcação pitchfork na quebra espontânea de simetria de ZZ2 para Z1

O conjunto de bifurcação local Pk corresponde aos pontos (x, 0, α) ∈ ZZ2 , x 6= 0, tais

que P (x, 0, α) = Q(x, 0, α) = 0.

Fixamos (x0, 0, α0) ∈ ZZ2 , α0 ∈ Pk. Para analisar os ramos que bifurcam de (x0, 0, α0),

usamos argumentos análogos aos usados para Po
k .

Supondo y = 0 temos que as soluções de G devem satisfazer a equação P (x, 0, α) =

= P1(x, α) = 0. Definindo X = x − x0, temos que X tende para 0 quando x tende para

x0. Logo, em uma vizinhança de (x0, α0), P1(x, α) é dada por

P1(x0 + X,α) = Px(x0, 0, α0)X + Pα(x0, 0, α0)(α− α0) +
1

2
Pxx(x0, 0, α0)X

2

+Pxα(x0, 0, α0)X(α− α0) + h.o.t.
(4.13)

Como não temos restrições sobre Px(x0, 0, α0), podemos supor Px(x0, 0, α0) 6= 0.

Fazendo H(X, α) = P1(x0 +X,α), temos HX(X, α) = P1x(x0 +X, α). Logo, HX(0, α0) =

P1x(x0, α0) = Px(x0, 0, α0) 6= 0. Pelo Teorema da Função Impĺıcita, existe um único ramo

de soluções (X̄(α), α) para a equação H(X, α) = 0, com

X̄(α) = −Pα(x0, 0, α0)

Px(x0, 0, α0)
(α− α0) + h.o.t

satisfazendo X̄(α0) = 0.

Como X̄(α) = x̄(α)− x0, segue que (x̄(α0), 0, α0) = (x0, 0, α0).

Segue que não existe ramo adicional em ZZ2 bifurcando de (x0, 0, α0).

Supondo y 6= 0, obtemos o sistema de equações para soluções sem simetria




P (x, v, α) = 0,

Q(x, v, α) = 0.
(4.14)

Temos que P (x0, 0, α0) = Q(x0, 0, α0) = 0. Logo, podemos resolver o sistema (4.14)

usando o Teorema da Função Impĺıcita desde que o determinante da matriz Jacobiana

Px(x0, 0, α0)Qv(x0, 0, α0)− Pv(x0, 0, α0)Qx(x0, 0, α0) (4.15)
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seja não nulo. Observamos que, por não ter restrições sobre as derivadas em (4.15),

podemos assumir que o determinante da Jacobiana é de fato não nulo.

Portanto, existe um único ramo de soluções (x̄(α), v̄(α), α) para o sistema (4.14)

satisfazendo (x̄(α0), v̄(α0), α0) = (x0, 0, α0).

Estamos apenas interessados em valores de α próximos de α0 tais que v̄(α) > 0.

Analogamente ao caso anterior, para todo α próximo de α0 com v̄(α0) > 0, temos dois

ramos de bifurcação simétricos em Z1 dados por (x̄(α),
√

v̄(α), α) e (x̄(α),−
√

v̄(α), α)

bifurcando de (x0, 0, α0). Logo, a bifurcação é do tipo pitchfork.

De uma forma geral, podemos dizer que ocorre uma bifurcação pitchfork na quebra

espontânea de simetria de ZZ2 para Z1, para α ∈ Pk.
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Figura 4.3: Bifurcação t́ıpica em Pk

4.4 Diagrama de bifurcação do Z0
2 - desdobramento

miniversal F0

O objetivo desta seção é estudar o diagrama de bifurcação do Z0
2-desdobramento

miniversal da forma normal f0(x, y) = (x2 + ε1v, 2ε2xy), dado por

F0(x, y, α1, α2) = (x2 + ε1v + α1x, (2ε2x + α2)y),

ou seja, resolver o sistema de equações





x2 + ε1v + α1x = 0,

(2ε2x + α2)y = 0.
(4.16)

De acordo com as definições de Z0, ZZ2 e Z1 apresentadas na seção 4.2, as soluções

do sistema (4.16) são:

1) Z0 = {(0, 0, α1, α2) | (α1, α2) ∈ (R2, 0)};
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2) ZZ2 = {(x, y, α1, α2) ∈ (R2 × R2, 0) | y = 0 e x = −α1};

3) Z1 = {(x, y, α1, α2) ∈ (R2 × R2, 0) | x = −1

2
ε2 α2 e y2 =

1

4
ε1 α2 (2 ε2 α1 − α2)}.

A matriz Jacobiana de F0 é dada por

(D(x,y)F0)(x, y, α1, α2) =


 2x + α1 2ε1y

2ε2y 2ε2x + α2


 . (4.17)

1) Para soluções de F0(x, y, α1, α2) = (0, 0) restritas ao conjunto Z0, esta matriz é da

forma (D(x,y)F0)(0, 0, α1, α2) =


 α1 0

0 α2


 e os autovalores são λ1 = α1 e λ2 = α2.

2) Para soluções restritas ao conjunto ZZ2 , a matriz Jacobiana é

(D(x,y)F0)(−α1, 0, α1, α2) =


 −α1 0

0 α2 − 2 ε2 α1


 ,

cujos autovalores são λ1 = −α1 e λ2 = α2 − 2 ε2 α1.

3) Para soluções restritas ao conjunto Z1, a matriz Jacobiana é da forma

(D(x,y)F0)(−1

2
ε2 α2, y, α1, α2) =


 α1 − ε2α2 2ε1y

2ε2y 0


 ,

com y2 =
1

4
ε1 α2 (2 ε2 α1 − α2).

Os autovalores dessa matriz são ráızes de uma equação do tipo z2 − az + b =

0, onde os coeficientes são a = Tr [(D(x,y)F0)(−1

2
ε2 α2, y, α1, α2)] = α1 − ε2α2 e

b = det [(D(x,y)F0)(−1

2
ε2 α2, y, α1, α2)] = −α2(2α1 − ε2 α2).

Observamos que, para cada par (α1, α2) ∈ (R2, 0), existe uma solução trivial (0, 0, α1, α2)

e uma solução não trivial (−α1, 0, α1, α2) em Z2 para o sistema (4.16). A existência

de soluções em Z1 corresponde à existência do par (α1, α2) ∈ (R2, 0) satisfazendo c =

ε1 α2 (2 ε2 α1 − α2) ≥ 0, com y2 =
1

4
c.

Os conjuntos de bifurcação local de F0 são

• Bo
x = {(0, α2) |α2 ∈ (R, 0)},

• Po
k = {(α1, 0) |α1 ∈ (R, 0)},



Diagrama de Bifurcação do Z0
2-desdobramento miniversal F0 103

• Pk = {(α1, α2) ∈ (R2, 0) |α2 − 2 ε2 α1 = 0},

• Bx = Bk = ∅,

e o discriminante de F0 é

∆F0 = α1α2(α2 − 2 ε2 α1) = 0. (4.18)

O conjunto de zeros de F0 está contido em R4, mas podemos representar os três

conjuntos das soluções de (4.16) por suas projeções no plano (α1, α2). Existem no máximo

quatro soluções para cada par ordenado (α1, α2) ∈ (R2, 0) em cada componente conexa

de R2−∆F0 . Representamos as soluções em cada componente conexa de (R2−∆F0) com

quadrados para as soluções em Z0 ou ZZ2 e ćırculos para as soluções em Z1. Nas Figuras

4.4 e 4.5, os quadrados à esquerda representam a solução trivial. Os quadrados à direita

representam as soluções não triviais em ZZ2 e os ćırculos as soluções em Z1 que aparecem

aos pares. O tipo de preenchimento dos quadrados e ćırculos representam os sinais dos

autovalores. Um quadrado ¥ ou ćırculo • representam soluções com autovalores com

partes reais negativas (−,−), os quadrados £ e ćırculos ⊗ as soluções com autovalores

com partes reais positivas (+, +) e os quadrados ¤ e ćırculos ◦, aquelas com um autovalor

com parte real positiva e o outro com parte real negativa.
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Figura 4.4: Projeção do conjunto solução de F0(x, y, α1, α2) = 0 no plano (α1, α2) quando

ε1ε2 = 1
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Figura 4.5: Projeção do conjunto solução de F0(x, y, α1, α2) = 0 no plano (α1, α2) quando

ε1ε2 = −1

Suponhamos ε1 = ε2 = 1 e consideremos, por exemplo, a região do plano (α1, α2) onde

α1 > 0, α2 > 0 e α2 − 2 α1 < 0.

1) Os autovalores associados à solução trivial do sistema (4.16) nesta região são λ1 = α1

e λ2 = α2 e, portanto, ambos positivos.

2) Os autovalores associados às soluções Z2-simétricas (−α1, 0, α1, α2) são λ1 = −α1 e

λ2 = α2 − 2 α1 e cujos sinais são ambos negativos.

3) Nesta região do plano, como c = α2(2α1 − α2) é estritamente positivo, a equação

y2 =
1

4
c tem duas ráızes reais y+ e y−. Logo as duas soluções em Z1 são

(−1

2
α2, y

+, α1, α2) e (−1

2
α2, y

−, α1, α2)

e os autovalores correspondentes λ1 e λ2 satisfazem

λ1λ2 = det [(D(x,y)F0)(x, y, α1, α2)] = α2(α2 − 2 α1) < 0.

Nas outras regiões, a análise é feita de forma similar.

Nas Figuras 4.4 e 4.5, quando α = (α1, α2) ∈ (R2, 0) cruza os conjuntos de bifurcação

local, podemos analisar o número e a estabilidade das soluções. Descreveremos o diagrama

de bifurcação quando ε1 = ε2 = 1 (diagrama à esquerda da Figura 4.4). Os outros casos

são análogos.
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Estabelecemos o sentido horário no plano (α1, α2) e iniciamos no quadrante α1 > 0 e

α2 < 0.

O primeiro conjunto de bifurcação local encontrado é Bo
x. Anterior a este conjunto, a

solução trivial é instável e a solução com simetria Z2 é estável. Após Bo
x, a solução em

ZZ2 é instável e a trivial é estável. Não há soluções adicionais neste caso.

A seguir temos a bifurcação pitchfork em Pk. Quando (α1, α2) ∈ (R2, 0) cruza Pk, um

par de soluções em Z1 aparece em torno da solução em ZZ2 cujos autovalores têm parte

real com sinais opostos. A solução trivial permanece estável e as demais são instáveis.

Continuando nesta direção temos outra bifurcação pitchfork em Po
k . Após essa bifurcação

t́ıpica, as soluções em Z1 desaparecem dando lugar à solução trivial. A solução trivial

torna-se instável e a solução Z2-simétrica permanece instável. Ao cruzar Bo
x novamente,

as soluções trivial e Z2-simétrica continuam instáveis e os sinais dos autovalores são in-

vertidos.

Finalmente ao cruzar Pk, surge um par de soluções instáveis em Z1, a solução Z2-

simétrica torna-se estável e a solução trivial permanece instável. Ao cruzar Po
k , as soluções

não simétricas desaparecem dando lugar à solução trivial.



Caṕıtulo 5

Estudo da envergadura de um painel

ciĺındrico

Neste caṕıtulo desenvolvemos a teoria apresentada por Wu [29, 30] sobre a envergadura

de um painel ciĺındrico sujeito a uma compressão axial uniforme que motivou a redação

dos Caṕıtulos 2, 3 e 4 usando a Formulação por Caminhos Algébrica, como forma alter-

nativa, para o estudo da forma normal decorrente do modelo matemático que descreve

tal envergadura.

Na primeira seção deste Caṕıtulo 5 fazemos a descrição f́ısica do problema apresen-

tado. A segunda seção é dedicada à linearização do sistema de equações diferenciais

parciais que descreve o problema f́ısico e à obtenção dos valores cŕıticos e auto-funções

das equações linearizadas. Na terceira seção, apresentamos importantes resultados envol-

vendo o operador Laplaciano e série de Fourier que serão usados no processo de Redução

de Lyapunov-Schmidt feito na seção 4. Após este processo, obtemos a equação de bi-

furcação reduzida do problema que será estudada detalhadamente na seção 5. Na seção

6 fazemos uma comparação dos nossos resultados com àqueles obtidos por Wu em [29].

Uma projeção do conjunto solução da equação reduzida no plano (λ, µ) é dada na seção

7. Finalmente, na seção 8, apresentamos as posśıveis configurações da envergadura do

painel.

Depois do processo de Redução de Lyapunov-Schmidt, Wu obtém em [29] as seguintes

equações reduzidas de bifurcação

Ax2 + Cy2 + (a1λ + b1µ) x + h.o.t = 0, (5.1)

2Cxy + (a2λ + b2µ) y + h.o.t = 0, (5.2)
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onde z = (x, y) representam as coordenadas das funções do núcleo da linearização das

equações diferenciais parciais que descrevem a envergadura do painel ciĺındrico e (λ, µ)

são os dois parâmetros de bifurcação.

5.1 Descrição f́ısica

Consideremos um painel ciĺındrico de raio R, comprimento a tomado na direção do

eixo do ciĺındro e largura b perpendicular à direção a, mas medido ao longo do arco de

circunferência. O painel é constitúıdo de um material elástico homogêneo e está sujeito a

uma compressão axial uniforme p, conforme a figura abaixo.
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Figura 5.1: Painel ciĺındrico sujeito a uma compressão axial uniforme p.

Neste trabalho, consideramos b suficientemente menor que a e R, obtendo assim um

efeito de curvatura pequeno. Suponhamos que o painel tenha uma espessura h ainda

menor, ou seja, ele é como uma “casca”.

Sob a tensão de compressão p, o painel começa a envergar. Recordamos que tensão,

ou pressão, tem dimensão de força por unidade de área. As equações que descrevem a en-

vergadura do painel são chamadas equações de von Kármán-Donnell e serão apresentadas

a seguir.

A deformação é representada por três funções U = U(X, Y ), V = V (X, Y ) e W =

W (X, Y ), 0 ≤ X ≤ a e 0 ≤ Y ≤ b, onde U é o deslocamento axial, V o deslocamento
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tangencial e W o deslocamento normal calculado ‘para dentro’. O domı́nio de configuração

do painel é O = [0, a]× [0, b].

Sob as hipóteses apresentadas anteriormente, o painel é descrito pelo seguinte sistema

de equações diferenciais parciais

Eh2

c2
∆2W = −pWXX + [W,F ] +

1

R
FXX , (5.3)

∆2F = −E

2
[W,W ]− E

R
WXX , (5.4)

onde F é a tensão de Airy, ∆U = UXX + UY Y é o operador Laplaciano e

[U, V ] = UXXVY Y + UY Y VXX − 2UXY VXY

é o operador de Monge-Ampère. O coeficiente E é o módulo de Young e c = (12(1−ν2))
1
2 ,

onde ν é a razão de Poisson.

Podemos simplificar o sistema (5.3, 5.4) reescalonando suas variáveis. Introduzimos

duas novas variáveis independentes s =
X

b
e t =

Y

b
que são quantidades adimensionais,

isto é, elas não têm dimensão f́ısica. Considerando µ =
a

b
, a razão dos lados do painel,

temos que (s, t) ∈ Ωµ = [0, µ] × [0, 1] se, e somente se, (X,Y ) ∈ O. Introduzimos duas

novas variáveis dependentes u e f dadas por

u(s, t) =
c

h
W (b s, b t), f(s, t) =

c2

Eh2
F (b s, b t).

As funções u e f representam valores adimensionais do deslocamento vertical e da

tensão de Airy. Usando a régra da cadeia, obtemos

∆2u =
cb4

h
∆2W e ∆2f =

c2b4

Eh2
∆2F.

Fixamos os coeficientes adimensionais

d =
cb2

Rh
e λ =

c2b2p

Eh2
.

O parâmetro d é proporcional ao inverso do raio de curvatura do painel e λ à com-

pressão exercida no lado t. Quando d = 0 temos um painel plano e d aumenta à medida

que a curvatura também aumenta.

Substituindo F e W , juntamente com suas derivadas, pelos valores correspondentes

em termos de u e f no sistema (5.3, 5.4), obtemos o sistema de von Kármán-Donnell

∆2u = −λuss + [u, f ] + dfss, (5.5)

∆2f = −1

2
[u, u]− duss. (5.6)



Equações linearizadas e valores cŕıticos de λ 109

A compressão λ e a razão dos lados do painel µ são os dois principais parâmetros de

bifurcação e Ωµ = [0, µ]× [0, 1] é o novo domı́nio de configuração do sistema.
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Figura 5.2: Domı́nio Ωµ = [0, µ]× [0, 1].

Existem muitas condições de fronteira para u e f na literatura. Em [29, 30], o problema

tem condições de fronteira u = ∆u = f = ∆f = 0 chamadas condições de fronteira

simplesmente apoiadas (“simply supported”).

5.2 Equações linearizadas e valores cŕıticos de λ

Nesta seção obtemos a linearização do sistema (5.5, 5.6) e suas soluções. Obtemos

também os valores cŕıticos do parâmetro λ.

O domı́nio de configuração do painel é Ωµ = [0, µ]× [0, 1]. A seguir, definimos alguns

espaços de funções que serão importantes em nosso contexto.

Definição 5.2.1.

Ck(Ω̊µ) = {h1 : Ω̊µ → R |h1 ∈ Ck}, k ≥ 0

e

C2(Ωµ) = {h2 : Ωµ → R |h2 ∈ C2}.

Seja

B = {g : Ωµ → R | g ∈ C4(Ω̊µ) ∩ C2(Ωµ) e g = ∆g = 0 em ∂Ωµ}.
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Recordamos que u e f satisfazem às condições de fronteira u = ∆u = f = ∆f = 0 em

∂Ωµ. Além disso, consideramos u, f ∈ C4(Ω̊µ) ∩ C2(Ωµ). Segue que u, f ∈ B.

Definimos a aplicação F : B × B × R2 → C0(Ωµ) × C0(Ωµ) por F (u, f, λ, µ) =

(F1(u, f, λ, µ), F2(u, f, λ, µ)) com

F1(u, f, λ, µ) = ∆2u + λuss − [u, f ]− d fss,

F2(u, f, λ, µ) = ∆2f +
1

2
[u, u] + d uss.

Temos que F (0, 0, λ, µ) = (0, 0), para todo (λ, µ) ∈ R2.

A linearização de F em u = 0 e f = 0, que denotamos por DF(0,0), é definida por

DF(0,0)(u, f, λ, µ) = lim
h→0

F (0 + hu, 0 + h f, λ, µ)− F (0, 0, λ, µ)

h
.

Como F = (F1, F2), calculamos o limite acima primeiramente para F1 e depois para

F2. Assim,

lim
h→0

F1(0 + hu, 0 + h f, λ, µ)− F1(0, 0, λ, µ)

h
= lim

h→0

h∆2u + λh uss − [hu, h f ]− d hfss

h

lim
h→0

∆2u + λuss − h [u, f ]− d fss = ∆2u + λuss − d fss.

Analogamente,

lim
h→0

F2(0 + hu, 0 + h f, λ, µ)− F2(0, 0, λ, µ)

h
= lim

h→0

h ∆2f + 1
2
[hu, h u] + d h uss

h

lim
h→0

∆2f +
h

2
[u, u] + d uss = ∆2f + d uss.

Logo,

DF(0,0)(u, f, λ, µ) = (∆2u + λuss − d fss , ∆2f + d uss).

Segue que as equações linearizadas correspondentes às equações (5.5, 5.6) são

∆2u + λuss − dfss = 0, (5.7)

∆2f + duss = 0 (5.8)

em Ω̊µ e u = ∆u = f = ∆f = 0 em ∂Ωµ.

O teorema a seguir fornece as auto-funções e valores cŕıticos do sistema linearizado.

Teorema 5.2.1. As auto-funções das equações linearizadas (5.7, 5.8) são dadas por

ūm,n(s, t) = sen(
m

µ
πs) sen(nπt),

f̄m,n(s, t) =
d

π2

(
m

µ
+

n2µ

m

)−1

ūm,n(s, t)
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com valores cŕıticos

λd
m,n(µ) = π2

(
m

µ
+

n2µ

m

)2

+
d

π2

(
m

µ
+

n2µ

m

)−2

.

Demonstração. Usando separação de variáveis de acordo com a fórmula (4.15), pág.

222 de [27], as auto-funções do sistema linearizado (5.7, 5.8) podem ser escritas como

ū(s, t) = sen (ā s) sen (b̄ t), (5.9)

f̄(s, t) = sen (â s) sen (b̂ t). (5.10)

As condições de fronteira ū(s, 1) = sen (ā s) sen (b̄) = 0 e ū(µ, t) = sen (ā µ) sen (b̄ t) = 0

implicam que b̄ = nπ e āµ = mπ, respectivamente. Analogamente, b̂ = pπ e âµ = qπ.

Observamos que

∆ū = −(ā2 + b̄2)ū, ūss = −ā2ū,

∆f̄ = −(â2 + b̂2)f̄ e f̄ss = −â2f̄ .

Substituindo essas expressões nas equações linearizadas (5.7) e (5.8), temos

(ā2 + b̄2)2ū− λ ā2 ū + d â2f̄ = 0, (5.11)

(â2 + b̂2)2f̄ − d ā2 ū = 0. (5.12)

De (5.12), ū =
(â2 + b̂2)2

d ā2
f̄ . Como â, b̂, ā e d são números reais não nulos, segue que

ū e f̄ são proporcionais como funções. Logo, ā = â, b̄ = b̂ e f̄ =
d ā2

(ā2 + b̄2)2
ū.

Substituindo f̄ em (5.11), obtemos

(ā2 + b̄2)2 − λ ā2 +
(d ā2)2

(ā2 + b̄2)2
= 0,

ou seja,

λ =

(
ā2 + b̄2

ā

)2

+

(
dā

ā2 + b̄2

)2

.

Sendo ā =
mπ

µ
e b̄ = nπ, definimos

gm,n(µ) =

(
m

µ
+

n2µ

m

)2

.

Consequentemente, os valores cŕıticos de λ são

λd
m,n(µ) = π2gm,n(µ) +

d2

π2
(gm,n(µ))−1 (5.13)
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e as correspondentes auto-funções são

ūm,n(s, t) = sen

(
m

µ
πs

)
sen(nπt), (5.14)

f̄m,n(s, t) =
d

π2

1

gm,n(µ)
ūm,n(s, t). (5.15)

¥

Em [28] é demonstrado que há um número infinito de λd
m,n tal que o núcleo da li-

nearização é de dimensão dois. Além disso, é mostrado que tais valores são crescentes

em n e, portanto, consideramos n = 1, pois fornece o menor valor de λd
m,n nas condições

acima.

No lema a seguir, calculamos o valor de µ para que o núcleo da linearização seja

2-dimensional.

Lema 5.2.1. Se d < 4 π2, então λd
m,1(µ) = λd

m+1,1(µ) se, e somente se, µ = µc =
√

m(m + 1).

Demonstração. Vamos resolver a equação

λd
m,1(µ) = λd

m+1,1(µ). (5.16)

Temos

λd
m,1(µ) = π2

(
m

µ
+

µ

m

)2

+
d2

π2

1(
m

µ
+

µ

m

)2

e

λd
m+1,1(µ) = π2

(
m + 1

µ
+

µ

m + 1

)2

+
d2

π2

1(
m + 1

µ
+

µ

m + 1

)2 .

Usando gm,n(µ) =

(
m

µ
+

n2µ

m

)2

, podemos escrever (5.16) como

π2gm,1(µ) +
d2

π2

1

gm,1(µ)
= π2gm+1,1(µ) +

d2

π2

1

gm+1,1(µ)
,

ou seja,

π2(gm,1(µ)− gm+1,1(µ)) =
d2

π2

(
gm,1(µ)− gm+1,1(µ)

gm,1(µ) gm+1,1(µ)

)
.

Dessa igualdade, obtemos

gm,1(µ) = gm+1,1(µ) (5.17)
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ou

d2 = gm,1(µ) gm+1,1(µ) π4. (5.18)

As equações (5.17) e (5.18) são equações na variável µ. Em [28] é mostrado que o

valor mı́nimo absoluto de gm,1 é 4, para todo m ∈ N. Segue que

gm,1(µ) gm+1,1(µ) π4 ≥ 42 π4 = 16 π4,

para quaisquer µ ∈ R e m ∈ N.

Logo, se d < 4π2, ou seja, d2 < 42 π4 = 16 π4, então (5.18) não tem solução e, portanto,

basta resolver a equação (5.17).

Assim,

(
m

µ
+

µ

m

)2

=

(
m + 1

µ
+

µ

m + 1

)2

⇐⇒
(

m

µ
+

µ

m
− m + 1

µ
− µ

m + 1

)(
m

µ
+

µ

m
+

m + 1

µ
+

µ

m + 1

)
= 0 ⇐⇒

(
µ

m(m + 1)
− 1

µ

)(
2m + 1

µ
+

2mµ + µ

m(m + 1)

)
= 0.

Segue que
µ

m(m + 1)
− 1

µ
= 0. Logo, µ2 = m(m + 1), ou seja,

µ = µc =
√

m(m + 1). ¥

Observação 5.2.1. 1) Quando µ = µc =
√

m(m + 1), temos

ūm,1(s, t) = sen (kπs) sen (πt),

ūm+1,1(s, t) = sen
(π

k
s
)

sen (πt)

onde k =

√
m

m + 1
.

2) Para m = 1,

µc =
√

2.

5.3 O problema de Dirichlet e série de Fourier

Nesta seção apresentamos os principais resultados que precisamos sobre o problema

de Dirichlet e série de Fourier.

Seja

C2
0(Ωµ) = {g : Ωµ → R | g ∈ C2(Ω̊µ) e g = 0 em ∂Ωµ}.
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Definição 5.3.1. Seja

L2(Ωµ) = {w : Ωµ → R
∣∣
∫∫

Ωµ

|w(s, t)|2ds dt é finita}.

A aplicação < , > : L2(Ωµ)× L2(Ωµ) → R dada por

< v, w > =

∫∫

Ωµ

v(s, t) w(s, t) ds dt,

para todo v, w ∈ L2(Ωµ), é um produto interno em L2(Ωµ).

Lema 5.3.1. Seja ∆ : C2
0(Ωµ) → C0(Ωµ) o operador Laplaciano que é definido por

∆(u) = ∆u = uss + utt. As auto-funções e auto-valores de ∆ são dados, respectivamente,

por

ūm,n(s, t) = sen

(
m

µ
πs

)
sen (nπt)

e (−λm,n) com

λm,n =

(
m2

µ2
+ n2

)
π2,

m, n ≥ 1.

Demonstração. Vamos resolver o problema de Dirichlet

∆u = −αu (5.19)

com u = 0 em ∂Ωµ e sendo o auto-valor de ∆ igual a (−α).

Procuramos soluções para (5.19) da forma

u(s, t) = φ(s) ψ(t).

Logo, ∆u = φ′′(s)ψ(t) + φ(s)ψ′′(t). Substituindo esta expressão em (5.19), obtemos

φ′′(s) ψ(t) + φ(s) ψ′′(t) = −α φ(s) ψ(t).

Dividindo ambos os lados por φ(s)ψ(t) nos pontos em que φ e ψ não se anulam, temos

φ′′(s)
φ(s)

+
ψ′′(t)
ψ(t)

= −α.

Como
φ′′(s)
φ(s)

é função apenas de s e
ψ′′(t)
ψ(t)

é função apenas de t, com s e t variáveis

independentes, podemos escrever

φ′′(s)
φ(s)

= l1 e
ψ′′(t)
ψ(t)

= l2,



O problema de Dirichlet e série de Fourier 115

com l1 + l2 = −α.

Usando as condições de fronteira, obtemos φ(0) = 0, φ(µ) = 0, ψ(0) = 0 e ψ(1) = 0.

Consideramos a equação
φ′′(s)
φ(s)

= l1. (5.20)

Para resolvê-la, analisamos três casos:

Caso 1) l1 = 0.

Neste caso, φ′′ = 0, para todo s ∈ R e, portanto, φ(s) = A + B s, A,B ∈ R.

Das condições de fronteira temos φ(0) = A = 0. Logo, φ(µ) = Bµ = 0, ou seja,

B = 0.

Portanto, para l1 = 0 a equação (5.20) possui apenas a solução nula.

Caso 2) l1 = ã2 6= 0.

Neste caso, φ′′(s) = ã2 φ(s), para todo s ∈ R. As soluções desta equação são da

forma φ(s) = Aeãs + B e−ãs.

Das condições de fronteira temos φ(0) = A + B = 0 e φ(µ) = Aeãµ + B e−ãµ = 0.

Logo, Aeãµ − Ae−ãµ = 0, ou seja, A = 0. Segue que A = B = 0.

Portanto, para l1 = ã2 6= 0, a equação (5.20) possui apenas a solução nula.

Caso 3) l1 = −ã2 6= 0.

Neste caso, φ′′(s) = −ã2 φ(s), para todo s ∈ R. As soluções desta equação são da

forma φ(s) = A cos(ã s) + B sen (ã s).

Das condições de fronteira temos φ(0) = A = 0 e φ(µ) = B sen (ã µ) = 0. Segue que

ã µ = mπ, m ∈ N, ou seja, ã =
mπ

µ
.

Logo, para l1 = −m2π2

µ2
, φm(s) = B sen

(
mπ

µ
s

)
é solução da equação (5.20).

Portanto, φm(s) = sen

(
mπ

µ
s

)
é auto-função associada ao auto-valor (l1)m =

−m2π2

µ2
, m ∈ N.

Analogamente, mostramos que as auto-funções do problema




ψ′′(t)
ψ(t)

= l2,

ψ(0) = ψ(1) = 0
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são ψn(t) = sen(nπt) associadas aos auto-valores (l2)n = −(nπ)2, n ∈ N.

Segue que as auto-funções do problema de Dirichlet ∆u = −αu, com u = 0 sobre ∂Ωµ,

são

ūm,n(s, t) = φm(s) ψn(t) = sen

(
mπ

µ
s

)
sen(nπt)

com auto-valores (−λm,n) onde λm,n = −((l1)m +(l2)n) =
m2π2

µ2
+n2π2 = π2

(
m2

µ2
+ n2

)
.

¥

Lema 5.3.2. Usando o produto interno em L2(Ωµ), temos

a) < ūm,n, ūk,l > = 0, para todo (m,n) 6= (k, l) e ‖ūm,n‖2 =
µ

4
.

b) Toda função g ∈ L2(Ωµ) pode ser escrita como uma série de Fourier

g =
∞∑

m,n=1

ĝm,n ūm,n (5.21)

com ĝm,n =
4

µ
< g, ūm,n >.

Demonstração.

a) Temos

< ūm,n, ūk,l > =

∫∫

Ωµ

ūm,n ūk,l ds dt =

=

∫ µ

0

∫ 1

0

sen

(
mπ

µ
s

)
sen(nπt) sen

(
kπ

µ
s

)
sen(lπt) dt ds =

=

∫ µ

0

sen

(
mπ

µ
s

)
sen

(
kπ

µ
s

)
ds

∫ 1

0

sen(nπt) sen(lπt) dt.

Logo, se m 6= k, temos

∫ µ

0

sen

(
mπ

µ
s

)
sen

(
kπ

µ
s

)
ds = 0.

Da mesma forma, se n 6= l, temos

∫ 1

0

sen(nπt) sen(lπt) dt = 0.

Portanto, se (m,n) 6= (k, l), < ūm,n, ūk,l > = 0.

Temos ‖ūm,n‖2 = < ūm,n, ūm,n > =

∫ µ

0

∫ 1

0

sen2

(
mπ

µ
s

)
sen2(nπt) dt ds =

=

∫ µ

0

sen2

(
mπ

µ
s

)
ds

∫ 1

0

sen2(nπt) dt =
µ

2

1

2
=

µ

4
.



Redução de Lyapunov-Schmidt 117

b) Ver [20]. ¥

Observação 5.3.1. Em [26] é mostrado que o operador ∆ : C2
0(Ωµ) → C0(Ωµ) é auto-

adjunto, ou seja, se u, v ∈ C2
0(Ωµ), então, em termos do produto interno definido em

L2(Ωµ), temos

< u, ∆v > = < ∆u, v > .

Lema 5.3.3. O operador ∆ : C2
0(Ωµ) → C0(Ωµ) é invert́ıvel, seu inverso ∆−1 é limitado

e se h =
∞∑

m,n=1

ĥm,n ūm,n, então ∆−1(h) tem a série de Fourier

∞∑
m,n=1

(
− 1

λm,n

)
ĥm,n ūm,n.

Demonstração. Segue de [1] que o operador ∆ é invert́ıvel e é demonstrado em [20] que

∆−1 : C0(Ωµ) → C2
0(Ωµ) é limitado.

Seja

h =
∞∑

m,n=1

ĥm,n ūm,n. (5.22)

Suponhamos u = ∆−1h e u =
∞∑

m,n=1

ûm,n ūm,n.

∆u =
∞∑

m,n=1

ûm,n ∆ūm,n =
∞∑

m,n=1

ûm,n (−λm,nūm,n) =
∞∑

m,n=1

(−λm,nûm,n) ūm,n. (5.23)

Como ∆u = h, segue de (5.22) e (5.23) que ûm,n = − 1

λm,n

ĥm,n.

Portanto, ∆−1(h) =
∞∑

m,n=1

(
− 1

λm,n

)
ĥm,n ūm,n. ¥

5.4 Redução de Lyapunov-Schmidt

Recordamos que B = {g : Ωµ → R | g ∈ C4(Ω̊µ) ∩ C2(Ωµ) e g = ∆g = 0 em ∂Ωµ}.
Do lema acima, o operador ∆ : C2

0(Ωµ) → C0(Ωµ) é invert́ıvel e, portanto, f̂ : B → B

dado por

f̂(u) = ∆−2

(
−1

2
[u, u]− d uss

)
(5.24)

é bem definido e

∆(f̂(u)) = ∆−1

(
−1

2
[u, u]− d uss

)
= 0
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em ∂Ωµ, pois Im (∆−1) ⊂ C2
0(Ωµ).

Consideramos a aplicação F̂ : B × R2 → C0(Ωµ) dada por

F̂ (u, λ, µ) = ∆2u− [u, f̂(u)] + λuss − d (f̂(u))ss. (5.25)

O sistema de von Kármán-Donnell (5.5, 5.6) com as condições de fronteira u = ∆u =

f = ∆f = 0 pode ser escrito como

F̂ (u, λ, µ) = 0, (5.26)

conforme o lema abaixo.

Lema 5.4.1. Uma função u ∈ B é uma solução de (5.26) se, e somente se,

(u, f̂(u)) ∈ B × B é uma solução de (5.5, 5.6) com as condições de fronteira u = ∆u =

f̂(u) = ∆(f̂(u)) = 0 em ∂Ωµ.

Demonstração. Se u ∈ B é uma solução de (5.26), fazendo f = f̂(u), temos que (u, f)

satisfaz a equação (5.5) pois

∆2u− [u, f ] + λ uss − d fss = ∆2u− [u, f̂(u)] + λuss − d (f̂(u))ss = 0

devido à equação (5.26).

Segue da definição de f acima que

f = ∆−2

(
−1

2
[u, u]− d uss

)

e, portanto,

∆2f +
1

2
[u, u] + d uss = 0,

que é a equação (5.6).

As condições de fronteira para (5.5, 5.6) são verificadas, pois u ∈ B e, como

f ∈ Im(∆−1) e ∆f ∈ Im(∆−1) com Im(∆−1) ⊂ C2
0(Ωµ), segue que f = ∆f = 0 em

∂Ωµ.

Reciprocamente, sejam u, f soluções de (5.5, 5.6) com condições de fronteira u = ∆u =

f = ∆f = 0 em Ωµ.

De (5.6), f = ∆−2

(
−1

2
[u, u]− d uss

)
= f̂(u). Segue de (5.5) que

0 = ∆2u + λuss − [u, f ]− d fss = ∆2u + λuss − [u, f̂(u)]− d (f̂(u))ss = F̂ (u, λ, µ).

Portanto, u ∈ B é solução de (5.26). ¥
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Nosso objetivo é usar o processo de Redução de Lyapunov-Schmidt descrito na seção

1.8 para obter uma equação reduzida equivalente à equação (5.26), ou seja, equivalente a

F̂ (u, λ, µ) = ∆2u− [u, f̂(u)] + λuss − d (f̂(u))ss = 0

com f̂(u) = ∆−2

(
−1

2
[u, u]− d uss

)
.

Observamos que o operador F̂ : B × R2 → C0(Ωµ) é de classe C∞ e satisfaz

F̂ (0, λ, µ) = 0.

Lema 5.4.2. O operador F̂ é uma aplicação não-linear de Fredholm de ı́ndice zero com

dim(ker(DuF̂ (0, λc, µc))) = 2 com µc =
√

2 e λc = λd
1,1(
√

2) =
9

2
π2 +

2

9 π2
d.

Demonstração. Seja Lu = DuF̂ (0, λc, µc) u = lim
h→0

F̂ (hu, λc, µc)− F̂ (0, λc, µc)

h
. Logo,

Lu = ∆2u + λuss + d2(∆−2(uss))ss, (5.27)

com u = ∆u = 0 em ∂Ωµ, pois u ∈ B.

Para mostrar (5.27) usamos o fato de que sendo f̂(u) = ∆−2

(
−1

2
[u, u]− d uss

)
,

temos

Duf̂(0)u = lim
h→0

f̂(hu)− f̂(0)

h
= lim

h→0

1

h
∆−2

(
−1

2
[hu, h u]− d (hu)ss

)

= lim
h→0

(
−1

2
h ∆−2([u, u])− d ∆−2(uss)

)
= −d ∆−2(uss).

Mostremos que resolver Lu = 0 é equivalente a resolver as equações linearizadas

(5.7, 5.8) com condições de fronteira u = ∆u = f = ∆f = 0 em ∂Ωµ.

Lembramos que (5.7) é dada por ∆2u+λuss−d fss = 0 e (5.8) dada por ∆2f+d uss = 0.

Se Lu = 0, definimos f = −d ∆−2(uss). Logo,

∆2u+λ uss−d fss = ∆2u+λ uss−d(−d ∆−2(uss))ss = ∆2u+λuss+d2(∆−2(uss))ss = Lu = 0.

Logo, (5.7) é satisfeita. Além disso,

∆2f + d uss = ∆2(−d ∆−2(uss)) + d uss = −d uss + d uss = 0,

ou seja, (5.8) é verdadeira.

Como f ∈ Im(∆−2) ⊂ C2
0(Ωµ) e ∆f ∈ Im(∆−1) ⊂ C2

0(Ωµ), segue que f = ∆f = 0 em

∂Ωµ, ou seja, as condições de fronteira u = ∆u = f = ∆f = 0 são válidas.
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Reciprocamente, se (5.7) e (5.8) são satisfeitas, f = −d ∆−2(uss) e segue de (5.7) que

0 = ∆2u + λuss − d(−d ∆−2(uss))ss = ∆2u + λuss + d2 (∆−2(uss))ss = Lu

e u = ∆u = 0 em ∂Ωµ, pois u ∈ B.

Segue do Teorema 5.2.1 e do Lema 5.2.1 que quando m = 1, µ = µc =
√

2 e k =
1√
2
,

Lu = ∆2u + λuss + d2(∆−2(uss))ss com u = ∆u = 0 em ∂Ωµ tem núcleo 2-dimensional

gerado por

ū1,1(s, t) = sen

(
π√
2

s

)
sen (πt),

ū2,1(s, t) = sen(
√

2π s) sen (πt),

com λc = λd
1,1(
√

2) =
9

2
π2 +

2

9π2
d.

Observamos que ‖ū1,1‖2 = ‖ū2,1‖2 = 2−
3
2 .

Normalizando os vetores ū1,1 e ū2,1, obtemos

u1,1(s, t) =
ū1,1(s, t)

‖ū1,1‖ = 2
3
4 ū1,1(s, t) = 2

3
4 sen

(
π√
2
s

)
sen(πt),

u2,1(s, t) =
ū2,1(s, t)

‖ū2,1‖ = 2
3
4 ū2,1(s, t) = 2

3
4 sen

(√
2πs

)
sen(πt).

Segue de [21], pág. 393, que F̂ é um operador não-linear Fredholm de ı́ndice zero. ¥

Nas próximas seções, denotamos Λ = (λ, µ) e Λc = (λc, µc) =

(
9

2
π2 +

2

9 π2
d,
√

2

)
.

5.4.1 Obtenção da equação reduzida

Observamos que para todo u, v ∈ C2
0(Ωµ),

∫∫

Ωµ

uss v ds dt =

∫∫

Ωµ

u vss ds dt.

Segue que o operador ( · )ss : C2
0(Ωµ) → C0(Ωµ) é auto-adjunto.

Sendo ∆ também auto-adjunto, segue que L é um operador auto-adjunto.

Seguindo (1.13) e (1.14) da seção 1.8 do Caṕıtulo 1, decompomos

B = ker L⊕M, (5.28)

C0(Ωµ) = Im L⊕N. (5.29)

Sejam M = (ker L)⊥ = {v : Ωµ → R | < u, v > = 0, para todo u ∈ ker L} e N =

(Im L)⊥ = {v : Ωµ → R | < u, v > = 0, para todo u ∈ Im L}. Como L é auto-adjunto,

N = ker L (ver [20]).
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Sejam Pm : L2(Ωµ) → R, m = 1, 2, definidas por

Pm(u) = < u, um,1 > =

∫∫

Ωµ

u(s, t) um,1(s, t) ds dt

e P : L2(Ωµ) → R2 tal que

P (u) = (P1(u), P2(u)). (5.30)

O espaço ker L = {xu1,1 +y u2,1 | (x, y) ∈ R2} é isomorfo ao R2 através do isomorfismo

Φ : R2 → ker L definido por Φ(x, y) = xu1,1 + y u2,1.

Consideramos a restrição de P ao ker L ⊂ L2(Ωµ) dada por

P|ker L
: ker L −→ R2

u 7−→ P|ker L
(u) = (P1(u), P2(u)).

Temos

(P|ker L
◦ Φ)(x, y) = P|ker L

(Φ(x, y)) = (P1(Φ(x, y)), P2(Φ(x, y)))

= (P1(xu1,1 + y u2,1), P2(xu1,1 + y u2,1))

= (xP1(u1,1) + y P1(u2,1), x P2(u1,1) + y P2(u2,1)) = (x, y).

e

(Φ ◦ P|ker L
)(xu1,1 + y u2,1) = Φ(P1(xu1,1 + y u2,1), P2(xu1,1 + y u2,1))

= Φ(x, y) = xu1,1 + y u2,1.

Portanto, P|ker L
◦ Φ = P|ker L

Φ = IR2 e Φ ◦ P|ker L
= ΦP|ker L

= Iker L.

A projeção P̂ : X → ker L definida na seção 1.8, neste caso, é dada por

P̂ (u) = ΦP (u) = Φ(P1(u), P2(u)) = P1(u) u1,1 + P2(u) u2,1.

A projeção Q̂ : C0(Ωµ) → N = ker L é, também, definida por Q̂ = ΦP .

Logo, a projeção Q = I − Q̂ : C0(Ωµ) → Im L é dada por

Q(u) = u− P1(u) u1,1 − P2(u) u2,1 = u− Φ(P1(u), P2(u)) = u− Φ(P (u)) = (I − ΦP )u.

Usando a decomposição

B = ker L⊕M,

podemos reescrever a equação (5.26) na forma

F̂ (Φ(z) + w, λ, µ) = 0, (5.31)

com z = (x, y) e u = Φ(z) + w.
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Esta equação é equivalente ao sistema

ΦP F̂ (Φ(z) + w, λ, µ) = 0, (5.32)

(I − Φ P )F̂ (Φ(z) + w, λ, µ) = 0. (5.33)

Pelo processo de Redução de Lyapunov-Schmidt, usamos o Teorema da Função Impĺıcita

para resolver a equação (5.33). Logo, existem vizinhanças U1 ⊂ R2 da origem, V1 ⊂ R2

do ponto Λc e uma única função

w̄ : (U1 × V1) → M, w̄ = w̄(z, λ, µ)

que é solução de (5.33), ou seja,

(I − ΦP )F̂ (Φ(z) + w̄, λ, µ) = 0.

Substituindo w̄ na equação (5.32), obtemos

ΦPF̂ (Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ) = 0.

As soluções dessa equação são os zeros da aplicação f̃ : U1 × V1 → ker L dada por

f̃(z, Λ) = ΦPF̂ (Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ).

Logo, a equação (5.26) é equivalente à equação de bifurcação reduzida

f̃(z, Λ) = 0. (5.34)

Compondo P : ker L → R2 com f̃ , obtemos f : U1 × V1 → R2 definida por

f(z, Λ) = P f̃(z, λ) = PΦPF̂ (Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ) = PF̂ (Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ), (5.35)

pois PΦ é o operador identidade do R2.

Portanto, f(z, Λ) = PF̂ (Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ) = 0 é a equação reduzida de bifurcação

equivalente a (5.26) que analisaremos.

5.4.2 Cálculo das derivadas de f

Nesta subseção obtemos a expansão da série de Taylor para a aplicação f definida em

(5.35) cuja equação f(z, Λ) = 0 é equivalente a (5.26).
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Primeiramente, observamos que de (5.24) temos f̂(0) = 0. Substituindo em (5.25),

obtemos

F̂ (0, Λ) = 0,

para todo Λ ∈ (R2, Λc).

• Cálculo de fλ(0, Λc) e fµ(0, Λc).

f(0, Λ) = PF̂ (Φ(0) + w̄(0, Λ), Λ) = PF̂ (w̄(0, Λ), Λ), (5.36)

para todo Λ ∈ (R2, Λc).

Como vimos, o Teorema da Função Impĺıcita garante que para cada

(z, Λ) ∈ (R2×R2, (0, Λc)), existe um único w̄ = w̄(z, Λ) satisfazendo QF̂ (Φ(z)+w̄(z, Λ), Λ) =

0, Q = I − Q̂ = I − ΦP . Em particular, para z = 0, temos que existe uma única função

w̄ = w̄(0, Λ) satisfazendo

QF̂ (Φ(0) + w̄(0, Λ), Λ) = QF̂ (w̄(0, Λ), Λ) = 0, (5.37)

para Λ ∈ (R2, Λc).

Como QF̂ (0, Λ) = Q(0) = 0, segue que w̄(0, Λ) = 0, para todo Λ ∈ (R2, Λc). Portanto,

f(0, Λ) = PF̂ (w̄(0, Λ), Λ) = PF̂ (0, Λ) = 0,

para todo Λ ∈ (R2, Λc).

Como consequência, temos fλ(0, Λc) = 0 e fµ(0, Λc) = 0.

• Cálculo de fx(0, Λc) e fy(0, Λc).

fx(z, Λ) = PF̂u(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φx(z) + w̄x(z, Λ)), (5.38)

fy(z, Λ) = PF̂u(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φy(z) + w̄y(z, Λ)). (5.39)

Em z = 0 temos Φ(0)+ w̄(0, Λ) = 0, para todo Λ ∈ (R2, Λc). Além disso, Φx(z) = u1,1

e Φy(z) = u2,1.

Derivando (5.33) em relação a x e y, obtemos

QF̂u(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φx(z) + w̄x(z, Λ)) = 0, (5.40)

QF̂u(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φy(z) + w̄y(z, Λ)) = 0. (5.41)
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Fazendo z = 0 em (5.40), temos

QF̂u(0, Λ)(u1,1 + w̄x(0, Λ)) = 0. (5.42)

Em Λ = Λc, temos

QF̂u(0, Λc)(u1,1+w̄x(0, Λc)) = 0 ⇒ QL(u1,1+w̄x(0, Λc)) = 0 ⇒ QL(u1,1)+QL(w̄x(0, Λc)) = 0.

Como u1,1 ∈ ker L, segue que QL(u1,1) = 0 e, portanto, QL(w̄x(0, Λc)) = 0. Ob-

servamos que QL = (Dw((I − ΦP )F̂ ))o é invert́ıvel pois é uma das hipóteses utilizadas

para a aplicação do Teorema da Função Impĺıcita na Redução (ver seção 1.8). Logo,

w̄x(0, Λc) = (QL)−1(0) = 0.

Analogamente, mostramos que w̄y(0, Λc) = 0.

Voltando em (5.38), temos

fx(0, Λc) = PF̂u(0, Λc)(u1,1 + w̄x(0, Λc)) = PL(u1,1) = 0.

Analogamente, fy(0, Λc) = 0.

A seguir, calculamos as derivadas de ordem 2 de f .

fxx(z, Λ) = PF̂uu(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φx(z) + w̄x(z, Λ), Φx(z) + w̄x(z, Λ))+

+PF̂u(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φxx(z) + w̄xx(z, Λ)),

fxy(z, Λ) = PF̂uu(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φx(z) + w̄x(z, Λ), Φy(z) + w̄y(z, Λ))+

+PF̂u(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φxy(z) + w̄xy(z, Λ)),

fyy(z, Λ) = PF̂uu(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φy(z) + w̄y(z, Λ), Φy(z) + w̄y(z, Λ))+

+PF̂u(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φyy(z) + w̄yy(z, Λ)),

fxλ(z, Λ) = PF̂uu(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φx(z) + w̄x(z, Λ), Φλ(z) + w̄λ(z, Λ))+

+PF̂uλ(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φx(z) + w̄x(z, Λ))+

+PF̂u(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φxλ(z) + w̄xλ(z, Λ)),

fxµ(z, Λ) = PF̂uu(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φx(z) + w̄x(z, Λ), Φµ(z) + w̄µ(z, Λ))+

+PF̂uµ(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φx(z) + w̄x(z, Λ))+

+PF̂u(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φxµ(z) + w̄xµ(z, Λ)),

fyλ(z, Λ) = PF̂uu(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φy(z) + w̄y(z, Λ), Φλ(z) + w̄λ(z, Λ))+

+PF̂uλ(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φy(z) + w̄y(z, Λ))+
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+PF̂u(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φyλ(z) + w̄yλ(z, Λ)),

fyµ(z, Λ) = PF̂uu(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φy(z) + w̄y(z, Λ), Φµ(z) + w̄µ(z, Λ))+

+PF̂uµ(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φy(z) + w̄y(z, Λ))+

+PF̂u(Φ(z) + w̄(z, Λ), Λ)(Φyµ(z) + w̄yµ(z, Λ)).

Dividimos o cálculo das derivadas de segunda ordem de f em (z, Λ) = (0, Λc) em três

partes:

• Cálculo de fxx(0, Λc), fxy(0, Λc) e fyy(0, Λc).

Usando a expressão dada acima para fxx, temos

fxx(0, Λc) = PF̂uu(0, Λc)(u1,1, u1,1) + PL(w̄xx(0, Λc)). (5.43)

Observamos que, como L é auto-adjunto,

Pm(L(u)) = < um,1, L(u) > = < L(um,1), u > = < 0, u > = 0,

para todo u ∈ B, m = 1, 2. Segue que PL(u) = 0, para todo u ∈ B.

Usando (5.43), podemos escrever

fxx(0, Λc) = PF̂uu(0, Λc)(u1,1, u1,1).

Analogamente, mostramos que

fxy(0, Λc) = PF̂uu(0, Λc)(u1,1, u2,1),

fyy(0, Λc) = PF̂uu(0, Λc)(u2,1, u2,1).

A aplicação F̂uu(u, λ, µ) é bilinear e dada por

F̂uu(u, λ, µ)w1w2 = lim
h→0

F̂u(u + hw2, λ, µ)w1 − F̂u(u, λ, µ)w1

h
,

em que

F̂u(u, λ, µ)w = ∆2w +
1

2
[w, ∆−2([u, u])] + [u, ∆−2([w, u])] + λwss + d [w, ∆−2(uss)]+

+d [u, ∆−2(wss)] + d(∆−2([w, u]))ss + d2(∆−2(wss))ss.

(5.44)

Fazendo os cálculos, obtemos
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F̂uu(u, λ, µ)w1w2 = [w1, ∆
−2([w2, u])] + [w2, ∆

−2([w1, u])] + [u, ∆−2([w1, w2])]+

+d [w1, ∆
−2((w2)ss)] + d [w2, ∆

−2((w1)ss)] + d (∆−2([w1, w2]))ss.

Em (u, Λ) = (0, Λc), temos

F̂uu(0, Λc)w1w2 = d [w1, ∆
−2((w2)ss)] + d [w2, ∆

−2((w1)ss)] + d (∆−2([w1, w2]))ss.

Dessa forma,

fxx(0, Λc) = P (2 d [u1,1, ∆
−2((u1,1)ss)] + d (∆−2([u1,1, u1,1]))ss),

fxy(0, Λc) = P (d [u1,1, ∆
−2((u2,1)ss)] + d [u2,1, ∆

−2((u1,1)ss)] + d (∆−2([u1,1, u2,1]))ss),

fyy(0, Λc) = P (2 d [u2,1, ∆
−2((u2,1)ss)] + d (∆−2([u2,1, u2,1]))ss).

Temos que (u1,1)ss =

(
−π2

2

)
u1,1 e (u2,1)ss = (−2π2) u2,1.

Pelo Lema 5.3.3, ∆−1u1,1 =

(
− 2

3π2

)
u1,1 e ∆−1u2,1 =

(
− 1

3π2

)
u2,1. Logo, ∆−2u1,1 =

4

9π4
u1,1 e ∆−2u2,1 =

1

9π4
u2,1.

Substituindo estes valores nas expressões de fxx(0, Λc), fxy(0, Λc) e fyy(0, Λc), obtemos

fxx(0, Λc) = − 4d

9π2
P ([u1,1, u1,1]) + dP ((∆−2([u1,1, u1,1]))ss), (5.45)

fxy(0, Λc) = − 4d

9π2
P ([u1,1, u2,1]) + dP ((∆−2([u1,1, u2,1]))ss), (5.46)

fyy(0, Λc) = − 4d

9π2
P ([u2,1, u2,1]) + dP ((∆−2([u2,1, u2,1]))ss). (5.47)

Para concluir o cálculo de fxx(0, Λc), vamos simplificar a expressão P ((∆−2([u1,1, u1,1]))ss).

Seja h(s, t) = [u1,1, u1,1]. Precisamos calcular P ((∆−2h)ss). Logo, estamos interessados

apenas nos coeficientes de u1,1 e u2,1 da série de Fourier de (∆−2h)ss.

Usando o Lema 5.3.3, podemos mostar que o operador ∆−1 e, portanto, ∆−2 deixam

ker L = R · {u1,1, u2,1} e o seu espaço complementar M em B globalmente invariantes.

De fato.

1) Seja u ∈ ker L, u = α u1,1 + β u2,1, α, β ∈ R.

∆−1 u = α ∆−1 u1,1 + β ∆−1 u2,1 =

(
− 2α

3π2

)
u1,1 +

(
− β

3π2

)
u2,1.

Logo, ∆−1u ∈ ker L, ou seja, ker L é invariante por ∆−1.
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2) Seja w ∈ M . Como M ⊂ R · {um,1, uk,l |m ≥ 3, k ≥ 1, l ≥ 2}, temos que a série de

Fourier de w é da forma

w =
∞∑

m=3

αmum,1 +
∞∑

k=1

∞∑

l=2

αk,l uk,l.

Assim,

∆−1w =
∞∑

m=3

αm ∆−1um,1+
∞∑

k=1

∞∑

l=2

αk,l ∆
−1uk,l =

∞∑
m=3

(−αm)

λm,1

um,1+
∞∑

k=1

∞∑

l=2

(−αk,l)

λk,l

uk,l.

Portanto, ∆−1w ∈ (R · {um,1, uk,l |m ≥ 3, k ≥ 1, l ≥ 2} ∩ B) ⊂ M , ou seja, M é

invariante por ∆−1.

Analogamente, observando que

(uk,l)ss = −k2π2

µ2
uk,l = −k2π2

2
uk,l,

para µ = µc =
√

2, mostramos que o operador u 7→ uss deixa os espaços ker L e M

invariantes.

Seja g ∈ B tal que g = ∆−2h, ou seja, ∆2g = h com condições de fronteira g = ∆g = 0

em ∂Ωµ.

Podemos obter g da série de Fourier de h. Observamos que apenas os coeficientes dos

termos u1,1 e u2,1 são importantes para o que precisamos. Dessa forma, decompomos

h = z1u1,1 + z2u2,1 + w,

com

z1 = P1h =

∫∫

Ωµ

h(s, t) u1,1(s, t) ds dt,

z2 = P2h =

∫∫

Ωµ

h(s, t) u2,1(s, t) ds dt

e w ∈ M . Logo,

g = ∆−2(h) = ∆−2(z1u1,1 + z2u2,1 + w) = z1 ∆−2u1,1 + z2 ∆−2u2,1 + ∆−1w =

=
4

9π4
z1u1,1 +

1

9π4
z2u2,1 + ∆−2w.

Dessa forma,

gss =
4

9π4
z1(u1,1)ss +

1

9π4
z2(u2,1)ss + (∆−2w)ss = − 2

9π2
z1u1,1 − 2

9π2
z2u2,1 + (∆−2w)ss,
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onde (∆−2w)ss ∈ M .

Portanto,

P ((∆−2([u1,1, u1,1]))ss) = P (gss) = (P1gss, P2gss) =

=

(
− 2

9π2
z1P1u1,1 − 2

9π2
z2P1u2,1 + P1(∆

−2w)ss,− 2

9π2
z1P2u1,1 − 2

9π2
z2P2u2,1 + P2(∆

−2w)ss

)

Como < u1,1, u2,1 > = 0, segue que P1u2,1 = P2u1,1 = 0. Além disso, Piŵ = 0, i = 1, 2,

para ŵ ∈ M . Em particular, Pi((∆
−2w)ss) = 0, i = 1, 2.

Segue que

P ((∆−2([u1,1, u1,1]))ss) =

(
− 2

9π2
z1,− 2

9π2
z2

)
= − 2

9π2
(z1, z2) = − 2

9π2
(P1h, P2h),

ou seja,

P ((∆−2([u1,1, u1,1]))ss) = − 2

9π2
P ([u1,1, u1,1]). (5.48)

Da expressão (5.45) para fxx(0, Λc) e de (5.48), conclúımos que

fxx(0, Λc) = − 4d

9π2
P ([u1,1, u1,1]) + d

(
− 2

9π2
P ([u1,1, u1,1])

)
= − 2

3π2
dP ([u1,1, u1,1]).

Usando apenas relações trigonométricas básicas, mostramos que

[u1,1, u1,1] = 2((u1,1)ss(u1,1)tt − ((u1,1)st)
2) = −π4

√
2 (cos(

√
2πs) + cos(2πt)).

Logo, P ([u1,1, u1,1]) = (P1([u1,1, u1,1]), P2([u1,1, u1,1])), com

P1([u1,1, u1,1]) = < [u1,1, u1,1], u1,1 > =

=

∫∫

Ωµ

(−π4
√

2 (cos(
√

2πs)+cos(2πt)))(2
3
4 sen

(
π√
2
s

)
sen (πt)) ds dt =

2
3
4 16 π2

3
,

P2([u1,1, u1,1]) = < [u1,1, u1,1], u2,1 > =

=

∫∫

Ωµ

(−π4
√

2 (cos(
√

2πs) + cos(2πt)))(2
3
4 sen

(√
2πs

)
sen (πt)) ds dt = 0.

Portanto,

fxx(0, Λc) = −d
2

3π2

(
2

3
4 16 π2

3
, 0

)
=

(
−32

9
2

3
4 d, 0

)
.

Analogamente, mostramos que

fyy(0, Λc) =

(
−728

45
2

3
4 d, 0

)
e fxy(0, Λc) =

(
0,−728

45
2

3
4 d

)
.
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• Cálculo de fxλ(0, Λc) e fyλ(0, Λc).

Recordamos que fxλ(z, Λ) = PF̂uu(Φ(z)+w̄(z, Λ), Λ)(Φx(z)+w̄x(z, Λ), Φλ(z)+w̄λ(z, Λ))+

+PF̂uλ(Φ(z)+w̄(z, Λ), Λ)(Φx(z)+w̄x(z, Λ))+PF̂u(Φ(z)+w̄(z, Λ), Λ)(Φxλ(z)+w̄xλ(z, Λ)).

Logo,

fxλ(0, Λc) = PF̂uu(0, Λc)(u1,1, w̄λ(0, Λc)) + PF̂uλ(0, Λc) u1,1 + PL(w̄xλ(0, Λc)).

Sabemos que w̄(0, Λ) = 0, para todo Λ. Segue que w̄λ(0, Λc) = 0. Como F̂uu(0, Λc) é

bilinear, conclúımos que F̂uu(0, Λc)(u1,1, 0) = 0.

Como PL(u) = 0, para todo u ∈ B, segue que PL(w̄xλ(0, Λc)) = 0 e, portanto,

fxλ(0, Λc) = PF̂uλ(0, Λc) u1,1.

Analogamente,

fyλ(0, Λc) = PF̂uλ(0, Λc) u2,1.

Temos que F̂uλ(u, λ, µ)wη = lim
h→0

F̂u(u, λ + hη, µ)w − F̂ (u, λ, µ)w

h
.

Fazendo os cálculos, obtemos F̂uλ(u, λ, µ)wη = η wss.

Logo, F̂uλ(0, Λc)w = wss.

Portanto,

fxλ(0, Λc) = P ((u1,1)ss),

fyλ(0, Λc) = P ((u2,1)ss).

Observamos que

P ((u1,1)ss) = (P1((u1,1)ss), P2((u1,1)ss)) = (< (u1,1)ss, u1,1 > , < (u1,1)ss, u2,1 >) =

= (< −π2

2
u1,1, u1,1 > , < −π2

2
u1,1, u2,1 >) = −−π2

2
(< u1,1, u1,1 >, 0) =

= −π2

2
(1, 0) = (−π2

2
, 0).

Analogamente, mostramos que P ((u2,1)ss) = (0,−2π2).

Portanto,

fxλ(0, Λc) = (−π2

2
, 0) e fyλ(0, Λc) = (0,−2π2).

• Cálculo de fxµ(0, Λc) e fyµ(0, Λc).
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Da mesma forma que mostramos que fxλ(0, Λc) = PF̂uλ(0, Λc) u1,1 e que fyλ(0, Λc) =

PF̂uλ(0, Λc) u2,1, mostra-se que

fxµ(0, Λc) = PF̂uµ(0, Λc) u1,1 e fyµ(0, Λc) = PF̂uµ(0, Λc) u2,1.

Para calcular F̂uµ(0, Λc) é necessário fazer uma mudança em F̂ : B × R2 → Co(Ωµ)

pois µ não aparece explicitamente na expressão de F̂ , mas na definição do espaço B.

Recordamos que

F̂ (u, λ, µ) = ∆2u− [u, f̂(u)] + λuss − d(f̂(u))ss,

com f̂ : B → B dada por f̂(u) = ∆−2

(
−1

2
[u, u]− d uss

)
e µ variando o domı́nio Ωµ =

[0, µ]× [0, 1].

Usando a expressão de Fu dada em (5.44) e calculando no ponto (0, λ, µ), obtemos

Fu(0, λ, µ)w = ∆2w + λwss + d2(∆−2(wss))ss. (5.49)

Para podermos derivar esta expressão em µ, precisamos transformar w : Ωµ → R

em uma função definida em um domı́nio fixado Ω com µ aparecendo na expressão da

diferencial dos operadores.

Consideramos r = r(s) =
µc

µ
s =

√
2

µ
s. Temos que s ∈ [0, µ] se, e somente se,

r ∈ [0, µc] = [0,
√

2]. Definimos ω : [0,
√

2]× [0, 1] = Ωµc → R por

ω(r, t) = w

(
µ√
2

r, t

)
.

Temos que w ∈ B se, e somente se, ω ∈ C4(Ω̊µc)∩C2(Ωµc) com ω = ∆ω = 0 em ∂Ωµc .

Podemos também escrever w(s, t) = ω

(√
2

µ
s, t

)
. Logo,

ws(s, t) = ωr

(√
2

µ
s, t

) √
2

µ
=

√
2

µ
ωr(r, t),

wss(s, t) = ωrr

(√
2

µ
s, t

)
2

µ2
=

2

µ2
ωrr(r, t),

∆w = wss + wtt =
2

µ2
ωrr + ωtt.

Definimos ∆µω =
2

µ2
ωrr + ωtt. Observamos que ∆µc = ∆. Substituindo estas ex-

pressões em (5.49) com w(s, t) = ω(r, t), obtemos

Fu(0, λ, µ)w = Fu(0, λ, µ)ω = ∆2
µω +

2 λ

µ2
ωrr +

2 d2

µ2

(
∆−2

µ

(
2

µ2
ωrr

))

rr

. (5.50)
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Dessa forma, podemos calcular a derivada de Fu(0, λ, µ) em relação a µ usando (5.50).

Pelo método clássico para calcular derivadas, obtemos

∂

∂µ
(∆2

µω) = − 8

µ3
∆µ(ωrr),

∂

∂µ

(
2λ

µ2
ωrr

)
= − 4

µ3
ωrr.

Logo, em µ = µc =
√

2 e λ = λc, temos

∂

∂µ
(∆2

µω) = −2
√

2 ∆(ωrr) e
∂

∂µ

(
2λ

µ2
ωrr

)
= −

√
2 λc ωrr.

Resta calcular
∂

∂µ

(
2 d2

µ2

(
∆−2

µ

(
2

µ2
ωrr

))

rr

)
.

Para isso, consideramos h(r, µ) = ∆−2
µ

(
2

µ2
ωrr

)
. Logo,

∆2
µ(h(r, µ)) =

2

µ2
ωrr. (5.51)

Segue que
∂

∂µ

(
2 d2

µ2

(
∆−2

µ

(
2

µ2
ωrr

))

rr

)
=

∂

∂µ

(
2 d2

µ2
(h(r, µ))rr

)
= −4 d2

µ3
(h(r, µ))rr+

2 d2

µ2

(
∂

∂µ
h(r, t)

)

rr

.

Para obter a derivada de h em relação a µ, calculamos a derivada em µ da equação

(5.51). Assim,

2∆µ

(
∂

∂µ
∆µh

)
+ ∆2

µ

∂h

∂µ
= − 4

µ3
ωrr.

Em µ = µc, temos − 8

µ3
c

∆((∆−2(ωrr))rr) + ∆2 ∂h

∂µ
= − 4

µ3
ωrr, ou seja,

∂h

∂µ
= 2

√
2 ∆−1((∆−2(ωrr))rr)−

√
2 ∆−2(ωrr).

Logo,

F̂uµ(0, Λc)ω = −2
√

2 ∆(ωrr)−
√

2 λc ωrr −
√

2 d2 (∆−2(ωrr))rr+

+2
√

2 d2(∆−1((∆−2(ωrr))rr))rr −
√

2 d2(∆−2(ωrr))rr.

Em λ = λc, µ = µc =
√

2 e r = s, temos

fxµ(0, Λc) = PF̂uµ(0, Λc) u1,1 = −2
√

2 ∆((u1,1)ss)−
√

2 λc (u1,1)ss −
√

2 d2 (∆−2((u1,1)ss))ss+

+2
√

2 d2(∆−1((∆−2((u1,1)ss))ss))ss −
√

2 d2(∆−2((u1,1)ss))ss.



Estudo das equações reduzidas de bifurcação 132

Substituindo os valores

(u1,1)ss = −π2

2
u1,1, ∆u1,1 = −3

2
π2u1,1, ∆−1u1,1 = − 2

3π2
u1,1 e ∆−2u1,1 =

4

9π4

na expressão acima, obtemos

fxµ(0, Λc) =

(
3
√

2

4
π4 −

√
2

27
d2 , 0

)
.

Analogamente, substituindo u1,1 por u2,1, obtemos

fyµ(0, Λc) =

(
0 , −3

√
2 π4 +

4
√

2

27
d2

)
.

Portanto, usando as derivadas calculadas acima, obtemos a série de Taylor da aplicação

f = (f1, f2) em torno do ponto (z, Λ) = (0, Λc) que é dada por

f1(z, Λ) = Ax2 + Cy2 + (a1λ + b1µ) x + h.o.t,

f2(z, Λ) = 2Cxy + (a2λ + b2µ) y + h.o.t,

com A = −16

9
2

3
4 d, C = −364

45
2

3
4 d, a1 = −π2

2
, a2 = 4 a1, b1 =

3
√

2

4
π4 −

√
2

27
d2 e

b2 = −3
√

2 π4 +
4
√

2

27
d2.

5.5 Estudo das equações reduzidas de bifurcação

As equações de bifurcação obtidas por Wu em [29] são

Ax2 + Cy2 + (a1λ + b1µ) x + h.o.t = 0, (5.52)

2Cxy + (a2λ + b2µ) y + h.o.t = 0, (5.53)

z = (x, y) representam as coordenadas das funções do núcleo da linearização das equações

diferenciais parciais que descrevem a envergadura do painel ciĺındrico e (λ, µ) são os dois

parâmetros de bifurcação.

Com o processo de Redução de Lyapunov-Schmidt, Wu obtém A = −16

9
2

3
4 d, C =

−364

45
2

3
4 d, a1 = −π2

2
, a2 = 4 a1, b1 =

3
√

2

4
π4 −

√
2

27
d2 e b2 = −3

√
2 π4 +

4
√

2

27
d2.

Algumas hipóteses são necessárias para obter as equações acima que detalharemos a

seguir.
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1) (H 0) A origem x = y = 0 é uma solução para todo (λ, µ) ∈ (R2, 0) e os termos de

ordem alta também anulam-se quando x = y = 0.

2) O sistema tem a simetria do operador S : B → B definido por

(S u)(s, t) = u(µ− s, t). (5.54)

Observamos que se u ∈ B, então S u ∈ B pois S u ∈ C4(Ω̊µ)∩C2(Ω̄µ) e S u = ∆(S u) =

0 em ∂Ωµ.

Além disso, este operador é linear e limitado.

De fato.

i) (S(αu+βv))(s, t) = (αu+βv)(µ−s, t) = α u(µ−s, t)+β v(µ−s, t) = α((S u)(s, t))+

β((S u)(s, t)), para quaisquer α, β ∈ R e u, v ∈ B.

ii) Para u ∈ B, definimos ‖u‖2 =

∫∫

Ωµ

|u(s, t)|2 ds dt. Logo,

‖S u‖2 =

∫∫

Ωµ

|(S u)(s, t)|2 ds dt =

∫∫

Ωµ

|u(µ−s, t)|2 ds dt =

∫ µ

0

∫ 1

0

|u(µ−s, t)|2dt ds =

∫ 0

µ

∫ 1

0

|u(w, t)|2 dt(−dw) =

∫ µ

0

∫ 1

0

|u(w, t)|2 dt dw = ‖u‖2.

Seja

‖S‖# = sup
u6=0

‖Su‖
‖u‖ = 1.

Portanto, S é limitado.

Mostramos que ker L é um espaço 2-dimensional quando µc =
√

2 e seus geradores são

u1,1(s, t) = 2
3
4 sen

(
π√
2
s

)
sen(πt),

u2,1(s, t) = 2
3
4 sen(

√
2πs) sen(πt).

Como L u1,1 = 0 e Lu2,1 = 0, u1,1 e u2,1 são auto-funções de L associadas ao auto-valor

zero.

Segundo (5.54), S atua em u1,1 e u2,1 da seguinte forma:

• (S u1,1)(s, t) = u1,1(
√

2− s, t) = 2
3
4 sen

(
π√
2
(
√

2− s)

)
sen(πt) =

= 2
3
4 sen

(
π − π√

2
s

)
sen(πt) = 2

3
4 sen

(
π√
2
s

)
sen(πt) = u1,1(s, t).

• (S(u2,1))(s, t) = u2,1(
√

2− s, t) = 2
3
4 sen(

√
2π(

√
2− s)) sen(πt) =

= 2
3
4 sen(2π −

√
2πs) sen(πt) = 2

3
4 sen(−

√
2πs) sen(πt) = −2

3
4 sen(

√
2πs) sen(πt) =

−u2,1(s, t).
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Recordamos que

Φ : R2 −→ ker L

(x, y) 7−→ Φ(x, y) = xu1,1 + y u2,1

é um isomorfismo. Φ induz a ação analisada no Caṕıtulo 2, pois

(S(xu1,1 + y u2,1))(s, t) = x (S(u1,1))(s, t) + y (S(u2,1))(s, t) = xu1,1(s, t)− y u2,1(s, t).

(5.55)

Logo, usando (5.55), temos

Φ((−1) ? (x, y)) = Φ(x,−y) = xu1,1 − y u2,1 = S Φ(x, y).

Portanto, a ação de S apresentada em [29, 30] corresponde à ação de Z2 = {−1, 1}
em R2.

3) Outras hipóteses são adicionadas por Wu em [29, 30], chamadas condições de não

degeneracidade:

ND0 : AC (a1 b2 − a2 b1) 6= 0,

ND1 : a1 a2 (2 a1 C − a2 A) 6= 0.

5.6 Comparação com nosso trabalho

Um dos nossos principais resultados, o Corolário 3.9.1, diz que se f = [p, q] ∈ ~E Z0
2

(x,y,λ,µ)

satisfaz as condições

po = po
x = qo = 0

e as condições de não-degeneracidade

po
xx > 0, po

v 6= 0, qo
x 6= 0 e (po

xλq
o
µ − qo

λp
o
xµ) 6= 0,

então f é Z0
2-equivalente por bifurcação à forma normal

[x2 + ε1v + λx, 2ε2x + δ1µ], (5.56)

em que ε1 = sinal (po
v), ε2 = sinal (qo

x) e δ1 = sinal (po
xλq

o
µ − qo

λp
o
xµ).

Em particular, usando a condição (H0), a condição de Z2-simetria e a condição (ND0)

apenas, obtemos a forma normal para o problema de bifurcação dado em (5.52, 5.53) não

sendo necessário utilizar a condição (ND1) imposta por Wu em [29, 30].
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Além disso, nosso resultado mostra que o problema é 2-determinado, eliminando,

assim, os termos de ordem alta através das técnicas da Teoria de Singularidades e Teoria

de Bifurcações.

Não há explicação em [29, 30] sobre como os termos de ordem alta podem ser elimina-

dos. O autor, apenas, sugere que os termos quadráticos são suficientes para descrever o

comportamento das soluções da linearização do modelo matemático proposto de equações

diferenciais parciais dado em (5.5, 5.6).

5.7 Diagrama de bifurcação da forma normal

De (5.56),

f(x, y, λ, µ) = [x2 + ε1v + λx, 2ε2x + δ1µ] (5.57)

é a forma normal do problema de bifurcação de corank 2 com centro organizador de menor

codimensão. Podemos escrever

f(x, y, λ, µ) = F0(x, y, ᾱ1(λ, µ), ᾱ2(λ, µ)),

com ᾱ1(λ, µ) = λ e ᾱ2(λ, µ) = δ1µ.

No caso das equações de bifurcação (5.52, 5.53), temos

δ1 = sinal (a1 b2 − a2 b1) (5.58)

e ε1 = ε2 = sinal (C) = −1.

Resolvendo a equação (5.58), obtemos

δ1 > 0 se d <
9π2

2
,

δ1 < 0 se d >
9π2

2
.

No trabalho do Wu [29] é suposto d
1
2 ≤ 2π. Logo,

d
1
2 ≤ 2π ⇒ d ≤ 4π2 <

9π2

2
⇒ δ1 > 0.

Logo, como δ1 > 0, α1 corresponde ao eixo λ e α2 ao eixo µ na projeção do conjunto

solução de F0(x, y, α1, α2) = 0 no plano (α1, α2) dado no Caṕıtulo 4.

Portanto, podemos representar o diagrama de bifurcação do problema de bifurcação

f dado em (5.57) por sua projeção no plano (λ, µ), como segue.
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Figura 5.3: Projeção do conjunto solução de f(x, y, λ, µ) = 0 no plano (λ, µ).

Representamos as soluções em cada componente conexa da Figura 5.3 com quadrados

para as soluções em Z0 ou ZZ2 e ćırculos para as soluções em Z1. Os quadrados à

esquerda representam a solução trivial. Os quadrados à direita representam as soluções

não triviais em ZZ2 e os ćırculos as soluções em Z1 que aparecem aos pares. O tipo

de preenchimento dos quadrados e ćırculos representam os sinais dos autovalores. Os

quadrados ¥ representam soluções com autovalores com partes reais negativas (−,−), os

quadrados £ as soluções com autovalores com partes reais positivas (+, +) e os quadrados

¤ e ćırculos ◦, aquelas com um autovalor com parte real positiva e o outro com parte real

negativa.

5.8 Envergadura do painel ciĺındrico

As figuras abaixo não representam exatamente as soluções do sistema de equações

diferenciais parciais que modelam a envergadura do painel ciĺındrico, mas sim as soluções

das equações linearizadas.

Próximo ao ponto de bifurcação

(
0, 0,

9

2
π2 +

2

9π2
d,
√

2

)
, a parte principal da Série de

Fourier da solução do sistema de equações diferenciais parciais é uma solução da equação

linearizada. Dessa forma, as figuras abaixo fornecem uma idéia de como o painel bifurca

segundo a forma das auto-funções obtidas como soluções da linearização.

Na Figura 5.4 temos o painel ciĺındrico não deformado cujo modelo pode ser dado por

u0(s, t) = t (1− t),

(s, t) ∈ R2.



Envergadura do painel ciĺındrico 137

Na Figura 5.5, o painel bifurca segundo a forma da auto-função ū1,1, solução da equação

linearizada, cujo modelo é

ũ1(s, t) = u0(s, t) + ū1,1(s, t) = t(1− t) + sen

(
π√
2

s

)
sen (πt),

(s, t) ∈ [0,
√

2]× [0, 1].

Na Figura 5.6, o painel bifurca segundo a forma da auto-função ū2,1, solução da equação

linearizada, cujo modelo é

ũ2(s, t) = u0(s, t) + ū2,1(s, t) = t(1− t) + sen(
√

2π s) sen (πt),

(s, t) ∈ [0,
√

2]× [0, 1].

Na Figura 5.7, o painel bifurca segundo a forma de uma combinação linear das auto-

funções, cujo modelo é

ũ3(s, t) = u0(s, t) + 0, 7 ū1,1(s, t) + 0, 5 ū2,1(s, t)

= t (1− t) + sen (πt)

(
0, 7 sen

(
π√
2

s

)
+ 0, 5 sen (

√
2πs)

)
,

(s, t) ∈ [0,
√

2]× [0, 1].

Figura 5.4: Painel não deformado.

Figura 5.5: Painel bifurcando segundo a forma da auto-função ū1,1.
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Figura 5.6: Painel bifurcando segundo a forma da auto-função ū2,1.

Figura 5.7: Painel bifurcando segundo a forma de uma combinação linear das

auto-funções ū1,1 e ū2,1.
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2003.

[19] Herstein I.N. Topics in Algebra. New York: John Wiley and Sons, Inc., 1975.
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