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Resumo

Neste trabalho estudamos um problema de bifurcagao Zs-equivariante de corank dois
e com dois parametros motivados pela equagao de bifurcagao que descreve a envergadura
de um painel cilindrico sujeito a uma compressao axial.

Nossa abordagem é através da Formulacao por Caminhos que considera um problema
de bifurcacao como o pull-back por um caminho do desdobramento miniversal do cen-
tro organizador do problema de bifurcagao, que é a singularidade obtida anulando-se os
parametros de bifurcagao.

Utilizamos técnicas da Teoria de Singularidades sem um grupo explicito de equivaléncias
para os caminhos associados ao problema de bifurcacao. Nossos calculos sao puramente
algébricos.

Mostramos como nossos resultados podem ser aplicados ao estudo da envergadura do

painel cilindrico.

Palavras-chave: Zj-equivaléncia, Formulacao por Caminhos Algébrica, Envergadura de

um Painel Cilindrico.



Abstract

In this work we study a corank two Zs-equivariant bifurcation problem with two
parameters that arise as the bifurcation equation of the buckling problem of a cylindrical
panel under an axial compressive load.

We use the Path Formulation approach that considers a bifurcation problem as the
pull-back by a path of the miniversal unfolding of the core of the problem, the singularity
obtained by setting the parameters to zero.

We apply Singularity Theory without an explicit group of equivalences for the paths
defining the bifurcation problem. Our calculations are purely algebraic.

We show how our results can be applied to study the buckling of the cylindrical panel.

Keywords: ZJ-equivalence, Algebraic Path Formulation, Buckling of a Cylindrical Panel.
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Introducao

Este trabalho é baseado nos artigos Constructive analysis of buckling mode interactions
with single Zo-symmetry de B. Wu [29], Origin preserving path formulation for multipara-
meter Zs-equivariant corank 2 bifurcation problems de Jacques-Elie Furter e Angela Maria
Sitta [13] e Algebraic path formulation for equivariant bifurcation problems de Jacques-Elie
Furter, Angela Maria Sitta e lan N. Stewart [14].

O objetivo principal é usar a Formulagao por Caminhos obtida via técnicas da Teoria
de Singularidades, para obter a forma normal do problema de bifurcacao de corank 2 e
dois parametros de bifurcacao que descreve o modelo matematico da envergadura de um
painel cilindrico sujeito a uma compressao axial apresentada por B. Wu no artigo [29].

A metodologia utilizada é via os principios basicos que definem a Formulagao por
Caminhos dentro de um contexto puramente algébrico. A idéia basica dessa teoria foi
sugerida por Golubitsky e Schaeffer em [16] onde eles relacionam problemas de bifurcagao
em uma varidavel padrao e sem simetria com um caminho através do desdobramento
miniversal de uma cuspdide. Esta idéia basica tem sido estendida e aplicada para pro-
blemas de bifurcacao em geral.

Os grupos de equivaléncia que definimos nos Capitulos 2 e 3 sao subgrupos geométricos
do Grupo de Contato, cuja definicao encontra-se em [10]. Dessa forma, os resultados
da Teoria de Desdobramento e de Determinacao Finita podem ser utilizados no nosso
contexto.

A érbita de um germe finitamente determinado é determinada pelo seu polinomio de
Taylor de uma certa ordem e germes finitamente determinados admitem um desdobra-
mento versal com um nimero finito de parametros.

Este trabalho esta distribuido em cinco capitulos, como segue.

No Capitulo 1, apresentamos conceitos preliminares da Teoria de Singularidades e

Teoria de Bifurcacao necessarios para nossos estudos.
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O Capitulo 2 ¢ dedicado ao estudo dos centros organizadores. Definimos a Z3-equiva-
léncia, os espacos tangentes e apresentamos resultados cléssicos da Teoria de Desdobra-
mentos e Determinagao Finita essenciais para demonstrar o Teorema 2.8.1, o qual fornece
a solugao para o problema do reconhecimento do centro organizador de menor codimensao.

O principal capitulo deste trabalho é o Capitulo 3. Nele, apresentamos a Teoria da
Formulacao por Caminhos e a aplicamos ao estudo de problemas de bifurcagao de corank
2 com dois parametros e com simetria do grupo Z,. A condi¢ao denominada preservacao
da origem caracteriza nosso problema em estudo e isto fornece uma estrutura adicional
que implementamos em nossa analise. Nesse contexto, mostramos que tal problema de
bifurcacao ¢ de codimensao zero.

Utilizamos técnicas da Teoria de Singularidades sem um grupo explicito de equivaléncias
para os caminhos associados ao problema de bifurcacao. Por fim, obtemos a forma nor-
mal que descreve o modelo matematico, dado por um sistema de equacoes diferenciais
parciais, da envergadura de um painel cilindrico. Os principais resultados obtidos sao a
Proposicao 3.6.1, o Teorema 3.7.1, o Teorema 3.9.1 e o Corolario 3.9.1.

No Capitulo 4 estudamos os conjuntos de bifurcacao local, as bifurcacoes tipicas
que ocorrem em cada conjunto de bifurcacao local e os diagramas de bifurcagao do Z9-
desdobramento miniversal do centro organizador de menor codimensao obtido no Capitulo
2. Dentre os diagramas obtidos esta o que descreve os zeros da forma normal obtida no
Capitulo 3 e encontra-se no Capitulo 5.

Finalmente, o Capitulo 5 trata de uma aplicacao do estudo feito a um problema de
elasticidade que consiste em estudar a envergadura de um painel cilindrico sujeito a uma
compressao axial. Comparamos nossos resultados com os obtidos em [29] apresentando
resultados significativos, como eliminacao de hipoteses e obtencao de termos de ordem

alta que podem ser eliminados das equacoes de bifurcacao obtidas.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduzimos alguns conceitos fundamentais e pré-requisitos da Teoria

de Singularidades e Teoria de Bifurcacao que aparecerao no decorrer deste texto.

1.1 (Germes de aplicacoes diferenciaveis

Sejam F = {f : R® — RP| f é de classe C*} e fi, fo € F. Dizemos que f; ~ f, se
existe um aberto W C R" contendo a origem tal que fy,, = fa,, -

A relagao (~) é uma relacao de equivaléncia e, portanto, podemos definir
F
(~)

A cada classe de equivaléncia denominamos germe na origem. Para simplificar, deno-

Enp =7 =/ eF}

tamos os representantes das classes de &, , por f: (R",0) — R?, pois somente os valores

numa vizinhanga da origem sao importantes. Dessa forma, escrevemos
Enp=1f:(R",0) — RP| f é de classe C*}.

Quando n = p, para x = (z1, ..., x,,) € R", usamos também a notagao 67(117“"%) para o
conjunto &, , e quando p = 1 escrevemos simplesmente &, 1 = &, ... z,) OU & ou &,.

Definindo naturalmente em &y, . .,) as operagoes de adigao, produto por escalar e
produto, segue que &, ... 2,,) tem estrutura de R-dlgebra comutativa. Além disso, £, ... 2,

¢ um anel local sendo

M(:pl,...,xn) = {f € g(:vl,...,xn) | f(O) = O}

0 seu unico ideal maximal.
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O conjunto 57(117.“’%) tem estrutura de &, . ,,)-mddulo. Se f € g(ml,_“,xn) satisfaz
f(0) =0, escrevemos [ : (R",0) — (R",0).
Em todo trabalho, consideramos germes na origem diferenciaveis de classe C* e nos

referimos, apenas, como germes.

Notacgoes:

1) Denotamos um ideal de £, .. 4,) gerado por pi, ..., p por

< Pl ey Pk >Egan,wa)  OU, simplesmente, por < pi,...,pp > .

Analogamente, denotamos um &, .. »,)-submodulo de g(m,...,a:n) gerado por fi, ..., fx
por

< f17 7fk >5(:v17...,a:n) .

2) Denotamos um subespago vetorial real de &, ..y gerado por py, ..., pr, por

-----

R- {pla R 7pk}

3) Denotamos por f, a derivada de um germe de aplicacdo f : (R" x R!,0) — R" em
relagdo a varidvel a e por D, f(x,\) a matriz Jacobiana de f em relacao ao vetor

z € R™

4) Denotamos por f° o valor do germe f calculado na origem, ou seja, f° = f(0).

Analogamente, (D, f)° =D, f(0).

5) Quando x = (x1,...,x,) € R" pertencer a uma vizinhanca suficientemente pequena

em torno da origem, denotamos x € (R",0).

Definigao 1.1.1. O k-jato de um germe f € &y, .. »,) ha origem, denotado por 7*£(0), é
o polinomio de Taylor de ordem k de f em torno da origem omitindo-se o termo constante.

O k-jato de um germe de aplicacao f € Sﬁ(xlw,,xn) na origem é o germe de aplicagao
*£(0) : (R",0) — R" tal que j*f(0) é formado pelos k-jatos das componentes de f na

origem.

Lema 1.1.1 (Hadamard). Se f € M, . 4,), entdo existem germes ai, as, ...., a, em

Elar,my tals que f(x) = a1 ()1 + ... + an(2) ).
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Demonstracao. Ver [16], padg. 58. |

Segue do Lema de Hadamard que
M(ml’“.’xn) =< 1’1, ceey T >g(11

isto é, M(a, ..., ¢ 0 ideal gerado pelas projecoes m;(x1, ..., Tn) = @3, ¢ = 1, ..., n.

A k-ésima poténcia de My, . ..y ¢ dada por

M =<2 [ a=(a,....,an) EN" e |a| =k >¢,

(a:l,.,.,xn) »»»»» zn)’

com z% =z .. 28" e |a| = a1 + ... + .

1.2 Problemas de bifurcacao

Seja g : (R" x R!,0) — R™. Consideremos um sistema de equacoes diferenciais do
tipo
i+ gz, \) = 0. (1.1)

Os pontos de equilibrio sao as solucoes do sistema
g(xz, ) =0. (1.2)

Uma solugdo de (1.2) é um par (zg, Ag) tal que g(xq, Ag) = 0.

Seja (29, Ag) uma solugdo de (1.2). Se det (D,g(zo, Ag)) # 0, entdo pelo Teorema da
Funcao Implicita temos que g(xz,A) = 0 pode ser resolvido para z em fungao de A de
maneira Unica em uma vizinhanga suficientemente pequena de x.

Um vetor (zq, \g) é ponto de bifurcagdo de g se
9(z0,Ao) =0 e det (D.g(zo, Ao)) = 0. (1.3)
Definicao 1.2.1. O conjunto
S ={(z,\) € R" xR'| g(z,\) =0}
é chamado de diagrama de bifurcagao de g.

Consideramos ¢ : (R x R,0) — R tal que para cada A préximo de )y, o nimero n(\)
de z’s préximos a xg, para os quais (z, A) é uma solugao de g(z, A) = 0 é finito.
Um vetor (zg, A\g) é ponto de bifurcacao se n(\) muda quando A varia em uma vizi-

nhanca pequena de .
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Exemplo 1.2.1. Consideramos o germe de aplicagdo ¢g : (R x R,0) — R cujo diagrama
de bifurcagao S é dado na Figura 1.1. Temos que (zg, Ag) é ponto de bifurcacao de g, pois
para A proximo a Ag e a esquerda de Ao, n(A) = 1 e a direita de X\, n(A\) = 2.

Z,

Tor--------°

Figura 1.1: Diagrama de bifurcacao de g

Definicao 1.2.2. Um problema de bifurcacao ou germe de bifurca¢ao é um germe de
aplicacdo f : (R™ x R',0) — (R™,0), f = f(x,\), onde x = (21, ..., 7,) sdo as variaveis-

padréao e A = (Aq, ..., \;) os parametros de bifurcagao, satisfazendo det (D, f)° = 0.

Definigao 1.2.3. Seja f : (R” x RY,0) — (R",0) um problema de bifurcagao. O corank

de f ¢ a dimensao real do nicleo da matriz (D, f)°.

Observacao 1.2.1. No decorrer deste trabalho estudaremos problemas de bifurcacao

g: (R?* xR? 0) — (R?,0) de corank 2, ou seja, (D,)9)° = 0.

Em um dos primeiros livros escritos, em 1985, sobre aplicagoes da Teoria de Singulari-
dades a Teoria de Bifurcagao, denominado Singularities and Groups in Bifurcation Theory
escrito por Martin Golubitsky e David G. Schaeffer [16], foi usada a nomenclatura desdo-
bramento de um germe de bifurcacdo ou problema de bifurcag¢ao para o que na Teoria de
Singularidades é denominado deformag¢ao de um germe.

Como o nosso trabalho é baseado na Teoria de Bifurcagao existente na literatura em
livros e artigos que antecederam o livro acima e outros, usaremos o conceito de desdobra-

mento de um problema de bifurcacao estabelecido nessa nova linha de pesquisa.

Definigao 1.2.4. Seja g : (R™ x R!,0) — (R",0) um problema de bifurcacio. O germe
de aplicacio G : (R" x R! x R* 0) — R" é um desdobramento de g com k parametros
a=(ag,...,af) se

G(z,\,0) = g(x, N).
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Em alguns problemas de bifurcagao x = 0 é uma solugao, nao apenas para todos os va-
lores dos parametros de bifurcacao, mas também para todos os valores dos parametros
de um desdobramento desse problema. Explicitamente, se g : (R® x R!,0) — (R",0),
g = g(x,)\), é um problema de bifurcacido e G : (R" x R! x R* 0) — R", G = G(, )\, a),
¢ um desdobramento, entao

g(0,\) = G(0, A\, ) = 0,

para todo (), a) € (R' x R¥,0).
Esta condicao de preservacao da origem é que caracteriza os problemas de bifurcagao
que estudaremos. Se esta estrutura ¢ imposta, entao devemos implementéa-la a Teoria de

Singularidades usada para a classificacao e analise de tais problemas.

1.3 Grupos de Lie

Seja GL(n,R) o conjunto das matrizes reais n X n nao singulares. Se M,,(R) denota o
conjunto das matrizes reais n x n, entdao GL(n,R) C M, (R) é aberto em M, (R) onde em
M,,(R) estamos considerando a topologia induzida pelo isomorfismo entre M, (R) e R

Desta forma, GL(n,R) é um espaco topoldgico e podemos dar a seguinte defini¢ao.
Defini¢ao 1.3.1. Um grupo de Lie é um subgrupo fechado de GL(n,R).

Formalmente, estes sao os chamados grupos de Lie lineares, sendo grupo de Lie definido
de uma forma mais geral. Entretanto, como trabalharemos com grupos de Lie compactos,
esta definicao nos é mais apropriada devido a propriedade de que todo grupo de Lie

compacto no sentido mais geral ¢ homeomorfo a um grupo de Lie linear [5].

Observacao 1.3.1. Apesar de termos definido grupo de Lie como um subgrupo fechado de
GL(n,R), trabalharemos com conjuntos que, desde que sejam isomorfos a algum conjunto
satisfazendo a definicao 1.3.1, também serao chamados grupos de Lie.

No nosso caso, o grupo multiplicativo Z, = {1, —1} é isomorfo a {I,, —1,} C GL(n),

onde I,, é a matriz identidade n x n.

Definicao 1.3.2. Seja I' um grupo de Lie e V um espaco vetorial de dimensao finita.

Uma aplicacao
'<xv — V

(v,v) = -0

é uma acao de I' em V se
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1) esta aplicagao é continua,

2) y-(v14+vy) =7 v+ vy, para Y€l e vj,v0 € Ve v-(aw)=aly-v), para
vyelveVeacR,

3) 11 (12-v)=(nv) v, para 1,2 €l eveV,
4) 1-v=wv, parav € V com 1 sendo a identidade do grupo I'.

Para simplificar a notacao neste Capitulo 1, indicaremos toda acao de I' em V' por
v-v,y €' ev e V. Nos demais capitulos usaremos o simbolo (-) para denotar outras
acoes, por uma questao de simplificacao. No contexto ficara clara a acao estabelecida.

Seja W um espaco vetorial de dimensao finita com uma acao de I' em W denotada

poryAw,yel'eweW.

Definicao 1.3.3. Sejam V' e W espacos vetoriais de dimensao finita e I' um grupo de Lie
atuando em ambos os espacos segundo as acoes acima definidas.

Os espagos V' e W sao I'-isomorfos se existir um isomorfismo ® : V. — W tal que
O(y-v) =72 2(v),
parayel'ev e V.

Definicao 1.3.4. Seja I' um grupo de Lie atuando em um espago vetorial V. Um su-
bespago vetorial W C V' é D'-invariante se, para quaisquer w € W e v € I', temos

v-weW.

Definicao 1.3.5. Seja I' um grupo de Lie. Uma agao de I' em V' é irredutivel se os tinicos

subespagos I'-invariantes sao {0} e V.

1.4 TI'-invariancia e ['-equivariancia

Definicao 1.4.1. Seja I' um grupo de Lie compacto atuando em um espago vetorial de

dimensao finita V.

1) Uma fungao f:V — R é I'-invariante se

fly-v) = f(v),
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para quaisquer v € V ey eI

2) Uma aplicagao g : V. — V' é I'-equivariante se

9(y-v) =7-g(v),
para quaisquer v € V e vy eI

Definicao 1.4.2. Uma acao de I" em V' é absolutamente irredutivel se as inicas aplicagoes

lineares sobre V' I['-equivariantes sao multiplas da identidade.
Denotamos por

P{)={p:V — R| p é uma fungao polinomial T — invariante},

() ={
73(F) ={q:V — V| ¢ é uma aplicagao polinomial T' — equivariante},
(T)y={f:(V,0) — R| f éum germe I —invariante},

)=A

() ={g:(V,0) — V| g éum germe I' — equivariante}.

Temos que P(I') e E(I) sdo andis, P(I') ¢ um médulo sobre o anel P(I') e £(I) é um

médulo sobre o anel E(T).

Definigao 1.4.3. Um subconjunto finito B = {uy, usg, ..., u,,} de P(I') é uma base de
Hilbert de P(T") se para todo p € P(I'), existir h : R™ — R polinomial tal que

p() = h(uy(x), us(x), ..., up(z)).

Definicao 1.4.4. As aplicacoes polinomiais g1, gs, ..., g, € 73(F) geram o médulo 73(F) se,
para todo g € 75(F), existirem fi, fa, ..., fr € P(I') tais que

g = figr + fog2 + ... + fr9r.

Teorema 1.4.1 (Hilbert-Weyl). Se I" é um grupo de Lie compacto atuando em V', entao

existe uma base de Hilbert finita para o anel P(I).
Demonstracao. Ver [17], pag. 46. |

Teorema 1.4.2 (Schwarz). Se I' é um grupo de Lie compacto atuando em V' e {uy, ..., us}

¢ uma base de Hilbert para o anel P(I'), entao para todo f € (), existe h € & tal que

f(x) = h(uy(z),us(x), ..., us(x)).

Demonstracao. Ver [17], pag. 46. |
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1.5 Subgrupos de isotropia e o Lema dos Ramos
Equivariantes

Seja I' um grupo de Lie atuando em um espaco vetorial V.
Definicao 1.5.1. O subgrupo de isotropia de I' de um ponto x € V' é o subgrupo
Yo={ocel|o -xz=ux}.

Definicao 1.5.2. Dado ¥ C I' subgrupo, o subespaco de pontos fixos de X é o subespaco

vetorial de V'
Fix(¥)={zreV|oc-z=2,V o€ X}
Definicao 1.5.3. A odrbita de um ponto z € V' é o conjunto

Iy={y-z|yel}

Sejam ¢ : (R"® x R!,0) — (R",0) um problema de bifurcacio e I' um grupo de Lie
compacto atuando em R" tais que g(v -z, \) = v - g(x, \), para todo v € T'.

Observagao 1.5.1. O conjunto solugao da equagao g(z, A) = 0 é preservado pela simetria

I, isto é, se x é solucao, entao v - = é solugao, para todo v € I'. De fato,

g(v -2, A) =7-g(z,\) = 0.

Observagao 1.5.2. Se para todo A € R!, o vetor (0,\) é uma solugao de g(z,)\) = 0,
entao seu subgrupo de isotropia ¢ I'. Em geral, para tal problema podem ocorrer outras
solugbes x # 0 com subgrupo de isotropia %, < I'. Este fenomeno é denominado quebra
espontanea de simetria (de I'-simetria para 3,-simetria). O termo “espontanea’ significa
que g permanece I'-equivariante. Dessa forma, ao invés de uma solugao com toda simetria

I', passamos a ter uma Orbita de solugoes com simetria dos subgrupos de isotropia de T'.

Proposicao 1.5.1. Se Fix (I') = {0}, entao o vetor (0,\) é uma solucdo de g(z,\) = 0,
para todo A € R%,

Demonstragao. Para quaisquer v € I' e A € R/, temos g(0,\) = g(v-0,\) =~ - g(0, ).
Segue que ¢(0,\) € Fix (I') e, consequentemente, g(0, ) = 0. |

Teorema 1.5.1 (Lema dos Ramos Equivariantes). Seja I' um grupo de Lie atuando em

um espago vetorial V. Se
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a) a agao de I' em V' é absolutamente irredutivel,

b) g € 6_'2%,\) ¢ um problema de bifurcagao satisfazendo D,g(0, ) = ¢(A\) I com /(0) #
0,

c) ¥ CI' é um subgrupo de isotropia satisfazendo dim Fix (¥) = 1,

entdo existe um tunico ramo de solugdes suaves para a equacao g(z,A) = 0 tal que o

subgrupo de isotropia de cada solucao neste ramo ¢ 3.

Demonstracao. Ver [17], pag. 82. |

1.6 Teorema de Preparacao Equivariante

1.6.1 Quociente de moédulos

Sejam R um anel comutativo, M um R-médulo e N C M um R-submédulo. A relacao
xr~ysey—x € N, para x,y € M, é uma relacao de equivaléncia. Segue que z e y
estao na mesma classe de equivaléncia se existir n € N tal que y = x + n. Desta forma,

definimos o quociente  due tem estrutura de R-moédulo induzida de M.

Definigao 1.6.1. Seja7m: M — w2 aplicacao projecao dada por w(m) = m + N em

que a classe m + N = {m + n|n € N}. Para simplificar, dizemos proje¢ao de m em v

1.6.2 Preliminares para o Teorema de Preparacao Equivariante

No Capitulo 3 usaremos uma consequéncia importante do Teorema de Preparacao
Equivariante para verificar se um determinado médulo ¢ finitamente gerado que é o
Corolario 1.6.1.

Consideramos o caso no qual um grupo de Lie compacto I' atua em dois espagos
vetoriais V e W.

Para distinguirmos os germes ['-invariantes definidos em V' dos definidos em W, usamos
x para denotar coordenadas em V e y para denotar coordenadas em W. Assim, &,(T")
é o anel dos germes I'-invariantes em V e &,(I') é o anel dos germes [-invariantes em
W. Na literatura também sao usadas as notagoes &y (I') e Ew (I) para &E,(I') e &,(T),

respectivamente, para enfatizar os espagos vetoriais com a agao de I ao invés das variaveis.
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Definicao 1.6.2. Seja ¢ : V — W um germe de aplicacao [-equivariante satisfazendo
©(0) = 0. Temos que ¢ induz uma aplica¢ao

e &) — &(D)
[ fle)

(1.4)

chamada pull-back de .

A aplicacao ¢* é um homomorfismo de anel.

Logo, dada uma aplicacao ['-equivariante ¢ : V' — W é possivel interpretar qualquer
E:(I')-médulo N como um &,(I')-mdédulo via ¢*. O Teorema da Preparacao Equivariante
fornece um critério para sabermos quando N ¢é finitamente gerado como &,(I')-mdédulo.

Denotamos por M, (I') o ideal maximal de &£,(I') formado pelos germes de fungoes

[-invariantes que anulam-se na origem.

Teorema 1.6.1 (Teorema de Preparacao Equivariante). Sejam N um &,(I")-médulo fini-
tamente gerado e ¢ : V. — W um germe de aplicacao I'-equivariante satisfazendo
©(0) = 0. O médulo N é um &,(I')-moédulo finitamente gerado, via ¢*, se, e somente

se,

Demonstracao. Ver [17], pdg. 244. |

Corolario 1.6.1. Sejam x € R", 6 € R™ e I" um grupo de Lie atuando em R" e trivial-
mente em R™. Seja N um &, 5 (I')-médulo finitamente gerado. As seguintes afirmacoes

sao equivalentes:
a) N é finitamente gerado por ny, ..., n; sobre o anel &,

b) N = M§N+R {nl,...,nt},
N

c) Ny = =R-{n4,...,n¢}, sendo n; a projecdo de n; em Ny, i =1, ..., t.

Demonstragio. Para as equivaléncias entre a) e b) ver [17], pag. 234 e pag. 243. E
usado o Teorema de Preparacao Equivariante com V = R"" W =R"™ e ¢(x,0) = 0.
Mostremos que b) implica c). Para isso, fazemos o quociente por Ms N em ambos os

lados de b):
N

Ms N

= N, (1.5)
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M5N+R {TLl,...
Ms N

e =R-{nq,..., i}, (1.6)

N

Ms N
De (1.5) e (1.6), segue que Ny = R -{ny,...,n;}, que é o item c).

onde n; =n; + MsN,1=1,...,t, sao as projecoes de n; em Ny =

Para mostrarmos que c¢) implica em b), basta observarmos que de c), qualquer n € N

é combinagao linear de n;, ¢ = 1, ..., t, médulo My N, ou seja,

t t t
n = ZOKZ' 77LZ+M5N = Zaz(nl—l—./\/u N)+M5N = (Z (073 m) +M5 N, o; € R, 1= 1,

=1 =1 =1

que ¢é a condigao b). [ |

1.7 Grupo de Equivaléncia de Contato

Nesta secao definimos o Grupo de Equivaléncia de Contato /C,, .

Os grupos de equivaléncias que trabalharemos nos Capitulos 2 e 3 sao subgrupos
geométricos de IC,, ,, e, portanto, as Teorias de Desdobramentos e de Determinacao Finita
podem ser aplicadas no nosso caso de acordo com os resultados apresentados em [10].

Para definir o Grupo de Equivaléncia de Contato K, ,,, introduzimos alguns conceitos
e notacoes preliminares.

Usamos a notagao En,p para o conjunto dos germes 7 : (R™,0) — M,(R). Denotamos
por 1\H/[n7p o subconjunto de En,p formado pelas matrizes T tais que 7° € GLy(p,R) em

que GL4 (p,R) = {T € GL(n,R) | det(T) > 0}.
Consideramos K,, ,, o conjunto
Knp = {(T.X)| X € Myp e (D,X), T € My}
Dados (11, X1), (Ts, X2) € K, p, definimos a operacao
(T, X1) + (T2, Xo)](2) = (T1(2)(T2(Xa(2))), Xo(Xa(2))). (1.7)

Com essa operacao (IC,,p, *) tem estrutura de grupo. O elemento identidade deste
grupo ¢é o par (I, ,,), onde I, é a matriz identidade de ordem p e I,, denota o germe de

&, dado por I,,(z) = z. O elemento inverso de (T, X) € K,,,, é definido por
(T, X) " 2) = (T (X (x)), X))

O grupo K,, , é¢ denominado Grupo de Equivaléncia de Contato.
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Uma agao do grupo K, , em M, , é

Knpx My, — My, (18)
((T7X)7f) — (T,X)-f:T(fOX).
Definicao 1.7.1. Dois germes f, g € M,,, sao equivalentes por contato se eles pertencem

a mesma Orbita da acao (1.8), isto é, se existe (T, X) € K,,, tal que

g(x) = T(x)f(X(x)). (1.9)

Observacao 1.7.1. Na literatura, o Grupo de Equivaléncia de Contato é definido de
forma mais geral em [10]. Neste tabalho, usamos a defini¢do apresentada em [17], pois

nossos grupos de equivaléncias sao subgrupos de C,, .

1.8 Processo de Reducao de Lyapunov-Schmidt

Os resultados dessa se¢ao sao descritos e provados nas referéncias [2], [20] e [9].

Seja F': U x V — Z uma aplicacao de classe C*, k > 1, definida nos abertos U C X
eV CY com X,Y e Z espacos de Banach.

Seja (xo, yo) € Ux V. Denotamos por D, F(zo,y) : X — Z aderivada de F' em (xq, 3o)
na diregao de z. Explicitamente, o valor do operador linear D, F' (g, yo) em z € X é dado

por
F(xo+ hx,y0) — F(x0,y0)
- .

Suponhamos (0,0) € U x V', F° = 0 e consideramos a equagao

D, F(xo,y0) v = lim

F(z,y) =0 (1.10)
numa vizinhanca da origem.

Teorema 1.8.1 (Teorema da Funcao Implicita). Se F': U x V' — Z satisfaz as condi¢oes
acima e D,F(0,0) : X — Z possui inversa limitada, entdo existem uma vizinhanga
Uy x Vi € U xV da origem e uma aplicacio v : V4 — U; C X de classe C* tal que
$(0)=0e

para todo y € V;.
Além disso, 1 é tinica no sentido que qualquer solucao (z,y) € Uy x V4 de (1.10) é da

forma = = ¥(y).
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Demonstracao. Ver [9], pag. 26. |

Como 1t ¢é tnica, dizemos que ocorre uma bifurcacdo na origem em (1.10) se as
condi¢oes do Teorema 1.8.1 ndo sao satisfeitas. Em particular, se D, F'(0,0) nao é bi-
jetora, ou seja, se D,F'(0,0) tem niicleo nao trivial. Neste caso, podemos usar uma
técnica chamada Reducao de Lyapunov-Schmidt para obter uma equacao equivalente a

(1.10) definida em espagos de dimensao finita.
Definicao 1.8.1. Sejam X, Z dois espacos de Banach e U C X uma vizinhanca da origem.
1) Uma aplicagdo F': U — Z de classe C' é um operador ndo-linear de Fredholm se,
para todo x € U, D, F(x) satisfaz
i) dim (ker(D,F'(x))) é finita,
ii) codim (Im(D,F'(x))) é finita,
iii) Im (D, F(z)) ¢é fechada.

2) O inteiro i(D,F(z)) = dim(ker(D,F(x))) — codim (Im(D,F(z))) é chamado indice
de Fredholm de D, F(z).

A seguir descrevemos a técnica de Redu¢ao de Lyapunov-Schmidt segundo [20], pag.
7-8.

Sejam X, Z dois espagos de Banach, U C X e V C R?% a > 1, duas vizinhancas da
origem.

Suponhamos que F': U x V — Z é uma aplicagao C* tal que F° = 0.

Para estudar as bifurcacoes da equacao
F(u,a) =0 (1.11)

procedemos da seguinte forma: suponhamos que F' seja um operador nao-linear de Fred-
holm de indice zero com dim(ker(D,F(z))) = n. Vamos construir vizinhangas da origem
Uy C ker(D,F(x)), Vi C R* e uma aplicagdo f : Uy x Vi3 — R" de classe C™ tais que a

equagao (1.11) é equivalente a equagao

flv,a) =0, (1.12)

que é denominada equacdo reduzida de bifurcagao.

Denotamos L = (D, F)°.
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Para obtermos a aplicacao f, iniciamos com as decomposi¢oes

X =kerL & M, (1.13)

Z=ImL®N. (1.14)

Como F é um operador Fredholm de indice zero, as projecoes P: X — kerL e
Q : Z — N correspondentes a (1.13) e (1.14), respectivamente, sdo continuas e dim N =
dim ker L = n. Escrevemos u € X como u = v+w com v = Pu e w = u— Pu = (I — P)u.

Logo, a equagao (1.11) é equivalente a

Flv+w,a)=0
e, consequentemente, ao sistema
QF(U +w,a) =0, (1.15)
Hv,w,a)= (I —Q)F(v+w,a)=0. (1.16)
Temos que H° =0 e
(DuH)w = lm H(0, tw, O)t— H(0,0,0) _ im (I — Q)f’(zﬁw, 0) _ (1-0) im %F(m 0

— (1 Q)lim %(F(tw, 0) — F(0,0)) = (I — O) DuF(0, 0)uw.

Em [20] é mostrado que o operador linear (D,,H)® possui inversa limitada.
Pelo Teorema da Fungao Implicita (Teorema 1.8.1) aplicado a H (v, w, ) = 0, existem
duas vizinhancas da origem U; C ker L, V; C R® e uma aplicacao w : Uy x V; — M,

w = w(v, o), satisfazendo w® =0 e
H(v,w(v, ), ) = 0,

para todo (v,a) € Uy x V.

A seguir, substituimos w por w(v, &) em (1.15), obtendo f : U; x V; — N dada por
f(v,0) = OF (v + (v, 0), ). (1.17)
Portanto, resolver f(v,a) = 0 é equivalente a resolver (1.15,1.16).
No Capitulo 5 vamos construir (1.17), determinar a expansao da série de Taylor de f e
comparar o resultado obtido por Wu em [29, 30] com nosso resultado obtido no Capitulo

3.



Capitulo 2

Acao do grupo Z- e estudo dos

centros organizadores

Usaremos a Formulacao por Caminhos para estudar problemas de bifurcacao de corank
2 com dois parametros de bifurcacao com a condi¢ao denominada preservagao da origem.

O objetivo deste capitulo é obter uma forma normal e um desdobramento miniversal
do centro organizador, principio da Formulagao.

Neste Capitulo 2 definimos a ZJ-equivaléncia para os centros organizadores com a
simetria do grupo Zs, definimos os espacos tangentes necessarios para a Teoria de Desdo-
bramento, Teoria de Determinagao Finita e termos de ordem alta.

Encerramos com o Teorema 2.8.1 que estabelece a forma normal e o desdobramento

miniversal do centro organizador fundamental para os Capitulos 3 e 4.

2.1 Acao do grupo %,

A simetria em nosso contexto é dada pelo grupo multiplicativo Zy = {—1,1}. A seguir
definimos uma acao de Z, sobre R2.
A motivacao dessa acao estd no Capitulo 5 que trata da envergadura do painel

cilindrico.
Definicao 2.1.1. Seja Zs x R? — R? uma acao dada por

(1, (z,y) +— 1x(z,y)=(z,9),
(=1, (z,y) +— (=D x(z,y) = (z,—y),

para todo (z,y) € R2
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A drbita de um ponto (z,y) € R? é dada por

ZQ * ((L’,y) = {(Iv y)? (ZE, _y)}
Temos trés tipos de orbitas:
1) Z % (0,0) = {(0,0)},
2) Parax #0ey =0, Zy*x (x,0) = {(x,0)},
3) Para y # 0, Zy * (2, y) = {(z,y), (z,—y) }-

Logo, as érbitas tém um ou dois pontos.

Destacamos a origem em (1) porque terd um papel importante no nosso trabalho.

2.2 Estudo dos centros organizadores e a acao de Z,

Definicao 2.2.1. O germe de bifurcagcao ou problema de bifurcacio de corank 2
que estudaremos é um germe de aplicacao f : (R? x R%,0) — (R%,0), f = f(z,y,\, ),
onde (z,y) € (R%0) sdo as varidveis-padrao e (), ) € (R?,0) os parametros de bifurcagao,

satisfazendo (D(z 4 f)° = 0.

Denotamos por

g(%iy,)\,,u) = {f : (R2 X R2’O) — R ’ f(l’, _y>/\7:u) = f(xaya )‘7/1’)}

o conjunto dos germes Zs-invariantes,

> 7
S(;,y,)\,u) = {g : (Rz X R270> - Rz‘g(l” —-Y, )‘hu) - (_1) *g($,y,)\,u)}

o conjunto dos germes Zsy-equivariantes e

g(x,y,/\,u) = {g : (R2 X R270> - R2\g(m, —-Y, A?H) = (_1) *g(x7y7 )‘hu)

e ¢(0,0,\, 1) =(0,0), para todo (A, u) € (RQ,O)},

o conjunto dos germes Zsy-equivariantes que preservam a origem.

Observamos que uma das condig¢oes de preservagao da origem ¢(0,0, A, u) = 0, para
todo (\, i) € (R?,0), segue dos artigos do Wu [29, 30]. E uma hipétese imposta pelo autor
para obter as equacoes de bifurcagdo do modelo matematico que descreve a envergadura

do painel cilindrico e que consta do Capitulo 5.
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Deﬁni(;éo 2.2.2. O centro organizador de um problema de bifurcacao de corank 2

g E€ 5 ¢ definido por

myku

go(z,y) = g(x,y,0,0).

Denotamos por

EZ;y) = {f : <R270) —R | f(LL’, _y> = f(x,y)}

o conjunto dos germes Zs-invariantes e

xy) ={g: (R*0) = R | g(x,—y) = (1) xg(x,y)}
o conjunto dos germes Zs-equivariantes.

O conjunto 5 2 munldo das operacoes de adicao e multiplicacao usuais de germes de
funcoes tem estrutura de anel e 5 (W) ¢ um modulo sobre o anel S(;y) com as operagoes
de germes de aplicagoes.

Temos que {z,v = y?} é uma base de Hilbert para P(Z;y), o anel dos polinémios Z-
invariantes e, pelo Teorema de Schwarz ([17], pag. 46), para todo germe f Zs-invariante
existe p € £ tal que

f(z,y) = p(z,v) = p(z, %)
Para todo germe Zs-equivariante g(x,y) = (g91(x,y), g2(x,y)), temos
9(x, —y) = (91(x, —y), 922, —y)) = (=1) * g(z,y) = (1(x, ), —g2(x, y))- (2.1)
Desta forma, existem p, q € &, tais que
g1(@,y) = p(x,v) e ga(z,y) = q(z,v)y.
Logo,
9(z,y) = (p(z, v), q(z,v)y).

Portanto, X; = (1,0) e Y7 = (0,y) sao geradores do médulo 5 +.y) Sobre o anel E(Iy
O germe g(z,y) = (p(z,v), ¢(z,v)y) serda denotado por g = | ,q].

Definicao 2.2.3. Definimos

MG,y ={fe&z, | [7=0}

M ={ge& g, | g°=(0,0)}
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Pelo Lema de Hadamard,
My = (@ )e,

Se g € M(Zjvy), segue que g(z,y) = (p(z,v), ¢(z,v)y) com p°® = 0. Dessa forma,

9(x,y) = (pr(x, )z + pa(, v)v, g(2,0)y),

com pi, pa, 4 € £

Portanto,

M = ((2,0),(,0),(0,y))gz (2.2)

(z,y)

Usamos a notagao &,y para o conjunto dos germes 7" : (R?,0) — My(R) que satis-

fazem a condicao de Zs-equivariancia

1 0 1 0
Tz, =) = T(x,y). (2.3)
0 -1 0 —1
PN/ ,
O conjunto &, ,yé um modulo finitamente gerado sobre o anel &2

(—}ZQ

Te &, temos

pois dada

T(x,y) = (o) slny) } (2.4)

ss(z,y) sa(z,y)

Usando a condigao (2.3), concluimos que as fungoes s; e s4 sao pares em y e que Sy e

sz sao fungoes impares em y. Logo, podemos reescrever a matriz 7' na forma
c(z,v) ez, v)y
T(x,y) = . (2.5)
C3(£E,'U)y C4<£C,U)

Por (2.5), podemos escrever
10 0 vy 0 0 0 0

T=¢ + co + c3 + ¢y
00 0 0 y 0 01

7
com ¢, Co,C3 € C4 € S(;y).
Portanto as matrizes

10 0 vy 0 0 0 0
Sl = R SQ = s Sg = (§ 54 = (26)
00 0 0 y 0 01

Lz

geram o moédulo E‘)(x’y) sobre o anel £22

(z,y)

Observamos que

ou seja, T° é uma matriz diagonal.
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2.3 ZY-equivaléncia

d ZQ <—>ZQ
Denotamos por M, ,y 0 subconjunto de &, formado pelas matrizes T' tais que T°

¢ uma matriz diagonal com entradas positivas e por £3(Zz) o subconjunto de GL(2,R)
que pertence a componente conexa da matriz identidade e é formado por matrizes com a
condicao de equivariancia (2.3).

Sejam f,g : (R%,0) — (R?0) germes de centros organizadores Zs-equivariantes.
Temos como objetivo classificar estes germes segundo a Z$-equivaléncia que definimos

a seguir.

Definigao 2.3.1. O germe f é Z3-equivalente a g se existir um germe X € /\71(2; y) € uma
— 73
matriz T' € M, ) tal que

g(x,y) =T(z,y) f(X(z,9)), (2.7)

com Dy X € M,y -

Segue da defini¢do que se f e g sao Z3-equivalentes, entao f~(0) e g71(0) sdo difeo-
morfos.

As condigoes de equivariancia que T e X satisfazem permitem que a ZJ-equivaléncia

definida acima tenha a seguinte propriedade: “se f € M(Z; y) €5€9 ¢ 7S -equivalente a f,
~ YR
entdo g € M(z,y) )

Observamos que a Z3-equivaléncia que definimos é semelhante & Zy-equivaléncia em
[17] quando tratamos de germes f : (R?,0) — (R?0) sem o parametro A. Veremos
que a diferenca estd na teoria de desdobramentos, mais precisamente, no desdobramento

miniversal apresentado na secao 2.8, Teorema 2.8.1.

Consideramos ICOZ"’ o conjunto de todas as ZJ-equivaléncias, ou seja,

L2

Ko* ={(T,X)| X e M, e D)X, T € M, }- (2.8)
Dados (T4, X1), (T3, Xs) € IC?, definimos a operacao
(Tth) *(TQ,XQ) = (Tl(TQOXl),XQOXl). (29)

Com essa operacao (IC(Z)Q,*) tem estrutura de grupo. O elemento identidade deste
grupo, denotado por 1, é o par (Iy,[), onde Iy é a matriz identidade de ordem 2 e [
denota o germe de J\;I’(Zxﬁy) dado por I(x,y) = (x,y). O elemento inverso de (T, X) € K2*
é definido por

(T, X) ' = (T o X1, X1,
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Uma agao do grupo ICOZ2 em /\71(2; W) é

Zo =70 =7
Ko ><'A/l(ﬂ&y) - M(wyy)

(T, X), f) +— (T,X)-f=T(f o X).
Para simplificar, denotamos uma Z3-equivaléncia por ¢ = (T, X).
A partir dessa acao, podemos definir uma relagao de equivaléncia em M(Z;y) da seguinte
maneira: f estd relacionada com g se existe ¢ € IC%2 tal que g = ¢- f, ouseja, g = T(foX).
As classes de equivaléncias sdo denominadas ICOZQ—érbitas. Assim, dizemos que
f.g € /\71(25 ) sdo Z3-equivalentes se eles pertencem a mesma ICOZQ—érbita.
Segue do Capitulo 1, segao 1.7, que a Z3-equivaléncia definida em (2.7) é uma equivaléncia

de contato e ICOZ2 dado em (2.8) é um subgrupo do grupo de contato s 5.

2.4 Os espacos tangentes

Nesta secao, inicialmente, descrevemos o espaco tangente estendido a um germe
g € /\71(2;:[1), denotado por 7°(g,Zs), determinando seus geradores. Este espago tangente
estd relacionado com a Teoria de Desdobramentos apresentada na segao 2.5.

Usaremos extensoes da acgao apresentada na Definicao 2.1.1. Como Z, atua trivi-

almente nos demais espacos envolvidos, para simplificar a notacao, usaremos o mesmo

simbolo da agao (x) para denotar todas as extensoes no Capitulo 2 e no Capitulo 3.

2.4.1 O espaco tangente estendido

Consideramos uma extensao da acao de Zs em (R? x R) com Z, atuando trivialmente

em R, ou seja, a agao Zy X (R? x R) — (R? x R) é dada por

(L (z,y,1) +—  1x(x,y,t) = (2,y,1),
(=L (z,5.1) — (=)*(z,yt) = (2, -y,1),
para todo (z,y,t) € R? x R.
Denotamos por

_.z;g

5($,y,t) {g : (Rz X R’ O) - R2|g(flf, _yvt) = (_1) *g(:v,y,t)

e ¢(0,0,t) = (0,0), para todo t € (R,0)}

o conjunto dos germes Zsy-equivariantes que preservam a origem.
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A condigao ¢(0,0,t) = (0,0), para todo t € (R, 0) segue do Capitulo 3.
"/
E (;y,t) é o conjunto dos germes T : (R? x R,0) — My(R) que satisfazem a condicao

de Zs-equivariancia
T(x,—y,t) = T(z,y,t)

<—>ZQ <—>Z2
e M, ¢ ¢ 0 subconjunto de &, , ;) formado pelas matrizes T tais que T° ¢ uma matriz
diagonal com entradas positivas.
Consideramos uma familia § = §(¢) de desdobramentos a um parametro do elemento

identidade 1 de K52 dada por
o(t) = (T'(1), X(1)) (2.10)

em que

(—)ZQ

1) T(t)(l‘, y) = T(I‘, yvt) com T € M(a:,y,t) e T('Tv Y, 0) = 127
2) X(t)(x,y) = X(z,y,t) com X € éf?y’t) e X(x,y,0) = (z,9).

Za

. Para cada elemento
(z,y)

Vamos obter o espago tangente estendido ao germe g € M

em (2.10), construimos um desdobramento G de g a um parametro ¢ dado por

G(z,y,t) =T(x,y,t) g(X(z,y,t)). (2.11)

O espaco tangente estendido a g € /\;I(ij) é formado por germes obtidos da derivada

de G em relacao a t e calculada em ¢t = 0. Dessa forma, obtemos

Gt(xvyv 0) = E(J?, y7 O) g(QJ, y) + (D(%y)g@ja y)) Xt(x7 yu 0) (212>

Como X = X(z,y,t) e T =T(x,y,t) satisfazem as condi¢oes equivariantes, o0 mesmo

ocorre com Xy, , e Ty, ;, pois a derivada em questao ¢ na varidvel ¢{. De fato, se

X(xay’t) = (Xl(xvyvt)7X2<x>yvt))7
Xt(x> -y, t) = ((Xl)t<x7 -Y, t)? (XQ)t(xa -y, t)) = ((Xl)t(xv Y, t)? _<X2)t<x7 Y, t))

Xt(xa —Y, O) = ((Xl)t(x7 -y, 0)7 (XQ)t<x7 -y, O)) = ((X1>t($> Y, 0>7 _(X2>t(x7y7 O))
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Além disso, derivando a equacao X(0,0,¢) = (0,0) em t e calculando em t = 0,
obtemos

X,(0,0,0) = (0,0).

Logo, Xt‘t:o € /\Z(Z;’y).

Analogamente mostramos que Ty,_, satisfaz a condigao de equivariancia (2.3) e, por-
<—>Z2

tanto, Ty),_, € &4y

Fazendo Ty(z,y,t),,_, = T(x,y) e Xi(z,y,t),_, = X(x,y), segue de (2.12) que o espago

tangente estendido ao germe ¢ é dado por

HZQ —
109, Z2) = {Tg+ D)X |T € £y € X € M ). (2.13)

Nosso objetivo agora é determinar a estrutura algébrica de 7.°(g, Zs).

Lema 2.4.1. O espago tangente estendido 7.°(g,Z,) ao germe g € ./\71(2; Y) ¢ um modulo

Lz

finitamente gerado sobre o anel S(I "

<—>Z2
Demonstragao. Lembramos que £,y é gerado pelas matrizes Sy, Sz, S3 e Sy em (2.6)

como um S(Z;y)—médulo e /\71(21? Y) é finitamente gerado pelos germes de aplicagoes X, =
(x,0), vX1 = (v,0) e Y1 = (0,y) como um S(Z;y)—médulo, como vimos em (2.2).

Logo, em (2.13), podemos escrever

T('Tay) = Cl(ﬂf,’U)Sl—|—CQ($,U)SQ—|—C3(.T,U)53+C4(Z’,U)S4,
X(z,y) = pi(x,v)xX; + pa(z,0) v X1 + ¢ (z,0) Y7,

Lz

. Portanto
(z,y) ’

em que ci, Cz, C3,C4, P1,P2,q1 € &

Tg+ (Diayy9) X = (€151 + 292 + ¢355 + ¢451)9 + (D gy 9) (P12 X1 + p2v X1 + 1 Y1)
= c1(519) + c2(S29) + c3(S39) + ca(S19) + P1(D(2y)9) (2 X1) + P2(Day)9) (v X1) + q1 (D 9) V1.

Dessa forma, o espacgo tangente estendido ao germe ¢ é finitamente gerado sobre S(Zajy)
pelos geradores
(519); (529), (539); (549), (D@y)9) (x X1), (D@y)9) (v X1), (Dayg) Yi- (2.14)

Podemos obter os geradores em (2.14), explicitamente, para o germe g(z,y) =

(p(z,v),q(x,v)y) da seguinte forma:

1 0 P P
Slg: g s

0 0 qy 0
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0y P vq
S2g: pry s

0 0 qy 0

00 p 0
Sgg: - )

y 0 qy Y

00 P 0

0 1 qy qy

Os demais geradores de 7”(g,7Z,) sao obtidos da expressao (D(;y)9) X. A matriz

Jacobiana de g é

Pe(z,v) 2p,(x,0)y

Dieyg(z,y) = (2.15)
@:(z,0)y  q(z,v) + 2vg,(2,v)
Pa 2Dy T TPy
(D(ay9)(xX1) = = :
@Y g+ 2vq 0 TqzY
Pz 2Py v VP
(Dyg)(vX1) = = ,
Y q+2vq, 0 VqzY
Pz 2pvy 0 21)]9@ 0 VPy
(D) 9)Y1 = = = +2
@y g+ 20q, y (¢ + 2vqn)y qy vquY
Portanto, os geradores do espaco tangente estendido sobre o anel E(Z;’y) sao
P vq 0 0 UDy TPy UDg
0 0 Py qy vquY T4y VGzY
e na notacao simplificada sao escritos como
[p. 0], [vg, 0], [0, pl, [0, gl. [vpy, vaqu], [2ps, 2¢:] € [P, vqs ). (2.16)
|
Definicao 2.4.1. O espa¢o normal estendido é definido por
i
0 (z,y)
ly) = ——2—. 2.17
Ne (ga 2) ,Z-eo(g7 Zg) ( )

A KZ-codimensio de um germe g € /\71(25 Y) é definida por

cod(g, Zy) = dimg N2 (g, Zs). (2.18)
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2.4.2 O espacgo tangente unipotente

O espago tangente unipotente é importante para caracterizar os termos de ordem alta
(Teorema 2.6.1) e para a Teoria de Determinacao Finita devido ao Teorema 2.7.3 apresen-
tado na secao 2.7 que é uma consequéncia de um teorema geral importante apresentado
por Bruce em [7].

De acordo com Melbourne em [25], para obter o espa¢o tangente unipotente, pre-

cisamos definir um subgrupo especial de ICOZQ. Consideramos a aplicacao

PN/

T Mgy X M@,y — L3(Z) x L (Z2), (2.19)

definida por
71, X) = (%, (D X)), ¥ (T.X) € K7
Proposicao 2.4.1. A aplicacao m acima é um epimorfismo de grupos.
Demonstracao. A operagao # no grupo L4(Zs) x L4(Z2) é uma consequéncia de

(2.9). Sejam (51, N1) e (S, No) € L9(Zy) x LY(Zs), X1(w,y) = Ni(2,y) e Xao(z,y) =

X

N(x,y), onde as aplicagbes N; e NV} sao definidas por N{(z,y) = Ny e Nj(z,y) =
Y
x
N, , Th(x,y) =51 e Ty(x,y) = Sa. Segue de (2.9) que
Y

[(Th, X0)*(T, Xo)(z, y) = (Th (2, y)(To( X1 (2, ), Xo(X1(2,y))) = (S152, (NaoN1)' (2, 9)).
Usando a aplicagao 7, obtemos (5152, (No 0o N7)') = (515, NoN1). Logo, definimos
a seguinte operagao em L3(Zs) x L4(Zs):

(51, N1)#(S2, N2) = (5152, NaNy).

—Z .
Dessa forma, 7 : (M(;y) X M(Z;,yy x) — (L£L(Zs) X LY (Zs),#) é um homomorfismo

de grupos, pois
m((T1, X1) * (12, X2)) = (TV13, (D2 X2)° (D) X1)°)
= (T7, (D(2y) X1)°)#(135, (D(a,) X2)°) = m(T1, X1) # 7 (T3, Xz).

A aplicagdo é sobrejetora, pois para todo par de matrizes (S, N) € L(Zs) X L(Zs),

T .
podemos construir (7, X) € M i ) X M(Zjvy) tal que 7(7T, X) = (S, N). Para isso, defini-

(z,y

mos T'(x,y) = S uma matriz constante e X (z,y) = N'(x, y) uma aplicagao linear equivari-

T
ante dada por N'(z,y) = N . Dessa forma, 7(7T, X) = (S, N’) = (S, N).
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Portanto, m é um epimorfismo de grupos. |

O ntcleo de 7 é dado por
U2 = {(T,X) € K22 | T° =1y e (D) X)° = L},

que é um subgrupo normal de ICOZ2 e é chamado de subgrupo das Zs-equivaléncias unipo-
tentes.

O grupo U%2 ¢ formado por difeomorfismos unipotentes que sao difeomorfismos cuja
parte linear é formada por matrizes unipotentes. Uma matriz unipotente é da forma
I+ N com N sendo uma matriz nilpotente, ou seja, N” = 0 para algum r > 0. Neste
caso, L (Zs) é formado por matrizes diagonais e, portanto, a iinica matriz unipotente e
Zo-equivariante é a matriz identidade.

O espaco tangente ao subgrupo U%? no seu elemento identidade 1 é definido por

TU™) ={U(t),, |U(t) eU™ e U° =1},

em que U(t)(x,y) = (T'(x,y,t), X(x,y,t)) é usado para definir um desdobramento a um

parametro de g € ./\71(2; ,) Como em (2.11) e satisfaz

T(0,0,6) = Iy, T(z,y,0) = I,
N (N ) =1 (z,y,0) 2N (2.20)
X(0,0,t) =0, X(z,y,0) = (2,y) e D(z,)X(0,0,t) = L.

Segue que

1) Tv(:v,y,t) =l +tT(x,y) + o(t) onde T(x,y) = ﬁ(x,y,t) satisfaz T° = 0,

lt=0

2) X(z,y,t) = (z,y) +t X(x,y) + o(t) onde X (z,y) = X(z,y.1)
(D y)X)* = 0.

satisfaz X° =0 ¢

|t=0

Usando as condigoes em (2.20) e as condigoes de equivariancia que TeX satisfazem,

obtemos
— L2 o
0 Z o
T S 5(27,3;)7 T = 07 X € M(;,y) e (D(:c,y)X) - O
Portanto,
7 .
TU™) = {(T,X) € £y x M2, |T°=0 ¢ (DyyX)° =0}, (2.21)

Para g € M(Z; Y @& construcao do Zs-espaco tangente unipotente ao germe g, denotado
por TU(g,Zs), é andloga a descrita para o espago tangente estendido ao germe g e é dado
por

TU(g,Z2) = {Tg + (Dayy9) X | (T, X) € T(U™)}. (2.22)
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Este conjunto é um mdédulo finitamente gerado sobre o anel E(Z;y).
Nosso objetivo agora ¢ determinar os geradores de 7U(g, Zy) para g(x,y) = (p(x,v), ¢(x,v)y).
<—>Zz

Seja f € TU(g,Z2), f =Tg+ (D(sy)9) X. Como T pertence a &
da forma (2.5) e

2y)» temos que T' ¢

Por (2.21), temos que 7° = 0 e, portanto, ¢ = ¢§ = 0. Pelo Lema de Hadamard,
existem ci1, 1o, €41 € Cgo €M 8(Z;y) tais que ¢ (z,v) = c1(z,v)x + cr2(z,v)v e cq(x,v) =

C41($, ’U)ZE + C42($, U)U' LOgO,
T = c11511 + €12512 + €252 + €353 + 41541 + 42542,
onde

z 0 0
Sll = ) 512 = y S41 = ) 542 =
0 0

e S, 53 sao dadas em (2.6).
Como X € M(Z;y), temos que X (z,y) = (a1(z,v)r + az(z,v)v, b(x,v)y). Assim,

A1, + a1 + Ao,V 2a1,2Y + 209y + 209,0Y

Dy X =
by b+ 2b,v
o atl) 0 o o
Segue que (D) X)? = 0w ) Como (D(;,)X)° = 0, devemos ter af = 0 e

b° = 0. Logo, pelo Lema de Hadamard,
X(I7 y) = ((all(xa U)ZE + CL12(='L‘7 U)”)‘T + CLQ(ZL', U>U7 (b1(1'7 ’U)J} + 62(1‘7 U)U)y),

ou seja,

X =ap;(22X)) + ajp(xvXy) + az(vXy) + by (xY7) + be(vY7),

com aqq, a2, as, by, by € S(Z;y). O gerador zvX; é redundante pois zvX; = z(vX;). Logo,

X = a1 (22 X)) + dy(vX1) + by (zY7) + ba(vY7),

Z3

com apq, a’2, b1,b2 € g(x,y)'
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Assim,

f = Tg+ De@yg) X
= (11511 + 12512 + 259 + €353 + €41541 + €42542)9
+  (Dy9)(an(zX1) + ay(vX1) + bi(2Y1) + ba(vY1))
c11(S119) + c12(5129) + ¢2(S29) + ¢3(S39) + ca1(Sa19) + c42(Sa29)
+ (D) 9)(@°X1) + a5 (D) 9) (0X1) + b1 (D2 9) (2Y1) + b2(D(a ) 9) (vY1).

Dessa forma, o espago tangente unipotente ao germe g ¢ finitamente gerado sobre S(Zx Qy)

pelos geradores

Sllga 5129’ SQQ: 5397 54197 S4297 (D(x,y)g> (xZXl)a (D(x,y)g)(UX1)7 (D(x,y)g) (x}/1> € (D(ﬂﬁ,y)g) (U}/l)

Fazendo os devidos célculos para g(z,y) = (p(z,v), q(z,v)y), segue que os geradores

do médulo TU(g, Zy) sobre o anel S(Z;y) sa0

p up vq 0 0 0 22D,
0 0 0 Py qry quy T2 qy
Vs TUPy v2p,

VY TUGY V2 gy

e que na notagao simplificada sao dados por

[zp, 0], [vp, 0], [vg, 0], [0, p], [0, gz, [0, qv], [#*ps, 22q], [VPz, VQ:], [£VDY, TVG] € [VPDy, ¥4y

2.5 Teoria de desdobramento

Perturbacoes de germes g € ./\;I(Z;y) sao descritas por desdobramentos de g.
Consideramos uma extensao da acdo de Zo em (R? x RF) semelhante & definida na
subsegdo 2.4.1, com a acdo trivial de Z; em R*, ou seja, Zy x (R? x RF) — (R? x R¥) ¢
dada por
(1, (z,y,0))  — 1k (z,y,0) = (z,y,),
(=L (z,y,0)) +— (1) *(2,y,0) = (z,~y, ),
para todo (z,y,a) € R? x R*,

Seja a = (ay, ..., ax) € R*. Denotamos por

5(Z2 ):{F:(RQ x]Rk,O) —>]R|F(x,—y,oz) :F(x,y,oz)}

x7y7a
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o conjunto dos germes Zs-invariantes,

EZ —{F:(R*xR" 0) = R?*| F(z,—y,a) = (—1) % F(z,y,a)}

(zy,0)
o conjunto dos germes Zs-equivariantes,

£ = {F:(R2xR0) — R F(z,—y,a) = (—1) x F(z,y,0) e
F(0707a) = <070>7 Vae (Rk’o)}

o conjunto dos germes Zso-equivariantes que preservam a origem.

Esta condicao de preservacao da origem ¢é implementada a Teoria de Singularidades
neste contexto como veremos na se¢ao 2.7 e Teorema 2.8.1.

7

E (zy.0) ¢ O conjunto dos germes T': (R? x R* 0) — Msy(R) que satisfazem a condicao

de Zs-equivariancia

T(x,—y,a) = T(z,y, ).

Definigao 2.5.1. Um Z9-desdobramento de g € M(Z;’y)
z3

é um germe G € c‘f‘(l,,y’a) tal que G(x,y,0) = g(z,y).

com k parametros o = (ayq, ..., )

Definigao 2.5.2. Sejam G um Z3-desdobramento de g € ME

(z,y)

A (RY0) — (RF,0). O pull-back de G sob A, denotado por (A*G), é o Z3-desdobramento

com k parametros e

de g com [ parametros, 5 = (0, ..., 31), definido por

(A*G)(z,y, B) = G(z,y, A(B)).

Definigao 2.5.3. 1) Sejam H e G dois Z3-desdobramentos de g com [ e k parametros,
N/
respectivamente. H fatora-se através de G se existem T € 5(;’%5) com T'(x,y,0) =

I, X € g;i‘g;’ﬁ) com X (z,y,0) = (z,y) e A: (R),0) — (R*,0) tais que
H(:B7yaﬁ) = T(l',y,ﬁ) G(X(x,y,ﬂ),A(ﬁ)), g = (ﬁla --wﬁl)' (223)

2) Um Z3-desdobramento G de g com k parametros a = (ay, ..., ) é versal se todo

Z3-desdobramento de g fatora-se através de G.

3) Um Z3-desdobramento versal G de g é miniversal se G tiver um ntiimero minimo de

parametros.



Submodulos intrinsicos e termos de ordem alta 41

Teorema 2.5.1 (Teorema do Z3-Desdobramento Miniversal). Um Z3-desdobramento G

de g € M(ijy) com k parametros a = (ayq, ..., ) € versal se, e somente se,

./\;lZQ = 720(97Z2) + R : {Gal(x7y70)7 "'7G0¢k(x’y’0)}'

(z,y)

Demonstragao. Segue de [17], pag. 211. |

Corolario 2.5.1. Sejam g € /\71(2; ) € W C /\71(2%2 y) um subespaco vetorial real tal que

'/\;lzz :7;0(9722)@W

(z,y)

Se {p1,...,pr} é uma base para W, entao

k
Gz, y,0) = g(z,y) + >_ a;pi(x,y) (2.24)

J=1

é um Z3-desdobramento miniversal de g.

Demonstracao. Segue diretamente do Teorema 2.5.1. |

Observamos que a K%Q—codimenséo de um germe g € M(Z; Y definida em (2.18), é o

nimero minimo de parametros de um Z9-desdobramento miniversal de g.

2.6 Submodulos intrinsicos e termos de ordem alta

Nesta secao apresentamos resultados essenciais sobre submodulos intrinsicos que serao
utilizados no Teorema 2.6.1 que é uma consequéncia de um teorema geral apresentado
por Gaffney em [15].

Através desse teorema podemos obter o conjunto de termos de ordem alta, ou seja, este
conjunto contém os termos que podem ser eliminados de qualquer representante da classe
de equivaléncia de g, isto é, sao termos que a priori podem ser eliminados da expansao de

Taylor de qualquer representante da classe de Z9-equivaléncia de g.

Definicao 2.6.1. 1) Um ideal Z C E(Z;y) ¢ intrinsico se (f o X) € 7 para todo f € T

e todo germe X € /\Z(Zj W)

, =7 , . L. , . . . N .
2) Um submédulo J C S(IQy) é intrinsico se ele é invariante por Zj-equivaléncia, isto

é, se ¢(g) € J, para todo g € J e para toda Z3-equivaléncia ¢ = (T, X).
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Definicao 2.6.2. Seja V C éf;fz). Definimos a parte intrinsica de V, a qual denotamos

por itr(V'), como sendo o maior submédulo intrinsico de éfzy) contido em V.

Lema 2.6.1. a) Somas e produtos de ideais intrinsicos em Sé o) S840 intrinsicos.

b) M2 e (v)

(o £ sao intrinsicos.

(z,y)

¢) O submédulo [Z,Z,] é intrinsico se, e somente se

i) Z; e I, sao ideais intrinsicos,
i) Zy C Iy,

i) (v) T, C T;.
Demonstracao.
a) Sejam 77,7, C €(Zl?y) ideais intrinsicos.

Consideremos f € 7y +Zy e g = (f o X), onde X € M(Zjﬂ). Podemos escrever
f=fi+ fa,onde fi € Iy e fo € Ty. Assim,

9(x,y) = [(X(z,9)) = (1 + [)(X(z,9) = (X (2,9)) + fo(X(z,9)).

Como Z; e Z, sao intrinsicos, f; € Zy e fo € Ty, segue que (f10X) € Zy e (f0X) € Zo.
Logo, g € 7, + Is.

Portanto, Z; + Z, ¢é intrinsico.

Agora, consideremos f € 17, e g= fo X, X € /\Z(Z;’y). Logo f = fig1 + .. + frox

com fielieqg €Iy, 1=1,...k e

g(x,y) = f(X(z,y) = (frgr + - + fegn) (X (2, 1))

Como 7 e T, sao intrinsicos, f; € 77 e g; € Iy, segue que (f;ioX) € I e (gioX) € Iy,
1= 1, ,k? LOgO, g < IlIg.

Portanto, Z1Z5 ¢ intrinsico.
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b)

Seja X € M(Zgiy) dada por
X(z,y) = (a(z,v),b(z,v)y). (2.25)

Mostremos que M(Zj ,) ¢ intrinsico. Para toda f € M(ij), seja g(z,y) = f(X(z,v)).
Temos

9(0’0) = f(X(OvO)) = f(a(oa())?b(()’ 0) O) = f(0,0) = 0.

Além disso, usando a definicao de X e o fato de f ser Zs-invariante, temos

g(iU, _y) = f(X(ZE, _y)) = f(a(x, U)’ _b($’ U)y) = f(a($’ U)? b(x,v)y) =
= f(X(z,9)) = g(z,y).
Portanto, M(Ziy) é intrinsico.

Mostremos que o ideal (v),z, ¢ intrinsico.
(z,y)

Seja f € <'U>£(Z2 »ou seja, f(z,y) = h(z,v)v, h € 8(%32@).
z,Y

f(X(x,y)) = fla(z,0),b(z, v)y) = h(a(z,v), (b(z,v))*v)(b(z, v))*v.

Como g(z,y) = h(a(z,v), (b(x,v))?v) (b(x,v))? € S(Z;y), segue que (foX) € (v)

Zg

g(l,y)

Portanto, o ideal (v).z, ¢ intrinsico.
(z,y)

Suponhamos que i), ii) e iii) sdo validos.

72

Toda Zj3-equivaléncia tem a forma (7, X) onde T € M

ey € X E M%jy) ¢ da forma

PN/

(2.25) com ag >0 e b° > 0. A forma geral de uma matriz 7' € M, , ¢

10 0y 00 00
T:cl + Co + c3 + 4 (226)
0 0 0 0 y 0 01
Lz

onde ¢y, co,c3,¢4 € E com c¢] >0ecj>0.

(z.y)
Para mostrarmos que [Z;,Z,] é intrinsico, basta mostrarmos que ele é invariante

pelas mudancas
— goX,
g g (2.27)
g — Ty,

para todo germe g = [p,q| € [Z1, L»], g(z,y) = (p(z,v), q(x,v)y).
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Temos que

(goX)(x,y) = (plaz,v), (b(z,v))*v), q(a(z,v), (b(x,v))*) b(w, v) y)

(2.28)
= ((po X)(z,y),(qo X)(z,y) b(x,v)y)
Tg= oo - (c1p + c2q v, (c3p + caq)y). (2.29)
C3Y C4 qy

Como p € 7; e 7, é intrinsico, segue que (po X) € Z;. Analogamente, (qo X) € Z.
Como 7, é ideal em S(Z;y) e (qo X) € Iy, entao (qo X)b € Ts.
Logo, (go X) € [11,T5].

De (2.29) e usando i), ii) e iii) da hipdtese, podemos escrever

c1p + coqu € Iy + <U>Ig Ch+I1=1

63p+c4q611 +1o CIy+1y =15

Dessa forma, T'g € [Z,Z,).

Portanto, para todo germe g = [p,q] € [Z1,Z5] temos (g o X) e T g pertencentes a

[Z1,Z5], o que mostra que [Z;,Z,] é intrinsico.

Reciprocamente, suponhamos [Z;,Z,] um submédulo intrinsico de g(fz). Temos que

mostrar i), ii) e iii).

i) Se p € 7y, entao [p, 0] € [Z1,Z,]. Como o submddulo [Z;,7Z,] é intrinsico, temos
que [po X,0] € (21, ), on seja, (po X) € Tr.

Se q € Iy, entao [0, q] € [Z1,Z,] e como o submédulo [Z;,7Z,] é intrinsico, segue
que [0, (go X)b] € [Z1,Z,]. Logo (go X)b € Z,. Como b° > 0, temos que b é
invertivel e, portanto, (go X)bb™! € Iy, ou seja, (go X) € Zy.

Portanto, Z; e Z, sao ideais intrinsicos.

ii) Seja p € Z;. Logo, f = [p,0] € [71,Z5]. Considerando uma matriz T dada em
(226) comc; =co=¢,=0,c5=1e X € M(Z;y) dado por X (z,y) = (z,y),
temos que T'(f o X) = [0,p] € [Z1,T,], pois [Z1,Z,] é intrinsico por hipdtese.
Segue que p € Is.

Portanto, Z; C Z,.
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iii) Analogamente, seja ¢ = (rv) ¢ € (v)Zy, com 7 € 5 2 e q €Iy Temos que

(z,y)
f =10,¢] € [Z,,Z,]. Considerando a matriz T dada em (2.26) com ¢; =
s =c¢ =0,c0=1e X € /\;l(Z;y) dado por X(z,y) = (x,y), obtemos
T(foX)=I[¢v,0] €[Zy,Zs]. Segue que ¢'v € Z; e, portanto, ¢ = rq'v € I;.

Logo, (v)Zy C I;. [

Definicao 2.6.3. O conjunto dos termos de ordem alta de um germe g € S(ny é dado

por

P(g,Z2) ={p € g(fzy) | h 4 p é Z9-equivalente a g, para todo germe h ZJ-equivalente a g}.

(2.30)
Proposigao 2.6.1. Para cada g € 5 %)» 0 conjunto P(g, Zs) é um submdédulo intrinsico
de £22 .
Demonstragao. Segue de [17], pag. 205. [
Teorema 2.6.1. Seja g € M(Zaiy). Se g tem K32-codimensao finita, entao
itr(TU (g, Z2)) C P(g,Zs2).
Demonstragao. Segue de [15], pag. 108. |

Corolario 2.6.1. Se p € itr(TU(g,Z)), entao g + p é Z3-equivalente a g.

Demonstragao. Se p € itr(TU(g,Zs)), pelo Teorema 2.6.1, p € P(g,Zs). Como nat-
uralmente g é Z3-equivalente g e p € P(g,Zs), segue que h = g + p é Z3-equivalente a
qg.

2.7 Determinacao finita

Definicao 2.7.1. Um germe f € ./\/l(xy é k-KC5>-determinado se todo germe g € M(xy
com j%g(0) = j*£(0) é Z9-equivalente a f. Um germe é finitamente K22 -determinado se

é k—lCOZ *-determinado para algum inteiro positivo k.

Existe uma relacao entre um germe ser finitamente determinado e ter codimensao

finita.
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Para enunciarmos o teorema classico, precisamos definir o espago tangente a um germe
7
f e ./\/l(;,y), denotado por T (f,Zs).
A sua construgao é analoga a descrita para o espago tangente estendido, considerando
uma curva 6(t) € K32 e 6(0) = 1, o elemento identidade do grupo. Explicitamente,

5(t) = (T(t), X () com

Tt)(z,y) = Ly+tS(x,y)+o(t), SEEZQ
X(t)(z,y) = (z,y)+tZ(z,y)+ o(t), Z e M~

(z,y)"

Dessa forma,
7
T(f.Z2) = {Sf+ (D) )Z]S €& nyy» Z € M}

No caso da ZJ-equivaléncia, esse espaco tangente coincide com o espago tangente

estendido 7°(f,Zy) dado em (2.13).

Teorema 2.7.1 (Teorema de Determinagao Finita). Um germe f € /\71(2302 ,) ¢ finitamente

KZ>-determinado se, e somente se, tem K22-codimensao finita.

Demonstracio. Segue do Teorema 6.2 de [22], pag. 207, que f é finitamente KC22-
—»ZQ

determinado se, e somente se, dimg M é finita.
T(f,Zs)
Como T (f,Zs) = T2(f,Zs), temos que
dim % = dimg % = cod(f, Zs).
CT(f.20) T0(f.22) o
Segue que f é finitamente K%Q—determinado se, e somente se, f tem K(%?-codimenséo
finita. |

Definicao 2.7.2. Definimos

(M, M) = {f € MZ, 15" £(0,0) = (0,0)}.

(z,y)

Teorema 2.7.2. Seja g € ./\/lZQ ) com KZ>-codimensdo finita. Se

(M(x’y M M]H_l ) C P(97Z2)7

(z,y)

entdo g é k-K5?-determinado.

Demonstracgao. Seja h € /\;I(Z;y) tal que j*h(0) = j%¢g(0). Definindo p = h — g temos
que j*p(0) = 0 e, portanto, p € (.Ajl(zj,y) N /\71’(“;;)) Segue da hip6tese que p € P(g,Zs).

Portanto, h = g + p ¢ Z5-equivalente a g. [
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Teorema 2.7.3. Um germe g € M(Zj ) € k-K22-determinado se, e somente se,
(M(Zrz,y) N M](C;;)) C TU(g,Zs).

Demonstracao. Segue de [7], pag. 526. [ |

2.8 Centro organizador de menor codimensao

Zo é

O problema do reconhecimento trata de estabelecer quando um germe g € ./\71(36 W)

Z5-equivalente a uma forma normal dada.

Resolver um problema do reconhecimento particular significa caracterizar explicita-
mente a classe de Z3-equivaléncia em termos de um ntimero finito de igualdades e de-
sigualdades a serem satisfeitas pelos coeficientes da expansao de Taylor dos elementos da
classe.

O objetivo dessa secao é resolver o problema do reconhecimento para o centro organi-
zador que serd o de menor codimensao e dado pelo teorema abaixo.

As hipéteses do Teorema 2.8.1 seguem das hipdteses estabelecidas no Capitulo 3 devido

aos artigos [29, 30].

Teorema 2.8.1. Sejam

fo(z,y) = [2° + e1v, 2e27], (2.31)

come = =1lefeMP, f=I[pg Se p’=pl=q =0 pl >0 pS#0c
q° # 0, entao f é Z-equivalente a fy com os coeficientes €; e €5 dados por ¢; = sinal (p?) e
¢y = sinal (¢2). Além disso, a K5?-codimensao de fy ¢ 2 e um Z3-desdobramento miniversal
de fo é

Fo(z,y, a1, a9) = [2° + €10 + ayx, 2620 + g (2.32)

Demonstragao. Temos f(z,y) = (p(z,v),q(x,v)y). Para obtermos um germe g Z3-
equivalente a f, consideramos uma Z3-equivaléncia (7', X) aplicada ao germe f em duas

etapas

f/:fOX e g:Tf/v <233)
<—>ZQ -
Za
onde T € M,y e X € M(z,y)'
Se X = [a,b], entdo f' = fo X = [/, ¢] com
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com a’ = 0.
Podemos escrever o desenvolvimento de Taylor de uma fungao h = h(z,v) da seguinte
forma:

1
h(z,v) = h® + hlx + hjv + §[hfmx2 +2h8 v + he v?] + h.o.t.

No que segue obtemos alguns coeficientes da expansao de Taylor de p’ e ¢’ nas variaveis

x e v em torno da origem. Para p’ = p/(z,v), obtemos

PY (p/)o — 0’
e (p,)°=0;
o (1)’ =po(b°)%

(1) = (a2)?D%;

(10,)° = (b°)*p3, + 4pobobg + 2ap8, (0°)% + (a9)?p.;
o (p,,)° = alpS,al + agpd, (b°) + 2p3b°b3.

Analogamente para ¢’ = ¢'(x,v), temos

o (¢,)° = qpa3b%;

(q,)° = b°qal + (b°)*qS;

(¢he)® = 2420205 4 b°(a2)?qC, + b°qQag,;

o (q,,)° =b°(a2)?q, + b°q2ad, + 2a%q3, (0°)% + (b°)°qQ, + 6¢3(b°)?b3 + 269¢2al;

(40)° = byaZal + 362g7(0°)* + qgaghl + bPagqz, af + agqy, (0°)° + bqlag,.

Para obtermos o germe g = [p”,¢"] temos que multiplicar f' = [p/,¢] por T =
S1 52y .
, com 81, 89, S3, S4 pertencentes a S(Z;y), ou seja,
S3Y  S4
S1 Sy P
g=Tf = = (519" + 524, (s3p" + 544)y).
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Logo,

p’ = s1p' + s92q'v, (2.34)

q" = s3p' + 544 (2.35)

Pelo desenvolvimento de Taylor em ambos os membros das expressoes (2.34) e (2.35)

em torno da origem até segunda ordem, obtemos

° (pl/)o — Sflj(p/)o;

(P)? = (512)°(P")° + s9(pL)%

(p0)° = s9(p,)° + (51)°(P')° + 55(¢")";

(D) = 2(512)° () + 89 (D) + (8122)° ()

(D) = 85(Dy)® 4 255(¢,)° + 2(510)°(13,)° + (85100)°(P')° + 2(52,)°(¢)

(P70)” = (510)°(PL) + 87(Ph0)” + 85(42)° + (512)°(P,)° + (5100)° (') + (520)°(¢)"-

e (¢")=s3(p')° + s4(d);
o (q7)° = s3(q,)° + s5(P))° + (532)°(P')° + (542)°(4)

o (q,)7 = s4(q,)” + s3(0,)" + (530)° (1) + (540)°(¢)";

(€72)” = 85(Phe)” + 2(540)°(¢2)° + 2(830)° () + 84(2)” + (8300)° (1) + (8400)°(4');

(@o0)® = 2(540)°(q1,)° + 85 (1) + 2(830) (0,)7 + 89(2)° + (8300)°(P')° + (8400) ()

o ()" = (520)°(€)" + (542)°(q,)° + (830)°(03)° + (832)°(P,)” + 85(Pao)” + 53(d,)” +
(8300)° (D) + (8420)°(¢)°-

Substituindo os coeficientes de p’ e ¢’ obtidos nos coeficientes acima, temos
o () =0;

o (07)”=0;

o (p)” = stpp(0°)%;

o (p,)° = s9(a2)*ply:
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o (p),)° = 55(a%)*p2, +4spob°bS + 55 (b°) s, +257a5p2, (0°)% 4 255b°q2ag + 255 (b°)? ¢S +
2(s1,)°p2(b°)%;

(p,)° = s9alpl,al + 2s§pobobe + s9alp, (b°)? + s5q2a2b° + (s1,)°po(0°)*;

. (@) =0
o (g2 = st

o ()7 = sib°qgag + s9(b°) g7 + s5pi(0°)%;

(4r)° = s5(a3)°pg, + 259470005 + 20°(s40)°qga + b7s§qtag, + b°s4(a3)* g,

(@) = 2(ss,)°p3(b°)* + b°s9(ag)?qg, + s5(0°)°q7, + b°siqgal, + 2s§agqr, (b°)° +
Gsgay (b°)705 + 26°(s4,)q2a5 + 2(s4,)° a5 (0°)° + 25§05 q2a3 + s5(a3)*pe, + 2s8a7pg, (0°)* +
s3(b°)*pg,, + 4sgprbobs;

(q,)° = s8a2p2,al + s3a2pS, (b°)? + 254pob°bg + s3b2q2a + 3550245 (0°)% + s3q2a2bd +
b°s§q0al, + b°s5a2q2,a8 + s5a%q2, (0°)° 4 0°(s4,)°q2a% + b°542¢%a8 + (s54,)°q5(b°)° +
(832)°Po(b°)*.

Da Zj-equivaléncia temos algumas condigoes sobre os coeficientes que aparecem nas
expressoes acima, ou seja, temos a® =0, b° > 0, af > 0, s{ > 0 e s > 0.
Escolhendo a, b, s; e s4, podemos simplificar g em fy + h onde h € (/\;l(Z;y) N /\Z?x y)).

Como f € M? ¢ de corank 2, temos p° = p° = ¢° = 0. Portanto, temos que resolver
(z.y) z

(P))° = sIp3(b°)? = ey,
(ply)° = s7(a2)?ply = 2,

()7 = sigall = 2es.

Sejam €; = sinal (p9) e €2 = sinal (¢2). Segue que

seIpg|(b°)? =1,
s9(a2)?p, = 2,

silgzlagb’ = 2.
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Para resolver esse sistema, podemos escolher b° = 1 e obtemos

o 2lpg] 2p%,
! Ipv P2y 5= Iqx Il

Logo, se p° = p% = ¢° =0, p2, > 0, p° # 0 e ¢° # 0 temos que f é Z3-equivalente

a pré-forma normal g = [2? + €v,2622] + h = fo + h, onde h representa termos em
AL 3
(M) T Mizy)-
Resta mostrar que h é de ordem alta para fy. Para isso, vamos determinar os geradores
do espaco tangente unipotente TU( fo, Zs).
Seja fo = [r,s] com r(x,v) = 22 + v e s(x,v) = 26.

Os geradores de TU( fo, Zs) sao

c1 = [zr,0] = [2° + 6120, 0],

ey = [or,0] = [1‘21) + v, 0],

c3 = [vs,0] = [2e520, 0],

cy = [0,7] = [0, 2% 4 €1v],

cs = [0, s7] = [0, 2e22%],

ce = [0, sv] = [0, 2ez20],

cr = |21y, 2%s,] = [22°, 26927,
cs = [vry, vs,] = [220, 2e90],

cg = [zvry, TVS,] = [€120, 0],
c10 = [V°1y, v%8,] = [e20?,0)].

Para simplificar os geradores acima trocamos alguns ¢; por ¢;, ou seja,

Gy = %203 = [zv,0],
55 - %C5 - [O,.T2],
Cp = %266 0, zv],

C1g = €2 C19 = [U27 0],
Cy = Cg — €1C19 = [5527), 0],

¢y =€ (cq — G5) = [0, 0],
1

57 = —C7 — 6255 = [1’3,0].

2
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Eliminando os geradores redundantes, concluimos que

Tu(fo; ZQ) = < [xsﬂ 0]7 [Z’U, 0]7 [U27 0]7 [07 .132], [07 U] >g(ZI2‘y)7

ou seja,

Tu(f07 ZQ) = [(MZ2

(z,y)

) + M(Z;y) <U>522 ) (MZQy )2 + <v>gz2 ]

(z,y) (@) (z,y)
que é um submodulo intrinsico de 67(%2) pelo Lema 2.6.1.

Pelo Teorema 2.6.1,

P(fo,Za) D itr(TU(fo, Z2)) = [(MZQ

(z,y)

PP EME () (M) + (v)z ]

(z y) (z,y)

Observamos que os termos em h na expansao de Taylor de g pertencem ao submédulo
[(/\/lZ2 B+ M2 (W) 2y, (MP2 )2+ (v) .2, | formado por termos de ordem alta para
(z,y) (@y)\"E2 () EZ )
Jo-

Portanto, f é Z9-equivalente a f;.

Observamos ainda que
(M2, M, ) = ([2°,0], [zv, 0], [v7,0],[0,2%],[0,0]) C TU(fo, Zo)

e, pelo Teorema 2.7.3, o germe fy é 2-K32-finitamente determinado. Como j2g(0) =
72£0(0), onde g = T (f o X), segue que g é Z3-equivalente a fy e, assim, f é Z3-equivalente

a fo, confirmando nossa conclusao.

Para obter um ZJ-desdobramento miniversal da forma normal fy, calculamos os gera-

dores do espago tangente estendido ao germe fy

c1 = [r,0] = [2* + €0, 0],

co = [vs,0] = [2e220, 0],

cs = [0,7] = [0, 2% + 0],

cs =1[0,s] =0, 2ea],

cs = [vry, vs,] = [610, 0],

ce = [174, 25,] = [227, 2€91],

cr = [vry, vs,| = [2zv, 2e90).
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Para simplificar, podemos substituir ¢; por ¢;, em que

€
64 = _204 = [O,I],

2
e = €1¢;5 = [v,0],
Cl = C — €1C5 = [11:2,0],

& = %2(@ — 2265) = [0, v).

Eliminando os geradores redundantes ¢z, c3 e ¢g, concluimos que

7—60(f07 Z2) = < [3'27 0]7 [U7 O]a [O’ {E], [07 U] >

Zg

g(wﬂy)

Portanto, um conjunto de geradores para o espaco normal estendido a fy é dado por
NO2(fo,Zy) = R - {[2,0],]0,1] }. Segue que a K2*-codimensio de fy é 2 e, pelo Corolario

2.5.1, um Z3-desdobramento miniversal de f; é

Fo(z,y, a1, 00) = [952 + 6v + a1z, 26T + ag).

Observacao 2.8.1. 1) A forma normal obtida é a de menor codimensao, pois para
qualquer outro germe de bifurcacao de corank 2, as condicoes p° = p? = ¢° = 0
garantem que o germe ¢ no minimo quadratico e os germes (z,0) e (0,y) estardo

fora do Z3-espago tangente estendido desse germe.

Observamos ainda que se p2,. = 0 e p9 ¢o # 0, a pré-forma normal obtida é
[az® 4+ bv + h.o.t, cx + h.o.t]
e tem no minimo codimensao 3.

2) E exatamente na expressao do desdobramento miniversal que a Z3-equivaléncia
difere da Zs-equivaléncia em [17].

O espaco normal, no nosso caso, ¢ NY(fo,Zs) = R - {[z,0],[0,1]} e em [17],
Afe(f()vZQ) =R- { [fL’, O]a [170] }



Capitulo 3

Formulacao por Caminhos

A Formulagao por Caminhos é uma forma alternativa de obtengao de formas nor-
mais quando comparada aos métodos classicos da Teoria de Bifurcacao como foi feito
no Capitulo 2. Uma de suas principais caracteristicas quando aplicadas a problemas
de bifurcacao é organizar a classificacao, explicitando os comportamentos singulares que
dependem do centro organizador ou dos caminhos. As contas algébricas podem ser sim-
plificadas porque o espago tangente dos caminhos é um mdédulo sobre um anel e nao um
moédulo sobre um sistema de anéis como na teoria de [17].

Neste capitulo usamos a Formulacao por Caminhos para obter a solucao do problema
do reconhecimento para um problema de bifurcacao de corank 2, com dois parametros de
bifurcacgao, que satisfaz a condicao de preservagao da origem e com o centro organizador
de menor codimensao obtido no Capitulo anterior.

A forma normal obtida é a forma normal do modelo matematico que descreve a en-
vergadura de um painel cilindrico sujeito a uma compressao axial que sera estudado no
Capitulo 5.

A principal énfase é a Formulagao por Caminhos Algébrica para obtencao do espago
normal ao caminho associado ao problema de bifurcacdo em questao. Apresentamos
também, a determinacao finita de um caminho via a Formulacao por Cami-
nhos.

Os principais resultados sao a Proposicao 3.6.1, o Teorema 3.7.1, o Teorema 3.9.1 e o

Corolério 3.9.1.
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3.1 Problemas de bifurcacao que preservam a origem

Consideramos uma extensao da agao de Z; em (R? x R?) com a acao trivial de Z, em

R? ou seja, a agao Zy x (R?* x R?) — R? x R? dada por

(L @y, A ) = Tz, A p) = (2,4,A 1),
(=L (29, A p) = (=% (@0, p) = (2, =y, A 1),
para todo (z,y, A\, ) € R? x R2.

Recordamos que o germe de bifurcacao ou problema de bifurcacao de corank 2 que
estudaremos é um germe de aplicacdo f : (R? x R%,0) — (R2,0), f = f(z,y, A\, u), onde
(z,y) € (R%0) sdao as varidveis-padrao e (\,u) € (R? 0) os parametros de bifurcagao,
satis- fazendo (D, f)? = 0.

Sejam f um germe de bifurcacdo e F : (R? x R? x R*,0) — (R2,0) um germe de
desdobramento de f com k parametros. O germe de bifurcacao f e seu desdobramento F'

preservam a oTigem se
f(0,0,A, 1) = F(0,0,A, 1, ) = (0,0),

para todo (), 1) € (R%,0) e para todo a € (R¥,0).

Conforme ja mencionado no Capitulo 2, a condi¢ao f(0,0,A, u) = 0, para todo
(A, 1) € (R%0), segue dos artigos [29, 30].

Segue de [12] que problemas de bifurcagdo com Zy-simetria de corank 2 com dois
parametros de bifurcacao, sem a condicao de preservacao da origem no seu desdobramento,
sao de codimensao infinita.

Denotamos por

Eynm =1+ (RZXR2,0) = R f(z,—y, A\, 1) = fa,y, A\ p)}

o conjunto dos germes Zso-invariantes,

> 7
S(;,y,)\7u) = {g : (Rz X R270> - Rﬂg(:@ —-Y, )‘hu) - (_1) *g($,y,)\,u)}

o conjunto dos germes Zs-equivariantes e

79

g(x,y,/\,,u,) - {g : (R2 X R2a0) - R2|g(l‘, -Y, )‘7M) = (_1) *9(%% )\,/i)

e (0,0, 1) = (0,0), para todo (A, ) € (R%,0)},

o conjunto dos germes Zsy-equivariantes que preservam a origem.
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O conjunto 8 munido das operagoes de adicao e multiplicagao usuais no conjunto

(z,y,2.1)

de germes de funcoes tem estrutura de anel, 5 tem estrutura de mddulo sobre o

2

¥/
submodulo de 5 fy’ )

xy)\u)

¢ um SZQ

com as operagoes usuais de germes de aplicagoes e S Z5 U ey A)

Yo\ 1t)

Temos que {x,v = %, A, u} é uma base de Hilbert para P o anel dos polinomios

(z,y,A1)?

Zo-invariantes e, pelo Teorema de Schwarz ([17], pag. 46), para todo germe [ Zo-
invariante existe um germe p € Ex ) tal que f(z,y, A, 1) = p(z, v, A, 1) = p(z, y*, A, p).

Para todo germe Zy-equivariante g(x,y, A\, 1) = (g1(x,y, A\, 1), go(x, y, A, i), temos

g(.T, -y, )\nu) = (gl(xa —-Y, )\7/’L>7g2<x7 —-Y, )\7 :u)) - (gl(ﬂj,y, )\7 ,u)7 _QQ(xaya )‘7‘1’)) (31)

Desta forma, existem p,q € £, 4.2, tais que

91(%3/7)\,#) = p(l’,’l}, )‘7/’6)

e
92(2, 9, A i) = (0,0, p)y.
Logo,
9(@,y, A 1) = (p(w, v, A 1), g2, 0,4, p)y) (3.2)
e denotamos por g = [p, ql.
Portanto, X; = (1,0) e Y7 = (0,y) sdo geradores do mddulo 6' fy)\’ﬂ) sobre o anel
g(ZHE%y,/\,u)'

Definicao 3.1.1. Definimos

MZ;yAu —{fE a:y)\u|fO:0}

ME | ={ €% | 0,0, ) =0, para todo (A, ) € (R,0)}.

Pelo Lema de Hadamard, M jy ) = (T V) g2

(z,9,\, 1)

Se g € £,2 , entio g(z,y, A 1) = (p(w,v,\, 1), q(x, v, A, p1)y) com p € M(x

(myAH)’ 7y7 ? )

Dessa forma, podemos escrever

g(x7y7/\7lu’) = (pl(x,v,A,,u)x +p2(5’77U;)\7N)U>Q($7U;)\7M)y)a
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com pi, P2, q € gxy)\uu)

Portanto,

EX = {(2,0),(0,0),(0,)),

(zyku)

72

Definigao 3.1.2. Definimos £, , , , © conjunto de germes T : (R? x R?0) — My(R)

que satisfazem a condicao de Zs-equivariancia

1 0 1 0
T(x,—y, \, 1) = T(x,y, A\, 1). (3.3)
0 —1 0 -1

s
Analogamente ao demonstrado no Capitulo 2, secao 2.2, o conjunto £ (@yap € UM
2

maédulo finitamente gerado sobre o anel 5 oy u)

—La

Denotamos por M y 0 submoédulo de 5 onde 7° é uma matriz diagonal

YA\ (z,y,A.1)

com entradas positivas e L£5(Zz) o subconjunto de GL(2,R) que pertence & componente
conexa da matriz identidade e é formado por matrizes com a condigao de equivariancia

(3.3).

3.2 Z-equivaléncia

Nesta secao apresentamos uma equivaléncia de contato para problemas de bifurcagao

Zo-equivariantes que preservam a origem.

Definicao 3.2.1. Dois germes de bifurcacao f,g € 5 sao Z3-equivalentes por bi-

(z y A, )
furcagdo se existe uma terna (7, X, L) tal que

g(x,y, A ) = T, y, A, ) f(X (2,9, A, ), LN 1)) (3.4)

satisfazendo

L2

1) T e M(w,yv\,u)’

Lo

) X 6 g € D(:r:,y)X 6 M(z,y,k,u)’

xy)\u
3) L: (R2,0) — (R%,0) e det (Dp,L)° > 0.

Consideramos IC 3 = conjunto de todas as Zj-equivaléncias por bifurcagao, isto ¢,

Lo

ZO
K Day)X € My

(M):«TXQM@M<

)XEE

T,y A\ )0

L:(R*0) — (R*0) edet (Dg,L)° > 0}.

xyAuV
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0
Dados (11, ®1), (T, ®5) € K(Ziu)’ onde ®; = (Xi, L) e &y = (Xy, Lo), definimos
(T17‘1)1) * (T27¢2) = (Tl (Tgotl)l),q)goq)l), (35)

em que ($30Py) = (Xy0Py, Lyo Ly).
0
Com essa operacao (IC(ZA2 ) ) tem estrutura de grupo.
O elemento identidade deste grupo, denotado por 1, é aterna (I, I, I(x ), emquely éa

matriz identidade de ordem 2, I denota o germe de & 2 dado por I(x,y, A\, p) = (x,y)

(ryku
e oA, ) = (A, ). Quando ndo houver possibilidade de confusdo, chamamos Iy .

simplesmente de I.
O elemento inverso de (T, X, L) € lC(Z/%M) ¢ definido por (T, X, L)~ = (T }(®~1),d7 1),
com ¢ = (X, L).

— 70

0
Definimos uma ag¢ao do grupo IC(ZAQ’”) em g(f?y,/\,u) por

79 =79
—
’C(A w) X 5 (@,y,A,1) g(l’,y,%u)

((T7X7L)7g> — (T,X,L)-g:T(gO(X,L)).

Para simplificar, denotamos uma Z3-equivaléncia por bifurcagao por ¢ = (T X,L).

A partir dessa acao, podemos definir uma relacao de equivaléncia em gr da

fcy/\u)

seguinte maneira: f estd relacionada com g se existe ¢ € IC(/\2 ) tal que g = ¢ - f, ou seja,

9="T(f o (X,L)).

As classes de equivaléncias sao denominadas IC( ) -6rbitas. Assim, f,g € S(z U sa0
Z5-equivalentes por bifurcagao se eles pertencem & mesma K’ 2M)—érbita.

Segue do Capitulo 1, secao 1.7, que o grupo IC Z3 e um subgrupo do grupo de contato
Kaz.

De fato, se (T, X, L) € /C(f )

definindo ¥ : (R*,0) — (R%,0) por
Uz, y, A p) = (X(z,y, A 1), L(A, ),
segue que (T, V) € Kyo.

Definigao 3.2.2. Uma ZJ-equivaléncia por bifurcagao (T, X, ) € IC e chamada uma

Z5-equivaléncia por bifurcagao forte.
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3.3 Os espacos tangentes

3.3.1 O espago tangente estendido

Consideramos uma extensao da agao de Zy em (R? x R? x R) com a agao trivial de Zs

em R, ou seja, a agao Zy X (R? x R? x R) — R? x R? x R dada por

(L (2,9, A1) = Ix(z,y, A p,t) = (2,9, A s 1),
(=L @y Amt) = (=1)* (@A ut) = (2, =y, A pt),
para todo (z,y, A\, 1, t) € R x R? x R.
Denotamos por

79
Emprny = 19: R>XR®XR,0) = R*| gz, —y, A\, 1, 1) = (=1) x g(x,y, X, i, 1)

e g(0,0,X,u,t) = (0,0), para todo (A, 4, t) € (R* x R,0)}

HZQ

o conjunto dos germes Zs-equivariantes que preservam a origem, por &

sy apt) O conjunto

dos germes T : (R* x R? x R,0) — My(R) que satisfazem a condi¢ao de Zy-equivariancia

1 0 1 0
T(:C7 Y, )\7/1’7 t) = T(xvyu )\7/1’7 t)
0 -1 0 -1
(—)ZQ <—>Zz
€ Por M, \ .y O Subconjunto de &, , 5 ., formado pelas matrizes T tais que T° é uma

matriz diagonal com entradas positivas.

— 70
Dado g € E(ZQZ/ ) construimos o espaco tangente estendido ao germe g de maneira
andaloga feita no Capitulo 2, ou seja, consideramos uma familia § = §(¢) de desdobramentos

a um parametro do elemento identidade 1 de IC(ZE’ ) dada por
o(t) = (T(t), X (1), L(t)) (3.6)

em que

(—)ZQ

1) T(t)(l‘, Y /\7/,L) = T({L’,’y, )\7M>t) com T' € M( (S T(Ia Y, A7 K, O) = ]:27

Z,Y, A, ,t)

_;Zo
2) X(O)(z,y, A p) = X(@,y, A\, p,t) com X € E.7 e X(z,y, A p1,0) = (z,y),

3) L:(R?*xR,0)— (R%0), L(t)(\, p) = L(\, u, t), satisfaz L(\, 1, 0) = (\, p).

—.\Zg

Vamos obter o espago tangente estendido ao germe g € E(I YA Usando (3.6), cons-

truimos um desdobramento G de g a um parametro ¢t dado por

Gz, y, A\, p,t) =T(z,y, A\, p, t) g(X(z,y, A\, i, t), L(A, o1, 1)). (3.7)
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O espago tangente estendido ao germe g € E(x ) ¢ formado por germes obtidos da

7y7 sH

derivada de G em relagao a t e calculada em t = 0.

Definicao 3.3.1. O espaco tangente estendido ao germe g € 5 ¢é dado por

7y/\u

Le M(A,u)}-
(3.8)

,Zieo(gaZQ):{Tg—F(D( ) )X+(D )L|T€g(xy)\u)7X€gxy)\,u)’

Proposicao 3.3.1. Seja g = [p,q| € 8 O espago tangente estendido ao germe g é

(z,y,A\, )"

a soma do 5 2

(g A0) -submoédulo gerado por

[p. 0], [vg, 01, [0, p], 0, ], [vpu, vgu], [xDs, 2¢:] € [UPz; V] (3.9)
e do & y-submoddulo gerado por

[Dx, r) € [P Q) (3.10)

Demonstracao. E analoga a demonstracao do Lema 2.4.1 para obter os geradores do

espago tangente estendido ao centro organizador. [

Definicao 3.3.2. O espaco normal estendido é definido por

£
NO(g, Zy) = 22 3.11
(g 2) To(g’ ZQ) ( )
A IC(/\2 S -codimensao de um germe g € 5 fy’/\, ) é definida por

cod (g, Z9) = dimg N?(g, Z). (3.12)

3.3.2 O espaco tangente unipotente

O espaco tangente unipotente ao germe g € 5 ) é construido de forma andloga ao

(z y A
espaco tangente unipotente ao centro organizador na subsegéo 2.4.2.

Primeiramente, definimos um subgrupo especial de IC( M)

Consideramos a aplicacao

(—)ZQ

W:M( XEZg

T,y 1) (z,y,A,1)

X Moy — L3(Zs) x L(Z5) x GLy(2,R),  (3.13)
definida por

7'('(T7 X, L) = (TO, (D(Jg,y)X)o, (D(}HM)L)O), \4 (T, X, L) S IC(/\ 0"
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A aplicagao m é um epimorfismo e seu nicleo
0 ZO [o} o o
U = (T7 X, L) € IC()?,”) | 77 =1y, (D(z,y)X) =he (D()\,,u)L) = 12}

0
¢ um subgrupo normal de IC(Zf 1 € é chamado de subgrupo das Z3-equivaléncias unipotentes.

Como foi feito na subsecao 2.4.2 para o centro organizador, podemos mostrar que o

espaco tangente ao subgrupo U% 1o seu elemento identidade 1 é dado por

T(U%) = {(T,X,L) € g(wym X EX X Moy |T? =0, (DeyX)°=0e (Dpuk)° =0}

(3.14)

(wyku)

— 70
e o Z3-espago tangente unipotente ao germe g € E(ZZ ) denotado por TU(g,Z3), é dado

por
TU(g,Z9) = {Tg + (D@ay9) X + (Do 9) L (T, X, L) € T(U™)}. (3.15)
Proposicao 3.3.2. Seja g = [p,q] € 522/\“ O espago tangente unipotente ao germe g

easomadoE"’

(g A) -submédulo gerado por

[zp, 0, [up, 0], [Ap, O], [1p, 0, [vg, 0], [0, p], [0, gz], [0, qu], [0, Aq], [0, g, [2*pa, 2° ], [N2pa, A2qy),

(1XPes 112Gy, VD2, V], [20Py, 2VG], [ANUDy, AV, [HODy, H0G], [V2 Dy, ¥4,
(3.16)

e 0 & u-submodulo gerado por

[IN2Da, A2, Ao, Aan], (17D, 1200, N0y N2qu], (Mo, Mgy e [12p,, 12q.). (3.17)

Demonstracgao. E andloga ao desenvolvimento feito no final da subsecao 2.4.2 para

obter os geradores do espaco tangente unipotente ao centro organizador. |

3.4 Teoria de desdobramentos e determinacao finita

Perturbagoes de germes g € 5 0 sao descritas por desdobramentos de g.

(@Y.,
Novamente, consideramos uma extensao da acio de Zy em (R? x R? x R¥) sendo a
acao de Zy em R” trivial, ou seja, a acio Zy x (R? x R? x R*) — R? x R? x R* ¢ dada
por
(L (z,y, A pa)) = Ix(z,9,A 1 0) = (2,9, A 1, @),
(=L (z,y, A pma)) = (1) * (2,9, pa) = (2, =y, A, 1, @),

para todo (z,y, \, 1, o) € R? x R? x R*.
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Seja a = (ay, ..., ax) € R*. Denotamos por

522 ={F:(R?xR*x R*0) = R| F(z, —y,\, i, ) = F(2,y,\, p, @)}

(z,y,A\, 1, )

o conjunto dos germes Zs-invariantes,

SZQ

(z,y,\ )

— {F: (R? x B x RY,0) = B?| Fa, =y, A\ 1, @) = (—1) % F(z,y, A, 1, 0)}
o conjunto dos germes Zs-equivariantes,

g

(2,5, 11,00)

{F: (RQ X Rz X Rk’o) —>R2|F($, —y,/\,,LL,OC) = (—1)*F(x,y,)\,,u,oz)
e F(0,0,\, i, @) = (0,0), V(A ) € (R* x R*,0)}

(6] COHjU.ntO dos germes ZQ 6(]U7:U(I’f’?:ant€5 que preservam a Origem.
L2

Usamos a notagao &, , 5 ) Para o S -modulo finitamente gerado formado pelos

(z,y,2.1)
germes T : (R? x R? x R* 0) — My(R) que satisfazem a condicdo de Zy-equivariancia

1 0 1 0
T(.Z', _yv)\71u704) = T(xvya A?Ma CY)
0 -1 0 —1
— Lo L2
e Mg yapa) ¢ 0submodulode €, 5,4 em que T° ¢ uma matriz diagonal com entradas

positivas.

Definigao 3.4.1. Um Z3-desdobramento de g € 5 com k parametros o = (ay, ..., )

acy)\,u
¢ um germe G € Ew/\ua tal que G(z,y, A\, 11,0) = g(z,y, A, p).

Definigao 3.4.2. Sejam G um Z9-desdobramento de g € 8 com k parametros

ry)\u)

a=(ag,..,ap) e A: (RL0) — (R* 0). O pull-back de G sob A, denotado por (A*G), é o
7Z5-desdobramento de g com [ parametros, 3 = (i, ..., 4;), definido por

(A*G) (@, y, A, 1, B) = Gz, y, A, 1, A(B))-

Definigao 3.4.3. 1) Sejam H e G dois Z3-desdobramentos de g com [ e k parametros,
o7

respectivamente. H fatora-se através de G se existem T' € 5(;@7/\%5) com T (z,y,\, i, 0) =

L, X € Exy/\uﬁ) com X(z,y,\,1,0) = (x,9), L : (R? x R,0) — (R%0) com

L, 1,0) = (A, p) e A: (RY0) — (RF,0) tais que

H(z,y, A\ p, B) = T(@, y, A, B) G(X (2,9, A, 1, B), LI, 1, ), A(B)), B=(Br, ... ).
(3.18)
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2) Um Z3-desdobramento G de g com k parametros a = (ay, ..., ay) é versal se todo

Z3-desdobramento de g fatora-se através de G.

3) Um Z9-desdobramento versal G de g é miniversal se G tiver um niimero minimo de

parametros.

Definigao 3.4.4. O grupo das Z3-equivaléncias para desdobramentos com k parametros
¢é dado por

Zg — o _,Zg — Lo
K = {(T, X, L, A) | T e M(m,y,k,u,a)’ X € 5(%3/7/\,#,&), D(x’y)X c M(z,y,/\,u,a)’
L: (R? x R*¥,0) — (R2,0), det (D0 L)° > 0, A: (R*,0) — (R*,0),

e det (D,A)° > 0}.

Em IC%% definimos uma operacao para os elementos (77, ®1) com & = (Xq, L1, Ay) e

(Ty, ®3) com @y = (X5, Ly, Ay) da seguinte forma
(Th (I)l) * (T2, @2) = (T1<T2 © ‘I)l), ®, 0 (1)1)7

em que (@2 @) (I)l) = (XQ o) CIDI,LQ(Ll,Al),AQ o) Al)

. 79
Como essa operagao (x), Kyn tem estrutura de grupo.

O elemento identidade deste grupo, denotado por 1, é a 4-upla (Iy, I, I() 4.a), la), com I
z3

a matriz identidade de ordem 2, I denota o germe de éix’y, M

) dado por I(z,y, \, pu, ) =
(2,9), Inpue) = (A1) e In(a) = a.
O elemento inverso de (T, X, L, A) € ICZZ”% é definido por (T, X, L, A)~' = (T~ (®71),o71),

com ¢ = (X, L, A).
z3

- 73 ~
A acao do grupo K2 em F € g(x’y,)\7p7a

) ¢é dada por
(T,X,L,A)- F=TF(X,L,A),
ouseja, (T, X, L, A)-F)(z,y, \, u, &) = T(z,y, \, , ) F( X (x,y, A, o, @), LA, 1, ), A(v)).

Definigao 3.4.5. Uma ZJ-equivaléncia para desdobramentos (T, X, I(x ja), la) € IC%T% é

chamada uma Z3-equivaléncia para desdobramentos forte.

5

Definicao 3.4.6. Dois germes de desdobramentos F', G € g(gﬁ A i)

com k parametros,

0 0
a = (aq, ..., ), s40 K%%—equivalentes se existe (T, X, L, A) € K22 tal que

Gz, y, A\, p, ) =T (x,y, A\, p, o) F(X (2,9, A\, p, @), LA, 1, o), A o).
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Teorema 3.4.1 (Teorema do Z3-Desdobramento Miniversal). Um Z3-desdobramento G

de g € 5 com k parametros a = (ayq, ..., ) € versal se, e somente se,

(z y Apt)

Eham = T2022) + R {Gay (@50, 1,0), o, Gy (2,9, A, 11, 0)}.
Demonstragao. Segue de [22], pag. 204. |
Corolario 3.4.1. Sejam g € 5 () € W C 5(“4 Ay 0 subespaco vetorial real tal que

EX =T 9. L) & W,
Se {p1,...,px} é uma base para W, entao
k
Gla,y, A, p, @) = g, y, A 1) + Y ayp;(x,y, A, 1) (3.19)
j=1
¢ um Z3-desdobramento miniversal de g.
Demonstracao. Segue diretamente do Teorema 3.4.1. |
Observamos que a lC codlmensao de um germe g € 5(3; YA , definida em (3.12), é

o numero minimo de parametros de um Z3-desdobramento miniversal de g.

Definicao 3.4.7. Um germe [ € 5 é k—lC(ZE’“)-determmado se todo germe

Z,Y, 7#)

g € Szy/\u tal que j*g(0) = j*f(0) é ZS-equivalente por bifurcacio a f. Um germe
fe éf?y%“) ¢ finitamente IC(ZE’“)—determmado se é k—IC(Ziu)—determinado, para algum in-

teiro positivo k.

Teorema 3.4.2 (Teorema de Determinacao Finita). Um germe f € 5 e finitamente

(z,y,A\, 1)
73 . 73
IC( Iy #)—determmado se, e somente se, tem IC( 2 M)—codlmensao finita.

Demonstragao. Segue de [22], pag. 207. [

Definicao 3.4.8. Definimos

— 70

(EZ L NMEL Y ={fe &2 | 151(0) = (0,0)}.

0
Teorema 3.4.3. Um germe [ € £x é k—lC(Zf H)—determinado se, e somente se,

(zy/\u

(Etng VMEEL ) C TU(T.ZS).

(@,y,A,1) (z,y,

Demonstragao. Segue de [7], pag. 526. [
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3.5 Formulacao por Caminhos

z3

. ~ . 7o
vy UL germe de bifurcacao com centro organizador g, de K;*-

Seja g € 67(
codimensao finita. Assim, podemos considerar g como um desdobramento a dois parametros
do seu centro organizador gy. Se Gy = Go(z,y, a), o € R¥, é um desdobramento miniver-
sal de gy, entao pela teoria de desdobramentos temos que g fatora-se através de Gy, ou

./ .
seja, existem T € 5(;%/\”, X € E(Zg yea: (R%,0) — (R*, 0) com T(x,9,0,0) =1, e

Y, A 1
X(2,9,0,0) = (z,y) tais que

9@y, A\ ) = T(x,y, A\ 1) Go(X (2,9, A, 1), a(A, ). (3.20)

A aplicacdo @ : (R?,0) — (R*,0), que é um germe de aplicacio do espaco de parametros
de bifurcagao no espaco de parametros de desdobramento, é o caminho associado ao pro-
blema de bifurcagao g.

Segue da expressao (3.20) que

g(@,y, A\ p) =T(x,y, A\, 1) Go(X (2, y, A, 1), (A, ) =

= T(I, Y, )‘7 :u) @*Go(X(ZE, Y, )‘7 VJ)» /\v :u) = T(Zl?, Y, )‘7 VJ) d*GO(X(:E’ Y, )‘7 :u)a I(/\v :u))
(3.21)

Assim, observamos que @ induz um novo problema de bifurcacao definido por

a*Go(z,y, A, 1) = Go(z,y,a(A, )

e, por (3.21), temos que g e @*Gy sao ZJ-equivalentes por bifurcagao com a Zy-equivaléncia

por bifurcacao forte (T, X, I).

. . > 173
No nosso caso, o problema de bifurcagao de corank 2 f € S(IQy A tem como centro
organizador fy = [2? 4 €10, 2627] com € = 1, €2 = 1 de K}?-codimensao 2 com um Z9-

desdobramento miniversal dado por Fy(z,y, aq, ) = [2? + €10 + a1x, 2627 + ap] definidos
em (2.31) e (2.32), respectivamente, na se¢ao 2.8. Segue da teoria acima que podemos
obter um caminho @ : (R?,0) — (R%,0), a(\, u) = (a1 (A, ), az(\, i), tal que f é Z9-

equivalente por bifurcacao ao pull-back
O_L*Fo(x, Y, A, M) = FU('Tv Y, 551()‘7 /vL)7 6‘2(/\7 M)) = [1’2 +av+ 5[1()‘7 /J):U, 2600 + 0_52<)‘7 :U’)]

Proposigao 3.5.1. Se 4 : (R? x R* 0) — (R2,0), A = A(\, 1, @), é um desdobramento
com k parametros o = (ay, ..., ) do caminho @ : (R?,0) — (R2,0), @ = a(A, u), entdo o

pull-back A*Fy é um Z3-desdobramento de a*Fy com k parametros.
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Demonstracao. Por hipétese, A(A, i, 0) = @(A, ) e, por definicao, A*Fy(z,y, A\, 4, @) =
Fo(l’, Y, A(/\7 H, Oé)) LOgO,

A*FO(‘/EJ Y, )‘7/~L7 O) = FO(x7y7 A(>\7 K, O)) = FO(‘IJ Y, O_é(>\7 M)) = @*FO(:C’yu )\7/1’)

Portanto, segue o resultado. [

z3

m centr

No teorema a seguir mostramos que problemas de bifurcacao g € 5(
organizador gy Z3-equivalente a fy, e seus desdobramentos, podem ser representados por

pull-backs do desdobramento miniversal Fj.

z3

Teorema 3.5.1. a) Seja g € E oy

um problema de bifurcacao de corank 2 com

Lo

()" Se go é Z3-equivalente a fy, entdo existe um caminho

centro organizador gy € M
a: (R%0) — (R?0) tal que g é Z3-equivalente por bifurcacio ao pull-back a*F.

. =79
b) Seja G € S(xfy7A7u75)

g€ EZ? )= Se go ¢ Z3-equivalente a fy, entdo existe A : (R* x R, 0) — (R?,0) tal

um Z3-desdobramento com k parametros 8 = (34, ..., Bx) de

0
que G é K%%—equivalente ao pull-back A*Fj e g é Z3-equivalente por bifurcacao ao

pull-back &*Fy sendo @ (A, u) = A(\, p, 0).
Demonstragao.

a) O germe de bifurcacao g é um Z3-desdobramento com dois parametros do seu centro
organizador go. Por hipétese, sendo gy Z3-equivalente a fy, existe (Tp, Xo) € /COZ2

tal que
fo(@,y) = To(z, y) go(Xo(z,y)).

Definimos F : (R? x R? 0) — (R?,0) tal que
F(l‘,y, A;N) :Tﬂ(may)g(XO(xvy)a)HH’) (322)

Como F(z,y,0,0) = To(z,y) 90(Xo(z,vy)) = fo(z,y), segue que F é um Z3-desdobra-

mento de fo. Sendo Fy um Z9-desdobramento miniversal de fy, F' fatora-se através
=79 _

vy X € E(mﬁy’/\’u) e a: (R%0) — (R%0) com

T(z,y,0,0) =1 e X(2,9,0,0) = (x,y) tais que

— L2
de Fy, ou seja, existem 1" € &

F(;U,y, )\,M) = T(x7y7/\7:u’> F()(X(x7y> )‘7M>7d<)‘nu’)) = [(T7 X? I) ' (@*FO)](SC,Z/, )\7/’L)
(3.23)
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Consideremos Tj € 5 ) tal que Tg(z,y, A, 1) = To(w,y) e Xg € E z5

(g Aot) tal que

xy)\u

Xi(x,y, A\, 1) = Xo(x,y). Por (3.22), temos
9= (T(;? X(/)7 I)il'F = (Téu X(/)7 I>71‘{(T7 X, I)d*FO] = [(T07 X07 I)il*<T7 X, I)](O_Z*Fo),

o que significa que g é Z3-equivalente por bifurcagao ao pull-back a*F, por uma

7Z5-equivaléncia por bifurcacao forte.

Por hipétese, gy é Z3-equivalente a fo, ou seja, existe (Tp, Xo) € IC(%2 tal que

fo(z,y) = To(x, y) go(Xo(z,9)).

. =79
Definimos H € E(x’y’)\%ﬂ) por

H(x,y, A\, 8) = To(x,y, A\ 1, B) G(Xo(z, 4, A\, s ), A, i, B), (3.24)

— Lo

em que 1§ € £, 5 8 € Xo 68
X(l)<x7y7)\7,uaﬁ> = X(](JJ,Z/)

Temos que H(Q?, Y, 07 07 O) = TO(‘ra y) go(Xo(.fC,y>) = f0<x7y) Portanto, H é um Z(Q)_

zy/\uﬂ sao dados por Tj(z,y, \, i, B) = To(x,y) e

desdobramento de fy com (k + 2) parémetros Segue que H fatora-se através de

—Z
Fy, ou seja, existem T € 8(:31)\“5), X e 5 e A: (R*™ 0) - (R%0) com

xykuﬂ
T(x,y,0,0,0) =1y e X(x,y,0,0,0) = (z,y) tais que

H(z,y, A\, B) = T(z,y, A pB) Fo(X(2,y,\ 1, B), A(X, 1, 5))
= T(:an?)\nuaﬁ)A*FO(X(xvy7)\nuaﬁ)vAa”?ﬂ)‘

Usando (3.24) e (3.25), temos

(3.25)

G(xvyv/\nuaﬂ) = (TévXévl()\uﬁ) Iﬂ)il H(I ya)‘ /1475)
= (T, X0, Lowwpys Is) ™ - (T X Ia ), Ip) - A" Folz, y, A, i, B)]

(
= [(T07X07I()\,u,3)7[ﬁ> *(TXI)\,LLB I)] AF()(Z' y7)\:u/6>
(3.26)

0
ou seja, G é K%%-equivalente ao pull-back A*Fy por uma ZJ-equivaléncia para des-

dobramentos forte.

Resta mostrar que g é Z3-equivalente por bifurcagao ao pull-back a* Fy, onde a/(\, i) =

A(\ p,0). Fazendo 8 = 0 em (3.25), obtemos

H(z,y, A\, 1t,0) = T(z,y, A\, 1, 0) Fo(X (z,y, A\, 1, 0), &( A\, pb)).
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— L2

Definimos 11,15 € E( z5

yam) € X1, X2 € E(Ly,%u)
T2<x7 Y, )\7 M) - T(/)(I, Y, )\7 H, 0)7 X1<I7 Y, )\7 :u) - X<I7 Y, )\7 H, 0)7 X2<x7 Y, )\7 :u) -
X(/)(J}, Y, >‘a K O) € ]()\,u,ﬁ)<)‘a Ky 0) = I()\,,u)<)‘a M) LOgO, €o1mo g($7 Y, )‘7 lj’) = G(l’, Y, )‘a K 0)

tais que Tl (.Z', Y, )‘a :u) = T(Qf, Y, )‘7 s 0)7

segue de (3.26) que
9@y, A p) = G,y A p,0)
= [(TQ’ X27 I()\,,u))il * (T17 X1> I()x,u))] : (d*F0)<I', Y, )‘a N)7

o que significa que g é Z3-equivalente por bifurcagao ao pull-back &*Fy, por uma

Z5-equivaléncia por bifurcacio forte. [ |

3.6 Forma normal do 2-jato na origem de um problema
de bifurcacao

Nosso objetivo é obter a forma normal do 2-jato na origem de um germe de bifurcagao

— 70
feé® .y com centro organizador fo. Na notagdo f = [p,q], sejam fi(z,y,A\, u) =

p(m7va)‘au) € fQ(ZE,y,/\“LL) = Q(%%A,My-
O 2-jato de f na origem é dado por j2f(0,0,0,0) = (52/1(0,0,0,0),5%£»(0,0,0,0))

com
N (0] o o o o 1 o o o
72£1(0,0,0,0)(z, y, A\, ) = 7+ figx+ figy + AS A+ fig i+ §[f1mx2 + f10, 07+ i N

Ffip 2 A 2(frg, 2y + figy wA 4 fig, wp+ figy yA 4 fig, v+ fiS, )]
€

72£2(0,0,0,0)(z, y, X\, 1) = f3 + fog &+ fagy + foS A+ fap i+ %[fzix 2+ fag, v + f25 N
+ fap 117+ 2(fagy, 2y 4 fogn TA + fag, wp+ fagr YN+ foy, yp+ f23, M)
Usando a igualdade fi(z,y, A, u) = p(z, v, A, 1), concluimos que
72£1(0,0,0,0)(z,y, \, ) = p°+pSa+p A+ p+ %[pgxﬁ + PSA A+ 0, 1]+ v
FDo0 XA+ fog, T+ fal, A
Como f € g(f,gy«\w)’ temos que p(0,0, A, 1) = (0,0), ou seja, p(x, v, \, u) = xp1(x, v, \, p)+
vpa(,v, A, p1). Segue que p® = p§ = p, = pS, = p;,, = 0. Logo,

. ) 1 ) ) 0 0
j2f1(0707070)(x7ya)‘7ﬂ') :pxl‘+ §pacxw2+pvv+(p$/\)\+pxﬂ’u)x

Usando a igualdade fo(z,y, A\, u) = q(z, v, A, )y, concluimos que

72 £2(0,0,0,0)(z, y, A, 1) = (¢° + 2w+ AN+ q 1) y.
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Como f é um problema de bifurcacao de corank 2, segue que (D(,,)f)° = 0. Logo,
Pe=¢°=0.
Portanto, ]zf(oa 07 Oa O) = [ph Q1]7 e que

pi(z,v, A\ p) = Ax? + Bo+ (diA + dop) @ (3.27)
Q1(xava )\,/,L) = Cu + 61)\ + el

1
com A = épix, B=p;, C=gqp, di =p3,, d2=pj,, €1 =45 € e2 = qj,.
Proposigao 3.6.1. Seja f(x,y,\,u) = [Az? + Bv + (i + dop)z, Cx + e1 X + eapu]. Se
A>0,B+#0,C+#0ede;—dye; # 0, entdo [ é Zy-equivalente por bifurcagao ao germe
g= [anQQL com
T,0, A, = 224 v+ Az,

Pa( g ' (3.28)

QQ(Ia v, )‘7 /’[') = 261+ 51Ma
em que €; = sinal (B), eo = sinal (C') e §; = sinal (dyes — daey).
Demonstragdo. Para obtermos um problema de bifurcacao Z3-equivalente por bi-

furcagio ao germe f, iniciamos com um re-escalonamento considerando uma Z3y-equivaléncia

por bifurcacao forte (7', X, I') dada por

v 0
T(z,y,\, pn) = 0 s e X(z,y,\ 1) = (o, By), «,B3,7,6>0.

Sejam f' = fo (X, I)=[p,¢]e f" =T f =[p",q"], onde

Pz, v, \u) = Aa’z? + BB + (dia) + dyap)z,

¢ (x,o,\,1n) = (Cax+ e+ epu)p,

Pl(x,v, A p) = (AaPy)2? + (BA*y)v + ((diay)A + (deay)p)z,
¢"(z,0,\, 1) = (Capfd)r+ (e185)\ + (e230)p.

Comparando p” e ¢"” com (3.28), podemos escrever

Ao’y =1,
B/BZV = €1,
Cafd = 2e,.

Fazendo €, = sinal (B) e €3 = sinal (C'), segue que
Ao’y =1,
|BIB%y =1,
|ClaBd = 2.
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Resolvendo as equacoes acima, obtemos

1 A 2 [|B]
T=en PENBE T e VA

Logo, f é Z5-equivalente por bifurcagdo com a ZJ-equivaléncia por bifurcagao forte

(T, X, I) ao germe " = [p”,q"], em que

Pl(zo, p) = 224 e+ (di) + dap)z, (3.29)
" (z,0,\, 1) = 261+ (E4A + éap)
com ¢ = sinal (B), e, = sinal (C), d; = ayd; = (0A)1d; e & = Boe; = 2(a|C|) e,
i=1,2.
Observamos que « > 0 é um parametro livre. Escolhemos a = 1.
Comparando o germe obtido em (3.29) com a forma normal (3.28), observamos que
resta fazermos uma mudanga de coordenadas nos parametros (\, ) € (R?0).
Seja @ : (R2,0) — (R2,0), &(\, i) = (@ (A p), @a(A, ), com ay(A, 1) = i) + dopu e

an(A, 1) = é1A + éap. Em notagado matricial, temos

ar(\, dy dy A
d/g )\, ) él ég 12

Devemos obter L : (R?,0) — (R?,0) satisfazendo det (D, ,)L)° > 0 tal que (I, I, L) -
" =g, com o germe g dado em (3.28) e (@ o L)(\, 1) = (A, d1), ou seja,

dy d Li(\, 1 0 A
b ) . (3.30)
él ég LQ(/\,,M) 0 51 1%

O sistema (3.30) tem solugao se, e somente se, a matriz dos coeficientes de @ é nao
singular, ou seja,

~

dy dy

S
=
QU

2
* A 2
A A
= = —(dyes — d 0.
5 8 %e1 e A]C’|( 1€2 261) 7é
1 2 crIcl

Logo, se (dyea — daey) # 0, consideramos o germe

-1

4 & 1 0 A
o= 2] , 331)
‘—Cl| ﬁ 0 o K
com
d da
07 = sinal 2’4 2A = sinal (dyey — daey). (3.32)

Q
Q
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Como det (Dy ) L)° > 0, segue que (I, 1, L) é uma Z5-equivaléncia por bifurcagao e
(12717[/) 'f” =g
Portanto, se A > 0, B # 0, C # 0 e (dies — dyey) # 0, entao f = (T, X,I) - f" =

(T, X,I)*(Io,I,L)]-g, ouseja, f é Z3-equivalente por bifurcagao a forma normal

g(x,y,)\,,u) = [$2+€1U+>\$,2€2x—|—51pj]' -

Este resultado significa que o 2-jato na origem de um problema de bifurcacao de corank

2f65(23

T, A
sob um caminho @ : (R?0) — (R?,0) dado por

) satisfazendo certas hipoteses pode ser representado pelo pull-back de Fj

a(A, p) = (A o).

Observagao 3.6.1. A condi¢ao A > 0 é devido a aplicagao que faremos no capitulo 5.

3
T,Y A

é da forma (3.27). Se A > 0,B # 0,C # 0 e (dyeg — daey) # 0, entdo g é Z3-equivalente

Corolario 3.6.1. Seja g € 67( ) um problema de bifurcagio de corank 2 cujo j2¢(0, 0,0, 0)
por bifurcagao ao pull-back a*Fy, em que o 1-jato na origem do caminho @ = (a3, as) é
dado por

71(@1)(0,0)(A, 1) = A e jH(a2)(0,0)(A, p) = dpe.

— 70
Demonstracao. Dado g = [p,q| € 552 ) satisfazendo as hipdteses acima, segue que

PP=p3=0q"=0,p3 =24>0p;=B#0eq =C+#0. Seja go(z,y) = g(z,y,0,0),
go = [p,q], o centro organizador de g com p(z,v) = p(x,v,0,0) e §(z,v) = q(z,v,0,0).
Logo, (p)° = (§2)° = (9)° = 0, (Pzz)’ > 0, (pu)® # 0 e (G)* # 0.

Pelo Teorema 2.8.1, go é Z3-equivalente a fy. Segue do Teorema 3.5.1 que existe um
caminho & : (R?,0) — (R%0), &(\, pu) = (a1(\, 1), da(X, 1)), tal que g é Z3-equivalente

por bifurcagao ao pull-back &*Fj, por uma Zy-equivaléncia forte.

O 2-jato de &*Fj na origem é da forma (3.29), ou seja,
F2 6 F)(0,0,0,0)(x,y, M\, p) = [22 + 10 + (i + daji)z, 260 + (E4) + éa41)]

em que

[

jl( 1)(070)()\7/JJ) = CZl/\ + CZQILL,

(3.33)
71 (62)(0,0) (A, p1) = 1A + éap.
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Da segunda parte da demonstracao da proposicao anterior, existe uma mudanca de
coordenadas linear L definida em (3.31) e com ¢; dado em (3.32). Definimos a(A, u) =
&(L(A, ). Este caminho é tal que

jl(dl)(070)<>"u) = ]1(541)(070)([/()\,#)) =X\ e

(3.34)
71 (@2)(0,0)(\, 1) = jH(G2)(0,0)(L(A, ) = d1p1.

Os pull-backs a*Fy e &* F sao Z3-equivalentes por bifurcacao, pois

(127 ]7L> ) (&*F0)<I7y7 )‘nu) = F()(l‘,y, &(L<>‘7u))) = Fo(x7y7@(A7u)) = (O_é*Fo)(l’,y, Aaﬂ)

Consequentemente, o germe g é Z5-equivalente por bifurcagiao ao pull-back a*Fy com

71(E)(0,0)(A 1) = A e j1(@2)(0,0)(A, 1) = G n

3.7 Espacos tangentes e a formulacao por caminhos
algébrica

Seja ‘C:‘Eon,az) 0 E(ay,a,)-mbdulo dos germes de aplicagao ¢ : (R?,0) — R?. Analoga-
mente, denotamos por 5(,\,#) 0 &, w-modulo dos germes de aplicacao « : (R?,0) — R% O

espaco dos caminhos, denotado por 73(/\7;1): ¢ 0 & w-submodulo de E,?(,\VM) definido por
Poww = {o € Eny | a(0,0) = (0,0)}.

Em outras partes do texto usamos a notacao /\71@7“) para o submoédulo 75(,\#). Entre-
tanto, queremos enfatizar que 73(,\7,1) é o espaco de caminhos. Nesta secao, apresentamos
a Formulacao por Caminhos Algébrica necessaria para construir os espacos tangentes aos
caminhos, uma vez que nao definimos uma equivaléncia de caminhos.

Denotamos por hy(x,y) = (x,0) e ho(z,y) = (0,y) os geradores do espago normal
ao centro organizador fy obtidos no Teorema 2.8.1. Na notagao invariante, hy = [z,0] e
hy = [0, 1].

Definimos a seguir a aplicacao w, fundamental para a formulacao por caminhos algébrica.

- —70

Definicao 3.7.1. A aplicacao w, : £ ) — 5(32%/\7“) ¢é dada por
wa(§)(, ¥, A, 1) = &GN, )l (2, y) + &, wha(z,y) = (G(A, p)z, &N wy),  (3.35)

para todo § S 5’:2)\,},6)7 f(/\v :u) = <§1<)‘a M)’ 52(/\7 :u))



Espacos tangentes e a formulacao por caminhos algébrica 73

Na notagao Zs-invariante, w,(§) = [, &
Segue da defini¢ao que a imagem de w,, denotada por Im(wy ), é Im(wa) = (h1, ho)e, -

Proposigao 3.7.1. A aplicacdo w, : é?(,\,u) — (h1, ha)e, ,, ¢ um isomorfismo de & .-

modulos.
Demonstragao.
a) Wq ¢ um homomorfismo de &, ,)-médulos, pois
i) A condigdo we(§ + ¢) = wa(€) + wa((), para quaisquer &, ¢ € 6_'2,\,#), segue
imediatamente da defini¢ao de w,.
ii) Para todo p € En ), € € c‘f&,\#), temos
wa(p&)(@,y, A 1) = (p(A ) &N )z, y) + (p(A, 1) E2(A, ) 2 ()
A )

= p( ) (51()‘7ﬂ)h1(xay)+€2()‘7M)h2(x7y))
= (plwa(OD (@, y, A ).

Assim, wa(p&) = pwa(§), para quaisquer p € En ), & € 5(&;1)-
Logo, ws ¢ um homomorfismo de &, ;,y-médulos.
b) w, € injetora.

Consideremos & = (&1,&) € 5(,\,#) tal que wq (&) = (0,0), ou seja, wa (&) (z,y, A\, 1) =
&\ )z, &, p)y) = (0,0), para todo (2,y, A, 1) € (R*,0).

Em particular, para € € (R,0), € # 0, wa(§)(6,6, A\, 1) = (e&1( A\ ), €&a(A p)) =
(0,0), para todo (A, 1) € (R?,0). Logo, £ =0, ou seja, w, é injetora.

C) wy € sobrejetora.

A aplicacao w, é definida na Proposicao sobre sua imagem, ou seja, w, é sobrejetora.

Portanto, w,, : 6_'&,\,“) — (hy, hg)gm@ ¢ um isomorfismo de &, ,)-médulos. |
Definicao 3.7.2. Definimos 7 (Fp) como o 5(Z;y ar.az)-Submédulo de c‘fézy ar.az) dado por
PN/ _,Zg
T(Fo) ={TFo + Dy Fo) X [T € Eryaran) ©X € Euyarian)-
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Os geradores desse submddulo sao os mesmos obtidos para o espaco tangente estendido
ao centro organizador no Capitulo 2 dados em (2.16). Considerando Fy = [P, ()], os

geradores de 7 (F}) s@o dados por

[Pv O]v [UQa O]v [07 P]? [Oa Q]’ [Upva UQv]» [ajPl,’ xQx] € [UP:L‘, UQx] (3'36>

Portanto, para P(z,y, a1, as) = 22 + v + aqx e Q(z,y, a1, ap) = 262 + vp, obtemos

os geradores

¢1 = [.1’2 + v+ oo, O], ¢2 = [2621”(} + Qv, O], ¢3 = [0, 33'2 —+ €1V + Oélill'], ¢4 = [0, 262.1' + 062],
b5 = [22? + ayz, 2697], Pg = [27v + 10, 2690] € P7 = [€10, 0].

(3.37)
O resultado seguinte estabelece a férmula (3.7) em [14], pag. 288.
Lema 3.7.1. Se M é o &, az)-submddulo de (‘/_’;ny’alm) gerado por f; = [z, as] e
fo =10, aa(e200 — 2011}, entao
M = T(Fy) N {huyhode,, s (3.38)

recordando que hy = [z,0] e hy = [0, 1].

Demonstracao. Os geradores de 7 (Fp) sao dados em (3.37), mas podemos simplificé-los
de maneira a obter quais pertencem ou nao ao submédulo (hq, h2>g(u17a2).
Podemos trocar ¢; por ¢r = €1¢7 = [v,0].

Observamos que ¢y = (2eax + ag)g57, ou seja, ¢9 é um gerador redundante para 7 (Fp).

Além disso, ¢g = (2 4 )7 + 262[0,v]. Logo, trocamos ¢g por dg, onde

~ 6 ~
b6 = o (66 — (20 + an)ér) = [0, 0]

Dessa forma, todos os geradores de 7 (Fy) que contem o termo ‘v’ podem ser simpli-
ficados. Como ¢ = 107 + (22 + ay1,0] e ¢3 = €106 + [0, 22 4+ a;yx], podemos trocar ¢, e
¢3 por

b1 = 22+ a12,0] e ¢35 =[0,2%+ aqz],

respectivamente.

Portanto, os geradores restantes que contem apenas as varidveis x, ay, g Sa0

b1 = [22 + a1z, 0], d3 = [0, 22 + nx], ¢y = [0, 2224 s] € ¢5 = [222 +onz, 2e2x]. (3.39)
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Podemos ainda simplificar esses geradores. Observamos que ¢ = 2951 + ¢y — [z, ag)

e
b3 = 0,22 + 2] = 62—2xgz54 + [0, cn — %2042:10] = 62—2xq54 + {O, <a1 — %2042) x}
= %29%254 + %2 (al - %2@2> P4 — [0, %2 <041 - %2042) OZQ}
= %(235 + 20 — €3009) Py + %2[0, (€209 — 2001 ) vg].
Consequentemente, podemos trocar os geradores ¢5 e <53 por
b5 = [onz, ] e (23 = [0, (€22 — 201 ) cxa],
respectivamente.

Portanto, um conjunto de geradores equivalentes para o espaco 7 (Fp) é

b7 = [v,0], g = [0,0], 1 = [22 + auz,0], ¢4 = [0, 2e22 + 3], (3.40)

$5 = [Odlfﬂ, CKQ] (§] (23 = [O, (620&2 — 20&1)062]. (341)

Observamos que os geradores em (3.41) sao os geradores de M. Além disso, q~35 e (Zg

estao contidos em (hy, hs) Portanto,

Eag.ag)”

M C T(Fy) O (b, ho) (3.42)

Elar.ag)”

Resta mostrarmos a inclusao contraria.

Afirmamos que os geradores em (3.40) nao podem contribuir para a intersecgao

T (Fo) N (hy, ha)

€(a1,f¥2) :

Para provarmos esta afirmacgao, consideramos o germe ¢ definido pelos geradores em

(3.40) da seguinte forma:

g = afv,0] + b[0,v] + c[z* + ayz, 0] + d[0, 2627 + aa), (3.43)
coma,b,c,d e E(Z;y on02)" Suponhamos também que g pertence a intersecgao em (3.42), ou
seja, ¢ € (h1,ha)e, .- Os elementos deste tltimo submédulo sdao da forma

[zp(on, a2), q(on, a2)], com p,q € E, a,)- Logo, obtemos o sistema de equacdes:
a(x,v, o, ) + c(z,v, a1, @) (2 + a1x) = 2 p(ay, ay). (3.44)

b(x, v, aq, a0)v + d(z, v, a, a2) (2622 + ) = q(ay, ag). (3.45)
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Fazendo x = 0 em (3.44), temos a(0,v,a;,a)v = 0. Pelo Lema de Hadamard,

a(x,v,aq,a0) = x a(r,v, a1, az). Substituindo em (3.44), temos

a(x, v, o, a0) 20 + c(z, v, a1, a) (2 + a1x) = 2 p(aq, ay).

ou seja,
a(z,v, ap, ae)v + c(x, v, a1, a2)(z + a1) = plag, as).
Fazendo v = 0 e x = —a;, obtemos p(ay, ay) = 0, para todo (ay, as) € (R%0).
Analogamente, fazendo v =0 e x = _%EQQQ em (3.45), temos g(aq, as) = 0, para todo

(a1, az) € (R%,0).

Com isso, o submédulo 7 (Fp) N (A1, ha)e, . deve estar contido no Eay a,)-submédulo
de éfﬁy,%w) gerado pelos germes ¢s e s, ou seja, T (F) N (hy, 2)€ a0y C M-
Portanto, M =T (Fo) N (h1, ha)e,, ., - [
Definicao 3.7.3. Definimos N como o &4, a,)-submoédulo de g(alm) gerado por
oy, ) = (ag, ) e 3 (ay, az) = (0, as(ea00 — 20a1)). (3.46)

Observagao 3.7.1. O &4, a,)-submddulo M no lema acima, pode ser visto como “imagem
de N da aplicacao w,”da seguinte forma:

Sejam fi(z,y, a1, a0) = (1, oy) = [oqz, asl, folz,y, A\, 1) = (0, az(eace — 201)y) =
[0, az(€200 — 2a1)] € M = (f1, fo)ern, -

Consideremos @, : c‘f(alm) — (h1, ha) dada por

S(a17&2)

©a (&) (T, Y, a1, a2) = §i(an, ag)hy(z,y) + Sa(an, ag)ha(z, y),

§(an, ag) = (&1, az), §a(ar, az)).

Logo, temos
(I)a<§1)(l’, Y, aq, a2) - [O‘1$7 042] - fl(xa Yy, aq, 042),
@a(§2)(%ya@1,042) = [07042(62042 - 2041)] = f2(37,y7041,062),

em que &' e 2 sdo os geradores do €, a,)-submédulo N dados em (3.46).

Portanto, M = &, (V).

Definicao 3.7.4. Dado & € 67(,\,“), a(A ) = (a1(\, p), az(A, i), definimos a*N como o

& p-submodulo de 57( Ap) gerado por

(O_‘*él)()‘a M) = (0_51<>‘7 :u>’ dQ()" M))
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e
(@*§2>(/\7 :U/) = (07 @2(/\7 M)(EQ@Q()V ,LL) - 20_51<>‘7 M)))
Podemos, agora, definir o espaco tangente estendido a um caminho e sua codimensao.
Definigao 3.7.5. 1) O espago tangente estendido a um caminho & € 73@7“) ¢ 0 Exp-

submédulo de &y ) dado por

T.(a) = a"N + (ax, Qu)e -

2) O espago normal estendido do caminho & € 730\,“) ¢ o espaco vetorial real
Eo)

(@

Ne(@) =

»q

3) A codimensdo de &, denotada por cod(&), é definida por
cod(@) = dimg (N (@)).

Definimos, a seguir, os conceitos preliminares para a demonstracao do teorema prin-
cipal desta se¢ao. O procedimento é analogo ao apresentado em [14].
Precisamos definir o espaco tangente restrito classico que é o espaco tangente estendido

em (3.8) sem os termos das derivadas em \ e .

Definigao 3.7.6. Seja f € 5 Definimos o espaco tangente restrito a f como o

:vy/\,u'

Pt 2y —modulo

Te(faZg):{Tf‘f'(D(xy )X|T€gry/\u eXEE ?y,/\,u)}'

Se f = [p, ¢, entao o espaco tangente restrito R7 .(f,Z3) é gerado por

[p, 0] [vg, 0], [0,p], [0,q], [vPv, V@], [TDz, Tq:] € [VDs, VL] (3.47)

Podemos obter a imagem inversa do espaco tangente restrito ao pull-back a* Fj, por

w, segundo a proposigao a seguir, que é equivalente a proposigao 3.4.4 de [14], pag. 292.
Proposicio 3.7.2. w; ' (RT (a*Fy,Z3)) = a*N, para todo @ € Py .

Demonstragao. Seja £ € 67()\#) tal que wq(§) € RT.(a*Fy,ZY). Primeiramente,

mostramos que £ € a*N.
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Recordamos que para & € Py ), (A, i) = (@1 (A, 1), (A, i),
a*Fy = [2° 4 ey + ayx, 2600 + ).

Os geradores do espago tangente restrito R7 .(a*Fy, Z3) sdo, segundo (3.47), dados

por

(22 + e1v + ayz, 0], [2e90v + A, 0], [0, 2% + 6,0 + ayz], [0, 26 + A,

(3.48)
[22% + ayx, 262], [220 + A, 2690], [0, 0]
Simplificamos os geradores de RT .(a* Fy, Z3) como no Lema 3.7.1 e obtemos
[v,0], [0,v], [#* + @1, 0], [0, 2622 + @), (3.49)
[dlx, 0_52] e [0, (620_42 — 20_41)0_62]. (350)

Observamos que os geradores em (3.50) sdo, exatamente, w, (@*¢!) e w, (@*€?), com ¢!
e & dados em (3.46) e, portanto, pertencem a Im(w,) = (h1, ha)e, -
De forma similar ao final da demonstragao do Lema 3.7.1, mostramos que nenhuma

Zo

combinagao nao nula de (3.49) com coeficientes em & ,

) pode pertencer a Im(ws).

ZLa

Logo, se £ € E(A,u) é tal que w, () € RT (a* Fy, Z3), entao existem a, b € g(x,y,/\,u) tais que

wo(é) = alaix,as] +0[0, (200 — 20 ) o)
= awa(a*€l) + bwy(a*E?)
= a(a@hy + azhs) + b ((e2q2 — 201 )azho)
= adayhy +[aas + b (et — 201) Qs ho.

Devido ao fato de que a imagem de w, ¢ gerada como um & ,)-médulo por hy e
hy, segue que a e b nao podem depender das varidveis x e y, isto é, a,b € &y e
Wal(§) = walaay,aas + b(eaas — 2a7)ay). Como w, é injetora, temos

§ = (atm,ads+ b (20 — 201)as)
= a(ay,az) + b(0, (202 — 2011 ) (o)
= a(a*&") +b(are?).
Isto mostra que £ € a*N. Logo, w, ' (RT .(a*Fy,Z9)) C a*N.
Reciprocamente, seja & € @*N, ou seja, & = a(a*¢") + b(a*€?), com a,b € & ).

Usando o fato de w, ser um homomorfismo de &, ,)-mddulos, temos
wa(§) = wala(a*€l) +b(a%¢?))
= awa(a*&) 4+ bw,(a*€?)

= alow,as] + b0, (200 — 2a1)an].
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Segue que £ € w, Y(RT.(a*Fy, Z3)), isto é, a*N C w, ' (RT (a*Fy, ZY)).
Portanto, w,'(RT .(a*Fy, Z9)) = a*N. |

O dltimo passo é mostrar que a imagem inversa do espaco tangente estendido ao
pull-back a*Fy, por w,, é o espaco tangente estendido ao caminho & € 73(,\#) ([14], pag.

202).

Proposicio 3.7.3. w; (T2(a*Fy, Zy)) = T.(a), para todo @ € Py .

Demonstragao. Dado a = (@, as) € 73(,\#), temos

& Fo(z,y, \, 1) = [22 +evt+anm, 2600 +as] = folo,y)+ar(\, p)hi(z,y) +as (A, w)ha(z, y),

com fo(z,y) = [2% + v, 262].

Mostremos que 7.(a@) C w; (T (a*Fy, Zs)).

Seja & € T.(@). Podemos escrever £ = £ +( com £ € @*N e ( € (an, Qe - Pela
Proposicao 3.7.2, w,(§) € RT.(a*Fy,Z9Y) e, como RT (a*Fy, ZY) C T2 (a*Fy, Zs), segue
que wo (&) € T2 (a* Fy, Zs).

Seja ¢ = (L1, Lg). Como ¢ € (an, &) temos

Exny

CA ) = LA p)an(A, ) + (A, w)au (A p)

= (L (@)1 (A p) + (A, ) (@)1 (X 1), i, ) ()2 (A 1) + 12(As ) (@)2(A, 1)),

l1,l3 € E - Logo,

wa(Q)(@,y, A, 1) = Li(A, pha(z, y) + La(A, p)ha(z, y)
= Li(A\ ) (Fo)ar (@, 9, A, ) + La(A, 1) (Fo)ay (2, Y, A, 1)
= (LA @)1 (A, 1) + (A, p) () 1A, 1) (Fo)ay (2,4, A, 1)
F(l (A ) (@n)2(As 1) + (A 1) (@) 2(As 1) (F0)as (@, 45 A, 1)
= L ) (@)1 (A ) (F)an (2,95 A, 1) 4 (@x)2 (A, 1) (F0)an (7,9, A, 1))
+ (A, 1) ()1 (A, 1) (F0)ar (2,4, A, 1) + (@) 2(A, 1) (Fo)as (2, Y, A, 1))
= LA (@ Fo)a(z,y, A p) + (A p) (@ Fo)u(z,y, A, ).

Segue que w, (¢) € T(a*Fy, Z,). Pelalinearidade de w,, temos que wq(€) € T2(a* Fy, Zs),
isto ¢, T.(a) C w3 (T0(a"Fy, Za).
Reciprocamente, seja € € 5(,\,#) e suponhamos que wa(g) =n € T2(a*Fy, Zs). Devemos

mostrar que £ € T,(@). Temos que

T2 (0" Fy, Zy) = RT (@ Fo, Z3) + (@ Fo)x, (@ Fo)u)e s,
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Logo, podemos escrever 17 = 11+, m € RT (a*Fy, Z3) e 1y € (@ Fo)x, @ Fo) ey -

Para ns, existem [y, [y € &y ) tais que

Moy, A i) = LA ) (@ Fo)a(z, y, A ) + la(A, ) (@ Fo) (@, y, A, )
= LA (@), whi(z,y) + (@2)a(A, pha(z, y))
+ LA, w)((@1)u (N, ) (2, y) + (a2)u(A, p)ha(z,y))
= (LA ) (@)a(A, p1) + LA, 1) (@) (A, w)ha (2, y)
+ (L ) (@) (A, ) 4 Lo (N, ) (@2) (A, ) ha(,y)
= (LA (@) 1) + (A, 1) (@) (A, ) (z, )
+ (LA ) (@) (A w) + (A, 1) (@) (A, 1)2ha(2,y).

Concluimos que existe ¢ = (l; a + o @) € (Quy, @M>g(>\’u) tal que wy(¢) = no.

Podemos escrever 11 = 1 — 1y = Wa(€) — wa(C) = wa(€ — ©).

Como 1, € RT .(a*Fy,7Z9), segue da proposicao 3.7.2 que (é — () € a*N e, portanto,
€N+ (ar, Qe -

Portanto, w, ' (7(a* Fy, Z9)) = T.(a). |

O teorema principal desta se¢ao vem a seguir ([14], pdg. 289).

Teorema 3.7.1. Para todo caminho a € P, ), a aplica¢dao w, induz um isomorfismo

entre os espagos normais N, (a) e N (a*Fy, Z)) como espagos vetoriais reais.

— _»ZO
g E
Demonstragao. Recordamos que N, (&) = T(;)) e N.(a"Fy,Z3) = ﬁ7 para

todo & € 75@\,”).
Dado a € 73(,\7”), sejam
o 523

- Einvp = 73 @y A0)
. " s YR
T S — T.(a) ¢ Sy 10(a* Fo, Zs)

as projecoes canonicas, ou seja,

m(§) = &+ 7.(a), paratodo £ € gkﬂ),
m(f) = f+T(a*Fy,Zs), para todo f € £r

(r YA )
Denotamos m1(§) = [£]1 e ma(f) = [f]2 as classes de equivaléncia.
Definimos €, : M.(a) — N.(@*Fy, Z3) por Q,([€]1) = [wa(£)]2. Representamos esta

aplicagao no seguinte diagrama comutativo.
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g w g%
()‘7“) & (x,y,)\,u)
T Up]
- +179
Eom Qo Cenam
T.(a) TO(a* Fo, Zy)

Nos quatro passos a seguir, mostramos que €2, estd bem definida e que é um isomor-

fismo entre espagos vetoriais reais.

0

Sejam &, ( € (‘/_’E,\M). Mostremos que 2, esta bem definida.

Se [£]; = [¢]1, entdo E—¢ € To(@). Pela Proposigao 3.7.3, w,(é—() € T2 (a* Fy, Zs) e,
portanto, wa(§) —wa(¢) € Z.(a" Fy, Zs). Logo, [wa(§)]2 = [wa ({2, isto é, Qa([¢h) =
Qa([CTy)-

Portanto, €2, estd bem definida.

Sejam &, ( € 6_'2,\,“) e a, 3 € R. Mostremos que a linearidade de €2, segue da lineari-

dade de w, e das projecoes.

Qulafgh +B1Ch) = Qalla + 5C1) = [walaf+ B2 = [awa(§) + Bwal(]2 =
a [wa(&)]2 + B wa(Q)]2 = @ Qa([€]1) + B ([CT).

Portanto, €2, é R-linear.

Para mostrar que (), é injetora, consideramos &,( € 67()\,#) tais que Q4,([¢]1) =

Q.([C]1). Pela definicio de Q,, [wa(§)]z = [wa()]2, ou seja, wa(§) — wal(() =
wa(€& —C) € TX(a*Fy, Zs). Logo, (€ — () € w ' (T2(a*Fy,Zs)). Pela Proposicao
3.7.3, £ — ( € T(@). Segue que [{]1 = [(1

Portanto, €2, ¢é injetora.

Finalmente, mostramos que €2, é uma aplicacao sobrejetora.

Observamos que
m(Q) = {[flo € Ne(&"Fo. Z3) | [f]2 = Qa([€]1), para algum []; € Ne(a)}.

Como Im(Q,) C N.(a*Fy, Z39), basta mostrar que N, (a*Fy, Z9) C ITm(Qy,).
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—»Zg

&
Seja [f]o € No(a* Fy, Z3) = ﬁ Para mostrar que [f]s € Im(£2,), devemos

obter £ € 6_?,\,”) tal que Q,([¢]1) = [f]2- Pelo diagrama, isto é equivalente a encontrar
€€ g&)\#) tal que [wa(€)]e = (m2 0 wy)(§) = [f]2- Logo, é suficiente mostrar que a

aplicacao 7y restrita ao submédulo Im(wgy) = (hy, ho) é sobrejetora. Para isso,

Enm

mostramos que a imagem de 5 ¢ um &, ,-moédulo gerado pelas classes [h1]y e [hos

usando o Corolario 1.6.1 do Teorema de Preparacao Equivariante.

Seja N = N.(a*Fy,Z3). Temos que N é um 8 2 -modulo finitamente gerado

(@,y,A,1)

pois é um quociente de um S(Iy ) -médulo finitamente gerado por um E” ;y )
submédulo finitamente gerado. No Corolario 1.6.1, fazendon =2, m =2, § = (A, p)

e I' = Z,, segue que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

a) N ¢ finitamente gerado por ny,ny sobre o anel &£, ),

N (3.51)
b) No= ———= =R -{ny,ns}, onde n; é a projecao de n; em Nj.
Mo N
Assim, mostrar que N é um Exp-modulo finitamente gerado por ny = [hy]s e

ny = [ha]s é equivalente a mostrar que Ny é um espago vetorial real gerado por 7
e No, onde 7n; é a projecao de n; em Ny, i = 1, 2.

Afirmamos que Ny é R-isomorfo a N,(fo, Z9).

Lo
M,

Para provar esta afirmacao, consideramos a projecao canonica ms : ./\/l o)~ TorE o =
Y T (f 05 ZQ)

N2(fo,Z3) e denotamos por [g]3 a imagem de g € ./\/l(xy por 3.

Para cada f € QIMM), seja

flz,y) = f(z,y,0,0), (3.52)

o centro organizador de f. Logo, f € M2 ()"

Definimos uma aplicagao

v Ne(@Fo,Zy) — Ne(fo, Z3)
/]2 —  [fls

i) A aplicacao ¢ estd bem definida, pois se [f]o = [g]s, entao [f — g]a = [0]2, ou
seja, f—g € T.(a*Fy, ZY). Por (3.52), f—g € T.(fo, Z9), ou seja, [f—gls = [0]s.

Logo, [f]s = [7s e, consequentemente, ¢([f]2) = ¢([g]2)-
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ii) ¢ é R-linear, pois para [f]2, [g]2 € No(a*Fy, Z3) e a, B € R, temos
p(alfla+Blgla) = ¢([af+Bgla) = [af+53ls = alfls+B[Gls = a ¢([fl2)+5¢([g]2)-

iii) ¢ é sobrejetora, pois para toda classe [g]s € N.(fo,Z3), definimos g € 5 ()

por g(x,y, \, ) = g(z,y). Logo, usando (3.52), temos ¢([g]2) = [§]s-

iv) Kerp = {[flo € Ne(a"Fy, Z3) | ¢([f]2) = [f]s = [0]3}.
Se [fls = [0]s, entdo f € Te(fo, 23).
Definimos n(z,y, A\, 1n) = f(x,y, A, n) — f(x,y,0,0). Como n(x,y,0,0) = (0,0),
pelo Lema de Hadamard, existem fi, fo € 5(9323//\M tais que n(x,y, A\, u) =
M@,y A ) + e fa(,y, A ).

LOgO, f(x,y7 A’ILL) - f(may7070) = Afl(l‘yya )\7#') + Mf?(xvya )\7[’[')7 ou Seja7

f(x7ya A?H’) = f(x,y) +)\f1(x,y,)\,,u) +,uf2($,y,)\,,u).

Assim, dados f,g € £x podemos escrever f = f 4+ \fi + jufs € g =

(zy/\u

g + Ag1 + pg2. Observamos que quando f =g, temos f = g+ \f1 + ufo

@

portanto,

f—=9=Mfi—aq)+ulfz — g2).

_»Zo
Consequentemente, f —g € M ) g(w?y,A,u)'

Sendo f € T.(fo, Z9), segue que existe (T, X) € K22 tal que
f:Tf0+( (z,y) fO)X T( *F0>+(D(x,y)(d*F0))X:§a

onde g = T(a*Fy) + (D(y) 0" Fy) X. Logo, f—g=h € M &n

(z,y,\, 1)’
=79
f=g+he T(anZO) + Mo (:r2y/\,u)'

ou seja,

Projetando f em N, (a*Fy,Z9), obtemos

T.(a* Fy, Z3) + My, Exyw)
,TE(O'/ F()?ZQ)

[fl2 €

Portanto, [f]s € M,)N e Kerp = M N.

N

Pelo Teorema do Isomorfismo, Ny = ————= ¢é R-isomorfo a N,(fy,Z9), o que
Q)

prova nossa afirmacao.
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Definimos a projegio my : N — Ny tal que my([f]2) = [fla + M N, para todo
[f]2 € N e denotamos 74([f]2) = [[f]2)a-

Sabemos que N, ( fy,Z3) é um espago vetorial real finitamente gerado por f; = [hy]3
e Nig = [hy]3. Pelo isomorfismo dado por ¢ entre Ny e N.(fo,Z3), concluimos que

Ny é um espaco vetorial real finitamente gerado por 1y = [[h1]2]4 € 7g = [[ha]2]4.

Segue de (3.51), parte a), que N é um & p-médulo finitamente gerado por ny =
_.Zo
ey )

Z(@*F(J? Z(Q)) ’

tais que [f]o = a[hi]s + blha)s. Fazendo & = (a,b) € & ), temos

[h1]a € ng = [ha]a. Assim, para todo [f]s € N = existem a,b € & )

7T2<wa(€)) = 7r2(a hl + th) = [(I hl -+ bhg]g =a [hl]g + b [hg]g = [f]g

Desta forma, a projecao my restrita ao submédulo Im(w,) = <h1,h2>g(>\’u) é uma
aplicagao sobrejetora.
Logo, existe £ = (a,b) € E(A’M) tal que
Qu([Eh) = ma(wa(E)) = [[2,
mostrando que §2, é sobrejetora.
Portanto, Q, é um isomorfismo entre N (a) e N.(a*Fy, Z3). |

.. . _ = . . _ 73 : .
Corolario 3.7.1. Para todo caminho & € P, ,,), a codimensao de a ¢ a IC(/\2 M)—codlmensao

do pull-back a* Fj.

Demonstracao. Segue do Teorema 3.7.1. |

3.8 Determinacao finita de um caminho

A determinacao finita de um caminho caracteriza-se de maneira diferente da teoria
classica de determinacao.

De fato, como nao existe a nogao de equivaléncia de caminhos em nosso trabalho,
desenvolvemos a teoria de determinacao finita usando o pull-back a*Fj e a aplicacao w,.

O resultado do lema a seguir serd importante para as demonstragoes da Proposicao

3.8.1 e do Teorema 3.8.1.
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Lema 3.8.1. Para todo a € 73(,\7#), a(\ p) = (a1 (A, p), az(A, 1)), os germes
hi = [zv,0], hy = [v%,0], kg = [\, 0], hy = [pv, 0], hs = [0,], (3.53)
he = [Aa1x, A, hy = [payx, pas] e hy = [0, (g — 2€a01 ) o] (3.54)
pertencem ao espaco tangente unipotente ao pull-back a* Fy.
Demonstracao. Recordamos que a*Fj = [:Jc2 + €10 + a1z, 269 + Q).
Fazendo a*Fy = [p, q], os geradores de TU(a*Fy, Z3), dados em (3.16) e (3.17), sao
g1 = [zp, 0] = [2° + eyvv + ay2?, 0],
g2 = [vp, 0] = [2*v + 61v° + ay2v, 0],
g3 = [Ap, 0] = [2°X + €,u) + ayz A, 0],
ga = [up, 0] = [2*p + eyop + @yp, 0],
g5 = [vq,0] = [2e22v + A, 0],
g6 = [0,p] = [0, 2 + ev + &y,
g7 = [0, qz] = [0, 2€22° + @],
gs = [0, qv] = [0, 2220 + 9],
go = [0, Aq] = [0, 2602\ + @],
g10 = [0, gl = [0, 2650 + av2p1],
g1 = [2%pe, 2°q.) = [22° + ay2?, 26027,
G12 = [MNopy, Arqy] = 227X + aqx), 26,2 )],
13 = [Haps, pqs] = [20% 1 + dvap, 2e0mp),
g14 = [Ups, vq,] = 220V 4+ v, 2€90),
g15 = [$Upv; xqu} = [61551)7 O]a
g16 = [A\vpy, Avg,| = [e1Av, 0],
917 = [popy, pogy] = lerp, 0],
gi8 = [U2PU7UZQU} = [61712,0]

sobre €(Z;y ) €

g19 = [>\2p)\; )\QQ)\] = [(dl))\f)\2, (dg))\)\2]7

920 = [W2px, 1P qn] = [(@1)rzp®, (@) ap®],
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go1 = [Mupx, M) = [(@1)az e, (@) a Ml
922 = [)‘2])#7 )‘2Q,LL] = [(O_él>“37>\2, (072),“)\2]7
923 = (1D 17 q) = (@) ops®, () upt?)

go4 = [)\,up;m )\:uqu] = [(a{l)lleH” (dQ)MA’UJ]

sobre &y ).
Os germes [zv, 0], [v%, 0], [A\v,0] e [uv, 0] seguem dos geradores gi5, g6, g17 € g1z
Dos geradores gi4 € g5, segue que [a1v, 265v] pertence a TU(a* Fy, Z3).
Observamos que

(@10, 2€90] = [@1v, 0] + [0, 2€90)]. (3.55)

Como a; € M), pelo Lema de Hadamard, temos que existem a,b € &£, ;) tais que
ar(A, pu) = a(A, )X + b(A, p)p. Logo, [@1v,0] = a[\v, 0] + bluv, 0] = aeigi6 + bergar e, de
(3.55), concluimos que [0,v] € TU(a* Fy, Z3).

Para mostrarmos que hg = [A@ix, A\aw] e hy = [puayz, pas] estdo no espago tangente
unipotente, usamos os geradores gs, 94, 99, 910, 12 € 13-

Temos

293+ go — g1z = 2[22A + v\ + ayz A, 0] + [0, 2622\ + A )] — [222\ + @iz, 2602 )]
= 261[)\1), 0] + [)\6111‘, /\@2]

. (3.56)

294+ gi0 — 13 = 2[x%u + eyop + arap, 0] + [0, 2622 + o] — [22% 1 + agap, 2e2xp)

= 2¢[pw, 0] + [paqx, pas).
(3.57)

De (3.56) e (3.57) e o fato de que os elementos [Av, 0] e [uv, 0] pertencem ao submddulo
TU(a*Fy, ZY), segue que [Aajz, Aan| e [ud;r, pas| também pertencem.

Devemos fazer algumas observagoes para obter hg = [0, (g — 2€501)aa].

Observamos que se & = a(\, ) € My ), entao a(\, w)[0, q] € TU(a* Fy, Z3). De fato,
pelo Lema de Hadamard existem ¢, d € &y ) tais que a (A, i) = c(A, ) A+ d(A, p)p. Com

essa decomposicao, temos
a0,q] = (cA+dp)[0,q] = [0, Ag] + d[0, pg] = cgo + d gro.

Seja @ (A, 1) = aa(\, 1) — 2e2a4 (A, ). Como &(0,0) = ax(0,0) —2e2a4(0,0) = 0, segue
que & € My, e, portanto, (@ — 2e23)[0,q] € TU(G*Fy, Z9).
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Fazemos a seguinte combinagao com coeficientes em &£ )
(6{2 — 2620_41)[0, q] — 262[0, QJQ] + 4[0,])] = (0_62 — 2626{1)[0, 262$‘T‘O&2] — 262[0, 262(1]2 + 0_621'] +
4[0, CL’2 + €1 + dll'] == [0, @2(@2 — 2626[1) + 461’0] = [0, 5[2(@2 — 2625[1)] + 461[0, ’U].

Como (ay — 262a1)[0, g|, [0, zq], [0, p] e [0,v] pertencem ao submédulo TU (a*Fy, Z9),

segue que [0, ag(qe — 2€21)] também pertence, concluindo a demonstragao. |
Observacgao 3.8.1. Os germes em (3.54) sao tais que

[)\@11‘, )\@2] = wa()\ d*gl)a

[nda, pds] = wa(pa'e') e

[O, 5(2(0_62 - 2620_41)] = wa(éz*£2),

em que (g, ) = (a1, as) e E2(aq, as) = (0, as(ag — 2e2011)).
Dessa forma, definimos o espaco tangente unipotente ao caminho & usando a aplicacao

Wo (Definigao 3.7.1).

Definicao 3.8.1. O espaco tangente unipotente ao caminho & € 73@,#), denotado por

TU (), é 0 & -submodulo de 6_’2,\7#) definido por

Tu<o_é) = d*<)‘ fl(a)v/Lgl(a)7€2<&)>5(>\,u) + M%)\,,u)«d))\v (O_é)#>5()\,#)7 = (ala 042).

Segue da Proposigao 3.4.5 de [14], pdg. 292, e da observagdo acima a seguinte

proposicao.
.~ L > =79 :
Proposigao 3.8.1. A aplicacao w, : £ u) — S(xfw\’“) satisfaz
wo(TU(@)) C TU(G* Fy, Z3),
para o € 73(,\#).

Demonstragao. Da Observacao 3.8.1, W (A@*E), wa(pa*él) e wa(a*€?) pertencem ao
submédulo TU(a*Fy, Z9). Logo, para todo a,b,c € &n,), a combinacao
awa(Aa*&) + bwy(na*é) + cwq(@*€?) também pertence. Como w, é um homomor-

fismo de &) ,-mddulos, segue que para todo a,b,c € & ),
wa(@ NG+ bpa el + cate?) € wo(a (M), 1€ (a), E(a))s,,,) C TU@E" Fo, Z3).

Pela Proposicao 3.3.2, M?A’M)QP,\, W [P @ul)ey,, C TU(E*Fy, Z9).
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Como [px, ga] = [(a1)az, (@2)r] = wa(@) € [Py, qu] = (A1), (Q2)u] = wal(@y), segue

que
M%)\,u) <wa(a>\)’ wa(dﬂ)>g()\,u) = wa(M(Q/\,u)«@)/\v (65)#» C Tu(d*F(J? Zg)

Logo,

wa(Tu<d)) = wa( d*</\§1 (Oz), Mfl (Oé), §2<Q)>5(A,M)) + WQ(M%/\,H)«Q)M (@)M>5(,\,u))
C TU(a*Fy, 79).

Portanto, w,(TU(a)) C TU(a* Fy, Z3). |

Para finalizar esta secao, discutimos a determinacao finita e termos de ordem alta para
o caminho @. Como foi mencionado anteriormente, nao definimos neste trabalho uma
equivaléncia entre caminhos e, por isso, os conceitos de determinacao finita sao feitos via
o pull-back do desdobramento miniversal Fy(z,y, a1, as) = [2% + €1v + a1, 2620 + ap] de

fo = [2% + €10, 2e9].

Definicao 3.8.2. Um caminho & € 73@’#) é k-determinado se, para todo caminho 3 com
o mesmo k-jato de a, 3*F, é Z9-equivalente por bifurcacio a a*Fy.

Lema 3.8.2. Sea € 73()\#) ¢ um caminho tal que a* Fj é (lfqtl)-lC(Z/\8 ,-determinado, entao

@ é k-determinado.

Demonstracao. Sejam & € 75(,\7,1) um caminho tal que a*Fy é (k+ 1)—IC(Z)\87M)—determinado
efe 73()\7,1) um caminho com o mesmo k-jato de a.

Observamos que, como a*Fy(z,y, A\, i) = (2% + €10, 2622y) + (1 (N, )z, @a(\, 1)y) =
fo(@,y) + (aa (A, p)z, az(A, 1)y), segue que

FHHa*F)(0,0,0,0) = 3%F1£(0,0) + (%@, (0,0) x, *a»(0,0) y)
= JF£6(0,0) + (7551(0,0) z, j%32(0,0) )

FFH(B* F)(0,0,0,0).

0 —
Como a*Fy é (k + 1)—K(Zju)—determinado, segue que [*F, é Z%-equivalente por bi-
furcacao a a* Fy.

Portanto, & é k-determinado. |
Observamos que a reciproca do Lema 3.8.2 é verdadeira mas nao é necessaria na

demonstracao dos teoremas abaixo e, como a prova é técnica e longa, omitiremos neste

texto.
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Teorema 3.8.1. Seja a € 73(,\#). Se
ML C TU(a), (3.58)

entao a é k-determinado.

0
Demonstragao. Pelo Lema 3.8.2, precisamos mostrar que a*Fy é (k+1) —IC(Z/\2 M)—determi—
nado.
Vamos mostrar que E (@A p0) /\717(“; j M) estd contido no espaco tangente unipotente

ao pull-back a*Fj e, portanto, a*Fy é (k+1)- (A ) -determinado.

./\71?;5/\#) esta contido em TU(a*Fy,Z3), basta mostrar

0
Para mostrar que 5

y A1)
que para todo f € 5 (g A f =1p,ql, com p e ¢ mondémios nas variaveis (x,y, A\, u) de
graus maiores ou iguais a k + 2 e k + 1, respectivamente, pertence a TU(a* Fy, Z9).

Pelo Lema 3.8.1, sabemos que [zv, 0], [v%, 0], [\v, 0], [uv, 0] e [0, v] pertencem ao espago
tangente unipotente ao pull-back a*Fy. Assim, para todo f = [p,¢] com p mondémio de
grau maior ou igual a trés e ¢ monomio de grau maior ou igual a 2, contendo o fator

v = y?, pertence ao submédulo TU(a*Fy, Z3). Segue que se k > 1, entdao k+2 > 3 e

k+ 1 > 2, e nosso problema restrige-se a mostrar que

M2, NMER L MED ] C TUE Ry, Z9),

(z, A\ 1) (z, A1) (z, A\, 1)

79 VA
sendo M(;/\’H) = ‘9(;)\“

= {f € Eunrpw | [(0,A,n) = 0, paratodo (A\,u) € (R%0)}.
Mostrar esta inclusao ¢é equivalente a mostrar separadamente as inclusoes
73 « -
M2,y TMER 00 C TU(E Ry, 29) e [0, MET )] € TU(a" Fy, Z9).
Pela hipétese, segue de (3.58) uma relagao em & () Aplicando w, em ambos os lados

de (3.58) e usando a Proposicao 3.8.1, obtemos

MG & MEE LT C wa(TU(Q)) © TU(G Ry, Z3). (3.59)
Segue que
(M) 2.0 © TU(E Fy, Z). (3.60)

Mostramos explicitamente que [\*x2, 0] € TU(a* Fy, Z3), usando os geradores gs, ga, gi6
e g17 do espago tangente unipontente ao pull-back a*F, dados na demonstracgao do Lema
3.8.1.

Consideramos f; = g3 — gi6 = [22\ + @2\, 0] e fo = g1 — 17 = [22u + ayzp, 0].

Observamos que

[Nez?, 0] = M 2? A + apa), 0] — ag Me[z, 0] = N7t fy — @y A, 0],
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em que oy N[z, 0] € [/\/lkJrl z,0], pois &g € My -
Por (3.60), temos que a;\*[z,0] € TU(a* Fy, Z3). Logo, [N°x?,0] € TU(a*Fy, Z9).

Seguindo o mesmo raciocinio temos
N ua? 0] = M 2pufa® X + aga, 0] — ag Nt ufw, 0] = N2 fy — an ANz, 0]

e, da mesma forma, [\*"'ux? 0] € TU(a* Fy, Z3).

Fazemos este processo (k + 1) vezes até mostrar que [M’&u):ﬁ,O] estd contido no
espago tangente unipotente ao pull-back a* Fy.

Podemos aumentar as poténcias de x e repetir os mesmos argumentos até mostrar que
(M@, 0] © TU(a* Fy, Z3).

Resta, apenas, mostrar que [2%72, 0] pertence ao espaco tangente unipotente ao pull-

back a*Fj.

[2"+2,0] = 2%~ L),

(23 +erzv+ar?, 0=z eizv, 0| —ay [, 0] = 2F gy —a" g5 —an o

em que a;[zFT, 0] € [M(y a1t 0] € TU(a*Fy, Z9).

Portanto, concluimos que

M NME2 0] C TU(a Fy, Z3).

T,Y,\ 1) (z,y,\,11)?

Analogamente, usando as mesmas idéias e os geradores g7, g9 € gig de TU(a*Fy, Z3),
concluimos que [0, MEFL )| C TU(a" F, 79).

(z,A,1)
Logo, E N /\/ll~C+2 ) esta contido no espacgo tangente unipotente ao pull-back

(9,71 Y\
a*Fy e, portanto, a*Fy é (k+ 1) - (/\ ,y-determinado.

Pelo Lema 3.8.2, o caminho & é k-determinado. [ |

3.9 Problemas de bifurcacao com centro organizador
de menor codimensao

Nesta secao, provamos um corolario que fornece a solucao do problema do reconhe-

cimento para problemas de bifurcacao de corank 2 em 5 %

com o centro organizador
(@,y,21)

de menor codimensao, obtido no Capitulo 2. O resultado esta dividido em duas partes.
Primeiramente, mostramos que um caminho com 1-jato satisfazendo uma condicao de nao

degeneracidade é 1-determinado e de codimensao 0. Em seguida, provamos o coroldrio.
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Teorema 3.9.1. Se a € 75(,\#) é um caminho com 1-jato
jl(C_O(0,0)()\,ﬂ) = (dl)\+dgu, 61)\4‘62,&) (361)

satisfazendo (dies — daey) # 0, entdo & é 1-determinado e &*Fjy tem a forma normal v* Fy,

onde
v(A ) = (A dip), (3.62)

com §; = sinal (djeg —dseq). Além disso, 7 tem codimensao zero e, portanto, é seu proprio

desdobramento miniversal.

Demonstracao. Primeiramente, mostramos que 7 é 1-determinado. Para isso, usamos
o resultado do Teorema 3.8.1 para k = 1.
Temos que TU(P) = 7 (AE (1), 1€ (1), E2())ep, + M2y (P)ns (P))eis,,- Obser-

vamos que

M%A,u)«lj))\» (D)N>5(>\,u) = M%A,u)«l’ 0)7 (07 51)>5(>\,u) = M%A,u)'

Logo, /\/l%/\ w C TU(D) e, pelo Teorema 3.8.1, v é 1-determinado.
Mostramos também que @ com 1-jato na origem (3.61) é 1-determinado.

Segue da hipétese do teorema e usando (3.31) e (3.32) com A = |C| =1 que

71 @(L))(0,0)(A\ u) = (N, d1p) = 7 = 5'7(0,0)(A, ).

Como v é 1-determinado, segue da Definigao 3.8.2 que (a(L))*Fy é Z3-equivalente por
bifurcagao ao pull-back v* Fy.

Logo, como (a(L))*Fy é Z3-equivalente por bifurcacio ao pull-back a*Fy com a Z3-
equivaléncia v = (I, I, L), temos que a*Fy é Z3-equivalente por bifurcagao a v* Fy.

Seja 3 um caminho com j*(3)(0,0) = j'(a)(0,0). Usando L, temos j'(3(L))(0,0) =
4 (a(L))(0,0) = ». Como v é 1-determinado, concluimos que (3(L))*Fy é Z3-equivalente
por bifurcacao a v* Fy.

Analogamente, (3(L))*Fy é Z3-equivalente por bifurcacio ao pull-back 3*Fy.

Como a*F, é Z3-equivalente por bifurcacio a v7*Fy e 3*F, é Z3-equivalente por bi-
furcacio a v* Iy, segue que 5*F, é Z3-equivalente por bifurcacio a a*Fy.

Portanto, & é 1-determinado.

Para determinar a codimensao de v, calculamos o espaco tangente estendido a v. E

suficiente calcularmos apenas a parte ((7)x, (7)u)g, ,, que ¢ um & ,y-submédulo de Zo(v)
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gerado por (1,0) e (0, 0), isto é,

(P)a (D) e = (1,00, (0,61)) ey = Er-

Logo, 7.(7) = &) e, portanto, o caminho 7 tem codimensao zero e é seu préprio
desdobramento miniversal. [ |

z3

Corolario 3.9.1. Seja f = [p,q] € S(W’/\’#

)- Se f satisfaz as condig¢oes
p’=p;=¢"=0 (3.63)
e as condigoes de nao degeneracidade
Pre >0, pp #0, @0 #0 e (Poaqp — 6\P5,) # 0, (3.64)
entao f ¢ Z9-equivalente por bifurcacao a forma normal
[2% + €10 + Az, 2€90 + 6141, (3.65)

em que €; = sinal (p?), €2 = sinal (¢2) e d; = sinal (pg)\qz - qg’\pgu).
0
Além disso, (3.65) tem IC(ZA2 M)—codimenséo zero e, portanto, é seu préprio ZJ-desdobra-

mento miniversal.

Demonstracao. Pelo Corolédrio 3.6.1, existe um caminho a € 73(A,“) tal que f é Z3-
equivalente por bifurcagao ao pull-back a*Fy com j'(a@)(0,0)(A, ) = (X, d1p). Pelo Teo-
rema 3.9.1, v(A\, pu) = (A, d1) e, da demonstragdo desse teorema, v é 1-determinado e
J'(0,0)(\, 1) = (N, 61p) = 71 (@)(0,0)(\, p). Da Definigao 3.8.2, a*Fy é Zy-equivalente
por bifurcagio a 7*F,. Como f é Z3-equivalente por bifurcacio ao pull-back a*Fj segue

que f é Z3-equivalente por bifurcacao ao pull-back 7*Fy, que é dado por
U Fo(z,y, \, 1) = [22 + ev + Az, 2e02 + 01 p4].

0
Pelo Corolério 3.7.1, a codimensao de v é igual a K(Z;M)—codimenséo de U*Fy. Segue
do Teorema 3.9.1 que a codimensao de v é zero.
Portanto, cod(* Fy, Z3) = 0 e, consequentemente, 7*Fy é seu préprio desdobramento

miniversal. [ |



Capitulo 4

Diagramas de bifurcacao

Dado um Z9-desdobramento miniversal G € E(ZE%O{) com k parametros o = (o, ..., o)
de g € M (Z;y), o diagrama de bifurcacao associado é dado pelo conjunto de zeros de G.

A descrigdo geométrica das solugoes do Z9-desdobramento miniversal Fy do centro
organizador fy obtido no capitulo 2 é feita através dos diagramas de bifurcacao.

Paralelamente, estudamos a estabilidade das solugoes através dos sinais dos autovalores
da matriz Jacobiana do Z3-desdobramento Fj restrita a essas solugoes.

O diagrama de bifurcacao da Figura 4.4, caso €; = e = —1, corresponde aos zeros da

forma normal f(z,y, A\, ) = [#? + ;v + Az, 2692 + §1 ] projetados no plano (A, i) obtida

no Corolario 3.9.1 do Capitulo 3, com uma hipédtese adicional dada em [29, 30].

4.1 Estabilidade de Solucoes

Dada uma equagao diferencial ordinaria
X =G(X,a), (4.1)

onde X = (z,y), a = (ai,...,ax), 0s pontos de equilibrio sdo as solugoes da equagao

G(X,a)=0.

Definigao 4.1.1. Seja X, um ponto de equilibrio de (4.1). O ponto X é estdvel se para
toda bola B(Xy, ), r > 0, existe uma bola B(X,,7), com 0 < 7 < r, tal que toda solugao
comegando em B(Xy,7) permanece em B(Xg,r), para todo tempo t > 0.

O ponto de equilibrio X, é instdvel se nao é estavel.
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Definigao 4.1.2. Seja X, um ponto de equilibrio de (4.1). O ponto Xy é assintoticamente

estavel se
1) Xy é ponto de equilibrio estavel,

2) existe uma bola B(Xy,r), r > 0, de raio r em torno de X, tal que toda solucao

comecgando na bola converge para Xy quando o tempo tende para o infinito.

No préoximo teorema enunciamos um critério importante para verificar estabilidade

assintética.
Teorema 4.1.1. Seja X, um ponto de equilibrio de (4.1).

a) Se todos os autovalores da matriz Jacobiana (D(,,)G)(Xo) tem parte real negativa,

entao X, é assintoticamente estavel.

b) Se um autovalor da Jacobiana (D(,,)G)(X,) tem parte real positiva, entao X, é

instavel.

Demonstragao. Segue de [11], pdg. 195 e 198. |

4.2 Conjuntos de zeros de um Z)-desdobramento

Nesta se¢ao, nosso objetivo é estudar o diagrama de bifurcagiao de um Z3-desdobramento

Ge&r

(w.,0)0 OU S€ja, obter as solugoes da equagao G(z,y,a) =0.

Considerando-se a acdo (x) de Z, em R? definida no inicio do capitulo 2, os subespagos

de pontos fixos relativos aos subgrupos de isotropia 1 e Zy do grupo Zs sao dados por

Fix(1) = R?
3
Fix(Zy) = {(z,0) € R* |z € R}.
70
O conjunto de zeros de um Z3-desdobramento G = [P,Q] € & (Z;’ym, a € R* ¢ dado
por

G(:L‘,y,&) = (P(:U,U,Oz),@(m,v,oz)y) = (070)7 (4'2)

onde P, € £

(zy,0)°
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Uma (k + 2)-upla (xg, yo, ap) é uma solucao da equagao (4.2) se (xq, yo, ) satisfaz o
sistema
P(z9,v,09) =0, (4.3)
Q(z0,v,0)yo = 0,
v =1y}

Podemos dividir as solugoes de (4.2) em trés casos.

Caso 1) Devido a condigao de preservagao da origem, (0,0, «) ¢é solucao de (4.2) para todo

a € (RF,0), ou seja, G(0,0,a) = (0,0) para todo a € (R¥,0). O conjunto
Z° ={(0,0,a)|a € (R*,0)}
¢ denominado ramo trivial.

Caso 2) Quando y = 0, temos uma solugao se P(z,0,«) = 0. Para z = 0, obtemos solugoes
em Z° mas poderdao ocorrer outras solucdes (Z,0,a) € (R? x R¥,0) satisfazendo
P(z,0,a) = 0. Denotamos por Z%2 as solugdes nao triviais com simetria do grupo

Zs provenientes da equagao P(z,0,a) = 0. Logo,

7% = {(x,0,a) € (R* x R*,0) | P(2,0,a) =0, 2 # 0}.

Observamos que (0,0, «) e (z,0, ) sao solugoes pertencentes ao Fix(Zsy) pois, para

todo z € R, (—=1) x (z,0,a) = (x,0, ).

Caso 3) Quando y # 0, (z,y,a) € (R? x R* 0) ¢ solugao de (4.2) se P(z,v,a) = 0 e

Q(z,v,a) = 0. Denotamos essas solugoes por Z1. Logo,
Zt = {(z,y,0a) € (R? x R*,0) | P(x,v,a) =0, Q(x,v,a) =0, y # 0}.
Como y # 0, Z* C Fix(1) — Fix(Zy), pois (—1) x (z,y,a) = (z, -y, a) # (z,y, ).
Portanto, os zeros de um Z3-desdobramento miniversal G sdo formados pelos subcon-
juntos Z°, Z%2 ¢ Z1.
4.3 Discriminante e conjuntos de bifurcacao local

Para entender como os diagramas de bifurcagdo variam quando o € (R*,0) varia,

precisamos estudar as bifurcagoes locais que ocorrem no conjunto de zeros de (4.2).
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Definigao 4.3.1. O discriminante de um Z3-desdobramento miniversal G' é o conjunto
Ag = {a € (R, 0)]|3(z,y) € (R*0) com G(z,y,a) = (0,0) e det (D, G)(z,y,a)) = 0}.

Desta definicao, o discriminante Ag é dado pelos valores de a € (R¥,0) para os quais
existe (z,y) € (R?,0) tal que (z,y,a) € Z°U Z% U Z! e a matriz Jacobiana de G em
(x,y, ) é singular.

A matriz Jacobiana de G é dada por

P.(z,v,«) 2P,(z,v,a)y
(D(z,y)G) (27, Y, CY) = . (44)
Ql‘(I?U? a)y Q<x7 U? a) + 2QU(Z'U7 v? a)v

Para obtermos Ag, analisamos trés casos possiveis:
Caso 1) (z,y,a) € Z°.
Neste caso,

Pm<0, 0, Oé) 0
(D(l’yy)G) (07 0, Oé) =

0 Q(0,0, )
Essa matriz é singular se
P.(0,0,a) =0 ou Q(0,0,a) = 0. (4.5)
Caso 2) (z,y,a) € Z%2,
Neste caso,
P.(x,0,a) 0
(D(Ly)G) <I7 0, Oé) -
0 Q(z,0,)
Essa matriz é singular se
P.(z,0,a) =0 ou Q(z,0,a)=0. (4.6)

Caso 3) (z,y,a) € Z*.

Neste caso, a matriz (D, ,)G)(z,y, o) dada em (4.4) é singular se, e somente se, seu

determinante é nulo, ou seja,
P.(z,v,0)[Q(z,v,a) + 2Q,(z,v,a)v] — 2Q.(x, v, &) P,(x,v,a)v = 0.

Como (z,y,a) € Z*, temos que Q(z,v,a) = 0 e v # 0. Logo, (D,)G)(z,y,a) é
singular se

P.(z,v,0)Qy(z,v, ) — Qu(x,v,a) Py(x,v, ) = 0. (4.7)
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De acordo com (4.5), (4.6) e (4.7), temos cinco possibilidades para a matriz Jacobiana
(D(2,)G) (2, y, o) ser singular sobre os conjuntos solugoes na segao 4.2. Com isso, definimos

os cinco conjuntos a seguir que sao denominados conjuntos de bifurcacao local.
o B°={ac (R*0)|P.(0,0,a) =0};

Pr = {a S (Rk70) ‘ Q(an,oo = 0}3

B, = {a € (R¥,0)|3z # 0 com P(z,0,a) = P,(z,0,a) = 0};

P ={a € (R*,0)|3z # 0 com P(z,0,a) = Q(z,0,a) = 0};

By = {a € (R¥,0) |3 (z,v), v # 0, com P(z,v,a) = Q(z,v,a) =

= (P,Q, — Q.P,)(z,v,a) = 0}.

Descrevemos, agora, o tipo de bifurcacao, denominado bifurcacao tipica, que ocorre
em BY, Py e em Pj. Os demais conjuntos de bifurcacao B, e Bj sao vazios no nosso caso.
Dada uma equagao de bifurcagao do tipo f(x, ) =0, se f(xg, ) = 0e fo(z0,a0) # 0,
entdo o conjunto solucdo de f(x,a) = 0 em uma vizinhanga de (z¢, ) é formado por
um unico ramo (Z(«a), &) com Z(ag) = xo. Segue que os conjuntos de bifurcagao local sdo

formados pelos valores de a € (R*,0) onde o Teorema da Funcdo Implicita nao é vélido.

B°: Bifurcagao transcritica de Z° para 7%

O conjunto de bifurcacao local B¢ corresponde aos pontos (0,0,a) € Z° onde
P,(0,0,a) = 0.

Seja Pi(xz,a) = P(x,0,a). Definimos o germe H(x,v,a) = P(z,v,a) — Pi(x,q).
Como H(z,0,a) =0, pelo Lema de Hadamard, H(x,v,a) = v Py(z,v, ). Segue que

P(z,v,a) = Pi(z,a) + v Py(z, v, a).

Podemos fazer uma decomposi¢ao andloga para @ = Q(x,v, ). Logo, considerando

(x,y) em uma vizinhanga de (0,0), escrevemos G = [P, Q)] como
G(.%, Y, Oé) = (P1($, Oé) + UPQ(xa v, Oé), (Ql(xa Oé) + UQ2(x7 v, Oé)) y) (48)

Fixando ag € B2, analisamos os ramos que bifurcam de (0,0, ag) € Z°.
Como nao existem restrigdes sobre ), podemos supor em geral que Q(0,0,ap) =

= (1(0, ) # 0. Portanto, a segunda componente de G anula-se em uma vizinhanga de
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(0,0, cg) somente quando y = 0. Neste caso, resta na primeira componente de G o termo

Pi(x,a), o qual pode ser escrito como
1
P (z,a) =z (Px((), 0, ) + §Pm(0’ 0,0) x + Pua(0,0,00) (@ — ) + h.o.t> . (49

Como estamos interessados em obter solugoes diferentes da trivial, supomos x # 0.

Logo, precisamos resolver a equagao
1
R(z,a) = P,(0,0,ap) + §PM(O, 0,0)  + Puo(0,0,0) (« — ag) + h.ot =0.  (4.10)

Temos que P, (0,0, ap) = 0 pois ag € B2, mas P,.(0,0,ap) e Py(0,0,ap) nao precisam
necessariamente serem nulos. Suponhamos P, (0,0, ) # 0. Pelo Teorema da Fungao
1
Implicita, como R, (0, o) = §PM(O, 0, ap) # 0, obtemos um tnico ramo

Pza(07 0; Oé())

_ - _9
x(a) Pxx(oa 07 CY())

(v — o) + h.ot..

Portanto, além do ramo trivial, existe um tnico ramo de bifurcagao (z(«),0, @) com
(Z(v), 0, 9) = (0,0, ap). Como y = 0, este ramo estd contido em Z%2.

Uma bifurcacao é transcritica quando é formada por dois ramos que se interceptam
transversalmente. As formas normais de bifurcagoes transcriticas sao x(x — A) = 0 ou
22—\ = 0.

Logo, de uma forma geral, podemos dizer que ocorre uma bifurcacao transcritica de

Z° para Z%2  para o € BC.

I/
T

(Z2)

Figura 4.1: Bifurcagao tipica em B¢

Py: Bifurcagao pitchfork na quebra espontinea de simetria de Z° para Z*

O conjunto de bifurcagao local P¢ corresponde aos pontos (0,0,a)€ Z° tais que
Q(0,0,) = 0. Consideremos a expressao de GG, em uma vizinhanca da origem, dada

em (4.8).
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Fixando o € P¢, analisamos os ramos que bifurcam de (0,0, o) € Z°.

Como nao temos restrigoes sobre P, (0,0, o), podemos supor P, (0,0, aq) # 0. Segue
de (4.9) que (P1).(0,a9) = P.(0,0, ) # 0. Pelo Teorema da Fungao Implicita, existe um
tnico ramo de solugbes da equagdo P(z,«) = 0 em uma vizinha do ponto (0, ap). Logo,
nao existe ramo adicional em ZZ2 bifurcando de Z°. Supondo y # 0, obtemos o sistema,

de equagoes para solucoes sem simetria
(4.11)

Temos Q(0,0, ap) = Q1(0, ) = 0 e, como o ramo trivial é sempre solu¢ao de G = 0,
P(0,0,a) = 0. Podemos resolver o sistema (4.11) usando o Teorema da Fun¢ao Implicita

se o determinante da matriz Jacobiana
Px(O, O, Oéo)QU(O, O, Cl/o) — PU(O, O, ao)Qx(O, O, Cl/o) (412)

¢ nao nulo. Observamos que, em geral, como nao temos restrigoes sobre as derivadas de
(4.12), podemos supor que, de fato, este determinante é nao nulo.

Portanto, existe um tnico ramo de solugoes (Z(«),v(), ) para o sistema (4.11)
satisfazendo (Z(ayg), v(ap), ap) = (0,0, ap).

Estamos interessados apenas em valores de « préximos de o tais que v(a) > 0. Em
geral, existem tais valores para «a préximos de «y, pois () = 0 e ndo ha condigoes sobre

a derivada de v com relacao a a. Observamos que podemos escrever
() = v(ag) + Vat(ag)(a — ag) + h.o.t. = Vao(ag)(a — o) + heo.t.

e supor V,0(ay) # 0. Consequentemente, existem valores para o préximos de aq para os
quais v(a) > 0.

Para todo o préximo de «y tal que o(a) > 0, temos dois ramos de bifurcac¢ao simétricos
em Z' dados por (Z(),/0(a),a) e (#(a), —/v(a),a) bifurcando de (0,0, ap). Logo, a
bifurcacao é do tipo pitchfork.

De uma forma geral, podemos dizer que ocorre uma bifurcagao pitchfork na quebra

espontanea de simetria de Z° para Z*, para a € Py.
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Figura 4.2: Bifurcacao tipica em Py

P,: Bifurcacao pitchfork na quebra espontanea de simetria de Z%2 para Z*

O conjunto de bifurcacio local Py, corresponde aos pontos (z,0,a) € Z22, x # 0, tais
que P(z,0,a) = Q(x,0,a) = 0.

Fixamos (29,0, ag) € Z22, oy € Py. Para analisar os ramos que bifurcam de (x, 0, ap),
usamos argumentos andlogos aos usados para Py.

Supondo y = 0 temos que as solugdes de G devem satisfazer a equacao P(z,0,a) =
= Pi(z,a) = 0. Definindo X = x — xg, temos que X tende para 0 quando x tende para

x9. Logo, em uma vizinhanca de (xg, o), Pi(z, ) é dada por

Pi(xo+ X,a) = Py(x0,0,00)X 4+ Pu(20,0,0)(x — ap) + %Pm(xo, 0,0)X? (4.13)
+Pra(x0,0, 00) X (0 — vg) + h.o.t.

Como nao temos restrigdes sobre P, (x¢,0,ap), podemos supor P,(zg,0,ay) # 0.

Fazendo H(X, ) = Py(z9+ X, a), temos Hx (X, o) = P, (vo+ X, a). Logo, Hx (0, ) =

P (9, a9) = Py(x0,0,0a0) # 0. Pelo Teorema da Fungao Implicita, existe um tinico ramo

de solugoes (X (), a) para a equacao H (X, a) = 0, com

- ]a(x0707a0)
B — - . .
X () P, (70,0, 00) (o — ap) + h.o.t

satisfazendo X (o) = 0.
Como X (a) = Z(a) — xg, segue que (Z(ap), 0, ag) = (70,0, ag).
Segue que nao existe ramo adicional em Z%2 bifurcando de (¢, 0, a).

Supondo y # 0, obtemos o sistema de equagoes para solugdes sem simetria
(4.14)

Temos que P(xg,0,a9) = Q(z0,0, ) = 0. Logo, podemos resolver o sistema (4.14)

usando o Teorema da Funcao Implicita desde que o determinante da matriz Jacobiana

Py (20,0, a9) Qv (20,0, ag) — Py(0,0, ) Qz (0, 0, ) (4.15)
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seja nao nulo. Observamos que, por nao ter restrigoes sobre as derivadas em (4.15),
podemos assumir que o determinante da Jacobiana é de fato nao nulo.

Portanto, existe um tnico ramo de solugbes (Z(«),v(), ) para o sistema (4.14)
satisfazendo (Z(ayp),v(ap), ag) = (9,0, ap).

Estamos apenas interessados em valores de a préximos de o tais que v(a) > 0.
Analogamente ao caso anterior, para todo « préximo de ag com v(ag) > 0, temos dois
ramos de bifurcagao simétricos em Z! dados por (Z(a),\/9(a),a) e (T(a), —/0(a), @)
bifurcando de (zo, 0, o). Logo, a bifurcacao é do tipo pitchfork.

De uma forma geral, podemos dizer que ocorre uma bifurcacao pitchfork na quebra

espontanea de simetria de Z%2 para Z!, para a € Pj,.

Ty
—

«

Figura 4.3: Bifurcacao tipica em P

4.4 Diagrama de bifurcagao do Z) - desdobramento
miniversal Fj

O objetivo desta secio é estudar o diagrama de bifurcacio do Z3-desdobramento

miniversal da forma normal fy(x,y) = (22 + €1v, 2e22y), dado por
FO(:L‘a Y, an, a?) = (‘/L'2 +6v+ oz, (2621' + Oég)y),

ou seja, resolver o sistema de equacoes

22+ v+ oz =0,
o (4.16)

(260 + o)y = 0.

De acordo com as definicoes de Z°, Z%2 e Z! apresentadas na secao 4.2, as solucoes

do sistema (4.16) sao:

1) AR {(O’O? alva?) ‘ (0‘17052) € (R2>0)};
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2) 27 = {(z,y,1,02) € (R xR*0) |[y=0ex = —a1 };

1 1
3) Zl = {($,y,@1,a2) c (Rz X RQ,O) ’33 = —5 €y (xg € y2 = 161 (6% (262@1 —Olg)}.

A matriz Jacobiana de Fy é dada por

2z + oy 2e1y
(D) Fo) (@, y, an, az) = : (4.17)
2€2y 262513 + Qo

1) Para solugoes de Fy(z,y, aq, ) = (0,0) restritas ao conjunto ZY, esta matriz é da

a; 0
forma (D, £0)(0,0, a1, a0) = ! e os autovalores sao \; = a; e Ay = ap.

0 (%)

2) Para solugoes restritas ao conjunto Z22, a matriz Jacobiana é

(D(x,y)FO)(_OéhO,O{l,OtQ) - ,
0 Qg — 2 €o (1

cujos autovalores sao Ay = —aj e \g = ap — 263 g
3) Para solugoes restritas ao conjunto Z*, a matriz Jacobiana é da forma

1 ap — €200 261y
(D(z,y)FO)(_é €202, Y, V1, (g) = ;
2e5y 0

com 3% = 76 (2€9 1 — ag).

Os autovalores dessa matriz sao raizes de uma equacao do tipo 22 — az + b =

1
0, onde os coeficientes sao a = Tr [(D(x,y)FO)(_§ €22, Y, 01, a)] = p — €309 €

1
b= det [(D(:L",y)FO)<_§ €2 Qra, Y, 1, Q)] = —a2(201 — €3 ).

Observamos que, para cada par (o, az) € (R?,0), existe uma solugao trivial (0,0, ay, as)
e uma solu¢ao nao trivial (—ay,0, a1, a2) em Zs para o sistema (4.16). A existéncia
de solugoes em Z' corresponde a existéncia do par (o, az) € (R? 0) satisfazendo ¢ =

€105 (2650 — ) > 0, com y? = 16

Os conjuntos de bifurcacao local de Fy sao

o B2 ={(0,2) |z € (R,0)},

T

® ,PI? = {(@1,0) | ay € (R,O)},
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e o discriminante de Fj é
AFO = Oélag(ag — 262 Oél) = 0. (418)

O conjunto de zeros de Fy estd contido em R* mas podemos representar os trés
conjuntos das solugdes de (4.16) por suas projecoes no plano (aq, as). Existem no méximo
quatro solugoes para cada par ordenado (ay,as) € (R? 0) em cada componente conexa,
de R? — Ap,. Representamos as solugoes em cada componente conexa de (R? — Ag,) com
quadrados para as solucoes em Z° ou Z%2 e circulos para as solucoes em Z*. Nas Figuras
4.4 e 4.5, os quadrados a esquerda representam a solugao trivial. Os quadrados a direita
representam as solucdes nao triviais em Z%2 e os circulos as solucoes em Z! que aparecem
aos pares. O tipo de preenchimento dos quadrados e circulos representam os sinais dos
autovalores. Um quadrado B ou circulo e representam solucoes com autovalores com
partes reais negativas (—, —), os quadrados X e circulos ® as solugoes com autovalores
com partes reais positivas (4, +) e os quadrados [ e circulos o, aquelas com um autovalor

com parte real positiva e o outro com parte real negativa.

gy oua2
X 0=
OX . I &
X X
O DD )

Po “ar PP "o
o 0 00
— ml | |m D

° Om
r/ WU s Bl ° N\
€1 = 1 €1 = —1

Figura 4.4: Projegao do conjunto solugao de Fy(x,y, a1, as) = 0 no plano (aq, o) quando

€162 — 1
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a%&é 402
. o D@ OX
LIk X . ]
OO
> L >
P2 o P gmal
B @l [ m
] | oM
.@ 00
P! B? B N e
€y = 1 €y = —1
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Figura 4.5: Projecao do conjunto solugao de Fy(z,y, a1, @) = 0 no plano (a, as) quando

€1€2 = —1

Suponhamos €; = €5 = 1 e consideremos, por exemplo, a regiao do plano («ay, az) onde

a1 >0,a>0eay —2a; <0.

1) Os autovalores associados a solugao trivial do sistema (4.16) nesta regiao sao A\; =

e Ay = (e, portanto, ambos positivos.

2) Os autovalores associados as solugoes Zy-simétricas (—aq, 0, aq, ) 880 A\ = —ay e

Ay = ap — 2 vy € cujos sinais sao ambos negativos.

3) Nesta regiao do plano, como ¢ = as(2a;3 — a3) é estritamente positivo, a equagao

2

(

1
2

1

-3 042ay+a0417042) € (__a27y_

2

e os autovalores correspondentes \; e Ay satisfazem

Ay = det [(D(x’y)Fo)(Jf7y, aq, Oég)] = OZQ(OQ — 20[1) < 0.

Nas outras regioes, a andlise é feita de forma similar.

y =g tem duas rafzes reais y* e y~. Logo as duas solucoes em Z?! sao

, O, aQ)

Nas Figuras 4.4 e 4.5, quando o = (ay, az) € (R% 0) cruza os conjuntos de bifurcagao

local, podemos analisar o niimero e a estabilidade das solugoes. Descreveremos o diagrama

de bifurcacao quando €; = e; = 1 (diagrama a esquerda da Figura 4.4). Os outros casos

sao analogos.
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Estabelecemos o sentido horario no plano (aq, as) e iniciamos no quadrante oy > 0 e
g < 0.

O primeiro conjunto de bifurcagao local encontrado é BS. Anterior a este conjunto, a
solugao trivial é instdvel e a solugao com simetria Z, é estavel. Apds B2, a solugao em
Z%2 ¢ instavel e a trivial é estdvel. Nao hd solucoes adicionais neste caso.

A seguir temos a bifurcagao pitchfork em Pj. Quando (o, az) € (R?,0) cruza Py, um
par de solucdes em Z! aparece em torno da solucao em Z?%2 cujos autovalores tém parte
real com sinais opostos. A solucao trivial permanece estavel e as demais sao instaveis.
Continuando nesta direcao temos outra bifurcacao pitchfork em Pp. Apds essa bifurcacao
tipica, as solucoes em Z! desaparecem dando lugar & solucao trivial. A solucao trivial
torna-se instavel e a solucao Zs-simétrica permanece instavel. Ao cruzar BY novamente,
as solugoes trivial e Zy-simétrica continuam instaveis e os sinais dos autovalores sao in-
vertidos.

Finalmente ao cruzar Py, surge um par de solucoes instdveis em Z1, a solucio Zo-
simétrica torna-se estavel e a solugao trivial permanece instavel. Ao cruzar Pp, as solugoes

nao simétricas desaparecem dando lugar a solugao trivial.



Capitulo 5

Estudo da envergadura de um painel

cilindrico

Neste capitulo desenvolvemos a teoria apresentada por Wu [29, 30] sobre a envergadura
de um painel cilindrico sujeito a uma compressao axial uniforme que motivou a redagao
dos Capitulos 2, 3 e 4 usando a Formulagao por Caminhos Algébrica, como forma alter-
nativa, para o estudo da forma normal decorrente do modelo matematico que descreve
tal envergadura.

Na primeira secao deste Capitulo 5 fazemos a descricao fisica do problema apresen-
tado. A segunda secao é dedicada a linearizagao do sistema de equacoes diferenciais
parciais que descreve o problema fisico e a obtencao dos valores criticos e auto-fungoes
das equacoes linearizadas. Na terceira secao, apresentamos importantes resultados envol-
vendo o operador Laplaciano e série de Fourier que serao usados no processo de Reducao
de Lyapunov-Schmidt feito na secao 4. Apds este processo, obtemos a equacao de bi-
furcacao reduzida do problema que sera estudada detalhadamente na secao 5. Na secao
6 fazemos uma comparacao dos nossos resultados com aqueles obtidos por Wu em [29].
Uma projegao do conjunto solu¢ao da equagao reduzida no plano (A, u) é dada na segao
7. Finalmente, na secao 8, apresentamos as possiveis configuragoes da envergadura do
painel.

Depois do processo de Redugao de Lyapunov-Schmidt, Wu obtém em [29] as seguintes

equagoes reduzidas de bifurcacao

Az® + Cy* + (A + b)) + h.ot = 0, (5.1)

2Czy + (ag\ + bop) y + h.ot = 0, (5.2)
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onde z = (z,y) representam as coordenadas das fungdes do nicleo da linearizagdo das
equacoes diferenciais parciais que descrevem a envergadura do painel cilindrico e (A, p)

sao os dois parametros de bifurcacao.

5.1 Descricao fisica

Consideremos um painel cilindrico de raio R, comprimento a tomado na direcao do
eixo do cilindro e largura b perpendicular a direcao a, mas medido ao longo do arco de
circunferéncia. O painel é constituido de um material eldstico homogeéneo e esta sujeito a

uma compressao axial uniforme p, conforme a figura abaixo.

b

T

L L
N

/p//
R

Figura 5.1: Painel cilindrico sujeito a uma compressao axial uniforme p.

Neste trabalho, consideramos b suficientemente menor que a e R, obtendo assim um
efeito de curvatura pequeno. Suponhamos que o painel tenha uma espessura h ainda
menor, ou seja, ele é como uma “casca’”.

Sob a tensao de compressao p, o painel comeca a envergar. Recordamos que tensao,
ou pressao, tem dimensao de for¢a por unidade de drea. As equacoes que descrevem a en-
vergadura do painel sao chamadas equacoes de von Karman-Donnell e serao apresentadas
a seguir.

A deformagao é representada por trés fungoes U = U(X,Y), V = V(X,Y) e W =

WX, Y),0< X <ae0 <Y <b,onde U é o deslocamento axial, V' o deslocamento
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tangencial e W o deslocamento normal calculado ‘para dentro’. O dominio de configuragao
do painel é O = [0,a] x [0, b].
Sob as hipdteses apresentadas anteriormente, o painel é descrito pelo seguinte sistema

de equagoes diferenciais parciais

Eh? 1
E E
A*F = ) (W, W] — EWXX, (5.4)

onde F' é a tensao de Airy, AU = Uxx + Uyy é o operador Laplaciano e
U, V] =UxxVyy + UyyVxx — 2Uxy Vxy

6 o operador de Monge-Ampere. O coeficiente E é o médulo de Young e ¢ = (12(1—12))z,
onde v ¢é a razao de Poisson.

Podemos simplificar o sistema (5.3,5.4) reescalonando suas varidveis. Introduzimos

o Y . . : L
duas novas variaveis independentes s = " et = 7 que sao quantidades adimensionais,

isto é, elas nao tém dimensao fisica. Considerando u = —, a razdo dos lados do painel,

Eu
temos que (s,t) € Q, = [0, u] x [0,1] se, e somente se, (X,Y) € O. Introduzimos duas

novas variaveis dependentes u e f dadas por

2
u(s,t) = %W(bs,bt), F(s,t) = EC—hZF(bs,bt).

As fungoes u e f representam valores adimensionais do deslocamento vertical e da

tensao de Airy. Usando a régra da cadeia, obtemos

, bt o, O
AU_TAW e Af——EhQAF.
Fixamos os coeficientes adimensionais
cb? Ab*p
d = ﬁ (] )\ = EhQ .

O parametro d é proporcional ao inverso do raio de curvatura do painel e A a com-
pressao exercida no lado t. Quando d = 0 temos um painel plano e d aumenta a medida
que a curvatura também aumenta.

Substituindo F' e W, juntamente com suas derivadas, pelos valores correspondentes

em termos de u e f no sistema (5.3,5.4), obtemos o sistema de von Karméan-Donnell

A = —Aug + [u, f] + dfss, (5.5)

A = —%[u,u]—duss. (5.6)
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A compressao A e a razao dos lados do painel p sao os dois principais parametros de

bifurcagao e ©, = [0, ] x [0,1] é o novo dominio de configuracao do sistema.

Y A

Figura 5.2: Dominio Q,, = [0, u] x [0, 1].

Existem muitas condigdes de fronteira para u e f na literatura. Em [29, 30], o problema
tem condicoes de fronteira u = Au = f = Af = 0 chamadas condicoes de fronteira

simplesmente apoiadas (“simply supported”).

5.2 Equacoes linearizadas e valores criticos de A

Nesta secao obtemos a linearizacao do sistema (5.5,5.6) e suas solugdes. Obtemos
também os valores criticos do parametro \.
O dominio de configuracdo do painel é 2, = [0, u] x [0, 1]. A seguir, definimos alguns

espacos de fungoes que serao importantes em nosso contexto.

Definicao 5.2.1.
CHQ) ={h1:Q, = R|hy € C*}, k>0

C*(Q,) = {hy : Q, — R| hy € C?}.
Seja

B={g:Q,—R|geCYQ)NC*Q,) e g=Ag=0 em 80,}.
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Recordamos que u e f satisfazem as condigoes de fronteira u = Au= f = Af =0em
8. Além disso, consideramos u, f € C4(€,) N C2(2,). Segue que u, f € B.

Definimos a aplicagio F' : B x B x R* — C%Q,) x C°(%,) por F(u, f, A\, pu) =
(F1(u, £, A 1), Fo(u, [, A, 1)) com

Fl(u7fa A?M) = A2u+/\uss - [u,f] - df857
1
FQ(ua fa )‘7#) = A2f+ 5[“)“] +duss'

Temos que F(0,0,\, 1) = (0,0), para todo (A, p) € R?.
A linearizacao de F' em u = 0 e f = 0, que denotamos por DF|g ), é definida por

] F0+hua0+h 7A7 _F0707>\a
DFo,0)(u, f, A, 1) :#E(l) ( fh 1) ( ,u).

Como F' = (F}y, Fy), calculamos o limite acima primeiramente para Fj e depois para

Fy. Assim,

Fi(0+hu,0+h f,\ pu)— Fi(0,0,\, 1) hA*u + Ahug — [hu, b f] — d b f

T h = h
}LiIréA2u + Ags — h[u, f] — d fos = A%+ N g — d fus.
Analogamente,

. F(0+hu,0+h f,\ pn) — F>2(0,0,\, 1) - hA2f + L[hu, hu] + dhus,
h—0 h =0 h

h
}LirréAQf+ E[u,u] +dug, = A*f + dug,.

Logo,
DF((L[))(U, f7 /\7 M) = (AQU + AUSS - dfss ) AQf + duSS)‘
Segue que as equagoes linearizadas correspondentes as equagoes (5.5,5.6) sao
A%u + \ugs — dfss = 0, (5.7)
A’f 4+ dus, = 0 (5.8)
emflueu:Au:f:Af:OemaQu.
O teorema a seguir fornece as auto-fungoes e valores criticos do sistema linearizado.

Teorema 5.2.1. As auto-fungoes das equagoes linearizadas (5.7,5.8) sdo dadas por
Umn(s,t) = sen(mﬂs) sen(nmt),
i

1
fm,n(37t> - d (T + nQ_Iu) ﬂm,n<37t)

w2\ u m
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com valores criticos

J L (m  n2u\? d (m 2\
A () =77 — + — Ta\, T

1 m 1 m
Demonstracao. Usando separagao de varidveis de acordo com a férmula (4.15), pag.

222 de [27], as auto-fungdes do sistema linearizado (5.7,5.8) podem ser escritas como

u(s,t) = sen(as)sen(bt), (5.9)

~

f(s,t) = sen(as)sen(bt). (5.10)

As condigoes de fronteira (s, 1) = sen (@ s) sen (b) = 0 e u(u,t) = sen (a u) sen (bt) = 0
implicam que b = n7 e Gu = mm, respectivamente. Analogamente, b= P € ajL = qT.

Observamos que

At = —(a* + b*)a, iy = —a’a,

Af=—(@>+0")f e fo = —a’f.
Substituindo essas expressoes nas equagoes linearizadas (5.7) e (5.8), temos

(@ +0*)°u—Na*u+da’f = 0, (5.11)

(@ +0*)?*f —da’a = 0. (5.12)

(@ +1%)? -

De (5.12), u = T f. Como a, 13, a e d sao numeros reais nao nulos, segue que
a
_ U d a2
u e f sao proporcionais como fungoes. Logo, a =a,b=be f = m .
Substituindo f em (5.11), obtemos
2212
—2 | 722 _2 (da®)
a+b)—-da"+ ————===0,
( ) (@ + b?)?
ou seja,
a2+ b\’ da >
A= — + |l — .
a a’ + b?
Sendo a = mr e b = nm, definimos
14
m nu\’
Gnn(p) = —+— .
1 m
Consequentemente, os valores criticos de A sao
d 2 d’ 1
Am,n(:u) =7 gm,n(ﬂ) + ) (gm,n(,u))i (5.13)
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e as correspondentes auto-fung¢oes sao

Umn(s,t) = sen <%7r5) sen(nmt), (5.14)
Fmn(s,t) = %mam,n(s,t) (5.15)

Em [28] é demonstrado que hd um nimero infinito de \¢, . tal que o niicleo da li-
nearizacao é de dimensao dois. Além disso, é mostrado que tais valores sao crescentes
tant id =1, pois f lor de A2 dico
em n e, portanto, consideramos n , pois fornece o menor valor de \$ . nas condicoes
acima.
No lema a seguir, calculamos o valor de p para que o nicleo da linearizagao seja

2-dimensional.

Lema 5.2.1. Se d < 4%, entdo A, (n) = A%, ,(p) se, e somente se, p = p, =

m(m + 1).
Demonstragao. Vamos resolver a equagao

Agn@(ﬂ) = )‘gn+1,1(/1)‘ (5.16)

Temos

e
m+1 v \° & 1
)\d — 2 — .
R
_.I_
7 m+1
m np\’
Usando ¢, n(pt) = | —+ —— | , podemos escrever (5.16) como
pwoom
a1 d? 1
2 2
T Gm, + 5= =T gm+1, +t s
Gma () + — oy~ T gmn 1) + — PR
ou seja,

R = ey

Dessa igualdade, obtemos

Im1 (1) = Gmy1,1 (1) (5.17)
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ou

&* = g1 (1) G0 (1) 7. (5.18)

As equagoes (5.17) e (5.18) s@o equagoes na variavel p. Em [28] é mostrado que o
valor minimo absoluto de g,, 1 é 4, para todo m € N. Segue que

Ima (1) gmrra(p) 7t > 427t = 1677,

para quaisquer ;4 € R e m € N.
Logo, se d < 472, ou seja, d* < 4> m* = 16 *, entao (5.18) nao tem solugio e, portanto,

basta resolver a equagao (5.17).

m 2 m+1 2
Assim, <— —|—ﬂ> = < + a ) =
nwoom 7 m+1

m m+1 m m+1
——i—ﬂ— S ——i—ﬁ—l— + a =0 <=
nwooom 1 m+1 wooom L m+ 1

() (=) 0

1
— — = 0. Logo, u*> = m(m + 1), ou seja,
1

S =
egue que m(m+1)

p=pie =/m(m+1). ]
Observacao 5.2.1. 1) Quando p = p. = y/m(m + 1), temos

Um1(s,t) = sen(kms) sen (nt),

Um+1,1(8,t) = sen (% s) sen (7t)
onde k = | ——.
m+ 1
2) Param =1,
e = V2.

5.3 O problema de Dirichlet e série de Fourier

Nesta se¢ao apresentamos os principais resultados que precisamos sobre o problema
de Dirichlet e série de Fourier.
Seja
Ce(Q)=1{9:9,—R|ge C2(§2u) e g=0 em 09Q,}.
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Definicao 5.3.1. Seja

L*(Q,) ={w:Q, - R| // lw(s,t)|*ds dt é finita}.
QN

A aplicagdo <, >: L*(Q,) x L*(Q,) — R dada por

<v,w>= // (s,t)w(s,t)dsdt,

para todo v, w € L*(€,), é um produto interno em L*(€2,).

Lema 5.3.1. Seja A : C3(Q2,) — C°%,) o operador Laplaciano que é definido por
A(u) = Au = ugs + uy. As auto-fungoes e auto-valores de A sdo dados, respectivamente,

por

Umn(s,t) = sen <T7rs) sen (nmt)

1

e (—Amn) com

m,n > 1.
Demonstracao. Vamos resolver o problema de Dirichlet
Au = —au (5.19)

com u = 0 em 09, e sendo o auto-valor de A igual a (—a).

Procuramos solugdes para (5.19) da forma

u(s, t) = o(s) ¥(t).

Logo, Au = ¢"(s)y(t) + ¢(s)"(t). Substituindo esta expressao em (5.19), obtemos

¢"(s)(t) + ¢(s) V" (t) = —a é(s) ().
Dividindo ambos os lados por ¢(s)1(t) nos pontos em que ¢ e ¥ nao se anulam, temos

g5 v _
os) o)

P
o)

¢//<8)
(s)
independentes, podemos escrever
(b//(s) w//(t)

=1 =1
os) el

Como ¢é funcao apenas de s e ¢é funcao apenas de t, com s e t variaveis
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com l; + 1l = —a.
Usando as condigoes de fronteira, obtemos ¢(0) = 0, ¢(u) = 0,1(0) =0 e (1) = 0.

Consideramos a equagao
¢"(s)
¢(s)

Para resolvé-la, analisamos trés casos:

— 1. (5.20)

Caso 1) I, =0.
Neste caso, ¢ = 0, para todo s € R e, portanto, ¢(s) = A+ Bs, A, B € R.

Das condigoes de fronteira temos ¢(0) = A = 0. Logo, ¢(u) = Bp = 0, ou seja,
B =0.

Portanto, para [; = 0 a equagao (5.20) possui apenas a solugao nula.

Caso 2) Iy = a* # 0.

Neste caso, ¢"(s) = a? ¢(s), para todo s € R. As solucoes desta equagio sao da

forma ¢(s) = Ae® + Be %.

Das condigoes de fronteira temos ¢(0) = A+ B =0 e ¢(u) = Ae™ + Be ™ = (.
Logo, Ae® — Ae~® = (), ou seja, A = 0. Segue que A = B = 0.

Portanto, para l; = a® # 0, a equagao (5.20) possui apenas a solucao nula.
Caso 3) Iy = —a® # 0.

Neste caso, ¢"(s) = —a* ¢(s), para todo s € R. As solugoes desta equagao sao da

forma ¢(s) = A cos(as) + Bsen(as).

Das condigoes de fronteira temos ¢(0) = A =0e ¢(u) = Bsen (au) = 0. Segue que

B .. mxw
ap=mm, meN, ouseja, a =—.
m2m? mm ) . .
Logo, para l; = ————, ¢m(s) = Bsen | — s | é solugdo da equacio (5.20).
p p
mm ) N :
Portanto, ¢,,(s) = sen (— s) ¢ auto-funcao associada ao auto-valor (ly),, =
m2?
———,meN.
1

Analogamente, mostramos que as auto-funcoes do problema
wl/(t)
= l27
»(t)
¥(0) =1(1) =0
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sa0 1, (t) = sen(nmt) associadas aos auto-valores (Iy), = —(nm)? n € N.
Segue que as auto-funcgoes do problema de Dirichlet Au = —au, com u = 0 sobre 01,
sao
Umn(8,1) = dm(s) Yu(t) = sen (% s) sen(nt)

2.2 2
com auto-valores (— A, ,,) onde Ay, = —(({1)m + (I2)n) = T p2p? = o2 (m_2 + n2).

p? I
]
Lema 5.3.2. Usando o produto interno em L*(,,), temos
a) < Ump, Uk, >=0, para todo (m,n) # (k,1) e ||tmnl* = %
b) Toda fungao g € L*(©,) pode ser escrita como uma série de Fourier

m,n=1
. 4 _
com gmpn = — < G, Umn >-

Demonstragao.

a) Temos

< am,n) ﬂk,l > = // am7n /U/k}J dS dt =
Q

“w

wooprl k
= / / sen (m s) sen(nmnt) sen <—7T s) sen(lrt) dtds =
o Jo H K
I 1
= / sen <m 3) sen (k—ﬂ s) ds / sen(nmt) sen(lrt) dt.
0 H H 0

" k
Logo, se m # k, temos / sen (m 3) sen (_7r s) ds = 0.
0 H H

1
Da mesma forma, se n # [, temos / sen(nwt) sen(lnt) dt = 0.
0

Portanto, se (m,n) # (k,1), < Umpn, U, >= 0.

meort mm
Temos ||ty l|? = < Umn, Umn > = / / sen” <— s> sen’(nnt) dt ds =
o Jo

i
w 1

:/ sen” (m 5) ds / sen’(nwt) dt =
0 H 0

1
2 4

D=
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b) Ver [20]. |

Observagao 5.3.1. Em [26] ¢ mostrado que o operador A : C3(2,) — C%(,) é auto-
adjunto, ou seja, se u,v € C3(£,), entdao, em termos do produto interno definido em
L*(9,), temos

<u,Av>=< Au,v > .

Lema 5.3.3. O operador A : C35(£2,) — C°(Q,) é invertivel, seu inverso A~ é limitado

ese h= g P U, entdo A71(R) tem a série de Fourier

m,n=1

i (_)\1 )ﬁm,nummf

m,n=1
Demonstracao. Segue de [1] que o operador A é invertivel e é demonstrado em [20] que
A CQ,) — C3(9,) é limitado.
Seja

h=>" hpnlimn (5.22)
m,n=1

o
Suponhamos v = A 'h e u = E T U -

m,n=1
Au = Z ﬁ'm,n Aam,n = Z am,n (_)\m,nﬁ'm,n) = Z (_)\m,nﬁ'm,n) ﬂm,n- (523)
m,n=1 m,n=1 m,n=1
X I
Como Au = h, segue de (5.22) e (5.23) que Uy, , = Y Ronn-
0o 1 A '
Portanto, A~*(h) = Z (— )\m,n) P U o u

m,n=1

5.4 Reducao de Lyapunov-Schmidt

Recordamos que B = {g:Q, — R|ge CYQ,)NC*Q,) e g = Ag =0 em 9Q,}.
Do lema acima, o operador A : C2(£2,) — C°(€,) ¢ invertivel e, portanto, f : B — B

dado por

fluy=A7 (—% [u, u] — duss> (5.24)

é bem definido e

A(f(w) = A (—% fu, ] — duss) —0
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em 99, pois Im (A™1) € C3(£2,).

Consideramos a aplicagio F': B x R? — C%(Q,,) dada por
Fu, M\ ) = A% — [u, f(u)] + Mg — d (f(1))ss. (5.25)

O sistema de von Kéarman-Donnell (5.5,5.6) com as condigoes de fronteira u = Au =

f=Af =0 pode ser escrito como

A

F(u, A\, i) =0, (5.26)
conforme o lema abaixo.

Lema 5.4.1. Uma fungdo w € B ¢é uma solugdo de (5.26) se, e somente se,
(u, f(u)) € B x B é uma solucao de (5.5,5.6) com as condicoes de fronteira u = Au =

fu) = A(f(u)) = 0 em 99,,.

Demonstragio. Se u € B é uma solucio de (5.26), fazendo f = f(u), temos que (u, f)
satisfaz a equagao (5.5) pois

~

A% — [u, f]+ Aty — d fos = A%u — [u, f(u)] + Atgs — d (f(1))ss = 0

devido a equagao (5.26).

Segue da definicao de f acima que

e, portanto,

1
A2f+§[u,u]+duss:0,

que é a equagao (5.6).

As condigoes de fronteira para (5.5,5.6) sdo verificadas, pois v € B e, como
feIm(A™) e Af € Im(A™!) com Im(A™Y) C C3(Q,), segue que f = Af = 0 em
0Q,.

Reciprocamente, sejam u, f solugoes de (5.5,5.6) com condigoes de fronteira u = Au =
f=Af=0em Q,.

De (5.6), f = A2 <—% [u, u] — duss) — f(u). Segue de (5.5) que

0= A2+ Nugy — [u, f] — d fos = N2u~+ Augs — [u, f(u)] — d (f(u))ss = F(u, A, p).

Portanto, u € B ¢ solugao de (5.26). |
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Nosso objetivo é usar o processo de Reducao de Lyapunov-Schmidt descrito na segao

1.8 para obter uma equagao reduzida equivalente & equagao (5.26), ou seja, equivalente a

EFu, M\ ) = A% — [u, f(u)] 4+ Atgs — d (f(1))ss = 0

com f(u) = A2 (-% fu, ] — duss).

Observamos que o operador F' : B x R? — C(Q,) é de classe C™ e satisfaz

A

F(0,\ pn) =0.

Lema 5.4.2. O operador £ é uma aplicacio nao-linear de Fredholm de indice zero com

~ 9 2
dim (ker(Dy, F'(0, Ae, f1c))) = 2 com j1e = V2 e Ao = X! (V2) = 3 2+ ) d.
’ s
= : n : ﬁ(hu7 Acuuc) — F(()?)‘cu,uc)
Demonstracao. Seja Lu = D, F(0, A, j1c) u = lllln% . . Logo,
Lu = A%+ A ugs + d* (A% (ugs))ss, (5.27)

com u = Au =0 em 052, pois u € B.
A 1
Para mostrar (5.27) usamos o fato de que sendo f(u) = A2 (—— [u, u] — duss),

2
temos

: f(hu) — £(0 1 1
D,f(0)u = flg%w = }lllir(l) EA_2 (—5 [hu, hu] — d(hu)ss>

h—0

= lim (—% h A™2([u,u]) — dA—Q(uss)> = —d A2 (ug,).

Mostremos que resolver Lu = 0 é equivalente a resolver as equacoes linearizadas
(5.7,5.8) com condigoes de fronteira v = Au = f = Af =0 em 052,,.

Lembramos que (5.7) é dada por A2u+Aug—d fss = 0 e (5.8) dada por A? f+d u,s = 0.

Se Lu = 0, definimos f = —d A™%(us,). Logo,

APuA-Ntgs—d fos = AUt N Uge—d(—d A (Ugs))ss = A2 uAN g +d* (A (gs))ss = Lu = 0.
Logo, (5.7) é satisfeita. Além disso,
A*f 4 dugs = A*(—d A% (ug)) + d gy = —d tgs + d g = 0,

ou seja, (5.8) é verdadeira.
Como f € Im(A™2) C C4(Q,) e Af € Im(A™!) C C%(,), segue que f = Af =0 em

081, ou seja, as condicoes de fronteira u = Au = f = Af = 0 sao vélidas.
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Reciprocamente, se (5.7) e (5.8) sdo satisfeitas, f = —d A™?(u,,) e segue de (5.7) que
0= A%+ gy — d(—d A7 (Uss) )55 = A%U + Agy + d* (A% (Uss))ss = Lu

eu=Au=0em 0,, pois u € B.
1
V2

Lu = A%u + Augs + d* (A2 (uss))ss com uw = Au = 0 em 09, tem niicleo 2-dimensional

Segue do Teorema 5.2.1 e do Lema 5.2.1 que quando m =1, p = pt. = vV2 e k =

gerado por
_ T
U11(s,t) = sen (E s) sen (7t),
lp1(s,t) = sen(v2ms) sen (t),

9 2
_\d _ 2 2
com A, = A (V2) = 57 + g2 &
Observamos que ||y 1]|2 = |Jigq||? = 27 2.

Normalizando os vetores 4 1 e Uz, obtemos

7] t

uy (s, 1) % = 2%111,1(5, t) = 27 sen (%3) sen(7t),
_ : ‘

ugq(s,t) = % = 2%12271(5,15) — 21 sen (\/ﬁws) sen(mt).

Segue de [21], pag. 393, que F éum operador nao-linear Fredholm de indice zero. M

9 2
Nas préximas segoes, denotamos A = (A, p) e Ao = (A, 1) = <§ m + 9.2 d, \/5)
0

5.4.1 Obtencao da equacao reduzida

Observamos que para todo u,v € C3(Q,),

// ussvdsdt:// U Vs dS dt.
Q. Q

N
Segue que o operador (-)ss : C3(Q,) — C°(£2,) é auto-adjunto.
Sendo A também auto-adjunto, segue que L é um operador auto-adjunto.

Seguindo (1.13) e (1.14) da segao 1.8 do Capitulo 1, decompomos
B =ker L ® M, (5.28)
C%Q,)=ImL @ N. (5.29)
Sejam M = (ker L)t = {v: Q, - R| < u,v >= 0, paratodou € kerL} e N =

(ImL)t ={v:Q, - R| <u,v>=0, paratodou € ImL}. Como L é auto-adjunto,
N =ker L (ver [20]).
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Sejam P, : L*(Q2,) — R, m = 1,2, definidas por

Po(u) =<t um >= //Q U(8,t) Up(s,t) ds dt
e P: L*Q,) — R? tal que
P(u) = (Pi(u), P2(u)). (5.30)

O espago ker L = {xuy 1 +yug1 | (x,y) € R?*} é isomorfo ao R? através do isomorfismo
® : R? — ker L definido por ®(x,y) = Tuyl + YUz,

Consideramos a restrigao de P ao ker L C L*(2,) dada por

P, ,: kerL — R?
u — ‘kerL(u) = (Pl(U),Pz(u))

Temos

(Preep 0 @), y) = B, (2(z,y) = (P (P(z,y)), P2(P(2,9)))
= (P(zuig+yugy), Po(zuis +yugy))
= (xPi(u1,1) +y Pi(ugy),x Pa(ur) +y Paugy)) = (z,y).

(q) ] PkerL)(l’ Uil + yu271) = (I)(Pl(l’ Uil —+ yu271), Pg(x U1 + yum))
= O(z,y) =zu1 +yus,.

Portanto, P, , o ®=PF_ , d=Ig,e®Po P, =P, = et

ker L ker L

A projecdo P : X — ker L definida na secdo 1.8, neste caso, ¢ dada por
P(u) = ®P(u) = ®(Py(u), Py(u)) = Py(u) uy 1 + Po(u) ug,y.

A projecio Q : C%(Q,) — N = ker L é, também, definida por Q=oP.
Logo, a projecio Q =1 — Q : C%(Q,) — Im L é dada por

Q(u) = u — Pi(u) uyy — Py(u)ugy = u — ®(Py(u), Py(u)) = u — ®(P(u)) = (I — ®P)u.

Usando a decomposicao

B=kerL & M,

podemos reescrever a equagao (5.26) na forma

A

F(®(z) +w, A\, pu) =0, (5.31)

com z = (z,y) e u= ®(2) + w.
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Esta equacao é equivalente ao sistema

OPF(®(2) +w, M\ p) = 0, (5.32)
(I —®P)F(®(2) +w, M\ p) = 0. (5.33)

Pelo processo de Reducao de Lyapunov-Schmidt, usamos o Teorema da Fungao Implicita
para resolver a equacio (5.33). Logo, existem vizinhancas U; C R? da origem, V; C R?

do ponto A, e uma tnica funcao
w: (U x Vi) — M, w=1w(z,\pn)
que ¢ solugao de (5.33), ou seja,
(I — DP)E(P(2) + @, \, ) = 0.
Substituindo @ na equagao (5.32), obtemos
OPE(®(2) 4+ w(z, A),A) = 0.
As solugoes dessa equagao sao os zeros da aplicagao f : Uy x Vi — ker L dada por
f(z,A) = OPF(®(2) + w(z, A), A).
Logo, a equagao (5.26) é equivalente & equacao de bifurcagao reduzida
f(z,A) = 0. (5.34)
Compondo P : ker L — R? com f, obtemos f : U; x Vi — R? definida por

f(z,A) = P f(z,\) = POPE(®(2) + w(z,A),A) = PE(®(2) + w(z,A),A),  (5.35)

pois P® é o operador identidade do R2.
Portanto, f(z,A) = PE(®(z) 4+ w(z,A),A) = 0 é a equacao reduzida de bifurcacio

equivalente a (5.26) que analisaremos.

5.4.2 Calculo das derivadas de f

Nesta subsecao obtemos a expansao da série de Taylor para a aplicacao f definida em

(5.35) cuja equagao f(z,A) = 0 é equivalente a (5.26).
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Primeiramente, observamos que de (5.24) temos f(0) = 0. Substituindo em (5.25),

obtemos
F(0,A) =0,
para todo A € (R? A,).
e Calculo de f,(0,A.) e f.(0,A.).
£0.4) = PE(®(0) + (0, A), A) = PE(w(0, A), A), (5.36)

para todo A € (R? A,).

Como vimos, o Teorema da Funcao Implicita garante que para cada
(z,A) € (RZxRZ, (0, A.)), existe um tnico @ = w(z, A) satisfazendo QF(®(z)+w(z, A),A) =
0,Q=1- Q =1 — ®P. Em particular, para z = 0, temos que existe uma tnica funcao

w = w(0,A) satisfazendo
QE(®(0) 4+ @w(0,A), A) = QF(w(0,A), A) = 0, (5.37)

para A € (R, A.).
Como QF(O, A) = Q(0) = 0, segue que w(0, A) = 0, para todo A € (R?, A.). Portanto,

A A

£(0,A) = PE(@(0,A), A) = PE(0, A) = 0,

para todo A € (R? A,).
Como consequéncia, temos f,(0,A.) =0e f,(0,A;) = 0.

e Calculo de f,(0,A.) e f,(0,A,).

~

fe(z,A) = PFE(P(2) +w(z,A),N)(Pp(2) + we(z,A)), (5.38)
fy(z,A) = PE(P(2) +w(z,A),N)(Dy(2) + wy(z,A)). (5.39)

Em z = 0 temos ®(0) +w(0, A) = 0, para todo A € (R?, A.). Além disso, ®,(z) = u1,
e ®,(2) = uay.

Derivando (5.33) em relacdo a x e y, obtemos

QE,(D(2) +w(z, N), A)(Dy(2) + w,(2,A)) = 0, (5.40)

A

QF,(®(2) +w(z,A),AN)(Dy(2) + w,(z,A)) = 0. (5.41)
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Fazendo z = 0 em (5.40), temos
QF,(0,A)(uy,1 + w,(0,A)) = 0. (5.42)
Em A = A., temos
QF,(0,Ac) (ur1+@,(0,Ac)) = 0 = QL(u1,1+w,(0,Ac)) = 0 = QL(uy1)+QL(w,(0, A,)) = 0.

Como uy; € ker L, segue que QL(u11) = 0 e, portanto, QL(w,(0,A.)) = 0. Ob-
servamos que QL = (D, ((I — ®P)F))° ¢ invertivel pois é uma das hipéteses utilizadas
para a aplicacdo do Teorema da Funcao Implicita na Redugao (ver secao 1.8). Logo,

we (0, A) = (QL)~'(0) = 0.

Analogamente, mostramos que w, (0, A.) = 0.

Voltando em (5.38), temos
(0, Ae) = PE,(0,Ac)(ur 1 + 0,(0,A)) = PL(uy 1) = 0.

Analogamente, f,(0,A.) =0.

A seguir, calculamos as derivadas de ordem 2 de f.

Ffra(2,A) = PE(D(2) + w0(2, A), A)(Du(2) + Wa (2, A), Du(2) + W, (2, A))+

foy(z,A) = PE(®(2) +w(z, A), A)(D(2) + Wy (2, A), y(2) + @, (2, A))+
+PE,(®(2) + (2, A), A)(Pay(2) + Way(2, A)),

Fun(2 ) = PE(®(2) + 02, A), A)(@,(2) + @, (2, ), B, (=) + @, (2, A)+
FPE(®(2) + @(2 A), A) (@, (2) + 0y, (2, 1)),

+PE(9(2) + @(Z,A), M) (@4 (2) + (2, M)+
+PFU<(I)(Z) + U_}<Z, A)7 A)((I)x)\(z) + U_}ZA(Z? A))’

foulz, ) = PE(®(2) + w0 (2, A), A)(Pu(2) + wa(2,A), Du(2) + (2, A))+
+PE,(0(2) + (2, M), A)(Pu(2) + w4 (2, )+
FPE,(®(2) + (2, A), A)(Pypu(2) + Wap(2, A)),

for(z,A) = PE(®(2) + @(z, A), A) (D (2) + @y (2, A), Px(2) + wa(z,A)) +
FPENDP(2) + @ (2, A), A) (D, (2) + @, (2, A))+
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A

+PF,(®(2) + w(z,A), A)(Pyr(2) + wya(z, ),

fyu(z, A) = Pﬁuu(q)( ) +w(z, A), A)(Py(2) + w0, (2, A), Pp(2) + wy(2, A))+
+PF,(®(2) + (2, A), A)(®y(2) + @ (Z A))+

)
+PE,(®(2) + w(z, A), A)(@yu(2) + wyu(z, A)).

Dividimos o cédlculo das derivadas de segunda ordem de f em (z,A) = (0, A.) em trés

partes:

e Calculo de f,,(0,A.), fu,(0,A:) e fy,(0,AL).

Usando a expressao dada acima para f,,, temos

A

fmx(oa Ac) = PFuu(07 Ac) (ul,h ul,l) + PL<U_J:E:E(O> AC)) (543)
Observamos que, como L é auto-adjunto,
P(L(u)) =< tuma, L(u) >=< L(upm1),u>=<0,u>=0,

para todo u € B, m = 1,2. Segue que PL(u) = 0, para todo u € B.

Usando (5.43), podemos escrever

~

fxx(oa Ac) = PFuu(O7 Ac)(ul,la u1,1)~
Analogamente, mostramos que

fa:y(oa Ac) = PFuu<Oa Ac)(ul,la u2,1)7
fyy(oa Ac) = PFuu<Oa Ac)(UZ,la u2,1)-

A aplicacao Fuu(u, A, i) € bilinear e dada por

R F, hws, A — F,(u, \,
N

em que

A

FU(U7/\7M)U} = A? w+ = [’LU A~ ([ D] + [u,A‘Q([w,u])] +)‘w88 +d[w7A_2(uSS)]+

+d [u, A (wSS)] + d(A~ 2([?1), u]))ss + dz(A_2(w85))85'
(5.44)

Fazendo os calculos, obtemos
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A

Fuu(u, A, pwywy = [wy, A7 ([wa, u])] 4 [wa, A72([wy, u])] + [u, A7 ([wy, wa])]+
+d [wy, A72((w2)ss)] + d [wy, A2 ((w1)ss)] + d (A72([w1, ws)))ss-
Em (u,A) = (0,A,), temos

A~

Fou(0, A wiwy = d [wy, A2 ((wg)ss)] + d [wa, A2 ((w1)ss)] + d (A7 ([wy, wa]))ss.
Dessa forma,

P(2d [u1,1, A™*((u11)ss)] + d (A2 ([ur 1, ur1]))ss),
P(d[u11, A7 ((uz,1)ss)] + d[uga, A7 ((ur1)ss)] + d (A7 ([ur,1, u2,1]))ss),
P(2d[uzy, A ((u2,1)ss)] + d (A7 ([u,1, ug1]))ss)-

f:c:c(oa Ac)
fwy(ov AC)
Fu(0,Ae)

7T2

Temos que (u11)ss = 5 ) wmae (u21)ss = (—2m) ug ;.

2 1
Pelo Lema 5.3.3, A_luu = (——) (REC A_luQ,l = (——) ug1. Logo, A %uy ; =

372 372

-2 _
— U1 € A U1 = 1 Uz,1-

94 9m
Substituindo estes valores nas expressoes de f..(0,A.), fuy (0, Ac) € fy,(0,A.), obtemos

4d

fax(0,Ac) = ~9.2 P([u1,1,ur]) + d P((A™2([ur1,u1,1]))ss) (5.45)
fay(0,Ac) = —94—:2 P([u1,1,u2,1]) + d P((A™*([u,1, u2,1]))ss), (5.46)
fyy(0,A) = —94—;12 P([ug,1,u21]) + d P((A™*([ug,1, u2,1]))ss)- (5.47)

Para concluir o cdlculo de f,.(0, A.), vamos simplificar a expressao P((A™2([u11, u11]))ss)-

Seja h(s,t) = [u11,u1,1]. Precisamos calcular P((A™2h)s). Logo, estamos interessados
apenas nos coeficientes de u1; e ug; da série de Fourier de (A72h)s;.

Usando o Lema 5.3.3, podemos mostar que o operador A~! e, portanto, A=2? deixam

ker L =R - {uy1,u21} € 0 seu espago complementar M em B globalmente invariantes.

De fato.

1) Sejau € ker L, u = auyq + fugy, a, 5 € R.

200
A u=aA uy + BA T uyy = <_ﬁ) U1+ <—%) U 1.

Logo, A~!u € ker L, ou seja, ker L é invariante por A~
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2) Sejaw € M. Como M C R -{up1, ug;|m >3, k> 1,1> 2}, temos que a série de

Fourier de w é da forma

w—E Oémum1+2 E Qg U -

k=1 [=2
Assim,
(0.) oo o.]
akl
A~ w—g Oy, A™ uml—i-g g ozklA (Y 5 um1 E E
k=1 1=2 m=3 k=1 1=2

Portanto, A™'w € (R {upm, uk,|m >3, k>1,1>2} N B) C M, ou seja, M é

invariante por AL,

Analogamente, observando que

k272 k22
(uk,l)ss = - M2 Ukl = — 9

Uk,

para ju = g, = v/2, mostramos que o operador u — u,, deixa os espacos ker L e M

invariantes.

Seja g € B tal que g = A™2h, ou seja, A2g = h com condicoes de fronteira g = Ag = 0
em 0€),,.
Podemos obter g da série de Fourier de h. Observamos que apenas os coeficientes dos

termos u; 1 € ug sao importantes para o que precisamos. Dessa forma, decompomos
h = z1u1 1 + 2u21 + w,

co1m

2 = Plh:// h(s,t)u11(s,t)dsdt,
Q.

Zg = ch:// h(s,t)ug1(s,t)dsdt
Q

ew € M. Logo,

g = A2(h) = A (zuig + 2usy +w) = 2 AUy 4+ 20 AUy + AT =
4

o L -2
= 97T421U1,1 + 97T4Z2U2,1 + A7 w.

Dessa forma,

4 1

9ss = ﬁ'zl(Ul,l)ss + o7t

_ 2 2 _
2o(u21)ss + (A 2w)ss = _ﬁzlul,l — @221@,1 + (A 2w)587
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onde (A™%w),, € M.

Portanto,

P((A72([ul,laul,1]))ss) = P(gss) - (Plgss>P2.gss) -
2 P 2 P + P (Aw) 2 P 2 P + Py(A™%w)
= —=—=2zPiuy; — —2Pu W) s, ———=21Pu11 — —=22Pu W) s
gzt = s 2 ftian 1 g2 et = g g e lliag 2
Como < uy1,u2; > =0, segue que Piug; = Pouy; = 0. Além disso, Pw =0, ¢ = 1,2,

para w € M. Em particular, P;((A72w)s) =0, 1 =1,2.

Segue que
PUA (s D)) = (— g o) = a2 = (P, F2h)
ou seja,
P((A7([urg,u11]))ss) = —% P([ug; ua]). (5.48)
Da expressao (5.45) para f,.(0,A.) e de (5.48), concluimos que
faa(0,Ac) = —4—dP([U1,17U1,1]) +d <—1P([U1,17U1,1])> = —idP([uLl,uLl]).
972 972 32

Usando apenas relagoes trigonométricas basicas, mostramos que

[ur 1, ura] = 2((ur1)ss(ur)ie — (u11)s)?) = =72 (cos(v/2ms) + cos(27t)).

Logo, P([ul,laul,l]) = (Pl([ul,l,Ul,l]),Pz([ULl,Ul,l])), com

P1([U1,1, u1,1]) =< [ul,h U1,1], U > =

211672
3 b)

— //Q#(—w‘*\/ﬁ(cos(\/§7Ts)—|—c0s(27rt)))(225en (l3> sen (t)) ds dt =

&

PQ([Ul,la U1,1]) =< [ul,ly U1,1], U1 > =

= //Q (=72 (cos(V2ms) + cos(2mt)))(23sen (ﬂws) sen (mt)) dsdt = 0.

Portanto,

9 (2i16 72 32 3
A = —q —— = —— 12 .
fx:p(oy c) d 372 ( 3 ,O> < 9 24 d, O)

Analogamente, mostramos que

728
45

fyy(O; AC) = ( 2% d7 0) € fxy(oa Ac)

I
VRS
k=
|
N

)
U“ o0
o
N[y
QL
~_
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e Calculo de f;,(0,A.) e f,n(0,A,).

Recordamos que fox (2, A) = PE(®(2)+w(z, A), A)(Dy(2)+1(2, N), @y (2)+wx (2, )+
FPE(P(2) +0(2, A), A)(Dp(2) + 10, (2, N)) + PEL(P(2) +10(2, A), A)(Dpr(2) +an (2, A)).
Logo,

A

fx)\(ou Ac) = PFuu(Oa Ac) (ul,h w)x((), Ac)) + Pﬁu)\(07 Ac) ul,l + PL(?I)I)\«), Ac))

Sabemos que w(0,A) = 0, para todo A. Segue que wy(0,A.) = 0. Como I:’uu(O,AC) é
bilinear, concluimos que Fly, (0, Ac)(uy.1,0) = 0.

Como PL(u) = 0, para todo u € B, segue que PL(w,,(0,A.)) = 0 e, portanto,
fx)\<07 Ac) - PFuA(Oa Ac) Uy,1-

Analogamente,

A

fyA(O7 Ac) = PFu/\(Ov Ac) Ug1-

; Fu(u,A\+h — F(u, A
Temos que Fu,\(u,)\,u)wn:}}}r% (u, A+ Uaﬂ)hw (u, 7,“)10.

Fazendo os célculos, obtemos Fux(u, A, [)Wn = 1 Wes.
Logo, ﬁu,\(O, Ao)w = wgs.

Portanto,

far(0,A0) = P((u11)ss),
fa(0,A0) = P((uz,1)ss)-

Observamos que

P((Ul,l)ss) = (Pl((ul,l)ss):PZ((U1,1>53)) = (< (Ul,l)ss,ul,l >, < (Ul,l)ss,um >) =

w2 w2 —7?
= (< Ty ULt >, < oy Ui, U2 >) = —T(< up1,ury >, 0) =
2 2
=—-——(1,0) = (——,0).
2 ( ) ) ( 2 ) )

Analogamente, mostramos que P((ug1)ss) = (0, —272).

Portanto,
2

Far(0,A,) = (—%,0) e f(0,A,) = (0,—272).

e Célculo de f;,(0,A;) e f,,.(0,A.).
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Da mesma forma que mostramos que f,(0,A,) = Pﬁu,\(O, Ao)uig e que fir(0,A.) =

Pﬁu,\(O, A.) ug 1, mostra-se que
f:v,u(oa Ac) = PFuu<0; Ac) Uyl € fyu(oa Ac) = PFu,u(Oa Ac) U21-

Para calcular F,,(0,A.) é necessdrio fazer uma mudanca em F : B x R* — C°((,)
pois  nao aparece explicitamente na expressao de F', mas na definicao do espacgo B.

Recordamos que
Fu A ) = A%~ [u, f(u)] + Ags — d(f (),

. . 1
com f : B — B dada por f(u) = A™? <—§[u,u] - duss) e p variando o dominio €, =
0,41] x [0, 1.

Usando a expressao de F, dada em (5.44) e calculando no ponto (0, A, i), obtemos
Fu (0N, p)w = A%w + Mwgs + d* (A7 (W) ) ss- (5.49)

Para podermos derivar esta expressao em p, precisamos transformar w : €, — R
em uma funcao definida em um dominio fixado {2 com p aparecendo na expressao da
diferencial dos operadores.

fhe V2

Consideramos r = r(s) = —s = —s. Temos que s € [0,u] se, e somente se,

r € [0, 1] = [0,v/2]. Definimos w : [0,v/2] x [0,1] =, — R por

w(r,t) = w (%r,t).

Temos que w € B se, e somente se, w € C4(€, ) NC2(Q,,) com w = Aw = 0 em Q...

2
Podemos também escrever w(s,t) = w (is, t) . Logo,
i

2 2 2
ws(s,t) = w, £s,t £ = £wr(7’, t),
7 pwooop
2 2 2
wss(s,t) = Wy £S,t ) - _2wrr(r> t)a
7 12
Aw = Wes + Wy = Ewrr + Wy

2
Definimos Ajw = — wy + wy. Observamos que A, = A. Substituindo estas ex-
1

pressoes em (5.49) com w(s,t) = w(r,t), obtemos

2 2 d? 2
Fu(0, X, p)w = Fy(0,\, p)w = Alw + ?wm« + oz (AMQ (E wrr)> : (5.50)
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Dessa forma, podemos calcular a derivada de F, (0, A, ) em relagao a p usando (5.50).

Pelo método classico para calcular derivadas, obtemos

@(AMU) = —EAM(WTT%
9 (%w ) _ A,
8/1 /LQ T /L?’ .
Logo, em pt = ji. = v/2 e A = )., temos
0 0 [2\
—(A2%20) = =22 A — | —= =—V2 .
a/,t( uw) \/_ (w’/"/’) € au (ILL2 w’/’?") \/_)\C wTT‘

2
Resta calcular 2 (% (A;Q (% wr,)) )
o \ p It r

2
Para isso, consideramos h(r, i) = A;Z (—2 wrr>. Logo,
1

A2 (h(r, ) = %w (5.51)

o [2d? 2 9 [2d? 4 d?
— (= (A2 Z - (2= 7
QSegue o ( 2 ( " <u2 w)>) O < iz m)”) M)t
2d% [ 9
? (% h(?“, t))m‘.

Para obter a derivada de h em relacao a u, calculamos a derivada em p da equacao

(5.51). Assim,

0 oh 4
2A1U4 (%A“h) + AZ@ = —E Wy -
4
Em f = 1o, temos —— A(A 2w ))) + A2 0 = — 201 o sefa,
o op I
8h -1 =) —2
o= 2V2 ATH (A (W) )er) — V2 A2 (wy,).
Logo,
FW(O, Adw = —2V2A(wr) — V2 Aewpr — V22 (A2 (wpy) ) et

+2\/§d2(A’1((A’2(ww))M))W - \/§d2(A72(wrr))M"
Em A=\, jt = jt. = V2 e r = s, temos

foul0,A) = PE(0,Ad) ury = =22 A((u11)ss) = V2 Ae (1) ss — V22 (A7 ((1,1)s5))sst
+2\/§ d2<A_1((A_Q((ul,l)ss))ss))ss - \/§d2(A_2(<'U,1,1)53>>55-
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Substituindo os valores

2
T 3 2 4
2 -1 —2
(u1,1>ss = ——U1, Aul?l = —57'(' U1, A Uy, = ——371_21,6171 e A U, = _97'{'4

2

na expressao acima, obtemos

fz,u(O;Ac) == (37\4/5 7T4 - ng, O) .

Analogamente, substituindo u; ; por ug 1, obtemos

fy,u(O,Ac) = (O, _3\/571'4 + %id2> .

Portanto, usando as derivadas calculadas acima, obtemos a série de Taylor da aplicacao

f = (f1, f2) em torno do ponto (z,A) = (0, A.) que é dada por

fi(z,A) = Az® 4+ Cy* + (a1 A + bip) & + h.o.t,
fa(z,A) = 2Czy + (azA + bap) y + hooot,

16 364 2 3v2 2
com A = —gﬁd, C = ——Q%d, a = _W_, as = 4daq, by = £ﬂ4_ £d2 e

45 2 4 27
4/2
by = —3vV27t + —2\7[ .

5.5 Estudo das equacoes reduzidas de bifurcacao
As equagoes de bifurcacao obtidas por Wu em [29] sao

Az® + Cy* + (A + b)) + h.ot = 0, (5.52)

20y + (ag\ + bop) y + h.ot = 0, (5.53)

z = (z,y) representam as coordenadas das fungdes do nicleo da linearizagao das equagoes
diferenciais parciais que descrevem a envergadura do painel cilindrico e (A, ;1) sdo os dois

parametros de bifurcagao.
16 _s

Com o processo de Reducao de Lyapunov-Schmidt, Wu obtém A = y 21d, C' =
364 _s 7 3v/2 V2 442
—4—52i d, ap = —7, a9 :40,1, bl = TﬂA - 2—7d2 (§ bg = —3\/§7T4+2—7d2.

Algumas hipoteses sao necesséarias para obter as equacgoes acima que detalharemos a

seguir.
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1) (HO) A origem z = y = 0 é uma solugao para todo (A, ) € (R%0) e os termos de

ordem alta também anulam-se quando x =y = 0.

2) O sistema tem a simetria do operador S : B — B definido por

(Su)(s,t) =u(p— s,t). (5.54)

Observamos que se u, € B, entdo Su € B pois Su € CH(2,)NC%(Q,) e Su = A(Su) =
0 em 052,.
Além disso, este operador é linear e limitado.

De fato.

i) (S(au+00))(5,1) = (u+Bo) (u—5,) = aul—s, )+ Bv(u—s,1) = a((Su)(s, 1))+
B((Su)(s,t)), para quaisquer o, 5 € R e u,v € B.

ii) Para u € B, definimos ||u|* = // lu(s,t)|* ds dt. Logo,

worl
1S ul|* = // |(Su)(s,t)|*dsdt = // u(p—s,t)[*dsdt = // lu(p—s,t)|?dt ds =
0 Jo
//]uwt|2dt( dw) //|uwt|2dtdw—|]uﬂ2

Seja
HSUH

Portanto, S é limitado.

Mostramos que ker L é um espaco 2-dimensional quando . = v/2 e seus geradores sao

3 s
uyi(s,t) = 24sen (ES) sen(7t),
ugq(s,t) = 21 sen(v/2ms) sen(7t).
Como Luy; =0e Lugy =0, up 1 e ug; sao auto-funcoes de L associadas ao auto-valor

Zero.

Segundo (5.54), S atua em u; ;1 € ugy da seguinte forma:

o (Suyy)(s,t) =u (V2 —s,t) = 2% sen (%(\/5 - s)) sen(rmt) =

3 ™ 3 m
=2igen |7 — ——=s | sen(wt) = 21sen | —=s | sen(nwt) = uyi1(s,t).
(7= Ts) sentrt) =2t sen (T2 ) sen(at) = uns (.1

o (S(uz1))(s,t) = up1(V2 — s,t) = 27 sen(v2r (V2 — s)) sen(rt) =
=21 sen(2m — v/2ms) sen(mt) = 21 sen(—v/2ms) sen(mt) = —23 sen(v/2ms) sen(mt) =

—u2’1(8, t)
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Recordamos que
d: R — kerlL
(z,y) — @(x,y) =2u11 +Yyus,
¢ um isomorfismo. ® induz a acao analisada no Capitulo 2, pois
(S(rurg +yug))(s,t) =x(S(ur1))(s,t) + vy (S(ugn))(s,t) = zuy(s,t) —yugi(s,t).

(5.55)
Logo, usando (5.55), temos

O((—1) * (z,y)) = ®(z, —y) =xu11 —yuss = S (x,y).

Portanto, a agdo de S apresentada em [29, 30| corresponde a agao de Zo = {—1, 1}

em R2.

3) Outras hip6teses sao adicionadas por Wu em [29, 30], chamadas condi¢oes de nao

degeneracidade:

NDO : AC(CleQ—CLle) 7&0,
ND1: ajas(2a;C —ay A) #0.

5.6 Comparacao com nosso trabalho

z5

Um dos nossos principais resultados, o Corolédrio 3.9.1, diz que se f = [p,q] € fj;x YA

satisfaz as condicoes
pP’=p,=¢=0
e as condigoes de nao-degeneracidade
pgx > Oa pg 7é 07 qg 7é 0e (pg)\qz - Q?\pg‘u) 7é 07
entao f é Z9-equivalente por bifurcacao & forma normal

(2% + e1v 4+ Az, 2600 + 6141, (5.56)

em que €; = sinal (p?), €2 = sinal (¢2) e d; = sinal (pg)\qz - qg’\pg#).
Em particular, usando a condigao (HO), a condi¢ao de Zs-simetria e a condigao (NDO)
apenas, obtemos a forma normal para o problema de bifurca¢ao dado em (5.52,5.53) nao

sendo necessario utilizar a condigdo (ND1) imposta por Wu em [29, 30].
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Além disso, nosso resultado mostra que o problema é 2-determinado, eliminando,
assim, os termos de ordem alta através das técnicas da Teoria de Singularidades e Teoria
de Bifurcagoes.

Nao ha explica¢ao em [29, 30] sobre como os termos de ordem alta podem ser elimina-
dos. O autor, apenas, sugere que os termos quadraticos sao suficientes para descrever o
comportamento das solucoes da linearizacao do modelo matematico proposto de equagoes

diferenciais parciais dado em (5.5,5.6).

5.7 Diagrama de bifurcacao da forma normal

De (5.56),
flz,y, A\ 1) = [2% + ev + Az, 2602 + 01 44] (5.57)

¢ a forma normal do problema de bifurcacao de corank 2 com centro organizador de menor

codimensao. Podemos escrever

f(x:ya )‘hu) = FO(xay7O_51()‘:/L)>O_52()‘>M))7

com aq (A, i) = A e as(A, p) = o1p.

No caso das equagoes de bifurcacao (5.52,5.53), temos
51 = sinal (a1 bg — Q9 bl) (558)

e €; = € = sinal (C) = —1.
Resolvendo a equacao (5.58), obtemos

2
01 >0 se d<9%7

2
01 <0 se d>9%.

No trabalho do Wu [29] é suposto dz < 27. Logo,
9 2
dz §27r:>d§47r2<%:>51>0.
Logo, como é; > 0, a; corresponde ao eixo A e as ao eixo p na projegao do conjunto
solucdo de Fy(x,y, a1, as) = 0 no plano (a1, as) dado no Capitulo 4.
Portanto, podemos representar o diagrama de bifurcacao do problema de bifurcagao

f dado em (5.57) por sua projegao no plano (A, i), como segue.
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oAH
m)X
o @)
X
0o >
P A
o 0
o \
O
Om
B ° NP

Figura 5.3: Projegao do conjunto solugao de f(z,y, A, x) = 0 no plano (\, p).

Representamos as solugoes em cada componente conexa da Figura 5.3 com quadrados
para as solucoes em Z° ou Z%2 e circulos para as solucdes em Z'. Os quadrados &
esquerda representam a solucao trivial. Os quadrados a direita representam as solugoes
nao triviais em Z%2 e os circulos as solucoes em Z' que aparecem aos pares. O tipo
de preenchimento dos quadrados e circulos representam os sinais dos autovalores. Os
quadrados B representam solugoes com autovalores com partes reais negativas (—, —), os
quadrados X as solugoes com autovalores com partes reais positivas (+, +) e os quadrados
[ e circulos o, aquelas com um autovalor com parte real positiva e o outro com parte real

negativa.

5.8 Envergadura do painel cilindrico

As figuras abaixo nao representam exatamente as solugoes do sistema de equagoes
diferenciais parciais que modelam a envergadura do painel cilindrico, mas sim as solugoes
das equacoes linearizadas.

, . : . 9 , 2 o .

Préximo ao ponto de bifurcagao | 0, 0, §7r + 9.2 d, V2 , a parte principal da Série de

T
Fourier da solugao do sistema de equacoes diferenciais parciais é uma solucao da equacao
linearizada. Dessa forma, as figuras abaixo fornecem uma idéia de como o painel bifurca
segundo a forma das auto-func¢oes obtidas como solucoes da linearizagao.

Na Figura 5.4 temos o painel cilindrico nao deformado cujo modelo pode ser dado por
UO(Svt) =1 (1 - t)7

(s,t) € R%



Envergadura do painel cilindrico 137

Na Figura 5.5, o painel bifurca segundo a forma da auto-fungao 4 1, solugao da equagao

linearizada, cujo modelo é

Uy(s,t) = uo(s,t) +uy1(s,t) =t(1 —t) +sen (l s) sen (7t),

V2
(s,t) € [0,+/2] x [0, 1].
Na Figura 5.6, o painel bifurca segundo a forma da auto-fungao 5 1, solugao da equacgao

linearizada, cujo modelo é
fy(s,t) = ug(s,t) + Uga (s, 1) = t(1 — t) + sen(v/27 s) sen (t),

(s,1) € [0,v/2] x [0,1].
Na Figura 5.7, o painel bifurca segundo a forma de uma combinacao linear das auto-

funcgoes, cujo modelo é

us(s,t) = wup(s,t)+0,7a11(s,t)+0,5uz,1(s,1)

— ¢ (1 —t)+sen (rt) (0, 7sen (% 5) +0,5sen (\/Ews)) :

(s,t) € [0,v2] x [0,1].

Figura 5.5: Painel bifurcando segundo a forma da auto-funcao i ;.
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Figura 5.6: Painel bifurcando segundo a forma da auto-funcao s ;.

Figura 5.7: Painel bifurcando segundo a forma de uma combinagao linear das

auto-funcoes ;1 € Ug.
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