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Resumo

Apresentamos neste trabalho um estudo introdutorio sobre sistemas dindmicos dis-
cretos de primeira ordem e ordem superiores, anélise da estabilidade de pontos de
equilibrio e aplicagoes em Biologia, Epidemologia, Matematica Financeira, dentre ou-

tros.

Palavras-chave: Modelos matematicos, Equacoes de diferencas, Ponto de equilibrio.



Abstract

In this study we present an introductory study of discrete dynamical systems of
first order and higher order, stability analysis of equilibrium points and applications in

Biology, Epidemiology, Mathematical Finance, and others.

Keywords: Mathematical Models, Difference Equations, Equilibrium Point.
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1 Introducao

Os primordios da teoria dos sistemas dindmicos podem ser identificados jé no século
XVI, nos trabalhos de Mecanica Celeste escritos por Johannes Kepler (1571-1628). As
contribuigdes de Isaac Newton (1643-1727) a modelagem matematica, através da for-
malizacao da Mecanica Cléssica, abriram espaco para uma sofisticacao crescente do
aparato mateméatico que modela fendmenos mecénicos, culminando nos trabalhos de
Lagrange(1736-1813) e Hamilton(1805-1865), que definiram a teoria da Mecanica Clas-
sica em um contexto matemaético, que essencialmente é o mesmo utilizado até hoje. O
matematico francés Henri Poincaré (1854-1912) é considerado um dos criadores da teo-
ria moderna dos sistemas dinamicos, tendo introduzido muitos dos aspectos do estudo
qualitativo [1]. Um sistema dindmico pode ser linear ou nao linear. No primeiro caso, o
comportamento do sistema é bem definido, mas no caso nao linear esse comportamento
jd nao é tao previsivel. No mundo real, os sistemas nao lineares espelham melhor a
realidade. No fim do século XIX, Poincaré, ao estudar o problema dos trés corpos e
a estabilidade do sistema solar, deparou-se com dificuldades analiticas intransponiveis
na determinacao exata das curvas continuas, solugoes das equagoes diferenciais do pro-
blema que estudava. Achou conveniente substituir o estudo das érbitas, fluxo continuo
no tempo, por o6rbitas discretas, no qual o tempo aumentava por saltos regulares, de
onde surgiu esta nova teoria [2]. Os sistemas dinamicos discretos sao importantes
em todos os ramos das Ciéncias (Fisicas, Agricolas, Biologicas e Sociais) devido a
sua capacidade de modelar fend6menos naturais que se comportam de maneira cadtica,
aparentemente imprevisiveis. O seu estudo é baseado em iteragao de fungoes, aliado
a alguns conhecimentos de Céalculo Diferencial e Espacos Métricos, obtendo resultados
como: a Orbita de um ponto, pontos fixos e pontos periédicos. Em geral, o termo
sistema dindmico vem associado as equagoes diferenciais, sejam elas ordinarias ou par-
ciais. Como exemplos de sistemas dindmicos, temos a equacao de onda, os modelos de
crescimento populacional e a equagao do calor. Este trabalho estd voltado ao estudo
dos sistemas dinamicos discretos, ou seja, aqueles nos quais as variagoes(discretas) sao
formuladas com equagoes de diferencas. Modelos matematicos que relacionam as vari-

aveis através de suas variacoes discretas sao formulados com equacoes de diferencas.

11
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Essas equagoes sao mais apropriadas para modelar, por exemplo, o crescimento popu-
lacional entre geracoes sucessivas, quando esse se da em etapas discretas. O estudo de
sistemas dinamicos discretos de primeira ordem e ordens superiores, incluindo a anéalise
de estabilidade de pontos de equilibrio ¢ a ferramenta necesséria para o entendimento
de alguns modelos discretos de dindmica populacional. Além do exposto anteriormente,
este estudo permite estabelecer conexoes com o estudo de sequéncias, séries e critérios
de convergéncia, abordados a nivel de graduagao.

Tendo em vista o proposito do Mestrado Profissional no qual este trabalho esta
inserido, pretende-se que este texto possa ser utilizado como um curso introdutoério
de sistemas dindmicos discretos para alunos de graduacgao. Assim, o trabalho esta

estruturado da seguinte forma:

e Capitulo 1- Introducao.

e Capitulo 2- Conceitos relacionados as equacoes de diferencas lineares de primeira

ordem, aplicacoes e defini¢oes de ponto de equilibrio e estabilidade.

e Capitulo 3- Conceitos relacionados as equagoes de diferencas nao lineares de
primeira ordem, critérios de estabilidade, pontos periodicos e ciclos, bifurcacao e

aplicagoes.
e Capitulo 4- Conceitos relacionados as equacoes de diferencas de ordem superior.
e Capitulo 5- Conceitos relacionados a sistemas de equacoes de diferencas lineares.
e Conclusao.
e Bibliografia.

e Anexo- Programacao no Maple.



2 Equacoes de Diferencas

Em diversas areas do conhecimento, tais como Matematica, Fisica e Economia,
encontramos problemas que apresentam situagoes envolvendo variaveis que mudam
discretamente, ao invés de instantaneamente. Um exemplo classico é o caso em que
consideramos uma aplicacao financeira cujos rendimentos sao creditados somente uma
vez a0 més. As equagoes que expressam relagoes entre as mudangas das variaveis no caso
discreto, ou seja, em periodos determinados, sao chamadas de relacoes de recorréncia
ou equagoes discretas. Por exemplo, se uma certa populagao tem uma geracao discreta,
o tamanho da enésima primeira geragao z(n + 1) é uma funcdo da enésima geragao

z(n). Esta situagao é dada pela equacao

z(n+1) = f(z(n)), (2.1)

denominada equacao de diferencgas, onde f é uma funcao definida em A C R. Uma
equacao deste tipo pode ser entendida como uma versao discreta da equagao diferen-
cial. Por exemplo, a equagao de diferengas y(n + 1) = a(n)y(n) representa uma versao

discreta da equagao diferencial ¢y = a(z)y.

Uma solugdo para a equagao (2.1) é uma trajetoria para a variavel de estado,
{z(n)}2,, que satisfaz a equagao (2.1), Vn € Z*. Ela pode ser encontrada por meio
de iteragoes, embora existam outros métodos de resolugao. As iteragoes sao obtidas a

partir de um valor inicial zy. Adotaremos a notagao

F(@o) = f(f(20)), [*(x0) = F(f(f(20))),- -,

onde f(zo) representa a primeira iteragao de xg, f?(xg) a segunda, f3(zg) a terceira,
etc. Generalizando, temos f"(xy) como a enésima iteracdo de xy. Obtemos entdo, a
sequéncia

o, f(20), f2 (o), 2 (w0), -, [™ (o).

O conjunto de todas iteragoes {f™(zg) : n > 0} onde f°(zg) = zy ¢ chamado

de orbita de zg, que sera denotado por O(xy). Podemos encontrar (2.1) através de

13
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iteragoes:

z(n) = f"(z0) = f(f" (x0))
z(n+1) = f""(z0) = f(f"(x0)) = f(z(n)).

Exemplo 2.1. Seja f(z) = 2 e 7y = 0,5. Iterando encontramos que

x(0) = f°(0,5) = 0,5
z(1) = £1(0,5) = 0,25
z(2) = f2(0,5) = f(0,25) = 0,0625
z(3) = f3(0,5) = £(0,0625) = 0, 00390625
z(4) = £40,5) = £(0,00390625) = 0,00001526
z(5) = £5(0,5) = f(0,00001526) = 0,0000000002328

Podemos observar que a sequéncia obtida: 0, 5;0,25;0,065;0,003906; 0, 00001526, . . .

parece tender a zero. Em contrapartida, se xo = 2 temos a sequéncia: 2,4, 16,256

65536, . .., que parece tender ao infinito. Observe que dependendo do valor de z( a

fungao f(z(n)), apds n iteragdes, tende para valores distintos.
temos que se xy € (0,1), f"(zo) tende a 0, para n — 0o, ou seja,

lim f"(x¢) = 0.

n—oo

Mais precisamente,

Um ntimero zq € (0,1) pode ser escrito na forma $ com ¢ > 1. Iterando temos que

8
—~
(=)
S~—
I
SN

S

—

—_

S~—

I
N
— g =

8
o
I
7 N
b
~—— N———
N
I
% —

<,
H|P—‘
(=]

I
—
w
S~—
Il
7N
. Q»J;)l —_

Obtemos entdo a sequéncia: %, &, & L ... Note que a poténcia nos denomi-
57 620 54y §160

nadores cresce (eleva-se ao quadrado) a cada iteracao, logo

li L 0
1m - = V.
p—00 5p
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E se g ¢ [—1,1], f"(zo) tende ao infinito, quando n — oo, ou seja,

lim f"(xg) = oo.

Claramente temos que f"(1) =1e f"(—1) = 1.

Definicao 2.1. Dada uma funcao f : R — R, definimos sistema dindmico discreto de
primeira ordem como sendo uma sequéncia de nimeros reais denotados por x(n), para
n=20,1,2,..., tal que, cada nimero apos o primeiro € relacionado ao anterior através
da equagao

z(n+1) = f(z(n)). (2.2)

A sequéncia de numeros dada pela relacao
z(n+1) —z(n) = h(z(n)) (2.3)

¢ chamada de equagao de diferencas de primeira ordem. Se f(x) = h(x)+x, estes dois

conceitos sao equivalentes.

No entanto, em outras referéncias ([3], [4]), a equagado (2.2) é chamada de equagao
de diferengas, independente de poder ser representada na forma (2.3). Seguiremos essa

mesma ideia em todo texto.

A equagdo (2.2) é chamada de auténoma pois f nao depende explicitamente da
variavel independente. Se em (2.2) a fungao f for substituida por uma funcao g, tal

que g: ZT x R — R, encontramos a equacao
z(n+1) = g(n,z(n)), (2.4)
que é nao auténoma.

Exemplo 2.2. Vejamos alguns casos de equacoes discretas:

z(n+ 1) = 3z(n) + 6 ¢ autébnoma,
z(n+1) =3"z(n) + 4 é ndo autdénoma,
z(n+ 1) = 9z(n) + 3n é ndo autdénoma,

z(n+1) = x(n) + 4 ¢ autéonoma.

Definicao 2.2. Dada uma func¢ao f : R — R, definimos sistemas dindmicos de ordem
m(m € N) como sendo uma sequéncia de nimeros reais denotados por x(n), para

n=20,1,2,..., tal que, cada nimero apds m primeiros € obtido através da equagao

z(n+m)= f(z(n+m—1),z(n+m—2),...,xz(n)).
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Definicao 2.3. Uma equacao de diferencas € linear de ordem m se pode ser escrita
como

zn+m)+a(n)z(n+m—1)+ ...+ ap_1(n)z(n + 1) + an(n)z(n) = F(n),
paran € Z,, onde a;(n) e F(n) sao fungoes reais e a,(n) # 0, n > ng.

Portanto, uma equagao de diferengas é linear se os coeficientes de z(n +1),...,

z(n +m), dependem somente de n, e nao da variavel z.

Exemplo 2.3. Vejamos algumas equacoes:
x(n+1) = (n® + 3)x(n) — n é linear de ordem 1,

x(n+2) = 2*(n) +4n + 5 é ndo linear de ordem 2,

z(n+3) = 3z(n+ 1) — 6z(n) é linear de ordem 3,
4z(n + 2)
z(n)

Neste capitulo trataremos somente de equagoes de primeira ordem. A préxima se¢ao

xz(n+5) = é nao linear de ordem 5.

apresenta solugoes para alguns tipos de equagoes de diferencas lineares de primeira

ordem.

2.1 Equacoes de diferencas lineares de primeira or-

dem

Definicao 2.4. Uma equacgao de diferencas de primeira ordem € linear se pode ser

escrita como
z(n+1) = a(n)z(n) + b(n), (2.5)

com a(n) e b(n) fungoes a valores reais.
Se b(n) = 0, para todo n, a equagao € denominada homogénea. Se b(n) # 0, para

algum n, a equac¢ao € denominada de nao homogénea.

Exemplo 2.4.

xz(n + 1) = 3z(n) é linear e homogénea,
z(n+1) = z(n)? + 5 é ndo linear,

x(n + 1) = 3nz(n) + n é linear e ndo homogénea,

z(n+1) = log (%) 2(n) é nio linear.
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A solugao da equagao (2.5) seré encontrada por meio de iteragoes. Demonstraremos

a sua validade utilizando o Principio da Indugao Finita. Para uma melhor compreensao,

iniciaremos pela equagdo homogénea com o fator a(n) constante, ou seja, a(n) = a.
Entao,

z(n+1) = ax(n), com z(0) = x. (2.6)

Iterando, temos que

z(n) = a"xo. (2.7)
Por indugao, demonstra-se a validade de (2.7). Como x(0) ¢ valido, por ser a
condigao inicial, supoe que (2.7) é verdadeira para n = k (hipotese indutiva), ou seja,

z(k) = aFx.

Adimitindo a relacao de recorréncia e a hipotese indutiva, verifiquemos para
n==k+1.
r(k+1) = ax(k) = ad*zy = ",

Assim, (2.7) vale para Vn € Z", e portanto é solucao de (2.6).

Generalizando, para uma equacao de diferenca de primeira ordem linear e ho-
mogeénea tipica
z(n+1) =a(n)z(n), com z(0) =x9en > 0. (2.8)

tem-se

xz(n) =a(n — Da(n —2)...a(0)x. (2.9)
Por indugao, demonstra-se a validade de (2.9). Como x(0) ¢ valida, por ser a
condicao inicial, supde que (2.9) é verdadeira para n = k (hipotese indutiva), ou seja,

(k) =alk —1)a(k —2)...a(0)x.

Admitindo a relacao de recorréncia e a hipotese indutiva, verifiquemos para
n==k+1.
z(k+1) =a(k)x(k) = a(k)a(k — 1)a(k — 2)...a(0)z.
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Assim, (2.9) vale para Vn € Z* e portanto é solugao de (2.8). Esta solu¢ao também

pode ser exibida como

i
L

z(n) = | | a(i)xy, onde x(0) = x. (2.10)

i

Il
=)

Se tivermos x(ng) = zg, entao
n—1
= H a(i)zg
i=ng

Apresentaremos agora dois casos da equagao nao homogénea.

Caso (a): A equacao possui o fator a(n) constante, ou seja, a(n) = a, Vn € Z™.
Entao,
z(n+1) = ax(n)+ b(n), com x(0) = xo. (2.11)
Iterando, temos que
z(1) = ax(0) 4+ b(0) = azy + b(0),
2(2) = az(1) + b(1) = a*xo + ab(0) + b(1),
z(3) = ax(2) + b(2) = a*zo + a*b(0) + ab(1) + b(2),

x(n) =a"xo+ Z ~H#Dp(5) (2.12)

Por indugao, demonstra-se a validade de (2.12). Como x(0) ¢é valido, por ser a

condicao inicial, supoe que (2.12) é verdadeira para n = k (hipotese indutiva), ou seja,

k—1
k) = afxo + Z akF = p(;
i=0

Admitindo a relacao de recorréncia e a hipotese indutiva, verifiquemos para n =
k+1.

z(k + 1) = azx(k) + b(k)
=a (akxg + i akilb(z‘)> + b(k)

1=0
k-1

=a"ay +a Z a" = b (i) + b(k)

k—1

= d" oo+ ) d" () + b(k)

=0

k
= a" oy + ) d" (i) — a"TFB(k) + b(k) =
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k k
= a" g+ " T0(i) — bk) + b(k) = " ag + Y aF ().
=0 =0

Caso (b): Se ambos fatores a(n) e b(n) forem constantes, ou seja a(n) = a e
b(n) = b. Entao,
z(n+1) =ax(n) + b, com z(0) = z. (2.13)

Iterando, temos que

z(1) = ax(0) + b = axy + b,
2(2) = ax(1) + b = a’*xy + ab+ b,
2(3) = ax(2) + b= a’vo + a’b+ ab + b,

n—1
x(n) =a"xg+ Z a'b. (2.14)
i=0

Usando a formula da soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica

encontramos
a —1

1 } , para a # 1. (2.15)

— a"zo 4+ b
xz(n) =a"xy+ [a—

Analogamente, por indugao, demonstra-se a validade de (2.15). Como x(0) é valido,
por ser a condicao inicial, supoe que (2.15) é verdadeira para n = k (hipotese indutiva),

ou seja,

b1
:p(k):ak:pg—l—b{z_l}.

Admitindo a relagao de recorréncia e a hipotese indutiva, verifiquemos para
n==k+1.

z(k+1)=ax(k)+b

k _
:a(akxo—kb{a 1})—%()
a—1
ba**t1 — ab
— k+1 b
a Zo + —(CL — 1) +
o ba* ™ —ab+ b(a — 1)
(a—1)
k+1 ba**t —b

(a—1)

k+1_1
=a" Tz, +b {—a ] .
a—1

Assim, (2.15) vale para Vn € ZT e portanto é solucao de (2.13).
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Se a = 1, a solugao de (2.14) é dada por
x(n) = xo + nb. (2.16)

Generalizando o resultado para uma equacgao de diferencas de primeira ordem linear

e nao homogénea tipica na forma
z(n+1) =a(n)z(n) + b(n) com z(0) =9 en >0, (2.17)

temos que

x(n) = [1:[ a(i) | o+ i 1:[ a(z’)] b(r). (2.18)

Demonstra-se, novamente por inducao, a validade de (2.18). Como z(0) ¢é valido,
por ser a condi¢ao inicial, supoe-se que (2.18) é verdadeira para n = k (hipotese

indutiva), ou seja,

x(k) = [H a(i)| zo +i: H a(i)] b(r).

Admitindo a relacao de recorréncia e a hipotese indutiva, verifiquemos para

k
n =k + 1. Adotaremos H a(i) = 1. [3]
i=k+1

x(k+1) =a(k)x(k) + b(k)

— a(k) :a(z)xﬁ: a(k) :H;a@) b(r) + b(k)
= lj):a(z)mo +k§§ _ ﬁla(z)_ b(r) + b(k)

= :0 a(i)zo +§; _:kﬂa(i)_ b(r) — b(k) + b(k)
= ; a(i)xg +§; _:ﬁla(i)b(ﬂ]

Assim, (2.18) vale para Vn € ZT e portanto é solucao de (2.17).
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Esta solucao também pode ser exibida como

x(n) = a(n)xo + i I:I a(z’)] b(k) (2.20)
Observe que
a(n) = [J a(k) = a(0)a(1)...a(n — 1)

ak+1) = H_ a(k) = [ alk) = a(0)a(1). .. a(k)

Assim,
a(n) a(0)a(l)...a(k)a(k +1)...a(n—1)
a(k—l—l): (0)a(l) - a(k) =a(k+1a(k+2)...a(n—1),
ou seja,
a(n) _ T
S alk+1)ak+2)...a(n—1) = 2:111 a(i).

Portanto, de (2.20) obtemos

z(n) = a(n)xg + kz:% L(C]z(i}l)} b(k) = a(n)xg + a(n) 2 a(g?l)’

que coincide com (2.19).

Exemplo 2.5. Este exemplo pode ser encontrado em [5]. Considere o problema ge-

ométrico abaixo, onde L(n) representa o nimero maximo de regides definidas por n

retas no plano. !

Figura 2.1: Retas dividindo o plano formando respectivamente: nenhuma, duas, quatro

e sete regioes.

LA figura 2.1 foi retirada de 5]
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Observemos os casos mais simples. Quando nenhuma reta divide o plano temos
somente uma regiao, quando uma reta divide, temos duas regioes e quando duas retas

dividem podemos ter duas situagoes:

1*) Retas paralelas.

2*) Retas concorrentes.

No primeiro caso temos trés regioes e no segundo quatro. Uma vez que o problema
pede o maximo L(n) escolheremos o segundo caso. Ao acrescentarmos a terceira reta,
percebemos que ela s6 pode interceptar trés das quatro regioes existentes, independente
da posigao das duas primeiras retas. Portanto, L(3) = L(2) + 3 = 7 ¢ o méaximo que

conseguimos.

Generalizando o problema:
Uma reta divide k regioes previamente existentes se ela interceptar em k — 1 pontos
as retas anteriores. Considerando esse fato, temos que ao posicionar a n—ésima reta
acrescentaremos k regioes. Como duas retas podem se interceptar em, no méaximo, um
ponto, temos que a n-ésima reta pode interceptar as n — 1 anteriores em, no maximo,
n — 1 pontos, criando n regioes novas. Sendo k£ < n, encontramos um limite superior:
L(n) = L(n — 1) +n, com n > 0. Para que se consiga o nimero méaximo de regioes,
como discutido previamente, a n-ésima reta acrescida nao deve ser paralela a nenhuma
das outras anteriormente existentes. Além disso, se colocarmos a reta de forma que
nao passe por nenhum dos pontos de intersec¢ao anteriores atingiremos a igualdade
nessa formula, uma vez que a nova reta intercepta todas as n — 1 anteriores em n — 1
pontos distintos, caracterizando a criagao de n novas regioes. Assim, obtemos a relagao

de recorréncia

L(0) =1

para n > 0. Logo,
Lin+1)=L(n)+ (n+1).
Esta é uma equagdo nao homogénea com o fator a da equagao (2.5) na forma
a(n) =1 e b(n) = n. Logo, de (2.12) encontramos que

n—1
1
L(n)zl%—Z(ﬂ#—l)z@—i—l, para n > 0.

=0

Exemplo 2.6. Torre de Hanoi. Este exemplo pode ser encontrado em |6].
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O problema consiste em encontrar o nimero minimo de movimentos y(n) necessérios
para mover t discos da primeira para a tltima fileira, conforme a figura 2.2. 2 O
movimento consiste em transferir um tnico disco por vez, de uma fileira para outra,

sendo que um disco maior nunca seja colocado sobre um disco menor.

&l 1AL 11A

s O
Figura 2.2: Torre de Hanoi com anéis: (a) posigao inicial, (b) posi¢ao intermediaria,

(¢) posigao final.

Podemos solucionar esse problema encontrando uma relac¢ao entre y(n + 1) e y(n).
Suponha que existam n + 1 discos para serem movidos. Um estégio intermediario
para encontrarmos a solu¢ao é mostrado na figura 2.2-b. Observe que exatamente y(n)
movimentos sao necesséarios para mover n discos de uma fileira para outra, desde que
o menor numero de movimentos necesséarios para transferir n discos da fileira 1 para a
fileira 3 seja o nimero minimo de movimentos para mover da fileira 1 para 2. Agora
um simples movimento coloca o maior disco na fileira 3, e y(n) movimentos adicionais
sao necessarios para mover os outros n discos da fileira 2 para a fileira 3. Temos entao
a equacao de diferencas

y(n+1) =y(n) +1+y(n)

y(n+1) =2y(n) + 1.

Esta é uma equagao nado homogeénea com os coeficientes constantes. Logo, de (2.15)
obtemos
y(n)=2"—1.

2.2  Juros compostos e sua utilizacao nos Ensinos Fun-

damental e Médio

Problemas que possuem algumas variaveis que podem ser assumidas tendo somente
um conjunto discreto de possiveis valores, frequentemente levam a modelos matemati-
cos envolvendo diferengas. Em Economia, por exemplo, tal variavel é o tempo. Os
valores de importantes quantidades econdmicas (renda, poupanga, consumo) sao nor-
malmente disponiveis em determinados intervalos de tempo uniformemente espacados.
Eles podem ser acumulados a cada més, trimestre, ano, ou mesmo a cada dez anos.
Todas as quantidades sao datadas, cada uma com o periodo de tempo em que se aplica.

Contetdos da area financeira aprensentados nos Ensinos Fundamental e Médio, como

2A figura 2.2 foi retirada de [6]
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calculo de juros, depositos, hipotecas, empréstimos, etc podem ser introduzidos uti-
lizando as equacgoes de diferencas de primeira ordem. Estas nos permitem uma mode-
lagem matematica simples de varios problemas, que nos d4 uma melhor visao daquilo
que ocorre ao nosso redor e colabora futuramente para o entendimentos de modelagens
mais complexas. Resolveremos a seguir problemas financeiros utilizando equagoes de
diferencas. Contetidos como sequéncia, inducao matemaética, fungoes exponenciais e
logaritmicas, progressoes aritméticas e geométricas, dentre outros, podem ser intro-

duzidos utilizando equacoes deste tipo.

O calculo de juros, depositos, hipotecas, empréstimos normalmente sao sujeitos a
dois tipos de processos: intervengdes periodicas (depositos, saques, pagamentos, etc.)
e incidéncia de juros. A taxa de juros é sempre relativa a um determinado periodo
de tempo (um dia, um més, um semestre, um ano, etc) e usualmente dada em forma
de porcentagem, como por exemplo 1% ao més. Usaremos a letra r para indicar este
fator na forma decimal. Observe a diferenca entre as taxas de juros simples e com-
posta. Na taxa de juros simples, os acréscimos sao somados ao capital inicial, ou seja,
hé juros sobre o valor inicial. Por exemplo, se pedimos emprestado uma quantia C'
de reais a uma taxa r ao més, ap6s um més devemos (1 + r)C reais, apos dois meses
(1 + 2r)C reais, e ap6s n meses (1 + nr)C reais. Ja na taxa de juros compostos, os
acréscimos sao sao somados ao capital, no fim de cada periodo de aplicacao, formando
com esta soma um novo capital, ou seja, ha juros sobre juros. Por exemplo, se pedi-
mos emprestado uma quantia C' de reais a uma taxa r ao més, ap6és um meés devemos
(1+r)C reais, apos dois meses (1 + r)?C reais, e apés n meses (1 + r)"C reais, isto ¢,
se nao saldamos a divida, no préximo periodo pagamos juros sobre os juros devidos no
periodo atual. O mesmo mecanismo funciona para o nosso beneficio com investimen-

tos: no préximo periodo recebemos rendimentos sobre os rendimentos do periodo atual.

Suponha que no inicio de um certo periodo (o n-ésimo) de um certo tamanho (um
més, por exemplo) vocé tem uma quantia C'(n) de dinheiro. Neste periodo a quantia
é sujeita a juros com taxa r e no final sofre uma modifica¢ao p(n). Entao, no inicio
do periodo (n + 1), a quantia em questao sera (1 +r)C'(n) + p(n). Assim, temos uma

equacao de diferencas de primeira ordem,
Cn+1)=(1+7)C(n)+pn), (2.21)

onde C(0) = Cj é o capital inicial.

Observe que se na equagao (2.21), p(n) for negativo, tem-se um processo de amorti-
zacao. Nesse processo um empréstimo é reembolsado por uma seqiiéncia de pagamentos
periddicos, onde uma parte destina-se aos juros cobrados pelo empréstimo e outra a
quantia que foi emprestada.
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Exemplo 2.7. Vamos calcular o valor do montante produzido por um capital de
R$1.000, 00 aplicado no regime de juros simples a uma taxa mensal de 5%, durante 9

meses. Temos que
Cn+1)= 1+ (n+1)r)C(0). (2.22)

Denotaremos por C'(0) o empréstimo inicial, ou seja, C(0) = 1000. Temos entao,

no primeiro més, R$ 1050, 00, no segundo més, R$ 1100, 00 e assim por diante. Assim,

C(1) = 1050 = C(0) + C(0)r = (1 + r)C(0)
C(2) = 1100 = C(0) + 2C(0)r = (1 + 2r)C(0)

Observando os célculos acima, por inducao, obtemos que
C(n) = (1 +nr)C(0). (2.23)
Para n =9, temos que
C(9) = (149 x0,05)1000 = (1,45)1000 = 1450.

Logo, ap6s 9 meses, o montante obtido sera de R$1450, 00.

Exemplo 2.8. Se uma certa pessoa deposita um valor inicial de R$ 1200,00 para
abertura da poupanca e o banco paga ao interessado uma taxa de 1% por més, vamos

determinar o valor acumulado em 3 anos.

Temos que

Cn+1) = (1,01)C(n). (2.24)

Denotaremos por C(0) o deposito inicial para a abertura da poupanga, ou seja,
C(0) = 1200. Temos entao, no primeiro més, R$ 1212, 00, no segundo més, R$ 1224, 12

e assim por diante. Assim,

C(1) = 1212 = C(0) + 0,01C(0) = (1,01)C(0)
C(2) =1224,12 = C(1) + 0,01C(1) = (1,01)*C(0)

Observando os calculos acima, por inducao, obtemos que

C(n) = (1,01)"C(0). (2.25)
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Para n = 36, temos que
C(36) = (1,01)*1200 = 1717.

Logo, apds 3 anos, o valor acumulado sera de aproximadamente R$1717, 00.

Exemplo 2.9. Considere um empréstimo bancéario com juros de 3% ao més, com o
intuito de saldar a divida no final do sexto més com pagamento mensal de R$300, 00.

Vamos analisar a maior quantia que pode ser emprestada.

Temos que r = 0,03 e p = —300. Entao,
C(n+1)=(1,03)C(n) — 300. (2.26)
Denotaremos por xy a quantia inicial, ou seja C'(0) = xy. Assim,

C(1) = (1,03)zy — 300
C(2) = (1,03)C(1) — 300 = (1,03)%zo — 300(1,03 + 1)
C(3) = (1,03)C(2) — 300 = (1,03)*z — 300[(1,03)? + 1,03 + 1]

n—1

300
_ n n—k—1 __ n n
C'(n) = x¢(1,03)" — 300 kgo(l,OS) = x0(1,03)" — —0’03[(1,03) —1].

Observe que encontraremos o mesmo resultado usando diretamente a formula (2.15)

para a equacgao (2.26).

Para que no final do sexto més a divida seja saldada, devemos ter

300
=0 =0(1,03)% — ——=((1,03)° — 1).
Resolvendo esta equagao obtemos que zy = 1625. Logo, a quantia maxima do

empréstimo deve ser de aproximadamente R$1625, 00.

Exemplo 2.10. Uma divida de R$12000,00 esta sendo amortizada por pagamentos
iguais de R$380, 00 no fim de cada més, mais um pagamento parcial final um més apos
o ultimo pagamento de R$380,00. Se o juro é uma taxa mensal de 1%, vamos encon-
trar o nimero de pagamentos necessarios para cessar a divida e o valor do pagamento

parcial final.

Temos que r = 0,01 e p = 380. Entao,

C(n+1) = (1,01)C(n) — 380.
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De (2.12) e sendo py = 12000, encontramos que

C(n) = (1,01)"12000 — %((1, 01)" — 1). (2.27)

)

Como queremos saber a quantidade necessaria de pagamentos para cessar a divida,
faremos C'(n) = 0. Assim,
380

1,01)"12000 — ——((1.01)" — 1) =
38000
1,01)" = 22—
(1,01)" = o600 =
38000
log(1,01)" = log ——
og(1,01) 08 55000 =

nlog(1,01) = 0,1648 =
0,0043n = 0, 1648 =

n = 38, 325.
Para encontrarmos o valor do pagamento parcial final substituiremos n = 38 em (2.27).
Entao,
g8 980 38 ~
C'(38) = 12000(1,01)*° — m(l,Ol —1)=52,3.

Logo, serao necessarios 38 pagamentos de R$380,00 mais um pagamento final de
R$52, 30.

Exemplo 2.11. Suponha que uma divida de R$80000, 00 esta sendo amortizada por
pagamentos mensais iguais. Se o juro é uma taxa mensal de 0, 75%, vamos encontrar

o pagamento mensal necessario para saldar a divida em 30 anos.

Temos que r = 0,0075 e p(n) = p. Entao,
C(n+1) = (1,0075)C(n) — p.
De (2.12), sendo py = 80000 e n = 360, encontramos que

— 1 360 I 1 360 _ 1)
C'(n) = (1,0075)°*"80000 0’0075(( ,0075) )

Note que transformamos a variavel ano para més, ou seja, 30 anos equivalem a 360

meses. Analogamente ao exemplo anterior, faremos C'(n) = 0, pois queremos encontrar

o pagamento mensal necessério para saldar a divida. Assim,

_ 1 s __P__(q 360 _
0 = 80000(1,0075) 070075<( ,0075) ) =
5 5375(aﬂ0075fw°—-1)::800000ﬂ0075f”0:¢

p((1,0075)*° — 1) = 600((1,0075)%°) =
~600(1,0075)3%°
(1,0075)360 — 1
p = 643, 698.
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Logo, serao necessarios pagamentos mensais de R$643, 698 durante 30 anos para saldar

a divida.

Vamos agora discutir os conceitos de taxas equivalentes, proporcionais, nominais e

efetivas, que muitas vezes, causam duvidas na Matematica Financeira.

Taxas proporcionais e taxas equivalentes sao denominagoes de um mesmo conceito,
ou seja, sao taxas que geram o mesmo resultado financeiro se aplicadas ao mesmo
montante durante o mesmo periodo de tempo. A diferenca entre os dois conceitos

consiste no modelo de juros utilizado para célculo, onde

-taxas proporcionais sao calculadas no modelo de juros simples, e

-taxas equivalentes sao calculadas no modelo de juros compostos.
Vamos mostrar agora como calcular as taxas proporcionais e equivalentes.
e Taxas proporcionais

Pelo método de célculo de juros simples, duas taxas de juros, r; e o, serao conside-
radas proporcionais se ao aplicarmos dois capitais iniciais iguais cg, por dois periodos
distintos de capitalizacdo, n; e ng, os capitais finais C(n) resgatados forem iguais.
Assim,

C(n1) = Co(1 +riny) e C(ng) = Co(1 + rans).

Como os capitais finais C'(n) sdo iguais, é possivel escrever,
C[)(l + TlTLl) = Co(l + 7’2%2).
Logo, as taxas r; e 19 sao ditas proporcionais quando,
r1iny = ToNg,

ou seja,
o= 22 (2.28)
ni

Exemplo 2.12. Vamos calcular a taxa anual proporcional a taxa de juros de 2% ao
més. Temos que:

ri: € a taxa proporcional a ser encontrada, ny = 1 ano, r = 0,02 e ny = 12 meses.

De (2.28), encontramos que

~0,02.12

™ 1

=0, 24.

Logo, 2% ao més e 24% ao ano sao taxas proporcionais.
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e Taxas equivalentes

Pelo método de calculo de juros compostos, duas taxas de juros, r; e ro, serao
consideradas equivalentes se ao aplicarmos dois capitais iniciais iguais Cj, por dois
periodos distintos de capitalizagao, ni e na, os capitais finais C'(n) resgatados forem
iguais. Assim,

C(ny) = Co(1+7r1)" e C(ng) = Co(1 4 r9)".

Como os capitais finais sao iguais, temos:

Co(14+r)™ =Co(l+1r)" =
(Tr)™ = (1 +r)"™ =
nylog(l+r1) = nglog(l+ 1) =

ng  log(l+rp)

ny  log(1+ry)
log(1+r1) = % log(1 +173) =
1
log(1+7) = log(1 + Tg)% =
na
(I+r)=>104+ry)m =

ro=(147r)m — 1, (2.29)
que é a féormula para encontrar a taxa equivalente.
Exemplo 2.13. Vamos calcular a taxa anual equivalente a taxa de juro de 2% ao més.

Temos que:

ri: é a taxa equivalente a ser encontrada, ny = 1 ano, r = 0,02 e ny = 12 meses.

De (2.29), encontramos que
12
ro=(1+0,02)% —120,27.

Logo, 2% ao més e 27% ao ano sao taxas equivalentes.

Observando os exemplos dados podemos concluir que tanto faz dizer que uma apli-
cacao de juros simples rende 2% ao més ou 24% ao ano e dizer que uma aplicacao de

juros compostos rende 2% ao més ou 27% ao ano.

Por fim, mostraremos a diferenca entre as taxas de juros nominal e efetiva.
A taxa de juros nominal nao é a taxa utilizada para o calculo dos juros pois o
periodo de formacgao e incorporagao dos juros ao capital nao coincide com aquele a que

a taxa estd referida. Por exemplo, 10% ao ano com capitalizagao mensal. Ja na taxa
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efetiva, o periodo de formacao e incorporacao dos juros ao capital coincide com aquele
em que a taxa estd referida, podendo ela ser uma taxa proporcional, se tivermos um
modelo de juros simples, ou uma taxa equivalente, se tivermos um modelo de juros

compostos. Por exemplo, 10% ao més, com capitalizagao mensal.

Exemplo 2.14. O dinheiro de uma pessoa esta investido a taxa de juro de 12% ao
ano, com capitalizacao mensal. Vamos encontrar a taxa mensal de juros a qual esta

investido esse capital. Temos que

e A taxa nominal é de 12% ao ano, pois o capital ndo vai ser capitalizado com a

taxa anual.

e A taxa efetiva mensal a ser utilizada sera a taxa proporcional mensal de 1% ao
més se tivermos um modelo de juros simples ou a taxa equivalente mensal, se

tivermos um modelo de juros compostos.

Para um modelo de juros compostos, a taxa efetiva mensal a ser utilizada sera a

taxa equivalente dada pela equagao (2.29), ou seja,
ri = (1+0,012)1 — 12 0,0095.

Assim, a taxa nominal é de 12% ao ano e a efetiva é de aproximadamente 0,95%

a0 mes.

Exemplo 2.15. Considere novamente o problema de amortizacao dado por
Cln+1)=Cn)(1+r)—pn),

onde C'(0) = Cj é o valor da divida inicial(valor a vista) de um empréstimo.

Por (2.12), encontramos que

n—1

Cn) = (L+7)"Co— > (147" p(k).

k=0
Na pratica, o pagamento p(n) é constante e chamaremos de T". Assim,

C(n) = (1+7)"Cy — (1 +7)" — 1) (Z) . (2.30)

r

Se queremos pagar o empréstimo em exatamente n pagamentos, temos que C'(n) =

0, ou seja,

(14+71)"Co— (141" = 1) (Z) ~0.

r

Realizando algumas manipulacoes algébricas, obtemos

(1+7“)”—1}

r(1+nr)" (2:31)

=]
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Vamos observar uma caracteristica importante da expressao (2.31).

Fazendo em (2.31), n = 1,2 e 3, encontramos que

paran =1, : 1 .
. { ?ﬁ[_]_ r+1 T rt1)
e R e e R e R e
- [(15?51} T[ Hli?f)l(ffr; 1)] - [(ﬂfﬁ)z(j;ﬂ
- (11%27«)2 §l fuﬂ??«) (13) - (1+T7~)2'
para n = 3,
::Txﬁ+ﬁiﬁ$}: [w+ﬁiiiggm+1]
:T:(1$7~+)2) (r+1) 1 ]: r v T
(T4 (1+7~)3 s G R R o

Assim, parece que Cp = Y, _, 1+ e ou seja,
(1+r)"—1 T T T T
= + S+ S+ :
r(1+4r)n (I+7) (1+7r) (I1+7) (I+7)"

que é a soma de n termos de uma progressao geométrica.

=]

Demostraremos agora, pelo método da Indugao Finita, a validade de (2.32).
Como C'(0) é valido, por ser a condic¢ao inicial, supoe que (2.32) é verdadeira para
n = k (hipotese indutva), ou seja,
T|:(1—|—T‘)k—1:|: T N T n T - T
r(1+4r)k (1+7) (1+4+r2 (14r3 — (Q+r)k
Admitindo a relacao de recorréncia e a hipotese indutiva, verifiquemos para n =
k+1.
[(1+7‘)’“+1 - 1] o [(1+7)*(1 +7) —1] _ [(1—1—7“)’“(14—7‘) —14+r—r
r(1 4 r)k+t L r(L+r)R(1+7) r(14+r)k(1+7r)
[(1+r)*A+r)— (1 +7) +r}

I r(I+r)*(1+7)
[(1+7)k—1 1
() +(1+T)k(1+7“)]
B _(1—|—r)k—1 T B
=T Ao ] T
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() 42 (143 T (LR (1 )RR

Assim, (2.32) vale para Vn € Z™.

Observe que se considerarmos c¢; = ﬁ eq= ﬁ na féormula da soma de uma
progressao geométrica: S(n) = Cl(;%f)n, onde a; € o seu termo inicial e ¢ a sua razao,
teremos

1 \n (14r)"—1 .
smy= T 1) T fwer T ((4n) =)0
_ 1 (147r)—1 n _ n
(I+7) 1 T (1+T)W (I+7r)(1+r)"(1+4+r)—(1+7)
T (A+r)-1)A+r) T (A4+r)"=-1DA+7r)
(I+7r) (I+r)™(1+7r—1) (1+7r) r(14r)"
1 "1
{&} —C,.
r(14r)"

2.3 Pontos de equilibrio e estabilidade

No cenério dos sistemas dinamicos, a estabilidade é definida com relagao a um dado
ponto de equilibrio. Em muitas aplicagoes na Biologia, Economia, Fisica, Engenharia,
etc, é desejavel que todos os estados (solugdes) de um dado sistema tenda a seu estado
(ponto) de equilibrio. Porém, podem ocorrer outras possibilidades, como as solugoes
oscilarem entre valores préximos ao ponto de equilibrio ou se afastarem dele. Assim,
nem sempre iremos obter uma solugao analiticamente. Uma maneira de analisar o
comportamento dessas solugoes é através de seus pontos de equilibrio. O estudo dessas
questoes é chamado de teoria da estabilidade. Nessa se¢ao, apresentaremos algumas
defini¢oes de estabilidade para equagoes de diferencas de primeira ordem e um critério
de estabilidade para um tipo de equagao linear. O caso geral para equagoes de diferen-
cas de primeira ordem serd discutido no capitulo 3. Vejamos agora a defini¢ao de ponto

de equilibrio.

Definigao 2.5. Um ponto x* no dominio de f é denominado um ponto de equilibrio
ou ponto fizo da equacgdao (2.1) quando a partir dele nao ocorrem variagées do estdgio

n para o estigio (n+1), isto €, quando
r(n+1)==x(n)=2" para VneZt, (2.33)
ou seja, x(n) = x* € a solugdo constante de (2.1).

Teorema 2.1. Um nidmero x* é um ponto de equilibrio de (2.1) se, e somente se,

z* = f(z*).
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Demonstragao. (=) Como z* é um ponto de equilibrio, z(n+ 1) = z(n) = z*, Vn € N
¢ uma solucao de (2.1). Assim, z(n + 1) = f(xz(n)) = f(z*) = a*.
(<) Suponhamos que z(0) = z*, provemos que a sequéncia constante (z*,z* z*...) é

solucdo do sistema. Como z(0) = z* obtemos

z(1) = f(x(0)) = f(z*) = 2", por hipotese;
z(2) = f(x(1)) = f(z*) = z*, por hipotese.

*

Assim, sucessivamente, teremos que x(n) = f(z(n — 1)) = f(z*) = z*. Logo,

a solugdo x(n) é a sequéncia constante (x*,z* z* ...) e portanto, 2* é um ponto de
equilibrio de (2.1). O

Note que se um valor * é um ponto de equilibrio de um sistema, entao cada termo

subsequente ¢ igual a x*.

Localizaremos agora, graficamente, os pontos fixos das fungoes de alguns sistemas.
Considerando no sistema cartesiano, os valores de x(n) no eixo das abscissas e x(n+1)
no eixo das ordenadas, faremos o grafico de z(n+1) = f(z(n)). Os pontos de equilibrio
sao as coordenadas x(n) dos pontos onde o grafico de f intersecciona a bissetriz
z(n+1) =z(n).

Exemplo 2.16. Seja a equagao
z(n+1) = z°(n),

onde f(z) = x3. Para encontrarmos os pontos fixos dessa equacao faremos f(z*) = *,

*

. 3 ~ ~ ~ 1, .
ou seja, x* = x*. A solucao dessa equacao sao os pontos de equilibrio: z* = —1,

x* =0 e x* =1, conforme mostra a figura 2.3.

Figura 2.3: x(n+1) = 23(n) e seus trés pontos de equilibrio: z* = —1, z* =0 e 2* = 1.
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Exemplo 2.17. Seja a equagao

5— ——

z(n+1) :p(6n)’

onde f(z) =5—%. As solugoes de f(z*) =5 — & = 2* sdo os pontos fixos: 2* =2 e

x* = 3, como mostra a figura 2.4.

Figura 2.4: z(n+1) =5 — % e seus dois pontos fixos: z* =2 e z* = 3.

Definicao 2.6. Seja x um ponto no dominio de f. Se existe um inteiro positivo r e
um ponto de equilibrio x* de (2.1) tal que f"(x) = z* e [ (z) # x*, entio x é um

eventual ponto de equilibrio.

Exemplo 2.18. Seja a equagao

z(n+1) = f(x(n)),

onde f(x) = 22. As solugdes de f(z*) = *° = z* sdo os pontos de equilibrio: z* =0 e
x* = 1. Temos que x = —1, com r = 1 é um eventual ponto de equilibrio da equacao
pois

fHx) = fP2) =2(0) = -1 #£2*

Exemplo 2.19. Seja a equagao

e(n+1) = T(x(n)),
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onde

o
IN
8
IA

2x, se
T(x) =

N
A
8
IN
= on=

2x-1, se

As solugoes de f(z*) = 2z* = z* e f(2*) = 22" — 1 = z* sdo, respectivamente,

os pontos de equilibrio: z* = 0 e 2* = 1. Se z(0) = g, entdo z(1) = 1, #(2) = 5 ¢

z(3) = 1. Logo, x = % ¢ um eventual ponto de equilibrio. No geral, temos que x € [0, 1]
é um eventual ponto fixo dessa equacao se, e somente se, for da forma =z = 2%, para k

e n inteiro positivo, com 0 < k < 2" — 1.

Observacao: No estudo de equagoes diferencias ordinarias, o sistema nao atinge o
ponto de equilibrio, por questao de unicidade de solucao. No entanto, para as equagoes
de diferengas, um estado de nao equilibrio pode vir a ser um estado de equilibrio em

um tempo finito, ou seja, ap6s um numero finito de iteragoes.

Um dos principais objetivos do estudo de sistemas dindmicos é analisar o com-
portamento das solugoes perto de seus pontos de equilibrio, tendo em vista que uma

expressao para a solugao nem sempre é possivel. Introduziremos uma nogao geométrica

de estabilidade:

Um ponto de equilibrio z* é estavel se existe uma “esfera” de raio ¢ centrada em
z* tal que, para qualquer orbita z(n), com condi¢ao inicial z(0) pertencente a essa
“esfera”, x(n) permanece dentro de uma outra “esfera” de raio ¢ centrada em z*, con-
forme o tempo passa. Caso contrario, z* é instavel, ou seja, ha pelo menos uma o6rbita
z(n) com condicao inicial z(0) pertencente a “esfera” de raio ¢ que deixa a “esfera” de
raio € num tempo finito. Além disso, z* é assintoticamente estavel se x* é estavel e
todas as orbitas x(n), cujas condigoes iniciais estao contidas numa “esfera” de raio §
com centro em z*, tenderem para x*, conforme o tempo passa. Assim, para qualquer
pertubagao na condigao inicial x(0) que nao tire o sistema de dentro da "esfera", a
Orbita z(n) tende para x* quando n — oo. Se tal “esfera” possui o raio finito, entao z*
é um ponto localmente assintoticamente estavel, e se o raio é infinito, entao z* é um
ponto globalmente assintoticamente estavel. Em ambos os casos, o ponto é considerado

atrator.

Observacao: A palavra esfera esta entre aspas para ressaltar que so se tem, de fato,
uma esfera, quando o sistema é tridimensional. Se o sistema é bidimensional, tem-se
um circulo e, se é unidimensional, um segmento de reta. Para uma dimensao maior do
que trés, tem-se uma hiper-esfera, definida por S =z = (zy...x,) € R";|z| < r, onde

|z| € uma norma no R". Vejamos entao, a defini¢ao de estabilidade.
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Defini¢ao 2.7. (a) O ponto de equilibrio x* de (2.1) é estdvel (Figura 2.5) se dado
e > 0, existe 6 > 0 tal que | x(0) — z* |< § implica | f™(xg) — z* |< €, para Vn > 0,

comn € Z". Se x* € nao estdvel, entio é chamado de instdvel (Figura 2.6). 3

Figura 2.5: O ponto de equilibrio z* ¢ estével. Se x(0) esta na faixa (z* — d,2* + 9),

entdo x(n) esta na faixa (z* — €,z + ¢€), para Vn > 0.

Figura 2.6: O ponto de equilibrio z* é instavel.

Assim, ha uma vizinhanca de raio § em torno do ponto de equilibrio tal que, para
uma condicdo inicial x(0) pertencente a essa vizinhanca, a érbita z(n) correspondente
a essa condicao inicial nunca se afasta de x* mais do que uma distancia . Entretanto,
se existe um ponto z(0) tal que, independente do quao proximo x(0) esteja de z*, a
orbita correspondente escapa a vizinhanga de raio € em um tempo ¢ finito, entao o

ponto x* é instavel.

b) O ponto de equilibrio x* € dito ser de atragdo se existe um n > 0 tal que

| 2(0) — 2" |[<n implica  lim z(n) =z

n—oo

3As figuras 2.5 e 2.6 foram retiradas de [3]
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Se"n = od”, entao x* € chamado de atrator global.

c) O ponto de equilibrio x* é assintoticamente estdvel (Figura 2.7) se é estdvel e
de atrag¢io. Neste caso, conforme o tempo passa, a drbita x(n) que parte de x(0) se
aprozima cada vez mais do ponto de equilibrio x*. Se "n = od”, entao x* € chamado
de globalmente assintoticamente estdvel (Figura 2.8).

Figura 2.7: O ponto de equilibrio x* é assintoticamente estavel.

Figura 2.8: O ponto de equilibrio z* é globalmente assintoticamente estavel (¢ estével
e lim,, . x(n) = 2* para Vz(0)).

Para o sistema dinamico afim

An+1) =rA(n) + 0, (2.34)
onde r # 1 temos, pelo teorema 2.1 que o ponto de equilibrio é dado por
. b
T =
1—r

4As figuras 2.7 e 2.8 foram retiradas de [3]
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O proximo resultado apresenta um critério para determinar a estabilidade do ponto
de equilibrio de (2.34).

Teorema 2.2. O ponto de equilibrio x* = 1—1 para o sistema dindmico afim
An+1)=rA(n)+b, comr#1
¢ assintoticamente estdvel se | r |< 1, ou seja,

lim A(k) =z~

k—oo

para todo A(0). Se |r| > 1 entdo x* € instavel e |A(k)| — oo para qualquer valor de
A(0) # 2*. Quando r = —1, temos o que € conhecido como 2-ciclo (serd visto na
proxima se¢ao).

Demonstragao. A demonstracao desse resultado encontra-se em [7].

Observe que

|Auy—fp:num+b—1b

- T

rb
1—7r

rA(0) —

= 1r11400) - 7]
Similarmente,

[A(2) — % = [r[*|A(0) — a7
Por indugao, temos que

[A(k) =% = [r[*|A(0) — 2*].
Suponha que |r| < 1. Entao,

hth:OegmLMM—xﬂ:0

k—oo

Logo, x* é assintoticamente estavel.

Se |r| > 1, entdo |r|* — oo e |[A(k) —2*| — co. Isso significa que A(k) esta se
distanciando de x*. Logo, x* é instavel.
Ser=—1,entdo A(n+2) = —-A(n+1)+b=—(—A(n) +b) + b= A(n). Assim,
qualquer outro valor é igual, ou seja, A(0) = A(2) = ..., e A(1) = A(3) = ...
0

Exemplo 2.20. Considere o sistema dinamico

An+1) =2A(n) — 3.
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A solugdo de f(z*) = 22" —3 = 2* ¢ o ponto de equilibrio 2* = 3. Vamos observar os
valores de A(1), A(2) e A(3) para A(0) = 2*+0, 1, ou seja, quando A(0) ¢ ligeiramente
maior que o ponto de equilibrio e para A(0) = z* — 0,1, ou seja, quando A(0) é

ligeiramente menor que o ponto de equilibrio.

Podemos observar que, tanto para a condigao inicial A(0) = 3,1 quanto para
A(0) = 2,9, a cada iteracao o sistema se afasta do ponto x* = 3. Assim, o ponto
de equilibrio x* parece ser instavel, que pode ser comprovado pelo teorema 2.2, visto

que r =2 > 1.

Vejamos o exemplo, apresentado em [8] para ilustrar os tipos de estabilidade citados.

Exemplo 2.21. Consideremos um péndulo nao forcado mas sujeito a um amortecimen-
to. Seja 6 o angulo entre o fio e o eixo vertical que passa pelo seu ponto de sustentacao,

conforme a figura 2.9. °

Figura 2.9: Esquema de estabilidade utilizando péndulos.

Suponha que o péndulo seja ligeiramente afastado do seu ponto de equilibrio # = 0 e

entao solto, como mostra o primeiro péndulo da figura 2.9. Observe que a amplitude de

A figura 2.9 foi retirada de [§]
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seu movimento diminui até retornar ao estado original, ou seja, até voltar a ficar parado
na posicao vertical mais baixa. Portanto, o ponto de equilibrio # = 0 é assintoticamente
estavel, pois a partir de qualquer condicao inicial “préxima’”, ele tende a esse ponto com
o passar do tempo. Repare que 6 = 0 é localmente assintoticamente estavel, ja que nem
todas as oOrbitas do espaco convergem para ele. Se a massa do péndulo esta suspensa
por uma barra, em vez de um fio, como mostra o segundo péndulo da figura 2.9, entao
existe um outro ponto de equilibrio, 6 = m, que representa o péndulo parado de ponta
cabeca. Esse ponto é classificado como instavel, pois uma pequena pertubagao leva o
péndulo a se afastar de tal ponto. Por fim, suponha um péndulo sem atrito. Se nao
hé atrito, a energia fornecida ao péndulo é preservada. Portando, quando o péndulo
é ligeiramente afastado do seu ponto de equilibrio # = 0 ele permanece oscilando em
torno desse ponto indefinitivamente, como mostra o terceiro péndulo da figura 2.9.
Assim, para t — oo, o péndulo, em média, nem se afasta nem se aproxima de tal

ponto. Portando, o ponto de equilibrio 8 = 0, e nessas condigoes, é estavel.

Exemplo 2.22. Este exemplo pode ser encontrado em [9].

Na figura 2.10 ¢ podemos observar que a as bolinhas 1 e 3 representam uma situacao
de estado de equilibrio. A bolinha 1 é assintoticamente estavel pois quando ligeiramente
afastada de sua posicao de equilibrio a ela voltara apenas pela for¢a gravitacional. A
"bolinha"3 é instavel, pois quando ligeiramente afastada de sua posi¢ao de equilibrio
a ela nao voltaré apenas pela forca gravitacional. J& a bolinha 2 nao esta em estado

de equilibrio, uma vez que sua posicao e velocidade sao constantemente alteradas.

Figura 2.10: Esquema de estabilidade utilizando "bolinhas".

Em muitos casos, a obtencao da estabilidade do ponto de equilibrio pela defini¢ao
2.7 pode ser uma tarefa dificil, pois podemos nao encontrar uma solugao explicita da
equagao (2.1). Apresentaremos um método que auxilia na compreensao do comporta-

mento das solugoes na vizinhanga de seus pontos de equilibrio.

Diagrama Cobweb ou Diagrama Teia de Aranha

E um método grafico utilizado na investigacdo da natureza de pontos de equilibrio de

6A figura 2.10 foi retirada de [9]
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uma equagao de diferencas. Ele nos permite visualizar graficamente os valores para
z(n). Se x(n+ 1) = f(x(n)), podemos desenhar o grafico de f em (z(n),z(n + 1)).
Dado um valor inicial z(0) = ¢, encontraremos z(1) desenhando uma linha vertical a
partir do ponto z( até interseccionar o grafico de f em (g, z(1)), ou seja, teremos o valor
de z(1) fazendo f(xy). Para encontrarmos x(2) necessitaremos do ponto (x(1),z(1)),
pois z(2) = f(x(1)). E para isso basta desenharmos uma linha horizontal a partir do
ponto (xg,z(1)) até interseccionar a bissetriz y = x no ponto (z(1),z(1)). Tragando
uma linha vertical a partir desse ponto até interseccionar o grafico de f teremos o ponto

(x(1),2(2)). Continuando esse processo, podemos encontrar z(n) para todo n > 0.

Exemplo 2.23. Seja a equagao

z(n+1) = [z(n)).

Neste caso, f(z) = z%. As solugoes de f(z*) = (2*)* = z* sdao os pontos de

equilibrio: x* =0e 2* = 1.

Selecionando, por exemplo, o valor inicial #(0) = 3 encontraremos z(1) desenhando

uma linha vertical a partir do ponto z(0) = 2 até¢ interseccionar a funcao f(z) = 22,

ou seja, o valor de z(1) = f(3) = (2)® = 3. O proximo passo seré encontrar o ponto

(z(1),z(1)), pois z(2) = f(x(1)). E para isso basta desenharmos uma linha horizontal
3 9
1> 16
(z(1),2(1)) = (55, 35)- Tracando uma linha vertical a partir desse ponto até intersec-
cionar a funcao f(z) = 2? teremos o ponto (z(1),2(2)) = (3%, o5

processo teremos os valores de z(n), ¥n > 0, como mostra a figura 2.11.

a partir do ponto (zg,z(1)) = (2, 1x) até interseccionar a bissetriz y = x no ponto

). Continuando esse

x(n+1)

Figura 2.11: Cobweb do sistema z(n + 1) = x(n)?, com x(0) =

o

Exemplo 2.24. Seja z(n+ 1) = —kx(n) + k, onde f(z) = —kx + k para diferentes
valores de k. Apresentaremos trés casos distintos, variando o valor de k. Utilizaremos,
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como valor inicial, z(0) = 0, 8.
17 caso: k= 3.

= *\ . —3 % 3 x4 ik * __ 3 :
A solugdo de f(z*) = 72" + | = 2 ¢ o ponto de equilibrio z* = £. Analisando a

teia da figura 2.12 podemos observar que ela, a cada iteragao, se aproxima do ponto

* (L

parece ser” assintoticamente estavel, que pode ser

comprovado pelo teorema 2.2, visto que |r| = ‘_TS| < 1. Logo, z* = % ¢ assintoticamente

estavel. Observe que para qualquer valor inicial a teia se aproxima de z*.

de equilibrio. Assim, temos que x

x(n+1)

Figura 2.12: Cobweb do sistema z(n + 1) = —3z(n) + 2, com z(0) = 0, 8.

1
5

2% caso: k =

A solugao de f(z*) = %x* + % = x* é o ponto de equilibrio z* = g. Observe que

a teia da figura 2.13 move-se afastando do ponto de equilibrio. Assim, temos que x*

parece ser instavel, que pode ser comprovado pelo teorema 2.2, visto que |r| = ‘_77‘ > 1.
7

* 43 4
Logo, x* = § ¢ instavel.

3% caso: k=1.

A solugao de f(z*) = —x*+1 = z* é o ponto de equilibrio z* = % Neste caso, temos
uma oscilagao ao redor do ponto de equilibrio (%, %), como mostra a figura 2.14. Assim,
temos que x* parece ser estavel. No entando, este resultado nao pode ser avaliado pelo

teorema 2.2.

Exemplo 2.25. (Aplicagdo em Economia). Seja S(n) o nimero de unidades de um
certo produto, D(n) o namero de unidades demandadas e p(n) o prego por unidade

em um periodo n. Para simplificar, assumimos que D(n) depende linearmente de p e
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Figura 2.13: Cobweb do sistema z(n + 1) = —2z(n) + I, com z(0) = 0,8.

x(n+1)

Figura 2.14: Cobweb do sistema z(n + 1) = —x(n) + 1, com z(0) = 0, 8.

é denotado por
D(n) = —mgp(n) + by,

onde mg > 0 e by > 0.

A constante my representa a “sensibilidade” dos consumidores em relagao ao prego,
ou seja, como os consumidores sao afetados quando o preco diminui ou aumenta. A
inclinagao da curva demanda é negativa, pois um aumento da unidade do prego de
uma mercadoria produz uma reducao de my unidades da demanda, ou seja, um preco
mais elevado estimula os consumidores a procurarem menos este produto. Temos entao
uma relagao inversamente proporcional entre demanda-preco. Suponhamos que a curva

oferta-prego relata a oferta de algum produto em algum periodo para o preco em um
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periodo anterior, ou seja,
S(n+1) = mgp(n) + b,

onde my, > 0 e by > 0.

A constante m, representa a sensibilidade dos fornecedores em relacao ao preco.
A inclinacao da curva oferta é positiva, pois um aumento na unidade do preco causa
um aumento de m, unidades no fornecimento, ou seja, um aumento no preco de uma
mercadoria estimula as empresas a produzirem mais. Temos entao uma relagao di-
retamente proporcional entre preco-oferta. Em Economia, o prego de equilibrio p* é
definido como o preco que resulta da interseccao das curvas fornecimento e demanda,
ou seja quando D(n + 1) = S(n+ 1). Entao,

—mgp(n + 1) + by = msp(n) + b,
ou

p(n+1) = Ap(n) + B = f(p(n)), (2.35)

onde A = —™s ¢ B = %5 QObserve que temos uma equacio afim.
my mqy

Para encontramos p* faremos
Ap*+ B=p" =
Ap* —p*=-B =
p'(A-1)=-B=

B
e — 2.36
A Ty (2.36)
A equagao (2.35) é uma equagdo linear, de 1* ordem, nao homogénea e com os
coeficientes A e B constantes. Entao, por (2.8), a sua solugao é

(A" —1)

=A" B|———=

p(n) po + {@4_1)

(BA™) B

p<n):Anp0+(A—1)_(A—1)

Portanto, uma solucao explicita da equagdo (2.35) com p(0) = py é dada por

O termo A da equagao é a razao entre as inclinagdes das curvas oferta e demanda.

Essa razao determina o comportamento do preco. Existem 3 casos a serem considera-

dos:
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a) -1 < A <0,
b) A= —1,
c) A< —1.

Discutiremos os trés casos graficamente, usando o método do cobweb.

a) Podemos observar, através da teia da figura 2.15, que os pregos, a cada iteracao,
se aproximam do ponto de equilibrio. Assim, temos que x* parece ser assintoticamente
estavel, que pode ser comprovado pelo teorema 2.2, visto que —1 < A < 1. Logo, p* é
assintoticamente estével. Se aplicarmos o limite para p(n), com n — oo, entao

B B B
lim p(n) = lim —— A"+ = ,
ot = i (m— 2 ) 4 g =

ou seja, p(n) tende ao ponto de equilibrio com o passar do tempo.

x(n+1)

- - -

Figura 2.15: Equilibrio assintoticamente estavel.

b) Podemos observar, através da teia da figura 2.16, que os pregos oscilam em
torno do ponto de equilibrio p*. Assim, temos que x* parece ser estavel, que pode ser
comprovado pelo teorema 2.2, visto que A = —1. Logo, p* é estavel. Observe que para

p(0) = po temos p(1) = —py + B e p(2) = po. Entao p(n) tem somente dois valores

Do, se n é par;
p(n) =
—po+ B, sen éimpar.

De fato, se n é
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. B B B 2B
p(n) = (Po - 5) (1) Ty = (Po - 5) (—1)+§ = Thtgto = ot = —pot+B.

Figura 2.16: Equilibrio estavel.

c¢) Neste caso, podemos observar através da teia da figura 2.18 que os pregos oscilam
ao redor do ponto de equilibrio, porém se afastando cada vez mais dele. Assim p* parece
ser instavel, que pode ser comprovado pelo teorema 2.2, visto que A < —1. Logo, p* é

instavel. Se aplicarmos o limite para p(n), com n — oo, teremos que

. . B . B
.l = Jig, (po C(- A)) Yramn T

ou seja, p(n) se afasta progressivamente de p*.

Daremos agora, para uma melhor visualizacao, valores aos parametros.

Seja D(n) = —p(n) + 15 e S(n+ 1) = 2p(n) + 3. Comparando D(n) e S(n + 1)
respectivamente com as expressoes D(n) = —mgp(n) + by e S(n+ 1) = mgp(n) + by,
com mg > 0, bg > 0, mg > 0e by > 0, temos que mqg = 1, by = 15, my = 2 e by = 3.

Entao,

p(n+1) = Ap(n) + B = —2p(n) + 12.
A solugao de f(p*) = —2p* + 12 = p* é o ponto de equilibrio p* = 4.
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Figura 2.17: Equilibrio instéavel.

Podemos observar, através da teia da figura 2.17, que os preco se afastam cada vez
mais do ponto de equilibrio. Assim p* parece ser instavel, que pode ser comprovado

pelo teorema 2.2, visto que A = —2 < —1. Logo, p* = 4 ¢é instavel.

Figura 2.18: Cobweb do sistema p(n + 1) = —2p(n) + 12, com p* instavel.

Neste capitulo visualizamos os pontos de equilibrio de algumas equagoes de diferen-
cas através do cobweb e apresentamos um critério de estabilidade para as equagoes de
diferengas lineares com os coeficientes constantes. No capitulo que segue apresentare-
mos alguns critérios de estabilidade para o caso geral das equagoes de diferencas de

primeira ordem.



3 Equacoes de diferencas nao lineares

de primeira ordem

Até este momento conseguimos encontrar uma expressao para a solucao de alguns
tipos de equacgoes de diferencas lineares. No entanto, quando se trata de equagoes nao
lineares, geralmente nao é possivel obter tal solu¢ao analiticamente. Uma maneira de
analisar o comportamento das solucoes destas equacoes é através de seus pontos de
equilibrio, utilizando alguns critérios de estabilidade. Neste capitulo, apresentaremos
alguns critérios de estabilidade para pontos de equilibrio, mas que falham em certas
situagoes, onde as noc¢oes de ponto de equilibrio e estabilidade sao as mesmas do

capitulo anterior.

3.1 Critérios de estabilidade
Teorema 3.1. Seja z* um ponto de equilibrio de

z(n+1) = f(z(n)), (3.1)
onde f: ACR — R € de classe C'. Seque que:
(i) Se | f (z*)
(11) Se ‘f’(m*)

Demonstragao. (i) Suponha que ‘f’ (z*)| < b < 1. Entéo, existe um intervalo da reta
I = (2" —¢,2" + ¢), contendo z*, tal que !f/(x)| < b < 1paraVz € I. Se A(0) = ag
estd no intervalo I, iremos mostrar que |A(1) — z*| é menor que |A(0) — z*|, isto é,

< 1, entao x* € assintoticamente estavel.

> 1, entao x* € instdvel.

A(1) esta mais proximo de z* do que A(0). Para a¢ € I temos que
|A(1) = 27| = | f(A(0)) — 2™
Substituindo x* = f(z*) na equagao acima, encontramos que
|A(1) = 27| = | f(A(0)) — f(«")].

48
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Pelo Teorema do Valor Médio, temos que existe um ntimero z, entre A(0) e z* tal que
|A(1) — 2*| = [ f(A(0)) — f(z")| = [f'(z0)[ |A(0) — ™.
Se x esté entre A(0) e z*, entdo z € 1. Assim, |f (z0)| < b < 1. Logo,
|A(L) — ™[ = [f'(20)| |A(0) — 2" < b|A(0) — ™| < |A(0) — 27].
Similarmente,
|A(2) — 2% < b|A(1) — 2% < b*|A(0) — z*| < |A(0) — 2%

Se A(1) esta mais proximo de z* que A(0), entdao A(1) também deve estar no intervalo

I. Por indugao, temos que
[A(k) — 2" < 0" |A(0) — ™.
Vamos supor que |A(k — 1) — z*| < b*1|A(0) — 2*|. Assim,
[A(R) = 2*| = [f(A(k = 1) — 27| = [f(A(k = 1) = f(z") = |f"(ao)| [A(k = 1) — 27|
< b|A(k—1) — 2| < b1 A0) — 2¥| < VF|A(0) — 27
Se b < 1 temos que

lim |A(k) —2*| =0ou lim A(k) =z

k—o0 k—o00

Portanto, z* é assintoticamente estavel.

(ii) Suponha que |f'(z*)] > b > 1. Entdo existe um intervalo I = (z* — e, 2" + ¢)
contendo z* tal que |f'(z)] > b > 1 para Vo € I. Seja A(0) = ay € I. Iremos
mostrar que existe algum nimero k tal que A(k) nao esta no intervalo I. Primeiramente
mostraremos que |A(1) — z*| é maior que |A(0) — x*|, isto &, A(1) estd mais afastado

de z* do que A(0). Usando o Teorema do Valor Médio encontramos novamente que

[A(L) — 2| = |F(A0) = f(=")] = | f (ao) | |A(0) — 7.

Mas, sabemos que | f'(ag) |> b > 1 e portanto

A1) = 2| =

f'(ao)|1A(0) = 2| > BIA(D) 2| > [A(0) — "]

Se A(1) nao esta no intervalo I, entdo esta demonstrado. Se A(1) esta no intervalo I,

entao repetimos o processo. Assim,
|A(2) — 2*| > b|A(1) — 2% > b |A(0) — 2*| > |A(0) — 7] .
Novamente, por indugao, temos que: ou algum A(k) nao esta em I ou

|A(k) — 2| > b" |A(0) — 2*|.
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Vamos supor que |A(k — 1) — z*| > b*~1|A(0) — 2*|. Assim,
[A(k) = 2" = [f(A(k = 1) = 2" = [f(A(k = 1) = f(&")| = [/ (21) [| A(k = 1) — 27| >

b|A(E —1) — 2*| > b.b"1A(0) — 2*| > b* |A(0) — 2*|.

Como b > 1, limy_, |A(k) — 2*| = 00, ou seja, z* & instavel.

Analisaremos agora graficamente este critério.

Suponha que x* é um ponto de equilibrio para um sistema dindmico nao linear

v(n+1) = f(a(n)).

A reta tangente a curva y = f(z) no ponto z* tem inclinacio f (2*) e passa pelo

ponto (z*, z*). Assim, a reta tangente a f(x) no ponto z* é
(y—ax*) = f ()& -z ou y=rz+b,

onde r = f'(z*) e b = x*(1 — f'(2*)), que corresponde ao sistema dinamico afim de
primeira ordem
x(n+1) =rz(n)+b,

onde r = f'(z*).

Pelo teorema 3.1, temos que se a inclinacao da reta tangente y = rx + b for menor
(em valor absoluto) que a inclina¢ao da bissetriz, y = x, ou seja, se |r| < 1, entao o
ponto de equilibrio x* é assintoticamente estavel e, caso contrério, instavel. Vejamos

alguns exemplos.

Exemplo 3.1. Vamos analisar a estabilidade dos pontos fixos do sistema dinamico
x(n+1) =1,52(n) — 0,5[x(n)]>. (3.2)

As solugoes de f(z*) = 1,5z* — 0, 52*° = z* sdo os pontos fixos: ¥ =0 e z* = 1.
Podemos observar, através do cobweb da figura 3.1, que os pontos z* = 0 e z* = 1
parecem ser, respectivamente, instavel e assintoticamente estavel. A figura 3.1 apre-
senta a reta tangente ao grafico de f no ponto z* = 0 (pontilhado), cuja equacdo é
y = 1,5x e a reta tangente ao grafico de f no ponto z* = 1 (tracejado), cuja equagao é
y = 0,5x+0,5. Como podemos observar, a reta pontilhada possui inclina¢ao maior que
a bissetriz, ou seja, |f'(0)| > 1, enquanto a reta tracejada possui a inclinagdo menor,
ou seja, | f’(l)‘ < 1, o que comprova as nossas observacoes em relagao ao cobweb da

equacao.
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x(n+1)

Figura 3.1: Cobweb para o sistema (3.2), com as tangentes aos pontos fixos z* = 0 e

x* = 1, representadas, respectivamente, pelas linhas pontilhada e tracejada.

Se ampliarmos a figura 3.1 perto do ponto (1, 1) podemos observar na figura 3.2 que
acurva y = 1,5z — 0,522, desenhada em tracejado fino, parece ser “quase” uma linha
reta, que é facil de se visualizar quando comparamos a reta tangente a parabola no
ponto (1, 1), desenhada em tracejado grosso. Note que os cobwebs usando a parabola

e a reta tangente sao essencialmente o mesmo.

x(n+1)

x(n)

Figura 3.2: Ampliacao do cobweb da parabola y = 1,5z — 0, 5x?(exemplo 3.1), de-
senhada em tracejado fino e o cobweb usando a tangente & parabola no ponto (1,1),

desenhada em tracejado grosso.

Exemplo 3.2. O sistema dinamico

z(n+1) = —[z(n)]* +2,5x(n) (3.3)
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tem como pontos fixos: z* = 0 e z* = 1. Podemos observar, através do cobweb da
figura 3.3, que os pontos z* = 0 e x* = 1,5 parecem ser, respectivamente, instével e

assintoticamente estével.

A derivada de f(x) é

f(x)=—2x+2,5.

No ponto z* = 0 temos que f’(O) = 2,5. Assim, a equacao da reta tangente ao grafico
de f(x) nesse ponto é
Yy =2,5T.

Logo, pelo teorema 3.1, o ponto de equilibrio * = 0 é instavel, visto que | f’(O)‘ =
2,5 > 1.

Para o outro ponto, z* = 1,5, temos que f’(l, 5) = —0,5. Assim a equagao da reta

tangente ao grafico de f(z) nesse ponto é
y=—0,5z + 2,25.

Logo, pelo teorema 3.1, o ponto de equilibrio x* = 1,5 é assintoticamente estavel,
visto que | f'(1,5) |= 0,5 < 1.

Observe na figura 3.3 que a reta tangente no ponto x = 0, em tracejado, possui
inclinacao maior que a bissetriz y = x, enquanto a reta tangente no ponto x* = 1,5,

em pontilhado, possui inclinagao menor que 1.

y

Figura 3.3: Cobweb para o sistema (3.3) com as tangentes aos pontos fixos * = 0 e

x* = 1,5, representadas, respectivamente, pelas linhas pontilhada e tracejada.

Exemplo 3.3. Método de Newton-Raphson
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O método de Newton é um método iterativo para o calculo das raizes da equacao
g(x) = 0, onde g(x) é uma fungdo com derivada continua. A iteragdo comega através
de uma estimativa inicial z(0) da solu¢ao z*. Dada uma estimativa z(n), o método de
Newton aproxima g(z) pela reta tangente ao grafico de g no ponto (x(n), g(z(n)). O
zero da reta tangente (isto é, o ponto onde esta reta intercepta o eixo das abcissas)
¢ tomado como nova estimativa de 2*, como podemos observar na figura 3.4. ! Esse
calculo, denominado de calculo iterativo, é realizado até que o critério de convergéncia
seja satisfeito:

lz(n +1) —z(n)| <e

Figura 3.4: Método de Newton Raphson.

A reta tangente ao grafico de g no ponto (xg, g(zo)) é dada por

y — g9(x0) = g'(z0)(z — x0). (3.4)

Substituindo y = 0 em (3.4) e reogarnizando a equagao, obtemos

Utilizaremos esse valor para encontrarmos a nossa proxima estimativa, ou seja,

9(o)
g (o)

z(1) = zo —

Repetindo esse processo, obtemos o sistema dindmico nao linear

g(z(n))

z(n+1)=uz(n)— 7@

(3.5)

Observe que se na equagao (3.5), g(x) = 0, entdo z(n + 1) = z(n) = z*, ou seja, a

raiz de g(x) é também ponto de equilibrio de (3.5).

LA figura 3.4 foi retirada de [3]
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Analisaremos agora a estabilidade do sistema (3.5).

Considerando em (3.5), f(z) =z — ;((‘i)), obtemos, pela regra do quociente, que a

derivada de f(x) no ponto z* é
lg' (") — g(a")g" (z")
lg' ()] 7

P =1-
para ¢'(z*) # 0. Se g(z*) = 0, entdo

f(z¥) =0. (3.6)

Logo, pelo teorema 3.1, £* é assintoticamente estavel.

Para exemplificar o Método de Newton, calcularemos as raizes da funcao

g(x) = e* — 3z, para z(0) = 0. Derivando a fungao g(z) = ¢” — 3z, obtemos
g (x) =¢€"—3.

Utilizando o algoritimo de Newton (equagao 3.5), encontramos que

:L“(O) = U,
11
)=0— — — -
z(1) —~ =5
o) — 1 e =3 0. 61006
€T = - — = s
(061006 _ 3 () 61006
2(3) = 061006 — 5o = 0,61900
(061900 _ 3.() 61900
2(4) = 0,61900 — 5o = 0,61906

Calculando o erro para cada iteragao obtemos para n = 0, um erro igual a 0,5,
para n = 1, um erro igual a 0, 11006, para n = 2, um erro igual a 0,00894, para n = 3,
um erro igual a 0,00006 e para n = 4, erro aproximadamente nulo. Assim, temos que

a raiz calculada apos 4 iteracoes é igual a 0,61906 com erro menor do que 107°.

Verificaremos agora a convergéncia de z* = 0,61906 utilizando a equagao (3.6).
Temos que

[60’61906 _ 3]2 _ (60’61906 _ 3(0’ 61906)).60’61906
[60,61906 _ 3]2

| f'(0,61906)| = |1 — =0, 234321171 < 1.

Logo, pelo teorema 3.1, x* = 0,61906 ¢é assintoticamente estavel.

Nos exemplos anteriores, usando o teorema 3.1, conseguimos decidir o tipo de es-
tabilidade dos pontos de equilibrio estudados. No entanto, este teorema falha para
os casos onde |f'(z*)| = 1, ou seja, nao é possivel decidir sobre a estabilidade usando

somente o teste da primeira derivada. Vejamos alguns exemplos envolvendo f'(z*) = 1.
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n x(n) g(x(n)) | g'(x(n)) %x(n+1) erro
0 0 1 2 0,5 0,5

1| 05 | 014872 | -1,35128 | 0,61006 | 0,11006
2 | 0,61006 | 0,01036 | -1,15946 | 0,619 | 0,00894
3 | 0,619 | 0,00007 | -1,14294 | 0,61906 | 0,00006
4 | 0,61906 0 -1,14282 | 0,61906 0

Figura 3.5: Resultado do calculo da raiz da funcdo g(z) = ¢* — 3z, com z(0) = 0 pelo

método iterativo de Newton.

Exemplo 3.4. Considere o sistema dinamico z(n + 1) = sen[z(n)].

A solugdo de f(z*) = sen(z*) = x* é o ponto fixo z* = 0. A derivada de f(z) =senxz
no ponto z* = 0 é dada por

f'(0) = cos(0) = 1.

Podemos observar, através do cobweb da figura 3.6, que o ponto x* = 0 parece ser
assintoticamente estavel, porém nao podemos comprovar a sua estabilidade pelo teo-
rema 3.1, visto que a inclina¢do da reta tangente ao grafico de f (em valor absoluto),

no ponto z* = 0, é igual a inclinagao da bissetriz y = x.

Figura 3.6: Cobweb para o sistema z(n + 1) = senx(n) (caso f'(0) = 1).

J& o sistema z(n + 1) = [2(n)]® + z(n) possui como tnico ponto fixo x* = 0. A
derivada de f(z) no ponto z =0 ¢

f(0)=3(0+1=1.

Podemos observar, através do cobweb da figura 3.7, que o ponto z* = 0 parece ser

instavel, porém o teste da 1* derivada nao confirma essa possibilidade.
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Figura 3.7: Cobweb para o sistema z(n + 1) = [z(n)]* + z(n)(caso f'(0) = 1).

Como o teste da derivada primeira é inconclusivo quando |f'(z*)| = 1, utilizaremos
as derivadas de ordem superior para analisar a estabilidade dos pontos fixos. Iniciare-

mos pelo caso onde f'(z*) = 1.

Teorema 3.2. Suponha que, para um ponto de equilibrio de (3.1), f'(z*) = 1. Segue

que:

(i) Se f"(z*) # 0, entdo z* € instdvel.
(it) Se f"(x*) =0 e f"(z*) > 0, entdo x* € instdvel.

(111) Se f"(x*) =0 e f"(2*) <0, entdo x* é assintoticamente estdvel.

Demonstragao. (i) Se f”(z*) # 0 entdo a curva y = f(x) é concava para cima se
f"(x*) > 0 ou é concava para baixo se f”(z*) < 0. Se f”(x*) > 0, entao 3 € > 0 tal que
f'(x) > 1 para todo z no intervalo I = (x*,z* + ¢€), pois f’ é crescente em I. Usando a
mesma demonstracao do teorema 3.1, parte (ii), prova-se que z* é instavel. Por outro
lado, se f”(z*) < 0, entdo 3 € > 0 tal que f'(x) > 1 (f" é decrescente em I) para todo

x pertencente ao intervalo [ = (z* — €, 2*). Portanto x* é instavel.

Em particular se f”(z*) > 0, entao 2* é denominado semiestéavel pela esquerda e se

f"(z*) < 0, entdo z* ¢ denominado semiestavel pela direita.

(ii) Temos que se f”(x*) = 0 entdo a curva y = f(z) possui um ponto de inflexdo
em z*. Neste caso podemos ter duas situagdes: f(z) é concava para cima a esquerda
de x* e concava para baixo a direita de z*, ou seja, f”(z) > 0 paraxz < z* e f"(z) <0
para x > x* ou f(z) é concava para baixo a esquerda de z* e concava para cima a
direita de x*, ou seja, f”(z) < 0 para x < z* e f"(z) > 0 para x > z*.

Como f"(z*) > 0, f"(x) é negativa para x < z*, zero em = = x* e positiva

para z > z*, conforme ilustra a figura 3.7. Assim, f’(z) > 1 em todo intervalo
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I = (2" —e,2%)J(z*,2* + ¢€)). Usando a mesma demonstracao do teorema 3.1, parte

(1), prova-se que x* é instéavel.

(iii) Como f"(xz*) < 0, f"(x) é positiva para x < x*, zero em = = z* e negativa
para z > z*, conforme ilustra a figura 3.6. Assim, f’(z) < 1 em todo intervalo
I = (2" — ¢ a*)J(a*, 2" + €). Usando a mesma demonstracao do teorema 3.1, parte
(1) prova-se que x* é assintoticamente estéavel.

O
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.5. O sistema dinamico z(n + 1) = ¢*™ — 1 tem como ponto fixo, z* = 0,
solugao de f(z*) = e* — 1 = x*. Podemos observar, através do cobweb da figura 3.8,
que o ponto x* = 0 parece ser instavel. As derivadas de primeira e segunda ordem de

f(z) no ponto z* = 0 sao
fl0)=e"=1e f'(0)=e"=1>0.

Logo, pelo teorema 3.2, item ¢, o ponto de equilibrio * = 0 ¢é instavel, mais pre-

cisamente, semistavel pela esquerda.

e

Figura 3.8: Cobweb para o sistema z(n + 1) = ¢*™ — 1, onde f/(0) = 1 e f”(0) > 0

(semistavel pela esquerda).

Para o sistema z(n +1) = —2[z(n)]?> + 13z(n) — 18, temos como ponto fixo, z* = 3,
solucao de f(z*) = —22*° + 13z* — 18 = 2*. Podemos observar, através do cobweb da
figura 3.9, que o ponto z* = 3 parece ser instavel. As derivadas de primeira e segunda

ordem de f(x) no ponto z = 3 séo

f'(3)=—-4(3)+13=1e f"(3) = -4 #0.
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Logo, pelo teorema 3.2, item ¢, o ponto de equilibrio * = 3 ¢ instavel, mais pre-

cisamente, semistéavel pela direita, pois f”(3) < 0.

y

- = = = o=
= = = = =

Figura 3.9: Cobweb para o sistema z(n + 1) = —2z(n)* + 13x(n) — 18, onde f'(3) =1
e f”(3) < 0 (semistéavel pela direita).

Exemplo 3.6. Voltando aos sistemas dinamicos do exemplo 3.3, temos que, para o
sistema z(n 4+ 1) = sen[z(n)], foi observado, através do cobweb da figura 3.6, que o
ponto x* = 0 parece ser assintoticamente estavel, porém até aquele momento, nao
tinhamos como comprovar a sua estabilidade, que é o que faremos agora.

As derivadas de primeira, segunda e terceira ordem da fungao f(x) = sen(x) no

ponto x* = 0 sao:
1(0) = cos(0) =1, f(0) = —sen(0) = 0 e f"(0) = —cos(0) = —1 < 0.
Logo, pelo teorema 3.2, item (i77), o ponto de equilibrio z* é assintoticamente es-

tavel.

J& para o sistema z(n + 1) = [z(n)]® + z(n), foi observado, através do cobweb da
figura 3.7, que o ponto z* = 0 parece ser instéavel. As derivadas de primeira, segunda

e terceira ordem da fungao f(z) =z + x no ponto z* = 0 sdo:
f(0)=302+1=1,f"0)=6(0)=0e f”(0)=6>0.
Logo, pelo teorema 3.2, item 72, o ponto de equilibrio z* é instéavel.

Como vimos anteriormente, o teorema 3.1 falha na analise da estabilidade onde
|f'(x*)| = 1. Vimos alguns exemplos e apresentamos o teorema 3.1 para o caso onde

f'(x*)=1. Vejamos agora alguns exemplos para o caso onde f'(z*) = —1.



Critérios de estabilidade 59

Exemplo 3.7. Considere os sistemas dinamicos: a) x(n+1) = 2[z(n)]3+4[z(n)]*—x(n)
eb) x(n+1)=—z(n) — [z(n)]>.

No caso a), as solugoes de f(z*) = —2(z*)% + 4(2*)? — 2* = z* sdo os pontos fixos:

x* =0 e z* =1. Considerando o ponto z* = 1, encontramos que
(1) =—-6(1)*+8(1)—1=1e f'(1) = —12(1) + 8 = —4 # 0.

Logo, pelo teorema 3.2, item 4, o ponto de equilibrio 2* = 1 ¢é instavel, mais precisa-
mente semiestével pela direita, como podemos observar na figura 3.10(b). Ja para o

outro ponto, £* = 0, encontramos que

F0)=-1.

Podemos observar, através do cobweb da figura 3.10(a), que o ponto x* = 0 parece ser
assintoticamente estavel, porém nao podemos comprovar a sua estabilidade por nenhum

dos teoremas anteriores, visto f'(0) = —1.

Figura 3.10: Cobweb para o sistema x(n + 1) = —2[x(n)]® + 4[z(n)]? — 2(n)((a) caso
f(0) = =1, (b) caso f'(1) = —4).

No caso b), as solucdes de f(z*) = —(2*)% —2* = 2* sdo os pontos fixos: * = —/2,

r* =0 e z* = v/2. Considerando os pontos z* = —v/2 e ¥ = /2 encontramos que

F/@) = F(=/©2)=-1-6=-T.

Logo, pelo teorema 3.2, item ii, os pontos de equilibrio z* = —v/2 e 2* = /2 sdo
assintoticamente estéveis. Para o outro ponto, z* = 0, encontramos que f’(0) = —1.
Podemos observar, através do cobweb da figura 3.11, que o ponto fixo z* = 0

parece ser instavel porém, como no caso do item a), ndo temos como comprovar a sua

estabilidade por nenhum dos teoremas anteriores.
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- = s = o= m o= o= o= o= o= om = =

Figura 3.11: Cobweb para o sistema x(n + 1) = —[z(n)]* — x(n)(caso f'(0) = —1).

Nestes casos utilizaremos novamente as derivadas de ordem superior para analisar

a estabilidade dos pontos de equilibrio.

Considere a equagao
z(n+2) = g(z(n)), (3.7)

onde g(z) = f3(x).
Duas observagoes em relagao a equagao (3.7) sd@o importantes:

a) o ponto de equilibrio z* de (3.1) é também ponto de equilibrio de (3.7).
Se z* é um ponto de equilibrio para z(n + 1) = f(z(n)), entdo z* = f(z*). Por

substituicao, encontramos que

Assim, temos que z* é um ponto de equilibrio de (3.7).

b) se x* ¢ assintoticamente estével ou instavel com respeito a (3.7), entao ¢ também
com respeito a (3.1).

Assumimos que x* é um ponto de equilibrio para ambas equagoes e que z* é assin-
toticamente estavel para x(n 4+ 2) = g(x(n)). Isto significa que existe um intervalo /
contendo z*, tal que se z( estd no intervalo, entdao x(0),z(2),..., tende para x*, ou
seja,

lim x(2k) = ™.

k—o0
Se f é continua e xy esta proximo suficiente de z*(possivelmente nos fazendo escolher

um novo intervalo I’), entao z(1) = f(x(0)) também estd no intervalo /. Usando
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x(1) como valor inicial para a equacdo z(n + 2) = g(z(n)), nés encontramos que

z(1),x(3),..., tende para z*, ou seja,

lim z(2k + 1) = 2™

k—o0

Através desses resultados, obtemos que

lim x(k) = z*.

k—o0

Assim, z* ¢ um ponto de equilibrio assintoticamente estével para a equacao x(n+1) =

f(z(n)).

Dessa forma, para analisarmos a estabilidade de um ponto de equilibrio de (3.1) tal

que f'(x*) = —1, construimos o sistema (3.7) e temos o seguinte teorema:
Teorema 3.3. Suponha que para o ponto de equilibrio z* de (3.1), f'(z*) = —1 e
considere

g'"(a:*) — —2f//,($*) . 3[]”/(37*)]27
dada pela equagao (3.7).

(1) Se ¢"(x*) < 0, entao x* € assintoticamente estdvel.

(i1) Se g"'(x*) > 0, entao x* € instdvel.

Demonstragao. [3]

Considere a derivada de g(z),

Assim Lg(z*) = [f'(z*)]> = 1. Consequentemente o teorema 3.2 aplica-se para essa

. ~ . . 2
situagao. Precisamos avaliar dd?g(x*):

30() = T (@) = DS @] = [F@RF @) + ) @),
Consequentemente, ,
%g(w*) =0.

Agora, pelo teorema 3.2 (parte (i7) e (ii7)), temos que a estabilidade de x* é determinada

pelo sinal de ¢”’(z*). Usando novamente a regra da cadeia, podemos mostrar que
g/l/(x*) — _2f///<x*) . 3[.](///(1,*)]2.

Assim obtemos a parte (i) e (i7) do teorema e a demostragao esta completa.
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Exemplo 3.8. Analisaremos agora os sistemas dinamicos do exemplo 3.5. No item
a, para z(n + 1) = 2[z(n)]® + 4][z(n)]> — z(n), foi observado, através do cobewdb da
figura 3.10, que o ponto x* = 0 parece ser assintoticamente estéavel. Porém, até aquele
momento, nao tinhamos como comprovar a sua estabilidade, mas o faremos agora. As
derivadas de primeira, segunda e terceira ordem da fungao f(r) = —22%+ 422 no ponto
x* = 0 sao:
f(0) = -1, f"(0) =8 e f"(0) = —12.
Assim,
g"(0) = —2(—12) — 3(8)? = —168 < 0.

Logo, pelo teorema 3.3, item 7, o ponto de equilibrio x* = 0 é assintoticamente

estavel, comprovando o que tinhamos observado no cobweb do sistema.

No item b, para z(n + 1) = —z(n) — [x(n)]?, foi observado, através do cobweb da
figura 3.11, que o ponto z* = 0 parece ser instavel. As derivadas de primeira, segunda

3

e terceira ordem de f(x) = —z° — x no ponto z* = 0 sao:

f/(O) _ _Lf//(O) —0e fm(O) — 6.

Assim,
g"(0) = —2(—6) — 3(0)* = 18 > 0.

Logo, pelo teorema 3.3, item iz, o ponto de equilibrio z* = 0 é instavel, comprovando

o que tinhamos observado no cobweb do sistema.

Na sequéncia apresentamos algumas definigoes e exemplos envolvendo pontos peri-

odicos e cilos.

3.2 Pontos Periddicos e Ciclos.

Uma noc¢ao muito importante para o estudo de sistemas dinamicos é a de periodici-
dade. Por exemplo, o movimento de um péndulo é periddico. No exemplo 2.25 temos
que quando as inclinagoes das curvas oferta e procura, de um determinado produto,
sao iguais, o pre¢o varia somente entre dois valores, ou seja o prego é periddico.

Considere novamente a equacao

2(n+1) = f((n)) (3.8)

Definigao 3.1. (i) Um ponto a é chamado de ponto periddico de f ou de (3.8) se para
algum k inteiro positivo, f¥(a) = a. Em outras palavras, a é um ponto periddico de
f com periodo k se a é um ponto fixzo de f*, isto €, se é um ponto de equilibrio da
equacao de diferenca

z(n+1) = g(x(n)),
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onde g = f*.

A orbita periddica de a, O(a) = {a, f(a), f(a)?, ..., f*1(a)} € frequentemente cha-

mada de k-ciclo.

(11) Um ponto a é chamado de eventual k-periddico, se para algum m inteiro positivo,

f™(a) € um ponto k-periédico. Em outras palavras a é um eventual k-periodo se

f(a) = f"(a).

Graficamente sabemos que um ponto fixo é a coordenada x do ponto onde o grafico
de f(x) encontra a diagonal y = z. Como um ponto k-periédico é um ponto fixo de f*
entao temos que este ponto é a coordenada z do ponto onde o grafico de f* encontra a
diagonal y = z. A figura 3.12(a) mostra os pontos fixos da funcao f(x) = 3,52 —2, 522,

ou seja, v =0 e x =1 e a figura 3.12(b) mostra os pontos fixos de f2, que sao:
0; 0,6; 1; 1,2

Observe que os pontos fixos de f sao também pontos fixos de f2.

Figura 3.12: (a) pontos fixos de f e (b) pontos fixos de f2, onde f(x) = 3,5x — 2, 5x2.

Teorema 3.4. Se a é um ponto de equilibrio para (3.8), onde f € uma fungao continua,

entao a € um ponto de equilibrio para
2(n+ k) = g(z(n)), (3.9)

onde g(x) = f*(x).

Demonstragao. Se a é um ponto de equilibrio para (3.8) entao f(a) = a. Por iteragoes,
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considerando z(0) = a, temos:
z(0) = a,
z(1) = f(a) = a,
2(2) = f(f(a)) = fla) = a,
2(3) = f(f(f(a))) = f(f(a)) = f(a) = a,
#(k) = £ (@) = %) = . = P (a) = a

Logo, por indugao, encontramos que g(a) = f*(a) = f(a) = a. O

Temos entdo, que os pontos fixos de f, também pontos fixos de f2, nao sdao can-
didatos a ponto 2-periddico de f, visto que, a partir desses pontos, cada termo subse-
quente permanece no mesmo ponto, nao formando ciclos. Na figura 3.12(b) temos que
f? possui quatro pontos fixos, dois dos quais sao também pontos fixos de f. Restam-
se entao, dois pontos candidatos a formar o 2-ciclo em f, a; = 0,6 e as = 1,2. Se

calcularmos f(a1) e f(ag) encontramos que

f(ay) =3,5(0,6) —2,5(0,6)* = 1,2 = ay

flag) = 3,5(1,2) — 2,5(1,2)2 = 0,6 = a;.

Logo, a; e ay formam o 2-ciclo em f, como podemos observar na figura 3.13.

Figura 3.13: 2-ciclo de f, onde f(x) = 3,5x — 2, 522

Podemos observar entao, que os pontos fixos de f? que nao sao pontos fixos de f,

formaram o 2-ciclo em f. Sera que este fato ocorre para toda funcao?
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Teorema 3.5. O numero a satisfaz a equac¢ao

a= f(f(a)),
se a € ponto fixo ou € parte do 2-ciclo para o sistema dindmico
z(n+1) = f(z(n)).
Demonstragao. Se a é ponto fixo de f entao
a= f(a) = fla) = f(f(a)) = a= f*(a).
Se a é parte do 2-ciclo de (3.8), entdo Jda; tal que
a = f(a) e a = f(ar).
Considerando a equacdo a; = f(a), temos que
flar) = f*(a) — a = f*(a).
O

Vejamos alguns exemplos. Alguns célculos mais elaborados foram confirmados

através do software Maple, versao 14.
Exemplo 3.9.
Vamos encontrar o 2-ciclo da equagao logistica abaixo.
z(n+1) = 3.84z(n)(1 — z(n)), (3.10)
onde f(x) = 3.84z(1 — z).

Primeiramente iremos calcular f?, em seguida determinar os seus pontos fixos e por

fim, dentre os pontos fixos encontrados, eliminar aqueles que também sao pontos fixos
de f.
Temos que f?(x) = f(f(x)), entao

f*(z) = 3.84(3.842 — 3.842%) — 3.84(3.84x — 3.842%)?
= —56.6231042* + 113.2462082> — 71.368704x2 + 14.7456.

Os pontos fixos de f? sao obtidos resolvendo a equacao
—56,623104z* + 113, 2462082 — 71, 36870422 + 14, 74562 — = = 0. (3.11)

Esta equacao possui quatro pontos fixos, dois dos quais sao também pontos fixos

de f, obtidos resolvendo-se a equagao

3,84z — 3,84z — 2 = 0. (3.12)
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Para eliminarmos, dos pontos fixos de f2, aqueles que também sao pontos fixos de
f, dividiremos o lado esquerdo da equagao (3.11) pelo lado esquerdo da equagao (3.12),

ou seja,

—56, 622 4+ 113, 2423 — 71,372 + 14, T4x — x
3,84z — 3,842% — x -

14, 745622 — 18, 58562 + 4, 84. (3.13)
Resolvendo 14, 745622 — 18, 58562 +4, 84=0, temos, pelo teorema 3.4, os dois valores
que formam o 2-ciclo. Neste caso, sao a; = 0,3676649341 e ay, = 0,8927517325,
onde f(0,3676649341) = 0,8927517325 e f(0,3676649341) = 0,3676649341 (Figura
3.14(a)). Observe que o ponto zo = 0,1072482675 é um eventual ponto periddico de

f, pois ele caminha para o 2-ciclo de f(z) (Figura 3.14(b)).

Figura 3.14: (a) 2-ciclo de f e (b) trajetoria caminhando para o 2-ciclo de f, onde
f(z) = 3,84z — 3,84z

Para encontrarmos, caso exista, um k-cilo para k& > 2, teremos que testar em f os

pontos fixos de f*.

Por exemplo, considerando k = 3 temos, para (3.10), que

F3(x) = 3.84(3.84(3.84z — 3.8422) — 3.84(3.842 — 3.842%)2 — 3.84(3.84(3.842 —
3.8422) —3.84(3.842 —3.842%)2)% = —12311.715482° +49246.8619327 — 80282.6447025 +
68483.917362° — 32601.14528z" + 8517.10053723 — 1108.99746622 + 56.62310400z.

Os pontos fixos de f3(Figura 3.15) sdo obtidos resolvendo a equagio

—12311.7154825+49246.86193x7 —80282.64470254+-68483.917362° —32601.14528 x4+
8517.1005372% — 1108.997466x* + 56.62310400x — = = 0.

Esta equacao possui oito pontos fixos, que sao aproximadamente:

0; 0,7396; 0,1494; 0,1694; 0,4880; 0,54039; 0,9537; 0,9594.
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Testando em f os seis candidados a formarem ciclos em f, visto que os pontos a = 0
e a = 0,7396 também sao pontos fixos de f, temos que {0;1494; 0,4880; 0,9594} formam

o 3-ciclo em f (Figura 3.16), ou seja:

£(0,1494) = 0,4880;  £(0,4880) = 0,9594;  f(0,9594) = 0, 1494,

Figura 3.15: Pontos fixos de f2, onde f(x) = 3,84z — 3, 84x2.

Figura 3.16: 3-ciclo de f, onde f(x) = 3,84x — 3, 8422.

Teorema 3.6. Se uma func¢do continua de uma varidvel real possui o 3-ciclo, entao

tem pontos periodicos para todo periodo.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [6].

A equagao (3.10) possui o 3-ciclo, logo pelo teorema 3.6, ela tem pontos periodicos
para todo periodo.

Agora estudaremos a estabilidade dos pontos periodicos.

Definicao 3.2. Seja a um ponto k—periodico de f. Entdo a é:
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(i) estdvel se é um ponto fizo estdvel de f*,
(ii) assintoticamente estdvel se ¢ um ponto fizo assintoticamente estdvel de f*,

(iii) instdvel se é um ponto fizo instdvel de f*.

Note que se a ¢é estavel, entao todo ponto do k-ciclo {z(0) = a;z(1) = f(a);z(2) =
f2(a),...,z(k—1) = f¥1(a)} também & estavel. Consequentemente falamos da esta-
bilidade do k-ciclo.

Exemplo 3.10.

Vamos encontrar o 2-ciclo do sistema dinamico abaixo e em seguida determinar a

sua estabilidade.
2x, —2<zx<—1;

f(x) =
—2(x+2), —-1l<z<0.

A func@o f(x) também pode ser escrita como:
flx)=-2+2|z+1].

Temos entao que f2 ¢ igual a

(4 —8, —2<x<—1,5

4x 44, 1,5 << 1;
fHx) =

—Ar—4, —-1<z<-0,5;

(4, —-0,5<x<0

ou na forma compacta,
fAx)=—2+2]-1+2|2z+1].
Resolvendo a equagao

fAr)=-2+2]|-1+2|xz+1]] -z =0,

encontramos os quatro pontos fixos de f? (Figura 3.17(a)): 0; 5*; 5% e =2. Dois deles
sao também pontos fixos de f: 0 e %4. Logo, pelo teorema 3.5, temos que {_?4, _?8

formam o 2-ciclo de f (Figura 3.18(a)).

Para analisarmos a estabilidade de f, pela definicao 3.2, basta analisarmos a estabili-

dade de um ponto fixo de f? que forma o 2-ciclo de f. Derivando f? e aplicando no

_ () - aeo

ponto a = obtemos

5
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Figura 3.17: (a) pontos fixos de f?:Z* ¢ 22 e (b) pontos fixos de f? assintoticamente

5
estaveis, onde f(x) = -2+ 2|z + 1|.

Figura 3.18: (a) 2-ciclo de f e (b) 2-ciclo de f assintoticamente estével, onde f(z) =
-2+ 2|z +1).

Logo, pelo teorema 3.1, temos que a é assintoticamente estavel (Figura 3.17(b)) e

pela definigao 3.2, temos que o 2-ciclo de f é assintoticamente estavel (Figura 3.18(b)).

A Figura 3.19 mostra o grafico de f3 com os seus oito pontos fixos onde, trés deles,

{—?47 %8, _Tlﬁ} formam o 3-ciclo em f (Figura 3.20(a)).

Derivando f3 e aplicando no ponto a = %4, encontramos que
—4
(fg), (v) = —-8<0.

Logo, pelo teorema 3.1, temos que a é assintoticamente estével e pela definigao 3.2,

temos que o 3-ciclo de f é assintoticamente estavel (Figura 3.20(b)).

Se a estabilidade de um ponto a k-periddico de (3.8) se reduz ao estudo da estabili-

dade de um ponto de equilibrio de (3.9), entdo podemos usar todos os teoremas das
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y

Figura 3.19: Pontos fixos de f3, onde f(z) = =2+ 2|z + 1].

Figura 3.20: (a) 3-ciclo de f e (b) 3-ciclo de f assintoticamente estavel, onde f(z) =
-2+ 2|z +1|.

secoes anteriores aplicadas a f*. Por exemplo, o teorema 3.1 pode ser modificado como

segue.

Teorema 3.7. Seja O(a) = {a = x(0),z(1),..x(k — 1)} um k-ciclo de uma fungao f,

continuamente diferencidvel. Entao:

(1) O k-ciclo O(a) € assintoticamente estdvel se
| f1(@(0)f (x(1))...f (x(k = 1)) [< 1,
(11) O k-ciclo O(a) € instdvel se
| f1(@(0)f((1))..f (z(k = 1)) |> 1.
Demonstracdo. Considere o sistema dinamico
z(n+ k) = g(x(n)),

onde g(z) = f*(x).
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(") (@) = F @) FE72@))s o () f () (3.14)
Logo, por inducao temos que
(@) = (f) (@) = f(fFH @) f (72 @), o f (@) f ().

No ponto z(0), encontramos que

g'(2(0)) = /(S (@(0)) £ (2 (@(0))... /' (f (x(0))) [ ((0))
f'la(k =10 f @k =2), ..., f(x(1) f'((0)).

Portanto, pelo teorema 3.1, temos que se

Q) | ¢ @(0) |=| f/(@k — 1) f (k- 2), ... f/(z(1)f'(2(0)) |< 1, entdo z(0) & assin-

toticamente estavel,

(ii) | ¢'(z(0)) |=| f'(x(k—1)f" (x(k—2),..., f'(x(1) f(x(0)) |< 1, entdo x(0) é insta-
vel.

]

Por exemplo, para o sistema dinamico (3.10), temos que
f(x) = 3,84 — 7.68x.
Entao, para o 2-ciclo de f, encontramos que
| £/(0,3676649341) f'(0,8927517325) |= 3.065600001 > 1.

Logo, pelo teorema 3.7, temos que o 2-ciclo desse sistema é instéavel.

Para o 3-ciclo do sistema, temos que
| £/(0,1494) f'(0,4880) f'(0,9594) |= 0,8755 < 1.

Portanto, pelo teorema 3.7, temos que o 3-ciclo é assintoticamente estavel. A figura

3.21 mostra o cobweb, que para trés condigoes iniciais distintas, caminha para o 3-ciclo.
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Figura 3.21: 3-ciclo assintoticamente estavel para o sistema x(n + 1) = 3.84z(n)[1 —

z(n)].
3.3 Bifurcacao.

Até esse momento estudamos o comportamento dos sistemas dindmicos discretos.

Nesta secao iremos identificar as formas como esse comportamento pode se alterar.

O termo bifurcacao esté associado a uma alteracao qualitativa no comportamento
de um sistema quando este depende de um ou mais parametros. Para valores especi-
ficos dos parametros, o sistema altera qualitativamente a sua dinamica. Esses valores

sao chamados de pontos de bifurcagao.

Para uma melhor compreensao do que é uma bifurcacao vejamos trés situacoes,

sendo a primeira adaptada de [10] e a terceira apresentada em |[7].

12 situacgao: Se apoiarmos uma régua plastica na posicao vertical sobre uma mesa,
enquanto exercemos uma forca no outro extremo, o sistema estara num ponto de equi-
librio. Se a forca aplicada for pequena, a posicao de equilibrio é estavel, ou seja a régua
permanecera reta, mas se exercemos uma for¢a maior, suficiente para para retiré-la
de sua posicao estavel, a régua inclinara para um lado ou para o outro. Temos entao
que existe uma forca f tal que se a forca aplicada for menor que f, o sistema possuira
somente um ponto de equilibrio: a régua reta. No entanto, se a for¢a exceder f, entao o
sistema possuira trés pontos de equilibrio, sendo dois estaveis: a régua inclinada para
a esquerda ou para a direita e um instavel: a régua reta. A forca f mencionada é um
ponto de bifurcacao, em que a forca exercida sobre a régua vai de valores inferiores
para valores superiores a f, ou seja, um ponto de equilibrio divide-se em trés pontos de

equilibrios.

22 situacdo: E facil de se observar o processo de ebulicdo da agua. O calor agita
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as suas moléculas, causando uma “tensao” sobre elas, umas sobre as outras, até o ponto
de ebuligao. Apods esse ponto, as moléculas se reorganizam em forma de vapor. Temos
entao que o comportamento da adgua, quando a temperatura esta abaixo da tempera-
tura de ebulicao é diferente de quanto esta acima. Portanto nesse ponto, ocorre uma

bifurcacao.

32 situagao: Se a velocidade v de um foguete for inferior a uma velocidade fixa
ve (velocidade de escape), ele ird descer de volta & Terra, mas se sua velocidade for
superior a v,, ele ird se libertar da forca gravitacional da terra e ird para outro espaco.
Logo, a velocidade v, é um ponto de bifurcagao.

Temos entao que um parametro desconhecido de um sistema, como a forga, a tem-
peratura e a velocidade podem, em determinadas situagoes, sofrer variagoes. Para
alguns valores do parametro, temos um ntimero m; de pontos de equilibrios mas para
outros temos um namero diferente de pontos de equilibrio ms, ou seja, o comporta-
mento qualitativo do sistema, como a mudanc¢a na natureza de um ponto fixo, muda

de acordo com os parametros do sistema.

Defini¢ao 3.3. Seja f,(x) uma familia de fungoes parametrizadas. Entio hd uma
bifurcagao em g se existe € > 0, de tal forma que, sempre que a e b satisfazer pg—e <
a < po € o <b< pug+e, entao a dindmica de f,(x) € diferente da dinamica de fy(x).
Em outras palavras, a dindmica da fungao muda quando o valor do pardmetro atravessa

0 ponto Ug.

Exemplo 3.11. Considere o sistema dindmico

z(n+1) = 5z(n) — [x(n)]* - p,
onde f(z) =5x —2*—pepckR

A solucao da equacao
r=5r—2°—p ou —a’+dr—pu=0 (3.15)
sao os pontos fixos * = 2 + /4 — u, somente quando p < 4.

Deste modo, temos que para pu < 4 existem dois pontos fixos: * =2+ /4 — e
x* =2 — /4 — u; para u = 4 existe o ponto fixo z* = 2 e para u > 4 nao existem

pontos fixos, ou seja, considerando N, o nimero de pontos fixos de f, encontramos que

2, parapu<4
N, =<1, parapu=4
0, para p > 4.
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Podemos observar que quando o valor do parametro atravessa o ponto g = 4 a

dindmica da funcao muda. Logo, pg = 4 é um ponto de bifurcagao desse sistema.
Agora vamos analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio desse sistema.

Derivando sucessivamente f(x) até a terceira ordem obtemos
fllxy=5-2z, f'(z)=-2 e [f"(z)=0.
Para z* = 2 — /4 — u, encontramos
Fe—Vi—p=1+2/1—p

Logo, pelo teorema 3.1, o ponto fixo z* = 2 — \/4 — pu € instavel quando

1+2y/4—pu>1 ou 1+2v/4—p<-—1,

ou seja, quando pu < 4, x* =2 — /4 — p é sempre instavel.

Para 2* = 2 + /4 — p encontramos

FR+VA—p)=1-2/4—p.

Logo, pelo teorema 3.1, o ponto fixo z* = 2 + /4 — p é assintoticamente estével

‘1—2~/4—u‘<1 ou —1<14+2y/4—p<l,

ou seja, quando 3 < p < 4.

quando

Verificando os pontos das extremidades, que sao: u = 3 e u = 4, encontramos que,
para p = 4,

rr=2+V4-4=2

onde

F2)=1 e f'2)=-2<0.

Logo, pelo teorema 3.2, o ponto fixo x* = 2 é instavel, mais precisamente semiestéavel

pela direita. Para p = 3, temos
r]=2—vV4-3=1 e z;=2++vV4—-3=3

onde

fQ)=3>1,f@3)=-1

g"(3) = ~2f"(3) - 3(/"(3))* = 0 — 3(4) = ~12 < 0.
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Logo, concluimos através dos teoremas 3.1 e 3.5 que os pontos fixos z* =1 e x* =3

sao, respectivamente, instavel e assintoticamente estavel.

Resumindo as informagcoes obtidas temos que

-Se 3 < p < 4 existem dois pontos fixos, * = 2 — /4 — 1, que ¢ instéavel e
r* = 2+ /4 — i, que é assintoticamente estével;

-Se ;1 = 4 existe o ponto fixo z* = 2, que é semiestavel pela direita e

-Se 1 > 4 nao existem pontos fixos.

Agora iremos apresentar um grafico que exibe todas essas informagoes obtidas sobre

a mudanca no comportamento da solucao.

3.3.1 Diagrama de Bifurcagao

O diagrama de bifurcacao é a representagao grafica do comportamento de um sis-
tema para cada valor do parametro de bifurcagao. Ele resume todas as informacgoes

obtidas anteriormente.

Para um sistema envolvendo um parametro pu, encontre todas os pontos fixos x*
como funcao de p e trace essas fungoes no eixo pux*. Encontre intervalos de p onde
cada um desses pontos fixos sao estaveis e desenhe setas verticais indo para eles. Nesses
mesmos intervalos, desenhe setas indo para longe dos pontos fixos instaveis e setas
adequadas para pontos fixos semiestaveis. Também desenhe setas ou para cima ou

para baixo para valores de u que nao apresentam pontos fixos.
Exemplo 3.12.

Para construgiao do diagrama de f(z) = 5z — x* — i, iremos primeiramente tracar
no eixo ux* o grafico dos pontos fixos x* = 2+ +/4 — p e em seguida desenhar as linhas
verticais, com setas adequadas a estabilidade de cada ponto fixo, para =3, u =4 e

=5 (Figura 3.22). Podemos fazer algumas observagoes sobre este diagrama:

-Na interse¢ao das linhas verticais com a pardbola temos os pontos fixos referentes a
cada valor de p, visto que x* depende de y;
-O ponto de bifurcacao da fungao corresponde ao vértice da parabola;

-Dentro da parédbola as setas estao voltadas para cima e fora da pardbola para baixo.

Temos entao que a figura 3.22 representa a estabilidade dos pontos fixos referentes a
trés valores de u. Para analisarmos de uma forma geral a estabilidade dos pontos fixos
para qualquer valor de pu, basta desenharmos setas na parabola conforme foi observado
anteriormente, ou seja, setas voltadas para cima dentro da pardbola e para baixo fora

da paréabola.



Bifurcagao. 76

4
{
31 L3
Coa ¥
ou
¥
o h!
B
®® ‘
1 odo 0 ° 7 .
i

Figura 3.22: Diagrama de bifurcagao dos pontos fixos da parabola z* = 2+ /4 —
com vértice (4,2). Linhas verticais correspondente a u = 3,4 e 5.

Observe que a figura 3.23 resume todas as informacgoes encontradas algebricamente
e que a parabola divide o plano em duas regioes, onde a direcao de cada seta é a mesma
para cada regiao.
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Figura 3.23: Diagrama de bifurcagao do sistema dinamico x(n+1) = 5z(n)—[z(n)]?—pu.
Os pontos fixos sao dados pela parédbola z* =2 £+ /4 — p.

Alguns tipos de bifurcagao: Se o valor de bifurcagao yy forma com os pontos fixos
uma curva em forma de U, aberta para a esquerda ou para a direita, tal como o
vértice da figura 3.23, entao este valor é chamado de bifurcacao sela né. Se o valor
de bifurcagao py dos pontos fixos estao intersecionando as curvas, entao este valor é
chamado de bifurcagao transcritica. Por fim, se o valor de bifurcagao pg forma com
os pontos fixos uma curva em forma de U, aberta para a esquerda ou para a direita,
com outra curva atravessando o vértice de U, entao este valor é chamado de bifurcagao
do pitchfork.

Exemplo 3.13.

Considere a equacao logistica

x(n+1)=px(n)(1—2z(n)), x€][0,1], u>0 (3.16)
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onde f(z) = px(1 —z).

A solucao da equacao
pr(l—z)=z ou z(p—pxr—1)=0

sao os pontos fixos x* =0 e z* = “Tfl

Note que para todos os valores de u, x* = 0 é um ponto fixo de f e que para

= “T_l € (0,1], com p # 1, exige-se que p > 1.

esse modo, temos que para e np = 1, existe o ponto fixo z* = 0 e para
D do, t <1 1, t to fi *=0

. -1 . . .
> 1, existem os pontos fixos x* =0 e z* = “T, ou seja, considerando N, o niimero

de pontos fixos de f encontramos que

, para pu <1,
NM = 17 para pt = ]-)
2, para pu > 1.

Podemos observar que quando o valor do parametro p atravessa o ponto u = 1, a

dindmica da fun¢ao muda. Assim g = 1 é um ponto de bifurcacao desse sistema.

Derivando sucessivamente f(z) = pz(l — x) até a terceira ordem obtemos
fll@)=p—2zp, f'la)=-2p e ["(z)=0.
Para o ponto fixo * = 0, encontramos
f(0) = p.
Logo, pelo teorema 3.1, * = 0 é estavel quando
| l<1,
ou seja, quando 0 < p < 1 e instavel quando
| p > 1,

ou seja, quando p > 1.

Para o outro ponto fixo, z* = ’“‘7_1, obtemos

()
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Logo, pelo teorema 3.1, x* = ’%1 ¢é assintoticamente estavel quando
|l—p+2/<1 ou—1<—p+2<1,
ou seja, quando 1 < p < 3 e instavel quando
|—p+2[>1,

ou seja, quando p < 1 e pu > 3.

Verificando os pontos das extremidades, que sao: u =1 e p = 3, encontramos que,
para p = 1,
=0, f[(0)=1 e f"(0)=-2<0.

xr =

0
1
Logo, pelo teorema 3.2, o ponto fixo * = 0 é semistavel pela direita. E para yu = 3,

-1 2 2
CC'*:3—:—7 f, —_ :—]_
3 3 3

///2__ ///2_//22__ Z_l—__4
o (5) = (5) - (5) —oma() -5 <

Logo, pelo teorema 3.3, o ponto fixo z* = % ¢ assintoticamente estavel.

Resumindo as informagoes obtidas para 0 < pu < 3 (figura 3.24), temos que

-Se 0 < p < 1 existe o ponto fixo z* = 0, que ¢é assintoticamente estavel,
-Se ;1 = 1 existe o ponto fixo z* = 0, que é semiestavel pela direita e
-Se 1 < p < 3 existem dois pontos fixos, z* = 0, que é instavel e x* = “T_l, que €

assintoticamente estével.

Agora analisaremos o 2-ciclo de f. Para encontré-lo, vamos resolver a equagao
f?(x) = x, ou seja,
prr(l— )1 — pz(l —2)] — 2 =0. (3.17)

Esta equacao possui quatro pontos fixos. Dentre esses pontos, dois deles, pelo

teorema 3.5, sao também pontos fixos de f, obtidos resolvendo a equacao

r—ux?—x=0. 3.18
px — fu (3.18)

pn—1

Para eliminarmos, dos pontos fixos de f2, os pontos fixos de f: z* =0 e 2* = =
dividiremos o lado esquerdo da equacgao (3.17) pelo lado esquerdo da equagao (3.18),

ou seja,
prr(l—z)[1 —pz(l —z)] -z

Wr — pr? —x

pr?® — p(p+ Dz + (p+1). (3.19)
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Figura 3.24: Diagrama de bifurcagao do sistema z(n+ 1) = puxz(1 —z) para 0 < p < 3.

Pontos fixos s@o dados pela linha z* = 0 e pela curva z* = “%

—

Temos entdo, pelo teorema 3.5, que as duas raizes, x; e o, de (3.19) formam o

2-ciclo
vy = (A=) = V(= 3)(ut 1]
20 ’
2y = =) V=3 + 1))
20 '

Observe que os pontos periddicos x; e x5 do 2-ciclo s6 existem para p > 3, visto
que /(1 —3)(u+1) > 0.

Entao, se considerarmos N, o niimero de pontos periédicos do 2-ciclo de f, encon-
tramos que

0, parap <3,
N# = 07 para ft = 37
2, para pu > 3.

Logo, p = 3 é um outro ponto de bifurcacao desse sistema.

Analisando a estabilidade encontramos, pelo teorema 3.1, que o 2-ciclo é estavel se

|f (o) f(21)] < 1

ou
—1 < p?(1 = 2z)(1 — 271) < 1, (3.20)

que resulta em
3<pu<1+vV6~ 3,44949.
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E instavel se
| f (o) f (1) > 1

ou
|12 (1 = 2a0) (1 — 221)| > 1,

que resulta em
p> 1+ 6.

Para o ponto i, = 14 v/6 obtemos
f/<f]f0) = _2+\/§7 f/(.fl'1> = _1_\/57

[FPzo)] = (=24 V2)(-1=V2) = -1 e [g(x)]" ~ —836.43129 < 0.

Logo, pelo teorema 3.3, concluimos que o 2-ciclo ¢ estavel.

Para encontrarmos o 4-ciclo de f resolvemos a equacgao f*(x) = z. Realizando os cal-
culos, utilizando o Maple, encontramos que existe um 22-ciclo quando p > iy = 1++/6,
que é estavel para 1 + V6 < 1 < 3.544090... e instavel para p > s = 3.544090....
Temos entao que a funcao sofre uma outra bifurcacao quando pu = puq, ou seja, o 2-ciclo
bifurca para 2%-ciclo. J4 o 22-ciclo existe quando p > s = 3.544090..., que é estével
para 3.544090... < u < p3 e instavel para y > uz. Entao, quando p = s o 2%-ciclo bi-
furca para 23-ciclo. O novo 23-ciclo existe para j > us3, que é estavel para ps < p < jig
e instavel para p > py. Entdo, quando pu = us, o 23-ciclo bifurca para 2*-ciclo. Esse
processo de duplicar a bifurcacao continua indefinitivamente. Assim, temos uma se-
quéncia {u, }>2,, onde em p,, existe uma bifurcagao de um 2" '-ciclo para um 2"-ciclo
(Figuras 3.25 e 3.26).

Figura 3.25: Diagrama de bifurcagao parcial para f,.

A tabela 3.27 2 nos fornece as seguintes observacoes:

(i) A sequéncia {u,} parece convergir para o nmero fio, = 3.57;
(i) O quociente tr—tn=t
Hn+1—Hn

chamado de ntimero de Feigenbaum.

parece tender para o ntimero § = 4.6692016... Este numero é
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Figura 3.26: Diagrama de bifurcacao de f,.

Figura 3.27: Tabela de Feigenbaum.

A seguir, apresentaremos alguns modelos de dindmica populacional, onde sao uti-

lizados os teoremas apresentados para a analise de pontos de equilibrio.

3.4 Aplicacao: Modelos Discretos de Dinadmica Po-

pulacional

Os modelos discretos de Dinamica Populacional sao utilizados com o intuito de se
fazer previsoes, que sao fundamentais no planejamento de um desenvolvimento sus-
tentéavel. Os modelos matematicos formulados com equacgoes discretas aparecem com
frequéncia em Biologia, pois em geral, as populacoes se reproduzem em intervalos de
tempos bem determinados. Nesta secao apresentaremos alguns modelos discretos clés-
sicos de Dinamica Populacional e observamos o comportamento das solugoes através

da analise dos pontos de equilibrio.

1. Malthus e Verhulst discretos

2A tabela 3.27 foi retirada de [3]
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Seja z(n) o tamanho de uma populagdo no tempo n. Se u é a taxa de crescimento
de uma geragao para outra, o modelo matemético mais simples, envolvendo equagoes

de diferencas, ¢ dado por
x(n+1) = px(n), paran > 0. (3.21)

Se a populagao inicial é dada por z(0) = zg, entao

z(1) = pxo
x(2) = ptwg
z(3) = pizg

Assim, por Inducao Finita, encontramos que
z(n) = p"xg

¢ a solugdo de (3.21).

Se u > 1, entdo x(n) cresce indefinidamente com o passar do tempo, ou seja,
lim z(n) = co. Se u =1, entdo lim x(n) = xo, Yn > 0, com n € Z*, significando que
n—oo n—oo

o tamanho da populagao é constante. E se u < 1, entdao lim z(n) = 0 e a populagao
=
serd extinta. Entretanto, para muitas espécies, nenhum ndecéoses casos é valido, como
por exemplo a populacao crescer sem limite, tendo em vista que necessita de recursos
ilimitados para tal. Além disso, temos também problemas derivados do superpovoa-
mento, tais como competicao dentro da mesma espécie e entre espécies. Por esta razao
introduziremos na equagao (3.21), denotando por y(n) o tamanho da populagao no ins-
tante n, um termo inibidor de crescimento, dado por —by(n)?. Como os recursos sao
limitados, havera uma competicao por eles, que é proporcional ao niimero de encontros

entre os mesmbros da espécie e isto é dado por y(n)?. Assim, temos a equagao

y(n+1) = py(n) — by(n)?, (3.22)
onde b > 0 é constante.

Se em (3.22) tivermos x(n) = %y(n), w # 0, entao

z(n+1) = pz(n)(1 — x(n)), (3.23)

onde f(x) = px — p?.

Esta é uma equacao de diferencgas nao linear de primeira ordem, chamada de equagao

logistica discreta. Como nao é possivel obter a solugao analitica para (3.23), faremos o
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estudo dos pontos de equilibrio de (3.23), isto é, f(z*) = pz* — pr® = z*. A solucdo

< s —1
dessa equacao sao os pontos fixos: z* =0e z* = (Mu ),

Note que para todos os valores de p, z* = 0 é um ponto fixo de f e que para

= “T_l € (0,1], com p # 1, exige-se que p > 1.

Derivando sucessivamente f(x) = puz(l — x) até a terceira ordem obtemos

fl@)=p—2zp, f'(@)=-2p e [f"(x)=0.

Para o ponto z* = 0, temos que

f(0) = p.
Logo, pelo teorema 3.1, o ponto de equilibrio x* = 0 é assintoticamente estéavel
quando
| pl<1,
ou seja, quando 0 < p < 1.
Para o outro ponto, z = M, temos que
-1
1
Logo, pelo teorema 3.1, o ponto de equilibrio x* = “T_l ¢é assintoticamente estavel

quando
|—p+2<l=-1<-p+2<1,

ou seja, quando 1 < p < 3.

Verificaremos agora os valores extremos deste intervalo, que sao = 1 e u = 3.

Para ¢ = 1, o tinico ponto de equilibrio é x* = 0. Como

f0)=1 e [f'(0)=-2#0,

pelo teorema 3.2, o ponto de equilibrio z* = 0 é instavel se 4 = 1. Mais precisamente

semistavel pela direita. Para u = 3,

3-1 2 /2
*:—:— —_ :—1
Ty Ty f(3)

() () <[ (O s

Logo, pelo teorema 3.3, o ponto de equilibrio z* = % é assintoticamente estavel.

Resumindo as informagoes obtidas para 0 < p < 3 temos que



Aplicacao: Modelos Discretos de Dindmica Populacional

-se 0 < u < 1 existe o ponto fixo z* = 0, que é assintoticamente estavel,
-se ;= 1 existe o ponto fixo z* = 0, que é instavel e
-se 1 < pu < 3 existem dois pontos fixos, * = 0, que ¢é instavel e z* = %, que é

assintoticamente estavel.

A figura 3.28 mostra o cobweb de (3.23) quando p = 2,8 e z(0) = 3. Neste caso,
temos os pontos de equilibrio: z* = 0 e z* = 1%, que parecem ser, respectivamente,
instavel e assintoticamente estavel. Neste caso, f(x) = 2,8z — 2,82z% e, consequente-
mente

!

F(z) = —5,60 +2,8.

Da anélise realizada anteriormente, temos que |f'(0)| = 2,8 > 1 e |f’(%)| =0,8 <1,

0 que comprova as nossas observacoes em relagao ao cobweb do sistema.

= = = o o =

Figura 3.28: Estabilidade dos pontos de equilibrio: z* =0 e z* = 1% da equagao (3.23)
para p = 2.8.

2. Modelo de Varley, Gradwell, e Hassell

Este modelo, apresentado em 1973, consiste em uma tnica equacao:
= A nps
N({t+1)=—=N(t)"",
a

onde A ¢ a taxa de reproducao, assumida ser maior que 1 e éN (t)=" & a fracao da
populagdo que sobrevive desde a infancia até a vida adulta reprodutiva. A equagao

fica melhor compreendida se estiver na forma

N(t+1)= (lN(t)—ﬁ) (AN (1)), (3.24)

(67
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onde «, # e A sao maiores que zero. Uma vez que a fracao de sobreviventes pode ser no
méximo igual a 1, vemos que a populagao deve exceder um certo tamanho, N(¢) > N,

para que este modelo seja biologicamente viavel.

O ponto de equilibrio é dado pela solucao da equacgao

A _
ZNYP_N = 0, ou seja,

o)
_ 5
v-(3)"

o
A

Derivando sucessivamente f(N) = 2N1=7 até a terceira ordem obtemos

PO = 20BN, ) = 2B BN e ) = 23— N

«

@l

Para o ponto, N = (ﬁ) , temos que

()

Logo, pelo teorema 3.1, o ponto de equilibrio N = (g)

wl=

¢é assintoticamente estavel
quando
—1<1—-p8<1, ouseja, 0 < < 2.

Consideramos em (3.24) 3 > 0, pois = 0 é uma situagdo em que a sobrevivéncia
A

@’

nao ¢ dependente da densidade, isto é, a populagao cresce a uma taxa

Verificaremos entao, o limite superior § = 2. Temos que

=@ (@)
()= () o () -

Observe que nao podemos analisar este caso através do teorema 3.3, visto que

7 ((2)*) =0,

Nao é evidente do ponto de vista intuitivo porque os valores de [ maiores que 2

nao sao compativeis com a estabilidade.

3. Modelo de May
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A equacao de diferenca

M)

N(t+1) = Nt)er=x), (3.25)

onde r e K sao constantes positivas, foi apresentada em 1975 e é considerada, por
algumas pessoas, analoga a equacao diferencial logistica. Ela modela o crescimento
populacional de uma espécie em um ambiente que possui uma capacidade suporte K,
ou seja, o ambiente suporta um nivel méximo de populaggo N = K. A expressao
A= edl_y) indica que a taxa de reproducao depende da densidade populacional.
Observe em (3.25) que se considerarmos A como uma fun¢ao de N, a populagao so iré

continuar a crescer e a se reproduzir se N < K.

Os pontos de equilibrio sao dados pelas solugoes da equacao

Ner(-%) — N = 0, ou seja,
N=0eN=K.

. . 1-N , .
Derivando sucessivamente f(N) = N e"(1"%) até a terceira ordem encontramos que

, oxy N7 on ., re"("%) (—2K + Nr)
F(NY) = el K)—?e< K, f(N) = = e
r2er(1-%) — Nr
F7(N) = }({?;K Nr)

Para o ponto N = 0, temos
f(0)=¢" > 1, pois r > 0.

Logo, pelo teorema 3.1, o ponto de equilibrio N = 0 ¢ instéavel.

Para o outro ponto, N = K, temos que
f((K)y=1-r.

Logo, pelo teorema 3.1, o ponto de equilibrio N = K & assintoticamente estavel
quando

—1<1—7r<1, ouseja, 0 <r < 2.

Analisaremos o caso r = 2 pois se = 0, a populacao é constante. Assim, para
r = 2 temos

N=K [(EK)=-1 e g¢"(K)=-2f"(K)~3f"(K}= 3 <0.
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Logo, pelo teorema 3.3, o ponto de equilibrio N = K & assintoticamente estavel
quando 0 < r < 2.

Para uma melhor compreensao, visualizaremos graficamente os comportamentos
dos pontos de equilibrio de (3.25) para diferentes valores de r. Consideremos K = 10.

Observe que, para esse valor, temos os pontos de equilibrio: N =0 e N = 10.

1° caso: » =10,9.

Figura 3.29: Os pontos de equilibrio N = 0 e N = 10 do modelo de May sio, respecti-

vamente, instavel e assintoticamente estavel(r = 0,9).

A figura 3.29 ilustra a instabilidade de N = 0 e a estabilidade de N = 10, para
r=20,9.

2°caso: r = 4.

Podemos observar, através do cobweb da figura 3.30, que os pontos de equilibrio
N =0 e N = 10 parecem ser instaveis, o que pode ser comprovado pela analise de
estabilidade realizada.

3° caso: r = 2.

Podemos observar, através do cobweb da figura 3.31, que os pontos de equilibrio:
N =0 e N = 10 parecem ser, respectivamente, instével e assintoticamente estével,
o que pode ser confirmado pelo modelo de May, visto que N = 0 é sempre instéavel

quando r = 2.

4. Modelo de Hassell
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Figura 3.30: Os pontos de equilibrio N = 0 ¢ N = 10 do modelo de May sdo instaveis
(r=4).

- = = = =

Figura 3.31: Os pontos de equilibrio N = 0 e N = 10 do modelo de May sdo, respecti-

vamente, instavel e estavel (r = 2).

A equacao de diferenca
N(t+1) = AN(#)(1+aN(t))™?, (3.26)

onde A > 0,a > 0eb > 0, foi apresentada em 1975. Ela é encontrada em Biologia como
uma descri¢ao do crescimento de populagoes com densidade limitada. O parametro A
é uma taxa de crescimento e as constantes a e b também estao relacionadas com a

densidade populacional.
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Os pontos de equilibrio sao dados pelas solu¢oes da equacao

AN(1+aN)™" - N =0, ou seja,

Ao — 1
—.

N=0eN =

@\»—‘

Do ponto de vista biolégico, N = 22=L existe, se e somente se,

Av —1
a

> 0,

ou seja, quando \ > 1.

Derivando sucessivamente f(N) = AN(1+aN)~° até a terceira ordem encontramos
que

Mba(1 +aN)=°(=2 — aN + Nba)
T+ aNy?

f'(N) = A14+aN)"[1=baN(1+aN)"Y, f"(N)=

F"(N) = —Aba®(1 + GN)fb(—3b + Nb*a — 3 —aN)
(1+aN)3 :

Para o ponto N = 0, temos que

£1(0) = A

Logo, pelo teorema 3.1, o ponto de equilibrio N = 0 é estével quando 0 < \ < 1.

\»—t

Ab —

, temos que

1
f (Abc:l) — 1~ b+ bAT,

Logo, pelo teorema 3.1, o ponto de equilibrio N = 22=1

Para o outro ponto, N =

[

¢é assintoticamente estavel
quando
—1<1—b+bXA5 <1, ouseja, 0<b(l—A"1)<2.

A desigualdade
b(1—A"5) >0 (3.27)

-

b

é sempre Vahda quando X\ > 1, ou seja, quando N = L existe. Para a desigual-

dade b(1 — A"%) < 2, temos que

1 1 2 1 2
b(l—A_3)<2<—>(1—A_5)<E<—>—)\_3<g—1<—>

—2
> bT (3.28)

Se 0 < b < 2, a desigualdade (3.28) ¢ satisfeita. Ja se b > 2,

o=

A
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>Z)_TQ<—>_Tlln)\>lnb;2HlnA<—blnb_2

B _ —b
\ < e—blnb_T2 — 61n(b;bz) ’ S A< (bTQ) .

—

o=

-

Verificaremos agora os pontos das extremidades, que sao b(1 — )\_%) =0eb(l—
)\_%) = 2. Para b(1 — )\_%) =0, ou seja, A = 1, temos que o tnico ponto de equilibrio
& N =0. Assim,

N =0, f(0)=1e f'(0)=—2\ba # 0.

Logo, pelo teorema 3.2, o ponto de equilibrio N = 0 é instavel.

E para o ponto b(1 — )\_%) = 2 temos que o ponto de equilibrio nao trivial é dado

por N = —2_. Assim,

-2)a
o) = () -5

” 2 _ (a®* — 3a*b — 4a®)(b — 2)?
/ ((b = 2>a) - b

" 2 —2a° 4 3 2
2

Logo, pelo teorema 3.3, o ponto de equilibrio N = a ¢ assintoticamente estavel.
Para uma melhor compreensao, visualizaremos graficamente o comportamento dos

pontos de equilibrio de (3.26). Para isso atribuimos valores distindos aos parametros.

1° caso: A\=10,a=3eb=>5.
Podemos visualizar, através do cobweb da figura 3.32, que os pontos de equilibrio:
N =0e N = 0,2 parecem ser, respectivamente, instével e assintoticamente estavel, o

que pode ser comprovado pela analise de estabilidade realizada.

2° caso: A=0,9,a=3eb=0,1.
Podemos visualizar, através do cobweb da figura 3.33, que os pontos de equilibrio:
N =0e N =~ —0, 33 parecem ser, respectivamente, assintoticamente estavel e instével,

o que pode ser comprovado pela analise de estabilidade realizada.

Podemos perceber nos modelos anteriores que a existéncia dos pontos de equilibrio
pode depender ou nao dos parametros envolvidos nos modelos, assim como a estabili-

dade dos mesmos. Outros modelos unidimensionais podem ser encontrados em [9].
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Figura 3.32: Os pontos de equilibrio N = 0 e N ~ 0,2 do modelo de Hassel sao,

respectivamente, instavel e assintoticamente estavel (A =10, a =3 e b = 5).

044

0.24

T
-04 } -0.2 0.2 04 X

1] 0.2 4

-0.4 4

Figura 3.33: Os pontos de equilibrio N = 0 e N ~ —0, 33 do modelo de Hassel sdo,

respectivamente, assintoticamente estavel e instavel (A =0,9, a =3 e b=0,1).

Apresentamos, neste capitulo, critérios de estabilidade dos pontos de equilibrio de
alguns tipos de equagoes de diferengas lineares para analisarmos o comportamento das
solugoes dessas equagoes. Em seguida, nogoes de pontos periddicos, ciclos e bifurcagao.
Por fim, modelos discretos da Dinadmica Populacional.

Até este momento estudamos equacoes de diferencas de primeira ordem. No proxi-

mo capitulo estudaremos equacoes de diferencas lineares de ordem superior.



4 Equacoes de diferencas de ordem

superior

Neste capitulo, estudaremos as equacgoes de diferencas lineares de ordem superior.
Equagoes deste tipo ocorrem em véarias areas do conhecimento, como Fisica, Economia,
dentre outras. No decorrer do capitulo apresentaremos algumas defini¢oes importantes

para o estudo das equagoes de ordem superior.

4.1 Teoria Geral das Equacoes de Diferencas Lineares
Definicao 4.1. Uma equacgao de ordem k diz-se linear se tiver a sequinte forma

yin+k)+a(n)yin+k—1)+ ...+ ap(n)y(n) = g(n), (4.1)
que também pode ser escrita como

yn+k)=—-a;(n)yin+k—1)— ... —ar(n)y(n) + g(n) (4.2)

onde a;(n) e g(n) sao fungoes a valores reais definidas para n > ng e agx(n) # 0 para
todo n > nyg.

Se g(n) = 0, a equagao (4.1) é chamada homogénea; caso contrario nao homogénea.

Exemplo 4.1. A equagao de diferenga
n—+1 9
yn+4) = Ty(n +3)+y(n+2)—2ny(n+1) —y(n)+n°—1 (4.3)

¢ linear, de ordem 4 e nao homogénea. Neste caso a(l) = ”T“, a(2) =1, a(3) = —2n,
a(4) =-1leg(n)=n?—1.

Sey(1) =1,y(2) = 0,y(3) = =1 ey(4) = —2, para calcularmos y(7) basta substituir

92
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em (4.3) o valor de n = 3. Assim,

(7) = 50(6) +y(5) — 6y(4) ~ y(3) + 9~ 1
= 29(6) + ()~ 6(-2) (1) +8
zgy(6)+y(5)+12+1—|—8
= 2(6) +(5) + 21

onde

(6) = 2(5) +y(H) — 4y(3) — y2) + 4 — 1 = 2=6) ~2—4(~1) ~0+3 = —4,
Logo,
y(7>—§(—4>_6+21—%16+15—?

Observe que, conhecendo os valores de y(z) para 1 < z < k, podemos encontrar

todos os valores de y(n) para n > k.

Se especificarmos em (4.1) os dados iniciais da equagao, somos levados para o proble-

ma de valor inicial,
y(k+n) +ai(n)y(n+k —1) + ...+ ar(n)y(n) = g(n), (4.4)
y(no) = ao, y(no+1)=ar,...y(no+k—1)=ap (4.5)
onde ag, aq,...,ar_1 SA0 NUMeros reais.
Teorema 4.1. O problema de valor inicial (4.4) e (4.5) tem uma unica solugio y(n).

Demonstragao. De (4.4) temos que

yn+k) = f(n,yn),yn+1),...,y(n+k—1)).

Para n = ng,ng + 1,n¢ + 2, ... segue que

y(k +no) = f(no,y(no),y(no + 1), y(no + 2), ..., y(no + k — 1))
ylk+ (ng+1)) = f(no+ 1,y(no +1),y(no + 2), ..., y(no + k))
ylk+ (no+2)) = f(no+2,y(no +2),y(no + 3), ..., y(ng + k + 1))
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Os valores de ng, y(no+1),...,y(no+k—1), dados em (4.5), nos fornecem o valor para
y(k+np), que nos fornece o valor para y(k+(no+1)) e assim sucessivamente, de maneira
tnica. Assim se z(n) e y(n) sdo duas solugoes de de (4.4) e (4.5) e se os primeiros k

valores coincidem, isto é, xo = Yo, T1 = Y1,...,Tk—1 = Yr_1, entao x(n) = y(n). O]

Nesta secao desenvolveremos a teoria geral das equagoes de diferencas lineares ho-

mogéneas de ordem k com g(n) = 0, ou seja,
yin+k)+a(n)yin+k—1)+ ... + ax(n)y(n) = 0. (4.6)
Comecaremos introduzindo trés importantes definigoes.

Definigao 4.2. As fungoes f;(n), i = 1,2, ...,k sao linearmente dependentes para todo

n > ngy se existem constantes a;, nao todas nulas, tais que

k
Zaifi(n) =0, n > ng.
i=1

Observe que se a; # 0, entao podemos dividir (4.6) por a; para obtermos

Q;

fi(n) = —= fi(n) — Z—jf2<n> e Z—’;fk(n)

a;

i#j 7

(4.7)

Temos entao que cada f; com coeficiente diferente de 0 é uma combinacao linear
dos outros f/s. Assim duas fungoes f1(n) e fo(n) sdo linearmente dependentes se uma
¢ multipla da outra, ou seja, f1(n) = afz(n), para alguma constante a.

Caso contrario, temos independéncia linear.

Definigao 4.3. As fungoes fi(n), i = 1,2,...,k sao linearmente independentes para
todo n > ng se

k
mmplica a; =0, paratr=1,2, ..., k.

Exemplo 4.2. Mostraremos que as fungoes
(a) 5", nb" e n?5" sdo linearmente independentes para n > 1,

(b) 57, 3.5"%2 " sao linearmente dependentes.

(a) Suponha que para as constantes aj, as e as,
a15™ + agnd"™ + asn?5" = 0, para todo n > 1. (4.8)
Dividindo (4.8) por 5", encontramos que

ai + asn + azn® =0, para todo n > 1.
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Esta equagao pode ter um ntmero infinito de raizes somente se a; = as = az = 0,

que estabelece a independéncia linear das fungoes.

(b) Suponha que para as constantes ¢y, ¢y € c3,

15" + 235" 4 cge™ = 0 = (c1 + T5cy)5" + cze™ = 0. (4.9)
Escolhendo ¢; = —75¢,, onde ¢y # 0 e ¢3 = 0, encontramos que
05" + 0e" =0,

que estabelece a dependéncia linear das funcoes.

Definigao 4.4. O conjunto de k solu¢des linearmente independentes de (4.6) € chamado

de conjunto fundamental de solugoes.

A indentificacao de um conjunto de soluc¢oes linearmente independentes, em muitos
casos, nao ¢ imediata usando a definigdo. Apresentaremos um método simples que
utiliza o chamado Casoratian W(n), anélogo discreto do Wronskiano em equagoes

diferenciais.

Definigao 4.5. O Casoratian W(n) de solugdes x1(n), z2(n), ..., xx(n) € dado por

21(n) 22(n) v apln)
Wn) = det xl(n‘—k 1) za(n+1) .. ap(n+1) (4.10)
x1<n+}— 1) za(n+r—1) . apntr—1)
Exemplo 4.3. Considere as equagdes
r(n+3)=3zx(n+2)+3z(n+1)—x(n)=0 (4.11)
e z(n+3)+x(n+2) —8x(n+1) — 12z(n) = 0. (4.12)

Mostraremos primeiramente que as sequéncias {1,n,n*} e {3", (=2)", (—2)"*3} sdo
solugoes, respectivamente, das equagoes (4.11) e (4.12) e em seguida encontraremos o

Casoratian das sequéncias acima.
Temos que {1,n,n%} sdo solugdes de (4.11) pois
1-3+4+3+(-1)=0,

n+3)—3n+2)+3n+1)—mn=n+3-3n—6+3n+3—-—n=0
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(§]
(n+3)2=3(n+2)2+3n+1)>—n*=n*+6n+9—-3(n*+4n+4)+3(n*+2n+1)—

=n?4+6n+9—-3n2—12n—12+3n*+6n+3—n%=0.
De (4.10), encontramos que

1 n n?

W(n)=det |1 n+1 (n+1)?

1 n+2 (n+2)?
n+1 (n+1)?
n+2 (n+2)>

1 (n+1)> 1 (n+1)
1 (n+2)? 1 (n+2)
=(n+1)n+2°-(n+1)°*n+2)—n((n+2)°—(n+1)%) +n*((n+2)
—(n+1)=n"+3n+2—-n2n+3)+n*1) =2.

2

Analisaremos agora a equagao (4.12).

Temos que 3™, (—2)", (—2)""3 sdo solugoes de (4.12) pois
33 pgnt2 g 3t 123" = 27.3"49.3"—24.3"—-12.3" = 3"(274+9-24—12) = 3"(0) = 0,

(—=2)"3 4 (=2)"F2 — §(=2)" ! —12(—2)" = (=2)" (=8 + 4+ 16 — 12) = (—2)"(0) = 0

(—=2)" 0 (=2)" 5 —8(—2)" T —12(—2)"" = (=2)"(64—32—128+96) = (—2)"(0) = 0.

(4.10), encontramos que
—2)n (=2)"*3
) = det 37“rl —2 ntl (=)t
3n+2 _2 n+2 (_2>n+5
e | L T
(22 (~2) gnt2 (Z9)
= 3"(0) = (=2)"(3"(=2)"(=240)) + (=2)"*(3"(~2)"(30))
= 240.3"(—2)*" + 30.3"(—2)*"*3
= 240.3"(—2)*" + 30.3"(—2)*".(-2)*
= 240.3"(—2)*" — 240.3"(—2)*" = 0.

3n+1 (_2)n+1

n+3
+ (—2) 3n+2 (_2)n+2

Apresentaremos agora uma outra féormula, chamada férmula de Abel, para calcular
o Casoratian W(n). Em seguida verificaremos a independéncia linear das solugoes
através de W(n).
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Lema 4.1. (Lema de Abel) Seja x1(n),xa(n),...,xr(n) solugoes de (4.6) e W(n) o seu

Casoratian. Entao, para n > nyg,

vwm:«wmwﬂﬁj%w)wmw (4.13)

1=nQ

Demonstracao. Seja x1(n), x2(n),...,xr(n) solugdes independentes de (4.6). Entao, por
(4.10), obtemos que

ri(n+1) zo(n+1) ... zp(n+1)

Win 1) = det | 10T T E2 2 (4.14)

ri(n+k) xo(n+k) zi(n+ k)

De (4.6), temos que, para 1 <i < k,
zi(n+ k)= —ar(n)z;(n) — ... —as(n)x;(n + k — 2) —a1(n)x;(n +k —1).  (4.15)

Substituindo (4.15) em x;(n + k), x2(n + k),...,zx(n + k) encontramos, de (4.14),
que

ri(n+1) x2(n+1) ... z(n+1)
Wit 1) = det xl(n:—ir 2) $2<n:+ 2) . : xk(n:—l— 2) | (4.16)
ri(n+k) zo(n+k) ... zp(n+k)
onde z1(n + k) = —ap(n)z1(n) — ... — as(n)zy(n + k — 2) — ay(n)xi(n + k — 1),
ro(n+k) = —ag(n)za(n) — ... —as(n)xas(n+k—2) —a;(n)xes(n+k—1) e zp(n+ k) =
—ag(n)zk(n) — ... —as(n)zp(n + k —2) — a1 (n)zg(n + k — 1).

Usando as propriedades dos determinantes vem que
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ri(n+1) xa(n+1) zr(n+1)
(et r1(n+2) ma(n+2 xi(n +2)

= —ay(n)(=1)"""det ni(n+2) w2(n+2) .. xp(n+2)

:cl(n.—i— 1) xz(n‘+1) xk(n‘—i—l)

Assim,

W(n+1) = (=Dka(n)W(n). (4.17)
Usando a formula (2.10), a solucao de (4.17) ¢ dada por

W(n) = [ﬁ(—l)kak(i)] W(no) = (‘Ukm_m) (1:[ ak@)) W(no).

i=ng i=ng

Se (4.6) tem os coeficientes constantes, entao
W(n) = (=10 "W (no).
[

O proximo colorério facilitard a verificagao da independéncia linear das solugoes.

Corolario 4.1. Suponha que ar(n) # 0 para todo n > ng. FEntao o Casoratian
W(n) # 0 para todo n > ngy se e somente se W(ngy) # 0.

Demonstragao. (=) Como ag(n) # 0 para n > ny podemos escrever (4.13) da seguinte

forma

W(n)
(_1)k(nfn0) H:L;nlo ak(i) '
Considerando W (n) # 0 temos que W (ng) # 0.

W(ng) =

(<) Da hipodtese vem que H?;T}O arp(i) # 0 e W(ng) # 0. Assim, de (4.13), encon-
tramos que W(n) # 0.
[l

Temos entdo que, para verificarmos se o Casoratian W (n) # 0, para todo n € Z*,
basta testar se W(0) # 0. Observe que podemos sempre escolher o ny mais adequado
para calcular W (ny).

Agora examinaremos a relacao entre a independéncia linear das solugoes e seus

Casoratian.
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Teorema 4.2. O conjunto de solugoes x1,xs,...,x de (4.6) é um conjunto fundamental

se e somente se para algum ng € Z*, o Casoratian W (ng) # 0.

Demonstragao. (=) Suponha que o conjunto de solugoes x1(n),x2(n),...,xx(n) de (4.6)
é um conjunto fundamental, ou seja, de acordo com a definicao 4.4, é um conjunto

linearmente independente. Entao existem costantes aq, as, ..., ax tal que
ar1z1(n) + asza(n) + ... + apzr(n) = 0, para todo n > ny

com ng € Z+.

Generalizando para k equagoes, encontramos

a1x1(n) + agxa(n) + ... + agrg(n) =0
axi(n+1) +asxs(n+ 1)+ ... +apxp(n+1) =0
a1z (n+2) + asra(n+2) + ... +agrg(n +2) =0

ari(n+k—1)+axn+k—1)+ ... +azr(n+k—1) =0,
que também pode ser escrita como
X(n)¢=0 (4.18)

onde

ri(n+1) zo(n+1) ... xp(n+1)

rin+k—1) zan+k—-1) ... ap(n+k—1)

ai

ag

Qg
O sistema de equagoes (4.18) tem somente a solugao trivial, ou seja, a; = ay = ... =
ar = 0, se a matriz X (n) for inversivel, isto é, se

detX(n) =W(n) #0 para todo n > ny.
Assim, pelo corolario 4.1, W(ng) # 0.
(<) Suponha que W (ng) = detX (ng) # 0. Entéo o sistema de equagoes (4.18) tem

somente a solucao trivial. Logo as soluc¢do z1(n),re(n),...xx(n) de (4.6) formam um
conjunto fundamental. O
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Exemplo 4.4. Considere as sequéncias {1,n,n%} e {3", (=2)", (=2)""3}, solugdes res-
pectivamente das equagdes (4.11) e (4.12) do exemplo 4.3. Verificaremos se formam

um conjunto fundamental de solugoes das suas respectivas equagoes.

Verificamos no exemplo 4.3 que {1,n,n?} e {3",(—2)", (—2)""} sdo respectiva-
mente solugoes das equagoes (4.11) e (4.12). O Casoratian das solugoes {1,n,n?} é

dado por
1 n n?

W(n)=det |1 n+1 (n+1)>
1 n+2 (n+2)?

Para n = 0, encontramos que

W(0) = det =240,

— =
N — O
I )

Logo, pelo teorema 4.2, as solucoes {1,n,n*} formam um conjunto fundamental.

J& o Casoratian das solugoes {3", (—2)", (—2)"*3} ¢ dado por

»o (2 (o
W) = det |71 (=21 (-2
gn+2 (_2)n+2 (_2)n+5

Para n = 0, encontramos que

1 1 -8
W) =det |3 —2 16 | =0.
9 4 —32

Logo, pelo teorema 4.2, as solugoes {3", (—2)", (—2)""3} sdo linearmente depen-

dentes e nao formam um conjunto fundamental.

Apresentaremos agora o teorema fundamental das equagoes de diferencas lineares

homogéneas.

Teorema 4.3. (O teorema fundamental) Se ay, # 0 para todo n > ng, entdo (4.6) tem

um conjunto fundamental de solugoes para n > nyg.

Demonstragao. retirada de [3].

Pelo teorema 4.1, existem solugoes x1(n), z2(n), ..., zx(n) tal que z;(ng +¢—1) =
Lzi(ng) = xi(no+1) = ... = x;(no+i—2) = z;(no+14) = ... = z;(ng + k—1) = 0, para
1 <i <k. Portanto z1(ng) =1, x2(ng +1) =1, z3(ng +2) = 1,....2x(no + k — 1) = 1.
Temos entdao que X (n) é a matrix identidade, que resulta que W(ng) = detX(n) =
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det(I) = 1. Logo, pelo teorema 4.2, o conjunto de soluc¢oes {x1(n),x2(n),...,xx(n)} é
um conjunto fundamental de (4.6). O

Os proximos resultados evidenciam como encontrar solugoes de (4.6) a partir de
solugoes ja conhecidas.

Lema 4.2. Sejam x1(n) e x2(n) duas solugoes de (4.6). Entao temos que
(1) x(n) = x1(n) + z2(n) € uma solugao de (4.6).

(ii) ' (n) = bxy(n) € uma solugio de (4.6) para alguma constante b # 0.

Demonstragao. (i) Precisamos mostrar que

ri(n+k)+za(n+k)+ai(n)(z(n+k—1)+xe(n+k—1))+...4ar(n)(z1(n)+z2(n)) = 0.
Como 7 e xg sdo solugoes de (4.6) temos, respectivamente, que

ri(n+k)+a(n)xi(n+k—1)+ ...+ ag(n)zi(n) =0 (4.19)

za(n+ k) +ar(n)xg(n+k —1) + ... + ag(n)xe(n) = 0. (4.20)

Somando as igualdades (4.19) e (4.20), encontramos que
z1(n+k)+xe(ntk)+ar(n)x (n+k—1)+a1(n)xe(nt+k—1)+...4ax(n)x(n)+ar(n)z2(n) = 0

= x1(n+k)+za(n+k)+ar(n)(z(n+k—1)+zo(n+k—1))+...4ar(n)(z1(n)+x2(n)) = 0.

(ii) Precisamos mostrar que
bri(n+k)+a(n)bri(n+k—1)+ ...+ ag(n)bxi(n) = 0.
Como z; € solugao de (4.6), temos que
ri(n+k)+a(n)zy(n+k—1)+ ...+ ag(n)xi(n) = 0. (4.21)
Multiplicando a igualdade (4.21) pela constante b, encontramos que
b(xi(n+k)+a(n)ry(n+k—1)+...+ar(n)xi(n)) = 0.0 =

bri(n+ k) + ar(n)bxy(n +k —1) + ... + ar(n)bx1(n) = 0.

Pelo lema 4.2 podemos concluir a demonstracao. O
Lema 4.3. Se x4, xs,..., x) sao solugoes de (4.6), entao
z(n) = byx1(n) + baza(n) + ... + brxr(n)

onde by, ..., b, sao constantes é também solugao de (4.6).
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Demonstragao. Pelo item (ii) do lema 4.2 temos que byzq(n), baxa(n),...,bgzxr(n), com
b1,ba,...,b; constantes, sao solugoes de (4.6). Logo, pelo item (i) do lema 4.2, obtemos
que

biz1(n) + bawa(n) + ... + bpzi(n)

também é solugao de (4.6). O
Definiremos a seguir a solugao geral de (4.6).

Definicao 4.6. Seja {z1(n),z2(n),...,xx(n)} um conjunto fundamental de solugoes de
(4.6). Entao, a solugdo geral de (4.6) € dada por x(n) = Zle a;x;(n), para uma

constante arbritdria a;.

O termo geral significa que essa solucao pode satisfazer qualquer conjunto de

condicgoes iniciais.

Exemplo 4.5. Como verificado no exemplo 4.4, {1,n,n*} forma um conjunto funda-
mental de solugdes da equagao (4.11). Entao, pela defini¢ao 4.6, a solugao geral dessa
equacao é dada por

z(n) = ay + agn + azn’.

4.2 Equacoes das Diferencas com Coeficientes Cons-

tantes

Definicao 4.7. As equacgoes de diferencas lineares homogéneas com coeficientes cons-

tante sao do tipo
z(n+k)+azrn+k—1)+azxn+k—2)+..+az(n) =0, (4.22)
onde os a;s sao constantes e aj # 0.

Nosso objetivo é encontrar um conjunto fundamental de solugoes e consequente-

mente a solucdo geral de (4.22).

Definicao 4.8. Para cada equagao de diferenca linear com coeficientes constantes e-
ziste uma seqiiéncia geométrica que € uma solugao de (4.22), isto €, existe uma solugdo

da forma x(n) = A", onde \ é um nimero complezo.

Sendo assim supomos que a solugao da equagdo (4.22) seja da forma A", onde \ é

um nimero complexo. Substituindo este valor na equagao (4.22), obtemos
N p Nt 4p =0, (4.23)

que depende de \ e nao de n.
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Esta equagao ¢ chamada de equagao caracteristica de (4.22). O lado esquerdo dessa
equagao é um polinémio de grau k, geralmente referido como polinémio caracteristico.
Pelo Teorema Fundamental da Algebra, temos que tal polinémio pode ser fatorado
em k termos de primeiro grau, de modo que o polondémio tenha k raizes. Assim, se
fO) = M+ pi AL+ L+ g, temos que

k
FO) =TT =2) = A=) (A = X)X = Aa)-.(A = \n) = 0.

i=1

Portanto, ha sempre pelo menos uma solucao da equacao caracteristica e assim
h& sempre uma sequéncia geométrica que é a solu¢ao da equacao de diferenca (4.22).
Se existem k solucoes distintas para a equacao caracteristica, cada uma delas fornece
uma sequéncia geométrica distinta. Além disso, elas sao linearmente independentes e,
através da combinagao linear, podem ser usadas para fornecer a solugao geral de (4.22).
Assim, as k raizes distintas do polinémio caracteristico, quando traduzidas para as se-
quéncias geométricas, fornecem uma resolucao completa do problema de determinar as

solugoes da equagao homogénea em questao.

O teorema que segue resume as observagoes feitas acima.

Teorema 4.4. Uma condi¢iao necessdria e suficiente para a sequéncia geométrica
xz(n) = A" ser solugao de (4.22) € que a constante A\ € C satisfaca a equagio ca-
racteristica (4.23).

Demonstragao. (=) Substituindo A" em (4.22), obtemos que

AR L g AR g\ = 0.

Multiplicando esta equacao por A™", encontramos
N4 p Nt =0,
que é a equagao caracteristica de (4.22) com k solugoes no campo complexo.
(<) Pela hip6tese, temos A\* + p; \*~1 + ... + p, = 0. Multiplicando esta equagio

por A", obtemos
)\n+k +p1)\n+k71 + .. +pk>\n =0.

Se xz(n) = A", encontramos que

z(n+k)+px(n+k—1)+ ...+ pez(n) =0.

Consideremos agora duas situagoes:

Caso (a). Suponha que as raizes A1, Ag,...,A\x de (4.23) s@o distintas.
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Teorema 4.5. Se as raizes caracteristicas Ay, Ag,...,\r, de (4.23) sdao distintas, entdo

AL AL A formam um conjunto fundamental de solugoes de (4.22).

Demonstra¢ao. De acordo com o teorema 4.2 basta mostrarmos que W (0) # 0, onde

W (n) é o Casoratian das solug¢oes. Temos que

1 S |
)\1 )\2 )\k
wWo)y=| Al A .. A
)\’f'*l )\’5.*1 Aﬁ;l.

Esse determinante é chamado de determinando Vandermonde.

Por indugao temos que seu determinante ¢ dado por
wo) = T Oy—x).
1<i<j<k

Como todas as raizes A;s sao distintas, temos que \; # A; para todo j e i. Logo,
W(0) # 0.
O

Consequentemente, a geral solugao de (4.22) é

k
z(n) = Zai)\?,ai eC.
i=1

Caso (b). Suponha que as raizes caracteristicas de (4.23) sao A1, Ag,...,\, de multi-

plicidades my, ma,...,m,, com »_._, m; = k respectivamente.

Teorema 4.6. Seja m; a multiplicidade das raizes caracteristica \; de (4.23). Entao
as fungoes

yi(n) = ui(n)AY,
onde u;(n) sao polindmios cujo grau nao excede m; — 1, formam um conjunto funda-

mental de solugoes de (4.22).

A demostragao deste teorema pode ser encontrado em [11].

Exemplo 4.6. Vamos encontrar a solugao geral das equacgoes de diferencas a seguir:
(a) z(n+3) — Tz(n+ 2) + 16z(n + 1) — 122(n) = 0;
(b) x(n +4) — 6x(n + 3) + 13z(n + 2) — 24x(n + 1) + 36z(n) = 0.
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(a) A equagao caracteristica de

z(n+3) —Tzx(n+2) 4+ 16x(n+ 1) — 122(n) =0 (4.24)

M TN 4160 —12=0— (A —2)*(A—3) =0.

As raizes dessa equacao sao: A1 = 2, Ay = 2 e A3 = 3. Pelo teorema 4.6, esta
equacao possui trés solugdes linearmente independentes: x1(n) = 2", xo(n) = n2" e
z3(n) = 3". E importante lembrar, que z5(n) pode ser obtido pelo método de redugio
de ordem |[3].

Verifiquemos agora a independéncia linear dessas solugoes. Temos que

2m n2" 3"
W(n) =det | 21 (n+1)2nFL 3nt!
2n+2 (n + 2)2n+2 Sn-‘rl

Pelo teorema 4.2, encontramos que

20 02° 30
W(O) = det 20+1 (0 + 1)20+1 30+1
20+2 (0 + 2)20+2 30+1

que comprova a indepéndencia linear das solucoes.

Logo, a solugao geral de (4.24) é
z(n) = 12" + can2" + ¢33",

onde c1, ¢y e c3 sao constantes arbitrarias.

b) A equagao caracteristica de

z(n+4) —6x(n+3) + 13z(n +2) — 24x(n + 1) + 36z(n) =0 (4.25)

(A2 = 6X+9)(\* +4) = 0.
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As raizes dessa equacao sao: A\ = 3, Ay = 3, A3 = 2i e \y = —2i. Temos entao
duas raizes reais e duas raizes complexas. Para as raizes reais, usando o teorema 4.6,
obtemos que

z(n) = a13" + ax3"™n
¢ a solugao de (4.25) correspondente ao autovalor de multiplicidade 2.
Se as raizes da equacao sao complexas, ou seja, do tipo Ay = a + b, Ay = a — b, a
solugao geral da equagao é
x(n) = c1(a+bi)" + co(a —ib)".

Em coordenadas polares temos que

a

b
a=rcosf, b=rsend, r=+va2+b, O=tan’ (—) )
Do teorema de Moivre:
[r(cos @ +isenf)]” = r"(cosnb + isennb),

encontramos que

x(n) = c¢1(rcos@ + irsen )" + co(r cosd + irsen )"
=1r"[(c1 + ¢2) cos(nB) + i(cy + ¢2) sen(nd)]

= r"[a; cos(nh) + ag sen(nf),

onde a1 = ¢1 + ¢z € ag = i(c; — ¢3).

Desse modo, temos que
z(n) = 2"[a; cos(ng) + ay sen(ng)],

onder =v4=2ef= 5 ¢ a solugao correspondente aos autovalores complexos.

Portanto, a solugao geral da equagao de diferenga (4.25) é dada por
x(n) = 13" + can3"™ + 32" cos % + 42" sen %

Exemplo 4.7. apresentado em [13|. Considere um jogo de azar envolvendo dois jo-
gadores: A e B. Um exemplo é a roleta, onde, digamos, o jogador A é o “convidado” e
o jogador B é o da “casa”. Durante todo o jogo existe uma probabilidade p, 0 <p < 1
de que o jogador A ganhe uma moeda do jogador B e uma probabilidade ¢ = 1 — p
de que o jogador B ganhe uma moeda do jogador A. Os jogadores comecam com o
mesmo numero de moedas, a e b respectivamente. Um jogador ganha o jogo se ele

obtém todas as moedas, ou seja, a + b. Qual a probabilidade do jogador A ganhar?
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Vamos considerar a situagao em que o jogador A tem k moedas, 0 < k < a + b,
e o jogador B tenha (a + b — k) moedas. Denotaremos por x(k) a probabilidade,
de nestas circunstancias, do jogador A ganhar. Deduziremos agora uma equacao de
diferenga para u(k). Supondo que o jogador A tenha k& moedas, podemos concluir que
na proxima jogada este terd k + 1 ou kK — 1 moedas, dependendo se ganha ou perde o

jogo. A probabilidade dele vir a ganhar deve satisfazer a equagao de diferencas
uw(k) = pu(k + 1) + qu(k — 1).
Além disso, temos duas condi¢oes auxiliares,

u(@0)=0 e wula+b) =1

Esta equacao de diferencas € linear, homogénea e tem os coeficientes constantes. A
sua equacao caracteristica é
AN —p\—q=0.

As suas raizes sao: A\; = 1 e Ay = %, para ¢ # p. Assim, usando o teorema 4.6, a
P

solugao geral dessa equagao é

k
x(k) =c1+ ¢ (g) . (4.26)
p
Utilizando as condicoes iniciais, encontramos que

0261+CQ

a+b
l=c +c (g>
p

Resolvendo esse sistema, obtemos

B -1 B 1

Substituindo ¢; e ¢; em (4.26), temos que

- 1 7\"
B (%)

Gl
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Finalmente, se substituirmos k£ = a encontramos a probabilidade do jogador A

e )

a+b”
)
p

Observamos neste capitulo que, para uma equacao de diferencas linear de ordem k

ganhar o jogo,

precisamos de um conjunto de k solugoes linearmente independentes, o que nao ¢é tarefa
facil de obter. Se a equagao for nao homogénea, o método de variagao de parametros e
coeficientes indeterminados(analogo ao de equagoes diferenciais) podem ser utilizados

para obtermos a solugao geral. Esse método pode ser encontrado em [3].

No entanto, para a equagao (4.22):
yn+k)+ayn+k—1)+ayn+k—2)+ ..+ ay(n) =0,
onde os a;s sdo constantes e ai # 0, pode ser transformada

yi(n+1) = apyi(n) + arpya(n) + ... + apzr(n),
Ya(n + 1) = anzi(n) + azys(n) + ... + agxr(n),

ye(n+ 1) = apyn(n) + argya(n) + ... + agrrr(n),

que é um sistema de equagoes de diferencas lineares de 1* odem, que sera tratado no
proximo capitulo, cuja solugao depende de caracteristicas da matriz dos coeficientes do

sistema.

Assim, se temos uma equacao de ordem superior, em geral, transformamos essa

equacao em um sistema para obtermos a solucao.



5 Sistemas de Equacoes de Diferencas

Lineares

Analisamos até o momento equacoes de diferencas que envolvem somente uma
funcao desconhecida. No entanto, os modelos matemaéticos frequentemente envolvem
varias quantidades desconhecidas com (geralmente) um namero igual de equagoes.
Nesta secao, vamos tratar de sistemas de equacoes de diferencas lineares autondémos e

nao autdénomos.

5.1 Sistemas lineares nao auténomos

Definicao 5.1. O sistema
z(n+1) = A(n)z(n), (5.1)

onde A(n) = (a;j(n)) € uma matriz nao singular, é chamado sistema de equagoes de

diferencas lineares, nao auténomo, homogéneo.

Ja o sistema
x(n+1) = A(n)z(n) + g(n), (5.2)
onde g(n) € R¥, é denominado sistema linear ndo auténomo e nao homogéneo.

Observacao: Uma matriz nao singular é aquela que admite inversa, ou seja, que
possui o determinante diferente de zero.

No teorema a seguir estabeleceremos a existéncia e unicidade da solugao de (5.1).

Teorema 5.1. Para cada v9 € R* e nyg € Z*t existe uma tinica solugdo x(n,ng, zo) de

(5.1) com x(ng, no, o) = xo.
Demonstragao. Iterando (5.1), encontramos que

x(ng, no, Tg) = x(no) = o
x(no+ 1,n9,z0) = x(ng + 1) = A(ng)z(ng) = A(ng)zo
z(ng + 2,ng, xo) = x(ng +2) = A(ng + 1)x(no + 1) = A(ng + 1) A(ng)zo

109
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Por indugao, temos que
x(n,ng, o) = A(nog + (n — 1)) ... A(ng)xo,

que também pode ser escrito como

I] A6

i=ng

z(n,no, To) =

Zo, (5.3)

onde

T] A6) =

i=ng

An—1)A(n—2)...A(ng) sen > ng,
1 se n = ng.

Logo, a formula (5.3) nos da uma tnica solugao.

]

Desenvolveremos agora o conceito de matriz fundamental, essencial para a teoria

de sistemas lineares.

Definicao 5.2. As solugoes x1(n),x2(n), ..., xx(n) de (5.1) sao linearmente indepen-

dentes, para n > ng, sempre que
c1x1(n) + cowa(n) + ... + crap(n) =0,
para todo n > ng, implicar ¢; =0, para 1 <1 < k.
Seja ®(n) uma matriz k X k, cujas colunas sao solugoes de (5.1). Assim,
®(n) = [x1(n),z2(n), ..., zx(n)].

Para n 4+ 1, temos que

O(n+ 1) = [A(n)a1(n), A(n)a(n), . .., A(n)zy(n)]
= A(n)[z1(n), z2(n), ..., 2k (n)]
= A(n)®(n).
Assim, ®(n), satisfaz o sistema
O(n+1)=A(n)®(n). (5.4)

O teorema a seguir apresenta uma propriedade importante das matrizes.

Teorema 5.2. As solugdes x1(n),za2(n), ..., xx(n) sio linearmente independentes, para
n > ng se e somente se para n > ng, a matriz ®(n) € nao singular, ou seja, se
det ®(n) # 0, para todo n > ny.
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Demonstragao. (=) Como as solugoes x1(n), za2(n), ..., zx(n) de (5.1) sdo linearmente

independentes, temos que
c1x1(n) 4+ coxa(n) + ... + crxr(n) =0, para todo n > ny.
Generalizando para k equacoes, obtemos

c1x1(n) + coxa(n) + ... + cxrgp(n) =0
carin+ 1)+ ers(n+ 1)+ ...+ cpzp(n+1) =0
caxi(n+2)+cxe(n+2)+ ...+ gar(n+2) =0

arin+k—=1)+cran+k—1)+ ...+ grrin+k—1) =0,

que também pode ser escrita como

oE = 0, (5.5)
onde
x1(n) xo(n) zr(n) c
B(n) = a:l(n‘—i— 1) 513'2(77/‘4— 1) .. xk(n.—i— 1) ot — c.2
a:l(n+.k—1) wQ(n—F‘k_l) xk(n—i—‘k—l) ck
O sistema (5.5) tem somente a solugao trivial, ou seja, ¢; = co = ... = ¢, = 0, se a

matriz ®(n) for inversivel, isto é, se
det ®(n) # 0 para todo n > ny.

(<) Suponha que det ®(n) # 0. Entao o sistema (5.5) tem somente a solugao
trivial. Logo, as solugdo x1(n),za(n),...,xx(n) de (5.1) sdo linearmente independentes.
[

Definigao 5.3. Se ®(n) é uma matriz nao singular para todo n > ng e satisfaz (5.4),

entdo ela € chamada de matriz fundamental do sistema (5.1).
O teorema que segue refe-se a uma propriedade das matrizes fundamentais.

Teorema 5.3. Se ®(n) é uma matriz fundamental de (5.1), entao V(n) € outra matriz

fundamental se e somente se existe uma matriz nao singular C, tal que

para todo n inteiro.
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Demonstracao. (=) Seja ¥(n) = ®(n)C, onde ®(n) é uma matriz fundamental de
(5.1) e C' uma matriz nao singular. Entao ¥(n) é uma matriz ndo singular para todo

inteiro n e
U(n+1) =0(n+1)C
=A(n)®(n)C
=A(n)¥(n).

Logo, ¥(n) é uma matriz fundamental de (5.1).

(<) Assumindo que ®(n) e ¥(n) sdo matrizes fundamentais de (5.1), faremos
C = @_1(710)\1/(710)

para todo inteiro mg. Assim, ¥U(n) e ®(n)C sao solugoes de (5.4), satisfazendo a

condigao inicial. Logo,

U(n) = ®(n)C
para todo n.
O
Definicao 5.4. A matriz
n—1
o(n) = [JAG), com @(ng) =1
i=ng
€ uma matriz fundamental de (5.1).
Observe que em um sistema auténomo, quando A é uma matriz constante, ®(n) =
A" e se ng = 0,9(n) = A™.
A demostragao do teorema a seguir pode ser encontrado em |[3].
Teorema 5.4. Existe uma unica solu¢ao V(n) da matriz (5.4) com V(ng) = 1.
Definigao 5.5. A matriz fundamental ¢(n, m) tem algumas propriedades:
(i) ¢~ (n,m) =¢(m,n)
(it)  ¢(n,m) = ¢(n,r)¢(r,m)
(id)  ¢(n,m) = [T, AD).
Lema 5.1. (Formula de Abel). Para algum n > ng > 0,
n—1
det (n) = (H [detA(i)]) det ¢(ng). (5.6)
i=ng

Demonstra¢ao. Aplicando o determinante em ambos os lados de (5.4), obtemos a

equacao de diferencas escalar
det ®(n + 1) = det A(n) det (n), (5.7)

cuja solugao é dada por (5.6).
]
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Corolario 5.1. Se em (5.1), A é uma matriz constante, entao
det ®(n) = [det A]" 7" det ®(ny). (5.8)
Demonstragao. Se em (5.6) a matriz A for constante, obtemos (5.8). O

Corolario 5.2. A matriz fundamental ®(n) € ndo singular para todo n > ngy se e

somente se ®(ng) € nao singular.

Demonstragao. (=) Como A(i) # 0, para i > ng, podemos escrever (5.6) da seguinte

forma det (n)
[T, [detA(D)

i=ng

Da hipétese, temos que det ®(n) # 0. Logo, det ®(ng) # 0.

det ®(ngy) =

para ¢ > ng.

(«<=) Da hipotese e de (5.6) temos respectivamente que det ®(ng) # 0 e [[7-~ [det A()]

i=ng
# 0, para i > ng. Assim, encontramos que det ®(n) # 0.

[
Corolario 5.3. As solugdes x1(n), xe(n),...,xx(n) de (5.1) sao linearmente indepen-
dentes para n > ng se e somente se ®(ng) € nao singular.
Demonstracao. Decorre do corolario 5.2.

[

Teorema 5.5. Ezistem k solugdes linearmente independentes do sistema (5.1) para

n > ng.
A demonstrac@o desse teorema pode ser encontrada em |[3].

Lema 5.2. Principio da lineariedade. Uma importante caracteristica das solugoes do
sistema (5.1) € que elas sao fechados para a adi¢ao e a multiplicagao escalar. Isto €,
se x1(n) e x9(n) sao solugoes de (5.1) e c € R, entao

(1) z1(n) + z2(n) € uma solugao de (5.1),

(2) cxi(n) € uma solugio de (5.1).
Demonstragao. (1) Se x1(n) e xo(n) sdo solugoes de (5.1), temos respectivamente que
z1(n+1) = A(n)xi(n) e
za(n+ 1) = A(n)za(n).
Seja x(n) = z1(n) + x2(n). Entao,
z(n+1) =zr1(n+1) + xa(n+1)
=A(n)z1(n) + A(n)xa(n)

=A(n)[z1(n) + 22(n)]
=A(n)x(n).



Sistemas lineares nao auténomos 114

(2) Se x1(n) é solugao de (5.1), temos que
ri(n+1) = A(n)z1(n). (5.9)
Multiplicando os dois lados da equagao (5.9) por uma constante ¢, encontramos que

cxi(n+1) = cA(n)xi(n) = c.0=0.

Logo,
z1(n+1) = cA(n)z1(n).

]

Teorema 5.6. Se 1,1, ...,x, sao solugoes de (5.1), entdo a combinagao linear
z(n) = cix1(n) + caza(n) + ... cpxr(n),

onde c1,...c sao constantes, também € solugao de (5.1).
Demonstragao. Pelo item (i) do lema 5.2, temos que c¢121(n), coxa(n),. .., cpar(n),
com ¢y, Ca, . . ., ¢k constantes, sao solugoes de (5.1). Logo, pelo item (i) do lema 5.2,
c1x1(n) 4+ cawa(n) + ... cpxr(n) também é solugao de (5.1). O

Isto leva & definicao a seguir.

Defini¢ao 5.6. Assumindo que {x;(n)|1 < i < k} é um conjunto linearmente inde-
pendente de solugoes de (5.1), a solugio geral de (5.1) € definida como
k

z(n) = Zcixi(n), (5.10)

=1

onde ¢; € R e pelo menos um c¢; # 0.

A formula (5.10) também pode ser escrita como
z(n) = ®(n)c, (5.11)

onde ®(n) = (x1(n), xa(n), ..., xx(n)) € uma matriz fundamental e c = (cy, ca, ... cp)! €
RF.

O conjunto S de todas as solugoes do sistema (5.1) é um espago (vetorial) refe-
rente a adi¢ao e & multiplicacao escalar. A sua base é qualquer conjunto fundamental
de solugodes e, consequentemente, a sua dimensao é k. A base x1(n),xz2(n),...,zx(n)
abrange todas as solugoes da equagao (5.1). Logo, qualquer solu¢do z(n) da equagao
(5.1) pode ser escrita na forma (5.10) ou na forma (5.11). E por este motivo que

chamamos z(n) em (5.10) de uma solugao geral.

Estudaremos agora o sistema nao homogéneo (5.2). Definiremos a solugao parti-
cular y,(n) de (5.2) como uma funcdo vetor-k que satisfaz o sistema de equacdo de
diferengas nao homogéneo. O resultado a seguir nos da um mecanismo para encontrar

a solugao geral do sistema (5.2).
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Teorema 5.7. Qualquer solu¢ao y(n) de (5.2) pode ser escrita como

y(n) = ®(n)c+yp(n)
para uma escolha apropriada do vetor constante ¢ e uma solugao particular y,(n).

Demonstragao. Seja y(n) uma solugao de (5.2) e y,(n) uma solugao particular de (5.2).
Assim,

y(n+1) = A(n)y(n) +g(n) e
yp(n+ 1) = A(n)y,(n) + g(n).

Considerando z(n + 1) = y(n + 1) — y,(n + 1), encontramos que

(
z(n+1) =A(n)y(n) + g(n) — (A(n)yp(n) + g(n))
(n)

De (5.1), obtemos que z(n) = y(n) — y,(n). Como z(n) é solucdo da equacao

Logo, y(n) = ®(n)c+ y,(n).

Lema 5.3. Uma solugao particular de (5.2) pode ser dada por

bn) = 3 B+ 1g(r)

com y,(ng) = 0.

Demonstragao. Adoratemos [[;_, ., A(i) = 1. Usando a formula (5.4) e a defini¢do

i=n+1
5.5(iii), encontramos que

n

yp(n—i-l)zzcb(n—i-lr—i-l ZA O(n,r+ 1)g(r)

r=no =N

_ZA O(n,r+1)g(r)+ ®(n+1,n+ 1)g(n)

> @(n,r+1)g(r) + ®(n+1,n+ 1)g(n)
A(n)yp( )+.H A(i)g(n)

=A(n)yp(n) +g(n).
Logo, y,(n) ¢ uma solucado de (5.2). O
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Teorema 5.8. (Formula da varia¢io das constantes.) A inica solu¢ao do problema

de valor inicial

y(n+1) = A(n)y(n) +g(n),  y(no) = yo, (5.12)
€ dada por
y(n,no, yo) = (n, no)yo + Z ®(n,r+1)g(r),

ou, mais explicitamente, por
n—1 n—1 n—1
y(n,no, ) = (H A(Z’)) v+ Y (H A(@')) g(r).
i=ng r=ng \r=ng

Demonstracao. Este teorema segue imediatamente do teorema 5.7 e do lema 5.3. [

Corolario 5.4. Para sistemas autonomos quando A € uma matriz constante, a solucao
de (5.12) € dada por

n—1
y(n,ng,y0) = A" "y + Z AP (7). (5.13)

r=ng

Demonstra¢do. Temos que [[[- A(i) = A" e que H;:Ll A(i) = A1, Logo,

1=ng
n—1 n—1 n—1
y(n,no, yo) = (H A@)) Yo + Z (H A@)) g9(r) = y(n,no, yo) =
n—1
ArToyg 4+ " AT g ().

]

Na resolugao dos exemplos abaixo daremos a matriz A”. Na proxima se¢ao mostraremos

um algoritmo para encontré-la.

Exemplo 5.1. Vamos resolver o sistema linear nao homogéneo

{ z1(n+1) = 2z, (n) + 3z2(n) + 1, 2,(0) =0,
xo(n + 1) = x1(n) + 4ao(n), 29(0) = —1.

2 3 0 1
- 2(0) = [_1] e g(n) = H

Temos que A =
1 4
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5713 3.57-3
Considere A" = 5n4_ . 3.53 .1 | - Usando a férmula (5.13), encontramos que
7} )

5"+3  3.5"—3
z(n) =] 5ty g

5n-r— 1++3 3.5"— 13 1
4

5n— r 1 -1 3‘5n—r—1+1 O
4

4 4
—3.5"+3 n—1 [ gn—r— 1+3 —3.5"+3 571 -1 (1)\" n—13
_ 4 + 4 _ 4 + 4 Zr:O (5) + Zr:O 4
—3.5"—1 5n—r—l 1 —3.5"—1 5n—1 anl (l)T _ anl 1
L 4 ] r=0 4 4 4 r=0 \5 r=0
n
_ _ gn—1 1;5 3n
—3.5"+3 1 s | T 5n=l 35" | 3n , 3
5 + ==+
_ 4 + _ 16 4 4 4
=3.5"—1 sn—1 [ =30 U L SR §
L 4 ] 1 2 —-n 16 4 4 4
5
11 | 3n _ 11.57
_ | ®t3 16
| =5 _n_ 115"
L 16 4 16

z1(n+1) = 21(n), 21(0) =0
za(n+1) = z1(n) + x2(n) + 1, x2(0) =1,
z3(n+1) =xz2(n) +x3(n) +1, x3(0) =0

1 00 0 0
Temosque A= |1 1 0 ] ,2(0)=11]egn)=|1
(011 0 1
[ 1 00
Considere A™ = n 1 0 |. Assim, pela formula (5.13), obtemos que
i n(n2—1) no1
1 oo]f[o] . 1 0 o] fo
z(n) = n 10 1|+ (n—r—1) 1 0 1
n(n2—1) n1]]0 r=0 (n—r—l)z(n—r—2) (n—r—1) 1 1
o] . o0 0 S0
=1 =1 g
L n] L= n ZféanST]
0 0 0 U s _ s
=1+ n = 1+n :[2_2_111.271]'
| n | n— @ % 16 4 16

Critérios de estabilidade para sistemas lineares nao auténomos podem ser encon-
trados em [9]. Na se¢ao 5.2, analisaremos, em particular, os sistemas lineares com

coeficientes constantes.
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5.2 Sistemas autonomos
Temos como objetivo encontrar solugoes de sistemas lineares de k equagoes do tipo

r1(n+ 1) = ajyzi(n) + ajexe(n) + ... + aypze(n),

Ig(n -+ 1) = a21x1(n) + GQQIQ(H) + ...+ agkxk(n),

rr(n+ 1) = apr1(n) + agawa(n) + ... + agpas(n),

que pode ser escrito como

z(n+1) = Az(n), (5.14)
onde
x1(n
ayr ... Qg
xa(n .
z(n) = _ eR e A= |: .. ! |éuma matriz ndo singular e constante.
. Q1 .. Ak
i (n)

Observamos que o sistema (5.14) é auténomo se os valores de A sdo todos constantes.
Se especificarmos um valor inicial z(ng) = xy para nyg > 0 teremos um problema de
valor inicial.

Através de iteragoes, encontramos que a soluc¢ao ¢ da forma x(n,ng) = A" ™0x,
onde A° = I}.p.

No sistema linear de equagoes diferenciais temos que a solugao para o problema de
valor inicial % = Az(t), para z(ty) = o, onde A ¢ a matriz k X k, com = € R* é dado

A(t—to

por z(t) = e )zy. Para encontrar o valor de e’ na equacdo anterior ¢ utilizado o

chamado algoritmo de Putzer. Para equagoes discretas, iremos utilizar um algoritmo
anédlogo para calcular A™. No desenvolvimento deste algoritmo iremos utilizar alguns
resultados de matrizes, que relembraremos a seguir.

Definicao 5.7. Um autovalor da matriz real A = (aij)kxk, € um nidmero real ou

complezo X, tal que AE = \E, para algum nimero & € CF, nao nulo. Assim,
(A= M)¢=0, (5.15)
onde I é a matriz identidade n X n.

Para que a equacgao (5.15) tenha uma soluc¢ao nao trivial, o determinante da matriz

(A — A\I) tem que ser igual a 0, ou seja,

det(A— ) =0
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ou
M+ a N a2+ b ap N+, = 0. (5.16)

A equagao (5.16) é chamada de equagao caracteristica de A, cuja raizes A sao
chamadas de autovalores de A (algumas delas podem ser repetidas). Assim, podemos

escrever (5.16) como
PV = [T =), (5.17)

Os valores de &, correspondentes a cada autovalor A, sao chamados de autovetores

de A.

Um dos resultados fundamentais da teoria de matrizes é o teorema de Cayley-

Hamilton, apresentado a seguir.

Teorema 5.9. Toda matriz satisfaz a sua equacao caracteristica, isto €,

k
= [ -x1)
7j=1
ou
AF 4 g AR 4 o A2 4 a1 A+ ap] = 0.
Demonstragao. A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em |[3]. [
Exemplo 5.3. Vamos verificar o teorema de Cayley-Hamilton para o sistema

{ zi(n+1) = 221 (n) + 522(n),
za(n+ 1) = z1(n) + 4as(n).

2
Temos A =

] e a equacao caracteristica de A, dada por

2—-A 2

det(A — \) = det
4— )\

=\ —6)A+3=0. (5.18)

Substituindo A pela matriz A, em (5.18), encontramos que

2 ) 9 30 12 30 30 00
p(A)ZJHl(A—/\jf)ZA_ESAJF?’I:[G 21]_[ 6 24]+[O 3]:[0 0]'

Logo, a matriz A satisfaz a equagdo caracteristica (5.18).

Desenvolveremos agora o algoritmo discreto de Putzer.
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Seja A uma matriz real k x k. Vamos considerar A™ na forma

Zug M(j —1), (5.19)

onde u;(n)’s sdo fungdes escalares a serem determinadas e,

M(G) = (A=NOM(G—1),  MO)=I, (5.20)
ou

MG+ 1) = (A= A )M(),  M(©O)=T (5.21)
Iterando (5.21), obtemos

M(1)=A- NI
M(2) = (A= XI)(A—MI)
M(3) = (A — NI)(A = MI)(A — M)

Logo, por inducao, encontramos que
Mn)=(A= 1) (A= X, 11)... (A= \I),

ou na forma compacta,
n

M(n) = [J(A-N\D). (5.22)
j=1
Observamos que pelo teorema de Cayley Hamilton

k
H (A—)\I)=0. (5.23)
Consequentemente, M(n) = 0 para todo n > k. Assim podemos reescrever a
formula (5.19) como
Z pi(n)M(j = 1). (5.24)

Se fizermos n = 0 na férmula (5.24), obtemos
AY =T = 1y (0) + po(0)M (1) + ... 4 ()M (k — 1), (5.25)
A equagao (5.25) é satisfeita se

11(0) = 1 ¢ 15(0) = ps(0) = ... js (0) = 0. (5.26)

Pela formula (5.24), temos que

D+ DM( — 1) = AA" =

Zug ]—1]
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Z,u] JAM(j —1). (5.27)
De (5.20), encontramos que
AM(j—1)=M(j)+\M( —1). (5.28)
Substituindo (5.28) em (5.27), obtemos que
k
D mn+ M@ —1) = Zuj 5+ AM(G - 1)]. (5.29)
j=1
Analisaremos agora as funcoes escalares u;(n)’s.
Por (5.20) e (5.23), temos que
M(1)=AM(0) — \MIM0)=A—-X\I=0. (5.30)

Aplicando a condicao (5.26) e substituindo a equagao (5.30) em (5.29), encontramos

que

pn(n+ 1M1= 1) = g+ 1)M(0) = pn(n +1) = () [M(1) + M M(1—1)] =

pa(n)M (1) + Apaa (n) M (0) = pa(n)Ar.
Assim,
pa(n+1) = Apa(n), para pi(0) = 1.

Iterando a equagao (5.31), obtemos

pa(n +1) = pa(n)As + p1(n)
p3(n —+1) = ps(n) Az + pa(n)
pa(n +1) = pa(n) s + pz(n)

Por indugao, encontramos
pi(n+1) = Xjp;(n) + pj—1(n), para u;(0)=0,7=2,3,...k.

Temos entao que
p(n+1) =Ay(n), m(0) =1,

De (2.11), a solugao de (5.33) é dada por

/’Ll(n) = )‘?7 :uj(n) = Z An_l_i:uj—l(i)v j - 27 37 R k.

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)
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As equagoes (5.22) e (5.34) constituem um algoritmo para calcular A™, que também
¢ chamado de algoritmo de Putzer.

Nos exemplos 5.4 e 5.5 obteremos a matriz A™ dos sistemas lineares nao homogéneos
dos exemplos 5.1 e 5.2 e nos exemplos seguintes encontraremos a solucao de alguns

sistemas lineares homogéneos.

Exemplo 5.4. Considere o sistema linear nao homogéneo do exemplo 5.1:

{ z1(n+1) =2x1(n) + 3x2(n) +1, 21(0) =0,
zo(n + 1) = x1(n) + 4x9(n), x2(0) = —1.

Usando o algoritmo de Putzer vamos encontrar A™.
2 3

0
1 4]”(0):[—1

2—X 3
=0.
1 4—/\]

Temos que A = . A equacao caracteristica de A é:

det A =

Assim,

p(\) = A —6A+5=0.

Os autovalores de A sao: A\; = 1 e Ay = 5. Vamos encontrar agora os valores de
M(j—1) e de i;(n).

Os valores de M(j — 1), para j = 1,2; sao:

10 1 3
o= [1 ] emn-ar-[13]

Os valores de p;(n), para j = 1,2; sdo:

pa(n) =1"
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Assim,

A = Zuj(n)M(j — 1) = pa(n)M(0) + pa(n) M (1) + s M (2)

TN I B -t AN R ks 3573
0 1 4 1 3 "—1 3.5"41 :

1 1
Exemplo 5.5. Considere o sistema linear nao homogéneo do exemplo 5.2.

w

r1(n+1) = z1(n), x1(0) =0,
xo(n+1) =1 + x9(n), x2(0) =1,
x3(n +1) = zg + x3(n), x3(0) =0.

Usando o algoritmo de Putzer vamos encontrar A”.

1 00 0
Temosque A= |1 1 0 | ex(0)=| 1 |.A equagao caracteristica de A é:
011 0

det A = 1 1—-X 0 =0
0 1 1—=A
Assim,
PA) =N+ XN —3A+1=(A—-1)>=0. (5.35)

Os autovalores de A sao as raizes da equagao caracteristica (5.35), ou seja, A\ =

Ay = A3 = 1. Vamos agora encontrar os valores de M(j — 1) e pj(n), para j =1,2,3.

Os valores de M (j — 1), para j = 1,2, 3; sao:

M(0) =1 =

o O =
O = O
_ O O

=

—_

SN—

Il

T

~

Il
O = O
=)
o O O

@)

=

\)

S~—

Il

—

T

~

S~—

no

Il
— O O
o O O
o O O

Ml(n> = 1",

n—1 n—1 n—1
,MZ(n> _ Z 1n7171(1z) 1n71 Z 172<1z) _ Z 1P=n

=0 1=0 =0

€
n—1 n—1 n—1

1 e i n(n—1
ps(m) = S (U i = Y = Y=
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Logo,

A= " pi(n)M (G — 1) = pa(n)M(0) + prp(n) M (1) + 13 M (2)

j=1

(1.0 0 00 0 00 0

n(n —1)

=10 10 [+n[100 |+ 000
00 1 110 100
1 00
= n 1 0

-n(nz—l)nl

Exemplo 5.6. Vamos resolver o sistema

{ zi(n+1) = 221 (n) + 222(n), 21(0) =1,
za(n+ 1) = 2z1(n) — x2(n), x2(0) = 1.

2 2 1
5 _1]ex(0):[1

Temos que A = . A equacao caracteristica de A é:

2—A 2
2 —1—-A
Assim,
PA) =X —-A—6=(A+2)(A-3)=0. (5.36)
Os autovalores de A sao as raizes da equagao caracteristica (5.36), ou seja, Ay = —2

e Ay = 3. Como a férmula para encontrar A", equagao (5.24), depende dos valores de

M(j — 1) e das fungoes escalares p;(n), vamos determina-los.

Calcularemos Os valores de M(j — 1), para j = 1,2 foram calculados pela formula
(5.22). Assim,

1 0 4 2
wo-1=[3 "] eanw-avar-[ 2]

Agora iremos calcular os valores de 1;(n), para j = 1, 2; pela féormula (5.33). Assim,

m(n) = (=2)"
) =Y 30 =3 Y ()




Sistemas autonomos

125
Logo,
AT =3 )M (G — 1) = pa(m)M(O) + ua(m) M(1)
j=1
10 J"—(=2)" | 4 2
(=2) [ 0 1 ] 5 [ 2 1 ]
[ (=2)"+4.3" —2(=2)"+2.3" ]
_ 5 5
= | —2(=2"423"  4(—=2)"43" :
5 5
A solucao do sistema é dada por
(—2)"+4.3"  —2(—2)"+42.3" 1 1] 63" (—2)m
_gn _ 5 5 _ :
z(n) = A"z(0) = [ —2(—2)5n+2.3n 4(—2)5n+3" ] X [ 1 ] 5 [ 2(—2)" +3.3" |
Exemplo 5.7. Vamos resolver o sistema
ri(n+1) =2z1(n) + z2(n), z1(0) =2,
zo(n + 1) = 2z5(n) + x3(n), x2(0) =1,
z3(n+ 1) = 2z3(n), x3(0) =3
210 2
Temosque A= | 0 2 1 | ex(0)=| 1 |.A equagdo caracteristica de A é:
0 0 2 3
2—A 1 0
det A = 0 2= =0
0 0 2=
Assim,
pA) =X -6 2+ 120 -8 = (A —2)* =0. (5.37)
Os autovalores de A sdo: A\ = Ay = A3 = 2. Vamos agora encontrar os valores de
M(j—1)e pj(n), para j =1,2,3.
Os valores de M (j — 1), para j = 1,2, 3; sao:
100 010 0 00
MO)=I=]010]|,M1)=A-2I=|0 0 0| eM2)=(A-2)*>=]0 0 0
0 01 0 00 0 00

Os valores de p;(n), para j = 1,2, 3; sdo:

M1 (TL) = 2",
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n—1 n—1 n—1
,UQ(TL) — Z 271—1—1(22) 2n—l Z 2—2(21) 2n—1 Z 1 _ n2n—l’
=0 =0 1=0
e
n—1 2n—1 n—1
pa(n) =y (2" )27 = 5 (27)(2")
i=0 =0
n—1
B ,n(n—1) _
on 2 — 9n 2 — 9n 3 -1
; i 5 n(n —1)
Logo,

j=1
100 010 000
=2"10 10 |+n2""{000|+2"%M®m-1)10 0 0
001 000 00 0
2m p2nl 0
=0 2 0
o 0 20

A solucao do sistema é dada por

2 np2nt 0 2 2.2" 4 p2nt
z(n)=A"z(0)=| 0 2 0 |x|1]|= A
0 2" 3 3.2"

Exemplo 5.8. Vamos resolver o sistema

{ z1(n+ 1) = ,(n) + 22(n), 21(0) = 1,
zo(n+ 1) = —z1(n) + z2(n), x2(0) = 0.
1 1

Temos que A = . A equacao caracteristica de A é:

] ex(0) =

-1 1

Assim,

p(\) =2 =21 +2=0.

A matriz A possui autovalores complexos: Ay = 1417 e Ay = 1 — 7. Vamos agora

encontrar os valores de M (j — 1) e pj(n), para j = 1,2.
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Os valores de M (j — 1), para j = 1,2; sao:
1 —i 1
Moy =1=|* Y emuea—arar=| " |
0 1 -1 —

Os valores de p;(n), para j = 1,2; sdo:

pa(n) = (144)"

o) = S(1 = R4 i) = (1= iy S (1 — i)+ )
n—1 N\ k (1+i)n
B 1 I+a\" 1 (1—1')71_1
= (1—1) 2 1_@,) =(1—1) (—%_1>
o (D = (= (=D o () = (1=

Usando a forma polar de niimeros complexos, encontramos que

1 = 27 (cos %n + isen %n)

n s
[ = 22 sen —n.

Logo,
AT =37 MG = 1) = ()M (0) + pa(m) M (1)

n 9% ™ —7 1
sen —n
4

2%( T w s ) 1 0
= cos —n +isen —n
4 0 1 4 -1 —3

—senZn cosIin

s s
2% COS 4n sen4n
4 4

A solugao do sistema é dada por

x(n):Angg(o)ZQZ[ cos 11 senzn] [1]:23[ cos Gn ]

—senZn cosIin 0 —sen %n

4 4

Apresentaremos a seguir a estabilidade de um caso especial dos sistemas auténomos.
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5.2.1 Estabilidade dos sistemas linares auténomos

Estudaremos agora a estabilidade dos sistemas autéonomos da forma

z(n+1) = Ax(n), com Apxn € Tnx1 (5.38)

As definigoes seguintes apresentam conceitos que serao utilizados no proximo teo-

rema.

Definicao 5.8. Considere uma matriz A, n x n com diferentes autovalores A1, ... \p,.

O espectro de A, denotado por o(A) € o conjunto dos autovalores de A e o raio espectral
de A €
p(A) = max{|\| : X em o(A)}.

Definicao 5.9. Um autovalor é semisimples se o correspondente bloco de Jordan for

diagonal.

O teorema a seguir resume os principais resultados da estabilidade para os sistemas

lineares autdénomos (5.38).

Teorema 5.10. Segue que
(i) O zero da solugao de (5.38) € estdvel se e somente se p(A) <1 e os autovalores do
modulo da unidade sao semisimples.

(i1) O zero da solugdo de (5.38) € assintoticamente estdvel se e somente se p(A) < 1.
Demonstragao. A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [3]. Il
Exemplo 5.9. Vamos determinar a estabilidade do zero da solugao do sistema

z1(n+ 1) = Zz1(n) + 323(n),
za(n+ 1) = —z1(n) — s22(n) + 2x3(n), (5.39)
z3(n+ 1) = s21(n).

5 1
5 9 1
12 2
Temos que A= | —1 —% % . A equagao caracteristica de A é:
1
3 0 0
5 1
w—A 0 2
_ 1 5 _
1
3 0 —A
Assim,
1 3 1
AN=X4+ N+ A+ - =0
P = AT+ AT AT

Temos entao que

1= {- 1L 2 =2

Logo, pelo teorema 5.10(ii), o zero da solucao de (5.39) ¢ assintoticamente estéavel.

Analisaremos agora os sistemas lineares bidimensionais.
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5.2.2 Sistemas lineares autonomos bidimensionais

Vamos analisar algumas propriedades de sistemas do tipo

ri(n+ 1) = ajzi1(n) + ajexs(n), (5.40)
xo(n + 1) = agw1(n) + agra(n), (5.41)
ou seja, z(n+ 1) = Az(n) onde A = Z; Z:z ] ex(n)= [ ZEZ; ] :

A equagao (5.40) pode ser escrita como
z1(n+2) =anzi(n+ 1) + appxa(n + 1).
De (5.41), encontramos que
r1(n+2) = anzi(n+1)+apza(n+1) = apyxy(n+1)+arz(agizr (n) +axra(n)). (5.42)

De (5.40), temos que

o) = z1(n + 1)@1—2 auxl(n). (5.43)

Substituindo (5.43) em (5.42), obtemos que

Il(n —+ 2) = anxl(n -+ 1) + G12a21$1(n> + a22(x1(n + 1) — anxl(n))

ou
[E1<TL + 2) — (all + CLQQ)ZL‘l (n + 1) + (a22a11 — algagl)ml(n) =0. (544)
Vimos no capitulo 2 que a solugao de uma equagao de diferenca de primeira ordem
do tipo
z(n+1) = ax(n)
é
z(n) = CA". (5.45)
Temos entao que
z(n+1)=C\" (5.46)
e
x(n+2) = C\"2 (5.47)

Substituindo (5.46) e (5.47) em (5.44), encontramos que
C)\n+2 — ((111 + a22)C>\n+1 + (a22a11 — alzagl))\" =0. (548)
Reogarnizando a equagao (5.48), obtemos que

)\2 — (CLH + a22))\ + (a22a11 — CL126L21) =0. (549)
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Temos entao que que a solugdo (5.45) é valida desde que A satisfaca a equagao
(5.49), que é a equagao caracteristica de (5.44).
Para simplificar a notagao, consideremos os coeficientes que aparecem em (5.49)

Ccomo

B=an+axp e 77=ax»a — a20.

As solugoes da equagao caracterisca (5.49) s@o

A, = PEVE =y
2

)

e a natureza delas determinam o comportamento das solugoes da equagao (5.44), para
z1(n).

Observe que a equagao (5.44) possui somente multiplos escalares de variaveis nao
quadraticas, exponenciais ou outras expressoes nao lineares. Para essas equagoes temos,
pelo lema 4.3, que se vérias solucoes diferentes sao conhecidas entao a combinagcao linear
delas também sao solugoes. Assim, se A; e Ay sdo solugoes de (5.44), entdo a sua solugao
geral é

x1(n) = AIAT + A2)Y, para A\ # Ag,

onde A; e Ay dependem das condi¢Oes iniciais.

O sistema descrito por (5.40) e (5.41) pode ser escrito como

x(n+1) = Mz(n), (5.50)
onde z(n) = ni(n) e M=| "M M2
$2(n) a21 Q22
Ja observamos, através da equagao (5.43), que as solugoes sao da forma
A
= A"
o) = |
Substituindo em (5.50), temos
A A A A
A= M P =M =
B B B
A A
ail  ai2 Y — 0=
a2 B B
s
(A=) =0,
B

ou seja, A é autovalor de M com autovetor B ] associado.
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Portanto, a solucao geral do sistema é dada por

Ay
By

As

2

n

z(n) = Al + e 2

Ay Ay
onde [ ¢é autovetor associado a A; e é autovetor associado a As.

1 2
Consequentemente, a analise da solugao z(n) depende da analise dos autovalores

de M.

Analisaremos agora o comportamento das solugoes de (5.44) através de seus auto-
valores, que podem ser reais ou complexos. Iniciaremos o estudo com o caso onde os

autovalores sao reais. Segue o critério.

Critério: Para valores reais de A\; e Ay 0o comportamento de uma solugao de (5.44)

depende se A estd em uma das quatro faixas possiveis:
A>1, A< -1, 0<A<l, —-1<A<O.

Considere z1(n) = A} e z7(n) = A} solugoes de (5.44). Temos a seguinte classifi-
cagao:
(a) Para A;, Ay > 1, AT e A} crescem a medida que n aumenta, entdo z;(n) e xj(n)
crescem ilimitadamente.
(b) Para 0 < A1, Ay < 1, AT e A} tendem a zero com n aumentando, entao x1(n) e xj(n)
tendem a zero,
(c) Para —1 < Aj, Ao < 0, AT e A} oscilam entre valores positivos e negativos, enquanto
declinam, em modulo, a zero.

(d) Para A\, Ay < —1, AT e A} oscilam como em (c), mas crescem em modulo.

Os casos onde A;, Ao = 1, A\;, Ay = 0 ou A\, Ay = —1, que sao pontos marginais
de demarcagao entre os dominios de comportamento, tendem, respectivamente, para
(1) : a solugao estatica (nao crescimento), onde z; = Cy e 2 = Cy; (2) x1,27 =0 e
(3) : uma oscilagao entre os valores zy = Cy, zj = Cy e 1 = —C}, 2} = —Cy. Vérios

exemplos representativos sao apresentados na figura 5.1. 1

Exemplo 5.10. Vamos analisar o comportamento das solugoes do sistema

x1(n + 1) = 3z1(n) + 2x9(n), (5.51)
3 2 _ .
Temos que A = Ll A equacao caracteristica de A é:
det A =

3—A 2
= 0.
1 4—)\]

LA figura 5.1 foi retirada de [3]
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L

A

™ -
| ] I ]

el

(5] il

Figura 5.1: Comportamento qualitativo de z(n) = C'A™ nos quatros casos: (a)\ > 1,
)0<A<1,(c)—1<A<0, (dI < —1.

Assim,
p(A) = A2 =7\ +10 = 0. (5.52)
Temos entao que os autovalores de A sao: A\ = 2 e Ay = 5. Assim, a solugao geral

de (5.51) é
Como A; e Ay sdo maiores que 1, temos que as solugoes x1(n) = C12" e x5(n) = Cy5"
crescem ilimitadamente. Sendo assim, as solugoes (5.53) do sistema (5.51) também

crescem ilimitadamente, em modulo. No gréafico da figura A.4, podemos visualizar o

plano de fase do sistema (5.51).

Figura 5.2: Plano de fase do sistema (5.51).

Analisaremos agora o comportamento das solugoes de (5.44) onde os autovalores

sao complexos.

A equagao caracteristica (5.49) pode ter autovalores complexos, com as partes ima-

ginarias diferentes de zero quando (32 < 4~. Elas ocorrem em pares conjugados,

)\1 =a+bi e )\2 =a— b’l, (554)
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1
onde a = g e b = 3[6%—47|>. Uma situagao similar pode ocorrer em equagoes de

diferencas lineares de segunda ordem, desde que estas estejam associadas com equacgoes
caracteristicas polinomiais. Quando os valores complexos de A sao obtidos, é necessario
encontrar a solugao geral da equagao (5.44) envolvendo os valores complexos encontra-

dos. Por exemplo,
z1(n) = Ai(a+ bi)" + As(a — bi)". (5.55)

Lembre-se que podemos representar os niimeros complexos por um par de coorde-

nadas, (r,¢), que podem ser relacionadas por:
a=rcos¢ e b=rseng (5.56)

ou
b
r=(®+b)z e ¢=arctg (—) . (5.57)
a
As identidades a seguir, juntamente com o teorema de Euler, resumem essas re-
lacoes:
a+ bi = r(cos ¢ + isen ¢p) = re',
ig

a—bi=r(cosp —iseng) =re"
Temos entao que
(a4 bi)" = (re)" = r"e™ = c + di,
onde
c=r"cosng e d=r"senng.

Temos entao que a equagao (5.55) pode ser escrita como

x1(n) = Ay(a+ bi)" + Az(a — bi)"
= Ayr"(cosng + isenng) + Ayr"(cosng — isennag)

= 17" cosng + iayr’” sen no,

onde ay = Ay + Ay e ap = (A; — Ay). Entéo z1(n) tem uma parte real e uma parte
imaginaria. Para
u(n) =r"cosng e wv(n)=r"senng,
temos que
z1(n) = aju(n) + iasv(n). (5.58)

Como a equagao (5.58) é linear, temos que as partes reais e imaginarias dessas
solugbes complexas sao também solugdes. Portanto, podemos expressas a solugao (5.55)

CcOomo

z1(n) = kyu(n) + kav(n)

(5.59)
= r"(ky cosng + kg sen ng),
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Figura 5.3: A "sequéncia de tempo'"de solucoes de valores reais, dado pela equagao

(5.59), exibiria solugdes como acima.

onde r e ¢ estao relacionados com a e b pelas equagoes (5.56) ou (5.57). (Veja figura
5.3 2).

Na figura (5.3) sao mostrados os valores de n paran = 0,1,...,10. A amplitude de
oscilacoes desse sistema é r” e a sua frequéncia é £, onde 7 e ¢ sao dadas pela equacio
(5.57).

Podemos concluir entao que os autovalores complexos A = a £ bi estao associados
com as solugoes oscilatorias. Estas solugoes tem amplitudes crescentes ou decrescentes,
respectivamente, se 7 = /(a2 +b%) > 1 e 7 = /(a2 + %) < 1 e amplitude constante
se r = 1. A frequéncia de oscilagdo depende do raio g Podemos notar também que
quando arctg(g) ¢ em multiplo racional de 7 e » = 1, a solucao sera peridédica na
medida em que oscila através de um ntmero finito de valores e retorna a estes a cada

ciclo.

Exemplo 5.11. Vamos analisar o comportamento das solugoes do sistema

r1(n+ 1) = z1(n) — 3z9(n), (5.60)
xa(n+ 1) = x1(n) + x2(n).
1 -3 - .

Temos que A = . A equagao caracteristica de A é:

det A = L= =3 =0

1 1—A
Assim,
p(A) =X =22 +4=0. (5.61)

Temos entao dois autovalores complexos: \; =1+ iv3el =1—1iv3. De (5.54),

encontramos que a = 1 e b = 3. Assim, por (5.57), obtemos que

r=(01+3)7=V1=2 ¢ qb:arctg\/ﬁ:g.

2A figura 5.3 foi retirada de [3]
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Logo, de (5.59), a solugdo geral de valores reais do sistema (5.60) ¢

x1(n) =2" [C’l cos (n%) + Cysen (ng)] . (5.62)

Como r = 2 > 1, podemos concluir que as solugoes (5.62) do sistema (5.60) possuem
amplitude de oscilagoes crescentes igual a 2", frequéncia igual a %(ﬁgura 5.4) e crescem

em, valor absoluto, ilimitadamente.

Figura 5.4: Plano de fase do sistema (5.60).

Apresentaremos agora um critério de estabilidade mais direto para sistemas lineares
bidimensionais. O critério ¢ formulado em termos dos coeficientes das equagao carac-

teristica correspondente.

Critério: Dada a equacao caracteristica
N — BA+v =0, (5.63)

temos que o zero da solugao da equagdo (5.38) : z(n + 1) = Ax(n) é assintoticamente
estavel se
Bl <14+v<2 (5.64)

Demonstragao. As raizes da equagao (5.63) s@o: A; e A2 e sdo encontradas pela formula

N, = PEVE Ay
) 2 :

Pelo teorema 5.10(ii), temos que para o zero da solugao de (5.38) ser assintotica-

mente estavel é necessario que
|)\1| <le |/\2| < 1.

Temos que as raizes da equacao (5.63) sao equidistantes de g Assim, é necessario

que este ponto médio esteja dentro do intervalo (-1,1), ou seja,

g

-1l< =<1
5 ou

g‘ <1 (5.65)
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A figura 5.5 3 mostra esse resultado geometricamente, quando a equagao (5.63) tem
raizes reais.

Figura 5.5: Para a estabilidade de um sistema de duas dimensoes, os autovalores de

(5.63) devem estar no intervalo (-1,1).

Além disso, é necessario que a distancia de g para qualquer raiz seja menor do que
a distancia para um ponto final do intervalo, que pode ser observado na figura 5.5 .

Isto implica que
1 — ‘é’ > —M
2 2 '

Elevando ao quadrado ambos lados da equagao, encontramos que

2
(-]5]) ==

2 2

1— —_— > — —.
B+ >~

2 :
Cancelando % e rearranjando os termos, obtemos que

ou

1+~ >|3]. (5.66)
De (5.65), temos que —2 < 3 < 2 e de (5.66) que —3 < 1+ < (3. Assim,

—[B<l+y<p<2

Logo,
Bl <1+7<2.
O
Exemplo 5.12. Vamos determinar a estabilidade do zero da solugao do sistema
r1(n+ 1) = —z1(n) 4+ Sza(n), (5.67)
zo(n + 1) = —0,521(n) + 2z2(n).

3A figura 5.5 foi retirada de [9]
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-1
Temos que A = 05 9| A equacao caracteristica de A é:
—1-A
det A = > =0.
—0,5 2—-2A
Assim,
p(A) =X —=1+0,5=0. (5.68)
Os autovalores de A sao: \; = % e Ay = % De (5.54), encontramos que a = % e

b= % Assim, por (5.57), obtemos que

11\ V2
T:(Z+1> :g e gb:arctglzg

Logo, de (5.59), a solucao geral de valores reais do sistema (5.67) é

z(n) = (?)n (Cl Ccos (n%) + Cysen (n%)) : (5.69)

Comparando as equagoes (5.63) e (5.68), encontramos que § =1e v =0,5. De (5.64),
obtemos que
Bl=1<1l+~y=15<2

Logo, a solugao (5.69) do sistema (5.67) é assintoticamente estavel e tende para 0(figura
5.6).

Figura 5.6: Plano de fase do sistema (5.67).

Para analisarmos a estabilidade dos sistemas de equagoes de diferencas de ordem
superior a 2, o procedimento é andlogo ao apresentado nessa subsecao.

Se o sistema de equagoes de diferengas for nao linear, a anélise de estabilidade de
pontos de equilibrio é realizada, em geral, através de um "sistema linear correspon-
dente", préoximo do equilibrio. Essa teoria nao serd objeto de estudo nesse trabalho
mas, apresentamos na sequéncia, um modelo discreto nao linear na area de Epidemi-

ologia, que pode servir como motivacgao para o estudo da teoria de estabilidade.
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5.3 Aplicacao: um modelo epidemiolégico

Modelos de tempo discreto ou equagoes de diferencas sao usados para formular mo-
delos epidemiolédgicos, como os do tipo SI, SIR e SIS, que sao modelos comportamentais
cuja populagao total N é subdividida em suscetiveis (S), infectados (I) e removidos
(R). As aproximagoes continuas desses modelos sd@o usados mais frequentemente em
situacoes de modelagem devido a sua simplicidade matematica. As equagoes de diferen-
¢as nao sao tao bem comportadas como as suas aproximacoes continuas. Sabe-se que

a equacao logistica discreta

z(n+1)=1+nr)z(n)(1—2x(n))

pode apresentar caos, dependendo do parametro r, enquanto que para a "versao con-

d
>
O artigo [14] apresenta um modelo epidemologico discreto do tipo SI, onde S rep-

tinua" = rx(1 — x), isso nao ocorre.

resenta as pessoas sadias, mas suscetiveis a uma doenca e I representa as pessoas

infestadas. Tem a seguinte forma:

I(n+1) =I(n) (1 + 25LS(n)). (5.70)

com condigoes iniciais positivas, ou seja, S(0) > 0 e 1(0) > 0 satisfazendo S(0)+1(0) =

{ S(n+1) = S(n) (1— 22L1(n))

N. O parametro o> 0) é chamado taxa de contato, isto ¢, o nimero médio de
individuos com quem um individuo infeccioso faz contato suficiente para transmitir a
infeccao durante um intervalo de tempo da unidade. O tamanho total da populacao é
dado por N = S(n) + I(n) e o indice n representa o tempo nAt(> 0). Assim, S(n) é
o tamanho da subpopulagao suscetivel no tempo nAt, aqui considerado constante.

Os pontos de equilibrio do sistema (5.70) sao dados respectivamente por

S* = 5*(1— QTNI(n)) (5.71)
=11+ QTNS(n)). (5.72)

que sdo obtidos fazendo S(n + 1) = S(n) = S* e I(n+ 1) = I(n) = I* no sistema
(5.70).

Como esse sistema ¢ nao linear, [14]| analisa a estabilidade dos equilibrios usando
técnicas que nao sao apresentadas neste nexto. Além disso, outros tipos de modelos,
como SIS e SIR, sao apresentados no trabalho de Allen [14] e analisados com relagao a

estabilidade de equilibrios existentes.



6 Consideracoes Finais

Neste trabalho empenhamo-nos em apresentar um texto introdutério sobre sistemas
dinamicos discretos de primeira ordem e também sobre sistemas de equagoes de dife-
rencas de ordem superior. Inicialmente analisamos as equacgoes de diferencas lineares de
primeira ordem, critérios de estabilidade e algumas aplicacoes. Em seguida, equagoes de
ordem superior e sistemas de equacoes lineares. O intuito desse trabalho foi contribuir

com um material didético para alunos da graduagao.
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A Programacao no Maple

Os gréaficos deste trabalho foram construidos com o software MAPLE, versao 14.
Apresentaremos trés rotinas desenvolvidas no Maple referentes aos seguintes gra-
ficos: cobweb, bifurcacao da equacao logistica e plano de fase. A primeira e segunda

rotina foram retiradas de [15] e a ultima de [3].
- Cobweb

Considerando o sistema dinamico z(n+1) = f(x(n)), a rotina apresentada a seguir

é acionada através do comando

cobweb(func,x0,numb,xmin,xmax)

cujos argumentos utilizados sao:

1. func: a fun¢ao que define o sistema dinamico;
2. x0: condicgao inicial;
3. numb: numero de iteragoes;

4. xmin e xmax: valores respctivamente minimo e maximo para a variavel inde-

pendente.
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Rotina:

>restart:with(plots) :with(plottools):
>cobweb:=proc(func,x0,numb,xmin, xmax)

>local curve, diagonal, oldx, newx, lines,i,11,12:
>curve:=plot (func(x),x=xmin. .xmax) :
>diagonal:=line([xmin, xmin], [xmax, xmax]):
>0ldx:=x0; newx:=func(oldx):
>lines:=[1line([o0ldx,0], [0ldx, newx])]:

>for i from O to numb do;

>11:= line([oldx, newx], [newx, newx]):
>0ldx:=newx; newx:=func(oldx):

>12:=line([oldx, oldx], [oldx, newx]):
>lines:=[op(lines), 11, 12]:

>display(lines, curve, diagonal, scaling = constrained, thickness = 2);
>end;

O grafico A.1 exibe o cobweb do sistema dinamico [z(n)]* — z(n), com x(0) = 0, 5.

O comando utilizado para exibir o grafico foi:

cobweb(z* — 2,0.5,2, -3, 3).

Figura A.1: Cobweb do sistema dinamico [z(n)]* — z(n), com z(0) = 0, 5.

- Bifurcacgao
Considerando a equagao logistica x(n+1) = px(n)(1—x(n)), com z € [0,1] e u > 0,

a rotina apresentada a seguir é acionada através do comando

logisticdisplay (rng::realcons..realcons)

cujos parametros utilizados sao:
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1. rng: o namero de bifurcacao de um ciclo ao outro;
2. realcons: o valor de fi.
Rotina:

>logisticdisplay:=proc(rng: :realcons..realcons)
>local x,d,seqn,pts,ss,i,j,left,right,a,n,maxlen,Options;
>maxlen:=16;

>n:=200;

>if nargs>1 then

>Options:=[args[2..nargs]];

>if not type(Options,list(equation)) then

>error "each optional argument must be an equation"
>end if;

>if hasoption(Options, ’maxcycle’,’i’,’Options’) then
>if type(i,posint) then

>maxlen:=i;

>else

>error "\"maxcycle\" must be a positive integer"
>end if;

>end if;

>if hasoption(Options, ’numpoints’,’n’,’Options’) then
>if not type(n,posint) then

>error "\"numpoints\" must be a positive integer"
>end if;

>end if;

>if nops(Options)>0 then

>error "% 1 is not a valid option for % 2", op(1, Options), procname;

>end if;

>end if;

>left:=evalf (op(1l, rng));
>right:=evalf (op(2, rng));
>if right>4 or left<l then

>error "the interval, % 1, should be a subinterval of 1..4 \} 1", rng,

>end if;

>x:=0.25;

>d:=evalf ((right-left)/n);
>pts:=NULL;

>for j from O to n do
>a:=left+jx*d;

>for 1 from 1 to 250 do
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>x:=evalf (a*x*x(1-x),15);

>end do;

>seqn:=NULL:

>for i from 1 to maxlen do

>x:=evalf (axx*(1-x), 15);

>seqn:.=seqn, X,

>end do;

>ss:=evalf ({seqn}):

>pts:=pts, seq([a, ss[i]l], i=1..nops(ss));
>end do;

>plots[pointplot] ([pts], color=red, symbol=POINT, view=
[left..right,0..1]);

>end proc:

Os graficos A.2 e A.3 exibem respectivamente os diagramas de bifurcagao parcial e
total para fu da equacgao logistica.

O grafico A.3 ¢é acionado através do comando:

logisticdisplay(3.4495..4, numpoints=250, maxcycle= 20)

1

0.8

0.6 .
\/—.
0.4 e
0.2
0-r T T T T T
1 1.5 2 25 3 35

Figura A.2: Diagrama de bifurcagao parcial de fu da equagao logistica.
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Figura A.3: Diagrama de bifurcagao da equacgao logistica.

- Plano de fase

Considerando o sistema dinamico z(n+1) = f(x(n)), a rotina apresentada a seguir

¢é acionada através do comando

phase4 :=proc(matrix11, matrix12, matrix21, matrix22,
initiall, initial2, initial3, initial4, initial5, initial6, initial7, initial8, iterations)

cujos parametros utilizados sao:

1. matrix11l, matrix12, matrix21, matrix22: a matriz que forma o sistema;

2. initiall, initial2, initial3, initial4, initial5, initial6, initial7, initial8: valo-

res iniciais;
3. iterations: nimero de iteragoes.

Rotina:

>phase4:=proc(matrixll, matrix12, matrix21, matrix22,
initiall, initial2, initial3, initial4, initialb, initial6,
initial7, initial8, iterations)

>local A, x, n, G, F, H, J, x1, x2, 1, x3, x4, wl, w2, y3,
v4, z1, z2, z3, z4, y, z, vl, v2, v3, v4, v, K;
>A:=array(1l..2,1..2, [[matrixll,matrix12],
[matrix21,matrix22]]);

>x:=array(1l..2,1..1,[[initiall], [initial2]]);
y:=array(1l..2, 1..1, [[initial3],[initial4]]);
z:=array(1..2, 1..1, [[initialb], [initial6]]);
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v:i=array(1..2, 1..1, [[initial7],[initial8]]);
>n:=iterations;

>x1:=x[1,1]; x2:=x[2,1]; wl:=y[1,1]; w2:=y[2,1]; zl:=z[1,1];
z2:=z[2,1]; vi:=v[1,1]; v2:=v[2,1];

>G:=[ 1; H:=[1; J:=[1; K:=[1;
>with(plottools):

>for i from 1 to n do

>F:=array(1..2, 1..1, [[(A[1,1]*x1)+(A[1,2]*x2)],
[(A[2,1]*x1)+(A[2,2]1*x2)]1]);

>x3:=F[1,1]; x4:=F[2,1];

>G:=[op(G), line([x1,x2],[x3,x4]1)];

>x1:=x3; x2:=x4,

>F:=array(1..2, 1..1,[[(A[1,1]*wl)+(A[1,2]*w2)],
[(A[2,1]*w1)+(A[2,2]*w2)]1]);

>y3:=F[1,1]; y4:=F[2,1];

>H:=[op(H), line([wl,w2], [y3,y4]1)];

>wl:=y3; w2:=y4;

>F:=array(1..2, 1..1, [[(A[1,1]*z1)+(A[1,2]*z2)],
[(A[2,1]1*z1)+(A[2,2]*22)]1]);

>z3:=F[1,1]; z4:=F[2,1];

>J:=[op(J), line([z1,z2],[23,z4])];

>z1:=23; z2:=z4,

>F:=array(1..2, 1..1,[[(A[1,1]*v1)+(A[1,2]%v2)],
[(A[2,1]xv1)+(A[2,2]*v2)]]);

>v3:=F[1,1]; v4:=F[2,1];

>K:=[op(K), line([v1,v2], [v3,v4])];

>vl:=v3; v2:=v4;

>od;

>plots([display] (G,H,J,K,tickmarks=[0,0],color=black);

>end:
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O grafico A.4 exibe o plano de fase do sistema

{ z1(n + 1) = 3z1(n) + 2x9(n),
zo(n + 1) = z1(n) + 4y (n).

Figura A.4: Plano de fase do sistema (A.1).
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