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Resumo

Nesse trabalho teórico na área das equações diferenciais parciais elípticas, estudamos

uma versão estacionária da equação de Schrödinger não-linear, com não-linearidade do

tipo assintoticamente linear. O objetivo principal versa sobre obter resultados de existên-

cia de uma solução nodal radialmente simétrica. Ainda, sob algumas condições, buscamos

também obter informações sobre o seu índice de Morse.

Palavras-Chave: Equação de Schrödinger, Equações assintoticamente lineares, Méto-

dos Variacionais.





Abstract

In this theoretical work in elliptic partial di�erential equations, we study a stationary

version for the nonlinear Schödinger equation with nonlinearity of the assymptotically

linear type. The main objective is getting, some results of existence for a radially symme-

tric nodal solution. Moreover, under some conditions, we look also obtaining information

about its Morse index.

Keywords: Schrödinger equation, elliptically asymptotically linear equations, Variant

Methods.





Notação

• un −→ u : convergência forte (em norma);

• un ⇀ u: u convergência fraca;

• Ck(Ω) = {u : Ω −→ R; é continuamente k vezes diferenciável };

• Ck
0 (Ω) = {u ∈ Ck(Ω); supp(u) é compacto };

• Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), para todo |α| 6 m};

• ‖u‖m,p,Ω =
(∑

|α|6m ‖u‖Lp(Ω)

) 1
p
;

• Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : Dαu ∈ L2(Ω), para todo |α| 6 m};

• u+(x) = max{u(x), 0};

• u−(x) = min{u(x), 0}.

9
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Capítulo

1

Introdução

O objetivo deste trabalho é apresentar um resultado de existência de solução nodal e

radialmente simétrica para uma classe de equações de Schrödinger assintoticamente linear

no in�nito. Em [1] foi provado um resultado de existência de uma solução positiva para

este tipo de problema em um domínio exterior assumindo em particular que f é convexa.

Outro trabalho bastante importante no estudo desse tipo de problema é o artigo [6], onde

os autores provam resultados de simetria para soluções clássicas de equações elípticas

semi-lineares em todo o RN ou no exterior de uma bola, no caso em que a não linearidade

é convexa ou tem uma primeira derivada convexa.

Neste trabalho, realizamos um estudo detalhado do trabalho [8], onde estudamos a

existência de uma solução nodal para uma versão estacionária da equação de Schrödinger:

−∆u+ λu = f(u), em RN , para N > 3 e λ > 0, (1.1)

onde a não-linearidade f satisfaz o seguinte conjunto de hipóteses:

(f1) f ∈ C(R,R);

(f2)f(−t) = −f(t), para todo t ∈ R;

(f3) lim
t→0

f(t)

t
= 0;

(f4) existe s > 0, tal que lim
t→∞

f(t)

t
=

1

s
e f(t)

t
6 1

s
, para todo t ∈ R;

(f5) f(t)
t

é uma função crescente para todo t > 0.

Assumimos ainda uma condição de não-quadraticidade, de Costa e Magalhães

13



1. Introdução 14

lim
t→∞

[f(t)t− 2F (t)] = +∞ e [f(t)t− 2F (t)] > 0,∀t ∈ R, (1.2)

onde F (t) =
∫ t

0
f(z)dz.

Um modelo especial que satisfaz as hipóteses (f1)− (f5) é dado por:

−∆u+ λu =
u3

1 + su2
, em RN ,

para N > 3 e λ > 0.

Em óptica não linear, este modelo de equação descreve a propagação de um feixe de

luz de um meio saturável sob um efeito de auto-focagem, onde o parâmetro λ denota a

velocidade de propagação da onda e o parâmetro s denota o de saturação.

Os principais resultados desse trabalho são:

Teorema 1 Assuma que (f1)− (f5) e (1.2) sejam satisfeitas. Se o parâmetro s > 0, dado

em (f4), satisfaz s ∈ (0, 1
λ
), então existe uma solução radial de (1.1) que muda de sinal

uma única vez em R. Se esta solução é não degenerada e f ∈ C1(R,R), então ela tem

índice de Morse j > N + 2.

Na prova do Teorema 1 vamos utilizar um resultado de existência de uma solução

radial e positiva, para um problema em domínio exterior, o qual enunciamos a seguir:

Proposição 1 Assuma que (f1)− (f5). Então existe uma solução radial positiva de:{
−∆u+ λu = f(u) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω = RN\BR(0) para algum R > 0 �xo.

Na demonstração de ambos resultados, empregamos métodos variacionais e utilizamos

os argumentos de [4] para estabelecer a existência de uma solução fraca que muda de sinal

para a equação (1.1) com s ∈ (0, 1
λ
).

Nossa proposta é tornar o trabalho [8] mais acessível para iniciantes na área de Equa-

ções Diferenciais Parciais Elípticas. Para isso, procuramos detalhar todos os cálculos e as

passagens no decorrer do mesmo. O presente trabalho está estruturado como segue. No

Capítulo 2, para melhor entendimento do trabalho, serão apresentados alguns resultados

preliminares, como por exemplo o conhecido Lema da Deformação e o Teorema de Mi-

randa. No Capítulo 3 vamos exibir uma prova para o teorema principal baseada em [8], [4]

e [6]. Vamos utilizar o Princípio Variacional de Ekeland para obter uma sequência de Ce-

rami no nível do Passo da Montanha para o funcional energia, utilizada na argumentação

do apêndice B.



Capítulo

2

Preliminares

Neste capítulo veremos algumas de�nições, notações e resultados importantes para o

desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Distribuições

De�nição 1 Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto. Chamamos de suporte de uma função

φ : Ω ⊂ RN → R(ou C), o conjunto de�nido por supp(φ) = {x ∈ Ω : φ(x) 6= 0}. Se este

conjunto além de fechado for compacto, então dizemos que φ é de suporte compacto.

De�nição 2 Representamos por D(Ω) o espaço vetorial das funções de�nidas em Ω, com

suporte compacto, possuindo em Ω derivadas parciais contínuas de todas as ordens. Os

elementos de D(Ω) são denominados funções testes em Ω.

De�nição 3 Um multi-índice α é uma n-úpla (α1, α2, ..., αn), onde αi ∈ N, para todo

0 < i 6 n. Temos associado ao multi-índice α alguns símbolos, um deles é

Dα =
∂α

∂α1
x1 ∂

α2
x2 ...∂αn

xn

,

onde |α| = α1 + α2 + ...+ αn, é chamado de ordem do multi-índice α.

De�nição 4 Uma sequência de funções {φm} em D(Ω) é dita convergente para 0, se

existe um conjunto compacto �xo K ⊂ Ω tal que supp(φm) ⊂ K, para todo m, e todas as

suas derivadas convergem uniformemente para 0, em K.

De�nição 5 Um funcional linear T sobre D(Ω) é dita ser uma distribuição em Ω, se

sempre que, φm → 0 em D(Ω), tem-se T (φm) → 0 quando m → ∞. O espaço das

distribuições, que é o dual do espaço de funções teste, é denotado por D ′(Ω).

15



2. Preliminares 16

De�nição 6 A função f : Ω → R (ou C)é dita ser localmente integrável, se para todo

conjunto compacto K ⊂ Ω,
∫
K
|f | <∞. Para, 1 6 p <∞, tem-se:

D(Ω) ⊂ LPloc(Ω) ⊂ D ′(Ω).

De�nição 7 Considere uma distribuição T sobre Ω e α ∈ Nn. A derivada de α de T é

de�nida por:

(DαT )(φ) = (−1)|α|T (Dαφ), para φ ∈ D(Ω).

Mostremos que Dα está bem de�nida, isto é, DαT ∈ D ′(Ω), para todo T ∈ D ′(Ω). De

fato, seja (φm) ⊂ D(Ω) tal que φm → 0 em D(Ω). Então existe um subconjunto compacto

K ⊂ RN tal que supp(φm) ⊂ K e Dαφm → 0, uniformemente em K, para todo α ∈ Nn.

Além disso, sendo T ∈ D ′(Ω), temos que T (Dαφm)→ 0, em K, quando m→∞. Assim,

|(DαT )φm)| = |T (Dαφm)| → 0, quando m→∞.

Logo, T ∈ D ′(Ω) possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuições.

Exemplo 1 Seja x ∈ RN . De�na δx por δx(φ) = φ(x) com φ ∈ D(Ω). Prova-se que δx é

uma distribuição, a qual chamamos Distribuição de Dirac em x.

Exemplo 2 Seja u ∈ L1
loc(Ω). Considere a forma linear Tu de�nida por:

Tuφ =

∫
Ω

u(x)φ(x)dx, φ ∈ D(Ω).

Então, Tu é uma distribuição.

Exemplo 3 Seja H a função Heaviside de�nida em R do seguinte modo:

H(x) =

{
1, se x > 0

0, se x < 0.

Note que H é localmente integrável em R, mas sua derivada H ′(x) no sentido das distri-

buições não é localmente integrável. De fato,
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(D1TH) = (−1)1TH(Dφ)

= −
∫
RN

φ′(x)H(x)dx

= − lim
L→∞

[∫ L

0

φ′(x)dx

]
= − lim

L→∞
[φ(L)− φ(0)]

= δ0(φ).

A�rmação: A distribuição delta de Dirac não é gerada por funções localmente Inte-

gráveis. Com efeito, suponha que f ∈ L1
loc(R) seja tal que Tf = δ, isto é, Tf : D ′(R)→ R

de�nida por,

Tfφ =

∫
R
f(x)φ(x)dx, para todo φ ∈ D ′(R).

Então para todo ε > 0, seja φε ∈ D ′(R) com supp(φε) ⊂ B(0, ε), 0 6 φε 6 1 e φε = 1.

Assim,

δ(φε) = 1, em B
(

0,
ε

2

)
. (2.1)

Por outro lado,

δ(φε) = Tfφε =

∫
R
f(x)φε(x)dx =

∫
B(0,ε)

f(x)φε(x)dx 6
∫
B(0,ε)

f(x)dx.

Note que quando ε→ 0, tem-se δ(φε)→ 0, o que contradiz (2.1).

2.2 Espaço de Sobolev

Se u ∈ Lp(Ω) então u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuições,

mas em geral, não é verdade que Dαu seja uma distribuição de�nida por uma função de

Lp(Ω). Quando Dαu é de�nida por uma função de Lp(Ω), de�ni-se o seguinte espaço:

De�nição 8 Seja m > 0 um inteiro e seja 1 6 p < ∞. O espaço de Sobolev Wm,p é

de�nido por:

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), para todo |α| 6 m}, (2.2)

com a norma
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‖u‖m,p,Ω =

∑
|α|6m

‖u‖pLp(Ω)

 1
p

. (2.3)

(i) o caso p = 2, denota o espaço

Hm(Ω) = Wm,2(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : Dαu ∈ L2(Ω), para todo |α| 6 m}, (2.4)

com a norma

‖u‖m,2,Ω =

∑
|α|6m

‖u‖2
L2(Ω)

 1
2

. (2.5)

(ii) Iremos também usar as semi-normas qual consiste as normas Lpdas derivadas da

mais alta ordem. Denotemos essa norma por

|u|m,2,Ω =

∑
|α|6m

‖u‖2
L2(Ω)

 1
2

.

(iii) Consideremos naturalmente Lp(Ω) como o caso especial de classe de Sobolev,

quando m = 0. O espaço Hm(Ω) tem um produto interno de�nida por:

〈u, v〉 =
∑
|α|6m

∫
Ω

DαuDαv , para todos u, v ∈ Hm(Ω),

esse produto interno, induz a norma dada pela formula (2.5). Observe ainda que C∞0 (Ω)

é denso em Lp(Ω), mas não é verdade que C∞0 (Ω) seja denso em Wm,p(Ω) para m > 1.

Motivado por esta razão de�ni-se o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de C∞0 (Ω) em

Wm,p(Ω).

Lema 1 Seja 1 6 p 6∞. Temos

W 1,p(Ω) ⊂ Lp∗(Ω), onde
1

p∗
=

1

p
− 1

N
, se p < N,

W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [p,+∞), se p = N,

W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω), se p > N,
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e todas estas imersões são contínuas. Assim, se p > N temos que, para todo u ∈ W 1,p(Ω),

|u(x)− u(y)| 6 C‖u‖W 1,p|x− y|αq.t.p. x, y ∈ Ω,

com α = 1− (N
P

) e C dependente de Ω, p e N . Em particular, W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω).

Demonstração: Ver [3].

Teorema 2 (Rellich-Kondrachov). Supondo que Ω é limitado e f de classe C1. Temos

as seguintes imersões compactas:

W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗), onde
1

p∗
=

1

p
− 1

N
, se p < N,

W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [p,+∞), se p = N,

W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω), se p > N,

Em particular, W 1,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) com imersões compactas para todo p(e todo N).

Demonstração: Ver [3].

2.3 Resultados preliminares

Primeiramente enunciaremos alguns resultados que serão utilizados no decorrer deste

trabalho.

Lema 2 Seja 1 6 q < +∞, 1 6 p < +∞ com q 6= NP
N−P se p < N . Assuma que un é

limitada em Lq(RN),∇un é limitada em Lq(RN) e

sup
y∈RN

∫
y+BR

|un|qdx→ 0, n→∞,

para algum R > 0. Então un → 0 em Lα(Ω) para α entre q e Np
N−p .

Ver Lema I.1 de [7].

Teorema 3 (de Vainberg) Sejam (fj) uma sequência de funções em Lq(Ω) e f ∈ Lq(Ω)

tais que

fj → f em Lq(Ω).

Então, existe (fjk) ⊂ fj e uma função g ∈ Lq(Ω) tal que

|fjk | 6 g(x) q.t.p em Ω

e

fjk(x)→ f q.t.p em Ω.
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Demonstração: Ver [3].

Teorema 4 (de Miranda) Seja Ω = {x ∈ RN : |xi| 6 L, i = 1, ..., n} e seja f : Ω→ RN

uma função contínua satisfazendo,

fi(x1, x2, ..., xi−1,−L, xi+1, ..., xn) > 0

e

fi(x1, x2, ..., xi−1,+L, xi+1, ..., xn) 6 0,

para todo i ∈ {1, ..., n}, onde f = (f1, ..., fn). Então, f(x) = 0 tem uma solução em Ω.

Demonstração: Ver [9].

Lema 3 (da Deformação) Seja X um espaço de Banach e ϕ ∈ C1(X,R), S ⊂ X,

c ∈ R e ε, δ > 0 tais que para todo

u ∈ ϕ−1([c− ε, c+ ε]) ∩ S2δ,

tem-se que‖ϕ′(u)‖ > 8ε
δ
. Então existe η ∈ C1([0, 1]×X,X) tal que:

(i)η(t, u) = u se t = 0 ou se u /∈ ϕ−1([c− ε, c+ ε]) ∩ S2δ;

(ii)η(1, ϕc+ε ∩ S) ⊂ ϕc−ε;

(iii) t→ ϕ(η(t, v)) é não-crescente, para todo v ∈ X,

onde ϕa = {v ∈ X;ϕ(v) 6 a}.

Para provar este resultado, precisamos de algumas de�nições.

De�nição 9 Seja M um espaço métrico, X um espaço normado e h : M −→ X\{0}
uma função contínua. Um campo vetorial g é dito um campo pseudo-gradiente para h em

M se g : M → X é contínuo localmente de Lipschitz e tal que, para todo u ∈M,

‖g(u)‖ 6 2‖h(u)‖, 〈h(u), g(u)〉 > ‖h(u)‖2.

Observe que

‖h(u)‖2 6 〈h(u), g(u)〉 6 ‖h(u)‖‖g(u)‖

e
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‖h(u)‖ 6 ‖g(u)‖ 6 2‖h(u)‖,

onde

‖h(u)‖ = sup
‖y‖=1;y∈X

〈h(u), y〉.

Precisamos ainda do seguinte resultado de existência de campos pseudo-gradientes.

Lema 4 Seja M um espaço métrico, X um espaço normado e h : M → X ′\{0}uma

função contínua. Então existe um campo vetorial pseudo-gradiente para h em M.

Demonstração ver [10].

Demonstração do Lema da Deformação. Pelo Lema anterior , existe um campo

pseudo-gradiente g para ϕ′ em M := {u ∈ X;ϕ′(u) 6= 0}, o qual satisfaz

‖ϕ′(u)‖ 6 ‖g(u)‖ 6 2‖ϕ′(u)‖. (2.6)

Vamos de�nir

A := ϕ−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩ S2δ, e B := ϕ−1([c− ε, c+ ε]) ∩ Sδ.

Note que A e B são fechados e ainda B ⊂ A. Assim, dist(u,X \ A) e dist(u,B) não

são simultaneamente nulos, e mais, dado u ∈ X, existem c, d em R e uma vizinhança Vu

de u tais que se v ∈ Vu

0 < c 6 dist(v,X \ A) + dist(v,B) 6 d <∞.

De�na Ψ : X → R, pondo

Ψ(u) :=
dist(u,X \ A)

dist(u,X \ A) + dist(u,B)
.

Note que Ψ está bem de�nido (pois o denominador é diferente de zero para todo

u ∈ X) 0 6 Ψ 6 1 com Ψ(u) = 0 se u ∈ B,Ψ(u) = 1 se u ∈ X \ A. Pode-se mostrar que

dist(u,X \A) e dist(u,B) são funções lipschitzianas e assim que Ψ é Lipschitz contínua.

Consideremos o seguinte campo vetorial em X de�nido por

f(u) :=

{
−Ψ(u)g(u)
‖g(u)‖2 , u ∈ A

0, se u ∈ X \ A
(2.7)
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Note que A ⊂M (logo podemos de�nir g em A), e por (2.6) temos que

‖f(u)‖ = ‖ −Ψ(u)‖
∣∣∣∣∣∣∣∣ g(u)

‖g(u)‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 1

‖g(u)‖

6
1

‖ϕ′(u)‖
6

δ

8ε
,

para todo u ∈ X. Portanto, f está bem de�nida.

Veri�quemos que f é localmente lipschitziana. Dado u ∈ X, tomemos Vu vizinhança

de u tal que g|Vu e Ψ|Vu são lipschitz. Dados a, b em u ∈ Vu

• Se a, b ∈ X\A, temos

‖f(a)− f(b)‖ = 0 6 ‖a− b‖.

• Se a ∈ A e b ∈ X \ A, temos

‖f(a)− f(b)‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣Ψ(a)
g(a)

‖g(a)‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣Ψ(a)
g(a)

‖g(a)‖2
−Ψ(b)

g(a)

‖g(a)‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣ g(a)

‖g(a)‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣ |Ψ(a)−Ψ(b)|

=
1

‖g(a)‖
|Ψ(a)−Ψ(b)|

6
δ

8ε
|Ψ(a)−Ψ(b)|,

e temos o resultado usando o fato de Ψ ser localmente de Lipschitz

• Se a, b ∈ A, temos

‖f(a)− f(b)‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣Ψ(a)
g(a)

‖g(a)‖2
−Ψ(b)

g(b)

‖g(b)‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∣∣∣∣Ψ(a)
g(a)

‖g(a)‖2
−Ψ(a)

g(b)

‖g(b)‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣∣Ψ(a)
g(b)

‖g(b)‖2
−Ψ(b)

g(b)

‖g(b)‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= |Ψ(a)|

∣∣∣∣∣∣∣∣ g(a)

‖g(a)‖2
− g(b)

‖g(b)‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣+ |Ψ(a)−Ψ(b)|
∣∣∣∣∣∣∣∣ g(b)

‖g(b)‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∣∣∣∣ g(a)

‖g(a)‖2
− g(b)

‖g(b)‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣+
δ

8ε
|Ψ(a)−Ψ(b)|.

Novamente, pela desigualdade triangular
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∣∣∣∣∣∣∣∣ g(a)

‖g(a)‖2
− g(b)

‖g(b)‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∣∣∣∣ g(a)

‖g(a)‖2
− g(a)

‖g(b)‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣∣ g(a)

‖g(b)‖2
− g(b)

‖g(b)‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣g(a)‖g(b)‖2 − g(a)‖g(a)‖2

‖g(a)‖2‖g(b)‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣+

(
1

‖g(b)‖

)2

‖g(a)− g(b)‖

6 ‖g(a)‖
∣∣∣∣∣∣∣∣‖g(b)‖2 − ‖g(a)‖2

‖g(a)‖2‖g(b)‖2

∣∣∣∣∣∣∣∣+
δ2

64ε2
‖g(a)− g(b)‖

6
|〈g(b)− g(a), g(b)− g(a)〉|

‖g(a)‖‖g(b)‖2
+

δ2

64ε2
‖g(a)− g(b)‖

6
‖g(b)− g(a)‖‖g(b)− g(a)‖

‖g(a)‖‖g(b)‖2
+

δ2

64ε2
‖g(a)− g(b)‖

= k‖g(a)− g(b)‖.

Donde segue que f é localmente de lipschitz.

Para cada u ∈ X, o problema de Cauchy{
d
dt
σ(t, u) = f(σ(t, u))

σ(0, u) = u
(2.8)

tem uma única solução, contínua e de�nida em todo t > 0.

Vamos de�nir η : [0, 1]×X → X, por (t, u) 7→ σ(8εt, u).

Se t > 0,

‖σ(t, u)− σ(0, u)‖ = ‖σ(t, u)− u‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∫ t

0

f(σ(τ, u))dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣
6
∫ t

0

‖f(σ(τ, u))‖dτ

6 ‖f‖(t− 0) 6
δt

8ε
.

Portanto,

‖η(t, u)− η(0, u)‖ = ‖η(t, u)− u‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∫ t

0

f(σ(τ, u))dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣
6
∫ t8ε

0

‖f(σ(τ, u))‖dτ

6 ‖f‖(t8ε) 6 δt.

Veri�cação de (i): Note que η(0, u) = u.

Se u ∈ X \ A, f(u) = 0 e σ(t, u) = u é solução do problema (2.8), ou seja
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d

dt
σ(t, u) = 0 = f(u).

Portanto, η(t, u) = u para todo t ∈ R.
Notemos agora que

d

dt
ϕ(σ(t, u)) = 〈ϕ′(σ(t, u)),

d

dt
σ(t, u)〉

= 〈ϕ′(σ(t, u)), f(σ(t, u))〉

= −Ψ(σ(t, u))
〈ϕ′(σ(t, u)), g(σ(t, u))〉

‖g(σ(t, u))‖2

6 −Ψ(σ(t, u))

4
, (2.9)

e essa última desigualdade temos pois

〈ϕ′, g〉
‖g‖2

>
〈ϕ′, g〉
‖4ϕ′‖2

>
1

4
.

Veri�cação de (iii): Como 0 6 Ψ, de (2.9) segue que t 7−→ ϕ(η(t, u)) é não crescente.

Veri�cação de (ii) : Seja u ∈ ϕc+ε∩Sδ. Se existe t ∈ [0, 8ε] tal que ϕ(σ(t, u)) < c− ε,
então ϕ(σ(8ε, u)) < c− ε, e (ii) é satisfeito, pois ϕ é não crescente.

Se σ(t, u) ∈ ϕ−1([c− ε, c+ ε]) para todo t ∈ [0, 8ε] temos:

ϕ(σ(8ε, u)) = ϕ(u) +

∫ 8ε

0

d

dt
ϕ(σ(t, u))dt

6 ϕ(u)− 1

4

∫ 8ε

0

Ψ(σ(t, u))dt

= ϕ(u)− 1

4
8ε

6 c+ ε− 2ε = c− ε,

donde segue (ii).

�

Teorema 5 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espaço de Banach e

I ∈ C1(X,R) com I(0) = 0 suponha que: existem α, ρ > 0 tais que

(H1) I(u) > α > 0 para todo u ∈ X com ‖u‖ = ρ,

(H2) existe e ∈ X tal que com ‖u‖ > ρ e I(e) < 0.
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Então para cada ε > 0 existe uε ∈ X tal que

(a) c− 2ε 6 I(uε) 6 c+ 2ε,

(b) (1 + ‖u‖) ‖I ′(uε)‖ < 8ε,

onde

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) e Γ = {γ ∈ C([0, 1], X), γ(0) = 0, γ(1) = e}.

Demonstração ver [2].

Lema 5 (A identidade de Pohozaev): Seja Ω ⊂ RN um domínio, f : R → R uma

função continua e u ∈ H1
0 ∩H2

loc(Ω) uma solução fraca do problema −∆u = f(u) em Ω e

u = 0 sobre ∂Ω.

Então,

N − 2

2

∫
Ω

|∇u|2.η(x)dSx = N

∫
Ω

F (u)dx,

onde,

F (s) =

∫ s

0

f(s)ds

e η(x) é o vetor normal exterior no ponto x ∈ ∂Ω.

Se Ω = RN , então

N − 2

2

∫
RN

|∇u|2.η(x)dSx = N

∫
RN

F (u)dx.

De�nição 10 Sejam Ω ⊂ RN um aberto conexo, e L : H1(Ω)→ R um operador diferen-

cial parcial tendo a forma

Lu = −
n∑

i,j=1

aijuxixj +
n∑
i=1

biuxi + cu.

Dizemos que L é simétrico quando

aij = aji,∀i, j = 1, ..., N.

Além disso, dizemos que L é uniformemente elíptico quando existe uma constante

R > 0, tal que para todo x ∈ Ω e y ∈ RN , vale que

n∑
i,j=1

aijyiyj > R|y|2.
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Para o próximo resultado conhecido como Princípio do Máximo Forte, vamos considerar

L como sendo um operador diferencial parcial, simétrico, uniformemente elíptico, com os

coe�cientes aij, bi e c contínuos.

Teorema 6 (Principio do máximo forte:) Assumindo u ∈ C2(Ω)∩C(Ω) e c > 0 em

Ω. Supondo ainda que Ω é conexo, então vale:

(i) se Lu 6 0 em Ω, e u atinge máximo não negativo sobre Ω, em um ponto interior,

então u é constante em Ω;

(ii) se Lu 6 0 em Ω, e u atinge mínimo não positivo sobre Ω, em um ponto interior,

então u é constante em Ω.

Ver referência [5].



Capítulo

3

Resultados de existência

Neste capítulo, nosso objetivo é provar que o problema

−∆u+ λu = f(u), em RN , para N > 3 em λ > 0, (1.1)

com f satisfazendo as condições iniciais, ou seja, vamos mostrar que se (f1)− (f5) e (1.2)

são satisfeitas, então existe uma solução u de (1.1). Para isso, vamos mostrar alguns

resultados preliminares.

Um conjunto Ω ⊂ RN é dito radialmente simétrico se satisfazer a propriedade:

se x0 ∈ Ω e |x| = |x0| então x ∈ Ω.

De�nição 11 Sejam Ω um subconjunto radialmente simétrico do RN e u ∈ L1
loc(Ω).

Dizemos que u é uma função radialmente simétrica, se existir ũ : [0,∞)→ R tal que

u(x) = ũ(|x|) q.t.p em x ∈ Ω.

Consideremos o espaço H1(RN) com a seguinte norma:

‖u‖ =

(∫
RN

(|∇(u)|2 + λu2)dx

) 1
2

,

a qual é induzida pelo seguinte produto interno.

〈u, v〉H1 =

∫
RN

(∇u∇v + λuv)dx, para quaisquer u, v ∈ H1(RN).

Segue que (H1RN , 〈., 〉) é um espaço de Hilbert.

Uma vez que estamos buscando por soluções radialmente simétricas, consideremos

H1
rad(RN) = {u ∈ H1(RN);u(x) = u(|x|)}.

27
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Mostremos que (H1
rad(RN), 〈., .〉H1) é um espaço de Hilbert.

Como H1(RN) é um espaço de Hilbert, basta mostrar que H1
rad(RN) é um subespaço

vetorial fechado de H1(RN).

Primeiramente note que , se u é radialmente simétrica, então para um transformação

ortogonal linear O : RN → RN , vale que

u(Ox) = u(x) q.t.p em ∈ RN , (3.1)

pois O é uma isometria.

Seja (un) uma sequência em H1
rad(RN) tal que un → u em H1(RN). Basta mostrar

que u é radial, isto é, que u ∈ H1
rad(RN). Como H1(RN) está imerso continuamente em

L2(RN) , então un → u em L2(RN). Assim, a menos de subsequência, podemos assumir

que

un(x)→ u(x) q.t.p em RN .

Portanto

u(Ox) = lim
n→+∞

un(Ox) = lim
n→+∞

un(x) = u(x) q.t.p em RN .

Logo, u ∈ H1
rad(RN) e o que mostra que H1

rad(RN) é fechado.

Denotemos por E o espaço de Sobolev H1
rad(RN) com o produto interno 〈., .〉.

Seja o funcional I : E → R, de�nido por

I(u) =
1

2

∫
RN

(|∇u|2 + λu2)dx−
∫
RN

F (u)dx;

o qual está bem de�nido.

No apêndice A provaremos ainda que I ∈ C1(E,R). Além disso, um vez que

I ′(u)v =

∫
RN

(∇u∇v + λuv)dx−
∫
RN
f(u)vdx,

segue que pontos críticos de I correspondem a soluções fracas de (1.1).

Seja γ : E → R dado por

γ(u) = I ′(u)u =

∫
RN

(|∇u|2 + λu2)dx−
∫
RN

f(u)udx.

De�nimos a seguir a variedade de Nehari onde se encontra todas as soluções fracas não-

triviais do problema (1.1).

De�nição 12 De�nimos a Variedade de Nehari como sendo um subconjunto de E dado

por

S =

{
u ∈ E\{0};

∫
RN

(
|∇u|2 + λu2

)
dx =

∫
RN

f(u)udx

}
. (3.2)
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De�nimos ainda alguns subconjuntos que também serão utilizados

Ŝ = {u ∈ S;u+ 6= 0, u− 6= 0} e S1 = {u ∈ Ŝ : γ(u+) = 0},

onde, u+(x) = max{u(x), 0} e u−(x) = min{u(x), 0}.

Observação 1 Note que S1 = {u ∈ E;u± 6= 0 e I ′(u±)u± = 0}.

3.1 Lemas preliminares

Nesta seção provaremos algumas propriedades do conjunto S1.

Lema 6 O conjunto S1 é não vazio.

Demonstração. Fixe um número real positivo R e seja u ∈ E a solução positiva de

menor energia do seguinte problema{
−∆u+ λu = f(u) em BR(0)

u = 0 sobre ∂BR(0),

cuja a existência é provada em [4]. Pela Proposição 1 do Apêndice B, existe uma solução

radial positiva v ∈ E , do problema em domínio exterior{
−∆u+ λu = f(u) em RN\BR(0)

u = 0 sobre ∂(RN\BR(0)).

Vamos de�nir z = u− v ( assim, z+ = u e z− = −v) e �xe u e v como 0 em RN\BR(0)

e BR(0) respetivamente. Assim, de�na G : E → R, por

G(u) =

∫
RN

(|∇(u)|2 + λu2)dx− 1

s

∫
RN

u2dx = 〈u, u〉 − 1

s

∫
RN

u2dx.
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Então,

G(z) = G(z+ + z−)

= G(u− v)

=

∫
RN

(|∇(u− v)|2 + λ(u− v)2)dx− 1

s

∫
RN

(u− v)2dx

=

∫
BR(0)

(|∇u|2 + λ(u)2)dx− 1

s

∫
BR(0)

(u)2dx

+

∫
RN\BR(0)

(|∇(v)|2 + λ(v)2)dx− 1

s

∫
RN\BR(0)

(v)2dx

=

∫
BR(0)

f(u)udx− 1

s

∫
BR(0)

u2dx+

∫
RN\BR(0)

f(v)vdx− 1

s

∫
RN\BR(0)

v2dx

=

∫
BR(0)

f(u)

u
u2dx− 1

s

∫
BR(0)

u2dx+

∫
RN\BR(0)

f(v)

v
v2dx− 1

s

∫
RN\BR(0)

v2dx

=

∫
BR(0)

(
f(u)

u
− 1

s

)
u2dx+

∫
RN\BR(0)

(
f(v)

v
− 1

s

)
v2dx

= G(z+) +G(z−).

Por (f4), temos

G(z+) = G(u) =

∫
BR(0)

(
f(u)

u
− 1

s

)
u2dx < 0 (3.3)

e

G(z−) = G(v) =

∫
RN\BR(0)

(
f(v)

v
− 1

s

)
v2dx < 0. (3.4)

Assim, de (3.3) e (3.4)

G(z) = G(z+) +G(z−) < 0. (3.5)

Agora, de�nimos a função g : [0,+∞)→ R por

g(0) = 〈z, z〉 e g(t) =
I ′(tz)

t2
tz = 〈z, z〉 −

∫
RN

f(tz)

t
zdx, para t > 0.

De (f3), e pelo o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue tem-se que

g(0) = lim
t→0+

g(t) = 〈z, z〉 > 0,

pois
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lim
t→0+

g(t) = lim
t→0+

[
〈z, z〉 −

∫
RN

f(tz)

t
zdx

]
= 〈z, z〉 − lim

t→0+

∫
RN

f(tz)

tz
z2dx

= 〈z, z〉.

Como g(0) = lim
t→0+

g(t), então g : [0,+∞) → R é uma função contínua. Por outro

lado, usando (f4), (3.5) e novamente o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

obtemos

lim
t→+∞

g(t) = 〈z, z〉 − lim
t→+∞

∫
RN

f(tz)

t
zdx

= 〈z, z〉 − lim
t→+∞

∫
RN

f(tz)

tz
z2dx

= 〈z, z〉 −
∫
RN

1

s
z2dx

= G(z)

< 0. (3.6)

Assim, existe T > 0 tal que

I ′(Tz)Tz

T 2
= 0,

isto é, γ(Tz) = 0. De�nindo w = Tz, usando a identidade anterior e o fato que z± 6= 0,

temos que w ∈ Ŝ.
Note que

w+ = Tz+ = Tu. (3.7)

Substituindo na expressão para G e usando (3.3), temos que

G(w+) = 〈w+, w+〉 − 1

s

∫
RN

(w+)2dx

= 〈Tu, Tu〉 − 1

s

∫
RN

(Tu)2dx

= T 2

{
〈u, u〉 − 1

s

∫
BR(0)

(u)2dx

}
= T 2G(z+)

< 0.

Analogamente, usando (3.4),
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G(w−) = 〈w−, w−〉 − 1

s

∫
RN\BR(0)

(w+)2dx

= 〈Tv, Tv〉 − 1

s

∫
RN\BR(0)

(Tv)2dx

= T 2{〈v, v〉 − 1

s

∫
BR(0)

(v)2dx}

= T 2G(z−)

< 0.

Como G(w+) < 0 e G(w−) < 0, podemos proceder como em (3.6) e mostrar que

existem números reais a, b > 0 tais que aw+ ∈ S e bw− ∈ S.
Consequentemente γ(aw+ + bw−) = 0, pois por (f2)

γ(aw+ + bw−) = γ(aTu− bTv)

=

∫
RN

[
|∇(aTu− bTv)|2 − λ(aTu− bTv)2

]
dx

−
∫
RN

f(aTu− bTv)(aTu− bTv)dx

=

∫
BR(0)

[|∇(aTu)|2 + λ(aTu)2]dx−
∫
BR(0)

f(aTu)(aTu)dx

+

∫
RN\BR(0)

[|∇(bTv)|2 + λ(bTv)2]dx−
∫
RN\BR(0)

f(bTu)(bTu)dx

= γ(aTu) + γ(bTv)

= γ(aw+) + γ(bw−)

= 0.

Combinando o fato de que aw+ + bw− 6= 0 com a equação γ(aw+ + bw−) = 0, concluí-

mos que aw++bw− ∈ S. Podemos concluir ainda que aw++bw− ∈ S1, pois aw
++bw− ∈ Ŝ

e γ((aw+ + bw−)+) = γ(aw+) = 0, pois (aw+ ∈ S), o que completa a demonstração.

�

Lema 7 O conjunto S1 é fechado.

Demonstração. Primeiramente observe que, para 2 < q < 2∗, existe uma constante

positiva C tal que |u|Lq ≥ C > 0, para todo u ∈ S. De fato, pelas hipóteses (f3)− (f4) e

dado ε > 0, existe uma constante positiva tal que c(ε) tal que

|f(t)| ≤ ε|t|+ c(ε)|t|q−1e |F (t)| ≤ ε
t2

2
+
c(ε)

q
|t|q, ∀t ∈ R (3.8)
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para 2 < q < 2∗.

Como γ(u) = 0, temos∫
RN

(|∇u|2 + λu2)dx =

∫
RN

f(u)u ≤ ε

∫
RN

u2dx+ c(ε)

∫
RN

(|u|q)dx. (3.9)

Assim,

1

2

∫
RN

(|∇u|2 + λu2)dx ≤
∫
RN

(|∇u|2 + (λ− ε)u2)dx ≤ c(ε)

∫
RN

|u|qdx.

Pela imersão de Sobolev e da inequação acima temos que

c|u|2Lq ≤
1

2
‖u‖2 ≤ c(ε)|u|qLq . (3.10)

Utilizando (3.10) e o fato de que u 6= 0, obtemos que

|u|Lq ≥ C > 0 para alguma constante C. (3.11)

Lembremos que

S1 = γ−1{0} ∩ (γ ◦ h)−1{0} ∩ {u ∈ E : u+ 6= 0, u− 6= 0},

onde h : E → E é dado por h(u) = u+.

Seja (un) ⊂ S1 tal que un → u em E, para n → ∞. Como γ(u+
n ) = 0, segue que

γ(u−n ) = 0 e de (3.10) temos

|(un)+|Lq , |(un)−|Lq ≥ C > 0. (3.12)

Como ‖(un)±‖ ≤ ‖un‖ , a sequência (un)± é limitada em E. Usando o fato de que o espaço

E = H1
rad(RN) é compactamente imerso em L2(RN), encontramos que u+ 6= 0 e u− 6= 0

depois de fazer n→∞ em (3.11). Como γ é uma função contínua, segue que u ∈ γ−1{0}.
Pelo Lema 2.3 de [4], h é contínua e, como uma consequência, u ∈ (γ ◦h)−1{0}. Portanto,
u ∈ S1 e segue que S1 é fechado em E.

�

Observação 2 Note que, de (3.11), existe C(q) > 0 tal que se γ(u) = 0 e u 6= 0, então

|u|Lq > C(q).

Assim, se u ∈ S1, então

|u+|Lq > C(q) e |u−|Lq > C(q).
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Lema 8 Seja {un} ⊂ S1 uma sequência tal que {I(un)} é uma sequência limitada. Então

{un} é limitada.

Demonstração. Suponha por contradição que exista uma subsequência, também deno-

tada por {un}, tal que ‖un‖ → ∞ quando n→∞. Como a sequência {I(un)} é limitada

em R, consideremos uma subsequência de {I(un)} convergente. Então seja c ∈ R, tal que
limn→∞ I(un) = c. Temos, por (1.2) que :

I(un) = I(un)− 1

2
I ′(un)un

=
1

2

[∫
RN

(|∇un|2 + λu2
ndx

]
−
∫
RN

F (un)dx− 1

2

∫
RN

(|∇un|2 + λu2
n)dx−

∫
RN

f(un)un(x)dx

=
1

2

∫
RN

f(un)undx−
∫
RN

F (un)dx

=
1

2

∫
RN

[f(un)un − 2F (un)]dx ≥ 0.

Logo c ≥ 0.

Primeiramente estudemos o caso c > 0. De�na

vn = 2
√
c
un
‖un‖

.

Então ‖vn‖ = 2
√
c.

Mostremos que existe R > 0, ρ > 0 e uma sequência {yn} ⊂ RN tal que

lim inf
n→∞

∫
BR(yn)

vn
2dx ≥ ρ. (3.13)

De fato, suponha por contradição que valha a negação de (3.13). Então,

lim
n→∞

sup
y∈RN

∫
BR(y)

vn
2dx = 0. (3.14)

e pelo Lema de Lions do Capítulo 2, vn → 0, na norma Lq(RN), para todo 2 < q < 2∗.

Por (3.10),

∣∣∣∣∫
RN

F (vn)dx

∣∣∣∣ ≤ ε

∫
RN

|vn|2dx+ c(ε)

∫
RN

|vn|qdx ≤
4cε

λ
+ c(ε)

∫
RN

|vn|qdx (3.15)
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o que implica que

lim
n→∞

∫
RN

F (vn)dx = 0

e ainda que

I(vn) =
1

2
‖vn‖2 −

∫
RN

F (vn)dx =
1

2
4c−

∫
RN

F (vn)dx = 2c+ on(1). (3.16)

Por outro lado, caso seja possível que

I(vn) ≤ c+ on(1), (3.17)

então obteremos uma contradição com (3.16), o que provará (3.13).

Para provar então (3.17), seja

ξ(t) =
1

2
t2f(un)un − F (tun), t ≥ 0.

Note que,

ξ′(t) = tf(un)un − f(tun)un =

[
f(un)

un
− f(tun)

tun

]
t(un)2.

A�rmação: A função t 7−→ ξ(t) tem ponto de máximo em t = 1.

Com efeito,

• Se 0 < t < 1 e un > 0, tem-se por (f5) que un > tun, então
f(un)

un
>

f(tun)

tun
,

implicando que ξ′(t) > 0.

• Se t > 1 e un > 0, tem-se por (f5) que un < tun, então
f(un)

un
<
f(tun)

tun
, implicando

que ξ′(t) < 0.

Assim, para t = 1, ξ(t) tem valor máximo. Se un < 0, os cálculos são análogos, pois f

é uma função ímpar.

Consequentemente,

I(tun) =

∫
RN

[
1

2
t2f(un)un − F (tun)

]
dx ≤

∫
RN

[
1

2
f(un)un − F (un)

]
dx = I(un).

Tomando t = tn =
2
√
c

‖un‖
< 1, encontramos

I(vn) = I(tun) ≤ I(un) = c (3.18)

o que é impossível por (3.16), provando assim (3.13).
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Existem dois casos a considerar,

(i) A sequência {yn} é limitada;

(ii) |yn| → ∞ quando n→∞.

Se (i) vale, então existe R1 > R, para R dado em (3.13) tal que

∫
BR1(0)

v2
ndx ≥

ρ

2
.

Como ‖vn‖ = 2
√
c segue que vn é limitada e assim a menos de subsequência vn ⇀ v

em E, vn → v em Lqloc(RN), 2 < q < 2∗, e vn(x)→ v(x) para quase todo x ∈ RN .

Assim temos

∫
BR1(0)

v2dx ≥ ρ

2

provando que v 6= 0.

Logo existe Λ ⊂ BR1(0), com medida positiva tal que v(x) 6= 0, para todo x ∈ Λ. Por

(1.2) temos

I(un) = I(un)− 1

2
I ′(un)un =

∫
RN

[
1

2
f(un)un − F (un)

]
dx ≥

∫
Λ

[
1

2
f(un)un − F (un)

]
dx.

Note que se x ∈ Λ, então un(x) → +∞ e assim, por (1.2) e pelo Lema de Fatou

obtemos

lim inf
n→∞

[
I(un)− 1

2
I ′(un)un

]
≥
∫

Λ

lim inf
n→∞

[
1

2
f(un)un − F (un)

]
dx = +∞,

o que implica que I(un) → ∞. Isto contradiz o fato que o limite I(un) → c, quando

n→∞ e concluímos que o caso (i) é impossível.

Suponhamos agora que (ii) valha. De�na

ṽn(x) = vn(x+ yn)

Assim,

‖ṽn(.)‖ = ‖vn(.+ yn)‖ = 2
√
c.

Como {ṽn} é limitada, a menos de subsequência ṽn ⇀ ṽ em E, ṽn → ṽ em LqLoc(BR(0)),

2 ≤ q < 2∗, de (3.13). Assim,
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lim inf
n→+∞

∫
BR(0)

ṽn
2dx ≥ ρ.

Logo ∫
BR(0)

ṽ2dx ≥ ρ

e então ṽ 6= 0. Portanto, existe Λ ⊂ BR(0), com medida positiva tal que ṽ(x) 6= 0, para

todo x ∈ Λ. Como uma consequência de ‖un(. + yn)‖ → ∞ quando n → ∞, temos

|un(x+ yn)| → ∞ quando n→∞, para todo x ∈ Λ.

Combinando (1.2) com o Lema de Fatou obtemos

lim inf
n→+∞

I(un)− 1

2
I ′(un)un = lim inf

n→+∞

∫
RN

[
1

2
f(un(x))un(x)− F (un(x))

]
dx

= lim inf
n→+∞

∫
BR(yn)

[
1

2
f(un(x))un(x)− F (un(x))

]
dx

= lim inf
n→+∞

∫
BR(0)

[
1

2
f(un(x+ yn))un(x+ yn)− F (un(x+ yn))

]
dx

> lim inf
n→+∞

∫
Λ

[
1

2
f(un(x+ yn))un(x+ yn)− F (un(x+ yn))

]
dx

>
∫

Λ

lim inf
n→+∞

(
1

2
f(un(x+ yn))un(x+ yn)− F (un(x+ yn))

)
dx = +∞,

o que contradiz o fato que

I(un)− 1

2
I ′(un)un = c+ on(1).

Portanto (ii) não vale. O que concluímos que c > 0 não ocorre.

Assumimos agora c = 0. De�na tn =
1

‖un‖
e wn = tnun, concluímos que existem

R2 > 0, ρ2 > 0 e uma sequência {yn} ⊂ RN tal que

lim inf
n→∞

∫
BR(yn)

wn
2dx ≥ ρ. (3.19)

De fato, se

lim
n→∞

sup
y∈RN

∫
BR(y)

wn
2dx = 0, (3.20)

pelo Lema de Lions, wn → 0, na norma Lq, para todo 2 < q < 2∗.

Por (3.10), temos

lim
n→∞

∫
RN

f(wn)wndx = 0.
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Logo,

lim
n→∞

I(wn) = lim
n→∞

[
1

2
‖wn‖2 −

∫
RN

F (wn)dx

]
=

1

2
. (3.21)

De (3.18)

I(wn) = I(tnun) ≤ I(un) = c = 0, (3.22)

para n→∞, contrariando (3.21). Assim (3.20) é valido com ρ2 > 0.

Há novamente dois casos a considerar,

(i) A sequência {yn} é limitada;

(ii) |yn| → ∞ quando n→∞.

Procedendo de forma análoga como no caso c > 0, podemos concluir que os casos (i)

e (ii) acima são impossíveis, o que prova que o caso c = 0 também é impossível, e a prova

está completa.

�

Observação 3 Podemos usar a (3.11) e o lema anterior, para provar que se {un} ⊂ S1,

for uma sequência tal que {I(un)} é limitada, então existem L,M > 0 tais que L ≤
|un|q ≤M, q ∈ (2, 2∗), e L ≤ ‖un‖q ≤M, para todo n.

Lema 9 Existe σ > 0 tal que infS1 I ≥ σ.

Demonstração. Pela hipótese (1.2), para todo u ∈ S1, temos

I(u) = I(u)− 1

2
I ′(u)u

=
1

2

∫
RN

(|∇u|2 + λu2)dx−
∫
RN

F (u)dx− 1

2

[∫
RN

(|∇u|2 + λu2)dx−
∫
RN

f(u)udx

]
=

∫
RN

(
1

2
f(u)udx− F (u)

)
dx ≥ 0.

Assim, infS1 I ≥ 0. Suponha por contradição que exista uma sequência {un} ⊂ S1 tal que

I(un)→ 0 quando n→∞. Do Lema (8), {un} é limitada. Portanto, existe u0 ∈ E e uma

subsequência, também denotada por {un}, tal que un ⇀ u0 em E, un → u0 em Lqloc(RN),

2 6 q < 2∗, e un(x)→ u0(x) q.t.p em RN .
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Por (1.2) e pelo Lema de Fatou,

0 = lim inf
n→∞

I(un)

= lim inf
n→∞

[
I(un)− 1

2
I ′(un)un

]
= lim inf

n→∞

∫
RN

[
1

2
f(un)un − F (un)

]
dx

>
∫
RN

(
1

2
f(u0)u0 − F (u0)

)
dx

≥ 0.

Logo,

1

2
f(u0)u0 − F (u0) = 0 q .t. p em RN .

Por (1.2), u0(x) = 0 q .t. p em RN e da Observação 3, L ≤ ‖un‖Lq para todo n. Como

E é compactamente imerso em Lq(RN), temos que un converge fortemente u0 na norma

Lq, assim

0 < L ≤ |u0|Lq ,

contrariando o fato de que u0 = 0.

�

Lema 10 Se o ín�mo c de I em S1 é atingido, então c é um valor crítico de I.

Demonstração. Seja uc ∈ S1 tal que I(uc) = c = infS1 I. Temos que provar que I ′(uc) = 0.

Suponha por contradição, que I ′(uc) 6= 0. Desde que I ∈ C1(E,R), existe δ > 0 e ν > 0

tal que

‖I ′(v)‖ ≥ ν,∀v ∈ E, ‖v − uc‖ ≤ 2δ. (3.23)

Da Observação 2, temos que, existe L > 0 tal que ‖u+
c ‖ > L e ‖u−c ‖ > L e, podemos

assumir que 6δ < L. Seja D = [1
2
, 3

2
]× [1

2
, 3

2
] e φ(ζ, τ) = ζu+

c + τu−c , para (ζ, τ) ∈ D.

Observamos que I ′(u±c )u±c = 0 e usando (f5) temos que se (ζ, τ) ∈ D e (ζ, τ) 6= (1, 1),

então

I(φ(ζ, τ)) = I(ζu+
c ) + I(τu−c ) < I(u+

c ) + I(u−c ) = c. (3.24)

De fato,
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I(φ(ζ, τ)) = I(ζu+
c + τu−c )

=
1

2

∫
RN

(|∇(ζu+
c + τu−c )|2 + λ(ζu+

c + τu−c )2)dx−
∫
RN

F (ζu+
c + τu−c )dx

= I(ζu+
c ) + I(τu−c ).

Ainda tal como na demonstração do Lema 3.6, temos que , se ζ 6= 1 e τ 6= 1, tem-se

que I(ζu+
c ) < I(u+

c ) e I(τu−c ) < I(u−c ). Dessa forma, para (ζ, τ) ∈ D com ζ 6= 1 ou τ 6= 1

obtém-se (3.24).

Consequentemente, como I ◦ φ é contínua e ∂D compacto,

c0 = max
∂D

I ◦ φ < c. (3.25)

Aplicando o Lema da Deformação ( Lema 2 do Capítulo 2) para X = E, ε =

min{ c−c0
2
, τδ

8
}, ϕ = I, κ = δ e S = B(uc, δ), então existe η ∈ C([0, 1]× E,E) tal que

(i) η(θ, u) = u se θ = 0 ou se u /∈ I−1([c− 2ε, c+ 2ε]) ∩B(uc, 2δ);

(ii) η (1, Ic+ε ∩B(uc, δ)) ⊂ Ic−ε;

(iii) I(η(1, v)) ≤ I(v),∀v ∈ E;

onde Ia = {v ∈ E; I(v) ≤ a}.

Combinando (i)− (iii) com (3.24) - (3.25) obtemos

max
(ζ,τ)∈D

I(η(1, φ(ζ, τ)) < c. (3.26)

De fato, seja (ζ, τ) ∈ D. Então

1. se (ζ, τ) = (1, 1), então φ(ζ, τ) ∈ Ic+ε ∩B(uc, δ) e então pelo item , ii)

I(η(1, φ(ζ, τ))) < c− ε < c;

2. se (ζ, τ) 6= (1, 1), então por iii) e (3.24),

I(η(1, φ(ζ, τ))) 6 I(φ(ζ, τ)) = I(ζu+
c + τu−c ) < c.
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Como (ζ, τ) 7−→ I(η(1, φ(ζ, τ))) é contínua em D, segue (3.26). Obtemos ainda que

η(1, φ(D)) ∩ S1 6= ∅. (3.27)

De fato, de�na ϕ(ζ, τ) = η(1, φ(ζ, τ)) e Ψ : D → R2 dado por

Ψ(ζ, τ) = (ψ1(ζ, τ), ψ2(ζ, τ)) = (I ′(ϕ+(ζ, τ))ϕ+(ζ, τ), (I ′(ϕ−(ζ, τ))ϕ−(ζ, τ)) (3.28)

Para ζ, τ > 0, vamos mostrar que existe (ζ0, τ0) ∈ D tal que Ψ(ζ0, τ0) = (0, 0). Note que

‖uc − φ(ζ, τ)‖ = ‖(u+
c + u−c )− (ζu+

c + τu−c )‖

= ‖(1− ζ)u+
c + (1− τ)u−c ‖

= ‖(1− ζ)u+
c ‖+ ‖(1− τ)u−c ‖

= |(1− ζ)|‖u+
c ‖+ ‖(1− τ)|‖u−c ‖

≥ |(1− ζ)|‖u+
c ‖

≥ |(1− ζ)|L

≥ |(1− ζ)|6δ

> 2δ ⇔ ζ <
2

3
ou ζ >

4

3
. (3.29)

Da propriedade (i) de η e da inequação (3.29),temos que ϕ(ζ, τ) = φ(ζ, τ), se ζ = 1
2
para

τ ∈ [1
2
, 3

2
].

Assim,

Ψ

(
1

2
, τ

)
=

(
ψ1

(
1

2
, τ

)
, ψ2

(
1

2
, τ

))
=

(
I ′
(
ϕ+

(
1

2
, τ

))
ϕ+

(
1

2
, τ

)
,

(
I ′(ϕ−

(
1

2
, τ

))
ϕ−
(

1

2
, τ

))
=

(
I ′
(
φ+

(
1

2
, τ

))
φ+

(
1

2
, τ

)
,

(
I ′
(
φ−
(

1

2
, τ

))
φ−
(

1

2
, τ

)))
=

(
I ′
(

1

2
u+
c

)
1

2
u+
c , I

′ (τu−c ) τu−c ) , (3.30)

e de (f5) e (3.23), temos

ψ1

(
1

2
, τ

)
= I ′

(
1

2
u+
c

)
1

2
u+
c > 0,∀τ ∈

[
1

2
,
3

2

]
, (3.31)

pois
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I ′
(

1

2
u+
c

)
1

2
u+
c =

1

4

[∫
RN

(|∇(u+
c )|2 + λ(u+

c )2)dx

]
−
∫
RN

f

(
1

2
u+
c

)(
1

2
u+
c

)
dx

=
1

4

[∫
RN

f(u+
c )u+

c dx

]
−
∫
RN

f

(
1

2
u+
c

)(
1

2
u+
c

)
dx

=
1

4

(∫
RN

(
f(u+

c )

(u+
c )
−
f(1

2
u+
c

1
2
u+
c

)
u+
c dx

)
> 0.

Por outro lado, usando a propriedade (i) de η e ζ = 3
2
em (3.29),

ϕ (ζ, τ) = φ (ζ, τ), para τ ∈
[

1
2
, 3

2

]
.

Para τ ∈
[

1
2
, 3

2

]
,

Ψ
(

3
2
, τ
)

=
(
I
′ (
ϕ+
(

3
2
, τ
))
ϕ+
(

3
2
, τ
))
,
(
I ′
(
ϕ−
(

3
2
, τ
))
ϕ−
(

3
2
, τ
))

=
(
I ′(φ+

(
3
2
, τ
))
φ+
(

3
2
, τ)
)
,
(
I ′
(
φ−
(

3
2
, τ
))
φ−
(

3
2
, τ
))

=
(
I ′
(

3
2
u+
c

)
3
2
u+
c , I

′ (τu−c ) τu−c
)

e de f5 e (3.23), temos

ψ1

(
3

2
, τ

)
= I ′

(
3

2
u+
c

)
3

2
u+
c < 0,∀τ ∈

[
1

2
,
3

2

]
, (3.32)

pois,

I ′
(

3
2
u+
c

)
3
2
u+
c = 9

4

[∫
RN (|∇ (u+

c ) |2 + λ(u+
c )2) dx

]
−
∫
RN f

(
3
2
u+
c

) (
3
2
u+
c

)
dx

= 9
4

[∫
RN f (u+

c )u+
c dx

]
−
∫
RN f

(
3
2
u+
c

) (
3
2
u+
c

)
dx

= 9
4

(∫
RN

(
f(u+

c )
(u+

c )
− f( 3

2
u+
c )

3
2
u+
c

)
u+
c dx

)
< 0.

Analogamente,

ψ2

(
ζ,

1

2

)
= I ′

(
1

2
u−c

)
1

2
u−c > 0,∀ζ ∈

[
1

2
,
3

2

]
, (3.33)
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e

ψ2

(
ζ,

3

2

)
= I ′

(
3

2
u−c

)
3

2
u−c < 0,∀ζ ∈

[
1

2
,
3

2

]
. (3.34)

Note que a função Ψ em (3.28) é contínua em D, pois η e φ são contínuas, e con-

siderando (3.30)-(3.34), podemos aplicar o Teorema de Miranda e concluir que existe

(ζ0, τ0) ∈ D tal que Ψ(ζ0, τ0) = (0, 0), como é requerido em (3.27). Disto e de (3.26), temos

uma contradição com a de�nição de c. De fato, se Ψ(ζ0, τ0) = (0, 0), então ϕ(ζ0, τ0) ∈ S1 e

então c 6 I(ϕ(ζ0, τ0)) < c. Assim, temos que I ′(uc) = 0 e concluímos a prova do teorema.

�

3.2 Prova do resultado principal

Nesta seção provaremos o Teorema 1, ou seja, que existe uma solução que muda de

sinal u tal que I(u) = c. Para este �m de�niremos alguns resultados que serão utilizados

na prova do teorema.

De�nição 13 Seja x ∈ RN e h : RN → R. Suponha que x seja um ponto crítico de h. Se

a matriz Hessiana de h em x possui determinante não-nulo, então x é um ponto crítico

não-degenerado de h. Caso contrário, x é um ponto crítico degenerado de h.

De�nição 14 Denotemos a forma quadrática corresponde a solução de (1.1) por

I ′′(u)(ψ, φ) =

∫
RN

(∇ψ∇φ+ f ′(u)ψφ) dx,

com ψ, φ ∈ E.

De�nição 15 A solução u tem um índice de Morse j > 1, se j é a dimensão máxima de

um subespaço X de C∞0 (RN) tal que

I ′′(u)(ψ, ψ) < 0,

para todo ψ ∈ X\{0}.

Demonstração do Teorema 1. Seja c = infS1 I e {un} ⊂ S1 uma sequência mini-

mizante, isto é, I(un) → c. Do Lema 8, a sequência {un} é limitada . Assim podemos

assumir que un ⇀ u em E e, da compacidade das imersões E ↪→ Lq(RN), 2 < q < 2∗,

segue que un → u em Lq(RN). Como γ(u+
n ) = 0, segue que γ(u−n ) = 0.

Da observação 2, temos que existe L > 0 tal que

|u+
n |Lq , |u−n |Lq ≥ L > 0. (3.35)
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Ainda, u+
n → u+ e u−n → u− na norma Lq(RN), pois o espaço E está imerso compac-

tamente em Lq(RN), assim fazendo n→∞ em (3.35), vemos que u+ 6≡ 0 e u− 6≡ 0. Logo,

u = u+ + u− é uma função que muda de sinal.

Obtemos ainda que u+
n → u+ em E. De fato, suponha por contradição que existe uma

subsequência também denotada por u+
n , tal que

‖u+‖ < lim sup
n→∞

‖u+
n ‖.

Consequentemente,

γ(u+) =

∫
RN

(|∇u+|2 + λ(u+)2)dx−
∫
RN

f(u+)u+dx

= ‖u+‖2 −
∫
RN

f(u+)u+dx

< lim inf
n→∞

‖u+
n ‖2 −

∫
RN

f(u+)u+dx

= lim inf
n→∞

‖u+
n ‖2 − lim

n→∞

∫
RN

f(u+
n )u+

n dx

= lim inf
n→∞

(
‖u+

n ‖2 −
∫
RN

f(u+
n )u+

n dx

)
= 0. (3.36)

Por outro lado, de (f3), (f4), dado 2 6 q < 2∗ e 0 < ε < λ
4
, existe uma constante

positiva c(ε) tal que f(t)t 6 ε|t|2 + c(ε)|t|q,∀t ∈ R e consequentemente existe δ > 0 tal

que

γ(u) >
1

4
‖u‖2,∀u ∈ E, ‖u‖ < δ. (3.37)

Considerando a função g1 : [0,+∞) → R, dada por g1(t) = γ(tu+) da inequação

(3.37), para t su�cientemente pequeno temos que , g1(t) > 0 pois

g1(t) = γ(tu+) >
1

4
‖tu+‖2 =

t2

4
‖u+‖2 > 0.

Enquanto, (3.36) implica que g1(1) < 0. Desde que, g1 é contínua , existe 0 < α < 1

tal que γ(αu+) = 0. Analogamente existe 0 < β < 1 tal que γ(βu−) = 0. Portanto,
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αu+ + βu− ∈ S1 e

I(αu+ + βu−) < lim inf
n→∞

(
1

2
‖αu+

n + βu−n ‖2 −
∫
RN

F (αu+
n + βu−n )dx

)
= lim inf

n→∞

(
I(αu+

n ) + I(βu−n )
)

6 lim inf
n→∞

(
I(u+

n ) + I(u−n )
)

= lim inf
n→∞

(I(un))

= c

= inf
S1

I, (3.38)

o que é impossível. Portanto, {u+
n } converge fortemente para u+ em E. Analogamente,

{u−n } converge fortemente para u− em E e assim un → para u em E. Desde que pelo Lema

7 S1 é fechado, u ∈ S1. Portanto I(u) = c = infS1 I. Do Lema 10 segue que u é um ponto

critico de I e então uma solução que muda de sinal de (1.1) em E, com a menor energia

entre todas as soluções que são radialmente simétricas e nodais.

Mostraremos agora que u muda de sinal uma única vez. De fato, desde que u ∈ C2,

assim contínua, temos que F = {x ∈ RN : u(x) 6= 0} é aberto.
Se u muda de sinal mais de uma vez, podemos assumir que existem componentes

conexas A,B,C de E tais que u > 0 em A e u < 0 em B. Sejam uA, uB e uC extensões

nulas de u|A, u|B e u|C respectivamente. Então para todo x ∈ RN ,

−∆u+ λu = f(u) em RN e γ(uA) = γ(uB) = γ(uC) = 0.

Assim, como (1.2) implica que I > 0 em S, então

I(uA + uB) < I(uA + uB + uC) 6 I(u) = c,

o que contradiz o fato de que uA + uB ∈ S.
Suponha agora que u é um ponto crítico não-degenerado. Desde que u é radialmente

simétrica, podemos utilizar os argumentos apresentados na demonstração do teorema

1.6 do artigo ([6]) para encontrar direções canônicas ei com i = 1, ..., n, e uma função

ψi ∈ C∞ com suporte compacto sobre o semi-espaço
∑

(ei) = {x ∈ RN : x.ei > 0}
tal que I ′′(u)(ψi, ψi) < 0. Pelo artigo ([4]) juntamente com hipótese (f5) tem-se que

I ′′(u)(v, v) < 0, para v = u+ e v = u−.

Combinando o fato de que supp(u+) ⊂ BR(0) e supp(u−) ⊂ RN\BR(0), com o fato de

que o suporte de ψ está contido no semi-espaço
∑

(ei) para todo i ∈ {1, ..., N}, segue que
u+ e u− não é gerada por span{ψ1, ..., ψN} e assim concluímos que u tem índice de Morse

j > N + 2.

�





Capítulo

4

Considerações Finais

Neste trabalho foi estudado um resultado de existência de solução nodal e radialmente

simétrica para uma classe de equações de Schrödinger assintoticamente linear no in�nito

e o objeto principal do estudo foi o artigo de Maia, Myagaki e Soares [8]. No capítulo

introdutório é enunciado o Teorema 1, o qual busca uma solução radial que muda de

sinal uma única vez no RN do problema (1.1). No segundo capítulo foi apresentado

estudos preliminares para abordar as técnicas necessárias para o desenvolvimento desse

trabalho. Já no terceiro Capítulo demonstra-se o Teorema 1, entretanto para isto foi

preciso demonstrar alguns lemas preliminares. No apêndice A foi mostrado a regularidade

do funcional energia do problema 1, ou seja, que este funcional é de classe C1. No Apêndice

B foi demonstrado a existência de uma solução nodal do problema (1.1) em um domínio

exterior. No decorrer do trabalho tive a oportunidade de conhecer vários outros trabalhos

relacionado a esse assunto, onde foram utilizadas varias técnicas, me proporcionando assim

uma certa familiaridade com as formas de abordagem das Equações Elípticas, este fato

julgo ser fundamental para dar continuidade aos meus estudos em nível de doutorado.
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Apêndice

A

Regularidade do funcional associado

Provaremos que I ∈ C1(E,R), com sua derivada de Fréchet dada por

I ′(u)v =

∫
RN

(∇u∇v + λuv)dx−
∫
RN

f(u)vdx.

Antes disso, faremos uma breve revisão sobre diferenciabilidade de funcionais em Es-

paços de Banach.

De�nição 16 Seja X um espaço de Banach. Dado um funcional I : X → R dizemos

que I possui Derivada de Gâteaux no ponto u ∈ X quando existe um funcional T0 ∈ X ′

tal que

lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)− T0v

t
= 0,∀x ∈ X.

De�nição 17 . Seja X um espaço de Banach. Dado um funcional I : X → R, dizemos

que I possui Derivada de Fréchet no ponto u ∈ X quando existe um funcional T ∈ X ′

tal que

lim
v→0

I(u+ v)− I(u)− Tv
t

= 0,∀x ∈ X.

Observe que pela unicidade do limite a Derivada de Fréchet no ponto u ∈ X, bem

como a Derivada de Gâteaux no ponto u ∈ X, quando existe, é única. Denotaremos por

DI(u) a Derivada de Gâteaux no ponto u ∈ X e por I ′(u) a Derivada de Fréchet no ponto

u ∈ X. Note ainda que se existe a Derivada de Fréchet I ′(u) em u ∈ X, então também

existe a Derivada de Gâteaux DI(u) em u ∈ X, além disso, I ′(u) = DI(u). No lema

seguinte tem-se que em certas condições, a Derivada de Fréchet coincide com a Derivada

de Gâteaux. Antes do lema, veremos a de�nição de funcionais de classe C1.

De�nição 18 . Seja X um espaço de Banach e A ⊂ X um aberto em X. Dizemos que

o funcional I é de classe C1. em A e denotamos I ∈ C1(X;R), quando sua derivada de

Fréchet existe em todo ponto u ∈ Ae a aplicação I ′ : A→ X ′ é continua.
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Acima vimos todo funcional que possui Derivada de Gâteaux possui necessariamente

Derivada de Fréchet. Porém, vale o seguinte resultado:

Lema 11 Seja I : A → R, onde A é um aberto no espaço de Banach X. Se I possui

Derivada de Gâteaux para todo u ∈ A e se, além disso, DI : A → R é continua em A,

então I ∈ C1(A;R).

Provaremos que I ∈ C1(E,R), com sua derivada de Fréchet dada por

I ′(u)v =

∫
RN

(∇u∇v + λuv)dx−
∫
RN

f(u)vdx.

Para tanto, vamos considerar I = I1 + I2 − I3, em que

I1 =
1

2

∫
RN

|∇u|2dx, I2 =
1

2

∫
RN

λu2dx e I3(u) = −
∫
RN

F (u)dx, para todo u, v ∈ E

Em seguida mostraremos que I1, I2 e I3 estão bem de�nidos e são de classe C1(E,R),

com

I ′1(u)v

∫
RN

∇u∇vdx, I ′2(u)v =

∫
RN

λuvdx e I ′3(u)v = −
∫
RN

f(u)vdx.

Dividiremos a demonstração desta regularidade em três a�rmações.

A�rmação 1. O funcional I1 ∈ C1(E,R). Para demonstrar a a�rmação, mostraremos

que I1 possui Derivada de Gateaux. Seja t ∈ R com 0 < |t| < 1 e u, v ∈ E. Considere

g : [0, 1]→ R função de�nida por g(s) = 1
2
|∇u+ st∇v|2.

Observe que

g′(s) = (∇u+ st∇v)t∇v, g(1) =
1

2
|∇u+ t∇v|2 e g(0) =

1

2
|∇u|2.

Sendo g contínua em [0, 1] e diferenciável em (0, 1) então, pelo Teorema do Valor

Médio, existe γ ∈ (0, 1) tal que g(1)− g(0) = g′(γ), isto é,

1
2
|∇u+ t∇v|2 − 1

2
|∇u|2

t
= (∇u+ st∇v)∇v.

Logo, sendo (tn) uma sequência tal que tn → 0 quando n→∞, temos

lim
n→∞

1
2
|∇u+ tn∇v|2 − 1

2
|∇u|2

tn
= ∇u∇v.

Note que ∣∣∣∣ 1
2
|∇u+ t∇v|2 − 1

2
|∇u|2

t

∣∣∣∣ 6 (|∇u+ st∇v|)|∇v|.

Desde que (|∇u + st∇v|) ∈ L2(RN) e ∇v ∈ L2(RN). Da desigualdade de Hölder,
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(|∇u + st∇v|)|∇v| ∈ L2(RN). Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue

lim
n→∞

∫
RN

1
2
|∇u(x) + tn∇v(x)|2 − 1

2
|∇u(x)|2

tn
dx =

∫
RN

∇u(x)∇v(x)dx.

Ou seja,

I ′1(u)v = lim
tn→∞

I1(u+ tnv)− I1(u)

tn

= lim
tn→∞

∫
RN

1
2
|∇u(x) + tn∇v(x)|2 − 1

2
|∇u(x)|2

tn
dx

=

∫
RN

∇u(x)∇v(x)dx.

Mostrando que existe a derivada de Gateaux do funcional I1(u), sendo

I ′1(u)v =

∫
RN

∇u∇vdx

Mostraremos a continuidade da derivada de Gateaux de E1. Seja (un) ⊂ E tal que

un → u em E. Assim, |∇un| → |∇u| em Lp(RN).

Logo, a menos de uma subsequência,

|∇un(x)| → |∇u(x)| q.t.p em RN . (A.1)

e

|∇un(x)| 6 R(x) q.t.p em RN , (A.2)

onde R ∈ Lp(RN). Para todo v ∈ E com ‖v‖ 6 1 temos que

|I ′1(un)v − I ′1(u)v| =
∣∣∣∣∫

RN

∇un∇vdx−
∫
RN

∇u∇vdx
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫
RN

∇(un −∇u)∇vdx
∣∣∣∣ .

Usando Holder para 2 e 1
2
, obtemos que

∣∣∣∣∫
RN

∇(un −∇u)∇vdx
∣∣∣∣ 6 (∫

RN

|∇(un −∇u)|2
) 1

2

‖v‖.

Assim,
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|I ′1(un)v − I ′1(u)v| 6
(∫

RN

|∇un −∇u|2
) 1

2

‖v‖.

Como

sup
‖v‖61

|I ′1(un)v − I ′1(u)v| = ‖I ′1(un)v − I ′1(u)‖E′

então

‖I ′1(un)v − I ′1(u)‖E′ 6
(∫

RN

|∇un −∇u|2dx
) 1

2

. (A.3)

Segue de (A.1) que

|∇un(x)−∇u(x)|2 → 0, q.t.p em RN ,

e por (A.2)

|∇un(x)−∇u(x)|2 6 4(R2 + |∇u|2),∀n ∈ RN ,

onde 4|∇u|2 ∈ L1(RN), e, assim, 4(R2 + |∇u|2) ∈ L1(RN). Então, pelo Teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
n→∞

∫
RN

|∇un(x)−∇u(x)|2dx = 0

De (A.3), quando n→∞

‖I ′1(un)− I ′1(u)‖E′ → 0,

ou seja,

I ′1(un)→ I ′1(u) em E ′.

Portanto, I1 ∈ C1(E,R).

A�rmação 2. O funcional I2 ∈ C1(E,R). Para demonstrar a a�rmação, mostraremos

que I2 possui Derivada de Gateaux. Seja t ∈ R com 0 < |t| < 1 e u, v ∈ E. Considere

g : [0, 1]→ R função de�nida por g(s) = 1
2
|∇u+ st∇v|2.

Observe que

g′(s) = (∇u+ st∇v)tv, g(1) =
1

2
|u+ tv|2 e g(0) =

1

2
|u|2.
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Sendo g contínua em [0, 1] e diferenciável em (0, 1) então, pelo Teorema do Valor

Médio, existe γ ∈ (0, 1) tal que g(1)− g(0) = g′(γ), isto é,

1
2
|u+ tv|2 − 1

2
|u|2

t
= (u+ γtv)v.

Logo, sendo (tn) uma sequência tal que tn → 0 quando n→∞, temos

lim
n→∞

1
2
|u+ tnv|2 − 1

2
|u|2

tn
= uv

Note que ∣∣∣∣ 1
2
|u+ tv|2 − 1

2
|u|2

t

∣∣∣∣ 6 (|u+ γtv|)|v|,

com |γt| < 1 . Desde que (|u + γtv|) ∈ L1(RN) e v ∈ L1(RN). Da desigualdade de

Hölder, (|u + γtv|)|∇v| ∈ L1(RN). Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue

lim
n→∞

∫
RN

1
2
|u(x) + tnv(x)|2 − 1

2
|u(x)|2

tn
dx =

∫
RN

u(x)v(x)dx.

Ou seja,

I ′2(u)v = lim
tn→∞

I1(u+ tnv)− I1(u)

tn

= lim
tn→∞

∫
RN

1
2
|u(x) + tnv(x)|2 − 1

2
|u(x)|2

tn
dx

=

∫
RN

u(x)v(x)dx.

Mostrando que existe a derivada de Gateaux do funcional I2(u), sendo

I ′2(u)v = λ

∫
RN

uvdx

Mostraremos a continuidade da derivada de Gateaux de E2. Seja (un) ⊂ E tal que

un → u em E. Assim, |un| → |u| em L2(RN).

Logo, a menos de uma subsequência,

|un(x)| → |u(x)| q.t.p em RN . (A.4)

e

|un(x)| 6 S(x) q.t.p em RN , (A.5)

onde S ∈ L2(RN). Para todo v ∈ E com ‖v‖ 6 1 temos que
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|I ′2(un)v − I ′2(u)v| =
∣∣∣∣∫

RN

unvdx−
∫
RN

uvdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
RN

(un − u)vdx

∣∣∣∣ .
Usando Holder para 2 e 1

2
, obtemos que

∣∣∣∣∫
RN

(un − u)vdx

∣∣∣∣ 6 (∫
RN

|(un − u)|2
) 1

2

‖v‖.

Assim,

|I ′2(un)v − I ′2(u)v| 6
(∫

RN

|un − u|2
) 1

2

‖v‖.

Como

sup
‖v‖61

|I ′2(un)v − I ′2(u)v| = ‖I ′2(un)v − I ′2(u)‖E′

então

‖I ′2(un)v − I ′2(u)‖E′ 6
(∫

RN

|un − u|2
) 1

2

. (A.6)

Segue de (A.4) que

|un(x)− u(x)|2 → 0, q.t.p em RN .

e por (A.5)

|un(x)− u(x)|2 6 4(S2 + |∇u|2),∀n ∈ RN ,

onde 4|∇u|2 ∈ L1(RN), e, assim, 4(S2 + |∇u|2) ∈ L1(RN). Então, pelo Teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
n→∞

∫
RN

|un(x)− u(x)|2dx = 0

De (A.6), quando n→∞

‖I ′2(un)− I ′2(u)‖E′ → 0,

ou seja,
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I ′2(un)→ I ′2(u) em E ′.

Portanto, I2 ∈ C1(E,R).

A�rmação 3. O funcional I3 ∈ C1(E,R). Para demonstrar a a�rmação, mostraremos

que I3 possui Derivada de Gateaux. Seja t ∈ R com 0 < |t| < 1 e u, v ∈ E. Considere

q : [0, 1]→ R função de�nida por q(s) = F (u+ stv)

Observe que

q′(s) = (f(u+ stv))tv, q(1) = F (u+ tv) e q(0) = F (u),

sendo q contínua em [0, 1] e diferenciável em (0, 1) então, pelo Teorema do Valor Médio,

existe γ ∈ (0, 1) tal que q(1)− q(0) = q′(γ), isto é,

F (u+ tv)− F (u)

t
= f(u+ γtv)v.

Note que ∣∣∣∣F (u+ tv)− F (u)

t

∣∣∣∣ = |f(u+ γtv)||v|.

Da condição de crescimento da f temos que

|f(u+ γtv)| 6 2ε(|u|+ |v|) + 2sC(ε)(|u|s + |v|s).

Daí ∣∣∣∣F (u+ tv)− F (u)

t

∣∣∣∣ 6 2ε (|u|+ |v|) + 2sC(ε) (|u|s + |v|s) ,

onde 2ε (|u|+ |v|) + 2sC(ε) (|u|s + |v|s) ∈ RN .

Observe que

lim
t→0

F (u+ tv)− F (u)

t
= f(u)v.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue∫
RN

lim
t→0

F (u+ tv)− F (u)

t
= f(u)v.

Assim,
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I ′3(u)v = lim
t→0

I3(u+ tv)− I3(u)

t

= lim
t→0

∫
RN

F (u+ tv)− F (u)

t
dx

=

∫
RN

f(u)vdx.

Mostrando que o funcional I3 é Gateaux Diferenciável e

I ′3(u)v =

∫
RN

f(u)vdx,∀v ∈ E.

Mostraremos a continuidade da derivada de Gateaux de I3. Seja (un) ⊂ E tal que

un → u em E. Assim, |un| → |u| em L2(RN).

Logo, existe uma subsequência, ainda denotada por (un) e uma função h ∈ Lp tais que

|un(x)| → |u(x)| q.t.p em RN . (A.7)

e

|un(x)| 6 h(x) q.t.p em RN , (A.8)

onde h ∈ LP (RN). Como f é contínua temos que

f(un(x))→ f(u(x)) q.t.p em RN (A.9)

e

f(un(x))v(x)→ f(u(x))v(x) q.t.p em RN . (A.10)

Da condição de crescimento da f temos que

|f(un(x))v(x)| 6 ε|un(x)||v(x)|+ C(ε)|un(x)|s|v(x)|.

Do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

∫
RN

f(un)vdx→
∫
RN

f(u)vdx;

Logo, para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que
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∣∣∣∣∫
RN

f(un)vdx−
∫
RN

f(u)vdx

∣∣∣∣ 6 ε,

para todo n > n0. O que implica

sup
‖v‖61

∣∣∣∣∫
RN

f(un)vdx−
∫
RN

f(u)vdx

∣∣∣∣ 6 ε,

para todo n > n0, ou seja, ‖I3 − I ′3‖E < ε mostrando que u 7−→ I ′3(u) é contínua no

dual de E e o funcional I3 é de classe C1(E,R). Pelas a�rmações anteriores temos que

I ∈ C1(E,R).





Apêndice

B

Prova da Proposição 1

Neste apêndice provaremos a Proposição 1, ou seja, apresentaremos a existência de

uma solução radial positiva para seguinte equação assintoticamente linear de Schrödinger

no domínio exterior

(B)

{
−∆u+ λu = f(u) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω = RN\BR(0) para algum R > 0 �xo.

A prova será feita através da veri�cação das seguintes etapas. consideremos o espaço

de Sobolev

EΩ ≡ H1
0,rad(Ω) = {u ∈ H0

1(Ω) : u(x) = u(|x|)},

com norma

‖u‖2
Ω =

∫
Ω

(|∇u|2 + λu2)dx,

a qual é induzida pelo seguinte produto interno

〈u, v〉Ω =

∫
Ω

(∇u∇v + λuv)dx, para todo u, v ∈ EΩ.

Desde que o nosso interesse é o de encontrar soluções positivas de (B), nesta seção

assumimos que f(t) = 0 quando t ≤ 0. O ponto crítico associado ao funcional de classe

de C1, IΩ : EΩ → R dado por
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IΩ(u) =
1

2

∫
Ω

(|∇u|2 + λu2)dx−
∫

Ω

F (u)dx,

são precisamente as soluções fraca de (B). Se u denota essa solução, então

0 = I ′Ω(u)u− =

∫
Ω

(
∇u∇u− + λuu−

)
dx−

∫
Ω

f(u)u−dx (B.1)

=

∫
Ω

(
∇(u+ + u−)∇(u−) + λ(u+ + u−)u−

)
dx−

∫
Ω

f(u+ + u−)u−dx

=

∫
Ω

(
|∇(u−)|2 + λ(u−)2

)
dx+

∫
Ω

f(u−)u−dx

= ‖u−‖2
Ω.

Logo u− ≡ 0, implicando que

u = u+ + u− = u+ ≥ 0.

Desde que f(u) > 0 em (B), podemos aplicar o Principio do Máximo Forte (ver

Teorema 6 do Capítulo 2) e concluir que u > 0 em Ω.

Assumindo que (f1), (f3) e (f4) são satisfeitas, podemos mostrar que IΩ satisfaz as

hipóteses geométricas do Teorema do Passo da Montanha (ver Teorema 5 do Capítulo 2).

Lema 12 Assumindo que (f1), (f3) e (f4) são satisfeitas. Então existem números positi-

vos b, ρ e e ∈ EΩ tal que

(1) IΩ(u) ≥ b, para todo u ∈ EΩ tal que ‖u‖Ω = ρ;

(2) ‖e‖Ω > ρ e IΩ(e) < 0.

Demonstração. Por (f1), (f3) e (f4), dado ε ∈ (0, λ) e q ∈ (2, 2∗), onde 2∗ = 2N
N−2

;

existe uma constante c(ε) tal que

|f(t)| 6 ε|t|+ c(ε)|t|q−1 e |F (t)| 6 ε

2
|t|2 +

c(ε)

q
|t|q,∀t ∈ R. (B.2)
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Assim, para todo u ∈ EΩ, temos pelas imersões contínuas de Sobolev que∫
Ω

F (u)dx 6
ε

2

∫
Ω

u2dx+
c(ε)

q

∫
Ω

uqdx

=
ε

2
|u|2L2 +

c(ε)

q
|u|qLqdx

6 d

(
ε

2
‖u‖2

Ω +
c(ε)

q
‖u‖qΩ

)
6 d‖u‖2

Ω

(
ε

2
+
c(ε)

q
‖u‖q−2

Ω

)
.

Tomando ‖u‖Ω =
(

q.ε
2c(ε)

) 1
q−2

, temos que

∫
Ω

F (u)dx 6 d‖u|2Ω
(
ε

2
+
c(ε)

q
‖u‖q−2

Ω

)
= d.ε.‖u|2Ω.

Assim,

IΩ(u) =
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + λu2

)
dx−

∫
Ω

F (u)dx

>
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + λu2

)
dx− εd

∫
Ω

(
|∇u|2 + λu2

)
dx

=

(
1

2
− εd

)
‖u|2Ω,

e tomando ε de modo que 1
2
− εd > 0, se ‖u‖ = ρ, temos que IΩ(u) > b onde b =

ρ2
(

1
2
− εd

)
. Isso prova (1).

(2) Seja u0 uma solução positiva e radial de

(C)

{
−∆u+ λu = f(u), em RN

u(x)→ 0, |x| → +∞,

e a função

vσ(x) = u0

(x
σ

)
para σ > 0.

Para σ > 0 temos que

‖vσ‖2 =

∫
RN

(
|∇(vσ(x))|2 + λvσ(x)2

)
dx =

∫
RN

(
|∇u0

(x
σ

)
|2 + λu0

(x
σ

)2
)
dx.
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Fazendo a mudança de variável z = x
σ
, pelo teorema de mudança de variável, temos

que

‖vσ‖2 =

∫
RN

σN

σ2
|∇(u0(z))|2dz + λσN

∫
RN

u0(z)2dz,

ou seja,

‖vσ‖2 = σN−2|∇u0|2L2 + σNλ|u0|2L2 .

Com a mudança feita acima obtemos que

I(vσ) =
1

2

∫
RN

(|∇(vσ)|2 + λv2
σ)dx−

∫
RN

F (vσ)dx

=
σN−2

2

∫
RN

|∇u0|2dx− σN
∫
RN

(
−λ

2
u2

0 − F (u0)

)
dx.

Desde que u0 é solução do problema (C), temos que u0 satisfaz a identidade de Poho-

zaev. Logo

2N

∫
RN

(
−λ

2
u2

0 − F (u0)

)
dx = (N − 2)

∫
RN

|∇u0|2dx,

o que implica que

2N

∫
RN

(
−λ

2
u2

0 − F (u0)

)
dx > 0

e então que

I(vσ)→ −∞, quando σ → +∞.

Seja ϕ ∈ C∞(RN) uma função radial crescente tal que ϕ(x) = 0, para |x| 6 R e

ϕ(x) = 1, quando |x| > R e 0 6 ϕ(x) 6 1. Recordando que Ω = RN \ BR(0), podemos

escrever

IΩ(φvσ) = IΩ(vσ) + IB2R(0)\BR(0)
(vσ)− IB2R(0)

(vσ), (B.3)

onde

IB2R(0)
(vσ) =

1

2

∫
B2R(0)

(|∇vσ|2 + λv2
σ)dx−

∫
B2R(0)

F (vσ)dx
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e

IB2R(0)\BR(0)
(φvσ) =

1

2

∫
B2R(0)\BR(0)

(|∇φvσ|2 + λφv2
σ)dx−

∫
B2R(0)\BR(0)

F (φvσ)dx.

Observe que

IB2R(0)
(vσ) e IB2R(0)\BR(0)

(φvσ) são uniformemente limitadas quando σ > σ0. (B.4)

Se (B.4) veri�ca, então combinando (B.3)- (B.4), temos σ0 > 1 su�cientemente grande

tal que IΩ(φvσ) < 0 para σ > σ0.

Tomando e = φvσ, note que e ∈ EΩ e ‖e‖2 > σN−2 ‖u0‖2. Assim podemos supor que

‖e‖2 > ρ, com ρ dado na prova de (1). Portanto, IΩ(φvσ) < 0 e ‖e‖2 > ρ , e (2) estaria

provado.

Veri�quemos então (B.4).

Pela de�nição de vσ, como u0(0) = max
RN

u0, temos que

|vσ(x)| 6 |u0(0)| e |∇(vσ(x))| 6 C

σ
,∀x ∈ RN

para alguma constante positiva C.

Assim, podemos supor aumentando σ0 se necessário que C
σ0
< 1. Consequentemente,

∫
B2R(0)

(
|∇vσ|2 + λv2

σ

)
dx 6

(
1 + λu2

0(0)
)
|B2R(0)|.

Desde que 0 6 vσ(x) 6 u0(0) e F é contínua, existe M > 0 tal que

∣∣∣∣∣
∫
B2R(0)

F (vσ)dx

∣∣∣∣∣ 6M |B2R(0)|.

Analogamente,

|φvσ(x)| 6 u0(0) e |∇(φvσ(x))| 6 C(R),∀x ∈ RN

para alguma constante positiva C(R). Assim existe uma constante C(R) positiva tal que

|IB2R(0)
(vσ)| 6 C(R) e |IB2R(0)\BR(0)

(φvσ)| 6 C(R),

uniformemente em σ, e a prova do lema está completa.

�
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Pelo Teorema do Passo da Montanha, existe (un)n∈N ⊂ E uma sequência de Cerami

no nível CΩ, isto é,

IΩ → CΩ e ‖I ′Ω(un)‖E−1
Ω

(1 + ‖u‖Ω)→ 0,

onde

CΩ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

IΩ(Γ(t)), e Γ = {γ ∈ C ([0, 1], X) ; γ(0) = 0, γ(1) = e}.

Como EΩ está imerso compactamente em LP (Ω), para 2 < p < 2∗, segue que IΩ

satisfaz a condição de Cerami e, assim un → u em EΩ a menos de subsequência.

Logo u ∈ EΩ é solução positiva de (4) tal que IΩ(u) = CΩ > 0 e, portanto, não-trivial.
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