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Resumo

Nesse trabalho teorico na area das equacoes diferenciais parciais elipticas, estudamos
uma versao estacionaria da equagao de Schrédinger nao-linear, com nao-linearidade do
tipo assintoticamente linear. O objetivo principal versa sobre obter resultados de existén-
cia de uma solucao nodal radialmente simétrica. Ainda, sob algumas condi¢oes, buscamos

também obter informagoes sobre o seu indice de Morse.

Palavras-Chave: FEquacao de Schridinger, Equacoes assintoticamente lineares, Méto-

dos Variacionais.






Abstract

In this theoretical work in elliptic partial differential equations, we study a stationary
version for the nonlinear Schédinger equation with nonlinearity of the assymptotically
linear type. The main objective is getting, some results of existence for a radially symme-
tric nodal solution. Moreover, under some conditions, we look also obtaining information

about its Morse index.

Keywords: Schrédinger equation, elliptically asymptotically linear equations, Variant
Methods.






Notacao

u, — u : convergéncia forte (em norma);

u, — u: u convergéncia fraca;

C*(Q) = {u: Q — R; é continuamente k vezes diferencidvel };
Cr(Q) = {u € C*(Q); supp(u) é compacto };

WmP(Q) = {u € LP(QQ) : D*u € LP(QY), para todo |a| < m};

g = (Siajar lullere)
H™(Q) ={u e L*(Q) : D*u € L*(), para todo |a|] < m};
u'(z) = maz{u(z), 0};

u~ () = min{u(z),0}.
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CAPITULO

1

Introducao

O objetivo deste trabalho é apresentar um resultado de existéncia de solucao nodal e
radialmente simétrica para uma classe de equacoes de Schrodinger assintoticamente linear
no infinito. Em [1] foi provado um resultado de existéncia de uma solugdo positiva para
este tipo de problema em um dominio exterior assumindo em particular que f é convexa.
Outro trabalho bastante importante no estudo desse tipo de problema é o artigo [6], onde
os autores provam resultados de simetria para solucoes classicas de equacoes elipticas
semi-lineares em todo o RY ou no exterior de uma bola, no caso em que a nio linearidade
é convexa ou tem uma primeira derivada convexa.

Neste trabalho, realizamos um estudo detalhado do trabalho [8], onde estudamos a

existéncia de uma solugao nodal para uma versao estacionaria da equagao de Schrodinger:

~Au+u= f(u), em RY para N>3 e A >0, (1.1)

onde a nao-linearidade f satisfaz o seguinte conjunto de hipoteses:
(f1) f € C(R,R);

(f2)f(=t) = —f(t), para todo t € R;

S
(fa)lim == =0
t 1
(f1) existe s > 0, tal que tlim Q =—e @ < %, para todo t € R;
—00 S

(f5) @ ¢ uma funcao crescente para todo ¢t > 0.

Assumimos ainda uma condicao de nao-quadraticidade, de Costa e Magalhaes

13



1. Introducao 14

lim [f(t)t —2F(t)] = 400 e [f(t)t —2F(t)] > 0,Vt € R, (1.2)

t—o00

onde F(t) = [} f(2)dz.

Um modelo especial que satisfaz as hipoteses (f1) — (f5) é dado por:

—Au+ Au = em RV,

u
1+ su?’
para N >3 e A > 0.

Em o6ptica nao linear, este modelo de equacao descreve a propagacao de um feixe de
luz de um meio saturavel sob um efeito de auto-focagem, onde o parametro A denota a

velocidade de propagagao da onda e o parametro s denota o de saturacao.

Os principais resultados desse trabalho sao:

Teorema 1 Assuma que (f1)— (f5) e (1.2) sejam satisfeitas. Se o parametro s > 0, dado
em (f1), satisfaz s € (0,3), entdo existe uma solugio radial de (1.1) que muda de sinal
uma tnica vez em R. Se esta solugdo é ndao degenerada e f € CY(R,R), entdo ela tem
indice de Morse j > N + 2.

Na prova do Teorema 1 vamos utilizar um resultado de existéncia de uma solucao

radial e positiva, para um problema em dominio exterior, o qual enunciamos a seguir:

Proposicao 1 Assuma que (f1) — (f5). Entao eziste uma solugdo radial positiva de:

—Au+ Au= f(u) em Q
u=20 sobre 09,

onde 0 = RN\ B(0) para algum R > 0 fizo.

Na demonstragao de ambos resultados, empregamos métodos variacionais e utilizamos
os argumentos de [4] para estabelecer a existéncia de uma solu¢io fraca que muda de sinal
para a equacao (1.1) com s € (0, 5).

Nossa proposta é tornar o trabalho [8] mais acessivel para iniciantes na area de Equa-
coes Diferenciais Parciais Elipticas. Para isso, procuramos detalhar todos os calculos e as
passagens no decorrer do mesmo. O presente trabalho esta estruturado como segue. No
Capitulo 2, para melhor entendimento do trabalho, serao apresentados alguns resultados
preliminares, como por exemplo o conhecido Lema da Deformacao e o Teorema de Mi-
randa. No Capitulo 3 vamos exibir uma prova para o teorema principal baseada em (8], [4]
e [6]. Vamos utilizar o Principio Variacional de Ekeland para obter uma sequéncia de Ce-
rami no nivel do Passo da Montanha para o funcional energia, utilizada na argumentacao

do apéndice B.



CAPITULO

2

Preliminares

Neste capitulo veremos algumas defini¢oes, notagoes e resultados importantes para o

desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Distribuicoes

Definicao 1 Seja Q C RY um conjunto aberto. Chamamos de suporte de uma funcdo
¢:QCRY - RiouC), o conjunto definido por supp(¢) = {x € Q: ¢(x) £ 0}. Se este

congunto além de fechado for compacto, entao dizemos que ¢ é de suporte compacto.

Definigao 2 Representamos por 2(2) o espago vetorial das fungoes definidas em Q, com
suporte compacto, possuindo em  derwadas parciais continuas de todas as ordens. Os

elementos de () sao denominados fungoes testes em S).

Defini¢ao 3 Um multi-indice o € uma n-upla (aq, as, ..., ay), onde oy € N| para todo

0 <1 < n. Temos associado ao multi-indice o alguns simbolos, um deles é

80&

= a1 Y2 ?
0%y Oz ...0%m

DO&

onde |a] = oy + ag + ... + oy, € chamado de ordem do multi-indice .

Definicdo 4 Uma sequéncia de fungoes {¢m} em Z(Q) é dita convergente para 0, se
existe um conjunto compacto firo K C § tal que supp(p,,) C K, para todo m, e todas as

suas derivadas convergem uniformemente para 0, em K.

Definicao 5 Um funcional linear T sobre 2(2) é dita ser uma distribui¢do em (Q, se
sempre que, ¢, — 0 em 2(Q), tem-se T(¢py) — 0 quando m — oo. O espago das

distribuicdes, que € o dual do espago de fungoes teste, é denotado por 2'(Q2).

15



2. Preliminares 16

Definicao 6 A funcio f : Q — R (ou C)é dita ser localmente integrdvel, se para todo
conjunto compacto K C Q, [, |f| < oo. Para, 1 < p < oo, tem-se:

2(Q) c LE.(Q) C 7'(5).

loc

Definicao 7 Considere uma distribuicao T sobre Q) e o € N". A derwada de o de T é
definida por:

(D°T)(¢) = (=1)IT(D*¢), para ¢ € 2().

Mostremos que D® estd bem definida, isto €, D*T € 9'(2), para todo T € P'(R2). De
fato, seja (pn,) C 2(Q) tal que ¢y, — 0 em P(Q2). Entao existe um subconjunto compacto
K c RY tal que supp(¢,,) C K e D*¢,, — 0, uniformemente em K, para todo o € N".
Além disso, sendo T' € 9'(0), temos que T'(D*¢,,) — 0, em K, quando m — oo. Assim,

(DT )| = |T(DP)| — 0, quando m — oo.
Logo, T € 9'(2) possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuicades.

Exemplo 1 Seja x € RY. Defina 6, por 0,(¢) = ¢(z) com ¢ € 2(Q). Prova-se que 0, ¢é

uma distribuicao, a qual chamamos Distribuicao de Dirac em x.

1
loc

Exemplo 2 Seja u € L, (). Considere a forma linear T, definida por:

1,6 = [ u(w)ola)dz. o € 7(9).
Q
Entao, T, € uma distribuicao.

Exemplo 3 Seja H a funcao Heaviside definida em R do sequinte modo:

Hiz) 1, se x>0
€Tr) =
0, se x <0.

Note que H é localmente integravel em R, mas sua derivada H'(z) no sentido das distri-

buicoes nao é localmente integravel. De fato,
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(D'Ty) = (=1)' Ty (Do)

= /. ¢'(x)H (z)dx
= — lim [/0 ¢’(l’)dl}
= — lim [¢(L) — (0)
= 0o ().

Afirmacao: A distribuicao delta de Dirac nao é gerada por func¢oes localmente Inte-

graveis. Com efeito, suponha que f € L} (R) seja tal que Ty = 0, isto &, Ty : Z'(R) —» R

loc

definida por,
Trp = / f(z)p(x)dz, para todo ¢ € Z2'(R).
R

Entdo para todo € > 0, seja ¢ € Z'(R) com supp(¢.) C B(0,€),0 < ¢ < 1e ¢ = 1.

Assim,

5(¢) =1, em B (0, %) . (2.1)

Por outro lado,

5(6e) = Tyoe = / F(@)u(x)dx = /B | f@o s < / f ().

B(0,¢)

Note que quando € — 0, tem-se d(¢.) — 0, o que contradiz (2.1).

2.2 Espaco de Sobolev

Se u € LP(2) entao u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuigoes,
mas em geral, nao é verdade que D%u seja uma distribuicao definida por uma funcao de

LP(€2). Quando D“u é definida por uma fungao de LP(2), defini-se o seguinte espaco:

Definicao 8 Seja m > 0 um inteiro e seja 1 < p < 0o. O espaco de Sobolev W™P ¢é
definido por:

WmP(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q), para todo |a| < m}, (2.2)

com a norma
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hSA

[ullmpo = Z HUHZP(Q) : (2.3)

laj<m

(1) 0 caso p =2, denota o espago

H™(Q) = W™(Q) = {u € L*(Q) : D*u € L*(Q), para todo |af < m}, (2.4)

com a norma

lullmen = | D lulfaq | - (2.5)

laj<m

(7i) Iremos também usar as semi-normas qual consiste as normas LPdas derivadas da

mais alta ordem. Denotemos essa norma por

|Ulm,2.0 = Z ||U||%2(Q)

|a|l<m

(1i1) Consideremos naturalmente LP(S)) como o caso especial de classe de Sobolev,

quando m = 0. O espago H™(Q)) tem um produto interno definida por:

(u,v) = Z D*uD%v | para todos w,v € H™(Q),

laj<m V¢

esse produto interno, induz a norma dada pela formula (2.5). Observe ainda que C§°(S2)
é denso em LP(Q), mas ndo € verdade que C$°(Q)) seja denso em W™P(Q) para m > 1.
Motivado por esta razao defini-se o espago W3 (Q) como sendo o fecho de C$°(Q2) em

Wme(Q).

Lema 1 Seja 1 < p < oo. Temos

se p<N,

1 1
WhP(Q) C LP*()), onde p = N’

1
p
Wl’p(Q) C L), Yq € [p,+0), se p=N,

WP (Q) c L>™(Q), se p> N,
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e todas estas imersoes sao continuas. Assim, se p > N temos que, para todo u € W1P(Q),
u(z) — u(y)| < Cllullwis|z — y[*q.tp. 2,y € Q,

com a =1— (&) e C dependente de Q,p e N. Em particular, W'?(Q) C C(Q).

Demonstragao: Ver [3].

Teorema 2 (Rellich-Kondrachov). Supondo que Q € limitado e f de classe C'. Temos

as sequintes imersoes compactas:

1 1
WhP(Q) c L), Vq € [1,p*), onde =T se D <N,
p

"

Wh(Q) C LI(Q), Vg € [p,+<), se p= N,

WP (Q) c C(Q), se p> N,
Em particular, WYP(Q2) C LP(Q) com imersoes compactas para todo p(e todo N).

Demonstragao: Ver [3].

2.3 Resultados preliminares

Primeiramente enunciaremos alguns resultados que serao utilizados no decorrer deste
trabalho.

Lema 2 Seja 1 < ¢ < 400, 1 < p < 400 camq#%sep<]\7. Assuma que u, é
limitada em LYRN), Vu, ¢ limitada em LY(RY) e

sup / |tn|?dx — 0,m — o0,
yeRN Jy+Bp

para algum R > 0. Entdo u, — 0 em L*()) para o entre q e NN—_’;.

Ver Lema 1.1 de [7].

Teorema 3 (de Vainberg) Sejam (f;) uma sequéncia de fungoes em L1(S2) e f € L9(Q)

tais que

fi—= f em LIQ).

Entao, existe (f;,) C f; e uma fungdo g € LI(Q) tal que

Ifil < g(z) qtpem Q

fio(x) = f qtpem (L
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Demonstragao: Ver [3].

Teorema 4 (de Miranda) Seja Q = {x € RY : |z;| < L,i=1,...,n} eseja f: Q — RN

uma funcao continua satisfazendo,

fi(xthJ vy Li—1, _Laxi—i-h an) > O

fi(xlvx% vy Li—1, +L7 Lit1y ey wn) < 07
para todo i € {1,....,n}, onde f = (f1, ..., fn). Entao, f(x) =0 tem uma solugao em S.

Demonstragao: Ver [9].

Lema 3 (da Deformacdo) Seja X um espago de Banach e ¢ € CY(X,R), S C X,
ceR eed >0 tais que para todo

u € ¢ ([c— e c+ €]) N Soys,
tem-se quell¢'(u)|| > 5. Entao existe n € C*([0,1] x X, X) tal que:
(in(t,u) =u set =0 ou se u & ¢ ([c — € ¢+ €]) N Sas;
(i)n(1, g N.S) C
(13i) t = p(n(t,v)) € nao-crescente, para todo v € X,
onde ¢* = {v € X;¢(v) < a}.

Para provar este resultado, precisamos de algumas definicoes.

Definigao 9 Seja M um espaco métrico, X um espaco normado ¢ h : M — X\{0}
uma fung¢ao continua. Um campo vetorial g € dito um campo pseudo-gradiente para h em

M se g: M — X € continuo localmente de Lipschilz e tal que, para todo uw € M,

lg()ll < 2|, (Alw), g(w)) > [Ih(uw)]*.

Observe que

1R (u)]I* < (h(u), g(w)) < [|A(w)[g(w)l]
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R < lg(u)l| < 2[|R(u)],
onde

[R(u)]| =~ sup (h(u),y).

llyll=1y€X

Precisamos ainda do seguinte resultado de existéncia de campos pseudo-gradientes.

Lema 4 Seja M um espago métrico, X um espaco normado e h : M — X'\{0}uma

funcao continua. Entao existe um campo vetorial pseudo-gradiente para h em M.

Demonstragao ver [10].
Demonstracao do Lema da Deformacao. Pelo Lema anterior , existe um campo

pseudo-gradiente g para ¢ em M := {u € X;¢'(u) # 0}, o qual satisfaz
1" (W)l < lg(w)l] < 2/l (w)]]- (2.6)
Vamos definir
A= Y [c—26,c+2])N Sys, e B:=¢ [c—¢€c+e)NSs.

Note que A e B sao fechados e ainda B C A. Assim, dist(u, X \ A) e dist(u, B) nao
sao simultaneamente nulos, e mais, dado u € X, existem ¢,d em R e uma vizinhanca V,,

de u tais que se v € V,

0 <c<dist(v,X \ A) +dist(v,B) < d < 0.

Defina ¥ : X — R, pondo

B dist(u, X \ A)
U(u) = dist(u, X \ A) + dist(u, B)’

Note que ¥ estd bem definido (pois o denominador é diferente de zero para todo
weX)0< ¥ <1com¥(u)=0seue B,¥(u) =1seue X\ A Pode-se mostrar que
dist(u, X \ A) e dist(u, B) sdo fungoes lipschitzianas e assim que W é Lipschitz continua.

Consideremos o seguinte campo vetorial em X definido por

W (u)g(u)
Flu) = ot 0% € 4 (2.7)
0, se ue X\A
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Note que A C M (logo podemos definir g em A), e por (2.6) temos que

_ 1
= lg(ul

If (W] =[] = ¥(u
<;<_
S @)l T 8’

para todo u € X. Portanto, f estd bem definida.

I rear
)

Verifiquemos que f é localmente lipschitziana. Dado u € X, tomemos V,, vizinhanca

de u tal que gy, e Uly, sdo lipschitz. Dados a,b em u € V,

e Se a,be X\A, temos
1f(a) = fO)] = 0 < [la = bl

e Seac Aebe X\ A, temos

B Ny 9@
_Npgy 9@ g(a)
=" y@r " O e
:Hﬁgw'“@‘m@'
1

= oty V@~ YO

< S 1¥(a) W),

e temos o resultado usando o fato de W ser localmente de Lipschitz

e Sea,be A, temos

) = £ = ||t s YO G
< H\I/(a % —W(a )Hgg(@)) N H\P(a)ll g((bb))nz B \P(b)%
=196 [~ el |+ 14 - v |
<’Mm$w‘u§g2 + SV - v(e)

Novamente, pela desigualdade triangular
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g(b)

H N g(a) g(b)
lg(@)l* [lg(®)[I?

<o - owll* lnswor - mow
s@lo®)F — gllg@I? ||, (1 Y’
+(Hg<>‘) lo(@) — 9]

lg(a)[[*llg(b)]]? |
lg®)I1* — llg(a)]?
<o) [ gepat|+ satoto - s
[{9(b) — 9(a). g(b) — g(a))] &
S h@llemE el o0l
lg(®) = g(a)llllg(®) — g(a)ll 6%
ST lie@r a9 90
= kllg(a) —g(b)]|
Donde segue que f é localmente de lipschitz.
Para cada u € X, o problema de Cauchy
d =
{ ot >(O u];( o(t,u)) (28)
tem uma unica solucao, continua e definida em todo t > 0.
Vamos definir 7 : [0,1] x X — X, por (t,u) — o(8¢t, u).
Set >0,
lo(t,u) —o(0,u)|| = llot, u) —ul| = (o(7, u))dr
< [Wretru =
< [fIIE=0) <
Portanto,
In(t, w) = (0, w)l| = [In(t, u) —ul| = (o(7,u))d

t8e¢
< / 1o (r, u)ldr
< || f11(t8€) < dt.

Verificacao de (i): Note que n(0,u) = u.
Seue X\ A, f(u)=0ceo(t,u) = u é solucdo do problema (2.8), ou seja
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d
Ea(t, u) =0= f(u).

Portanto, n(t,u) = u para todo t € R.

Notemos agora que

vt oy () alo ()
= ) G e
< ——qj(a(j’u)), (2.9)

e essa tltima desigualdade temos pois

/

.9 o (W9 1

g2~ fl4¢'|]> ~ 4

Verificacao de (ii7): Como 0 < U, de (2.9) segue que t — ¢(n(t,u)) é ndo crescente.
Verificacao de (ii) : Seja u € ¢“NSs. Se existe t € [0, 8¢ tal que p(o(t,u)) < c—e,

entao p(o(8¢,u)) < ¢ — ¢, e (ii) ¢ satisfeito, pois ¢ é nao crescente.

Se o(t,u) € o !([c — €,c+ €]) para todo t € [0, 8€] temos:

donde segue (7).

Teorema 5 (Teorema do Passo da Montanha) Seja X um espago de Banach e

I € CYX,R) com I(0) =0 suponha que: existem o, p > 0 lais que
(H1) I(u) > a > 0 para todo u € X com ||ul| = p,

(H2) eziste e € X tal que com ||u|| > p e I(e) < 0.
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Entao para cada € > 0 existe u. € X tal que
(a) ¢ —2e < I(u.) < ¢+ 2,
(0) (14 [[ull) " (ue) | < 8e,

onde

0 <c=inf max I(v(t)) e T'={y € C([0,1],X),7(0) = 0,7(1) = e}.

Demonstragao ver [2].

Lema 5 (A identidade de Pohozaev): Seja Q2 C RN um dominio, f : R — R uma

funcgdo continua e u € H} N HE (Q) uma solugdo fraca do problema —Au = f(u) em € e

loc

u =0 sobre 0f).
Entao,
N —2
—/ |Vul?n(z)dS, = N/ F(u)dz,
2 Q Q
onde,

P = [ rs)as

e n(x) é o vetor normal exterior no ponto x € OS).
Se Q =R, entio

u/ |Vul?n(z)dS, = N F(u)dz.
2 RN RN

Definigao 10 Sejam Q C RY um aberto conexo, e L : H*(Q)) — R um operador diferen-

cial parcial tendo a forma

Lu=— 2”: aijuxixj + z”: biuxi + cu.

i,j=1 i=1

Dizemos que L € simétrico quando

a¥ =d" Vi,j=1,..,N.

Além disso, dizemos que L ¢é uniformemente eliptico quando existe uma constante

R > 0, tal que para todo x € Q ey € RY | vale que

Z a’yiy; = Rly|*.

1,j=1
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Para o proximo resultado conhecido como Principio do Maximo Forte, vamos considerar
L como sendo um operador diferencial parcial, simétrico, uniformemente eliptico, com os

coeficientes a¥, b® e c continuos.

Teorema 6 (Principio do mdzimo forte:) Assumindo u € C*(Q)NC(N) ec >0 em

Q. Supondo ainda que ) € conexo, entao vale:

(1) se Lu < 0 em Q, e u atinge mdzimo nao negativo sobre Q, em um ponto interior,

entao u € constante em €);

(17) se Lu < 0 em Q, e u atinge minimo nao positivo sobre Q, em um ponto interior,

entao u € constante em ).

Ver referéncia [5].



CAPITULO

3

Resultados de existéncia

Neste capitulo, nosso objetivo é provar que o problema

—Au+ M= f(u), em RY, para N >3 em A\ >0, (1.1)

com f satisfazendo as condigoes iniciais, ou seja, vamos mostrar que se (f1) — (f5) e (1.2)
sao satisfeitas, entao existe uma solugdo u de (1.1). Para isso, vamos mostrar alguns
resultados preliminares.

Um conjunto 2 C RY ¢ dito radialmente simétrico se satisfazer a propriedade:
se g € Q e |z| = |xo| entdo z € Q.

Definicdo 11 Sejam Q um subconjunto radialmente simétrico do RY e u € L} .(Q).

Dizemos que u € uma fungdao radialmente simétrica, se existir @ : [0,00) — R tal que
u(z) =a(|z|) gt.p em z €.

Consideremos o espago H'(RY) com a seguinte norma:

full = [ v+ mdx)% ,

a qual ¢é induzida pelo seguinte produto interno.

(u,v) g :/ (VuVv + Muv)dz, para quaisquer u,v € H'(RY).
RN

Segue que (H'RY,(.,)) é um espaco de Hilbert.

Uma vez que estamos buscando por solugoes radialmente simétricas, consideremos

Hyoq(RY) = {u € H'(RY);u(w) = u(|z])}.

rad

27
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(RM), (., .)g1) & um espago de Hilbert.
Como H'(RY) ¢ um espago de Hilbert, basta mostrar que H ,
vetorial fechado de H(RY).

Primeiramente note que , se u é radialmente simétrica, entao para um transformacao

Mostremos que (H}

rad

(RY) & um subespaco

ortogonal linear O : RY — RY | vale que

u(Oz) = u(z) qt.pem €RY, (3.1)

pois O é uma isometria.
L (RN tal que u, — u em H'(RY). Basta mostrar

(RY). Como H'(RY) est& imerso continuamente em

Seja (u,) uma sequéncia em H!
4 . . 4 1
que u ¢ radial, isto é, que u € H, ,

L*(RY) , entdao u, — u em L*(RY). Assim, a menos de subsequéncia, podemos assumir

que
Un(z) — u(z) q.t.p em RY,
Portanto
_ . _ . _ N
uw(Ox) = nl_lgloo un(Ox) = nl_lgloo up(x) = u(zr) q.t.p em RY.
Logo, u € H! ,(RY) e o que mostra que H! ,(RY) ¢ fechado.

Denotemos por E o espago de Sobolev H! ,(RY) com o produto interno (.,.).

rad

Seja o funcional [ : E — R, definido por

I(u) = 1AN(|VU|2+Au2)dx—/ Fu)da:

2 RN

o qual estd bem definido.

No apéndice A provaremos ainda que I € C1(E,R). Além disso, um vez que

I'(u)v = / (VuVo + duwv)de — [ f(u)vde,

segue que pontos criticos de I correspondem a solugoes fracas de (1.1).

Seja v : F — R dado por

y(u) = I'(u)u = /RN(]VUF + Au?)dx — - f(u)udz.

Definimos a seguir a variedade de Nehari onde se encontra todas as solucoes fracas nao-

triviais do problema (1.1).

Definicao 12 Definimos a Variedade de Nehari como sendo um subconjunto de E dado

por

S = {u € E\{O};/RN (IVul® + M?) do = - f(u)udx} : (3.2)
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Definimos ainda alguns subconjuntos que também serao utilizados

S={ueSut#£0,u"#£0} e Sy ={uecS:y(u") =0},
onde, u™(z) = max{u(z),0} e v (x) = min{u(x),0}.

Observagao 1 Note que Sy = {u € E;u* #0 e I'(u*)u* = 0}.

3.1 Lemas preliminares

Nesta secao provaremos algumas propriedades do conjunto 5;.
Lema 6 O conjunto S, € nao vazio.

Demonstragao. Fixe um ntimero real positivo R e seja w € F a solucao positiva de

menor energia do seguinte problema

—Au+ A= f(u) em Bg(0)
u =0 sobre 0Bg(0),

cuja a existéncia é provada em [4]. Pela Proposi¢ao 1 do Apéndice B, existe uma solugao

radial positiva v € F , do problema em dominio exterior
—Au+ Mu= f(u) em RY\Bg(0)
u =0 sobre 9(RV\Bg(0)).

Vamos definir 2 = u—7 (‘assim, 2" =ue 2~ = —7) e fixe u e ¥ como 0 em RY\ Bx(0)

e Bgr(0) respetivamente. Assim, defina G : £ — R, por

Glu) = /RN(w(u)y? + x?)dz — 1/RN W2d = (u, ) — 1/RN W2,

S S
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Entao,

Q
X
[l
Q Q
= w
+
+
N

g
|
2

I
— —

(V@ —0)* + X\ —v)*)dr — E/RN(@ —7)%dx

(VT + A@)? )dg;—l/ (@)2da

0)

Z

(0)

3

(V@) > + \(D) dx——

N\BR(0) § RN\BR(0>

1 1
f(ﬂ)ﬂd:c —— / widr + / f@)vdr — = / vidx
R (0 S JBr(0) RN\Bg/(0) § JRN\B(0)
(

1 v 1
f( )_2d / ﬂzdat—i—/ f—v)ﬂzdzc——/ v2dx
S JBr(0) RN\ Bg(0) S JRN\BR(0)

T
(—(_ — —) wrdx +/ (f(_v) — 1) vidx
Br(0) \ U RN\BR(0) \ U s

(") +G(z

+

\%\

oy

[
S
=

=

Il
)

Por (fy), temos

G(=1) = G(a) = /B N (%ﬂ) - 2) wdz < 0 (3.3)

Gl=) = Go) = /R - (@ - é) Pz < 0. (3.4)

Assim, de (3.3) e (3.4)

G(z)=G(:z")+G(z7) <. (3.5)

Agora, definimos a fungdo ¢ : [0,4+00) — R por

f(tz)

I,(tz)tz =(z,2) —

zdx, para t > 0.
t RN

9(0) = (z,2) e g(t) =

e (fs), e pelo o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue tem-se que

9(0) = lim g(t) = (z,2) >0,

t—0t

pois
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= (z,z) — lim szdx

t—0t RN tz

= (z,2).

Como ¢(0) = tllr(g g(t), entdo g : [0,400) — R é uma funcdo continua. Por outro

lado, usando (f4), (3.5) e novamente o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

obtemos
. _ . f(tz)
Jm g(t) = (z,2) — lim - = #dz
t
= (z,2z) — lim M,220l93

t—+oo RN A

1
= (z,2) —/ —22dx
RN S

<0. (3.6)

Assim, existe T > 0 tal que
I'(T2)T=z
T2

isto é, v(Tz) = 0. Definindo w = T'z, usando a identidade anterior e o fato que z* # 0,

=0,

temos que w € S.

Note que

wt =T2" =Tu. (3.7)

Substituindo na expressao para G e usando (3.3), temos que

Glu) = (' wy -1 [ (whda
— (Tu, T — % /R (T
_ 72 {@, ) — é /B . (u)?dx}
= T*G(z")
<0

Analogamente, usando (3.4),
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< 0.

Como G(w') < 0 e G(w™) < 0, podemos proceder como em (3.6) e mostrar que
existem nimeros reais a,b > 0 tais que aw™ € S e bw™ € S.
Consequentemente y(aw™ 4+ bw™) = 0, pois por (f2)

y(aw" 4+ bw™) = y(aTu — bTV)

[|[V(aTu — bT0)|* — NaTu — bTv)?] dx

I
.

RN

f(aTu — bTv)(aTu — bT0)dx

RN

I
\

[V (aT)|* + \aTu)?|dx —/ f(aTu)(aTu)dx

BR(O) BR(O)

/ [V (6TD) > + A(bTD)?)dz — / f(bTT)(VTT)dx
RN\ Bg(o)

RN\ Bg(o)

+

= 7(aTu) +~(bT0)
y(aw™) +y(bw™)
0.

Combinando o fato de que aw™ +bw™ # 0 com a equacao y(aw™t +bw™) = 0, conclui-
mos que aw™ +bw~ € S. Podemos concluir ainda que aw™ +bw~ € Sy, pois aw™ +bw~ € S

e Y((aw™ + bw™)T) =v(aw™) = 0, pois (aw™’ € 5), 0 que completa a demonstragao.

Lema 7 O conjunto S € fechado.

Demonstragao. Primeiramente observe que, para 2 < ¢ < 2%, existe uma constante
positiva C tal que |u|p« > C > 0, para todo u € S. De fato, pelas hipoteses (f3) — (f1) e

dado € > 0, existe uma constante positiva tal que c(€) tal que

7)1 < il + ol e 1F0)] < e+ “Dpp, v e (38)
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para 2 < g < 2*.

Como 7y(u) = 0, temos

/R SVl 4 daf)de = f(uju < € /R utdz + c(e) / (Ju?)de. (3.9)

N RN
Assim,
1
§/ (IVul? + M2)dz < / (Va2 + (A — pu2)de < c(e)/ ul*da.
RN RN RN
Pela imersao de Sobolev e da inequagao acima temos que
2 Lo q
clufl < 2 ull? < efe)ulf, (3.10)
Utilizando (3.10) e o fato de que u # 0, obtemos que
|u|ra > C >0 para alguma constante C. (3.11)

Lembremos que
Si=yHo}N(yoh) Ho}Nn{ue E:ut #0,u” #0},

onde h: E — E é dado por h(u) = ut.
Seja (u,) C Sy tal que u, — u em E, para n — oco. Como ~(u,}) = 0, segue que
v(u,, ) =0 e de (3.10) temos

|(wn) s, [(un) " [2a > C > 0. (3.12)

Como || (un)E|| < |Jun|l , a sequéncia (u,)* é limitada em E. Usando o fato de que o espago
E = H!

1 J(RN) ¢ compactamente imerso em L?*(RY), encontramos que u™ # 0 e u™ # 0

depois de fazer n — oo em (3.11). Como v é uma fungio continua, segue que u € v~ {0}.
Pelo Lema 2.3 de [4], h é continua e, como uma consequéncia, u € (yoh)~*{0}. Portanto,

u € 51 e segue que S, é fechado em E.

Observagao 2 Note que, de (3.11), existe C(q) > 0 tal que se y(u) =0 e u # 0, entdo

|ulza = C(q).

Assim, se u € S, entdo

|u+|Lq > C(q) e |u|a = C(q).
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Lema 8 Seja {u,} C Sy uma sequéncia tal que {I(u,)} é uma sequéncia limitada. Entdo

{u,} ¢é limitada.

Demonstragao. Suponha por contradicao que exista uma subsequéncia, também deno-
tada por {u,}, tal que ||u,|| — oo quando n — co. Como a sequéncia {I(u,)} é limitada
em R, consideremos uma subsequéncia de {/(u,)} convergente. Entao seja ¢ € R, tal que

lim,, o I (uy,) = ¢. Temos, por (1.2) que :

[/RNOVunP + )\uidm] — /RN F(u,)dx — %/RN(]VU,LF + \u?)dx — . [ (un)un(x)dz

= % - [ (up)updx — /]RN F(uy,)dx
1
- /RN [ f ()it — 2F (uy)]d > 0.

Logo ¢ > 0.

Primeiramente estudemos o caso ¢ > 0. Defina

Uy = 2o
[[wn]

Entao ||v,] = 2+/c.

Mostremos que existe R > 0, p > 0 e uma sequéncia {y,} C RY tal que

lim inf/ v dx > p. (3.13)
B

n—oo
R(yn)
De fato, suponha por contradigdo que valha a negagao de (3.13). Entdo,
lim sup / v, 2dx = 0. (3.14)
n—oo yGJRN BR(y)

e pelo Lema de Lions do Capitulo 2, v, — 0, na norma L?(RY), para todo 2 < ¢ < 2*.
Por (3.10),

4
/ F(v,)dx| < e/ v, |2dz + c(e)/ v |Tdx < 4 c(e)/ |vp|Tdx (3.15)
RN RN RN )\ RN
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o que implica que

lim F(v,)dx =0
n—oo RN

e ainda que

1 1

I(v,) = §||vn||2 - /RN F(v,)dx = 540 - /RN F(v,)dz = 2¢+ o,(1). (3.16)

Por outro lado, caso seja possivel que
I(v,) < c+ o0,(1), (3.17)

entao obteremos uma contradi¢do com (3.16), o que provara (3.13).

Para provar entao (3.17), seja

€(t) = %t? Flun)un — Fltuy), > 0.

Note que,

E(t) = £ (un)utn — f(Fun)t, = {f () _ S (’f“"q )

Up, tu,

Afirmacao: A funcdo t — £(t) tem ponto de maximo em ¢ = 1.

Com efeito,

f(uy) > f(tuy,)

e Se 0 <t<1ew, >0, tem-se por (f5) que u, > tu,, entdo
Up, tu,

I

implicando que &'(t) > 0.

f(un) < f(tuy)

e Set>1ceuwu, >0, tem-se por (f5) que u, < tu,, entao .
U, U,

que &'(t) < 0.

, implicando

Assim, para t = 1, £(¢) tem valor maximo. Se u,, < 0, os calculos sdo anélogos, pois f

¢ uma funcao impar.

Consequentemente,
1, 1
I(tu,) = —t* f(up)up, — F(tuy,)| dx < —flup)u, — F(uy,)| de = 1(u,).
RN 2 RN 2
2
Tomando t =t,, = ﬁ < 1, encontramos
Un
I(vy,) = I(tuy,) < I(u,) =c (3.18)

o que é impossivel por (3.16), provando assim (3.13).
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Existem dois casos a considerar,
(1) A sequéncia {y,} é limitada;
(43) |yn| — 0o quando n — oo.

Se (i) vale, entdo existe Ry > R, para R dado em (3.13) tal que

IS

/ U?Ldl’ >
Bry(0)

Como ||v,|| = 2/ segue que v, é limitada e assim a menos de subsequéncia v, — v
em E, v, — vem LI (RY),2 < g < 2% e v,(x) = v(z) para quase todo = € RY.

Assim temos

/ vide >
Br (0

Logo existe A C Bpg, (0), com medida positiva tal que v(z) # 0, para todo x € A. Por
(1.2) temos

[\l et

provando que v # 0.

T(uy) = I(uy) — %I’(un)un _ /

RN

B Fltn) it — F(un)] dz > /A E Fltn)tn — F(un)} dz.

Note que se x € A, entdo u,(xr) — 400 e assim, por (1.2) e pelo Lema de Fatou

obtemos

lim inf [I(un) — %]/(un)un} > / lim inf Bf(un)un — F(un)} dr = +o00,
A

n—oo n—oo

o que implica que I(u,) — oo. Isto contradiz o fato que o limite I(u,) — ¢, quando
n — oo e concluimos que o caso (i) é impossivel.

Suponhamos agora que (i) valha. Defina

Un () = vp (T + Yn)

Assim,

152l = llva (- + ya) [l = 2v/e.

Como {v,} ¢é limitada, a menos de subsequéncia v, — ¥ em E, ¥, = ¥ em L7 .(Br()),
2 < g <2 de (3.13). Assim,
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n—-+00

lim inf/ 0, 2dx > p.
Br(o)

Logo

/ vdx > p
Br(o)

e entdo v # 0. Portanto, existe A C Bg(0), com medida positiva tal que o(x) # 0, para
todo z € A. Como uma consequéncia de ||u,(. + y,)|| — oo quando n — oo, temos
|un(x + yn)| = 00 quando n — oo, para todo x € A.

Combinando (1.2) com o Lema de Fatou obtemos

n—-+4oo n—-+oo 2

lim inf (1) — %I’(un)un ~ liminf /R ) F Fun())un () — F(un(x))] da

~ liminf /B i B Flun(2))un(z) — F(un(x))} do

n—-4o00

= lim inf /BR(O) Bf(un(x + ) )tn (T + ) — F(un(z + yn))l dx
> lim inf/A [%f(un(x + Yn) ) tn (T + Yn) — Fup(x + yn))} dx
> /Alim inf (%f(un(x + Yn) ) n (2 + yn) — F(un(x + yn))> dr = 400,

o que contradiz o fato que

I(uy) — %I’(un)un — ¢+ on(1).

Portanto (i7) nao vale. O que concluimos que ¢ > 0 nao ocorre.

Assumimos agora ¢ = 0. Defina ¢, = ol e w, = t,u,, concluimos que existem
Unp,

Ry > 0, py > 0 e uma sequéncia {y,} C RY tal que

lim inf/ wy dx > p. (3.19)
n—oo B
R(yn)
De fato, se
lim sup / wy,*dr = 0, (3.20)
n—oo yERN BR(y)

pelo Lema de Lions, w,, — 0, na norma L9, para todo 2 < g < 2*.
Por (3.10), temos

lim f(wy)wydx = 0.

n— o0 RN
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Logo,

n—oo

lim I(w,) = nlgrolo BHwnH2 - /RN F(wn)daj} = % (3.21)
De (3.18)
I(wy,) = I(tyu,) < I(u,) =c=0, (3.22)

para n — oo, contrariando (3.21). Assim (3.20) é valido com py > 0.

H4 novamente dois casos a considerar,
(1) A sequéncia {y,} é limitada;
(14) |yn| — 0o quando n — oco.

Procedendo de forma analoga como no caso ¢ > 0, podemos concluir que os casos ()
e (11) acima sdo impossiveis, o que prova que o caso ¢ = 0 também é impossivel, e a prova

estd completa.

Observacao 3 Podemos usar a (3.11) e o lema anterior, para provar que se {u,} C Sy,
for uma sequéncia tal que {I(u,)} € limitada, entao existem L,M > 0 tais que L <
[unlg < M, q € (2,2%), e L < ||u,l|l, < M, para todo n.

Lema 9 Eriste 0 > 0 tal que infg, I > 0.

Demonstragao. Pela hipotese (1.2), para todo u € S;, temos
1 /
I(u) = I(u) — 5] (u)u
1 1
— —/ (|Vul* + Mu?)dz — / F(u)dx — = {/ (|Vul* + Au?)dz — f(u)uda:}
2 RN RN RN RN

2
_ /R ) (% Fluyuds — F(u)) dz > 0.

Assim, infg, I > 0. Suponha por contradi¢do que exista uma sequéncia {u,} C S; tal que
I(u,) — 0 quando n — oo. Do Lema (8), {u,} é limitada. Portanto, existe uy € E e uma
subsequéncia, também denotada por {u,}, tal que u, — ug em E, u,, — ug em L} _(RY),

2 < q <2 euy(r) = up(r) q.t.p em RY,
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Por (1.2) e pelo Lema de Fatou,

0 = liminf I (u,)

n—oo

~ lim inf {[(un) - %J'mn)un]

n—oo

n—oo RN

> /RN Gf(uo)uo _ F(uo)) da

> 0.

= lim inf Bf(un)un — F(un)} dx

Logo,

1
§f(u0)u0—F(u0):O q.t. pem RY.

Por (1.2), ug(z) = 0 q .t. p em RY e da Observagdo 3, L < ||uy,| z« para todo n. Como
E é compactamente imerso em LQ(RN ), temos que u,, converge fortemente uy na norma

L4, assim
0< L < |U0‘Lq,

contrariando o fato de que ug = 0.

Lema 10 Se o infimo ¢ de I em Sy € atingido, entao ¢ é um valor critico de I.

Demonstracao. Seja u. € S tal que I(u.) = ¢ = infg, I. Temos que provar que I'(u.) = 0.
Suponha por contradi¢ao, que I'(u.) # 0. Desde que I € C'(E,R), existe d > 0e v > 0
tal que

I1I'(v)|| > v,Yv € E, [|lv—u| < 24. (3.23)

Da Observagao 2, temos que, existe L > 0 tal que |[u}| > L e ||u;| = L e, podemos
assumir que 66 < L. Seja D = [, g] X [3, g] e ¢((,7) = Culf + Tu,, para (¢,7) € D.
Observamos que I'(uX)uf = 0 e usando (f5) temos que se ((,7) € D e (¢,7) # (1,1),

entao
1(p(C, 7)) = I(Cul) + I(ru,) < I(uf) + I(u;) =c. (3.24)

De fato,
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I(¢(C, 7)) = I(Qus +7u,)
1

5 /RN(|V(CUZr +7ul )2+ M Cu) + Tug )P de — /]RN F(Cu} + Tu, )dx

= I(Cul) + I(Tu,).

Ainda tal como na demonstracao do Lema 3.6, temos que , se ( # 1 e 7 # 1, tem-se
que I(Cuf) < I(u}) e I(tu;) < I(u). Dessa forma, para ({,7) € Dcom ( #1lout #1
obtém-se (3.24).

Consequentemente, como [ o ¢ é continua e JD compacto,

co = r%%xl op<ec. (3.25)

Aplicando o Lema da Deformacdo ( Lema 2 do Capitulo 2) para X = E, ¢ =
min{=2, 2}, o =1,k = e S = B(u,,d), entdo existe n € C([0,1] x E, E) tal que

(i) 7(8,u) = use § =0 ouseu¢ I"}([c— 2, c+ 2€]) N Bu,, 20);
(i7) n (1,17 N B(ue, 0)) C 1¢75;
(4ii) I(n(1,v)) < I1(v),Yv € E;
onde I = {v € E; I(v) < a}.
Combinando (i) — (iii) com (3.24) - (3.25) obtemos
max I(n(1,6(¢,7)) < c. (3.26)

(¢,m)eD

De fato, seja ((,7) € D. Entao

1. se (¢,7) = (1,1), entdo ¢(¢,7) € I°t N B(ue, d) e entao pelo item | i7)

I(n(1,0(¢, 7)) <c—e<gq

2. se ((,7) # (1,1), entdo por iii) e (3.24),

I(n(1, (¢, 7)) < 1(¢(C, 7)) = I(Cul + Tu;) <c.
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Como (¢, 7) — I(n(1,¢(C,7))) é continua em D, segue (3.26). Obtemos ainda que
n(1,¢(D)) NSy # 0. (3.27)
De fato, defina (¢, 7) = n(1,¢(¢, 7)) e ¥ : D — R? dado por
U(¢,7) = (¥1(¢,7),12(C 7)) = ('™ (€, 7)™ (¢, 7), ({97 (€, 7)™ (¢, 7)) (3.28)

Para ¢, 7 > 0, vamos mostrar que existe ({y, ) € D tal que ¥((y, 70) = (0,0). Note que

lue = (¢ )| = N +ug) = (Cul + 7u. )|
=1 = Qul + (1 = 7)u|l
=@ = Qu |+ 11 = )uc|l

= (L= Ollud | + 1L = 7)[flug |

> (1= Olllul]]

> [(1=Q)IL

> (1 =¢)[60

2 4

>26<:>§<§ou(>§. (3.29)
Da propriedade (i) de 7 e da inequagdo (3.29),temos que (¢, 7) = ¢(¢, 7), se ( = 3 para
re k3

Assim,

e de (f5) e (3.23), temos

1 1 1 1 3
o) =Gt ) cut -2 31
Py (2,T> (ZUC) 2uc > 0,V7 € {2,2], (3.31)

pois
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P (e ) qut = | [ ovenreawad - [ g (Gur) (Gu) o
| [ i) = [ g (Gue) (o) o
1 flul)  fGud
(L (G - ) e
> 0.
Por outro lado, usando a propriedade (i) de n e ( = 2 em (3.29),
¢ (¢, 7) =0 (¢, 7), para 7 € [5,35].
Para 7 € [%, %],
V(ET) = (e Gn) et () (T (e (5:7) ¢ (5:7))
= (0" (3:7) o7 (37), (T (07 (5:7)) &7 (5:7))
= (I' Guf) 2uf, I' (Tu;) Tuy)
e de f5 e (3.23), temos
Uy (;,7) =T (guj) ;uj <0,Vr € B, ;] : (3.32)
pois,
' (3uf) 5ud = § v IV (@) P+ A@)?) da] = fou f (Sud) (Gud) do
7 U f () ufda] = fon f (Sud) (Sul) do
=4 (Jo (57 - 1) )
<0
Analogamente,

1 1 1 13
w(63) =1 (500) o >ovce 53], (3.33)
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o <C, g) =7 (gu;) ;uc_ <0,VC e [%, g} ) (3.34)

Note que a fun¢ao ¥ em (3.28) é continua em D, pois 1 e ¢ sdo continuas, e con-
siderando (3.30)-(3.34), podemos aplicar o Teorema de Miranda e concluir que existe
(Co, 10) € D tal que ¥(¢o, 79) = (0,0), como é requerido em (3.27). Disto e de (3.26), temos
uma contradi¢ao com a definigao de ¢. De fato, se ¥((y, 70) = (0,0), entao ¢({p, 70) € S1 €

entao ¢ < I(p(Co, 70)) < c. Assim, temos que I’(u.) = 0 e concluimos a prova do teorema.

3.2 Prova do resultado principal

Nesta secao provaremos o Teorema 1, ou seja, que existe uma solucao que muda de
sinal u tal que I(u) = c. Para este fim definiremos alguns resultados que serao utilizados

na prova do teorema.

Definicao 13 Sejax € RN e h: RY — R. Suponha que x seja um ponto critico de h. Se
a matriz Hessiana de h em x possui determinante nao-nulo, entao x é um ponto critico

nao-degenerado de h. Caso contrdrio, x é um ponto critico degenerado de h.

Defini¢ao 14 Denotemos a forma quadrdtica corresponde a solu¢io de (1.1) por

I"(w) (), ) = / (Vo + F(u)bs) da,

RN

com Y, ¢ € F.

Definicao 15 A solucao u tem um indice de Morse j > 1, se j é a dimensao mdrima de
um subespago X de C3°(RY) tal que

I"(u)(¢, ) <0,

para todo ¢ € X\{0}.

Demonstracdo do Teorema 1. Seja ¢ = infg, I e {u,} C S; uma sequéncia mini-
mizante, isto é, I(u,) — c¢. Do Lema 8, a sequéncia {u,} é limitada . Assim podemos
assumir que u, — u em E e, da compacidade das imersoes £ — LI(RY),2 < ¢ < 27,
segue que u, — u em LI(RY). Como v(u;}) = 0, segue que y(u,) = 0.

Da observacao 2, temos que existe L > 0 tal que

‘U:’Lq, |U;’Lq >L>0. (335)
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Ainda, 7 — u* e u; — u~ na norma L4(RY), pois o espaco E estd imerso compac-
tamente em L(RY), assim fazendo n — oo em (3.35), vemos que u™ # 0 e u~ % 0. Logo,
u=u"~+u" éuma fungdo que muda de sinal.

Obtemos ainda que v — u™ em E. De fato, suponha por contradigdo que existe uma

subsequéncia também denotada por u;, tal que

lu[| < limsup [Ju,;]].

n—oo

Consequentemente,

) = [ (VP M@ Pde = [t

=t - /f ot do

< liminf ||u}||* - / fwHutdz
n—oo RN

= liminf [ju,||* — lim fluHutde
n—00 n—oo Jpn
= lim inf <Hu:§||2 — / f(u,f)u;tdx) =0. (3.36)
n—oo RN

Por outro lado, de (f3), (f1), dado 2 < ¢ < 2* e 0 < € < 2, existe uma constante
positiva c(e) tal que f(t)t < €[t|* + c(e)[t|?,Vt € R e consequentemente existe & > 0 tal

que

1
() = Zllull’, Yu € B, [|ufl < 6. (3.37)
Considerando a funcao g, : [0,4+00) — R, dada por ¢;(t) = v(tu™) da inequacao
(3.37), para t suficientemente pequeno temos que , g;(t) > 0 pois
+ Lo e t? +112
gi(t) = y(tu™) = ZHW I” = ZHU I* > 0.

Enquanto, (3.36) implica que ¢1(1) < 0. Desde que, g; é continua , existe 0 < o < 1
tal que y(au™) = 0. Analogamente existe 0 < 8 < 1 tal que y(fu~) = 0. Portanto,
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aut + fu” €S e

1
I(au® + Bu~) < liminf (—||Ozu: + Bu ||I> - /

F(au! + Bu;)daz)

<liminf (I(w)) + I(uy))

= %f I (3.38)

o que & impossivel. Portanto, {u} converge fortemente para ut em E. Analogamente,
{u,, } converge fortemente para u~ em E e assim u,, — para u em E. Desde que pelo Lema
7 Sy é fechado, u € S;. Portanto I(u) = ¢ = infg, I. Do Lema 10 segue que u é um ponto
critico de I e entao uma solu¢do que muda de sinal de (1.1) em E, com a menor energia
entre todas as solucoes que sao radialmente simétricas e nodais.

Mostraremos agora que u muda de sinal uma tnica vez. De fato, desde que u € C?,
assim continua, temos que F' = {z € RY : u(x) # 0} ¢ aberto.

Se u muda de sinal mais de uma vez, podemos assumir que existem componentes
conexas A, B,C de E tais que u > 0 em A e u < 0 em B. Sejam u4,up e uc extensoes

nulas de u|4, u|p e u|c respectivamente. Entdo para todo z € RY,
—Au+ = f(u) em RY e y(ua) = y(up) = 7(uc) = 0.
Assim, como (1.2) implica que I > 0 em S, entao
I(ua +up) < I(ua+up +uc) < I(u) =c,

o que contradiz o fato de que uy +up € S.

Suponha agora que u é um ponto critico nao-degenerado. Desde que u é radialmente
simétrica, podemos utilizar os argumentos apresentados na demonstracao do teorema
1.6 do artigo ([6]) para encontrar dire¢oes canodnicas e; com i = 1,...,n, e uma func¢ao
Y; € C° com suporte compacto sobre o semi-espago > (¢;) = {x € RN : z.e; > 0}
tal que I"(u)(v;, ;) < 0. Pelo artigo (|[4]) juntamente com hipotese (f5) tem-se que
I"(u)(v,v) <0, parav=u"ev=u".

Combinando o fato de que supp(u™) C Bgr(0) e supp(u~) C RV\Bg(0), com o fato de
que o suporte de 1) esta contido no semi-espago > (e;) para todo i € {1,..., N}, segue que
u™ e w” ndo é gerada por span{iy,...,¢n} e assim concluimos que u tem indice de Morse
j=N+2.






CAPITULO

Z

Consideracoes Finais

Neste trabalho foi estudado um resultado de existéncia de solucao nodal e radialmente
simétrica para uma classe de equacoes de Schrodinger assintoticamente linear no infinito
e 0 objeto principal do estudo foi o artigo de Maia, Myagaki e Soares [8]. No capitulo
introdutoério é enunciado o Teorema 1, o qual busca uma solucao radial que muda de
sinal uma tnica vez no RY do problema (1.1). No segundo capitulo foi apresentado
estudos preliminares para abordar as técnicas necessarias para o desenvolvimento desse
trabalho. J& no terceiro Capitulo demonstra-se o Teorema 1, entretanto para isto foi
preciso demonstrar alguns lemas preliminares. No apéndice A foi mostrado a regularidade
do funcional energia do problema 1, ou seja, que este funcional é de classe C'. No Apéndice
B foi demonstrado a existéncia de uma solu¢ao nodal do problema (1.1) em um dominio
exterior. No decorrer do trabalho tive a oportunidade de conhecer varios outros trabalhos
relacionado a esse assunto, onde foram utilizadas varias técnicas, me proporcionando assim
uma certa familiaridade com as formas de abordagem das Equacoes Elipticas, este fato

julgo ser fundamental para dar continuidade aos meus estudos em nivel de doutorado.
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APENDICE

A

Regularidade do funcional associado

Provaremos que I € C'(E,R), com sua derivada de Fréchet dada por
I'(u)v = / (VuVov + Auwv)dz — f(u)vdz.
RN RN
Antes disso, faremos uma breve revisao sobre diferenciabilidade de funcionais em Es-

pacos de Banach.

Definicao 16 Seja X um espaco de Banach. Dado um funcional I : X — R dizemos
que I possui Derivada de Gdateaux no ponto u € X quando existe um funcional Ty € X'

tal que

li L0H ) = 1) = Tov oy

t—0 t
Definicao 17 . Seja X um espaco de Banach. Dado um funcional I : X — R, dizemos
que I possui Derivada de Fréchet no ponto u € X quando existe um funcional T € X'

tal que

lim](u+v)—l(u)—T
v—0 t

Y —0,vre X.

Observe que pela unicidade do limite a Derivada de Fréchet no ponto u € X, bem
como a Derivada de Gateaux no ponto u € X, quando existe, é inica. Denotaremos por
DI(u) a Derivada de Gateaux no ponto u € X e por I'(u) a Derivada de Fréchet no ponto
u € X. Note ainda que se existe a Derivada de Fréchet I'(u) em u € X, entdo também
existe a Derivada de Gateaux DI(u) em u € X, além disso, I'(u) = DI(u). No lema
seguinte tem-se que em certas condigoes, a Derivada de Fréchet coincide com a Derivada

de Gateaux. Antes do lema, veremos a definicao de funcionais de classe C*.

Definicao 18 . Seja X um espaco de Banach e A C X um aberto em X. Dizemos que
o funcional I ¢ de classe C'. em A e denotamos I € C1(X;R), quando sua derivada de

Fréchet existe em todo ponto u € Ae a aplicacao I' : A — X' é continua.

49
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Acima vimos todo funcional que possui Derivada de Gateaux possui necessariamente

Derivada de Fréchet. Porém, vale o seguinte resultado:

Lema 11 Seja [ : A — R, onde A é um aberto no espag¢o de Banach X. Se I possui
Derivada de Gateaux para todo v € A e se, além disso, DI : A — R é continua em A,
entio I € C'(A;R).

Provaremos que I € C*(E,R), com sua derivada de Fréchet dada por
I'(u)v = / (VuVov + Auv)dz — f(u)vdz.
RN RN

Para tanto, vamos considerar I = Iy + I — I3, em que

1 1

L = —/ \Vul*dz, I, = —/ Muldr e I3(u) = —/ F(u)dz, paratodo u,v € E
2 RN 2 RN RN

Em seguida mostraremos que I, I ¢ I3 estdo bem definidos e sao de classe C'(E,R),

com

I (u)v VuVvdz, I)(u)v = /

Auvdr e Ij(u)v = — f(u)vdz.
RN RN RN

Dividiremos a demonstracao desta regularidade em trés afirmacoes.

Afirmacgio 1. O funcional I, € C*(E,R). Para demonstrar a afirmagao, mostraremos
que I; possui Derivada de Gateaux. Sejat € R com 0 < |[t| < 1 e u,v € E. Considere
g :[0,1] = R funcdo definida por g(s) = 3|Vu + stVo|*.

Observe que

1 1
g'(s) = (Vu+ stVo)tVu, ¢(1) = §|Vu +tVol]* e g(0) = é\VuIQ.

Sendo ¢ continua em [0,1] e diferencidvel em (0,1) entao, pelo Teorema do Valor
Meédio, existe v € (0, 1) tal que g(1) — g(0) = ¢'(y), isto é,

$IVu +tVu]? — L[ Vul?
t

Logo, sendo (t,,) uma sequéncia tal que ¢, — 0 quando n — oo, temos

= (Vu + stVv)Vu.

1 2 11,2
lim 5|Vu + 1, Vol|? — 5|Vl

n—00 tn

= VuVou.

Note que
$IVu + tVo]? = L Vul?
t

Desde que (|Vu + stVv|) € L2RY) e Vv € L*([RY). Da desigualdade de Hdlder,

< (|Vu + stVu|)| Vo).
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(|Vu + stVo|)|Vo| € L?*(RY). Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue

LVu(z) + £, Vo) — L Vu()[?
lim 1Va(@) + taVo(@)l” — 5[Vul)] dr = Vu(x)Vu(x)dz.

n—00 RN tn RN

Ou seja,

Li(u+t,v) — I (u)

I(u)v = lim

tp—00 tTL

L %|Vu(x) +t,Vo(x)|* — %|Vu(x)|2

= lim dx
tn—00 RN tn

= / Vu(z)Vo(z)dz.
RN
Mostrando que existe a derivada de Gateaux do funcional I;(u), sendo

I (u)v = VuVudz

RN
Mostraremos a continuidade da derivada de Gateaux de Ej. Seja (u,) C E tal que
u, — uem E. Assim, |Vu,| = |Vu| em LP(RY).

Logo, a menos de uma subsequéncia,

|V, (z)| = |Vu(z)| ¢.t.p em RY. (A.1)

|Vu,(z)] < R(z) ¢.t.p em RY, (A.2)

onde R € LP(RY). Para todo v € E com ||v]| < 1 temos que

|11 (up)v — I (uw)v| = Vu,Vudr — / VuVudz

RN RN

V(u, — Vu)Vovdzx

RN

Usando Holder para 2 e %, obtemos que

< ( [ 196 - Vu>|2)é ol

V(u, — Vu)Vudz

RN

Assim,
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o= fwel < ([ 190 - va?) ol

Como
HSlulpl 113 (un)v — I (u)v] = |1} (un)v — I ()]
v||<
entao
111 (up)v — I (u) || < (/ \Vu, — Vu\zdx) . (A.3)
RN

Segue de (A.1) que

|Vu,(z) — Vu(z)|> =0, qtp em RY,

e por (A.2)

|V, () — Vu(2)|? < 4(R? + |Vul?),¥n € RY,
onde 4|Vul? € LYRY), e, assim, 4(R? + |[Vu|*) € L*(RY). Entao, pelo Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim |Vu,(z) — Vu(z)*dr =0

n—oo RN

De (A.3), quando n — oo

117 (un) = I3 (u)]| 2 = O,

ou seja,

I (u,) = I} (u) em E.

Portanto, I} € C'(E,R).

Afirmagao 2. O funcional I, € C'(E,R). Para demonstrar a afirmagao, mostraremos
que Iy possui Derivada de Gateaux. Sejat € R com 0 < |[t| < 1 e u,v € E. Considere
g :[0,1] = R funcdo definida por g(s) = |Vu + stVo|*.

Observe que

1
g'(s) = (Vu+ stVo)tv, ¢(1) = §|u +tv|* e g(0) = =|ul*.
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Sendo g continua em [0,1] e diferencidvel em (0,1) entdo, pelo Teorema do Valor
Meédio, existe v € (0,1) tal que g(1) — ¢g(0) = ¢'(), isto é,

%|u + tv|* — %|u|2
t

Logo, sendo (t,) uma sequéncia tal que ¢, — 0 quando n — oo, temos

= (u + vytv)v.

St tuol? = 3l _

n—00 tn

Note que
Slu+tv|? — 3|ul?
t

< (Ju+Aytvf) o],

com [yt| < 1. Desde que (ju + ytv|) € L*(RY) e v € L*(RY). Da desigualdade de
Holder, (Ju + ytv])|Vv| € LY(RY). Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue

[ dula) + @) — Yuta) P

n—oo Jpn tn

do = /R ul)o(e)dr

Ou seja,

tn—>00 tn
1 2 1 2
slu(x) + t,v(x)|” — 5|u(x
[ )+ te@)P = @)
tn,—00 RN tn

= / u(x)v(x)d.
RN
Mostrando que existe a derivada de Gateaux do funcional I5(u), sendo

L(u)v = )\/ uvdx
RN

Mostraremos a continuidade da derivada de Gateaux de Es. Seja (u,) C E tal que
u, — uem E. Assim, |u,| — |u| em L*(RY).

Logo, a menos de uma subsequéncia,

un (z)| = |u(z)| q.t.p em RY. (A.4)

lun(z)] < S(x) q.t.p em RY, (A.5)

onde S € L*(RY). Para todo v € E com ||v]| < 1 temos que
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/ unvdx—/ uvdx
RN RN

/R (uy — ujvda

|15 (un)v = Ty (u)v] =

Usando Holder para 2 e %, obtemos que

[ o= avs| < ([ 1w = 0P) o

N

Assim,
o= Bel < ([ o= aP) ol
RN
Como
sup |0 = )] = )0 = ()
entao

Irstun)o = Bl < ([ o) (A6)
Segue de (A.4) que

un(2) — u(z)* =0, qt.p em RY.

e por (A.5)

unz) — u(z)? < 4(5% + [Vuf’),¥n € RY,
onde 4|Vu|*> € LY(RY), e, assim, 4(S? + |Vu|?) € L*(RY). Entao, pelo Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim U (z) — u(z)*dz =0
n—oo RN

De (A.6), quando n — oo

[113(un) = Iy(u) ||z — 0,

ou seja,
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Iy(uy) — Iy(u) em E'.

Portanto, I, € C'(E,R).

Afirmacao 3. O funcional I3 € C*(E,R). Para demonstrar a afirmacao, mostraremos
que I3 possui Derivada de Gateaux. Sejat € R com 0 < |[t| < 1 e u,v € E. Considere
q :[0,1] — R funcao definida por ¢(s) = F(u + stv)

Observe que

q'(s) = (f(u+stv))tv, q(1) = F(u+tv) e ¢(0) = F(u),

sendo ¢ continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1) entdo, pelo Teorema do Valor Médio,

existe v € (0,1) tal que ¢(1) — ¢(0) = ¢'(7), isto é,

F(u+ tv) — F(u)
t

= f(u+ ~tv)v.
Note que

F(u+tv) — F(u)

t = [/ + 70l

Da condigao de crescimento da f temos que

|f(u+tv)| < 26(ful + [v]) +2°C(e)(|ul* + |v]*).
Dai

F(u+tv) — F(u)
t

onde 2¢ (|u| + [v|) + 2°C(e) (Jul* + |v]*) € RV,

Observe que

< 2¢(Jul + [vf) +2°C(e) (ful* + [v]*)

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

~ f(u)o.

/ lim F(u+tv) — F(u)

N t—0 t

Assim,
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o6

I3(u + tv) — I3(u)

I(u)v = lim

t—0 t
— lim F(u—i—tv)—F(u)dx
t—0 RN t
= f(u)vdz.
RN

Mostrando que o funcional I3 é Gateaux Diferenciavel e

L(u)v = (w)vdz,Yv € E.
RN

Mostraremos a continuidade da derivada de Gateaux de I3. Seja (u,) C E tal que

U, — uem E. Assim, |u,| — |u| em LZ(RY).

Logo, existe uma subsequéncia, ainda denotada por (u,) e uma fungao h € LP tais que

[tn (2)] = |u(z)| q.t.p em RY.

un(z)] < h(z) q.t.p em RY,

onde h € LY(RY). Como f é continua temos que

flun(@)) = f(u(z)) g-tp em RY

flun(@))v(z) = flu(@))v(z) gtp em RY.

Da condicao de crescimento da f temos que

| (un(2))v(2)] < €lun(@)|[v(@)] + C(€) fun (@) |v(2)].

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

f(up)vde — f(u)vdx;

RN RN

Logo, para todo € > 0, existe ng € N tal que

(A.10)
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<€

I

f(up)vde — f(u)vdx
RN

RN

para todo n > ng. O que implica

sup <e

oll<1

Y

f(up)vde — f(u)vdzx
RN

RN

para todo n > ng, ou seja, ||Is — I}||p < € mostrando que u — I5(u) é continua no
dual de E e o funcional I3 é de classe C'(E,R). Pelas afirmacoes anteriores temos que
I € C'Y(E,R).






APENDICE

B

Prova da Proposicao 1

Neste apéndice provaremos a Proposicao 1, ou seja, apresentaremos a existéncia de

uma soluc¢ao radial positiva para seguinte equacao assintoticamente linear de Schrédinger

no dominio exterior

(B) —Au+ Au= f(u) em Q
u=0 sobre 0f,

onde Q = R\ Bx(0) para algum R > 0 fixo.

A prova sera feita através da verificacao das seguintes etapas. consideremos o espaco
de Sobolev

Eq = Hy,0q(Q) = {u € Ho'(Q) : u(w) = u(l2])},

COI norma

Julfs = [ (Vul? + Xa)da,
Q
a qual ¢ induzida pelo seguinte produto interno
(u,v)q = /(VUVU + Auv)dz, para todo wu,v € Eq.
Q

Desde que o nosso interesse é o de encontrar solugoes positivas de (B), nesta se¢io

assumimos que f(t) = 0 quando ¢t < 0. O ponto critico associado ao funcional de classe
de C1, I : Eq — R dado por

29
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Io(u) = %/ﬂ(|Vu|2+)\u2)dm—/ﬂF(u)da7,

sao precisamente as solugoes fraca de (B). Se u denota essa solucao, entao

0=1I,(u)u” = /Q (VuVu™ + duu™) do — /Q f(u)u"dx (B.1)
= /Q (V(u" +u)V(u )+ Au" +u)u) do — /Qf(u+ +u)u"dr
— / (V@) + A(u)?) dm—i—/f(u_)u_dx
0 Q0
= Il

Logo u~ = 0, implicando que

Desde que f(u) > 0 em (B), podemos aplicar o Principio do Méaximo Forte (ver
Teorema 6 do Capitulo 2) e concluir que v > 0 em (.
Assumindo que (f1), (f3) e (f1) s@o satisfeitas, podemos mostrar que I, satisfaz as

hipoteses geométricas do Teorema do Passo da Montanha (ver Teorema 5 do Capitulo 2).

Lema 12 Assumindo que (f1),(f3) e (f1) sao satisfeitas. Entao existem nimeros positi-

vos b, p e e € Eq tal que
(1) Ig(u) > b, para todo u € Eq tal que ||u|lq = p;

(2) |lelle > p e Ia(e) < 0.

Demonstragio. Por (f1),(fs) e (fa), dado € € (0,)) e ¢ € (2,2%), onde 2% = 2
existe uma constante c(€) tal que

£ < eltl + el e [FO] < e+ v e (B.2)

q
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Assim, para todo u € Eq, temos pelas imersdes continuas de Sobolev que

/QF(u)dx < %/Qlﬁdzv z—)?/guqu

€
= §|U|%2 + T‘U|C£qd$

€ c(e)
<a (il + “al)

e (e _
<dpults (5+ “uig?).

1

=
L ) , temos que

2¢(€)

Tomando |[ullo = (

/QF(U)dI < d|Jul} (% N @”u”gg>

q
= d.e.||ul3,
Assim,
1
Io(u) = —/ (IVul* + Au?) do — / F(u)dx

2 Ja Q
1

= 5/ (IVul® + M?) dx—ed/ (|Vul® + M) d

Q Q
1
— (5~ ) Iuk,
¢ tomando € de modo que 3 —ed > 0, se |lu| = p, temos que Io(u) > b onde b =

p* (5 — ed) . Tsso prova (1).

(2) Seja up uma solucao positiva e radial de

(©) { —Au+ M= f(u), em RY
u(z) = 0, |z| = +o0,

e a funcao

V() = g <£> para o > 0.
o

Para o > 0 temos que

fool? = [ (90 )P + 3w do = [ (1900 (2) P42 (2)°)
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Fazendo a mudanga de variavel z = £, pelo teorema de mudanga de variavel, temos

que

oN
HUUH2 = /}RN §|V(u0(z))]2d2’ + )\JN/ uo(z)zdz,

RN
ou seja,

lvoI* = ™72 Vuo[72 + o™ AuolZ.

Com a mudanca feita acima obtemos que

I(v,) = %/RN(\V(%)P +a02)dz — /RN F(v,)dz

o 2 N Ao
= 0 — —_— — .
/ \Vug|“de — o / ug — F(ug) | dx
2 RN RN 2

Desde que ug é solugdo do problema (C), temos que g satisfaz a identidade de Poho-

zaev. Logo

A
2N —Zu? — F(up) | dv = (N — 2)/ |Vuo|*dz,
RN 2 RN

o que implica que

2N (—%u% - F(uo)) dx >0
RN

e entao que

I(vy) = —o0, quando o — +00.

Seja p € C*(RY) uma fungao radial crescente tal que ¢(z) = 0, para |z] < R e
¢(z) =1, quando |z] > R e 0 < ¢(x) < 1. Recordando que Q = RN \ Bp(), podemos

escrever

Io(¢vs) = Ia(vs) + IBQR(O)\BR(O)(UJ) - ]B2R(O) (vo), (B.3)

onde

1
IBzR(o)(UU) = E/B (IVe|? + M3 d _/ F(vg)dzx
2R(0)

Bsr(o)
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e

N |

]Bm(o) \BRr(0) (¢vy) =

/ (Vo |* + Apv2)dz — / F(¢pv,)da.
Bar(0)\Br(0)

Bsr(0)\Br(0)

Observe que

I8y 0y (Va) € IByp0\Bro (905) sdo uniformemente limitadas quando o > 0. (B.4)

Se (B.4) verifica, entdo combinando (B.3)- (B.4), temos 0y > 1 suficientemente grande
tal que Ig(¢v,) < 0 para o > oy.
Tomando e = ¢uv,, note que e € Fq e |le|> = o2 ||Jug||*. Assim podemos supor que

lell* > p, com p dado na prova de (1). Portanto, Io(¢v,) < 0 e |le|> > p, e (2) estaria
provado.

Verifiquemos entao (B.4).

Pela definigao de v,, como u(0) = max o, temos que
R

00 (2)| < Juo(0)] € [V (wp(2))] < ¥ € B

para alguma constante positiva C.

Assim, podemos supor aumentando oy se necessario que a% < 1. Consequentemente,

/ (IVv, > + M2) do < (14 Mg (0)) | Barg)-
Bar(0)

Desde que 0 < v,(x) < up(0) e F' & continua, existe M > 0 tal que

< M|Bag)|-

/ F(v,)dz
Bar(0)

Analogamente,

6o ()] < uo(0) € |[V(gvy(2))| < C(R), Yz € RY

para alguma constante positiva C'(R). Assim existe uma constante C'(R) positiva tal que

|[BQR(0) (UU)| < C<R) € "[B2R(O)\BR(O)(¢UU)’ < C(R),

uniformemente em o, e a prova do lema esta completa.
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Pelo Teorema do Passo da Montanha, existe (u,),ey C F uma sequéncia de Cerami

no nivel Cq, isto é,

Io = Co e |[Ig(un)l g5t (1 + [lufle) = 0,

onde

Cq = inf max Ig(I'(t)), e I'={y € C([0,1], X);7v(0) = 0,v(1) = e}.

~€T te[0,1]

Como FEq estd imerso compactamente em LT (Q), para 2 < p < 2%, segue que Iq
satisfaz a condicao de Cerami e, assim u,, — u em Eqg a menos de subsequéncia.

Logo u € Eq é solucao positiva de (4) tal que Ig(u) = Cq > 0 e, portanto, nao-trivial.



Referéncias Bibliograficas

[1] G. Li, G.F. Zheng. The existence of positive solution to some asymptocally linear

elliptic equations in exterior domains. Revista Matemadtica Iberoamericana, 2006.

|2] K. C. Barroso. Existéncia de solugoes homoclinicas para uma classe de sistemas
hamiltonianos. Master’s thesis, Universidade Federal de Campina Grande centro de

ciéncias e Tecnologia Programa de Pos- Graduagao em Matematica, 2011.

[3] H. Brezis. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations.

Springer Science & Business Media, 2010.

[4] A. Castro ; J. Cossio ; J. M. Neuberger . A sign-changing solution for a superlinear
dirichlet problem. Rocky Mountain Journal of Mathematics, 27(4):1041-1053, 1997.

[5] L. C. Evans. Partial differential equations. Graduate studies in mathematics. Ame-
rican Mathematical Society, Providence (R.I.), 1998.

|6] F. Gladiali ; F. Pacella; T. Weth. Symmetry and nonexistence of low morse index

solutions in unbounded domains. Journal de Mathematiques Pures et Appliquees,
93(5):536 — 558, 2010.

|7| P.L. Lions. The concentration-compactness principle in the calculus of variations. the
locally compact case, part 2. Annales de I’ H.P. Analyse non linéaire, 1(4):223-283,
1984.

[8] L. A. Maia ; O. H. Miyagaki ; S. H. M. Soares. A sign-changing solution for an
asymptotically linear schrodinger equation. Proceedings of the Edinburgh Mathema-
tical Society, 58(3):697-716, 2015.

[9] C. Miranda. Un’osservazione su un teorema di Brauwer. stituto per le applicazioni
del calcolo, 1940.

[10] M. Willem. Minimaz theorems. Number 24. Springer Science and Business Media,
1996.

65



