\/
Ny UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

u nesp " 4ULIO DE MESQUITA FILHO”

Campus de Sao José do Rio Preto

Leonardo Pereira Costa da Cruz

Ciclos Limite em Sistemas Lineares

por Partes Apresentando dois

Focos Virtuais

Sao José do Rio Preto
2013



Leonardo Pereira Costa da Cruz

Ciclos Limite em Sistemas Lineares por Partes Apresentando Dois Focos
Virtuais

Dissertacao apresentada para obtencao do titulo de
Mestre em Matematica, area de Sistemas Dinamicos,
junto ao Programa de Pods Graduagao em Matematica
do Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas
da Universidade Estadual Paulista “Jilio de Mesquita
Filho”, Campus Sao José do Rio Preto.

Orientador: Prof. Dr. Claudio Aguinaldo Buzzi

Sao José do Rio Preto
2013



Leonardo Pereira Costa da Cruz

Ciclos Limite em Sistemas Lineares por Partes Apresentando Dois Focos
Virtuais

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Claudio Aguinaldo Buzzi-Orientador
Livre-docente do Depto. de Matematica
UNESP - Sao José do Rio Preto

Prof. Dr. Pedro Toniol Cardin,
Doutor, do Depto. de Matematica
UNESP- Ilha Solteira

Prof. Dr. Ricardo Miranda Martins

Doutor, do Depto. de Matematica
UNICAMP - Campinas

Sao José do Rio Preto, 28 de fevereiro de 2014.



Aos meus pais,
Jailson e Mirna,
dedico.



Agradecimentos

Primeiramente meus agradecimentos vai para Deus e nao poderia ser diferente, pela
saude, sabedoria e por colocou pessoas especiais ao meu caminho. Além de Deus,
gostaria de agradecer em especial.

Ao Prof. Dr. Claudio Aguinaldo Buzzi pela valiosa e atenciosa orientacao
durante a graduacao e mestrado, a cada reuniao sempre muito produtiva, as muitas
duvidas esclarecidas sempre de maneira minuciosa. Ao termino de cada reuniao o
pensamento de gratidao pela contribuicao para esse e outros trabalhos.

Ao Prof. Dr. Claudio Gomes Pessoa pela contribuicao de coorientador e aos demais
professores do Departamento de Matematica e do Departamento de computagao-
DCCE do IBILCE pela formagao académica e consideracao para com os alunos.

A Banca Examinadora, por terem aceito o meu convite.

Aos meus queridos pais Jailson e Mirna pela maravilhosa estrutura familiar, repleta
de bons exemplos, carinho e amor.

A minha linda irma Natalia e aos meus familiares pela companhia fundamental
e essencial.

Aos meus amigos da faculdade: Luiz Fernando, Rafael Rocha, Makswell Seyiti,
Pedro Benedini, Tiago Tiburcio, Rafaella Martins, Ana Maria, Monisse Alves, Giane

Rampasso e Mariana Delfino, pelo companheirismo e o tempo de estudo juntos.

Aos meus demais amigos que ajudaram de alguma forma, dando forga no dia-a-dia
para superar as dificuldades.

A Cnpq, pelo apoio financeiro.

Enfim, a todos os que de alguma forma contribuiram para a realizacao desse sonho,
meus sinceros agradecimentos e que todos realizem seus sonhos.



Resumo

Neste trabalho estudamos sistemas planares lineares por partes em duas zonas.
Uma reta passando pela origem separa o plano em duas zonas. Em cada zona
consideramos um sistema linear, nao necessariamente com singularidade na origem.
Essa classe de sistemas possui doze parametros. A referéncia principal para esse
trabalho ¢ o artigo [6] de E. Freire, E. Ponce e F. Torres. Utilizando uma mudanga
de variaveis adequada, o caso particular foco-foco é reduzido para apenas cinco
parametros. O principal objetivo é caracterizar o nimero de ciclos limite em funcao
dos cinco parametros do sistema. A principal técnica utilizada para o estudo é a
aplicagao de primeiro retorno de Poincaré. Para o caso em que o sistema nao possui
deslize na reta de separacao a conclusao é que o sistema tem no maximo um ciclo
limite. Para o caso com deslize, e considerando que os focos sao virtuais, a conclusao
é que o sistema tem no maximo dois ciclos limite.



Abstract

In this work we study planar piecewise linear systems in two zones. A straight line
through the origin separates the plane into two zones. In each zone we consider a
linear system, not necessarily with singularity at the origin. This class system has
twelve parameters. The main reference for this work is the paper [6] E. Freire, E.
Ponce and F. Torres. Using an appropriate change of coordinates, the particular
focus-focus case is reduced to just five parameters. The main goal is to characterize
the number of limit cycles in terms of the five parameters of the system. The main
technique used for the study is the Poincaré first return map. For the case where the
system has no sliding on the line of separatation the conclusion is that the system
has at most one limit cycle. For the case with sliding motion, and considering that
the foci are virtual, the conclusion is that the system has at most two limit cycles.
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Introducao

Estudar a existéncia e o nimero de ciclos limite ¢ um dos principais problemas
na teoria qualitativa de equagoes diferenciais planares [11]. Esses problemas
permanecem considerando os sistemas planares suaves por partes, usado muitas
das vezes para modelar uma grande variedade de sistemas fisicos e dispositivos
tecnoldgicos. Tanto a engenharia quanto as ciéncias aplicadas tem dado uma atencao
consideravel para essa classe de sistemas nos ultimos anos [2],[3],[9] e [14]. O caso de
sistemas lineares planares suaves por partes continuos com duas regioes separadas
por uma linha reta, é a configuracao mais simples possivel em sistemas suaves por
partes. Essa familia de sistemas foi estudada em um trabalho anterior [5], onde,
em particular, foi estabelecida a existéncia de no maximo um ciclo limite. Como
mencionado no recente trabalho de Huan e Yang [7], o estudo dos sistemas lineares
planares suaves por partes descontinuos é uma tarefa dificil, devido a falta de uma
forma canonica que possa lidar com uma classe suficientemente ampla de sistemas,
em contraste com o que pode ser feito para o caso continuo. De fato, apenas os
casos muito particulares sao cuidadosamente analisados na literatura disponivel.
Por exemplo, em [8], os dois sistemas em ambos os lados da descontinuidade sao
lineares simultaneamente em forma canonica de Jordan real do tipo foco, o que é
uma situac¢do nao genérica; em [7], os dois sistemas lineares envolvidos compartilham
o mesmo ponto de equilibrio; em [12], considera-se apenas sistemas de Liénard sem
pontos de equilibrios real e sem conjunto de deslize; em [15], estudou-se o caso
sela-sela, apresentou-se casos em que existem pelo menos dois ciclos limite e exibiu-se
algumas regioes de parametros onde existem dois ciclos limite; em [16], investiga-se
o numero de ciclos limite para o caso n6-né, particularmente, prova-se a existéncia
de pelo menos dois ciclos limite e descreve-se algumas regioes de parametros onde
existem exatamente dois ciclos limite, e em [1],[13] quando é permitido que os focos

sao reais, podemos obter até trés ciclos limite.
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CAPITULO

|

Conceltos Preliminares

1.1 Sistema planar suave por partes e conjuntos de Filippov

A principio considere a fungao f : R? — R, dada por f(z,y) = = de classe C*°, tome também
o conjunto dado por X = f71(0) = {X = (z,y) € R*: f(X) = 0} e defina o “Sistema Planar
Suave por Partes” da seguinte forma.

Dados os semi-planos

ST={X=(2,y): 2 <0}, ST={X=(z,y):2>0},

a reta * = 0 representa a linha de descontinuidade do sistema a ser estudado que serd dado

por:

X=F(X)=

{ F+ = (FHX),FF (X)T = A*X +b*, se X €57, 1)

F = (FO(X),Fy (X))T=A"X+b", se XeS,

onde X = (z,y9)" € R*, AT = (a;) ¢ A~ = (a,;) matrizes constantes 2 x 2, b* = (b),by)"
e b~ = (b],by)T vetores constantes de R%. Logo, temos dois sistemas que totaliza em doze
parametros, e que sera denotado por Sistema PSP. Além disso, assumiremos que o sistema

(1.1)) nao é continuo sobre a linha de descontinuidade, isto é, consideramos a seguinte condigao

A+(2>+b+¢A<z>+b.

Caso contrério, o sistema torna-se continuo e foi estudado exaustivamente em [5], em que
foi demonstrado que apenas quatro parametros sao necessarios pra estuda-lo, mas esse nao sera
o nosso enfoque.

Além dessa condigao, também impomos a condigao adicional que | af; | + | aj, |# 0, pois

caso contrario a x-componente de F' dependera apenas da variavel x, assim a orbita nao podera

12



1.1 Sistema planar suave por partes e conjuntos de Filippov 13

cruzar qualquer linha dada por x = cte duas vezes em sentido opostos. Para mostrar essa

afirmagao basta observar que considerando |a,|+ | aj, |= 0, segue que

Ff=(F,Vf)=afz+asy+bi =aqz+by, onde Vf(X)=(1,0),

nessas condicoes para x = cte temos F'f = cte. Logo, segue a afirmacao.

Embora ambas as funcoes 't e F'~ estejam bem definidas nos semi-planos de R?, o campo
de vetores F' em nao esta explicitamente definido quando = = 0, que é a regiao de
descontinuidade. Assim uma solucao para os sistemas descontinuos necessita ser esclarecida.
Claramente, uma oOrbita é bem definida ao mesmo tempo que se desenvolve sem tocar o eixo-
y. No entanto, devemos adotar um critério para definir as orbitas que chegam a linha de
descontinuidade ¥ = {(x,y) : © = 0}. Para isso, vamos adotar o campo vetorial de Filippov,

mas antes veremos algumas definicoes.

Definigao 1.1.1 Dizemos que um ponto (0,y) € ¥ € costura, se satisfaz FyF(0,y)F; (0,y) > 0.

O conjunto dos pontos de costura serd denotado por:

5 ={(0,y) : Fy"(0,y)Fy (0,y) > 0}.

S5

Figura 1.1.1: Regiao de costura.

Definigao 1.1.2 Dizemos que um ponto (0,y) € 3 € atrator, se satisfaz Fy (0,y)Fy (0,y) <0
com FiF(0,y) <0 e Fy (0,y) > 0. O conjunto dos pontos atratores serd denotado por:

2% ={(0,y) : F{"(0,y) <0 e Fy(0,y) > 0}.
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Figura 1.1.2: Regiao atrator.

Definigao 1.1.3 Dizemos que um ponto (0,y) € ¥ € de escape, se satisfaz F;(0,y)F; (0,y) <0
com FiF(0,y) >0 e Fy (0,y) < 0. O conjunto dos pontos de escape serd denotado por:

2={(0,y): [/17(0,y) >0 e F(0,y) <0}.

Figura 1.1.3: Regiao de escape.

Diremos que o conjunto é de deslize, quando for atrator ou escape e denotaremos esse conjunto
por X%
Ap6s definir o conjunto atrator e escape em 5, iremos definir o campo de Filippov ao longo

desses conjuntos que ira satisfazer a equacao:

X =AF(X)+(1-NF'X), com XX (1.2)

onde A ¢é selecionado de tal forma que o campo de vetores acima é tangente a Y, isto é,

MNT(X) 4+ (1= NEF(X)=0, com X X (1.3)

entao,
F{'(X)

= Fr ) — F(X)’ com X € ¥° (1.4)

A= Ay)



1.1 Sistema planar suave por partes e conjuntos de Filippov 15

dai, segue que o campo de Filippov ¢ dado pela solucao de tal equagao:

t=0, y=g9(y) = i (X)§’§:E§; : ?ggi;FQ (X) com X € ¥ (1.5)

Definicao 1.1.4 Dado um ponto X € ¥ dizemos que X ¢ um ponto de tangéncia na fronteira,
quando |F¥ (X)] + |F7 (X)] £ 0 ¢ Ff (X)F{ (X) = 0.

Assumindo que X € X é um ponto de tangéncia com F}"(X) = 0. Quando a érbita do
campo vetorial F* passando por X no tempo t = ty permanece na regiao x > 0 (x < 0)
para |t — tx| pequeno, dizemos que X é chamado de ponto de tangencia visivel (invisivel).
Analogamente, definimos para o campo F~.

Ainda mais, analisando quando F} (X) = F; (X) =0 com X € >, podemos ter trés casos

distintos:

e Ambos os campos sao tangentes na fronteira.
e Um campo é tangente e o outro é ponto equilibrio de fronteira.

e Ambos os campos tem ponto equilibrio de fronteira.

No primeiro caso dizemos que X é um ponto de dupla tangéncia. E se esse ponto tem uma
tangeéncia visivel e outra invisivel ele se comporta como um ponto regular quando tem o mesmo
sentido. Agora, se ambos sao tangéncia visivel ou invisivel iremos ampliar a definicao de campo
de Filippov e considerar que nesse ponto de dupla tangencia considera-se que g(X) = 0 com
X = (0,y) € 3% De maneira similar consideramos g(X) = 0 quando X = (0,) é ponto de

equilibrio de fronteira para ambos os campos F'~ e F'T.

Definigao 1.1.5 Dizemos que um ponto X = (0,y) € Zd ¢ um pseudoequilibrio de (1.1
quando ¢(0,y) = 0.

Observacao 1.1.1 Considerando X = (0,y) um pseudoequilibrio, temos que

Fy (X)F)(X)
FH(X) - Fy

=0 X exd
ja (X) , com S )

[y

e 1850 equivalente a

FF(X) Fr(X)

det[F*(X), F~(X)] = FH(X) Fy(X)

‘:O, com X e ¥?

ou seja, temos que FT(X) e F~(X) sdo linearmente dependentes.
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Nessas condigoes, um ponto pseudoequilibrio na regiao atrator de fronteira com ¢'(0,y) < 0 é
chamado de pseudond estével, e é pseudosela para ¢'(0,y) > 0. Similarmente, o pseudoequilibrio
da regidao de escape de fronteira com ¢'(0,y) > 0 é chamado pseudoné instavel, e pseudosela

para ¢'(0,y) <0

1.2 Forma canonica e resultados gerais dos sistemas PSP

Uma vez que nosso objetivo é estudar fenomenos em sistemas descontinuos, iremos olhar para
possiveis érbitas periddicas nao totalmente contidos em S~ ou S™. Estas érbitas serao de um dos
dois tipos seguintes, dependendo da natureza dos seus pontos no eixo-y, ou seja, na fronteira. Se
a Orbita peridédica tem pontos em Zd, entao ela vai ser chamada de érbita periddica de deslize.
Caso contrario, falamos de érbita periddica transversal, cujo estudo constitui o principal objetivo
da nossa anélise.

Assim, como estamos interessados em Orbitas periddicas transversais, sera importante

determinar o conjunto dos pontos de costura > ¢ no eixo-y, que é determinada quando

FF(0,9)Fr(0,y) = (afhy + b)) (any + by) (1.6)

é positivo. Além disso, vemos que esse conjunto é disposto de maneiras diferentes dependendo

dos parametros:

e Se apal, = 0 é facil ver que o conjunto de costura é um intervalo aberto ilimitado do

eixo-y.

e Se apaly < 0 ¢ facil ver que o conjunto de costura é um intervalo aberto limitado do

eixo-y ou o conjunto vazio.

e Se apa;, > 0 é facil ver que o conjunto de costura sao dois intervalos abertos ilimitados

do eixo-y ou todo o eixo-y.

Figura 1.2.1: Regiao de costura no caso aj,a;, > 0.
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Observe que nos dois primeiros casos, a componente x de ambos os campos de vetores na
regiao de costura possui o mesmo sinal, ou seja, a orbita que sai de um ponto dessa regiao
nunca retorna para o mesmo ponto. Assim, para esses casos nao existem orbitas periédicas dai,
0 nosso interesse serd em estudar o caso em que apyafy > 0, caso esse que permite a existéncia
de orbitas periddicas.

Nesse instante daremos um importante passo que ira facilitar o nosso estudo, através de uma
mudanca de variaveis usando um homeomorfismo h, de tal forma que mantemos invariante a
fronteira Y e seus respectivos conjuntos atrator e escape de fronteira, os semi-planos S~ e S*
e 6bvio a linearidade do sistema. Observe, que a grande vantagem dessa mudanca estd na

reducao no numero de parametros, reduzindo de doze para sete parametros.

Proposigao 1.2.1 (Forma Canédnica de Liénard para Sistemas PSP): Assuma que aj,aiy > 0

no sistema (1.1)). Assim, o homeomorfismo X = h(X) que fard a mudanca de coordenadas é

dado por:
_ 1 0 0
X = i X - B se XeS U, (1.7)
Qoo —019 by
_ 1 by 0 0
X=—( " T)x-| "] s xes (1.8)
(i \ G19Q99 —Qq019 by

A mudanca acima transforma (1.1) na forma canonica

= - - -1 _ 0 -
X=G(X)= X — se XS,
D= 0 a”
(1.9)
- - T -1\ & —b .
X=G"X)= X — se X € ST,
Dt 0 at
onde a~ = appby — apby, at = %(aﬁb; —agbl), b = %bf —by e T, Tt,D~,D" sao os

tragos e determinantes das matrizes dadas no sistema ([1.1).

Demonstracao: Mostraremos aqui apenas os passos para a mudanca de coordenadas aplicada

no campo vetorial contido em S*, pois de maneira andloga, se mostra a mudanca para S~.
Como é preciso manter a equivaléncia apds a mudanga, assumimos em ambos os lados da
fronteira que o novo tempo é T'= It e T = [t satisfazendo a condi¢ao IT1~ > 0. Assim, sem
perda de generalidade considere I = I~ = 1, logo 5—7{ = 1. Além disso, como de temos

_ aq-
T = %:B,
a
2 4 ~
_ Q9099 Q19019 -
Y= F - F Y—0p,

() p)
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segue que
dz  aj.
- =A%
dt  af,
@ _ (19035 . _ 1207 .
dt CLB aE .
Por conseguéncia
dv  drdt ap . ap, | "
— = — — ===y ="=2(atx+a —|—b+, 1.10
dT dt dT CLE an( 11 12Y 1) ( )
dy dydt  apag . apaly . anas, + + 7207,
A e T — = ahx+aly+b)— alx+al,y+bF). (1.11
aT dt dT GE GE Y GE ( 11 12Y 1) GE ( 21 22Y 2) ( )

Além disso, como

z ) 1 a1y 0 x 0
Y afy \ apaj, —anaf y by )
—at —ay 0 T
R (. ). (1.12)
Yy (a,) —F= F g+ b
12 12

Logo, considerando (|1.12)) e substituindo em ([1.10]) e (1.11)) chegaremos que:

obtemos que

dT as-
+ 1\ = 1274 -
— = (aj; +ay)T —y+ —"b] — by,
Cglj_j ( 11 22) Yy aBj 1
Y _ a19
aTr = (aﬁa;Q - aﬁa;) - _}r (afzb; - agzb;r)-
Q19

Portando, segue que

- - T -1\ - —b -

_ O+ _ +
X-G(X)-(D+ O)X_<a+) se X eST,
X:G(X):(T_ _1>X—( 0) se X €5

D= 0 a~

Ainda mais, aplicando o homeomorfirmo em ¥ veremos que a analise dos pontos de tangéncia

e pseudoequilibrios do nosso novo sistema segue das igualdades

GT(h(0,y)) = (apy + by +b) = a—%FF(O, y), Gy (h0,y)) = (apy +by) = Fy (0,y),

()

e como assumimos aj,aj, > 0 é facil ver que os conjutos X¢ e 3¢ sdo invariantes. Basta ver que
G (h(0,4))Gy (h(0,y)) possui o mesmo sinal de F;"(0,y)F, (0,v). [
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Observagao 1.2.1 A forma candnica acima dada em (1.9) € invariante pela mudanca de

varidvel (x,y,t) — (z, —y, —t), simultaneamente com a mudanca dos parametros
(D, D=, T, T ,a*,a",b) = (DY, D~,=T*,~T",a*,a", D).

Essa observacao acima diz que dado uma solucao para o sistema inicial, continua sendo
solugdo para o sistema apos a mudanga de varidvel. Assim, iremos assumir daqui em diante
que no sistema dado por (1.9 a constante b > 0 sem perder a generalidade.

Ja considerando o sistema ([1.9)) segue que o conjunto de deslize é dado analisando:

GiGY =yly—1b) <0.

Assim, quando b > 0 obtemos o conjunto de deslize que é

Y ={(z,9) :x=0,0 <y < b}, (1.13)

que se restringe a origem quando b = 0. Quando b > 0, podemos aplicar o método de (1.5

para se obter o campo de Filippov, dado por

t=0,y=——y—a com 0<y<bh. (1.14)

Além disso, temos que o conjunto de costura é dado por:

Y={(r,y):x=0,y <0} U{(x,y) : 2 =0,y > b}.

Com relagao aos pontos de tangéncia e pseudoequilibrio do sistema dado por ([1.9)), daremos

alguns resultados a seguir.
Proposicao 1.2.2 Para o sistema (1.9)) tem-se os sequintes resultados:

1. Se a= # 0, entdo a origem € um ponto de tangéncia a esquerda visivel para a~ < 0 e

wnwvisivel para a= > 0. E se a” =0, entao a origem é um ponto de equilibrio.

2. Se at # 0, entao (0,b) € um ponto de tangéncia a direita visivel para a™ > 0 e invisivel

para at < 0. E se a™ =0, entao o ponto (0,b) € um ponto de equilibrio.

3. Seb=0eata #0, entao a origem € um duplo ponto de tangéncia, que se comporta
como ponto regqular para a™a~ > 0 e se comporta com pseudoequilibrio para ata~ < 0, de

fato, a origem é um pseudofoco se at < 0 < a~ e pseudosela se a~ <0 < a™.
4. Para b >0, em relagao aos possiveis pseudoequilibrios no conjunto de deslize, seque que:

(a) Se a™ =a= =0, entao todos os pontos de deslize sao pontos de pseudoequilibrio.
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(b) Se ata= < 0, entdo o ponto (0, a_‘L:Z+) € o 1nico ponto pseudoequilibrio, sendo

pseudosela para a~ < 0 e pseudono instdvel para a= > 0.

(¢) Se ata™ > 0 com at 4+ a~ # 0, entdo nao temos pontos de pseudoequilibrio no

conjunto de deslize.

Demonstracao:

1. A principio tem-se
G f=(T"z—y,Dz—a),(1,0)) =Tz —y,
dai segue G~ f(0,0) = 0. Além disso, tem-se
(G )Pf=(T") =D )e-T y+a,

assim (G7)%f(0,0) = a~. Logo, segue que quando a~ < 0 a origem ¢ uma tangéncia
visivel e invisivel para a~ > 0. E quando a= = 0 ¢é facil ver que a origem ¢ um ponto de

equilibrio do sistema.
2. Segue de maneira analogo ao primeiro item.

3. Seja ata~ > 0 dai, para esse caso tem-se a™ possui o mesmo sinal, isso implica que a
tangéncia é visivel de um lado e invisivel no outro, tem-se também que na origem os
vetores de ambos os campos tem o mesmo sentido. Por outro lado quando ata™ < 0,
tem-se a® possui sinal oposto. Dai, caso a~ < 0 < a™ obtemos duas tangéncias visiveis,

logo temos a pseudosela.

G 2

_—

Figura 1.2.2: Pseudosela quando a~ < 0 < a*.
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Ja se at < 0 < a” obtemos o pseudofoco.

G >, G"*

Figura 1.2.3: Pseudofoco quando a* <0 < a™.

4. (a) Como o sistema de Filippov é dado por

t=0,y=———y—a com 0<y<b, (1.15)

segue o resultado.

(b) Considere novamente o sistema de Filippov, faga y = %y —a~ = 0 e isole y.
Assim, obtemos que o tnico ponto de equilibrio é (0, a,“:g +). Além disso, quando

a~ < 0 implica que a* > 0 segue que tem-se duas tangéncias visiveis. Logo, o nosso
ponto de pseudoequilibrio encontrado é uma pseudosela. De maneira similar, mostra
que quando a~ > 0 tem-se pseudono.

(¢) Considerando o possivel ponto de pseudoequilibrio (0, a_“:z+) nas condicoes da

hipétese é facil ver que -4~ ndo pertence ao intervalo 0 < y < b. Portanto,
a~—a¥t

segue o resultado.

[ |
Com relagao a possiveis pontos de equilibrio do sistema (1.9) nos conjuntos abertos S~ e

ST apresentaremos a seguir o seguinte resultado.

Proposicao 1.2.3 1. O sistema (1.9) tem ponto de equilibrio no semi-plano esquerdo
quando a~ D~ < 0, e nao tem ponto de equilibrio no semi-plano esquerdo quando
a~ D~ > 0. Similarmente, tem ponto de equilibrio no semi-plano direito quando a* Dt >

0, e ndo tem quando a™ DT < 0.

2. Se D= =0, entao o sistema (1.9) ndo tem pontos de equilibrio no semi-plano esquerdo

quando a~ # 0, e tem a semi-reta y = Tz, x < 0 de pontos de equilibrio, quando
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a” = 0. Similarmente, se DT =0, entao o sistema (1.9) nao tem pontos de equilibrio no
semi-plano direito quando at # 0, e tem a semi-reta y = T x — b, x > 0 de pontos de

equilibrio, quando a™ = 0.

Demonstragao:

1. Segue de imediato considerando o sistema ([1.9)) e a definicdo de ponto de equilibrio.

2. Tome o sistema do semi-plano esquerdo

r=T2x2—y=0,
y=D"x—a =0.

Observe que quando D~ = 0 e a~ # 0, é imediato que nao temos pontos de equilibrio,
e além disso, quando a~ = 0 segue que temos a semi-reta y = T~ x, x < 0 de pontos de

equilibrio. Analogamente, se mostra o resultado para o sistema no semi-plano direito.

A seguir apresentaremos uma condi¢ao necessaria para a existéncia de orbita periddica
transversal para o sistema (1.9). Para a demonstracao, usaremos fortemente o Teorema de

Green.

Figura 1.2.4: Orbita periédica transversal.

Proposigao 1.2.4 Se o sistema (1.9)) tem drbita periddica transversal T’ que cruza x = 0 nos
pontos (0,y) e (0,y + h) onde h > 0, entdo

T o~ +T ¢t +bh=0.
i = P(z,y)

o temos pelo
y=Q(z,y),

Demonstracgao: Considere um sistema qualquer dado por: {

Teorema de Green que
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0 0P
]{Pda:+c2dy—// —Q—— dady.
Agora, particularmente assumindo o sistema segue que o seu campo perpendicular é
(G*)L _ P~ _ —D x+a” |
Q" T z—y

@y = (D)= e
Q" Ttz —y+0b )

Assim, aplicando o Teorema de Green ao sistema perpendicular de ([1.9)), obtemos que

]{ (G™)rdr = // T dedy =T o,

r-yr- o~

]{ (GH)rdr = // Ttdady =T o™,
r+ UL+ ot

Além disso, observe que

dado por

/(G‘)Ldr = /tl(G-)L(t).(G-)(t)dt =0 ¢ / (GF)tdr = 0.

to r+

Dai, por consequéncia segue

yr+h yr+h
7{ (G’)ldr = / (G’)Ldr = / Pdx + Qdy = / —ydy,
r-yuL- - YL YL

YL YL
7{ (G rdr = / (G *rdr = / Pdx + Qdy =0 / (—y + b)dy.
T+ UL+ L+ yr+h yr+h

Logo, obtemos

yL+h YL yr+h
T o~ +TVo" = / —ydy + / (—y + b)dy = / —bdy = —bh,

YL yr+h YL

Portanto, temos

T o +T " +bh=0.
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1.3 Caso foco-foco sem pontos de equilibrio nos semi-planos

Prosseguindo com o nosso estudo, iremos de agora em diante considerar um caso particular do
nosso sistema ((1.9)), assumindo a dinamica de um foco em ambos os semi-planos, dai admitimos
que 7% —4D < 0 para ambos os sistemas nos semi-planos. Além disso, veremos que uma grande

vantagem com essa restri¢ao é a redugao de parametros do sistema ((1.9)) de sete para cinco.

Proposigao 1.3.1 (Reducdo da forma Liénard no caso foco-foco). Assumindo T = 2a*,
D* = (a®)? + (wF)? com w® > 0 na forma candnica (1.9), de modo que os autovalores sdo

AT = ot £ iw™, introduzindo os pardametros

at a” a’ a”
'.)/d:w_Jraﬁ)/e:_ = =

Entao através da mudanca de variavel

w-, se x<0,

+

(2,y,2) — (w(@)z,y,w(@)t), onde w(z) :{ ot se z>0

transforma-se a forma canonica de (1.9) na forma

. 2y, —1 0
X = R X — se X eSS,
1+42 0 (e

(1.16)
. 2 —1 —b
X = T X — se X €87,
1+ ’73 0 aq
Demonstragao:
Chame de X = w(z)z, Y =y e T = w(z)t. Assim, segue 4 = w(lx) e usando a regra da
cadeia tem-se:
. dX  dX dt 1
X = — = —— = r—— — 17
T~ aar - Wi T
. dY dt  dY 1 1
dt dT'  dt w(x) w(z)
Dai, substituindo o sistema
. 9 —
x‘ “ x2 v ) se XeS™
="+ (W ))z—a,
se X e€S"

T =2aTr —y+b,
y=((@")?+ (wh)?*)z —a",
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e as novas variaveis r = % ey =Y, obtemos que
X =20 X — Y,
: Lo, o x se X eS8~
Y=2F[((a)+w)?)E—aT],
se XeSt

X =2a"% —Y +0,
Y =& (@) + (wh)?) 2= —a'].

Logo, simplificando esses sistemas e introduzindo os parametros dados, segue o resultado.

Agora em diante, considerando a dinamica do nosso sistema ((1.16)) e levando em conta que

0 nosso objetivo sao as orbitas periddicas transversais assumimos que ag < 0 < a., pois nessas

condicoes segue da Proposicao 1.2.3 que nao tem ponto de equilibrio nos semi-planos S~ e ST,

isto é, o sistema nao tem ponto de equilibrio real. Além disso, observe que na origem e no ponto

(0,b) estao as tangéncias e de acordo com a Proposi¢ao 1.2.2 estas sao invisiveis ou também

podem ser equilibrios na fronteira.

S’ > s”

Figura 1.3.1: Caso foco-foco com tangeéncias invisivel.



CAPITULO

2

Aplicacao de Poincaré e a Solucao Explicita do

Sistema

2.1 Aplicacao de Poincaré

A aplicagao de Poincaré ou aplicacao de primeiro retorno é uma ferramenta usada para
estudar a estabilidade e bifurcacao de érbitas periddicas, definida por Henri Poincaré em 1881,
denotaremos por P. A ideia da aplicacao de Poincaré é simples: Seja I' uma o6rbita periddica

do sistema
&= f(x),

passando pelo ponto zy e ¥ uma secao transversal a I' em zy, entao para um ponto z € X
suficientemente proximo de xg, considere a solucao do sistema acima passando por x no tempo
t = 0, assim pelo “Teorema da Dependéncia Continua das Condigoes Iniciais” a solugao vai
chegar em ¥ num ponto P(z) préximo de xg; veja a Figura 2.1.1. A aplicagdo © — P(x) é

chamada de aplicacao de Poincaré.

Figura 2.1.1: Aplicagao de Poincaré.

26
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O procedimento usado para encontrar a aplicacao de Poincaré aqui sera um pouco diferente,
pelo simples fato do nosso sistema ser descontinuo. Primeiramente considere como sendo a se¢ao
transversal a reta de descontinuidade = = 0 (que ¢ a fronteira X), o préximo passo é olhar para
a solucao do sistema em S~ que passa pelo ponto (0,yy) da descontinuidade = = 0, e com
yo > 0. Dai, seja ¢¥(t) = (x(t),y(t)) a solu¢do do sistema em S—, da solugdo precisamos
encontrar o menor tempo t~ > 0 que satisfaz x(t~) = 0, assim, obtemos o ponto de retorno
na descontinuidade z = 0 que denotaremos por (t~) = (z(t7),y(t)) = (0,y1). Logo, temos
y1 = P.(y0), que denominamos de primeiro retorno da trajetéria pelo ponto (0,yg) do sistema

em 57, a ¥. E de maneira andloga definimos yo = P;(y1).

Figura 2.1.2: Aplicacao de Poincaré do sistema descontinuo.

Dessa forma, considerando y; e yo definimos o primeiro retorno completo como sendo P =
P;o P,. Os pontos fixos de P correspondem as drbitas peridédicas do sistema (1.16), e os pontos
fixos isolados os ciclos limite. Além disso, dado um ponto fixo yo de P tal que |P'(yo)| > 1, o
ciclo limite correspondente ¢ dito, ciclo limite repulsor. Caso contrario se |P'(yo)| < 1, o ciclo
limite correspondente é dito, ciclo limite atrator.

No entanto, para calcular a aplicacao de Poincaré vamos precisar da solucao explicita do

sistema, e para isso, observe antes que dado um sistema linear na forma geral

T = Ax + 0,
x(0) = o,
sabemos que x; = —A~'b quando detA # 0 é tinico ponto de equilibrio do sistema. Além disso,
fazendo a mudanga de coordenadas y = x — z; obtemos,
y=t=Ar+b=Ax — Ax; + (Azx; +b) = A(x — 1) = Ay

um novo sistema linear sem o termo independente
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y= Ay,
z(0) = zg — 1.

e}

i
Dado uma matriz A, sabemos também que et = E - Logo, é facil ver que a solucao
7!

i=0
para o sistema acima é dada por y(t) = e*(xg — 1), ou seja, a solucao do sistema na forma

geral serd dada por z(t) = et (zg — 1) + 1.

Segue que dado o sistema

. 2%y — _
X = T [0
1+9% 0 a

iremos calcular a sua solucao. Mas antes observe a semelhanca com os sistemas em ST e S™,
onde a tnica diferenca se encontra no sistema em S~ onde a constante b = 0. Assim, assuma

primeiramente as coordenadas (Z,y) o ponto de equilibrio dado por:

a _ 2va
1+72’ y= 1+72

Prosseguindo, tome a matriz que denotaremos por:

2y —1
A= ! ,
1++4%2 0

observe que a matriz A, possui a seguinte matriz de mudanca de base obtida usando a parte

1 0
P = ,

ou seja, a matriz mudanca de base leva a forma canonica de Jordan fazendo

-1
B:P-lAP=< i )
~1

assim, segue que o exponencial da matriz B ¢é dada

Bt _ ( cos(t) —sin(t) )

T = +b.

real e imaginaria dos autovetores

sin(t)  cos(t)

e dai, obtemos o exponencial da matriz A que era o nosso objetivo

At i sip < cos(t) + ysin(t) —sint) ) |
(1 +~%)sin(t) cos(t) — ysin(t)
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Portanto, a solu¢ao do nosso sistema passando por (zg,yo) é dado por:

( x(t) > _ o < cos(t) + ~ysin(t) — sin(t) ) ( To— T ) N < T )
y(t) (1 +~?)sin(t) cos(t) — ysin(t) Yo — .
lfﬁﬂ ey = 12:’?2

|

Substituindo o ponto de equilibrio (Z,y) onde T = + b na nossa solucao

obtemos:

z(t) = et (sin(t) <7§11 +b+ 207 — y0> + cos(t) <x0 — #)) + 259
y() = e (=225 = b+ o) (cos(t) —ysin(®)) +sin(t) (—a + 207 +10) ) + 2% +b,

Logo, as solugdes dos campos em St passando pela condicao inicial (0, z9) onde 2y < b, e

em S~ passando por (0,yg) onde yo > 0, sdo respectivamente dadas por:

2
d

2(t) = e (sin(t) (454 +b— 2 ) +cos(t) (—=87) ) + 522,
)

7 (2.1)
y(t) = e ((—27%‘1—:{1 —b+ ZO> (cos(t) — ygsin(t)) — sin(t)ad> + —i%‘i:’f + b,
2(t) = e (sin(t) (j;fl - yo> + cos(t) (—751 )) + =5 (2.2)

2 ee 1 1 2 ele

y(t) = el (—ﬁ? + yo) (cos(t) — e sin(t)) — sm(t)ae) + ﬁ?

Observe que pelo fato da origem no sistema em S~ ser um ponto de equilibrio de fronteira,

ou uma tangéncia invisivel, segue que P.(0) = 0, dessa forma para determinar P, vamos dividir

a andlise em casos.

Se a. = 0, a solugao em ([2.2)) simplifica e é dado por:

Y

{awza%vmmmm,
y(t) = e (yo(cos(t) — 7o sin(t))),

nesse caso a origem ¢ um ponto de equilibrio de fronteira. Dai, segue que o tempo de retorno

é t~ = m. Logo, substituindo na solucao acima obtemos
z(m) =0,
y<7T> = _57%3/07
ou seja,
Y1 = Pe(yo) = —€"yo, para yo > 0. (2.3)

Se a. > 0, definiremos a fungao auxiliar ¢, (t) = 1 — €(cos(t) — vsin(t)). Estd fungao
ajudara a simplificar os nossos calculos mais adiante, ela possui as seguintes propriedades de

simetria

o (=t) = py(t), ©_y(t) = p,(—t), para todo ~,t e R.



2.1 Aplicagao de Poincaré 30

Nesse caso, a origem é um ponto de tangéncia invisivel a esquerda, além disso, nao temos

explicitamente o tempo de retorno ¢, mas sabemos que existe. Assim, seja t~ # 0 tal que

_ - o agve _ Qe e
t — t’}/g t _ t J— :0
i) =e <( )<72+1 y“>“os( )( 7§+1>>+73+1

segue isolando yy que:

a. et Pre (t_)

= 2.4
PEIT 2 sin(t0) (2.4)
Agora, substituindo 1, encontrado na componente
(1) = e (((~ 2+ yo ) (cos(t) — i sin() — sin(t)a ) + 2
=e'° — Ccos — Y SIN — sIm(7)ae ,
Y 2+ 1 Y K 72 +1
chegaremos em y(t~) = y; = P.(yo) dado por:
ac e’ o (t7

y = P (7). (2.5)

1442 sin(t0)

Diretamente das férmulas (2.4) e (2.5) ¢é facil calcular as duas primeiras derivadas da

dyi

dyr ., dyo
dt

aplicacao P,, quando a.7. # 0, para isso calcule e <*. Que possui as seguintes expressoes:

dy, e csc?(t) <_%etwe sin(t7) +e' e cos(tT) — 1)

dt Y2 +1
dyo acet e esc?(t7) (—etwe + e sin(t™) + cos(t*)>
Y i -
Segue que
dyy
o\ — dE
Pe<y0) ~ dyo
dt
e além disso, calculamos %, para obter
P (yo)
i _ dt
Pe (yO) T dyo
dt
Dai, as expressoes sao dadas por:
t~ _
Pl(o) =~ 2L 0 g (2.

Py (t7)  Pelyo)
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P () = 2ag_sinh(yet”) — yesin(t”) 4.
¢ 142 P3(yo)

Dando continuidade, agora considere o campo no semi-plano S*, dessa vez o ponto (0, b)

(2.7)

é um ponto de equilibrio de fronteira ou uma tangéncia invisivel, segue que P;(b) = b, dessa
forma para determinar P; também vamos dividir a andlise em casos.

Se aqg = 0, 0 nosso sistema (2.1) se simplifica e é dado por

x(t) = e (sin(t) (b — 20)),
y(t) = €7 ((20 — b) (cos(t) — yasin(t))) + D,
nesse caso temos que (0,b) é um ponto de equilibrio de fronteira. Dai, temos também que o

tempo de retorno é ¢+ = 7. Logo, substituindo na solucao acima obtemos

x(m) =0,
y(m) = —e™dzy + (1 4 e%™)b,
ou seja,
21 = Py(z0) = —€™zg + (1 + €™)b, para zo < b. (2.8)

Se ag < 0, temos que (0, b) é um ponto de tangéncia invisivel a direita, além disso, ndo temos
também explicitamente o tempo de retorno ¢+, mas sabemos que existe. Assim, seja t* # 0 tal

que

z(tt) = et <sin(t+) (M +b— zo) + cos(t™) <— i )) SR E——)

va+1 va+1 va+1

Segue que isolando z; obtemos que:

ag_ e, ()
1+42  sin(tt)

Dai, fazendo o mesmo processo do campo S™, ou seja, substituindo zy encontrado na segunda
componente na solugao (2.1) obtemos y(t*) = z; = P;(z) dado por:

w O ()
1+42  sin(th)

z1=0b— (2.10)
De maneira anéloga ao caso de P, podemos também, calcular diretamente das formulas (2.9))

e (2.10) as duas primeiras derivadas da aplicacdao Py, quando agv4 # 0, para isso, ache 4t ¢ %o

dt © dt -
d d - .
Observe que possuem as mesmas estruturas de <% e ¥ a menos das caracteristicas particulares

(v,t,a) de ambos os campos, pois o que diferencia zy, z; de yo, y; s@o suas caracteristicas

particulares e a constante b. Logo, segue que
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dz, csc?(t1) <—7det+7d sin(tt) 4 et cos(tt) — 1)

dt vi+1

dz age ™t 4 esc? () (—eﬁw + ygsin(t) + cos(t+))

dt 7241

Assim, analogamente

dz
/ _ di
P d(ZO) — dz=
dt
, . Pé(zo) z
além disso, calculando —4—=, obtemos também
P(20)

Pg(ZO) = d(ito

dt

Dali, obtemos que

zZ0 — b +
Pi(z) = =€ 2.11
d(ZO) Pd(ZO) . be < 0’ ( )

P(z) = 2a5 sinh(ygtt) — ygsin(t?) 4 ¢
L+77 (P3(yo) — b)

Finalmente, podemos definir a aplicacao de Poincaré, que sera a composicao dada por

(2.12)

P = P;o P.. Assim, achar os pontos fixos de P vai ser equivalente a encontrar as nossas orbitas
periédicas transversais. Além disso, observe que os parametros periodo ¢t~ e ¢+ pertencem ao

intervalo (0, 7), veremos em diante algumas resultados relacionados as aplicacoes P,, P; e P.

Proposigao 2.1.1 Assuma que a. > 0 no sistema (1.16]). Entdo seque os sequintes resultados:
1. Se a.y. =0, entao P.(y) = —e™y para todo y > 0.

2. Se a, > 0, entdo a aplicacao de Poincaré a esquerda P, dada em (2.4]) e (2.5) € bem
definida para todoy > 0, comt € (0,7); em particular temos P,(0) = 0. Assim, as quetro

primeiras derivadas no ponto y = 0 sao

7992 -9

8Ye 322
PU0)= -1, PI(0)=—21° P'(0) =~ PV(0) = 827

2.13
e Sae e 30/2 ) e ( )
3. Sea. >0 e, #0, entao para todo y > 0, seque que

Pl(y) <0, lim P((y)= -1, lim P.(y) = —e"", signP!(y) = —sign(7e),

y*>0+ Yy—r—+00
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e a aplicacao P, tem como assintota A, dada por

2a¢7,

A€:_ YeT
T

(1+ €77

com sign(Ac(y) — Pe(y)) = sing(7e).-

Demonstragao:

1. Temos os seguintes casos:

Caso v, = 0, segue pela forma de v, = g—:, onde o e w sao parte real e imaginéaria do

autovalor respectivamente, que o~ = 0. Concluimos que o ponto de equilibrio do campo
S~ ¢é um centro global linear. Logo, segue pela simetria do centro que P.(y) = —y. Veja
Figura 2.1.3.

g 3 g

¥

(0,3a)

Figura 2.1.3: Centro linear global do campo S™—.

Caso a. = 0, segue direto da equagao (2.3). Portanto, segue o resultado.

2. Primeiramente considere a solucao do sistema em S~, dado por

z(t) = et (sin(t) (aflel _ y0> + cos(t) ( 2+1>> 5T
y(t) = e (—3—11 + yo> (cos(t) — 7. sin(t)) — sin(t)a ) Zack

Queremos as derivadas em y = 0. Vamos escrever € no lugar de yy. Assim, temos que

. Qe Ve Qe Qe
t) = e t - )| - :
0= (s (55 v () )

Calculando a série de poténcia em t de z(t) até a 7° ordem obtemos

2(t) = —et + 3(ac — 27.6)t% + § (2acve — 372e + €) 13 + 3 (3aey? — ae — 4y3e + 4vee) ¢
I (4aey? — 4acye — dyte + 10766 —e)td

L (5a.y} — 10ay? + a. — 672¢ + 2072€ — 67,.¢) t°
=315 (6ac72 — 20472 + 6acye — Ty8e 4 3572 — 2172e +€) 17,
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Observe que o periodo t~ depende da condigao inicial, ou seja, depende de e. Dai,

considere um ¢~ (¢) dado por

t7(€) = bre + bae? + bse® + bye* + bse® + bge®

dessa forma, substituindo ¢~ (€) na série x(t) e isolando os termos em poténcia € obtemos

.b1? 1 1
z(e) = (“ S bl) 2+ (gaebﬁ% + ab1b2 — b1%y, — b2> e+ ﬁ(?)aebmj —a,bl*+

24a,b1°b27, + 24a,b1b3 + 12a,b2* — 12b1°42 + 4b1* — 48b1b2y, — 24b3)e* + ...

como estamos a procura de t~ de tal forma que x(e) = 0, igualando a zero o termo que

acompanha a poténcia de €2, obtemos as solucoes

2
b1:0 ou blz—,
Qe

tomando a segunda opgao e substituindo em z(e) obtemos

47, 272 2 b2?
m(e)Z(bQ—i)e?’—i-(— Tep = 4 0 +b3>64+

3a? ad = 3ad 2
82 8y, 2b29?  2b2 N
——= - © 4+ = +ab2b3 +Db2%y. +bd ) € + ...
( b5al  bal a? 3a? L
De maneira analoga, igualando o termo que acompanha a poténcia € a zero obtemos a
solugao
4e
by = —
2 3@2 )
substituindo em z(€), teremos que o termo que acompanha a poténcia de e* vai depender
2_
apenas de bs e assim obtemos também o termo bz = 2(27;3 3). Prosseguindo dessa forma

obtemos

_8(1T2 —27) B
be = 13504 bs =

2 (193~2 — 558+2 + 81) b 4 (13172 — 58672 + 243~.)
6 - .

405a? ’ 567al

Portanto, o nosso periodo t~ é dado por

- _ 2 e o 2057 —3) 5 8(17Ty —277) 4
= "e4+ +
Qe ‘ 3a? ‘ 9aed 135a2 ‘
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2 (1934 — 5582 + 81 4 (13175 — 58672 + 2437,
e e 65 + e e

6
140543 567a8 <

No entanto, considerando a componente y(t) da solugao

y(t) = e (< 2007, 6) (cos(t) — 7, sin(t)) — sin(t)@e) L 200%

2+l 72 +1

desenvolvendo em série e substituindo o nosso periodo encontrado ¢~ obtemos

Ay 169268 4(7992 — 9e) €

3a. 9a? 135a3

y(e) = —e
logo, segue o resulado.

3. A justificativa de que P.(y) < 0 segue de imediato (2.6). Ja as outras afirmagoes nao

e

seguem tao imediatas.

Temos

t~ 1— Yet™ ) — . in(t—
lim P/(y)= lim _ D) € 7(008( ) = syn( )
vo— 0 =0t P (E7) w0t 1 — e (cos(tT) 4 e sin(tT))

Observe que quando yg — 0 temos que t~ — 0T, ou seja,

lim Pl/(y)= lim P.(y).

yo—0T ¢ t——0t €

Dai, calculando

1— evet:(cos(t—) — e si‘n(t_)) L' Hospital lim —e2t — 1.
t——0+ 1 —e et (cos(t™) + Yesin(t7)) oot

Assim, segue que
lim Pl(y) = —1.

yo—07t €

E por outro lado, quando yg — 400 segue t~ — 7, assim vemos

lim Pl(y) = lim P(y),

€ €

Yo—r=+00 t=—m
dai
1 — %t (cos(t™) — e sin(t™ 1+ eer
i Py — i L) ) ke
t——m t——r 1 —e et (cos(t™) + Yesin(t™)) 1+ e em

Portanto, temos que
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lim Pl(y) = —e*".

Jim  Poly) = —e

Assumindo (2.7) temos que signP”(y) = —sign(sinh(7yet) — 7. sin(t)). Assim, seja

h(t) = sinh(v.t) — 7. sin(t). Fazendo sem perda de generalidade 7, > 0, devemos mostrar
que para todo t € (0, 7) segue h(t) > 0.

De fato, vendo que h(0) = 1/(0) = h"(0) = 0 e ”(0) > 0, pois A" (t) = ~2 cosh(v.t) +

7ycos(t). Além disso, observe que h"(t) > 0 para todo t € (0,%], pois nesse intervalo

, 5] e como A”(0) = 0 temos

h"(t) > 0 para todo ¢ € (0, 5]. Assim, de maneira analoga vemos que h/'(t) > 0 e h(t) > 0

cos(t) > 0. Logo, isso implica que h”(t) é crescente em (0

em (0, 7]. Ja a andlise no intervalo (7, ) é mais simples ja que temos sinh(v.t) e —~. sin(t)

sao crescentes no dado intervalo, pois 7, > 0, ou seja, concluimos que h(t) é crescente

s

27
assim segue h(t) > 0 para todo (0,7) e de maneira andloga provamos quando 7, < 0.

também em (Z, 7). Enfim, como h(0) = 0 podemos concluir que h(t) é crescente em (0, 7),

Portanto, concluimos que signP”(y) = —sign~ye.

Agora, para justificar que A.(y) é assintota de P.(y) mostraremos que

De fato, considerando a equivaléncia dos limite, calcularemos para t~ — 7, segue

( De(2.5)

limy - (Pe(y) — Ae(y))

lim,— _ae €0 (tT)  ( em 2ae7e 1 YeT)) —
M= —r — 1002 7 sin(t) (—e™y + 1+72( +erT)
ae  €eT(1—eYet (cos(t)+7esin(t™)))

1+~2 sin(t~)

—Yet™ (1—gvet™ ~V—~. sin(t— a o\ L' Hospital
e Ha_;ge vet (1—eY Sl(rfasg )—Ye sin(t )))) _ 21;35(1+676 ) ospit
—aeyeevet +ae(—sin(t~)+e cos(t— ))—weaee%(”’t_ ) —qeelem (—sin(t~)—~e cos(t ™))

cos(t=) (1-47)

| T (L + ) = Fe (1 + ) — T2 (1 4 ¢77) = 0.

hmt— —m

11rnt*—wr
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Graficamente em torno da origem, a aplicagao P, observando as derivadas na origem e

além disso considerando também que P. é decrescente. E dado por

Pea

Aely) —

Figura 2.1.4: Aplicacao P, e sua assintota A,.

enfim, temos que sign(Aq(y) — Pe(y)) = sing(7e).

[ |
Veremos adiante as mesmas propriedades da Proposicao 2.1.1 mas dessa vez para a aplicagao

de Poincaré a direita, além disso a demonstragao serd muito semelhante.

Proposigao 2.1.2 Assuma que ag < 0 no sistema (1.16)). Entdo seque os sequintes resultados:
1. Se agyqa =0, entao Py(y) = —e’™y + (1 4 €7™)b para todo y < b.

2. Se ag < 0, entdo a aplicagao de Poincaré o direita Py dado em (2.9) e (2.10) é bem
definida para todo y < b, comt € (0,7); em particular temos Py(b) = b. Assim, as quatro

primeiras derivadas no ponto y = b sao

7972 —9

8 322
Pib) = =1, P{) =31 PI) =3 PIY(D) = 32—ty
d

— — , 2.14
Sad 3a3 ( )

3. Seaq <0 e~y #0, entao para todo y < b, seque que

Pi(y) <0, lim Pj(y)=—1, lim Pj(y) = —e™" signP}(y) = signyq,

y—b— Yy——0o0
e a aplicagao Pd_1 tem como assintota A;l dada por

2a474q )

A7l = —e¥™y 4+ (1 4 e 4™ (b 4+

com sign(Py" (v) — Ag'(y)) = sing(ya)-

Demonstracao:
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1. De maneira andloga a Proposi¢ao 2.1.1 (1) também dividimos a andlise nos casos:

Caso v4 = 0, segue que a™ = 0. Assim, também temos que o ponto de equilibrio do
campo ST é um centro global linear. Dai, pela simetria segue P,;(y) = —y + 2b. Veja a
Figura 2.1.5.

(ban)
.

yo

Figura 2.1.5: Centro Linear Global do Campo S™.

Caso ag = 0, segue diretamente da equacao ([2.8)).

2. Considerando a solugao do sistema em ST e dessa vez também de maneira andloga ao
processo da Proposi¢ao 2.1.1 (2) mas agora calculando P, em torno de b, ou seja, basta

trocar a condicao inicial zg por € + b. De tal forma que a aplicacao P; é dado por

Py(e) = Py(b) + Pj(b)(e +b) + P (b)(e +b)* + ...,

como se sabe que P, < 0, dai o dominio de P; também é menor ou igual a zero, pois
essa ¢ uma condi¢ao necessaria para obter a aplicacao de Poincaré. Observe que quando
e = —b temos Py(—b) = P4(b) = b. Assim, aplicando o processo anédlogo ao da Proposi¢ao

2.1.1 (b) obtemos as quatro primeiras derivadas em torno de b.

3. Que Pj(y) < 0segue de imediato (2.11)). Ja as outra afirmagoes nao seguem tao imediatas.
Outra vez de (2.11)) temos que

—b B Pra(tT)
Ply) = Y e2at™ — _ P 7
dv) Pa(y) — b P (t7)

e além disso, se y — b~ temos t* — 0~. Dali, basta calcular o limite

Pra(th) _ _’73 +1 _
Ho0m g, () g+

Y

isso é possivel aplicando trés vezes a regra de L’Hospital. Assim, segue

lim Pj(y) = —1.

y—b—
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Temos também que, se y — —oo temos t — . Assim, obtemos que

+ ™
lim — SDVd(t ) —_ (1+67d ) — _e'ydﬂ'.

om0y, (1) (T4 emnm)

Logo, segue
lim Pj(y) = —e"".
y——00
Considerando a equagao (2.12)) temos que signP’(y) = sign(sinh(yqt) — yasin(t)) e na
Proposigao 2.1.1 (3) ja vimos que no intervalo (0,7) segue sign(sinh(yqt) — yqsin(t)) =
singyq. Enfim, podemos concluir signP’j(y) = signa.
Assumindo (2.10) e (2.9). Segue que, a justificativa de que P; ' tem assintota A" pode

ser mostrado fazendo a mudanca P, Y(21) = 20 que implica z; = Py(2). O coeficiente

angular da assintota é calculado da seguinte forma

. P (z1) .
d 20
lim,, 400 = =lim,,, P (ZO) = limy+_,, 2=
: b(1+493) sin(tF) fage "t gy (1)
limy+ — pe=
b(14+3) sin(t+)—age¥at g . (t+)

—2ygm _14€7d™

T = —€ e

—e —e T,

Ja, o termo independente é encontrado da seguinte forma

lim,, 1o Py Y(z) — ( e M)z = im0 20 + €77 Py(20) = limy+ . 20 + €7 7472 =

e—vat" (t*) v a evatt o (tT)\ L'Hospital
limps e b+ T @ — e (b - 13 ) =
(e 4+ 1)(6 + 2.

1++2
Graficamente obtemos algo como

Py}

. Adly)

Ay | Mw

Figura 2.1.6: Aplicacdo P; ' e sua assintota A;'.

Enfim, temos que sign(P;'(y) — A7 (y)) = sing(ya)-
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|
Em seguida, como consequéncia dos resultados anteriores, enumeramos algumas

propriedades da aplicacao de Poincaré completa.

Proposicao 2.1.3 (Propriedades da aplicacao completa de Poincaré) Assuma que ag < 0 < a,

no sistema (1.16]). Entdo seque os sequintes resultados:
1. A aplicagao de Poincaré é definida para y > 0.

2. Se a.ye = aqyqg = 0, entao a aplicacao de Poincaré denotada por P é dada por

P(y) = e0atremy 4 (1 4 ™),

3. Para todo y > 0, a derivada da aplicagao de Poincaré é dada por

p/(y) __Y Pe(y) — b€2(wt++%t*)

e satisfaz
lim P'(y) = e0atrer,

Yy—00

4. Seb=0¢eaq <0 < ae, entao as trés primeiras deriwadas da aplicagao de Poincaré na

origem $ao:

PO)=1, P'(0) = (= 1) prio) = (o))

3a. ag

Quando agqy. = a.vq4, entio P"(0) = P"(0) =0, e P'V(0) é dado por

PIV(O) _ 327d('7d - '.Ye)('%l + 76)

Sag? '
5. Seag<0<a, ey =—y #0, entao
aq aq
Palb— —P(y)) =b— —v. (2.15)
e e
E além disso, se adicionarmos, ag = —a. e b =0, entao P(y) =y, e temos em torno da

origem um centro nao-linear global.

6. Se ag <0 ea. =0, entio signP"(y) = signyy. Se, além disso adicionar, b = 0, temos
P'(0) = em.

7. Se a. > 0 e ag = 0, entao signP"(y) = signy.. Se, além disso adicionar, b = 0, temos
P'(0) = e,
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Demonstracgao:

1. E imediato pela forma como foi definido P..

2. Nessas condigoes da hipétese temos da Proposigao 2.1.1 (1) e Proposi¢ao 2.1.2 (1) que
P.(y) = =€’y e Py(z) = —e¥"z 4 (1 + €%7)b respectivamente. Logo, considerando a

composicao obtemos P(y) = Py o P.(y) = ety 4 (1 4 e¥%m)b,

3. De (2.6), P/(y) = gl ede (2.11), Py(z) = sz(;)b_bez““ﬁ. Assim, sabendo que dado
P(y) = Pyo P.(y) implica que P'(y) = (P;o P.).P.(y). Portanto, substituindo as equagoes
(2.6) e (2.11) obtemos

Ply) = Pe() =b ot Y oy _ Y Pe<y>_be2(wdt++wet—).

N E 0N P.(y) P(y) — b

Além disso, decorre da Proposi¢ao 2.1.1(3) e Proposi¢ao 2.1.2(3) que lim P.(y) = —e"
Y—r00

e

e lim Pj(y) = —e"" respectivamente. Assim, segue que
y——00
lim P'(y) = lim Pj(P.(y)).P.(y) = eletra)m,
Y—00 Y—00

4. Considerando as Proposi¢ao 2.1.1 (2) e Proposigao 2.1.2 (2) temos que em torno da origem

a série é dada por

8% o 3292 4 799 -9 4
Pe . . e . 2 e
(&= =€~ 50.¢ ~T8az® ¥ 708007 ¢
8 3242 79492 — 9
Pye) = —e— M 200 3o, 01— T

6aq- 1827 7108043

Assim, fazendo a composicao e considerando os termos das poténcias em € temos

P(e) = Pjo P.(¢) = —(—€e— 2—2:62 — %zegeg’ — 32%%0;2964 )
—?zz‘g(—e - E_ZZEQ - %;)/6;63 — 32%%0;2964 +..)3
—32’7(1%0;39(—6 — 22: e — %63 — 32%%0;;64 + )

E dai, segue que
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8 Ve Vayo 32792 64707, 3272 4
Ple) = e 4 o(Je _ e _9
() =e+ 5 =3¢ +(18a§ (S6aga,’ 18a§)6
7972 — 9 8v4.,3272 3272 8% 7993 —-9. ,
32y, e — 7 o(20dy ey, g 32y td — 7
B2 T0s0a ~ X6ag)T8az) T 2802 Gal) 34 08003 )¢

simplificando obtemos
8 Y viyo 3 8%
Ple)=e+ (= -9+ Z(=(L =)+ ...
) 6(% 'yd) 12(6(% 7d>>

e além disso, observe que quando a. = * temos P"(0) = P"'(0) = 0 e se substituir no

termo que acompanha a poténcia €* obtemos

~ 327a(va — Ye) (Va + e)
AGa?)

Portanto, multiplicando cada termo das poténciais por seus respectivos fatoriais, segue o

resultado.

. Assumindo primeiramente as férmulas (2.4)), (2.5), (2.9) e (2.10), chame de

: e Tel T (tT - —Ydt™ =
50=b—%Pe(y)(2_—5)b_% _ Qe € Spvj< ) ve:wb_'_ adQe .gpvj( )
Qe Qe 1+92  sint 1++2  sint

Assim, considerando que ¢ (t,2) = (z7 (¢, 2),y" (¢, 2)) a solugao do sistema (1.16)) em ST,
decorre por (2.9) que x*(t7, Zy) = 0, logo temos que Py(Z) = y*(t~, Zo) que por (2.10)

tem o seguinte formato

Pd(ZO) — b a/d 67dt7¢*'yd (t_> 'Ye::_’yd b _ % ( a‘e e_'Yet7 ()O’Ye (t_)> — b _ %y

1+ o sint— ae \ 1+~2 sint~ .
Portando, obtemos o resultado, para 74 = —7, # 0 temos
Qg Qg
Pylb — —=FPe(y)] =b——y
Qe Qe

. Dado P(y) = P o P.(y) obtemos

P"(y) = (P} o P.(y))(P.)*(y) + (Pyo P.(y)) P! (y),

e como da Proposi¢ao 2.1.1(1) quando a, = 0 a aplica¢ao de Poincaré é dada por P.(y) =
—e¥ Ty segue que P/ (y) = 0, além disso, da Proposi¢ao 2.1.1(3) temos que signP’j(y) =
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sing7a, isso implica singP”(y) = singP’(y), logo segue singP”(y) = singq.

De Proposigao 2.1.1(2) sabemos que Pj(0) = —1, e como nessas condigoes P.(y) = —e".

Enfim, temos

P'(0) = (Po P.(0)).PL(0) = ™.

7. A demostracao desse item é andlogo ao anterior.

Observacgao 2.1.1 Considerando ag < 0 < a., para o caso em que a.Yq — aq¥e # 0 temos
signP”(0) = sign(acyq — aq¥e). Jd para o caso em que a.Yg — agYe = 0 € Yave < 0, temos
signPV(0) = sign(vq + 7e), de fato, seque imediato da Proposicao 2.1.3(4).

Em seguida apresentaremos uma tabela de simetrias da forma canonica (|1.16]).

11, I, I1;
T —T T — —x T — —x
y— -y |y—=y+blly——y—>
t— —t t— —t t—t
Ve = Ve || Ve = —7d Ye = Vd
Ya = —Vd || Yd 7 Ve Vd = Ve
Qe =+ Qe || Qe = —Qq || Qe — —aq
g —> aq | ag — —ae || ag — —a.
b— —b b— —b b—10b

Tabela 2.1.1: Simetrias do sistema ({1.16)).

A importancia da Tabela 2.1.1 acima se concretizarda mais adiante nas demonstragoes dos
proximos resultados. Nesse momento a preocupacao serda em mostrar a veracidade da nossa
Tabela 2.1.1 e como obte-la.

Tome II; : (z,y,t) — (z,—y,—t). Dai, chame X =z, Y = —y e T = —t, decorre que
j—; = —1, logo do sistema ([1.16]) dado por

T B 27, —1 ) 0 se (2 _
()= (5 0) () () = emes
T\ 27vq —1 r\ —b e N
()G o)) () v
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e considerado que o novo sistema satisfaz a relagao

dX dXdt dY dY dt

dr ~ dtdr 0 ar " dtdr

obtemos o novo sistema dado por
X —27, —1 X 0
L= " - se (X,Y)e S,
Y 1++42 0 Y Qe
X —2vy —1 X b
= d — se (X,Y)e ST,
Y 1+ ’)/3 0 Y Qg

Analogamente, obtemos as outras simetrias, observe que nas mudancas Ily e II3 temos que

os sistemas mudam de lado, ou seja, ST vai para S~ e vice versa.

S- > 3 g
y0
Hl /
b I3
Y \
0
s > st 20
) 2 s+ T S
0 z0 z0
of I,
b B
z1 s* > 87 y1
z1
y0 -2b
2b'z1
yOl
b
y1
z0

Figura 2.1.7: Diagrama das simetrias da Tabela 2.1.1.

Observe que a forma canonica dada em ((1.16)) é invariante sob as transformagoes mostradas

na Tabela 2.1.1, ou seja, o comportamento topoldgico é idéntico. Podemos observar também
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que cada uma das transformagoes é a composta entre outras duas. Dai, se adicionarmos a
transformacao identidade Ilj, teremos um grupo de transformagoes invariante. Assim, podemos
usar as simetrias acima para reduzir o ntimero de casos diferentes a serem usados nas provas
dos teoremas adiante. Por exemplo, quando b # 0, basta estudar o caso em que b > 0 pois
caso contrario aplicamos a simetria II; ou Il e vice versa. Ainda mais, basta considerar os trés
casos ag < 0 < a., ag =a, =0 e aqg <0, a, = 0 porque o caso restante ag = 0, a, > 0 pode ser

transformado no ultimo caso pela simetria Il5.



CAPITULO

3

Analise da Aplicacao de Poincaré e Seus
Resultados

Apoés obter algumas propriedades da aplicagao de Poincaré veremos de agora em diante os
resultados extraidos das Proposi¢oes do Capitulo 2. Analisaremos a estabilidade da origem,
apresentaremos resultados do sistema com e sem regiao de deslize. Impomos condigoes sobre os
parametros dados no sitema e analisaremos a existéncia e inexiténcia de érbita periddica
transversal. Provaremos que o nimero maximo de érbitas periddicas do sistema sem a
regiao de deslize é um e com a regiao deslize veremos um caso em que temos no minimo duas

orbitas periddicas transversal.

3.1 Resultados auxiliares

Apresentaremos alguns resultados que nos auxiliarao na justificativa de um resultado da
proxima segao. Alguns teoremas a seguir nao terdo demonstracdo, veja [10], para as

demonstragoes completa.

Definicao 3.1.1 Chamamos de equacao diferencial de Liénard, a equacdo dada por
i— f(z)i+g(x) =0, (3.1)

com x € [a,b] e —0o < a <0< b<oo. Considerando f e g descontinuas em x =0 dada por

f(x):{ fi(z) se <0 g(m):{ gi1(z) se © <0 (3.2)

fao(x) se x>0 g2(x) se x>0,
onde f1,91 sio C' em [a,0] e fo,g0 sao C* em [0,0].
Usando a forma planar classica de Liénard obtemos o equivalente sistema diferencial:

46
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J= o). com F(x)= /0 f(s)ds. (3.3)

{ i=F(x) -y,
Definimos o sistema descontinuo, o seguinte campo de vetores associado ao sistema (3.3])

X(x) = { Xi(e) se z<0, onde X;(z) = ( k(@) =y ) . (3.4)

Xo(x) se x>0, gi(z)
com x = (x,y)T.
Sobre o sistema acima impomos algumas hipéteses para restringi-lo e para que se torne de
acordo com 0 nosso interesse.

g1(z) se z <0,

e H1:(exclui o caso de pseudosela) Impomos que g(x) = { satisfaz,

g2(x) se x>0,
xzg(x) > 0 para = # 0, ou seja, com essa condigdo excluimos o caso de tangéncia visivel

na origem em ([3.4). Justificamos, andlisando que X f = F(z) — y, assim X f(0,0) = 0
e X?f = —g(x). Logo, quando = > 0 e x < 0 segue respectivamente que pela condigao
imposta temos X2f < 0e X2f > 0.

o H2:(satisfazer a condi¢do necessaria de existéncia de drbita periédica transversal)

<0
Impomos que f(z) = { hilw) se @ " satisfaz, xf(x) > 0 para x # 0. Justificamos,

fa(z) se x>0,
considerando a Proposicao 1.2.4 que possui a seguinte condicao necessaria T- o~ +T ot +

bh = 0, anélisando o caso b = 0, temos ot > 0, pois sao areas. Assim, a condicdo sé serd
satisfeita para T-T% < 0 ou para T~ = T" = 0. Decorre, da prova da Proposi¢ao 1.2.4
ao usar o teorema de Green no sistema (3.4)) no lugar de T~ e T teremos f; e fo. Ou
seja, para satisfazer a condicao necessaria devemos ter fifs < 0. Logo, segue um motivo

pela qual impomos essa condicao.

Agora, considerando a hipétese H2, a forma F(x) = [° f(s)ds e chamando de p = p(z) =
F(z), daf isso implica que p'(z) = f(z), e por H2 segue que p(z) > 0 para todo = € R.
Além disso, como sign(p'(z)) = sign(z) para z # 0, segue que a fungao p(z) tem inversa

para x # 0. Assim, defina a inversa F~! dada por
x1: [0, F(a)] — [a,0], tal que F(x1(p)) =Dp,

x9 [0, F(b)] — [0,0], tal que F(z2(p)) = p.

Assim, tome a funcao auxiliar dada por

hi(p) = 9(z:(p)) onde i=1,2. (3.5)
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e H3: Assumindo que existem os dois limites

_g(@) - ogle)
lim =< = lim A =ly; lim =—= = lim A = ly;
IRty i Y =hi i ey = o el = b
satisfazendo 0 < Iy < [; < o0, entdo temos hy(p) < hi(p) para p > 0 e suficientemente

pequeno.

Teorema 3.1.1 Se f e g sio como em (3.2) com f; e g; de classe C* em [a,0] e [0,b]
respectivamente, parai = 1,2. Suponha que F e h; sao definidos como em (3.3)) e (3.5)) e assuma
as hipoteses H1 — H3. Se o sistema (3.3) tem orbita periddica transversal em a < x < b, entdao

as equacoes

— F(x g(z1) _ g(z2)
F(z1) = F(22), Fa) () (3.6)

tem pelo menos uma solug¢ao (z1,x2) = (s1,82) com a < s1 < 0 < sy < b ou equivalentemente

existe pelo menos uma solugcio p € (0, F(a)) N (0, F(b)) para a equacao hy(p) = ha(p).

Teorema 3.1.2 Nas condigoes do Teorema 3.1.1, assumindo que o sistema (3.6) tem
exatamente uma solu¢do (r1,x3) = (s1,82) com a < s1 < 0 < sy < b, ou equivalente tem
exatamente uma solug¢ao p € (0, F(a)) N (0, F (b)) para a equagdo hy(p) = ha(p). Se o sistema

tem orbita periodica transversal, e se a fungao positiva

¢ decrescente para p € (0,F(a)), entdo o sistema tem no mdzimo uma Jrbita periddica

transversal em a < x < b e além disso é estdvel.

Teorema 3.1.3 Considere o sistema diferencial linear por partes de Liénard:

()5 (2) () v oo
()-(5 () (2) e

tal que ty <0, dy >0, a1 <0, ty >0, dy >0, ay > 0. Entao, seque 0s resultados:

1. Se ‘5—22 < ‘z—ll e tem orbita peridodica transversal, entao f—% > f—gl e a orbita periodica
2 1

transversal € um ciclo limite estdvel e € unico.
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2. Se ?—11 < j—; e tem orbita periodica transversal, entao f—; > ‘Z—% e a orbita periodica
1 2
transversal € um ciclo limite instavel e é unico.
3. Se @ = 2 entio o sistema ndo tem drbita periddica para % < % e tem um centro na

1 to 15 7
: di __ do
origem para 3 = 3.
1 2

Demonstracao: Primeiramente analisaremos se as hipéteses H1 — H3 sao satisfeitas. Do

sistema dado, temos

F(z) = tyz, F(z) = tax,
f(z) =t para x <0 e f(z) =tq, para x > 0.
g(z) = dyz + ay, 9(z) = dyx + ay,

Dai, H1 e H2 sao satisfeita, e segue de imediato, pois é facil ver que

zf(x) =at; >0, <0 zg(z) = z(dix +a1) >0, <0
rf(x) =aty >0, >0 zg(z) = x(dox + az) >0, x> 0.

Agora, usando a funcao h; para analisar a hipotese H3, segue

g(zi(p))  dizri(p)+ar  dip @ ) aq
hl (p) fl(xl (p)) tl t% + tl pi>(]+ hl (p) tl )

g2(x2(p))  doxa(p)+as  dop  ao . as
h2 (p) f2 (1'2 (p)) t2 t% + t2 pLO‘F h2 (p) tg

1. Da hipétese temos ‘;—22 < ‘t’—ll, que é equivalente a [, < [;. Assim, pelo teorema da
conservagao do sinal vai existir p suficientemente pequeno tal que hy(p) < ha(p). Logo,
temos que as hipoteses H1 — H3 sao satisfeitas, além disso, como temos uma Orbita

periddica transversal, segue do Teorema 3.1.1 que

hi(p) = ha(p) & (d1 d2) _ay

a8)" n

tem ao menos uma solugao, mas como p > 0, observe que isso so ¢ possivel quando

d d
Loty (mn) s
di

> 7. Agora, da andlise da fungao
1

do

ou seja, para ¥
2

—p+
t%p ty

hl(p) _ 1 (dl CL1> ﬂ dl

—_ — + -,
P tip 1

h1(p)
p

podemos observar que a medida que p cresce a fungao decresce. Portanto, segue do

Teorema 3.1.2 que a orbita periddica transversal ¢ Unica e estavel.
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2. A justificativa é semelhante ao 1° item bastando fazer a mudanca (z,y,t) — (—z,y, —t),

pois fazendo essa mudanca obtemos que
t1 = —ta, to — —11, a1 — —as € as — —a.

Assim, apds a mudanca obtemos uma oOrbita periddica estavel. Dai, com a mudanca leva

t — —t, podemos concluir que a 6rbita periddica transversal no sistema inicial é instavel.

da
3
a condigdo H3, pois temos hy(p) < hy(p) para p > 0. Assim, do Teorema 3.1.1 como

3. Da hipotese temos ‘;—22 = ff—ll, que é equivalente a ly = [;, assim para % < ‘Z—% temos satisfeito
1

nao possui solu¢ao, podemos concluir que o sistema nao tem érbita periddica transversal.

Ja para o caso em que <f—§ — f—;) = 0, temos que todo p > 0 é solucao da equacao acima,
2 1

e dai, do Teorema 11.3 em [4] concluimos o resultado.

3.2 Orbitas periddicas transversais sem conjunto de deslize

Teorema 3.2.1 (Estabilidade da origem sem conjunto de deslize). Assumab =0 eay; <0 < a,

no sistema ([1.16f), seque:
1. A origem € assintoticamente estdavel para a.vqg < aq¥e e instdavel para a.vg > aqe-

2. Se a.yqg = agve, entao a origem € assintoticamente instdvel para Vg4 + V. > 0,

assintoticamente estdavel para vq + v. < 0, e um centro global para v + v, = 0.

Demonstracao:

1. A principio temos que o caso em que ag; = a. = 0 nao satisfaz as hipoteses para esse

item, assim segue o0s casos. Se ag < 0 < a, e a.Vg < agqye, decorre dai que Z— — Z—Z < 0,

como consequéncia da Proposi¢ao 2.1.3(4) temos P'(0) =1 e P"(0) = %(Z—e — 1), ou seja,

P’(0) < 0. Isso quer dizer que préximo da origem a aplicacao de Poincaré se aproxima

de uma parabola com concavidade para baixo e tangente a reta identidade.
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Se ag < 0 e a, = 0, assim segue da hipotese a.vy < aqy. que 0 < ag7., ou seja, V. < 0. Ja
considerando a Proposi¢ao 2.1.3(6) decorre que P'(0) = ¥ < 1.
P v

< y=x Ty

<V
<V

Figura 3.1.1: A origem assintoticamente estavel.

Quando a.vg > agqye a prova segue os mesmos passos anterior, ou usando a simetria II; a

prova se reduz ao caso anterior, mas para esse caso a origem ¢ instavel.

2. Para o caso a4 = agqve = 0, temos nessas condigbes da Proposicao 2.1.3(2) que a
aplicacdo de Poincaré é dado por P(y) = e0a+7e)™y pois b = 0, que implica que P'(y) =
elat1e)™ - Togo, para esse caso segue o resultado, pois para 74 + e > 0, Yg + 7. < 0 é
6bvio a origem ¢ assintoticamente instavel e estavel respectivamente, ja para 4+ 7. = 0
como P(0) =0 e P'(y) = 1, mas as derivadas de ordem superior sdo zero. Assim, a série
da aplicacao de Poincaré é P(y) = y, decorre dai que a origem é um centro global.
Agora para o caso a.YVqy = aqYe 7 0, cabe apenas a andlise, se ag < 0 < a. decorre que
vaYe < 0 e pela Proposi¢ao 2.1.3(4) temos P'(0) = 1, P"(0) = P"(0) = 0, mas para a

quarta derivada
329a(va — ve) (Ya + )
bag?

PV (0) =

Y

segue a andlise, como Y47, < 0 decorre que vq(74—"7.) > 0, daf observe que sing P’V (0) =
sign(yq+ ). Portanto, para a andlise quando 4+ 7. # 0 é ébvio, j& quando v4+ . = 0
tempos ag = —a.. Enfim, usando a Proposi¢ao 2.1.3 (5) obtemos que P(y) = y, logo a

origem é um centro global.

Observagao 3.2.1 Se lim P'(y) < 1, entao existe um § grande o suficiente tal que P(j) < 7.
Y—>00
De fato, chamando de L = lim P'(y) < 1 seque dai que podemos assumir que existe um y* tal
Yy—00

que para y > y* temos

dP 14+ L -
dy 2
para 1sso, basta observar que
P L 1 29 L
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dai para y grande o suficiente temos 2% — L — L <1, disso temos a justificativa da inequacao
acima. Assim, caso P(y*) < y* ja temos o resultado. Mas, caso contrdrio, vamos tomar j > y*

e aplicando o Teorema do Valor Médio obtemos

P(y) = Ply") = P'(yo)( —y") < Ly —y") para y. € (y",9),
pois ‘Zl—]; < L quando y > y*. Agora, subtraindo §j em ambos os lado da inequacio seque que
P(y) =y <-y+PW")+Ly— Ly,
ou seja, temos
P(y) =y < Py") — Ly — (1= L)y.
Portando, para y suficientemente grande temos que
P(y) -y <0+ Py) <¥.

Antes dos proximos resultados, observe primeiro que P(0) = 0. Mais do que isso, se o
sistema tem érbita periddica transversal, segue que a aplicagao de Poincaré possui um
ponto fixo g, ou seja, P(y) = y, e dai podemos pelo Teorema do Valor Médio assumir que existe
um ponto £ € (0,7) tal que P'(§) = 1.

Teorema 3.2.2 (Sistema sem conjunto de deslize). Assumindo no sistema (1.16]) a condigdo

b=0¢ceaq <0< a, seque:

1. Se v4 +v. = 0, entao temos um centro global nao-linear em torno da origem quando

AeYqg = AgYe, € G0 temos orbita periodica transversal quando a.vg 7# agqe-
2. 8¢ v+ v #0 evgve > 0, entao nao tem orbita periodica transversal.

3.8¢ 4+ v #0 evaye <0, entdo quando (V4 + YVe)(aeva — aaye) < 0 temos uma unica
orbita periodica transversal, que é estavel para vq + v. < 0 e instavel para vq + ve > 0.

Além disso, quando (Vg + Ve)(@eva — aae) > 0 ndo temos drbita periddica transversal.

Demonstracgao:

1. Caso acvy = aqye. = 0, segue de imediato da Proposi¢ao 2.1.3(2) considerando as hipSteses
Yo+ 7 =0eb=0que P(y) =y para todo y > 0, e dai segue qua a origem é um centro
global.

Agora, caso a.vq = aqye # 0, segue pela hipétese v, = —v4 # 0 e dai para esse caso temos

que a, = —aq # 0, pois em qualquer dos outros casos caimos no caso anterior.
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(a) Se ag < 0 < @, e assim com a.Yg = ag¥e € Ve + Y2 = 0, ja foi visto que a, = —ay,
dai pela Proposi¢ao 2.1.3(5) temos que P(y) = y para todo y > 0.
J& para a.vg # agve, como v, + 4 = 0, segue que ag # —a.. Assim, considere a
constante 0 < K = —2 # 1. Prosseguindo, por absurdo assuma que existe uma
d
érbita periddica transversal, ou seja, existe g tal que Py(P.(g)) = 9, e pela Proposi¢ao
2.1.3(5) obtemos

PAKP.(5) = K5 = P.(3) = P; (K7) = Pi'(5)

pois Py(Pe(y)) = 4.
Assume a fungdo h(y) = P;'(Ky) — KP;' para todo y > 0. Dai, observe que
h(0) = h(y) = 0, e assim pelo teorema da valor médio, existe & € (0,y) tal que
R(E) = 0, ou seja, K[(P;")(KE) — (P71)'(€)] = 0. Que é um absurdo, porque
(P; ') é mondtona, isso devido ao fato signPj(y) = signvys da Proposicao 2.1.2(3).
Portando, o sistema nessas condi¢oes nao possui érbita peridédica transversal.

(b) Se ag < 0 e a. = 0, com a.yg # agqye segue da Proposicao 2.1.3 (3) e (6) que
ylg{.lo P'(y) = 1, pois yh_}rg) P'(y) = D7) - Além disso, temos singP” (y) = singyq e
que P'(0) = e77. Logo, sem perda de generalidade podemos assumir que v; < 0 e

7e > 0 (caso contrério basta aplicar a simetria II;).

Figura 3.1.2: Comportamente de P’ para o caso acima.

Dai, segue que P’ é decrescente com P’(y) > 1 para todo y > 0, ou seja, ndo existe

ponto £ tal que P'(§) = 1. Portando, o sistema nao tem 6rbita periddica transversal.

2. Primeiramente observe que o sistema (1.16) é um caso particular do sistema ([1.9)),
assim podemos aplicar a Proposicao 1.2.4, como o traco Tt = 2v4 e T~ = 27,, segue
considerando a hipdtese v47. > 0 que a condi¢ao necessaria nunca é satisfeita, ou seja,

nao temos érbita periddica transversal.
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3. Da hipdtese temos 74 + 7. # 0 € 747 < 0, dai obtemos os seguintes casos:

Ya+7% <0 e (ya>0,7% <0), (I)

Yat+7 <0 e (ya<0,7 >0), (II)
Ya+v >0 e (va>0,7<0), (III)
Yo+ >0 e (a<0,7% >0). (VI)

No entanto, pela simetria da Tabela 2.1.1(II;) basta fazer a anélise dos casos (I) e (I11),

pois € equivalente a andlisar dos casos (1), (IV) e (I1), (II1).

e Seja ag < 0 < a., e assuma o caso (I), decorre que 74 + 7. < 0 e pela
Proposicao 2.1.3(3) temos que 113210 P'(y) = D477 ou seja, nessas condicdes
temos 1520 P'(y) < 1 e assim day Observagao 3.2.1 existe y suficientemente grande
tal quey P(y) < y. Assumindo a Proposi¢ao 2.1.3(4) sabemos que P'(0) = 1 e
signP”(0) = sign(acyq — aqy.). Assim, segue os casos
a) Se agyy — agye > 0, temos (74 + Ve)(aeva — agye) < 0, ou seja, signP”(0) > 0.
Logo, temos ao menos uma orbita periddica transversal, e um nimero impar de

orbitas periddicas.
Pa

Figura 3.1.3: Aproximagao do comportamento de P para o caso a).

b) Se acyg — agye = 0, temos (Vg + Ve)(@eya — aave) = 0, assumindo a Observagao
2.1.1 segue P"(0) = P"(0) = 0 e signP'V(0) = sign(vq + ), ou seja, signP!V(0) < 0.
c) Se agyg — agye < 0, assim temos (Vg + Ve)(@eva — agye) > 0, e além disso temos
signP"(0) < 0.
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Logo, nesses casos b) e ¢) se tiver 6rbita periddica transversal, tem um nimero par.

Pa

Figura 3.1.3: Uma possibilidade para a aproximacao do comportamento de P para

o caso b) e ¢), sabendo que esse nao serd a aproximagao correta para esse resultado.

Prosseguindo, mostraremos agora que para a.vq — aqYe < 0 existe uma unica 6rbita
peridédica transversal estavel, ja para a.vq — aqye > 0 nao existe orbita periddica

transversal. Assumindo o Teorema 3.1.3 iremos aplicd-lo ao nosso sistema de interesse

(1.16) dado por:
' 2 —1
x' = e - 0 se x <0,
y L+ 0/ \y ac
] 2 —1 0
9? = WZ T - se x> 0.
y l+9g 0 y (g

A hipétese do Teorema 3.1.3 é satisfeita para o nosso caso em andlise, pois de (I) temos

Yqa > 0 e v, <0, e assim segue
t1=27% <0, di=1472>0, a1 = —a. <0, ty=27>0, dy =14+72 >0, ay = —ag > 0.
Segue do Teorema 3.1.3(1) que uma das hipdteses é dada por ‘Z—j < ff—ll Dai, substituindo

os equivalentes do nosso sistema em questao segue

a9 aq —aQq — Qe Qg Qe
— <= — < E — > — S aeYg — agYe > 0.
ta 2 2% v e

Assim, temos (74 + Ye)(aeYa — agye) < 0. No entanto ja vimos que nessas condigoes existe
ao menos uma 6rbita periddica transversal, logo podemos concluir pelo Teorema 3.1.3(1)

que ela é tnica e estavel.

Agora, do Teorema 3.1.3(2) temos que uma das hipdteses é dada por 2 > ¢, novamente
2 1

substituindo os equivalentes do nosso sistema de estudo obtemos a.v; — aqv. < 0, assim
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segue (Vg + Ve)(@eva — agye) > 0, no entanto vimos que nessas condi¢oes nao temos
a certeza da existéncia de oOrbita periddica transversal. Assim, analisando a condigao

necessaria dada por f—; > ‘Z—%. Obtemos que
1 2

di 1497 Lty L9 T4

—_ > = & & 0
7837 (27)? T (27a)? V2 o

o 1+ = A +73)ve
Ve
Mas, por outro lado temos de (1) que v4 + 7. < 0 e 74 > 0, 7. < 0, e por consequéncia

>0e 95—~ >0.

—Ya > e =75 < Ve =75 — 7 <O.

Portando, a condi¢ao necessaria nao é satisfeita, assim nao temos orbita periddica para
AeYd — AdYe < 0.

Agora, do Teorema 3.1.3(3) a hipétese é ‘;—22 = ‘tl—ll, dai obtemos a.vqy — aqy. = 0, assim

temos (V4 + e )(aeYa — aqye) = 0, também vimos que nessas condi¢oes nao temos a certeza
de orbita periddica transversal, novamente da analise da condi¢ao necessaria segue que
devemos ter ) )

R PN s I B )
iy L5 (27e)? (27a)?

Mas, j& vimos que para (I) temos 73 — 2 < 0, portanto segue do Teorema 3.1.3(3) que

nao temos oOrbita periodica transversal.

e Seja ag < 0 e a, = 0. Observe que a.vg — agYe & —aq7y. # 0 sempre. Enfatizado
novamente que estamos em (/), temos (v4 + 7e)(—aave) < 0, ou seja, —aqye. > 0,
assim como 7, > 0 obtemos 74 < 0. Assim, assumindo a Proposi¢ao 2.1.3(6) temos
que P'(0) = €™ > 1 e além disso signP"(y) = sign(v4), ou seja, P"(y) < 0 para

todo y > 0. Logo, concluimos que P’ é decrescente, e como lim P'(y) < 1. Assim,
Y—00

novamente da Observagao 3.2.1 existe um y* tal que P(y*) < y*. Dal, vai existir um
tnico g tal que P(y) = g, e além disso ¢ facil ver que P'(y) < 1, ou seja, existe uma
Unica oOrbita periddica transversal estavel.

Ja para (74 + 7Ve)(—aqye) > 0, segue que —agy. < 0, assim como 7, < 0 obtemos
~va > 0. Assim, assumindo novamente a Proposi¢ao 2.1.3(6) temos que P'(0) < 1 e
além disso P”(y) > 0 para todo y > 0. Logo, segue que P’ é crescente, e como

P'(0) < P'(y) < lim P'(y) < 1,

Y—00

nao existe g tal que P'(y) = 1, portanto ndo temos érbita periédica transversal.
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e Seja ag = a, = 0, assim temos (V4 +7e)(aeYa — @q¥e) = 0, e além disso agye = aeyg =
0 e nesse caso assumindo Proposicio 2.1.3(2) segue que P(y) = e0at1e)my < o

Portando, nao temos érbita periddica transversal.

Por fim, a justificativa do caso (II]) se obtém seguindo o caminho andlogo ao caso (1),
a menos de alguns detalhes, pois como 74 + 7. > 0 teremos graficamente algo como na
Figura 3.1.4, além disso, observe também considerando ¢ o ponto fixo teremos P'(y) > 1,

ou seja, a nossa Orbita periddica transversal é instavel.

Pa Pa

Figura 3.1.4: Aproximagao do comportamento de P para o caso (I1I). Onde, do lado

esquerdo temos o comportamento para a.vg — aqy. < 0 e do lado direito para

aeYq — agYe = 0.

3.3 Orbitas periddicas transversais com conjunto de deslize

Observe que a aplicacao de Poincaré da esquerda nao depende de b, ja a aplicacao do lado

direto Py e P, ! dependem linearmente do parametro b. Sabendo da dependéncia do parametro

b, a partir de (2.8) e ([2.9)), vemos que
Py (y:b) =b+ Pyl(y — b:0), (3.7)

obtido a partir da mudanga, y — y — b, assim ficamos com um sistema a direita com b = 0,
mas uma translagao com b para manter a mesma orbita.

De fato, de temos para ag = 0 que Py(y;b) = —e™dy + (1 + €%™)b, com y < b. O
que implica que a sua inversa P, '(y;b) = —e ™4y + (e 7™ )b, com y > b. Assim, como
b+ P (y—b;0) = —e ™y + (e 7™ )h, segue a igualdade. J4, para ay < 0, fazendo a mudanca

y — y — b no sistema a direita, obtemos o seguinte sistema
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()5 ) ()(2) = omee
Y 1+~2 0 Y aq

observe que esse sistema tem a mesma forma que o sistema da esquerda, ou seja, da mesma
forma que obtemos ([2.4)), obtemos

_ U e_vdﬁgo'm (t")
1442 sin(tt)

Py —b;0)

—~att
e daf, considerando (2.9), temos P;'(y;b) = b + 11"17 -~ vdsin(fld)(ﬁ). Portando, obtemos a
d
igualdade dada por P; ' (y;b) = b+ P;'(y — b;0).
Além disso, note que sabendo (3.7)), é facil ver que o gréfico de P, Y(y:b) é dado pelo grafico

P;'(y;0) mais uma translagdo com o parametro b. Para isso, observe que por (3.7)) segue
(+ b, Py (y:0) +b) = (y + b, Py (y + bi b)),

ou seja, a ultima coordenada pertence ao grafico de P, Y(y;b). Veja, Figura 3.2.1.

Pd(y) A

Figura 3.2.1: A aplicacao P, ! para b > 0 que depende do parametro 7,4, obtida pela

translacao de P, ! para b = 0 que também depende de 7.

Se g é um ponto fixo da aplicagdo de Poincaré P, entao temos P(y) = Py(P.(9);b) = ¥, que
implica em P.(j) = P; ' (y;b).
Dai, temos que a existéncia de érbitas periddicas transversais é equivalente a existéncia de

zeros para a funcao dada por:
Uy(y) = Py (y;0) — Pe(y) = b+ P (y = 0;0) = Pe(y), para y = b, (3.8)

usando (3.7).

Observagao 3.3.1 Assuma que Vy(y) # 0 para b > 0 ey > b, entdo seque que V(y)(P(y) —
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y) > 0. Assim, explicitando W,(y) > 0, ou seja, Py '(y;b) > P.(y) se, e somente se P(y) > y.

De fato, considerando que P, 1 ¢ decrescente, seque o resultado
P(y) >y & Pa(Pe(y);b) > y & Puly) < Py (y;b) < Wu(y) > 0.

Analogamente, temos que Wy(y) < 0 se, e somente se P(y) < y.

8 > s”

Figura 3.2.2: Se U(y) > 0, entao temos P(y) —y > 0.

Prosseguindo na obtengao das propriedades de W,(y) = P; ' (y; b) — P.(y), segue que as suas
derivadas sao:

! Pl(y), (3.9)

Wy(y) = (P 1) (y;b) — Pl(y) = PG

considerando o fato que a derivada de P;'(y;b) é obtida fazendo

Py(Pi'(y) =y = (Pio Pl ()P (w) = 1= (1) =
Além disso, segue pela regra do quociente que

vy (PLoPiO(y;h) o,
\I[b(y) __(PéOPd_l)g’(y,b) _Pe (y) (31())

Considerando o caso onde b = 0, primeiramente note que Wy(0) = 0. Além disso,
prosseguindo se a4 < 0 < a., segue das formulas (3.9), (3.10) e das Proposi¢ao 2.1.1(2) e
2.1.2(2) que a primeira e segunda derivada de ¥, na origem sao dadas por:

8 e - e
¥ (0) = 0, W(0) = — W4T = dd)e) (3.11)
3040,

De fato, primeiramente temos da Proposicao 2.1.1(2) e 2.1.2(2) que P/(0) = —1,P"(0) = — 3
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P/(b) = —1 e P/(b) = —224 assim segue das férmulas ([3.9) e (3.10) que
d d 3ag

8
Ui(0)=1—-1=0 e ¥y(0) = — _ﬁ + 87e _ _8(%%1 — Qqe)
" ’ (_1)3 3ae 3a40, '

Dando continuidade no objetivo em encontrar as propriedades de W,(y) definida em (3.8))

temos:
Lema 3.3.1 Para o sistema (1.16) com ag <0 < a. e b> 0, seque:

1. Se ¥y (y) = 0, entdo P(y) = y, e em y temos uma orbita periddica transversal estdvel

quando Vi (y) < 0, e instdvel quando V;(y) > 0.

2. A funcgdo U, satisfaz a inequagio Vy(y) > b+ Wo(y) para todo y > b.

Demonstracao:

1. A primeira afirmacao segue de imediato. De fato
Uy(y) =06 Pl (5;0) = Po(y) = 06 Pu(P(y);0) =5 & P(y) = 5.

Além disso, como P;*(7) = P.(¥), segue que a derivada da fungio ¥, dada em (3.9)) reduz

para:
/= 1 - P/(g)
‘I’b(y) = m,
pois
by 1 oo 1=Pi(P(y)P(y) 1-P'(y)
WO = mEey PO T TR  ERG)

E dai, como P, é decrescente, segue que Pj(P.(y)) < 0, ou seja, quando ¥j(y) < 0 implica
que P’(y) < 1, além disso, observe que da Proposi¢ao 2.1.3(3) temos que P’'(y) > 0 para
todo y > 0. Portanto, segue que a orbita peridédica transversal é estavel. Analogamente,

provamos que a 6rbita periddica transversal é instével para Wj(y) > 0.

2. Considerando o fato de que a aplicacao P, 1'é decrescente, temos Py Yy—b;0) > P, Yy;0).
Logo, tomando (3.8)) e a aplicagao ¥, obtemos:

Uy(y) = b+ Py (y — b;0) — P(y) > b+ Py ' (y;0) — Pe(y) = b+ Wo(y), para y>b.
n

Lema 3.3.2 Para o sistema (1.16) com aq < 0 < a. seque:

1. Se 4+ 7. =0, entao signWq(y) = sign(acya — aqy.) para y > 0.
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2. Seva+7e #0747 <0, e (Ya+7e)(aeva — agye) > 0, entdo para y > 0

sign\W (y) — Sign(aefyd B adfye) para aeYd 7 adVe,
0 sign(Yq + Ve) para aecyq = aqVe-

Demonstragao:

1. Nas condigoes da hipétese em que 74 + v, = 0 e b = 0, vamos considerar os casos.

(a) Se acyq—aqy. = 0, segue do Teorema 3.1.2(1) que a origem tem um centro nao-linear

global, isto é, temos que P(y) = y para todo y > 0. Equivaléntemente, obtemos que
Py(Pe(y);0) =y & Py '(y:0) = Pu(y) = 0 & Yo(y) = 0,

assim, Wy (y) também é zero.

(b) Se aeya— aqye # 0, nessas condigoes também do Teorema 3.1.2(1) segue que nao tem
érbita periddica transversal, por consequéncia P(y) # y para todo y > 0, e além
disso pela Observacao 3.2.1 implica em Wy(y) # 0 ambos valido para todo y > 0.
Agora, considerando temos Uy(0) = 0,¥5(0) = —%, isso implica
que sign¥{(0) = sign(acyqa — aqye). Dai, suponha sem perda de generalidade que
aeYa — aqye > 0, ou seja, que Wi (0) > 0, assim como V((0) = 0 segue pelo Teorema
da Conservagao do Sinal, que existe § > 0 tal que Wo(y) > 0 para y € [0,4). E dai,
por consequéncia da Observagao 3.2.1 segue que P(y) > y para y € [0,0), mas nao
temos drbita periddica transversal, ou seja, temos P(y) > y para todo y > 0. Logo,
segue que Vo(y) > 0 para todo y > 0, portanto signWy(y) = sign(acyq — aqy.) para
y=>0.

2. Considerando a hipdtese, segue pelo Teorema 3.1.2(3) que nessas condi¢bes nao existe
érbita periédica transversal, ou seja, P(y) # y para todo y > 0. Continuando, pela
Observagao 3.2.1, temos que sign(P(y) —y) = signWy(y), além disso, da Observacao 2.1.1,

para ag < 0 < a., temos que

{ SigIlP”(O) = Sign(ae’}/d - ad’Ye) para ae%d 7& adYe, (3 12)

signP™V (0) = sign(vq + 7.) para a.yq = aqYe-

Dai, sem perda de generalidade, tome sign(P(y)—y) > 0 para todo y > 0, que vai implicar
que sign¥y(y) > 0 para todo y > 0. Logo, de devemos mostrar que signP”(0) > 0
quando a.yq # aqYe. Suponha por absurdo que signP”(0) < 0, assim como P'(0) =1 e
P(0) = 0, vai existir § > 0 tal que P(y) < y paray € [0,d). Absurdo, pois nessas condigoes

existiria um ¢ tal que P(y) = ¢, ou seja, existira uma 6rbita periddica transversal. De
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maneira andloga, se mostra para o caso em que assumimos sign(P(y) —y) < 0 para todo

y > 0. Portanto, podemos concluir que
signWo(y) = sign(acya — aa%e) para acya # aave

Além disso, usando o mesmo raciocinio mas desta vez ao invés do signP”(0) usar o

signP™V(0) para provar por absurdo, concluiremos que
signWy(y) = sign(yq + Ye) para aeyq = aqVe-

Agora, para o caso a; = a. = 0, nos devemos mostrar que signWy(y) = sign(yq + 7e), dai
sem perda de generalidade, suponha novamente que sign(P(y) —y) > 0 para todo y > 0,
ou seja, signWy(y) > 0 para todo y > 0. Prosseguindo, considere a Proposicao 2.1.3(2)
temos P(y) = e ™)™y pois b = 0. Logo, segue que 74 + 7. > 0, pois caso contrario
teriamos que P(y) < y para todo y > 0, um absurdo.

Ja para o caso ag < 0 e a, = 0, devemos mostrar que signWy(y) = sign(—aq7y.). Considere
mais uma vez, sem perda de generalidade que sign(P(y) —y) > 0 para todo y > 0, ou seja,
signWo(y) > 0 para todo y > 0. Assim, sabendo a Proposi¢ao 2.1.3(6) temos P’'(0) = €.
Dai, suponhamos que sign(—aq7.) < 0, como ag < 0 segue que v, < 0. No entanto, como
P(0) = 0 e pelo fato de 7. < 0 ter que P'(0) < 1, segue pelo mesmo argumento acima

que existird uma vizinhanca de tal forma que P(y) < y para y nessa vizinhanga, absurdo.

Teorema 3.3.1 (Sistema com conjunto de deslize) Assuma a condi¢io ag < 0 < ae, b > 0 no

sistema (1.16]), seque:

1. Se vgve > 0, entao nao existe orbita periddica transversal para 74 + V. > 0, e para

Yo+ Ve < 0 existe uma unica orbita periodica transversal estavel.
2. Se Ygve < 0, considere os subcasos:

(a) Se vi+ e >0 € acya > aqye, entao nao existe orbita periodica transversal.

(b) Se g+ ve =0, acyg < agye € definindo o valor

e
1+92

d

boo = 2(ae + ag)

entao by, > 0, existe uma unica orbita periodica transversal para 0 < b < by, € nao

existe orbita periodica transversal para b > by.
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(c) Se g+ 7 > 0 e aya < agye, entao existe pelo menos duas dorbitas periddicas
transversais para b suficientemente pequeno, e nao existe orbita periodica transversal
para b suficientemente grande. Além disso, se adicionarmos a.aq =0 com ag+ a. #
0, vai existir um valor bsy tal que existe exatamente duas orbitas periodicas
transversais hiperbolicas para 0 < b < bgyn, uma unica para b = bgy, e nao existe

orbita periodica transversal para b > bsy.

(d) Se v4 + ve < 0, entdo sempre existe orbita periddica transversal. Além disso, se

adicinar aga. = 0, entao a orbita periodica transversal é unica.

Demonstracao:

1. Como v47. > 0, segue que

i) Se 4+ 7. > 0, temos 74 > 0, 7. > 0. Assim, do sistema (1.16)) os tragos das
matrizes em S~ e ST sdo respectivamente T~ = 2, > 0 e T = 27, > 0. Dai, assumindo
Proposi¢ao 1.2.4 concluimos que a condi¢ao necesséria pra existéncia da érbita peridédica

transversal nao é satisfeita.

ii) Se 4+ 7. < 0, temos 74 < 0, 7. < 0 ou 74 < 0, 7. < 0. Assim, da Proposi¢ao 2.1.1(3)
e 2.1.2(3) para o primeiro caso obtemos que P.(y) < 0, P’(y) > 0 para todo y > 0, pois
signP?(y) = —signyqg, e Pj(y) < 0, PJ(y) < 0 para todo y > 0, pois signP’j(y) = sign-e.

No entanto, como a primeira e segunda derivadas da aplicacao de Poincaré sao
P'=(PjoP.).P., P"=(PjoP)(P)*+ (PjoP.).P.

¢ facil ver que P'(y) > 0 ¢ P"(y) < 0 para todo y > 0, em ambos os casos. Além disso,
como
P(0)>b e lim P'(y) <1,

Y—00

temos que

P(0) = Py(P,(0);b) = Py(0;b) = P4(0) > b e lim P'(y) = e0atre)m,

Y—0o0

Concluimos da Observacao 3.2.1 e pela concavidade da aplicacao P que vai existir um
unico ponto y onde P(y) = y e P'(y) < 1, isso é, temos uma tnica érbita periddica

transversal estavel.
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Pa

P(0)

Figura 3.2.3: A aplicagao P para o Teorema 3.3.1(1)-ii.

2. Assumindo a hipdtese v47. < 0, segue que

(a)

Como V4 + 7. > 0 e agyqg — agye > 0, segue do Lema 3.3.2(2) que Wy(y) > 0 para
todo y > 0. Além disso, temos pelo Lema 3.3.1(2) que Wy,(y) > b+ Yy(y) para todo
y > b, dai pelo fato de Wy(y) > 0 para todo y > 0 obtemos que

Uy(y) > b >0 para todo y > b.

Logo, finalmente concluimos que nao existe érbita peridédica transversal pelo simples

fato de W, (y) nao possuir zero para todo y > b.

Como v4 = —7. # 0, pois da hipétese temos 74 + 7. = 0 e 747, < 0. Assim, do fato
que

AeVa — GaYe < 0 =" apyg + agyg < 0 = va(aq + ae) < 0,

dai obtemos que b, > 0.

i) Se ag < 0 < a,, afirmamos que o sistema tem no maximo uma Orbita
periddica transversal. De fato, assuma o contrario, que o sistema tem pelo menos
duas érbitas periddicas transversais. Assim, a aplicacao de Poincaré possui dois
pontos fixos 77 e 7. Agora, seja k = Z—d Das hipoteses obtemos que k£ < —1.

Pois, como 747, < 0, 74 = —7. # 0 e assumimos sem perda de generalidade que
Yq > 0 e v, <0, devido ao fato que caso contrario podemos aplicar a simetria I3 da
Tabela 2.1.1. Segue, que

Ad _ ya="e ad
AeYa < GaYe = V4 < Ve = Ve < T = k< -1
e

e

Agora, tomando a formula (2.15)) dada por



3.3 Orbitas periédicas transversais com conjunto de deslize 65

Qq Qaq
Pib—=2P.(y)] = b— 2y,
b~ SRy = b= Tty
segue que
Pe(y)=P; "

b—kP(y:) = Py (b= ki)
Assim, defina a funcao
h(y) = Py (b—ky) — b+ kP; ' (y) para y > b.

Observe que h(y1) = h(ya) = 0, e segue do Teorema do Valor Médio que existe
¢ € (g1, 92) de tal forma que

W) = —k[(Py") (b— k&) — (BY)(€)] =0,

mas isso é impossfvel porque além de K # 0 sempre, temos que (P; ')’ é monétono
devido ao fato que da Proposicao 2.1.2(3) temos signP’j(y) = signyq # 0. Enfim,
concluimos que o sistema possui no maximo uma orbita periédica transversal, isso
é, encontramos um maximo de érbitas periddicas que o sistema possui. Agora
provaremos em quais condicoes existe e nao existe a orbita periddica transversal.
Como assumimos sem perda de genaralidade que 74 = —7. > 0, obtemos da
Proposicao 2.1.1(3) e 2.1.2(3) que sing(A(y) — Pe(y)) = sing(7e) e que sing(P;*(y) —

A7'(y)) = sing(va) respectivamente. Logo, temos

Poy) > Ac(y) e Pr'(y) > A7'(y).

Além disso, temos
A7) = Acly) = (1 +7T)(b = o), (3.13)

pois

1473 1472

= (1+7m)(b — 2(ac + ag)255) = (1+ €77 (b — bao).

{ AT ) — Acly) = =y + (14 e70m) (b + T204) — (—e™™y + 1525 (1 + €77))
1442

Assim, para 0 < b < b, segue de (3.13) que A;'(y) < A.(y), assim como P,(y) >
Ac(y) obtemos que

A7 () < Ac(y) < Pu(y).

Dal, pela caracterfstica das curvas assintéticas e como P; ' (y) > A" (y) temos para
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y suficientemente grande que
AN y) < Pri(y) < Ady) < Puy) para y>>1,
pois P, ! se aproxima tanto quanto se queira de A;l para y grande, isto é,
Uy(y) = By '(y) — Pe(y) <0 para y >>1.

Ainda, como Wy (b) = P;!(b) — P.(b) = —P.(b) > 0, obtemos que o sistema possui
ao menos uma Orbita periddica transversal, mas como provamos pela propriedade
da funcao h que temos no maximo uma orbita peridédica transversal, concluimos que
a orbita periddica transversal é tinica. Além disso, a érbita periddica transversal é
estavel devido ao fato que a funcao V¥, é decrescente na vizinhanca do seu zero, ou
seja, dado g tal que V() = 0, vai existir € tal que W} (y) < 0 para y € (y — €,y +€),
logo do Lema 3.3.1(1) a estébilidade.

Agora, para b > b, segue de (3.13) que A.(y) < A;'(y), e como P;'(y) > A (y)
obtemos que

Ac(y) < A7 (y) < Pr(y),

e pelo mesmo argumento anterior por P.(y) > A.(y) e P. ser assintéta a A., segue

que

Ac(y) < P.(y) < A7'(y) < Py'(y) para y >>1,

ou seja, temos

Uy (y) = Pd_l(y) — P.(y) >0 para y>>1.

Assim, o sistema ((1.16|) nao tem Orbita peridédica transversal ou possui um nimero
par de Obitas periddicas. No entanto, como ja vimos que nessas condi¢oes temos no

maximo uma orbita periddica, podemos concluir que nao temos orbita periddica.

ii) Se ag < 0 e a, = 0, como v4 = —7, > 0. Novamente usando a Proposi¢ao 2.1.2(3)
sabemos que sign(P; ' (y) — A;'(y)) = sign(a), ou seja, A7 (y) < Pyl (y). Além
disso, veja agora que A" (y) — P.(y) = (1 + €7™)(b — by,), de fato dado

- —YaT —YdT 2a ™
AT ) = Pay) = =y + (L e 220 ()
d

2a474q
(

Yd=—"e
=" (1+e)(b—(—
( ) 1442

) =(1+e"")(b—bx)-
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Assim, para 0 < b < by, segue que A;'(y) < P.(y) logo, da propriedade da curva

assintotica, obtemos a desigualdade
Al (y) < P (y) < P.(y) para y >> 1.

Isso implica que ¥, (y) < 0 para y >> 1 e do fato ¥, (b) > 0, j4 podemos concluir que
existe ao menos uma érbita periddica transversal, mas por outro lado, da Proposicao
2.1.3(6) temos que signP”(y) = sign(vq), ou seja, P"(y) > 0 para todo y > 0.
Portando, a aplicacao de Poincaré possui um tnico ponto fixo, que corresponde a

Unica érbita periddica transversal que é estavel.

Agora, para b > b, da mesma forma obtemos que
P.(y) < A;'(y) < Py (y) para y >> 1,

isto é, ¥y(y) > 0 para y >> 1, assim pelo fato de P”(y) > 0 para todo y > 0,
concluimos que o sistema (|1.16]) nao possui érbita peridédica transversal.

Observe que o caso ag = a., = 0 nao se encaixa nas condi¢oes da hipdtese.

Tendo em maos as hipdteses, iremos a principio aplicar o Teorema da Funcao

Implicita em duas diferentes solugoes da equacgao dada por:
Wy(y) = b+ Pyt (y)(y —b,0) = Po(y) = 0. (3.14)

Sabemos pelo Teorema 3.2.2(3) que para b = 0 temos uma tnica drbita periddica
transversal instavel, pois v4 + 7. > 0. Assim, vai existir um valor y > 0 de tal forma
que o par ordenado (b,y) = (0,7) satisfaz a equacao (3.14). Além disso, pelo fato
da instabilidade da érbita periddica do Lema 3.3.1(1) segue que ¥j(y) > 0 assim,
aplicando o Teorema da Funcao Implicita vai existir uma fungao continua y = §(b)
com b € (—€y,€) para um dado €; > 0 e de tal forma que §(0) =y e WU,(5(b)) = 0.
Isto significa que existe drbita periédica transversal instével para b € (—eq, €1).

Temos também que o par ordenado (b,y) = (0,0) satisfaz a equacao (3.14), sé que
Uy (0) = 0 e isso nos impossibilita de aplicarmos o Teorema da Fungao Implicita, e
nao podemos garantir a existencia de outra Orbita peridédica transversal. Assim, a

maneira serd derivar W,(y) com relagao a b:

) =1 (P Yy - b.0),

de modo que
0

%\I’b(y) |(y,b)=(0,0): 1- (—1) = 2,
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pois (P;1)/(0,0) = —1. Logo, aplicando novamente o Teorema da Funcio Implicita
vai existir uma fungao continua b = n(y) com y € (—ea,€) para um dado €3 > 0
e de tal forma que 1(0) = 0 e W, (y) = 0. Além disso, fazendo a analise local

de n(y), considerando primeiramente o caso ag < 0 < a. temos que 7'(0) = 0 e

7,’/l (O) — 8(aeva—adYe)

boa , com efeito:
(=

Vi (y) :
n'(0) = =55, |wh=00=0, pois ¥;(0) =0,

ob
(§]
\I’”( ) \I/”(O) _8(ae'7d_ad’Ye) 8(@ 4 )
7'(0) = =2 = — e = sage.___ 8(0eVd — Aa¥e) _

Agora, para o caso ag < 0 e a, = 0 temos que 0 < 7/(0) < %, veja adiante, a principio

observe que 7, < 0, pois
a.=0 aqg<0
aeYa < ag¥e = 0<agye = 7. <0.

Assim, segue que

1 _ p! . .
(0) = —2W) _ _(mg — £O) P Gt i B
0¥y (y) 2 (y,6)=(0,0) 2 2 2 :
ob
b=T1(y) &
SIS y

Figura 3.2.4: A aplicagdo n para os casos (aq < 0 < ae) e (aqg <0 e a.=0).

Logo, temos a existéncia de outra drbita peridédica transversal para b = n(y) > 0

com y positivo e suficientemente pequeno.

J4, fazendo a andlise da estabilidade veremos que essa orbita periddica transversal
é estavel, de fato. Se ag < 0 < a., segue de (3.11)) que ¥y(0) = 0 e ¥;(0) < 0, pois
vi(0) = —W. Agora, se ag < 0 e a, = 0, temos ¥}(0) < 0, pois usando

Proposigao 2.1.1(1) e 2.1.2(2) obtemos ¥} (y) = P,;(y) — Pl(y) = —1+€™™ e como ja
d

vimos que nessas condigoes 7, < 0 segue o resultado.
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Dai, pelo Teorema da Conservagao do Sinal e ainda mais como W¥(y) depende
linearmente de b segue que Wj(y) < 0 para b > 0 e suficientemente pequeno. Logo,

por esse fato a dérbita periddica transversal em andlise é estavel.

W)

=y

Figura 3.2.5: A aplicacao Wo(y) e ¥y(y) com b > 0, y > 0 e suficientemente

pequeno.

Portanto, até esse momento justificamos a existéncia de duas drbitas periddicas
transversais uma instavel e outra estavel. Mostraremos, ainda que para um dado
b suficientemente grande nao temos orbita periddica transversal, primeiramente
considerando novamente o Teorema 3.2.2(3) e deduzindo que ¥y(y) > 0 para todo
y > 1, pois nessas condi¢oes temos uma tinica o6rbita peridédica transversal instavel.
Assim, tomando

b > max ’\I’O@)’a
y€[0,7]

e ainda mais do Lema 3.3.1(2) temos que V,(y) > b+ Vy(y) para todo y > b, assim
é imediato que Wy(y) > 0 para todo y > b. Portando, concluimos que nao existe

6rbita periddica transversal para b suficientemente grande.

ETON

max )|
yem.y)

=<

Figura 3.2.5: As aplicagoes Wo(y) e |Wo(y)| para y € [0, 7).

Ainda mais, agora acrescentando a condigdo aga. = 0 com ag + a. # 0, segue
da Proposicao 2.1.3(6) ou (7) que a aplicacado de Poincaré P possui convexidade

definida. Logo, podemos concluir que a aplicacao de Poincaré tem no méximo dois



3.3 Orbitas periédicas transversais com conjunto de deslize 70

pontos fixos. Além disso, concluimos também que como para b pequeno temos duas
orbitas periddicas transversais e para b grande nao temos nenhuma, ird existir com

certeza um bgy onde so teremos uma tnica érbita peridédica transversal.

Um esboco da prova no caso ag < 0 < a,. é dado na Figura 3.2.6.

AP‘uS(y) . Pe(y) ‘P'b1(y) - Pe(y)

Figura 3.2.6: Bifurcagao do nimero de érbitas periddica transversal para b = 0 (no
lado esquerdo), b > 0 (no lado direito), ainda mais, a aplicacao P, com v, < 0 em

trago sélido e P, ! com 4 > 0 em traco tracejado.

Além disso, temos também um esboco da prova para o caso ag < 0 e a, = 0 na
Figura 3.2.7.
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P(Y) s

b

Figura 3.2.7: Bifurcagdao do nimero de érbitas peridédicas transversais quando b > 0

varia e aqa. = 0, ag + a. # 0.

Por hipétese temos 74 + 7. < 0, isso pela Proposicao 2.1.3(3) implica que
lim, o P'(y) < 1. Assim, usando a Observagao 3.2.1 e o fato que P(0) > b, logo a
aplicagao de Poincaré tem pelo menos um ponto fixo y onde P'(y) < 1, ou seja, o
sistema tem pelo menos uma Orbita periddica transversal estavel.

Agora, acrescentando a condicao aga. = 0, segue os casos. Se ag = a. = 0, decorre

da Proposi¢ao 2.1.3(2) que a aplicagao de Poincaré é dada por
P(y) = e('YdJrWe)Wy + (1 + 67‘”)(),

e nesse caso a aplicacao de Poincaré possui um tnico ponto fixo y dado fazendo

P(G) = § = e 4 (14 b= = = — >

1 — e~ (vatye)w )
Agora, se aga. = 0 com ag + a., # 0, e assumindo que ay < 0 e a, = 0, pois caso
contrario aplicamos a simetria II;. Obtemos, dai que signW{(y) = signyq. De fato,

considerando

P} o P (y;b
i L U pry),
(Fg0 Py )3 (y;0)
0, da Proposigao 2.1.2(3) que (P} o

Valy) = —

segue da Proposi¢ao 2.1.1(1) que P!(y) =

e
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3.4

P13 (y;b) < 0, daf temos signW)(y) = signP’(y), que implica em sign¥}(y) =
signyy. Dando prosseguimento, vamos andlisar dois casos que depende do sinal de

Yd-
Primeiramente considere o caso 74 < 0, dai segue ¥,”(y) < 0 e obteremos que

lim W} (y) = e 74" (=1 4 "=H1a™) < 0, (3.15)

Yy—00

pois novamente da Proposigao 2.1.1(1) e 2.1.2(3) segue que lim, ,, P/(y) = —e"

e lim, , o Pj(y) = —e"", assim justificamos considerando que
1
lim ¥ (y) = lim ———— — P/(y) = —e 1™ 4 %™ = ¢ W7 (—1 4 e tra)m),
Jm Uy) = I prpyy ~ W ( )

Assim, sabendo além disso que W¥,(b) > 0 e o fato da convexidade de W;(y) bem
definida, segue o resultado. Agora, para o caso v > 0, temos ¥} (y) > 0, assim segue
que Wy (y) é crescente, ou seja, decorre dai e de (3.15]) que ¥} (y) < —e™ 4" €Y < 0,
logo segue o resultado. Veja Figura 3.2.8.

fuyp ¥ Hy) A
Yooy - - *_"'/ Vo)l - -y
' y
0 b y 0 b \\ y

Figura 3.2.8: A unicidade da dérbita periddica transversal quando aga, = 0 com

aqg+ a. # 0, com 74 < 0 (lado esquerdo) e 74 > 0 (lado direito).
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Observamos que nesse trabalho foi tratado o caso em que temos um sistema linear por partes
em duas zonas, possuindo um foco virtual em cada zona. Ao longo do trabalho foi demonstrado
que o nimero maximo de ciclos limite encontrado para esse caso é dois, com a possibilidade da
existéncia de mais. A titulo de curiosidade observamos que quando é permitido que os focos
sejam reais, isto ¢, segundo nossa notacao que ay > 0 e a. < 0, entao podemos ter até 3 ciclos
limite. Por exemplo ver [13] e [1]. Até onde sabemos, ainda nao foram fornecidos exemplos em

sistemas lineares por partes em duas zonas que possuam quatro ciclos limite.



[11]

[12]
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