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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar a estabilidade de equacgoes de diferen-
cas do tipo quase lineares utilizando o Método de Linearizagao, visando sua aplicacao

na analise de modelos na area de Biologia e Economia.

Palavras-chave: Equacoes de Diferencas, Equacoes de Diferencas Quase Lineares,
Estabilidade.



Abstract

The main objective of this work is to study the stability of almost linear difference
equations, by using the Linearization Method, in order to use in the analysis of some

models in Biology and Economy.

Keywords: Difference Equations, Almost Linear Difference Equations, Stability.
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1 Introducao

Equacoes discretas ou equacoes de diferencas descrevem sistemas dinamicos cuja
evolucao no tempo é medida em intervalos discretos. Em muitas aplicacoes é desejavel
saber se todos os estados de um sistema tendem para seu estado de equilibrio, ou seja,
solucoes constantes determinadas por pontos especiais chamados pontos de equilibrio.
Porém, ha casos em que é grande a dificuldade para encontrar uma solu¢ao de uma dada
equacao numa forma explicita. Dessa maneira, é importante considerar informacoes
sobre as solucoes dessas equacoes sem realmente resolvé-las. Para isso, tomamos pontos
iniciais proximos aos pontos de equilibrio e analisamos o comportamento das solucoes
determinadas por esses pontos com o propoésito de saber se as solugoes se aproximam
ou se afastam da solucao constante. Esta parte da teoria das Equagoes Discretas e
Continuas chama-se analise de estabilidade.

Este trabalho tem como objetivo estudar a estabilidade de equacoes do tipo quase
lineares, estas que apresentam diversas aplicacoes, nao apenas biologicas mas também
dentro da economia, podendo ser 1til nestas areas. Desta maneira, partimos do estudo
da teoria geral de equacoes de diferencas, analisamos a estabilidade de equacoes de
diferencas lineares e a estabilidade de sistemas lineares de equacoes de diferencas, e
por fim estudamos as equacoes de diferencas quase lineares.

Deste modo este trabalho ficou assim dividido:

No segundo capitulo, procuramos estabelecer a teoria geral sobre equacoes discretas.
Comecamos por definir equagao discreta e sua relacdo com equagoes de diferencas e,
assim, como encontrar solucoes de equacgoes de diferencas lineares de primeira e segunda
ordem dada uma condi¢ao inicial. Aqui encontram-se também alguns métodos para
determinar solucoes numéricas para equacoes diferenciais.

No terceiro capitulo, apresentamos os conceitos de ponto de equilibrio, estabilidade
de pontos de equilibrio e em seguida apresentamos o método da Teia de Aranha para
analisar graficamente o comportamento das solugoes das equagoes discretas no caso
real. Para finalizar o capitulo, estabelecemos os critérios de estabilidade para pontos
de equilibrio e definimos pontos periddicos e ciclos.

No quarto capitulo, estendemos o conceito de ponto de equilibrio e estabilidade de
pontos de equilibrio para sistema linear de equagoes de diferencas. Para finalizar o

capitulo, estabelecemos critérios para a estabilidade de sistemas de duas equacoes e
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Introducao

analisamos o plano de fase.

Por fim, no quinto capitulo, apresentamos as equacoes de diferencas quase lineares
e sua estabilidade. Para analisar sua estabilidade, realizamos um processo de lineariza-
¢ao, onde foi possivel encontrar um modelo linear que fosse uma boa aproximacao da
equacao quase linear, e assim, através da estabilidade da equacao linear, analisamos a
estabilidade da equacgao quase linear.

A teoria abordada baseia-se, principalmente, nas referéncias [1] e [6] e as aplica¢oes
podem ser encontradas nas referéncias [1] e [5].

Para a construgao dos graficos apresentados no trabalho, foi utilizado o programa
Wolfram Mathematica 8.0.



2 Teoria Geral de Equacoes de

Diferencas

Um sistema pode ser definido como um conjunto de objetos agrupados por alguma
interacao ou interdependéncia, de modo que existam relacoes de causa e efeito nos
fendomenos que ocorrem com os elementos desse conjunto; e é dito dinamico quando
algumas grandezas que caracterizam seus objetos constituintes variam no tempo. Um
sistema dinamico descreve diferentes tipos de situacoes e, consequentemente, diferentes
tipos de modelos podem ser construidos e usados para se estudar sua evolucao temporal.
O objetivo desses estudos tedricos é prever o futuro (ou explicar o passado) de modo
cientifico. Para fazer isso, é necesséario conhecer e compreender as regras que governam
as mudancas que ocorrerdo. Quando o tempo n é continuo para a grandeza z(n), a
variacao é medida pela derivada %x(n) e, assim, o estudo matemético de mudancas
corresponde ao estudo de equagoes diferenciais. Ao assumir que o tempo evolui de
forma discreta, ou melhor, que o sistema se altera somente em determinados instantes,

deve-se entao, estudar equacgoes de diferencas.

e Sistema dindmico discreto: quando a variavel n é um ntmero inteiro. Nor-
malmente, toma-se n € Z,, ou seja, assume-se que n ¢ um nimero inteiro nao-
negativo. A evolucao de um sistema de tempo discreto é governada por uma ou
mais equacoes, que relacionam o valor da variavel x no instante n € Z, a valores

de z em outros instantes, tais como: n+ 1, n+ 2, n + 3.

e Sistema dinamico continuo: quando a variavel n é um nimero real. Normal-
mente, toma-se n € R, ou seja, assume-se que n é um nimero real nao-negativo.
A evolucao de um sistema de tempo continuo é governada por uma ou mais

equacoes diferenciais, que relacionam a variavel  com suas derivadas.

2.1 Sistema dinamico discreto

Equacoes discretas geralmente descrevem a evolucao de um certo fendémeno ao longo

do tempo.

19
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Definicao 2.1. Dada uma funcao [ :Z, x R — R, uma equacao discreta de primeira

ordem € dada por:
z(n+1)=f(n,xz(n)), (2.1)
onde n > ng (n € N), para algum ng € N.

Teorema 2.1.1. Dada uma condicdo inicial z(ng) = xo, existe apenas uma tunica

soluc¢do x(n) = x(n, ng, o) de (2.1) para n > ng tal que z(ng, ng, o) = xo.

Esta solucao pode ser construida por iteracoes:

x(ng + 1,n9,z0) = f(no, x(no)),

x(ng + 2,n0,z0) = f(no + 1, z(ne + 1)),

x(ng + 3,n0,z0) = f(no + 2,z(ng + 2)).

Generalizando, temos x(n,ng, o) = f(n — 1,z(n — 1,19, 20)).

Se a funcao f nao depende explicitamente de n, isto é, se f : R — R, a equacao

passa a ser
z(n+1) = f(z(n)), (2.2)

que é chamada de equacao auténoma. Partindo de um valor inicial xg obtemos, através

da relagao (2.2), a sequéncia

20, f(Io), f(f(x()))7 f(f(f(xO)))a

Por conveniéncia serao adotadas as notacoes:

f2(xo) = f(f(0)). f*(z0) = f(f(f(w0))),

e x(n) = x,. Assim,

x1 = f(xo), 22 = f*(x0) = f(f(20)), 3 = f*(x0) = f(f(f(20))), ..., 20 = f™(0),

em que f"(xy) é chamada de n-ésima iteracao de xg através de f. O conjunto de todas
as iteragoes f™(xo), para n > ng, ¢ chamado de drbita de xy ou solu¢do da equagio
discreta e sera denotada por O(xy).

As equagoes dadas por z,11 — x, = g(z,) sao chamadas de equagoes de diferengas
e sao equivalentes a (2.2) se f(x) = g(x) + x. Por isso, equagdes de diferengas sao
geralmente consideradas sinonimos de equagoes discretas.

Em geral, uma equacao de diferengas linear nao-homogénea de ordem k£ é dada por:
z(n+k)+pi(n)x(n+k—1)+...+pe(n)x(n) = g(n), (2.3)

onde p;(n) e g(n) sao fungoes reais definidas para n > ng, i = 1,...,k e pp(n) # 0
para todo n > ng. Se g(n) for identicamente nula, entao (2.3) sera dita uma equagao
homogénea.

Na proxima secao, estudaremos casos especiais de equacoes de diferencas, deno-
minadas equagoes lineares. Restringiremos nossa discussao as equagoes de diferencas

lineares de primeira e segunda ordem.
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2.2 Equacoes de diferencas lineares de primeira or-

dem

Sejam a(n) e g(n) fungbes reais definidas para n > nyg. Uma equacdo linear nao

homogénea de primeira ordem ¢ dada por:

y(n+1) =a(n)y(n) +g(n), y(no) =y, n = no, (2.4)
e a equacao homogénea associada ¢ dada por:
z(n+1)=a(n)z(n), z(ng)=x9, n>nyg. (2.5)

Em ambas as equagoes, assumimos que a(n) # 0, para n > no.
Dado z(ng) = x, podemos obter a solu¢ao de (2.5) através de iteragoes:
x(ng + 1) = a(ng)x(ng) = a(ng)zo,
x(ng+2) = a(ng + D)x(ng + 1) = a(ng + 1)a(ng)xo,
x(ng + 3) = a(no + 2)z(ng + 2) = a(ne + 2)a(ng + 1)a(ng)xo.

Assim, por Inducao Finita, podemos mostrar que:

z(n) =a(n — a(n —2)...a(ng)xo,

= [H a(i)] xo. (2.6)

i=no
A tnica solugao da equagao nao homogénea (2.4) pode ser encontrada da seguinte
forma:
y(no + 1) = a(no)yo + g(no),
y(no +2) = a(ng + 1y(no + 1) + g(no + 1)
= a(no + 1)a(no)yo + a(no + 1)g(no) + g(no + 1).
Assim, por inducao, para todo n € Z,, segue que'

o = |t |+ 5

i=ng r=ng

H ] g(r). (2.7)

i=r+1

De fato, assumindo que a igualdade (2.7) seja valida para n =k, y(k+1) = a(k)y(k) +
k

g(k), assim, pela formula (2.7) e considerando H a(i)=1e Z a(i) = 0, temos:
k—1 o k—1 o
y(k+1) = [Ha yo+z [ ) I « l)] g(r) +g(k)
=n r=ng i=r+1
Mk k
= H a(i) | yo + Z ( IT « ) g(r) + (H a(l’)) g9(k)
:szno - r= kno i= 7];—{- i=k+1
Lot w+ > (H a(z’)) o(r).

no
Portanto, a férmula (2.7) é valida para todo n € Z,.
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2.2.1 Casos especiais de equacoes lineares

Héa dois tipos de casos especiais de (2.4) que sdo importantes em muitas aplicagoes.

O primeiro é dado por:

y(n+1) = ay(n) +g(n), y(0) =yo

em que a fungao a(n) de (2.4) é constante e ng = 0. Para determinar sua solucao,

usamos a formula (2.7),

n—1
y(n) = a"yo + > a" " g(k). (2.8)
k=0
O segundo caso especial é a equacao dada por:

y(n+1) =ay(n) + b, y(0) = yo.
Para determinar sua solugdo, usamos a formula (2.8) e obtemos,

a —1

a—1

], se a#1,
Yo + bn, se a=1.

a™yo + b [

y(n) = (2.9)

Como exemplo da utilizagdo da formula (2.7) para ny # 0, considere a equacao
z(n+1)=2z(n)+3", =z(1)=0,5,

cuja solucao é dada por:

n—1

1
p(n) = 520714 Y 2m st
k=1

n—1 k
— 2n—2 + 271—1‘ Z §
2

k=1

_ on—2 n—1§ (%)nil_l

= 3" —5.2"2

A seguir, apresentamos uma aplicacao que envolve o modelo dado pelo segundo
€aso.

Uma certa droga ¢ aplicada em um corpo uma vez a cada 4 horas. Seja D(n) a
soma da droga no sistema sanguineo no n-ésimo intervalo. O corpo elimina certa fragao

p da droga durante cada intervalo de tempo. Se a quantidade aplicada for Dy, temos:

D(l) = DO + DO —pDo
D(2) = Dy + Dy — pD(1)

D(n+1) = D(n) — pD(n) + Dy = (1 —p)D(n) + D.
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Assim, a quantidade da droga no sistema sanguineo no tempo (n + 1) é igual a
quantidade no tempo n menos a fracao p que é eliminada do corpo, mais a nova
dosagem Dy.

Usando (2.9), temos:

D(n) = (1-p)"Do+ Dy |42

(1-p)—-1
_ _o\n _ (A=p)"Do |, Do
= (I—=p)"Do ot
_ _a\n _ Do Do
= (1-p) [DO " ] + po

Como 0 < 1 —p < 1, concluimos que, com o passar do tempo, o valor D(n) tende

. 0
a se estabilizar no valor —.
p

2.3 Equacoes de diferencas lineares de segunda ordem

com coeficientes constantes

Uma equacao de diferencas linear homogénea de segunda ordem com coeficientes

constantes é dada por:
z(n+2)+pz(n+1) +px(n) =0, x(ng) =x9, n>ng>0, (2.10)

onde os p.s sao constantes, 1 <7 < 2 com py # 0.
No proximo resultado provamos que a combinagao linear de duas solugoes de (2.10)

também é solugao de (2.10).

Teorema 2.3.1. Se p1(n) e po(n) forem solugoes de (2.10) e se ¢ e ¢p forem constantes,

entdao a fun¢ao p(n) = c1p1(n) + capa(n) também sera solucao de (2.10).
Demonstracao. Note que

o(n+2) +prpn+1) +pap(n) = cifpi(n+2) +prpi(n +1) + papr(n)]
+c2 [pa(n +2) + prpa(n + 1) + pagpa(n)] = 0,

pois 1 e g sao solugoes de (2.10). Logo, ¢ também é solucao de (2.10). O

De acordo com S. Elaydi [1], temos que o conjunto S de todas as solucoes de (2.10)
forma um espaco vetorial de dimensao 2 com as operacoes de adicao e de multiplicacao
por um escalar. Assim, dada uma base para S, sabemos que qualquer solucao de
(2.10) sera combinacao linear dos elementos da base. Veja E. L. Lima [3]. No capitulo
4, esta teoria serd abordada de maneira mais detalhada, trabalhando-se com sistemas
de equacoes de diferencas.

Assumimos agora que as solugoes de (2.10) sao da forma A", onde A é um namero

complexo. Substituindo este valor em (2.10), temos:

N+ pid+py=0.
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Este polinomio é chamado de polindmio caracteristico de (2.10), e as raizes A sdo

chamadas de raizes caracteristicas. Resolvendo esta equacao, temos:

A = —p1 — /i — 4p2 6 Ay — —p1+ /Dt — 4p2
> = 5 )

2

Temos trés casos a considerar:

(1)

(if)

Quando p?—4p, > 0, teremos duas raizes caracteristicas reais e distintas: x;(n) =

Al e xo(n) = Ay, Assim, uma solugdo poderé ser dada por
z(n) = e A} + ag\y,
onde a; e as sao constantes.

Quando p? — 4p, = 0, teremos duas raizes caracteristicas reais e iguais. Assim,
Al =X\ = —]2, e sendo x1(n) = A} uma solucao de (2.10), teremos que encontrar
x9(n). Supondo z3(n) = nA} e substituindo em (2.10) temos:

(n+2)AT2 4 pr(n+ AT +pand} = (AT +pid 4 p2)nA™ + (201 +p) A" =0,
pois, como \; é raiz caracteristica entdo \? +p; A\ + py = 0; além disso \; = _n
entdao 2\; + p; = 0. Logo, z2(n) também é solucao de (2.10). Portanto, uma

solugdo de (2.10) é dada por:
z(n) = a1z1(n) + asx(n) = a A} + aenA} = (a1 + nag) A7,

onde a; e a, sao constantes.

O terceiro caso é quando as raizes caracteristicas sao complexas. Antes de en-

contrar a solucao deste caso, apresentaremos o seguinte teorema:

Teorema 2.3.2. Seja x(n) = u(n) + iv(n) uma solu¢ao complexa da equagao de
diferengas (2.10), onde u e v s@o fungoes reais. Entao, u e v sdo solugoes reais de
(2.10).

Demonstragao. Como x(n) = u(n) + iv(n) é uma solu¢ao de (2.10), entao:

u(n+2) +iv(n+2)+p [u(n+1) +iv(n+1)] + p2 [u(n) + iv(n)] = 0=

0
= u(n+2)+pun+1) + pou(n) +ifv(n+2) + po(n+ 1) + pov(n)] = 0.
Assim, temos:

u(n+2)+pu(n+1)+pu(n)= 0 e
v(n+2)+pv(n+1)+pw(n)= 0

Portanto, u e v sdo solugoes reais de (2.10). O
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Analisemos agora o terceiro caso:

(iii) Quando p? — 4ps < 0, temos raizes caracteristicas complexas A\, = a + i3 e

=a—if,a, R, #£0.

Escrevendo A; em coordenadas polares, temos A\ = rcos(0) + irsen(d), onde
a=rcos(f) e B =rsen(d), r=+/a?+ 32, 0 =tan"! (é), com « # 0.

o
Temos:

z(n) = N} = (rcos() + irsen(0))" = r™ (cos(nf) + isen(nf)),

assim, x1(n) = r"cos (nf) e xo(n) = r"sen (nf) sdo solugdes reais de (2.10).

Logo, uma solucao de (2.10) é dada por:

x(n) = 1" (cicos (nf) + casen (nh)) .

Apos caracterizarmos equacoes de diferencas de primeira e segunda ordem e ana-
lisarmos as solugoes de alguns casos especiais, no préoximo capitulo, analisaremos a

estabilidade de equacoes de diferencas auténomas de primeira ordem, no caso real.



3 Estabilidade de equacoes de

diferencas autonomas: caso real

Neste capitulo vamos analisar o comportamento qualitativo das solucoes de um

sistema discreto autonomo,

z(n+1) = f(z(n)), (3.1)

emque f:R—>RenecZ.

3.1 Pontos de equilibrio

A nocao de ponto de equilibrio é central nos estudos de sistemas dinamicos e alguns
sistemas fisicos. Em muitas aplicacoes na Biologia, Economia, Fisica, Engenharia, é

desejavel que todos os estados de um dado sistema tendam a um estado de equilibrio.

Definicao 3.1. Um ponto x* no dominio de f é dito ponto de equilibrio de (3.1) se

for um ponto fizo de f, isto é, f(x*) = z*.

Em outras palavras, z* é uma solugao constante de (3.1), pois se x(0) = z* for o
ponto inicial, entdo z(1) = f(z*) = 2%, x(2) = f(z(1)) = f(z*) = x*, e assim por
diante. Graficamente, um ponto de equilibrio é a abscissa do ponto onde o gréfico de
f intersecta a linha diagonal y = x. Por exemplo, ha trés pontos de equilibrio para a
equacao

z(n+1) = 2°(n)

3 3

pois, para f(x) = z°, a equagdo f(z*) = x*, ou seja x
sao -1,0 e 1 (Figura 3.1).

Como consequéncia do Teorema do Valor Intermediario, temos assegurada a exis-

= x, apresenta trés raizes, que

téncia de, pelo menos, um ponto fixo para uma funcao f sob determinadas condicoes.

Vejamos:

Teorema 3.1. (Teorema do Valor Intermedidrio (TVI)). Suponha que f :[a,b] — R
seja uma fungao continua e que yqy esteja entre f(a) e f(b). Entao, existe pelo menos

um xo € (a,b) tal que f(zo) = yo.

27
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1.0

—-1.5 —1.0 -0 0.5 1.0 1.5

—1.0}

—1.5

Figura 3.1: Pontos fixos de f(z) = 3.

Teorema 3.2. (Teorema do Ponto Fizo). Suponha que f : [a,b] — [a,b] seja uma

func¢ao continua. Entdao eziste pelo menos um ponto fizo para f em [a,b].

Demonstragao. O resultado deste teorema nos diz que o conjunto dos pontos de inter-
seccao do grafico de f com a diagonal y = x é nao vazio. Para demonstrarmos tal fato,
consideremos a fungao: h(z) = f(x) —x. Note que os zeros de h sdo os pontos fixos de
I

Por hipotese temos:
(i) f(a) € fab] = a< fla) <b= fla) —a > 0.
(i) f(b) € [a,0] = a < f(b) < b= f(b) —b<O.
Por (i) e (ii), temos
F(O)=b<0< fla) —a= h(b) <0< hia) =0 [Ab), h(a))-

Como h é uma fun¢ao continua em |[a,b], pelo TVI existe um ponto ¢ € [a,b] tal
que h(c) =0, ou seja, h(c) = f(c) — ¢ = 0. Logo, ¢ é ponto fixo de f em [a, b]. O

Observacao: Este teorema nao fornece um método para encontrar o ponto fixo.
Ele apenas garante sua existéncia, o que, a principio, ja serd suficiente para os nossos
propositos.

Se z* for um ponto de equilibrio de (3.1), a sua orbita sera O(z*) = {z*, x*,...},
pois, para rg = z*, 1 = f(xg) = f(z*) = =* e genericamente z,, = f(z,_1) = f(z*) =
x* para todo n > ng. HA um fendmeno que é exclusivo de equacao de diferencas e nao
é possivel ocorrer em equacgoes diferenciais: um estado de nao-equilibrio pode vir a ser

um estado de equilibrio em um tempo finito. Vejamos a seguinte definicao:
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Definicao 3.2. Seja xq um ponto no dominio de f. Se existerem um inteiro positivo r
e um ponto de equilibrio x* de (5.1) tal que ["(xo) = x*, [T (xo) # =¥, entdo xy serd

um ponto de equilibrio eventual.

Por exemplo, consideremos a equacao
z(n+1)=T(z(n)),
onde,
T(z) = 2x para ?Sxﬁ%
2(1-x) para ;<z<1
Ha dois pontos de equilibrio, 0 e 2 (veja figura 3.2). Se 2(0) = 1, entao x(1) = 3,
z(2) =1 e z(3) =0, e como 0 é ponto de equilibrio, z(4) = T(z(3)) = T(0) =0 e

sucessivamente, x(n) = 0, para n > 4. Entao 1 ¢ um ponto equilibrio eventual e sua

1
11
orbita é dada por (Z_l’ 27 1,0,0,.. )

f(X)

Y
x

XM 02 04 06% 08

Figura 3.2: Pontos de equilibrio de x(n + 1) = T'(x(n)).

Um dos principais objetivos do estudo de sistemas dinamicos é analisar as solugoes
cujos valores iniciais estao proximos dos pontos de equilibrio. Este estudo consiste na

teoria de estabilidade, como veremos a seguir.

3.1.1 Estabilidade de Pontos de Equilibrio

Definigao 3.3. (a) O ponto de equilibrio x* de (3.1) é estdvel (Figura 3.3) se dado
€ > 0, existe & > 0 tal que |xg—x*| < § implica | f™(xo) — x*| < € para todo n > 0,

ou seja, se x(0) = xqy estiver no intervalo centrado em x* com raio 0, entao x(n)



30 Estabilidade de equacoes de diferencas autéonomas: caso real

estard no intervalo centrado em x* com raio € para todo n > 0. Se x* nao for

estdvel, entao é chamado instavel (Figura 3.4).

(b) O ponto x* € dito ser atrator se existir n > 0 tal que

|zrg — 2| <n implica lim z(n) = z*.
n— oo

Se a afirmacao for vdlida para todo n, x* serd chamado atrator global ou global-

mente atrator.

(c) O ponto x* é um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel se € estdvel e atrator.
(Figura 3.5) Se a afirmagao for vdlida para todo n, x* serd dito ser globalmente

assintoticamente estdvel (Figura 3.6)

Observemos que, no caso em que x* nao é estavel, existe ¢ > 0, tal que para todo ¢
em que |rg — x*| < 0 implica |f"(x¢) — x*| > ¢, para algum n > 0 ou seja, nao importa
quao perto x(0) = xg esteja de x*, havera um instante n > 0 tal que a distancia entre

x(n) e * & maior ou igual a e.
Nos graficos apresentados a seguir, a uniao dos pontos serd utilizada para facilitar

a visualizagao, uma vez que o grafico é composto apenas de pontos isolados.

X(n)
A

X +€

e/

X* A
AN

X—0

| | | | | | | » n

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.3: O ponto estavel x*.

Para nos ajudar a entender o comportamento de solugdes de (3.1) nas proximidades
das solucoes constantes dadas pelos pontos de equilibrio, usaremos uma técnica grafica

chamada teia de aranha (cobweb), apresentada a seguir.

3
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Figura 3.4: O ponto instavel z*.

x(n)

X +n
x(])(())

)
X -n

Figura 3.5: O ponto assintoticamente estavel x*.
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x(n)

x(])(O)

Figura 3.6: O ponto x* globalmente assintoticamente estavel.

3.2 Teia de aranha

A Teia de aranha (cobweb) é um método que nos permite, em muitos casos, utilizar
o grafico da fun¢ao f de (3.1) para determinarmos o comportamento da orbita de um
ponto. Esse processo geométrico consiste em colocar no mesmo conjunto de eixos co-
ordenados os graficos de f e da diagonal y = x. Sabemos que a 6rbita de um ponto g
qualquer ¢ a sequéncia de pontos xg, Ty, T2, T3, ..., em que x; = f'(xg), i € N*. Assim,
tomamos o ponto (:170, ZL‘O) na diagonal y = x e, entao, tracamos uma reta vertical por
(20, 0) até atingir o grafico de f, dessa forma, determinaremos o ponto (xg, f(zo)).
Deste ponto, tracamos uma reta horizontal até encontrar o grafico de y = z, obtendo
assim, o ponto (f(xg), f(xo)), que é o ponto (z1,x1). Repetindo o processo, para z;
encontraremos, no grafico de f, o ponto (f(xo), f(f(x0))) = (f(x0), f*(x0)). Proce-
dendo assim, encontramos todos os pontos que desejamos da orbita de xy e podemos
visualizar se a orbita se aproxima ou se afasta de algum ponto de equilibrio de (3.1).

Por exemplo, seja y(n) o tamanho de uma populagdo em um tempo n, descrito por

y(n+ 1) ::uy(n)> p>0,

onde p é a taxa de crescimento da populacao de uma geragao para outra. Se a populacao

inicial for dada por y(0), temos

y(n) = p"yo.
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Se p > 1, entdo y(n) aumenta ilimitadamente. Se p = 1, entdo y(n) = yo para todo
n > 0, o que significa que o tamanho da populagao é sempre constante. Contudo, para
<1, temos lim y(n) =0, e a populacao sera extinta.

Quando os recursos forem limitados, podemos supor que o crescimento da popu-
lacao num intervalo de tempo unitério sera reduzido de uma quantidade proporcional
ao quadrado da populacao existente no inicio do intervalo. De fato, se existir uma
competicao entre elementos de uma mesma espécie, o termo de inibicao do crescimento

populacional serd proporcional ao produto destes elementos, assim temos:

y(n+1) = py(n) — by*(n).

Chamando de z(n) = %y(n), obtemos:

z(n+1) = px(n)(1 —z(n)) = f(z(n)). (3:2)

onde f(x) =px(1—1z), z € R.
Esta equacao é uma equacao de diferencas de primeira ordem nao linear, conhecida
como equacao logistica (discreta). Para encontrar os pontos de equilibrio de (3.2),

resolvemos a equacao f(z*) = pr*(1—2x*) = 2*, e assim, temos dois pontos de equilibrio,

¥ =0e2* = @ A figura (3.7) mostra a teia de aranha referente a equagao (3.2)

quando p = 2,5 e z(0) =0, 1.

X(n+1)

0.6
0.5 0
0.4
0.3
0.2
0.1

) %02 04 06 o8 1o ®

y

Y

Figura 3.7: Teia de aranha de z(n + 1) = pz(n)(1 — z(n)) para p = 2,5.

Neste caso, a figura sugere que o ponto de equilibrio x* = 0 ¢ instavel e * = 0,6
é assintoticamente estavel. Retomaremos este exemplo posteriormente para realizar a

desmonstracao analitica do tipo de estabilidade de z*.
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Exemplo 1. O fendbmeno da teia de aranha em uma aplicagcao econdmica

No mercado financeiro, as decisoes dos produtores quanto as quantidades a produzir
sao tomadas num periodo antes da sua venda, ou seja, a oferta corrente depende do
preco do ano anterior. Deste modo, estamos diante de um modelo usando equagao
de diferengas. Estudando os precos de uma certa mercadoria, seja S(n) o numero
de unidades oferecidas, D(n) o nimero de unidades procuradas e p(n) o prego por
unidade em um periodo n. Partimos do principio que a procura (D) reage ao prego
(p) instantaneamente, isto é, a procura em um dado periodo é uma fung¢ao do preco
nesse mesmo periodo, D(n + 1) = g(p(n + 1)), enquanto que a oferta (S) reage com o
desfasamento de um periodo, isto é, a oferta num dado periodo é uma fun¢ao do preco
no periodo anterior, S(n + 1) = h(p(n)).

Por simplicidade, adotaremos que D(n) depende somente de p(n) e é denotado por:
D(n) = —mgp(n) + by, mgq >0, by > 0.

Esta equacao refere-se a relacao preco-procura e indica que um aumento de uma uni-
dade no preco produz uma diminuicao de my unidades na procura, criando uma curva
de inclinacao negativa. Também assumimos que a relacao preco-oferta relata o forne-

cimento em algum periodo para o pre¢o em um periodo anterior, isto é,
S(n+1) =mgp(n) + bs.

A constante m, é positiva, pois um aumento de uma unidade no preco causa um
aumento de mg, unidades no fornecimento, criando uma curva de inclinacao positiva.
Portanto, como a oferta no periodo n + 1 depende do prego no periodo precedente n,
um fabricante sera tentado a produzir mais se o preco na época anterior se estabeleceu
a um nivel elevado. A procura no periodo n+1 depende do preco neste mesmo periodo.
Admitindo que, em cada periodo, o mercado determina o preco de tal modo que este
torna a procura igual a oferta, ou seja, a procura absorve exatamente as quantidades
oferecidas, temos:

D(n+1)=S(n+1)
_mdp<n + 1) =+ bd - msp(n) + b37
ou

p(n+1) = Ap(n) + B = f(p(n)),
(3.3)
onde A=—-2 B= %. e f(x) = Az + B.
Esta equagao é uma equagao de diferengas linear de primeira ordem. O preco de
equilibrio p* é definido na economia como o preco que resulta em uma interseccao do
fornecimento S(n+ 1) com a demanda D(n). Também, p* é o inico ponto fixo de f(p)

em (3.3), que é dado por
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f)= p
(A-1)p*= —-B
P'= 25

Como A é a razao das constantes relacionadas com a oferta e com a procura, esta
razao determina o comportamento da sequéncia de precos. HAa trés casos para serem

considerados:
(a) -1 < A <0,
(b) A= -1,
(c) A< —1.
Estes trés casos serao discutidos usando a teia de aranha.
p(n+1)

A

—

Y

A

T | S )

Figura 3.8: Preco de equilibrio assintoticamente estavel.

(i) No caso (a), apesar dos pregos alternarem para cima e para baixo, convergem
para o preco de equilibrio p*. Portanto, o ponto de equilibrio parece ser assinto-

ticamente estavel.(Figura 3.8).

(ii) No caso (b), os precos oscilam entre dois valores apenas. Se p(0) = pg, entao
p(1) = —po + B e p(2) = po. (Figura 3.9).

(iii) No caso (c), pregos oscilam ao redor do ponto de equilibrio p*, mas se afastam

progressivamente. Portanto, o ponto de equilibrio parece ser instavel (Figura
3.10).
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p(n+1)
A
2/
I Y
: A
1r
Wy a3 T
Figura 3.9: Preco de equilibrio estavel.
p(n+1)
A
47 !
|1 .
| “ -
N
[ I B B I P N » (n)
-1 L] 2 3 P
_ol

Figura 3.10: Preco de equilibrio instavel.
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Posteriormente, faremos a demonstracao analitica do tipo de estabilidade de p*, de-
pendendo do parametro A.

Assim, podemos esperar que quando a oferta for maior que a procura (mg > my), o
preco, ao longo do tempo, afasta-se do preco de equilibrio. Se acontecer o contrario, se
a oferta for menor que a procura (mg < my), o preco tende, ao longo do tempo, para o
preco de equilibrio. E se a oferta e a procura forem iguais, o preco oscila ao longo do
tempo apenas em dois valores.

Usando (2.9), temos que a solugao explicita de (3.3) com p(0) = py é dada por:

p(n) = A"po+ B(4=)
= A'po = B(1=7)
= (po — 25) A" + Z5.

Como vimos, a utilidade do método da Teia de Aranha é uma representagao grafica

que nos permite interpretar resultados através de retas.

Na proxima secao, nos evidenciamos a utilizacao da equacao de diferencas para
determinar solugoes aproximadas de solucoes continuas de uma equacao diferencial

ordinéria.

3.3 Solucoes numéricas de equacoes diferenciais

Muitos fenomenos nas areas das Ciéncias, Engenharias, Economia etc., sao modela-
dos por equacoes diferenciais. Tais modelos descrevem como as populacdes ou objetos
evoluem continuamente no tempo. Mas, os métodos analiticos para a resolucao de
equacoes diferenciais aplicam-se apenas a certos tipos de problemas. Por isso, recorre-
se com frequéncia ao uso de métodos numéricos para obter a solugao de uma equacao
diferencial sujeita a uma dada condicao. A seguir, apresentaremos o Método de Euler,
que nos permite aproximar a solucao de uma equacao diferencial a uma equacao de

diferencas associada, que é uma discretizacao do problema original.

3.3.1 Meétodo de Euler

Considere a equacao diferencial de primeira ordem:
' (t) = g(t,z(t), x(to) =z, to<t<b. (3.4)

Tomando uma parti¢ao regular de [tg,b], o tamanho de cada subintervalo é chamado

b—to
N

subintervalos. Este tamanho do passo define os pontos da particao to,tq,ts,...,tN,

onde t, = tg+nh,n=20,...,N—1. O Método de Euler aproxima z’(t) por w

Substituindo este valor em (3.4), temos:

onde N é o numero de

tamanho do passo do método e é denotado por h =
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xz(t+ h) = x(t) + hg(t, x(t)).
Para t =ty + nh, obtemos:
 (t, + (n+ 1)h) = z(ty + nh) + hg (to + nh, z(ty + nh)),

paran=20,1,2,.... N — 1.
Adaptando a notagao de equacao de diferencas e substituindo z(ty + nh) por z(n),

temos:
z(n+1) =x(n) + hg (n,z(n)). (3.5)

A equagdo (3.5) define o Algoritmo de Euler, que fornece uma solugdo "proxima'
a solucao da equagao diferencial (3.4). Assim, quanto menor o passo h, mais proxima
a solugao da equagao de diferencas (3.5) estara da solu¢ao da equagao diferencial (3.4).

Note que x* é um ponto de equilibrio de (3.5) se e somente se g(n,z*) =0, n € N.
Assim, a equagao diferencial (3.4 ) e a equacdo de diferengas (3.5) tém o mesmo ponto
de equilibrio. De fato, pela teoria das equacoes diferenciais, o ponto x* € R™ é um
ponto de equilibrio para a equagao diferencial (3.4) se g(t,z*) = 0, para to < t < b.
Por outro lado, se x* for ponto de equilibrio de (3.5), temos

¥ =x"+ hg(n,z*) = hg(n,z*) = 0,

para todo n € N. Como h é nao nulo, necessariamente g(n,z*) =0, n € N.

Tomemos, como exemplo, a equacao diferencial:
' (t) = ax(t), z(0)=1, tel0,1], a#0. (3.6)

Os pontos de equilibrio sao obtidos fazendo 2'(t) = 0. Portanto, az(t) = 0 e assim
temos o ponto de equilibrio z* = 0. A solu¢ao da equagao é z(t) = be™ e, como
x(0) = 1, obtemos b = 1. Portanto,

x(t) = ™.

Se a > 0, tlg& z(t) = +o0, e assim toda solucao se afasta do ponto de equilibrio
x* = 0. Por outro lado, se a < 0, tlgglo x(t) = 0 e toda solugdo converge para o ponto
de equilibrio x* = 0.

Usando o Método de Euler para a equacao diferencial (3.6), concluimos que a equa-
cao de diferencas correspondente é dada por:

z(n+1) =x(n) + hax(n), z(0)=1.

Tomando a = —0,2 e o passo h = 1, temos:
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X(n+1)
} fxm A
3; A
2:, A y=x
“ >~
1r 47
i A
T e o
_1lL

Figura 3.11: Se a > 0, toda solucao se afastara da solucao nula.

X(n+1)
A
3r
2
1} Y D
- A
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Figura 3.12: Se a < 0, toda solugao convergird para a solugao nula.
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2(1) = (0) — 0,2hz(0) =1 — 0,2 = 0,8.

Por recorréncia, temos:

2(2) = 0, 64
2(3) = 0,512
z(4) = 0,4096
z(5) = 0, 3277
2(6) = 0, 2621
2(7) = 0, 2097
z(8) = 0,1678
2(9) = 0, 1342
2(10) = 0,1074

Como podemos ver, a solucao esta tendendo a zero, pois a < 0. Agora tomando
h = 0,5, temos:

2(1) = 2(0) — 0,2h2(0) = 1 — 0,2 x 0,5 = 0,9
z(2) = 0,81
#(3) = 0,729
#(4) = 0,6561
2(5) = 0,5905
2(6) = 0,5314
2(7) = 0, 4782
#(8) = 0, 4305
2(9) = 0, 3874
2(10) = 0, 3486

2(19) = 2(18) — 0, 2hz(18) = 0, 1351.

Observe que, resolvendo a equagao diferencial, encontraremos x(10) = e~ = 0.1353,
e podemos comparar com a equacao de diferencas obtida pelo método de Euler, onde
tomamos o passo h = 1, temos z(10) = 0.1074. Podemos melhorar esta estimativa
tomando um passo menor, que é o caso h = 0,5, e efetuando os calculos até n = 20
temos x(20) = 0.1216, que apresenta uma maior proximidade do resultado da equagao
diferencial. Pela figura (3.13), podemos visualizar esta comparacdo, e perceber que

quanto menor o passo h melhor a aproximacao.
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1.07 X(1)
- —-e——- h=05
s —e— h=1
0.8F
0.6F
0.4+
0.2+
| | | | | t

Figura 3.13: Comparacao entre os gréficos da fungao x(t) = e* e da func¢ao encontrada
pelo método de Euler para os passos h=1e h =0,5.

Na proxima secao estudaremos um critério simples, porém importante na andlise

da estabilidade assintotica dos pontos de equilibrio.

3.4 Critérios para Estabilidade Assint6tica dos pon-

tos de equilibrio

Para estudar a estabilidade assintotica de pontos de equilibrio, a principal ferra-
menta ¢ dada pelo seguinte teorema:

Teorema 3.4.1. Seja z* um ponto de equilibrio da equacao de diferencas
z(n+1) = f(z(n)), (3.7)

com n > ng > 0, onde fé uma funcao com derivada continua em x* € R. Entao, as

seguintes afirmacoes sao verdadeiras:

(i) Se |f'(z*)] <1, entdo z* sera assintoticamente estavel.
(i) Se |f'(z*)| > 1, entao x* seré instavel.

Demonstracao.

(i) Para provar que o ponto de equilibrio é assintoticamente estével, mostremos que
tal ponto é estavel e atrator. Seja M > 0 tal que |f'(2*)] < M < 1. Afirmamos

3

que existe um intervalo J = (z* —v,2* + ), v > 0 tal que |f'(z)] < M < 1
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para todo z € J. Caso contrario, em cada intervalo aberto I,, = (z* — %, ¥+ %)

podemos encontrar um ponto z,, € I, tal que |f'(z,)| > M. Quando n — oo,

x, — x* e como f’ & continua em x*, segue que:

. / gl %
Tim f(z,) = ().
Consequentemente,
M < lim |f'(z,)| = |f' ()| < M.
n—oo
0 que é uma contradicao, provando a afirmacao.

Para 2(0) € J, temos:
(1) — 2*| = |f(x(0)) — f(=")].
Pelo Teorema do Valor Médio, existe 6; entre xz(0) e z* tal que:

| (2(0)) = f(2")] = [F(0)[l=(0) — z7].

Assim,
|f(2(0)) — 27| < M|z (0) — 7.
Portanto,
(1) — 2" < Mlx(0) — 2.
Assim,

|z(1) — 2| < M|z(0) — 2*| < M.y <.
Logo z(1) € J. Analogamente, se z(1) € J, temos:

|2(2) — " = [f(x(1)) = f(&7)].

Pelo Teorema do Valor Médio, existe 0, entre z(1) e z* tal que:

[f(2(1) = fla)] = [f()|lx(1) — 2" = |f(z(1)) —a*] < Mlz(1) — 2]

= |z(2) — 2| < M?|z(0) — z*|.

Assim, x(2) também pertence a J. Genericamente vale:

|x(n) —z*| < M"z(0) —z*|, n=1,2,..

(3.10)

De fato, para cada inteiro positivo n, denotemos por P, a desigualdade (3.10)

com z, € J. Por (3.8), P, é verdadeira. Suponhamos P, verdadeira, e provemos,

por indugao, a validade de P,.q, isto é,

lz(n+ 1) — 2*| < M"|z(0) — 2.



Critérios para Estabilidade Assintética dos pontos de equilibrio 43

Temos

[x(n+1) — 2" = |f(z(n)) — f(z7)].

Como z(n) € J, existe 8 entre x(n) e z* tal que

|f(z(n)) = f@)] = [ (B) | 2(n) — 2" | .
Deste modo,

| 2(n+1) — 2" [=] f(z(n)) — f(z7) |=
= f'(®) [l w(n) — 2~ | M | x(n) — o~ |

M- M™|z(0) —z* |,
e, portanto,
| 2(n+1) —a" |< M™ | 2(0) — 2" |,

com z(n+1) e J.
O ponto de equilibrio x* é estavel, pois:

Ve>0,3 0=c¢€ | |2(0) —2* <= |z(n) —z*| < M"z(0) —z*| <
< M|z(0) —2*| < Mo =M.e <e, Vn>D0.

O ponto de equilibrio é também atrator pois, por (3.10), temos
0 < fx(n) — "] < M"[z(0) — =7,
Assim,

lim M"|xz(0) —2*| =0,

n—oo

pois lim M"™ = 0, visto que M < 1. Logo, pelo Teorema do Confronto, segue
n—o0
que:

lim |z(n) —2%| =0, ou seja, lim z(n)=zx".
n—00 n—o0

Como z* é estavel e atrator, concluimos que z* é assintoticamente estéavel.

(ii) Analogamente a (i), concluimos que |z(n) — x*| > M™|z(0) — 2*|, onde 1 < M <
|f'(z*)]. Como lim M"™ = 400, entdo lim |z(n) — 2*| = 400, e portanto, z* é

instéavel.

]

Vamos agora apresentar o Método de Newton-Raphson que é um método numérico
usado para encontrar raizes de equagoes g(x) =0, onde g : A C R — R com derivada

continua em A C R, e ¢'(x) # 0 para x € A. Para tanto, considere a equagao discreta:

g(xz(n))
g'(z(n))

= f(z(n)), com f(zx)=x— g(:v)

z(n+1)=z(n) — /()
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Vamos supor que x* seja raiz de g, ou seja g(x*) = 0. Assim z* é ponto fixo de f, pois,

fla) =a" — 5/((2*)) =z e

ou seja,
(") < L.

E, pelo teorema (3.4.1), o ponto de equilibrio * de (3.7) é assintoticamente estavel,
ou seja, lim z,, = 2". Concluimos assim, que a sequéncia (x(n)) converge exatamente
para a rgi;ogrocurada de g.

Vimos o caso quando |f'(z*)] < 1 ou |f'(z*)| > 1, logo o Teorema 3.4.1 nao se

aplica para o caso f’(z*) = 1, que sera analisado através do seguinte teorema.
Teorema 3.4.2. Seja z* um ponto de equilibrio de (3.7), f trés vezes diferenciavel em
x*, com f'(z*) = 1. Entdo, as seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:

(i) Se f"(z*) # 0, entdo x* sera instavel.

(ii) Se f"(z*) =0e f"(z*) > 0, entdo x* sera instavel.

(iii) Se f"(z*) =0e f"(z*) <0, entao x* serd assintoticamente estavel.

Demonstragao. (i) Como, por hipotese, f”(x*) # 0, devemos considerar os dois casos
a seguir:
(1) Se f"(z*) > 0, entdo f'(x) serd crescente numa vizinhanga de z*, (Figura 3.14).
Logo, para algum v > 0 e para qualquer z € J; = (*,2* + ),
r>z"= fl(r) > fl(z*)=1= f'(z) > L

(2) Se f"(x*) <0, entao f'(x) é decrescente numa vizinhanga de x*, (Figura 3.15).
Logo, para algum ~ > 0 e para qualquer = € Jy = (z* — 7, z%),

r<zt= fl(zr)> fl(z*)=1= f'(z) > L

Por (1) e (2), |f'(x)] > 1 em J = (z* —7,2* +7), e supondo |f'(x)| > M > 1, para
todo z € J e z(0) € J, a demonstragao da instabilidade de z* segue analoga a parte
(i) da prova do Teorema 3.4.1.

(ii) Se f"(z*) = 0 e f"(z*) > 0 entao f”(z*) é crescente numa vizinhanca de x*.

Logo, para algum ~ > 0 e para qualquer x € J; = (z*, 2" + 7),
>z = f"(x) > f(z¥)=0= f"(x) > 0.
Portanto, f'(x) é crescente em Ji, ou seja,

z>a" = fl(x)> fl(a*)=1= f(z) >1, Vzel.
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x(n+1)

A VA v

\

x(n)
X(0) x* X(0)

Figura 3.14: Ponto de equilibrio instavel (f” (x*) > 0).

X(N+1)

A

—

> x(n)

X(0) X" X(0)

Figura 3.15: Ponto de equilibrio instavel (f” (x*) < 0).
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X(n+1)

A

\

-

> x(n)

X(0) Xt x(0)

Figura 3.16: Ponto de equilibrio instavel (f'(z*) =1, f"(z*) =0e f"(z*) > 0).

Garantimos a instabilidade de x* para xz € (z*,2* ++), 7 > 0, ndo sendo necessa-
rio analisar x € (2" —~,z%). A demonstracao segue andloga ao item (i) do teorema
anterior. (Figura 3.16)

(iii) Se f"(z*) = 0 e f"(x*) < 0 entao f"(z*) é decrescente em uma vizinhanga
J = (z* —y,x* + ) de z*.
Devemos considerar os dois casos a seguir:
(a) Ve € Jy = (z*, 2" +7), x> 2" = f"(z) < f"(z*) =0= f"(x) <0.

Portanto, f'(x) é decrescente em Ji, ou seja,

r>r"= fllz)< fl(a*)=1= f'(z) <1, VzxeJ.

(b) Vo € Jo = (a* —,2%), z < 2* = f"(x) > f"(z*) =0= f"(x) > 0.
Portanto, f'(x) é crescente em J3, ou seja,

<= flv) < fl(z*)=1= f'(x) <1, Vzel

Por (a) e (b), [f'(z)] < 1 em J. Supondo |f'(x)] < M < 1, x € J e para z(0) €

J, usando a mesma demonstracao do item (i) do teorema (3.4.1), segue que z* é
assintoticamente estavel. (Figura 3.17)

[l

Usaremos o resultado anterior para investigar o caso em que f’(z*) = —1. Mas,

antes disso, precisamos introduzir a no¢ao da derivada Schwarziana de uma funcao f.

Definicao 3.4. Seja f : R — R uma funcdo de classe C3 em um ponto x tal que
f'(x) #0. A derivada Schwarziana de f ponto x é definida como
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X(n+1)

X(0) X" x(0)

Figura 3.17: Ponto de equilibrio assintoticamente estavel (f'(z*) = 1, f"(z*) = 0 e

f”’(l‘*) < 0)'

SF(z) = f"(x) _g [f”(fﬂ)r

f'(z) f'(x)
Note que, se f'(z*) = —1, entao:

3

5 (@)% (3.11)

Sy = —1"(a) = 5

Teorema 3.4.3. Supondo que para o ponto de equilibrio z* de (3.7), f'(z*) = —1, as

seguintes afirmacoes serao verdadeiras:
(i) Se Sf(z*) <0, entdo x* serd assintoticamente estavel.
(ii) Se Sf(xz*) > 0, entdo z* sera instavel.
Demonstragao. Seja a equagao:
y(n+1) = g(y(n)), onde g(y) = f*(y). (3.12)

Primeiramente, observemos que z* é ponto de equilibrio de (3.12), pois:

Alem disso,
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Logo, se z* for assintoticamente estavel com respeito a (3.12) também sera com respeito

a (3.7), pois se y(n) — x* entdo z(2n) — x*. Agora,

d d
3, 0W) = g, [TW) = F )W)
Portanto, %g(m*) = [f’(z*)]* = 1. Nesta situagdo, podemos aplicar o teorema

. , ;e . 2
(3.4.2) e para isto é necessario analisar j?g(x*).

g'(@) = SN @) @) + @) ()
= ['@)(=D(1) + @) (@) = f1(27) = f27) = 0.

Logo, pelo teorema (3.4.2), temos que estudar j—;g(x*).

g" (@) = U@ @)+ 207 (@) f () " (27)+
HF @S @) @) + F (@) 7 (20)
= SN @ 43 (@) @) f(f (@) + £/ (f(29) " (@)
= PP+ 3@ @) ) + L))
— 2fl/l( *) 3[]('//( )]
= 2(=f"(") = 3L @)
(3.13)

Assim, por (3.13),

g"(x") = 25f(z").

Portanto, pelo teorema (3.4.2) se ¢”(z*) > 0 entdo x* serad instavel, e se ¢"(z*) <
0 entao x* sera assintoticamente estavel. Desta maneira, a prova do teorema esti

completa. ]

Como exemplo, considere a equagdo de diferengas x(n + 1) = z%(n) + 3z(n). Os

pontos de equilibrio sao z* = 0 e z* = —2. De fato,

2+ 33—t =0

T2 4 27* = 0
r*(z* 4 2) =0,
assim,
¥ =0o0uz" = —2.
Como f'(z) = 2x + 3, temos, f'(—2) = —1. Usando o teorema (3.4.3), com a
equagao (3.11), temos:
" " 3 iz 2 3
§(-2) = "(=2) ~ Sl (2P =0 Sa=—6<0
Portanto z* = —2 ¢ assintoticamente estavel. (Figura 3.18). E como |f'(0)] =3 > 1,

x* =0 é instavel. (Figura 3.19).
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X(n+1)
A
4
2 L
7l > x(n)
-2
4"
Figura 3.18: Ponto de equilibrio assintoticamente estavel (z* = —2) para z(n + 1) =
z%(n) + 3xz(n).
X(n+1)
A ——
41 A
2.
T RS T R T R L 1 T O R R » X n
L o ()
_2 7
_Al

Figura 3.19: Ponto de equilibrio instavel (z* = 0) para z(n + 1) = 2%(n) + 3z(n).
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Vamos agora generalizar o procedimento anterior para a fungao quadratica geral
Q(x) = ax® + bz + ¢, a # 0. Seja * um ponto de equilibrio de z(n + 1) = Q(z(n)).
Entao, as seguintes afirmacoes sao verdadeiras:

(i) Se Q'(z*) = —1, entdo pelo Teorema (3.4.3), o ponto de equilibrio z* é as-
sintoticamente estavel. De fato, ha dois pontos de equilibrio para a equacao

z(n+1)=Q(z(n)):

xy =[(1=0b) —+/(b—1)2 — 4dac]/2a;
zh =[(1—=b) ++/(b—1)? — 4ac]/2a;

Observe que Q'(z}) = —1, se (b — 1) = dac +4 e Q'(z5) # —1. De fato,
Q' (x) = 2ax + b, entao,
Q' (x7) = 2&.# +5b
= 1-b—-24+b=-1
Assim, podemos aplicar o teorema (3.4.3), analisando Q" (z*) e aplicando (3.11):

3 3
g///({ﬁ) _ _Qm<x>{) _ E[Q”(m’l‘)]Q = —5,4a2 = —6a* < 0.

Portanto, x] é assintoticamente estavel.

(ii) Se Q'(z*) = 1, entao pelo Teorema (3.4.2), o ponto de equilibrio z* sera instavel.

ey, . 1-b ~ P 2
Neste caso, temos somente um ponto de equilibrio z* = a-=b Entao, z* é instavel

2a
se (1 —0)? = 4ac.
Além disso, Q"(x*) = 2a # 0, pois a # 0. Portanto, pelo item (i) do teorema

(3.4.2), z* & instavel.

Veremos agora a demonstragao analitica dos exemplos vistos usando o método da
Teia de aranha. O primeiro exemplo refere-se a um modelo de crescimento populacional,

representado pela equacao:

z(n+1) = pa(n) (1 - 2(n)) = f(z(n)),

onde p é a taxa de crescimento da populagdo de uma geragdo para outra e f(z) =
0,

pxr(l —x), x € R. Para p = 2,5 temos os pontos de equilibrio z* = 0 e 2* = 0,6.
Como, f'(x) = u(l —x) — px, temos

f'(z) =p—2.p.2=25— 5.
Logo, |f'(0)] = 2,5 > 1e |f'(0,6)] =|2,5—3| = | —0,5| = 0,5 < 1. Portanto, pelo

Teorema 3.4.1, x* = 0 é instavel e x* = 0,6 é assintoticamente estavel.
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Agora, o segundo exemplo é uma aplicacdo em Economia, onde temos a seguinte
equacao de diferencas,
bd - bs

e B= .
mq mq

ms

p(n+1)=Ap(n)+ B = f(p(n)), com A=-—

onde p é o preco de uma certa mercadoria e f(p) = Ap + B, p € R. Temos um tnico

B
ponto fixo de f(p) que é p* = T4 Como f'(p) = A, a estabilidade de p* depende

de A, assim temos trés casos a considerar:
(a) |A] <1, temos |f'(p*)| < 1, e pelo Teorema 3.4.1 p* é assintoticamente estavel.

(b) A = —1, os precos oscilam entre dois valores apenas. Se p(0) = po, entao p(1) =
—po + B e p(2) = po.

(c) |A] > 1, temos |f'(p*)| > 1, e pelo Teorema 3.4.1 p* & instavel.

3.5 Pontos periddicos e ciclos

Vejamos agora a nocao de periodicidade, que estd presente em varias situagoes,
como por exemplo, no sistema que descreve o movimento de um péndulo, ou também
no exemplo 1 (aplicagdo econdomica), que temos a equacao p(n+ 1) = Ap(n) + B, onde

ms L. ~ .
A= ——= Quando A = —1, m, é igual a my, entao os precos oscilam somente entre

mq
dois valores. Veja a definicao:

Definigao 3.5. Considere a equacao x(n+1) = f(x(n)). Seja b um ponto no dominio
de f. Entao:

(1) o ponto b € dito ser um ponto periddico de f (ou de (3.7)) se para algum inteiro
positivo k, f¥(b) = b. Neste caso, o ponto b é chamado de ponto k-periddico se

for ponto fizo de f*, isto é, se for um ponto de equilibrio da equagdo:

z(n+1) = g(z(n)), (3.14)
onde g = f*.

Naturalmente, os pontos fizos de uma funcao f sao pontos periodicos de periodo
1. A orbita periodica de b, O(b) = {b, f(b), f*(D), ..., f*"1(b)}, muitas vezes é

chamada de k-ciclo.

(ii) o ponto b é chamado ponto eventualmente k-periddico se para algum inteiro posi-
tivo m, f"(b) for um ponto k-periddico. Em outras palavras, b é eventualmente

k-peridgdico se

frR®) = ().
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Graficamente, um ponto k-periédico é a abscissa do ponto onde o grafico de f*
intersecta a diagonal y = x.

Vejamos um exemplo com a fungao f: R — R, f(x) = 22 — 1. Vamos encontrar os
pontos periddicos de periodo 2 de f, ou seja, os pontos fixos de f2, que sdo os valores

de x para os quais f%(x) = z. Entao, resolvendo a equagio
v = f(f@) = (2 = 1P =1 =0t = 22

1-+5 1+5

*
7374_

encontramos quatro pontos fixos de f?, 2} =0, 25 = —1, 2} =
onde 27 = 0, x5 = —1, formam um 2-ciclo, a saber: a orbita de z7 = 0 é O(0) =
{0, f(0)} = {0,—1}, pois f2(0) = f(f(0)) = f(—=1) = 0, e a orbita de x5 = —1 ¢é
O(—=1) = {-1, f(-1)} = {-1,0}, pois f>(—1) = f(f(=1)) = f(0) = —1. Percebe-se
que se r* estd na orbita periddica de periodo k de x, entao z* também serd um ponto
periodico de periodo k, que é o caso do x* = —1. Portanto, f possui um 2-ciclo,
{0, —1}. Observe também que as oOrbitas dos pontos fixos de f, =} e 2, também sao
periodicas de periodo 2.

Agora, se xg =1, x1 =0, 29 = —1, e como x = —1 é ponto peridédico de periodo 2
de f, entao xg = 1 é um ponto eventualmente peridédico de f.

Note que, se x* for ponto de equilibrio de f também serda de f™. De fato,
@) = @) = @) = ) = T EN) = ) ==

Observe também que se A = —1 no exemplo 1, entao f(py) = —po + B e f*(po) =
—(—po+ B)+ B = py. Portanto, todo ponto é 2-periddico. Neste caso, se o pre¢o inicial
por unidade de uma certa mercadoria for py, entao o preco oscila entre py e B — py,

assim O(po) = {po, B — po}-
Agora, analisaremos a estabilidade dos pontos periddicos.

Definicao 3.6. Seja b um ponto k-periodico de f. Entao b é:

(i) estdvel se for ponto firo estdvel de f*,

(ii) assintoticamente estdvel se for um ponto fizo assintoticamente estdvel de f*,
(iii) instdvel se for um ponto instdvel de f*.

Assim, a estabilidade de um ponto k-periodico b de (3.7) reduz ao estudo da estabi-
lidade de um ponto, como ponto de equilibrio de (3.14). Logo, podemos usar todos os
teoremas da secdo anterior aplicadas a f*. Além disso, note que se b possuir uma pro-
priedade de estabilidade, o mesmo acontecerd com todos os seus pontos no seu k-ciclo
{2(0) = b, z(1) = f(b),x(2) = f2(b),...,x(k—1) = f*1(b)}. Portanto, frequentemente
falamos de estabilidade de um k-ciclo ou uma 6rbita periodica. Por exemplo, o teorema

3.4.1 pode ser modificado da seguinte maneira:
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Teorema 3.5.1. Seja O(b) = {b = z(0), f(b) = z(1), ..., fF1(b) = 2(k—1)} um k-ciclo
de uma f com derivada continua. Entao, as seguintes afirmacoes sao verdadeiras:

(i) O(b) é assintoticamente estavel se |f/'(x(0))f'(x(1))... f'(z(k —1))| < 1.
(ii) O(b) é instavel se |f'(x(0))f'(x(1))... f'(z(k —1))| > 1.

Demonstragdo. Aplicando o Teorema 3.4.1 para (3.14), temos que analisar [(f*)'(x(0))].
Temos que [(f*)(z(0))] = f(z(0))f"(x(1))... f'(x(k —1)). De fato, por indugio, dado
Xp, temos:
a) f(xzo) = f(f(w0)) = £/ (o) = f'(f(w0))-f'(w0) = f'(21).f (z0);
b) Usando que - f™(zg) = f'(x0) f'(z1).....f"(Zm-1), m € N, provemos a validade
da igualdade para (m + 1):

d d d

) = (£ (o)) = £ )7

f™ (o)
Usando a hipétese de inducdo, < f™(zg) = f/(f™(x0)) [ (@m—1)-... [ (1) [ (20).
Portanto, pelo Teorema 3.4.1 para (3.14), concluimos que (i) e (ii) sdo verdadeiras. [

No exemplo anterior, f(x) = 22 — 1 e os pontos 2-peri6dicos sio z* = 0 e z* =
—1. Para a estabilidade do ciclo {0, —1} aplicamos o Teorema 3.5.1. Assim, como
f'(x) = 2z, temos |f'(0)f'(—1)] = 0 < 1. Logo, pelo Teorema 3.5.1, parte (i), o 2-ciclo
é assintoticamente estavel e podemos visualizar através da figura 3.20.

X(n+1)

A
1.5?
1.0?

05

-05}

-10

_15/

Figura 3.20: O 2-ciclo {0, —1} para z(n+1) = f(z(n)) = 2?(n) — 1 & assintoticamente

estavel, sendo 2* = 0 e 2* = —1, pontos de f2(z) = 2* — 222
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Na figura 3.21, é possivel visualizar uma solugao genérica aproximando-se do 2-ciclo

{0, -1}

X(n+1)

A

\J

X(n)

M AAA

*A

Figura 3.21: Aproximagao de uma solucao z,(zg) ao 2-ciclo, para f(z) = 2% — 1.

Neste capitulo estudamos a estabilidade de equacoes de diferencas autonomas de
primeira ordem, no caso real. No proximo capitulo serd abordada a estabilidade de

sistemas lineares de equacoes de diferencas.



4 Estabilidade de sistemas lineares de
equacoes de diferencas

Neste trabalho, adotaremos a seguinte norma para matrizes A de ordem n (n € N),

Ax||

||

| Al| = supjz)<1 ! utilizando, quando necessario, a desigualdade ||Ax|| < ||A]|.||z]|-

..... n

n
E se A = (a;;), também usaremos a norma equivalente ||A|[; = max (E aij>.
i=1
j=1
O objetivo desta secao é estudar primeiramente as propriedades das solucoes de um

sistema linear de equacoes de diferencas para, posteriormente, avaliar o comportamento

das mesmas em relacao as solugoes constantes chamadas de pontos de equilibrio.

4.1 Sistemas lineares de equacoes de diferencas
O objetivo desta secao é encontrar as solugoes do seguinte sistema:
ri(n+1) = ann)zi(n) 4+ ap(n)xe(n) + ...+ ay(n)zr(n)
zo(n+1) = ag(n)xi(n) + a(n)xs(n) + ...+ aw(n)zr(n)
xk(n.—i— 1) = ap(n)zi(n)+ @kg(n)xxn) + ...+ agk(n)zg(n).
Podemos reescrever este sistema da seguinte maneira:
z(n+1) = A(n)x(n), (4.1)

onde z(n) = [ z1(n) x3(n) ... zx(n) |7 € RF e A(n) = (a;;(n)) ¢ uma matriz k x k,
k € N. Este é um sistema de equacoes de diferencas, linear e homogéneo. O sistema

nao homogéneo correspondente é dado por:
y(n+1) = A(n)y(n) + g(n), (4.2)
onde g(n) =[ gi(n) ga(n) ... gi(n)]".

O sistema (4.1) com condi¢ao inicial z(ng) = x¢ possui uma tnica solugao, como

veremos a Seguir.

29
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Teorema 4.1.1. Para cada o € R* e ng € N, existe uma tinica solugio z(n) de (4.1)

com x(ng) = zo, denotada por z(n,ng, o).
Demonstragao. De (4.1), temos:

x(ng+1) = A(ng)z(ng) = A(ng)xo,
x(ng+2) = A(ng+ a(ng+1) = A(ng + 1)A(ng)xo.

Por inducao, concluimos que

z(n) = Zo,

I] A6

1=ng

onde

I se n = nyg.

TTMOZ{Am-nAm—mHAmwsen>nw

]

A partir de agora, vamos apresentar as definicbes necessarias para criar no espaco

das solugoes de (4.1), a estrutura de espaco vetorial.

Definicao 4.1. As solucoes x'(n), 2%(n), ..., 2%(n) de (4.1) serdo linearmente depen-
dentes para n > ng > 0 se existirem escalares ci,cs, ..., c, nao todos nulos, tal que
c1x1(n) + caxe(n) + ... + cxxr(n) = 0 para n > ng. Caso contrario, as solu¢oes serdo
linearmente independentes.

Todo conjunto de k solugoes de (4.1), linearmente independentes para n > ng > 0,

é chamado de Congunto Fundamental de Solugées de (4.1).

Seja ®(n) uma matriz k x k onde as colunas sao solugoes de (4.1), entao temos:

Agora,
dn+1) = [ Amya'(n) Ama*(n) ... A(n)a*(n) |
= A(n)[wl(n) 22(n) ... xk(n)}
= A(n)®(n).

Portanto, ®(n) satisfaz a equagao de diferengas:
®(n+1)=An)®(n). (4.3)

Além disso, as solugoes x'(n), z%(n),...,2%(n) sdo linearmente independentes para
n > ng se e somente se a matriz ®(n) for ndo singular (det (n) # 0) para todo n > ny,

pois:
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(1) Supondo que det ®(n) = 0 para algum n > ny, o sistema ¢,z (n)+. .. +cpa®(n) =
0 admitird uma solucdo (cy, ..., cy) ndo nula. Logo, as solucoes z'(n), ..., z%(n)

nao sao linearmente independentes, o que contradiz a hipotese e segue o resultado.

(2) Supondo que z*(n),...,z*(n) nio sejam solugdes linearmente independentes, ou
seja, que existem constantes ci,...,c; nao todas nulas tais que czt(n) + ... +
cpz®(n) = 0, para todo n > ng, entdo, o sistema c;z'(n) + ... + cpaf(n) =
0 admitird uma solu¢do (cy,...,¢;) nao nula e portanto, det ®(n) = 0, o que

contradiz a hipotese e segue o resultado.

Assim, temos a seguinte definicao:

Definigao 4.2. Se ®(n) for uma matriz nao singular para todo n > ng e satisfizer a
equagao ®(n+ 1) = A(n)®(n), entao ®(n) serd chamada de matriz fundamental para
o sistema (4.1).

Note que, se ®(n) for uma matriz fundamental e C' for alguma matriz de ordem &

nao singular, entao ¥ (n) = ®(n)C também serd uma matriz fundamental, pois:
P(n+1)=0(n+1)C = An)®(n)C = A(n)(n).

Portanto, ha infinitas matrizes fundamentais para um sistema. Contudo, hd uma matriz

fundamental que ja conhecemos:

d(n) = 1:[ A(i), com P(ng) = 1.

i=no

No caso em que A é uma matriz constante, ®(n) = A"~ "0.

Podemos definir uma matriz fundamental ®(n,ng) = ®(n)® *(ng), chamada de
matriz transi¢io de estado. Em geral, escrevemos ®(n,m) = ®(n)®~!(m) para quais-
quer dois inteiros n,m com n > m > ng. Observe que ®(n,m) é uma solu¢ao da

equacao de diferengas ®(n + 1,m) = A(n)®(n, m), pois:
O(n+1,m)=0(n+ 1) (m) = A(n)®(n)d *(m) = A(n)®(n, m). (4.4)
Assim, temos algumas propriedades da matriz fundamental ®(n,m), n > m > ng:

(i) @ '(n,m) = ®(m,n).
De fato:

(ii) ®(n,m)= &(n,r)®(r,m), para todo r € Z, n > r > m > ny.

De fato:

®(n,m) = ®&(n).® (m) = ®(n).1.& (m) = ®(n).® 7 (r).®(r).d7 (m) = &(n,r).®(r,m).
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n—1
(iii) ®(n,m) =[] A().
De fato:
n—1 m—1 -1
O(n,m) = )@ '(m) =[] AG) [[] AG)| =
i=ng i=ng -
= (A A [ A, AT = A A =TT AG)

O proximo resultado mostra que toda solucao de (4.1) satisfazendo z(ng) = zo pode

ser representada por uma matriz fundamental.
Corolario 4.1. A solucao unica x(n,ng,xo) de (4.1) com x(ng) = xo € dada por:
x(n, ng, zo) = ®(n, ng)zo.

I] A6

i=ng

Demonstragao. A solugao de (4.1) é dada por xz(n) = xg e vimos que ¢ (n) =

n—1
H A(1), assim concluimos que z(n, ng, zg) = P (n, ny)zo. O

i=ng
O proximo resultado evidencia que a sequéncia (xz(n)) onde x(n) = det ®(n) é

solugdo de uma equagao de diferengas do tipo (4.1).

Lema 4.1. (Férmula de Abel) Para todo n > ng > 0,

n—1

det ®(n) = (H [detA(i)]) det®(ny).

1=ng

Demonstra¢ao. Como ®(n + 1) = A(n)®(n), entao vale a equacao de diferencas:
det ®(n + 1) = det A(n) det ®(n).

Se z(n) = det ®(n), a solu¢ao da equacao sera z(n) = [[[(A(7))] z(no), onde z(ng) =

det ®(ng) e segue resultado.

0
O proximo resultado é consequéncia imediata do Lema 4.1.
Corolario 4.2. Se em (4.1) A for uma matriz constante, entio
det®(n) = [det A]"" det ®(ny). (4.5)

Corolario 4.3. A matriz fundamental ®(n) serd nao singular para todo n > ngy se e

somente se ®(ng) for nao singular.



Sistemas lineares de equacoes de diferencas

29

Demonstragao. Este resultado segue da Formula de Abel (Lema 4.1), sendo det A(i) #
0 para i > ng. O

Como consequéncia do corolario anterior temos o seguinte resultado:

Corolario 4.4. As solugoes x*(n),z%(n),...,x%(n) de (4.1) serdo linearmente inde-

pendentes para n > ng se e somente se ®(ng) for nao singular.

O seguinte teorema estabelece a existéncia de k solucoes linearmente independentes
de (4.1).

Teorema 4.1.2. Existem k solugdes linearmente independentes do sistema (4.1) para

n > ng.

Demonstragio. Para cada i = 1,2,... k seja e; = (0,0,...,1,...,0)T um vetor tinico
em R*. onde todos os componentes sdo nulos exceto o i-ésimo componente, na qual é
igual a 1. Pelo teorema 4.1.1, para cada e;, 1 < i < k, existe uma solu¢ao x(n, no, €;)
de (4.1) com x(ng, ng,e;) = e;. Para provar que o conjunto {x(n,ng,e;)|1 <i < k} é
linearmente independente, é suficiente mostrar que ®(ng) é nao singular, e de fato é,

pois ®(ng) = I. Logo, o resultado segue pelo Corolario 4.3. O

Definigao 4.3. Um conjunto de k solugoes linearmente independentes de (4.1) é cha-

mado de conjunto fundamental de solugoes.

Principio da linearidade: Um fator importante do sistema de solu¢oes de (4.1)
é que as operacoes de adicao e multiplicacao por escalar gozam da propriedade de

fechamento. Isto ¢, se z!(n) e 2%(n) forem solugoes de (4.1) e ¢ € R, entao:
(1) z'(n) + 2%(n) sera solugio de (4.1),
(2) ca'(n) serd solugao de (4.1).

Demonstragio. Seja x(n) = cxl(n) + 2%(n), entao,

rn+1) = z'(n+1)+2%(n+1)
cAzt(n) + Az*(n)
Alext(n) 4+ z2(n)]
Ax(n).

Uma consequéncia imediata do principio de linearidade é que se zt(n), 2%(n), ..., z*(

forem solugdes do sistema (4.1), entdo a combinagao linear da forma
z(n) = ciz'(n) + cox®(n) + ... + czaz™(n)

também seré solugao de (4.1).

Este resultado sera apresentado a seguir.

n)
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Definigao 4.4. Sendo {z'(n)|1 < i < k} um conjunto de solugdes linearmente inde-

pendentes de (4.1), a solugao geral de (4.1) € definida por:

x(n) = Z ciz'(n), (4.6)

onde ¢; € R. Além disso, esta formula pode ser escrita como z(n) = ®(n)c, onde

O(n) =] 2 (n) 2%(n) ... 2%(n) |* éwma matriz fundamentalec=1[c; ¢y ... ¢ |'.

Observagao. O conjunto S de todas as solugoes do sistema (4.1) forma um es-
paco vetorial com as operacoes de adi¢ao e de multiplicacao por um escalar. Uma
base € qualquer conjunto fundamental de solugoes e, portanto, sua dimensao € k. Se
{xl(n), z2(n),. .. ,a:k(n)} for uma base para S, qualquer solu¢ao x(n) da equacao (4.1)

poderd ser escrita na forma (4.6) ou na forma equivalente x(n) = ®(n)c.
A partir de agora, vamos analisar as solug¢oes do sistema nao homogéneo (4.2):
y(n+1) = A(n)y(n) + g(n),
relacionando-as com as solugoes do sistema homogeéneo y(n + 1) = A(n)y(n).
Teorema 4.1.3. Qualquer solucdo y(n) de (4.2) pode ser escrita como:
y(n) = @(n)e + yp(n)
para um vetor constante ¢ e uma solucao particular y,(n) de (4.2).

Demonstragao. Seja y(n) uma solugao de (4.2) e seja y,(n) uma solugao particular de
(4.2). Se z(n) = y(n) — y,(n), entao,
zn+1)=yn+1)—y,(n+1)
= A(n)y(n) — A(n)yp(n)

= A(n) [y(n) — yp(n)]
— A(n):{:(n)

Assim, x(n) é uma solugdo da equagdo homogeénea (4.1). Logo, x(n) = ®(n)c para

algum vetor constante c. Portanto,

concluindo a prova do resultado. O
Lema 4.2. Uma solugao particular de (4.2) pode ser dada por:

b) = 3@ (.1 + 1) g(0),

r=ng

com yp(ng) = 0.
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Demonstra¢ao. Como ja vimos em (4.4), ®(n+1,r+1) = A(n)®(n,r+1) e além

disso,

yp(n+1) = Z@(n+1,r+1)g(r)

r=ng

:@(n—i-l no+1)gng)+...+@n+Ln)gn—1))+d(n+1,n+1)g(n)

ZA Q(n,r+1)g(r)| +@(n+1,n+1)g(n)

r=ng
n—1
n) Y ®(n,r+1)g(r) + g(n) = A(n)y,(n) + g(n).
r=ng
Portanto, y,(n) é uma solugao de (4.2). Além disso, y,(ny) = 0. O

Como consequéncia do Teorema (4.1.1) e do Lema (4.2), temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1.4. A solucao tinica do problema de valor inicial,

y(n+1) = A(n)y(n) +g(n), y(no) = yo,

é dada por

y(n,no, yo) = P(n, no y0+z (n,r+1)g(r),

r=ng
ou mais explicitamente por:
n—1 n—1
y(n,no, Yo) (HA )yo+Z<H A@))QT
1=ng r=ng \i=r+1

Observemos que, para a equacao nao linear y(n+1) = A(n)y(n) + g(n,y(n)), onde
a funcao g nao depende apenas da variavel n, temos resultado andlogo, isto é, dado

y(no) = yo € yp(no) = 0, a sua solucdo é dada por:

y(n,no, yo) = P(n, no)yo + Z n,r+1)g(r,y(r)).

r=no

O estudo desta equacao é um dos objetivos deste trabalho e sera abordado no capitulo
5.

Nesta proxima secao analisaremos a estabilidade das solucoes do sistema linear.

4.2 Estabilidade

No capitulo 3, apresentamos as definicoes de estabilidade para equacoes de dife-

rencas autonomas no caso real. Agora, vamos estudar estabilidade para sistemas nao
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autondémos dados por:
z(n+1) = f(n,z(n), x(ng) =z , (4.7)

onde z(n) € R*, f : Z* x RF — RF continua. Neste estudo, as solucoes constantes
desempenham um papel importante, pois as demais solucoes tendem a se aproximar
ou a se afastar das solucoes constantes que, na verdade, sao dadas pelos pontos fixos
de f. Portanto, dizemos que um ponto x* em R* ¢ ponto de equilibrio de (4.7) se
f(n,xz*) = z*, para todo n > ng. Sem perda de generalidade, assumimos que x* = 0,
ou seja, consideramos a solucao nula, cuja justificativa para isto é a seguinte:

Se y(n) = x(n) —x* e x* # 0, entdo
yin+1)=z(n+1)—a" = f(n,y(n) +z*) — 2" = g(n,y(n)),

onde g(n,0) = f(n,z*) — z* =0, n > ngy. Assim, temos um sistema equivalente onde

o ponto de equilibrio é zero.

Definigao 4.5. O ponto de equilibrio x* de (4.7) € dito:

(i) Estdvel (S) se dados € > 0 eng > 0 existir 6 = 0(e,ng) tal que ||xo—z*|| < 0 implica
||z(n, no, z,) — 2*|| < € para todo n > ngy. Se § puder ser escolhido independente de ny,
o ponto de equilibrio serd iniformemente estdvel, e serd instdavel caso nao seja estdvel.

(i1) Atrator (A) se existir u = p(ng) tal que ||xo—x*|| < p implica nll_{lolo x(n,ng, o) = x*.
Se a escolha de p independer de ng, o ponto de equilibrio é uniformemente atrator. A
condi¢ao para uniformemente atrator é: existe p > 0 tal que, para todo € e ny, existe
N = N(e¢) independente de ng tal que ||x(n,ng,xo) — z*|| < € para todo n > ng+ N,

sempre que ||zg — z*|| < p.

(iii) Assintoticamente estdvel (AS) se for estdvel e atrator, e uniformemente assintoti-

camente estdvel (UAE) se for uniformemente estdvel e uniformemente atrator.

(iv) Ezponencialmente estdvel (ES) se exitirem 6 > 0, M > 0, en € (0,1) tal que
||z(n, no, z0) — 2*|| < M||xg — 2*||n" ™, sempre que ||xg — z*|| < 6, para n > ny.

Nos itens (ii) e (iii), se a afirmagao for vdlida para todo p ou no item (iv) se a
afirmacao for vdlida para todo o, a correspondente propriedade de estabilidade € dita

ser global.

4.2.1 Estabilidade de sistemas lineares nao auténomos

Um sistema linear nao autéonomo é dado por:
z(n+1)=A(n)xz(n), n>mny>0. (4.8)

Assume-se que A(n) é nao singular para todo n > ng, ou seja A(n) é uma matriz

invertivel. Os seguintes resultados expressam condicoes de estabilidade em termos da

matriz fundamental ®(n) do sistema (4.8).
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Teorema 4.2.1. A solu¢ao nula de (4.8) é:

(i) Estavel, se e somente se existir uma constante positiva M tal que:

|e(n)|] < M, n=>mng=>0; (4.9)

(ii) Uniformemente estavel, se e somente se existir uma constante positiva M tal que:

[|®(n,m)|| < M, n>m > ng; (4.10)

(iii) Assintoticamente estavel, se e somente se

lim ||®(n)|| = 0; (4.11)

n—oo

(iv) Uniformemente assintoticamente estavel, se e somente se existirem uma constante

positiva M e n € (0,1) tal que:

[|P(n,m)|| < Mn"™™, n>m > ng. (4.12)

Demonstra¢ao. Vamos provar apenas o item (i). Sem perda de generalidade, assumi-
mos que ®(ng) = I e x(n,ng, o) = ®(n)zy é a tnica solugao de (4.8) passando por

(ng, o).
(i) («<)Supondo (4.9) verdadeira, temos
|lz(n, no, 20| = [|(n)zo|| = [[(n)][|]zo]| < M[o]|-
Assim, para € > 0 existe 0 < 57 tal que,
l|zol| < & = ||z(n,ng, x0)|| < M||zo|| < M <€, n >ng.

Consequentemente a solu¢ao nula de (4.8) é estavel.

(=) Suponha que a soluc¢do nula seja estavel. Entdo, dado ¢ = 1, existe § > 0
tal que se ||xg|| < 0 entdo ||®(n)x|| < 1 para todo n > ng. Veja que, se ||y|| < 1
entao ||dy|| < 4. Portanto,

1@ (n)dy|| <1
e, por conseguinte,
()l < 5. > o
Desta forma,

1
@)l = sup [[@(n)yl] < 5 =M

llyll<1
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Os seguintes resultados sao consequéncias imediatas do teorema anterior.

Corolario 4.2.2. Para o sistema linear (4.8) as seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:
(i) A solugao nula sera estavel se e somente se todas as solugoes forem limitadas.

(ii) A solugao nula sera exponencialmente estével se e somente se for uniformente assin-

toticamente estavel.

Demonstracao.

(i) (=)Supondo que a solugao nula seja estavel, por (4.9), temos
|2(n)|| < M, n>mne>0;

onde ®(n) é uma matriz fundamental de solugoes; consequentemente toda solugao de
(4.8) é limitada.

(«<)Supondo que toda solugio seja limitada, temos
()] < M = [[2(n, no, 30)[| < Ml
Assim, para € > 0, existe 6 < 57 tal que,
llzo|| < 0 = ||z(n, ng, zo)|| < M||zo|| < M < e.

Consequentemente a solucao nula de (4.8) é estavel. O

Como exemplo, vamos analisar uma equacao de diferencas de ordem £k, dada por:

yim+k)+pi(n)y(n+k—1)+ ...+ pe(n)y(n) = g(n). (4.13)

Esta equacao pode ser representada por um sistema de equacoes de primeira ordem,

z(n) = y(n),
2(n) = yh+1) =z +1),
z3(n) = y(n+2)=2zn+1),

zrn) = yln+k—1)=z_1(n+1).
Temos

z1i(n+1) = 2z(n),

z(n+1) = z3(n),

zke1(n+1) = zx(n)
z(n+1) = —pr(n)zi(n) — pr—1(n)za(n) ... — pi(n)z(n) + g(n).
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Considerando z(n) = [ z1(n) z(n) ... z(n) ] podemos escrever este sistema como
z(n+1) = A(n)z(n) + h(n), (4.14)

onde A(n) = (a;;(n)) é uma matriz k£ x k, sendo

0 1 0 o 0
0 0 1 0
0 0 0 0
An) = | | e
0 0 0 1
—pe(n) —pe-1(n) —pr—2(n) ... —pi(n)
0
0
h(n) = 0
g(n)

Vamos analisar o caso em que g(n) = 0, ou seja, o sistema homogéneo
z(n+1) = A(n)z(n). (4.15)

Teorema 4.2.3. Considere o sistema (4.15):
(i) Se o Jai;(n)| < 1,1 < j <k, n>ny, entio a solucao nula do sistema (4.15) sera
uniformemente assintoticamente estavel.
(ii) Se S2F  Jas;(n)| <1 —wv para algum v > 0, 1 < j < k, entéio a solugiio nula sera
uniformemente assintoticamente estavel.

Demonstracao.
k

(i) Utilizando a definicdo de norma de matriz dada por ||A(n)||; = max Zaij(n),

j=1
pela condicao (i) temos que ||[A(n)||; < 1 para todo n > ngy. Assim,

n—1

[ AG)

=m

< [[A(n = DILl[A(n = 2)[[1-[[A(m)][y < 1.

1

1@ (n, m)[|x =

Isto implica que a solugao nula de (4.15) é uniformemente estavel pelo Teorema (4.2.1),
parte (ii).

(ii) A prova da afirmagao (ii) é similar a prova da afirmacao (i), a qual sera omitida. [J
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4.2.2 Estabilidade de sistemas lineares com coeficientes cons-

tantes

Um sistema linear com coeficientes constantes é dado da seguinte forma:
z(n+1) = Az(n) (4.16)
onde A é uma matriz real n x n. Neste proximo teorema mostraremos os resultados de
estabilidade para o sistema (4.16).

Teorema 4.2.4. Se p(A) = maz{|A\| : X\  autovalor de A }, entao as seguintes

afirmacoes sao verdadeiras:
(i) A solugao nula de (4.16) sera estavel se e somente se p(A) < 1.

(ii) A solugdo nula de (4.16) sera assintoticamente estével se e somente se p(A) < 1.

Demonstracao.

(i) Seja A= PJP~! onde J = diag(Jy, Jo, ..., J,) é a forma de Jordan de A e

[\ 1 0 ]
Ai
Ji —
1

| 0 Ai |

1=1,...,r.

Pelo Teorema (4.2.1) a solucao nula de (4.16) sera estéavel se e somente se ||A"|| =
[(PTP~Y)"|| < M ou |[J?|| < M, onde M = M/(||P||||P7"||). Agora, J* =
diag(Jy, J3, ..., J*) (Ver Apéndice B), onde

AN ()N
JZn: 0 )\;n (n))\nl , 1 = 1’ , T e S; <r
1/)7%
0 0o ... AT

Assim, se |\;| > 1 ou se |\;| = 1 e J; nao for uma matriz 1 x 1, entdo ||J|| tende a
infinito quando n — co. Se |\;| < 1 entao ||J"|| — 0 quando n — co. Para provar esta

conclusao é suficiente mostrar que |)\i|”nl — 0, quando n — oo para algum inteiro [.

Esta conclusao segue pela regra de L’Hospital, fazendo \)\i|”nl = nleXil" | temos:
lim ! EL T ! H im W —1n™=
N 00 efnln\)\ﬂ n—oo _ln’)\i‘efnlnpxﬂ s o0 (ln‘)\i’)ze,nlm/\i‘ )

aplicando sucessivamente a regra, e usando que |)\;| < 1, temos:

nl

(ii) A prova da afirmagao (ii) ja foi estabelecida pelo argumento anterior. Isto completa

a prova do teorema. O
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4.2.3 Critérios para a estabilidade dos sistemas bidimensionais

J& foram vistos critérios para analisar estabilidade assintotica de pontos de equi-
librio, agora veremos mais detalhadamente estes critérios para analisar a estabilidade
de sistemas de duas equacgoes. Antes, vejamos trés importantes teoremas sobre o com-

portamento das solucoes para equacao de diferencas de segunda ordem,
y(n +2) + pry(n + 1) 4+ pay(n) = 0. (4.17)
Supondo que A1 e Ay sao as raizes da equacao caracteristica:
M ApAtp, =0 (4.18)
temos trés casos a considerar:

(a) As raizes A; e Ay sdo reais distintas. Entdo, y;(n) = A7 e ya(n) = A} sdo duas
solugdes linearmente independentes de (4.17). Se |\;| > |A;|, yi(n) é a solugao
dominante, e \; é a raiz caracteristica dominante. Assim, o comportamento da
solugao geral y(n) = a1 A} + ax Ay é determinado pelo comportamento da solugao

dominante. Sem perda de generalidade, assume-se que || > |Ag|. Entéo,

y(n) = AT [al + ay (i—j)n] :

Como, |A2/A1] < 1, segue que (A2/A1)" — 0 quando n — oco.
Consequentemente, nlgg() y(n) = nlggo a1 A}. Agora, ha seis situagoes diferentes a
considerar:

1. Ay > 1: y(n) — oo (solugao nula instavel);
A =1 y(n) — ag;
0 < Ay < 1: y(n) — 0 (solugdo nula assintoticamente estavel);
—1 < A <0: y(n) — 0 oscilando em torno de zero;

A1 = —1: y(n) oscila pois y(2n) — a; e y(2n + 1) = —ay;

AR AN

A1 < —1: y(n) oscila, mas |y(n)| — +oc.

(b) A1 = A2 = A. A solucao geral de (4.17) é dada por y(n) = (a1 + agn)\". Assim,

temos trés casos:

1. A\ > 1: y(n) = oo
2. A\ < —1: oscila, mas |y(n)| — +o0;

3. |\] < 1: y(n) — 0, pois

liMy—seoP A" = iMoo Y
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(c¢) Raizes complexas: A\ = a+if e Ay = a—if, onde § # 0. Como vimos na se¢iao

(1.3) a solucao geral de (4.17) é dada por:

y(n) =" (cicos (nf) + casen (nd))

onde r = /a2 + 32e 0 = tan™* (§> . A solucdo y(n) sempre oscila e para r > 1,
a
ly(n)| — +o0 e para r < 1, y(n) — 0, para n — oo.

Considerando os resultados anteriores, temos o seguinte teorema:
Teorema 4.2.5. Sejam \; e A\, raizes da equagao caracteristica (4.18). As seguintes

afirmacoes sao verdadeiras:

(i) Toda solugao de (4.17) oscila em torno de zero se e somente se A\; e Ag nao forem

raizes reais positivas.
(ii) Toda solucao de (4.17) converge para zero, ou seja, a solu¢ao nula é assintoticamente

estavel, se e somente se max{|A\1], |\2|} < 1.

Considere agora a equacao de diferencas de segunda ordem nao-homogénea da

forma:

y(n+2) +py(n+1)+py(n) =M (4.19)

onde M é uma constante nao-nula. Ao contrario de (4.17), a fungao nula y(n) = 0
para todo n € ZT nao é uma solugao de (4.19). Ao invés disso, temos um ponto de

equilibrio ou solu¢ao y(n) = y*. De (4.19) temos:
Yy eyt =M,

ou

B M
L+p+po

*

Y

Portanto y,(n) = y* ¢ uma solugao particular de (4.19). Consequentemente, a solugao
geral de (4.19) é dada por

y(n) = y* +ye(n),

onde y.(n) é solugao geral da equagao homogénea associada (4.17). Isto porque se y(n)
e y* forem solugoes da equacao nao homogénea, a diferenca sera solucao da equacao
homogénea, ou seja, y(n) — y* = y.(n) e assim, y(n) = y* + y.(n).

Assim, y(n) — y* se e somente se y.(n) — 0 quando n — oo. Além disso, y(n)
oscilara ao redor de y* se e somente se y.(n) oscilara ao redor de zero. Estas observagoes

serao apresentadas no proximo teorema.
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Teorema 4.2.6. Sejam \; e )\ raizes da equagdo caracteristica (4.18). As seguintes

afirmacgoes sao verdadeiras:

(i) Toda solugdo da equagdo ndo homogénea (4.19) oscilard em torno da solugao de
equilibrio y* se e somente se nenhuma das raizes da equacao caracteristica da equacao

homogénea (4.17) for um namero real positivo.

(ii) Toda solugao de (4.19) convergira para y* se e somente se max{|A1|, |A2|} < 1.

Os teoremas (4.2.5) e (4.2.6) sdo condigdes necessarias e suficientes para que a
solugdo nula de uma equagao de diferencas de segunda ordem do tipo (4.19) seja assin-
toticamente estavel. Em muitas aplicagoes, no entanto, é preciso ter critérios explicitos
para a estabilidade com base nos valores dos coeficientes p; e py de (4.17) ou (4.19).

Os seguintes resultados nos fornece tais critérios necessarios.
Teorema 4.2.7. As condicoes
l+pi+p2>0, 1=p1+p2>0, 1=p2>0, (4.20)

sao necessarias e suficientes para que o ponto de equilibro y* da equagao (4.17) e (4.19)

seja assintoticamente estavel (isto é, toda solugdo converge para y*).

A prova deste teorema encontra-se no Apéndice A.

Este teorema nos fornece critérios para analisar a estabilidade de sistemas bidimen-

sionais, quando |A;| < 1 e |[\y] < 1. Considere a matriz:

a11 a2
Q21 Q22

Determinemos a equacao caracteristica:

A=

det(A —IX) = 0= I — (a11 + ag)) + (aj1a2 — apag ) =0 =

(4.21)
= N — (trA)X +det A = 0.

Reescrevendo (4.21), obtemos:
N4+ pA+p=0

onde p; = —trA e ps = detA. Assim, pelo teorema (4.2.7), para que y(n) = y* seja

assintoticamente estavel, devemos ter:

1+trA+detA>0, 1—trA+detA>0, 1—detA >0,
ou seja,

1+trA+detA >0 14+ detA > —trA

= = [trA| <1+ detA
1—trA+detA >0 1+detA >trA
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1—detA>0=1>detA=1+det A < 2.
Portanto,
[trA| <1+ det A < 2. (4.22)

Assim, pelo Teorema (4.2.7), a solu¢ao nula da equacao z(n + 1) = Ax(n) serd assin-

toticamente estavel se e somente se,
1+trA+detA>0, 1—trA+detA >0, 1—detA >0,

que é equivalente a [trA| <1+ detA < 2.

Como exemplo vamos analisar a estabilidade da solu¢ao nula do sistema z(n+1) =
Az(n), onde

Veja que,

—1
det > =—-2425=0,5 e tr(A)=1.
—-0,5 2

Logo, usando (4.22) temos
tr(A)=1<140,5=1+det(A) < 2.

Portanto, a solucao nula deste sistema é assintoticamente estéavel.

A seguir, faremos uma analise grafica da estabilidade de sistemas lineares autonomos

de duas equacoes, com coeficientes constantes.

4.3 Analise do plano de fase

Plano de fase é o plano x1z9 em que se encontram as orbitas de x(n + 1) = Az(n)

considerando A uma matriz de ordem 2.

Considere o sistema:

r1(n+ 1) = ajyzri(n) + ajexe(n),

Jfg(n + 1) = CL21[E1<TL) + (1221’2(71),
ou

x(n+1) = Az(n) (4.23)
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onde

a1 a2
A= .
a21 A2

E imporante lembrar que z* é um ponto de equilibrio do sistema (4.23) se Az* = x*
ou (A—TI)xz* =0. Assim, se (A — I) for ndo singular, entdo z* = 0 sera o tinico ponto
de equilibrio do sistema (4.23). Por outro lado, se (A — I) for singular, entdo havera

infinitos pontos de equilibrio. Neste caso, seja y(n) = x(n) — z* em (4.23). Obtemos:

yln+1)= z(n+1)—2z*

que é semelhante ao sistema (4.23). Assim, as propriedades de estabilidade de algum
ponto de equilibrio z* # 0 s@o as mesmas que a do ponto de equilibrio * = 0. Desta
maneira, basta analisar apenas o ponto de equilibrio z* = 0 do sistema (4.23).

Seja J = P'AP a forma de Jordan de A. Entdo, J tem uma das seguintes formas

canonicas:

A0
(a) ( 01 \ ), onde os autovalores A\; e Ay sao reais distintos;
2

Al
(b) ( \ ), onde o autovalor A é real e de multiplicidade algébrica 2;

(c) ( 046 p ), onde os autovalores sao complexos dados por A = a £+ if5.
-0 «

onde x(n) é solugao de (4.23). Entao

z(n) = Py(n). (4.24)

yin+1)= P lz(n+1)
= P7'Az(n)
= P 'APy(n)
= Jy(n).

Assim, a funcdo y(n) = P~ 'z(n) é solugao do sistema y(n + 1) = Jy(n). Se

(4.25)

2(0) = x¢ for uma condigao inicial do sistema (4.23), entdao y(0) = yo = P~lz, serd a
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condigao inicial correspondente para o sistema (4.25). O objetivo é analisar o plano de
fase do sistema (4.25) nos casos (a), (b) e (c).

Caso (a): Neste caso, temos o sistema:

yi(n+1) = \yi(n)
y2(n+ 1) = Aaya(n).

< y(n) ) _ ( A0 )
y2(n) Ayao |
vor= () ():

=0ese |A\| < |Agf, entdo lim |
n—oo

Assim,

e portanto,

Se [A1| > |A2], entdo lim y2(n) ya(n)
n—oo 4] (n) y (n)
Por exemplo, analisando o plano de fase do sistema z(n + 1) = Az(n), onde A =

1 1
, temos
( 0,25 1 )

|= 0.

. . 3 1
Assim, temos dois autovalores \; = 3 e Ay = 3 Para encontrar os autovetores

correspondentes, temos:

—1/2 1 &\ (0 1 B B
(2 1)(5)-(3)~-teromom-

2
Logo, o autovetor corresponde ao autovalor A\ é & = ( ) ) Analogamente, po-

2

demos encontrar o autovetor & = ( ) ) correspondente ao autovalor \y. Portanto,

, onde P—<2 2 )
1 -1

PlAP=J =

S N W
N~ O
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Para encontrar o plano de fase correspondente ao problema, seja x(n) = Py(n). Note

que 0 ) no plano y,ys corresponde a ( ) ) no plano x;xs, pois x(n) = P ( 0 > —

2 0 2
( ) ); e ( ) ) no plano y,ys corresponde a ( . ) no plano zix5. Deste modo, o

eixo gy é rotacionado para o eixo x; e 0 eixo yy é rotacionado para o eixo x,. Portanto,

1
dado o ponto inicial ( Yo ) = 0 ) temos

Y20
10 _p 1 _ 2 '
90 0 1
Assim, o plano de fase para o problema y(n + 1) = Jy(n) é mostrado na figura (4.1) e

para o problema z(n + 1) = Az(n) na figura (4.2).

Y2
0.4

-4 -2 2 4

-02+-

—04F

Figura 4.1: Plano de fase de y(n + 1) = Jy(n).

Caso (b) Neste caso, temos
yi() \ _ e[ v ) _ [ A" nA" Y10
Y2(n) Y20 0o A" Yy )

y1(n) = A"yig + nA" " yap,
y2(n) = A"y

ou

Y

logo,

yg(n) _ A" _ Y20
yi(n)  A'yio +nA"lyag Y10 + nA LYo
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Figura 4.2: Plano de fase de z(n+ 1) = Ax(n).

n
Portanto, lim ta(n)
Caso (c): Neste caso, a matriz A tem dois autovalores complexos, A\; = a + i3

=0.

]

1
e \y = a—1if8, § # 0. O autovetor correspondente a A\; é dado por & = ( , )

e escrevendo A; em coordenadas polares temos o = rcos(6), f = rsen(f) e r
Va2 + 2, assim A\ = rcos() + irsen(f), logo a solugao é dada por:

—_

]

y(n) =& = ; (a+iB)" = ( 1 ) rheint —

= 1 r™(cos (nf) + isen (nd)) =

[ r"cos(nf) +ir"sen (nd) \
~\ ricos(nf) —r"sen (nf) |

_ o cos (nh) o [ sen (nf)
a ( —sen (nf) ) i ( cos (nf) ) ’

7 7
onde 0 = tgfl(é). As solugbes reais sao dadas por r" cos (né) ern | 5N (n) :
« — sen (nf)

Portanto, a solugao real geral é dada por:

( y1(n) ) _ ( c1 cos(nb) + ¢z sen (nd) > .
y2(n) —cisen (nf) + ¢, cos (nf)

Dada a condigao inicial y;(0) = y109 € y2(0) = y20, obtemos ¢; = y19 € ca = yoo. Assim,
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a solucao é:
yi(n) = 1" (yiocos (nb) + yog sen(nb))
y2(n) = 1" (—y0sen(nd)yqg cos (nd))
Escrevendo yig e y20 em coordenadas polares temos y19 = rgcos () e yz0 = 7o sen (),

onde ro = \/y3 +ysp e v =tg ! (@> Assim,
Y10

y1(n) = r"(rgcos () cos (nf) + rosen () sen (nh))
= 71"rg(cos (nd) cos (y) + sen (nd)) sen (y))
= r"rgcos(nfd —v), e

ya2(n) = 1"(rgcos (v)sen (nf) — rosen () cos (nh))
= —r"ro(sen (nh) cos () — cos (nh)) sen ()

= —r"rgsen (nf — 7).
Portanto, a solucao geral em coordenadas polares é:

r(n) = yi(n)+ys(n)
= eVl

= r"rg.
. . 1 3
Por exemplo, se considerarmos o sistema z(n+1) = Axz(n) com A = L1 ) temos

1—=A 3
det ( L 1 = A2 — 2\ +4. Logo, os autovalores sao A\; = 1 + iV3e \y =

1 —iv/3. E o autovetor correspondente para A\ é & = ( \/§ ) = ( V3 ) +1 ( 0 >

1 0 1
1
V3 0 ,entao P~1AP = J = V3
0 1 -3 1

caso (c). Portanto, a solu¢ao de y(n + 1) = Jy(n) é:

2
i) = = Vil i (Vi vE)
= Vy%0+ygo2n>

3
onde v = tg~! (@) e = tg™! (\/—_) = % Se dado o ponto inicial ( Y10 ) =

Se P =

) , que é a forma canonica do

n

1

Y10 Y20
L 1
16 | (figura 4.3), entdo a solucdo sera dada por r(n) = 1—62" = 2" f(n) =
0
no

T A orbita correspondente no sistema original (Figura 4.4) tem o ponto inicial

V3 0 1 V3
To = Pyo = 16 == 16
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10

05

Figura 4.3: Orbita de y(n + 1) = Jy(n) com condicdo inicial (—1/16,0).

Figura 4.4: Orbita de (n + 1) = Az(n) com condicdo inicial (—+/3/16,0).
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Ao longo do trabalho, estudamos equacoes de diferencas lineares e estabilidade, que
sao importantes para dar continuidade ao estudo das equacoes quase lineares, que serao

vistas no proximo capitulo, sendo o foco do presente trabalho.



5 Sistemas quase lineares

Vamos apresentar neste capitulo um processo de linearizacao, que é um método
para encontrar um modelo linear que seja uma boa aproximacao do sistema nao-linear,
ou seja, que as trajetorias do sistema linear sejam boas aproximagoes das trajetorias

do sistema nao linear.

5.1 Definicao

Considere o sistema nao linear
z(n+1) = f(n,xz(n)), (5.1)

onde f : ZT x G — R* ¢ continuamente diferenciavel, G C R¥ e z* é um ponto de

equilibrio de (5.1).Descreveremos, agora, o método de linearizagao aplicado ao sistema
(5.1). Seja f = (f1, fa,..., fx). A matriz Jacobiana de f é dada por:

6f1 (7’L, 0) 8f1 (TL, O) 8f1(n, O)

O Ay Oy
0Ln0) 9f(m0)  8fn,0)
of(n,y) _ df(n,0) _ oy Dys T a—yk

Wl W ; S

Afi(n,0)  Ofx(n,0) dfx(n,0)

o Y2 o Oy

df (n, ")

Por simplicidade, sera denotado por D f(n,z*). Se x* # 0, considere a

ox

mudanca de variavel

*

y(n) = x(n) -z
em (5.1). Assim,

yln+1) = z(n+1)—z*
= f(n,y(n) +27) — 2 (5.2)

= %(n, z*)y(n) + g(n,y(n)),

79
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onde g(n,y(n)) = f(n,y(n)—i—x*)—x*—g—f(n, x*)y(n). Como f é diferenciavel, g(n,y) =
T
|

o(|ly|]) quando ||y|| — 0. Isto significa que, dado € > 0, existe § > 0 tal que ||g(n,y)|| <
¢|ly|| sempre que ||y|| < d, para todo n € Z*.
0
Considerando apenas os componentes lineares de (5.2), e sendo A(n) = a—f(n, x*)
x
temos:
z(n+1) = A(n)z(n) (5.3)

onde A(n) é uma matriz k x k para todo n € Z™.

Note que, quando x* = 0, temos:

g(n.y(n)) = f(n,y(n)) = Df(n,0)y(n)
= f(n,y(n)) — Aln)y(n).

Agora, vamos trabalhar com um caso especial do sistema (5.1), que é o sistema auto-

nomo:

y(n+1) = fy(n)), (5.4)

considerando que f(0) = 0 para que x* = 0 seja ponto de equilibrio de (5.4).

O sistema pode ser escrito como:

y(n+1) = Ay(n) + g(y(n)), (5.5)

onde A é a matriz Jacobiana de f em 0, e g(y) = f(y) — Ay. Como g(y) = o(||yl|)
quando ||y|| — 0, temos

llg(w)]|

lim =0,
lyl—o [|y]|

isto é, ||g|| € pequeno em comparagao com ||y||, proximo a origem.

Esta condigao permite que as solu¢des do sistema nao linear (5.5) estejam proximas
das solu¢oes do sistema linear y(n + 1) = Ay(n).

O sistema (5.5), com estas condi¢des, é chamado de sistema quase linear na vizi-

nhanca do ponto de equilibrio x* = 0.

5.2 Estabilidade de equacoes de diferencas quase li-

neares

Antes de analisar a estabilidade de sistemas quase lineares, consideremos uma im-

portante desigualdade, que sera utilizada em demonstracoes a seguir.

Lema 5.1. (Desigualdade de Gronwall). Sejam (z(n)) e (h(n)) sequéncias reais

tais que h(n) > 0 para n > ny > 0,
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) < M [Z(no) £y h<y>z<y>]
para algum M >0 e n > ng, entao
z(n) < z(ng) 1:[ 1+ Mh(5)], n>ny e (5.6)

z(n) < z(ng) exp [i Mh(j)] ,  n > ng. (5.7)

i=ng

Demonstragao. Seja uma sequéncia (u(n)) dada por:

u(n) = M [u(no) ) h(j)U(j)] , u(no) = z(no). (5:8)

Jj=no

Como h(j) > 0 para todo j > ng, temos z(n) < u(n) para todo n > ng. De fato:

u(ng + 1) = M [u(ng) + h(ng)u(no)]
z(ng + 1) < M [z(ng) + h(ng)z(no)] = M [u(ng) + h(ng)u(ng)] = u(ng + 1).

Logo, z(ng + 1) < u(ng + 1). Além disso,

u(ng + 2) = M [u(ng) + h(no)u(ne) + h(ng + 1)u(ng + 1))

+ h(ng + 1)z(ng + 1)]
+ h(no + L)u(ng + 1)] = u(ng + 2).

Genericamente, temos z(n) < u(n), sendo h(n) > 0 para n > ng. De (5.8) temos

u(n +1) = Mu(ng) + M Z h(j)u(j)

Jj=mno

= Mu(ng) + M z_: h(j)u(j) + Mh(n)u(n)

=u(n) + Mh(n)u(n)
= [1 4+ Mh(n)]u(n).

Por uma simples iteracao, concluimos que a solucao desta equacao discreta é:

n—1

u(n) = TT [t + Ma(j)] u(no).

J=no

Como z(n) < u(n) para n > ng e u(ng) = z(ng), temos a desigualdade (5.6).
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Provemos, agora, a desigualdade (5.7). Pela expansao de Taylor da fun¢ao f(z) = e®
em torno de x = 0, temos 1+ = < e”, para x > 0. Logo 1 + Mh(j) < exp (Mh(j)), e

por (5.6), com n > ng, segue:

z(n) < z(ng) H;.L;io 14+ Mh(j)] = z(no) [1 + Mh(ng)] [1 + Mh(ng+1)]...[1 + Mh(n — 1)]
< z(ng) exp(Mh(ng)) exp(Mh(ng +1))...exp(Mh(n — 1)) =
= 2z(ng) exp [Z? 7}00 Mh(j5)],
concluindo, assim, a prova do lema. ]
lg(rn, Il
Teorema 5.2.1. Supoe-se que IIhIImO I = 0 para todo n € N, n > ng. Se a
yl|— Yy

solugdo nula do sistema linear (5.3) for uniformemente assintoticamente estéavel, entao

a solugao nula do sistema quase linear (5.2) sera exponencialmente estavel.

Demonstragao. Se a solu¢ao nula do sistema (5.3) for uniformemente assintoticamente
estavel, pelo Teorema 4.2.1, a matriz fundamental de (5.3) ®(n, m) satisfara ||® (n,m) || <
Mn"=™ para n > m > ng, e algum M > 1en € (0,1). E, alem disso, pelo Teorema
4.1.3, a solugao de (5.2) é dada por:

n—1
y(”a No, yO) = CI)(n’ nO)yO + Z CI)(TL,] + 1).9(]7 y(]))
Jj=no
Logo,
n—1
y(m)Il < M@= lyo|| + My~ > 0" |g(5,y(i))]I- (5.9)
Jj=no

Pela hipotese, para um dado € > 0, existe § > 0 tal que ||g(j,y)|| < €||y|| sempre que
l|ly|| < d. Logo, se ||y(7)|| < d, entdo a desigualdade (5.9) pode ser dada por:

"yl < M |07 llgoll + Y en™? Iy ()l | - (5.10)

Jj=no

Seja z(n) =n~"|ly(n)||. Aplicando a Desigualdade de Gronwall obtemos

n "yl < 07|yl H +ent

Jj=no

Portanto,

ly()1] < ol (n + ed) "= (5.11)

Escolhendo € <

, temos n 4+ eM < 1. Logo, |ly(n)]| < |lyo|]| < 0 para todo

(1—mn)
M : .
n > ng > 0. Portanto, a desigualdade (5.10) é verdadeira, consequentemente, em

virtude da formula (5.11), obtemos a estabilidade exponencial. [l
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Corolério 5.1. Se p(A) < 1, onde p(A) = max{|\| : A\ € autovalor de A}, entio a

solugao nula de (5.5) serd exponencialmente estdvel.

Demonstragao. Pelo Teorema (4.2.4), se p(A) < 1, entao a solugao nula seréa assintoti-

camente estavel, logo a prova do Corolério segue imediatamente do Teorema 5.2.1. [

Corolério 5.2. Se ||A|| < 1, entdo a solugao nula de (5.4) serd exponencialmente

estdvel.

Demonstragao. Ja foi provado que p(A) < ||A||l. E, como ||A|| < 1, entdo p(A) < 1e

o resultado segue pelo Corolario 5.1. O]

Como aplicacao deste resultado, vamos agora investigar a solucao nula do seguinte

sistema:

(5.12)

Seja f = (f1, f2), onde fi(n) = aya(n)/[1 + yi(n)] e fa(n) = byi(n)/ [1 + y2(n)]. Entao,
a matriz Jacobiana de f na origem é

8f1(0,0) 8f1(070)

of B p) ) [0 a
2y ™0 = | anltlo) an(tho) _<b 0)'
Iy Oy

Além disso,

ays(n)
o (awen Y _ar o (wm | Trge | aw
ol ( Fay(n) ) 5y "0) ( () ) b(n) ( b () )
1+ y3(n)
ayz(n) — aya(n) — ayi(n)ys(n)
_ 1+ y3(n
byr(n) — byr(n) — by1(n)y3(n)
1+ y3(n)
—ayx(n)y? (n)
_ 1+ yi(n)
—by3(n)yi(n)
L+ y3(n)
Assim, o sistema (5.12) pode ser escrito como:
—aya(n)yi (n)
s\ (0 o) () [ TTrim
yo(n +1) b 0 y2(n) —byz(n)yi(n) |
L+ y3(n)

ou como,

y(n+1) = Ay(n) + g(y(n)).
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Os autovalores de A sio as solugoes de A = ab. Portanto, se |ab| < 1 entdo p(A) < 1e
a solugao nula da equagao linear y(n + 1) = Ay(n) é assintoticamente estavel. E como
g(y) é continuamente diferenciavel em (0,0), entao g(y) = o(||y||) e, pelo Corolario 5.1,

a solu¢ao nula de (5.12) é exponencialmente estavel.

Vamos analisar agora o comportamento da equacao logistica de Pielou dada por:

x(n—l—l):%, a>1, B>0. (5.13)

e também consideremos a equacao com retardamento de uma unidade:

ay(n)
n+1l)=——"——. 5.14
ay* . a—1 .
Se f(y*) = y*, temos 155 = y*, entao y* = ou y* = 0, que sao os pontos
y*
de equilibrio da equagao (5.13). Devemos encontrar condi¢oes para « e 3 para que o
s a—1 . o ) o o —
ponto de equilibrio y* = seja assintoticamente estavel. Seja g(n) = y(n)— 3
Entao,
_ a—1 _ a—1
y(n) =79(n) + 5 ¢ y(n —1) =g(n—1) + 5 (5.15)
Além disso, por (5.14), temos:
ay(n) a—1

ynt+1) = 1+ By(n—1)

B
aBy(m) = (1% By(n — 1)) (a — 1)
B(1+ ﬂyl(n —1))
5(wmw—“g —@»—UMn—n) (5.16)
B (% + By(n — 1))

o —

ay(n) = == —(a=Dyln—1)
(1+ By(n—1))
Substituindo y(n) e y(n — 1) de (5.15) em (5.16), temos:
_ a—1 a—1 _ a—1
o () + 257 ) - 25 @1 (30 - 1+ 2 57)

yn+1) = b b )

1+ﬁ(y(n—1)+a_1

B
—a a-1 (a—1)° _ (5.17)
1+ 08yn—1)+a—1
ay(n) — (@ =1)g(n - 1)
a+ py(n—1)

ay(n) +
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Observe que 7(n+1) depende dos instantes 7(n) e y(n—1) e substituindo a equagao dada
por um sistema de duas equagoes, através da introdugao das equagoes z1(n) = gy(n—1)

e ro(n) =7(n), temos:

z1(n Ta(n)
( ( “)): azs(n) — (@ —1):1(n) | . (5.18)

T2(n+1) a+ fxi(n)

-1
O ponto de equilibrio 7* = (0,0) de (5.18) corresponde ao y* = QT da equagao
inicial. Aplicando a linearizagao de (5.18) em torno de (0,0), e sendo f = (fi, f2)7,

azs(n) — (a— 1) z1(n)

onde fi = z5(n) e fo = o T () , temos que:
df1(0,0) 0f1(0,0)
O o.0y= | . I N I .
5y 0£(0,0) (0,0 L]
oy Y2 o

o = [ ) _9f z1(n)
g(x(n)) <f2) 55 0 0) ( 25(n) )

Zo(n) 0 1 r1(n
_ ars(n) —(a—1)zi(n) | = | 1—«a . ( 1 ;)

a+ Bzi(n) a

z2(n) xo(n)
= ary(n) —(a—1Dz(n) | —| 1—«a
o+ fry(n)

I
@ o

com A = a?x9(n)—(a?—a)zi(n)—(a + Bzi(n)) (z1(n) — azi(n))—(a? + Bzi(n)) z2(n) =
—Bri(n)+afi(n)—afri(n)ra(n) = fla—1)zt(n)—afzi(n)za(n) e B = a(a+ Bri(n)).
Assim temos um novo sistema, dado por:

z(n+1) = Az(n) + g(z(n)).

a—1

= M- MrA+det A =0.

Portanto, pela condigao (4.22), que garante estabilidade assintotica através do Teorema
a—1

A equagdo caracteristica de z(n+1) = Az(n) é A2 —\+

—1
4.2.7, devemos ter |trA| < 1+det A < 2, ou seja, 1 < a_+1 <2o0ul< <1,
o

Q@
na qual é sempre valida desde que o > 1.
No proximo capitulo utilizaremos o processo de linearizacao para analisar dois mo-

delos nao lineares.



6 Aplicacoes

Neste capitulo apresentaremos dois modelos através de sistemas nao lineares, re-
presentando um problema de Economia [5] e outro envolvendo a relagao entre duas

espécies, em que uma é parasita da outra espécie (hospedeira) [1].

6.1 Um modelo de ciclo de negocios

O economista Paul Samuelson (1939) criou uma teoria partindo do principio de
que, quando um investimneto é feito, ele permite um aumento (proporcional a ele)
na producao e por consequéncia, haverda um impacto maior sobre o lucro, o qual,
em parte é transformado em poupanca e a outra parte em gastos. A parte poupada
fica por um tempo indefinido fora do circuito do consumo, enquanto a outra parte
é re-injetada no processo, estimulando a producao, alcancando entao os beneficios
esperados. Assim, quanto mais se gastar da parcela da renda do investimento mais a
producao sera estimulada.

Em 1950, o matematico John Hicks propoe um modelo baseado na teoria de Samu-
elson conforme [5], que apresentamos agora.

Sendo I(n) o investimento em um periodo de tempo n e Y (n) a renda obtida neste
periodo, o autor propoe que o investimento seja proporcional & variacao da renda entre

os dois periodos anteriores, isto é,
In)=v[Y(n—1)=Y(n—2)] (6.1)

sendo v uma constante positiva.
Propoe também que o consumo C(n) em um periodo de tempo n seja proporcional a

renda no periodo anterior, isto é,
C(n)=(1-s5Y(n-1), (6.2)

onde s representa a renda poupada no més anterior (0 < s < 1).

Utilizando a "identidade contabil" adotada em Economia, temos

Y(n) = C(n) + I(n). (6.3)

87
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Logo, temos uma equacao de diferencas de segunda ordem,
Y(n)=1+v—=95)Y(n—1)—vY(n—2). (6.4)

De acordo com Hicks, este modelo nao representa adequadamente o problema proposto
e o economista Tonu Puu [5] propoe como uma alternativa, o seguinte modelo nao

linear:

In)=v(Y(n—-1)=Yn-=2)—v[Y(n—1)=Y(n—-2), (6.5)
Cn)=(1-s5)Y(n—1)+esY(n—2), (6.6)

com e € [0,1) e v > es.
Substituindo (6.5) e (6.6) em (6.3) temos

Y(n) = v(Y(n=1)=Y(n—=2)—v[Y(n—1)=Y(n—-2)
+(1=5)Y(n—1)+esY(n—2)

que é equivalente a

Yn)—=Yn-1) = v(Y(n—-1)—-Y(n—-2))—v[Y(n—1)—-Y(n— 2)]3

—sY(n—1)+esY(n—2). (6.7)

Subtraindo e somando esY (n — 1) no segundo membro da equagao, obtemos

Yn)—=Y(n-1 = v¥Yn-1)-Yn-2)—v[Y(n—1)—-Y(n— 2)]3
+e—1sY(n—1)—es(Y(n—1)=Y(n—2)).

Logo,

Y(n)—=Y(n—-1) = (v—es)(Y(n—1)—-Y(n—-2)—ov[Y(n—1)—Y(n— 2)]3
+(e—1)sY(n—1).

(6.8)
Introduzindo uma nova variavel,
Zn—1)=Y(n)-Y(n-1), (6.9)
podemos escrever a equacao (6.8) como
Zin—1)=(w—es)Z(n—2)—vZ%n—2)+ (e —1)sY(n —1),
ou como,
Z(n)=(v—es)Z(n—1)—vZ3n—1)+ (e — 1)sY (n). (6.10)

Agora, seja

cZ(n) = Z(n)
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1 _
ondec:\/u,1+v—es>0pois()§es<1ev>0.
v

Dividindo (6.10) por ¢, temos:
Z(n)=(w—es)Z(n—1)— (1+v—es)Z%n — 1) + (e 1)21/(71). (6.11)

Considerando a = v —es e b = (1 — €)s temos que a > 0 pois v > es e b € (0,1) pois
es < 1le (6.11) é dada por

Zn)=aZ(n—-1)—(1+a)Z%n—1) — gY(n)

Usando (6.9), temos
Y(n+1)=Y(n)+cZ(n) (6.12)

e por (6.12) temos

Zn+1) = aZ(n)—(1+a)Z3n)— %Y(n +1)
= aZ(n)— (1+a)Z3n) — - [Y(n) + c¢Z(n)] (6.13)
b

= (a—=b)Z(n)— (1 +a)Z%n)— -Y(n).
c
Usando (6.12) e (6.13), temos um sistema de duas equagoes

Y(n+1) = Y(n)+cZ(n)

b (6.14)
Zn+1) = (a—0)Zn)—(a+1)Z3(n) — EY(n)

Sejam X(n) = (Y(n),Z(n)) e f(Y(n),Z(n)) = (f1 (Y (n),Z(n)), f2(Y(n), Z(n))).
O sistema (6.14) tem um unico ponto de equilibrio que é (0,0) e para analisar sua

estabilidade, aplicaremos o processo de linearizagdo. A matriz Jacobiana de f em (0,0)

_af B 1 c
C

C(nxen ) _ar (Yo
o) = f2<X<n>>> 8X<0’0)<Z<n>>

é dada por,

. 0 )
—(a+1)Z3(n)

B Y (n)+cZ(n) ) - 1b c ( Y (n) )
| (@=b)Z(n) - (a+1)Z3n) — “Y(n) —Z a—b Zn) |-
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Assim, o sistema (6.14) pode ser escrito como

Y(in+1) | 1b ¢ Y(n) N 0
Zn+1) | —— a-b Z(n) —(a+1)Z3(n)

ou, X(n+1) = AX(n) + g(X(n)). A equagao caracteristica de A é dada por
det b =0

Logo,
a—b—X—aX\+bA+XN+b = 0

NM-Xl+a—-b)+a =
A2 — Atr(A) + det(A) =

—b+1++/(b—1)2—2a(b+1
E os autovalores de A sao )\172:a + \/( ) alb+ )

Pelo critério (4.22) e Teorema 4.2.7, a solu¢ao nula da parte linear é assintoticamente

estavel se e somente se:
(i) 1+tr(A)+det(A) >0=2+2a—b>0,
(i) 1 —tr(A)+det(A) >0=10b>0,
(iii) 1 —det(A) >0=1>a.
Como1l>a>0e0<b<1,aregiao de estabilidade S é dada por
S={(a,b) eR*/0<b<1l e 0<a<l}.

Concluindo, se (a,b) € S, entdo o ponto de equilibrio nulo do sistema linear é
assintoticamente estavel.

Logo, pelo Corolario 5.1 a solugao nula do sistema (6.14) serd exponencialmente
estavel se (a,b) € S.

6.2 Um modelo hospedeiro-parasita [1]

Considere duas espécies onde ambas tem um niimero de estigios no ciclo da vida
que inclui ovos, larvas, pupas e fase adulta, em que uma é parasita da outra que é
chamada de hospedeira.

Sejam H(n) a densidade de hospedeiros na gerac¢ao n, P(n) a densidade de parasitas
na geracao n, g(H(n), P(n)) a fracdo dos hospedeiros nao parasitados, A a taxa de
reproducao dos hospedeiros e ¢ o niimero médio de ovos depositados por um parasita
em um tunico hospedeiro.

O modelo é baseado nos seguintes principios:
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(i) H(n + 1) & o niimero de hospedeiros na geragdo n multiplicado pela fracdo dos

nao parasitados, multiplicado pela taxa A de reproducao.

(ii)) P(n+ 1) é a fragdo de hospedeiros parasitados na geracao n, multiplicado pela

taxa ¢ de fecundidade dos parasitas e pelo nimero de hospedeiros na geracao n.

Portanto, temos

H(n+1)=XH(n)g(H(n),P(n)) (6.15)

P(n+1)=cHn)[1—g(H(n), P(n))]. (6.16)
Considera-se também que

(iii) O namero H, de hospedeiros para cada parasita é proporcional ao produto de

suas densidades, isto é,

H. = aH(n)P(n). (6.17)

(iv) Sendo u é o nimero médio de encontros entre hospedeiros e parasitas em um dado

intervalo de tempo, a probabilidade de ocorrer r encontros é dada pela funcao

e *u”
p(r) = 1, (6.18)
r!l
H
= —°_. De (6.17) segue
com Hn) e (6.17) segue que
pu=aP(n). (6.19)

Uma vez que a probabilidade de fuga do parasita é a mesma probabilidade de nenhum
encontro ocorrer durante o tempo de vida do hospedeiro, temos g(H(n), P(n)) = p(0) =
—aP(n)
e :

Assim, as equagoes (6.15) e (6.16) podem ser escritas como

H(n+1) = MH(n)e ®"™ = f,(H(n), P(n)),

Pin+1) = cHn)(1— e ™) = fo(H(n), P(n)). (6.20)

Temos o ponto de equilibrio do sistema (6.20) (H*, P*) = (0,0). Chamando X (n+1) =
(H(n+1),P(n+1)) e f(H(n), P(n)) = (fi(H ( ), P(n)), f2(H(n), P(n)), fazendo o

processo de linearizacao, temos

of . (o0
a=Zoo-(3 1),

Assim, det(A) =0 e tr(A) = A
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Logo, usando o critério (4.22) e pelo Teorema 4.2.7, o ponto de equilibrio nulo é
assintoticamente estavel se |tr(A)| < 1+det(A) < 2, que é equivalente a |A| < 1, sendo
A autovalor de A.

Portanto, a solu¢ao nula de (6.20) é exponencialmente estéavel se —1 < \ < 1.

Agora, vamos encontrar um outro ponto de equilibrio (H*, P*), resolvendo as equa-

coes
AH*e P = H*
cH*(1 — e o) = p*
Temos:
: * _—ap* * —aP* H* —1 *
(i) AH*e™" = H* <= e :)\H*:)\ — —aP*=—-In\ <
1
— P*:n—)\.
a
* —aP* % % In =1 In A
cH*(1—e ") =P <= cH(1—e¢"" )= — <—
() . mA_ am) ¢
Cac(l =AY ac(A—1)
AlnA InA
L H* P*) =
ogo, (H', P") (ac()\—l)’ a)
A matriz Jacobiana de f neste ponto é
] —Aln A
ax AP =1 co—1) T
A A—1
1 1
Logo, det(A) = )\n—)\1+ln)\ etr(A) = )\n)\ + 1.

Analisando o sistema linear X (n + 1) = AX(n), usando o critério (4.22) e pelo

Teorema 4.2.7 o ponto de equilibrio (H*, P*) é assintoticamente estavel se

1+ tr(A) +det(A) >0 — 1+1+)\l7i>\1+)\hi/\1+1n)\>0 = 2+2%+ln/\>0;
In\ In\

L= tr(4) +det(4) > 0 = 1=1— 7=+ =+ A >0 = ) >0

1 —det(A) >0 << 1—/\ln>\1—ln)\>0.

Temos que A > 0, assim In A pode ser positivo ou negativo. Portanto, o ponto de
equilibrio (H*, P*) é instéavel.

O autor [1] considera o modelo apresentado bastante simples e propoe, também, um
modelo mais realista, modificando H(n) a fim de obter um saturamento do hospedeiro,
que apresentamos a seguir.

Sejam

H(n)

H(n+1) = H(n)exp [7“ (1 - > - GP(”)} >0, (6.21)
Pn+1) = cH(n)(1—exp(—aP(n))).
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Um ponto de equilibrio (H*, P*) do sistema ¢é solucao de

H*
1 =exp {r (1 — ) — aP*] e P"=cH"(1—exp(—aP")).

k
R ) P
o (1T = oot

P::i@-ij.
iﬁi_jg)-1ema{r(1fp)]. (6.22)

acH* k
Logo, temos o ponto de equilibrio (Hf, P;) = (k,0). Sendo X (n+1) = (H(n+1), P(n+

1)), a matriz jacobiana dada no ponto (H;, P;) é dada por:

Of v e [ O —ak
W(thl)_(() 0 )

Assim, det A = 0 e tr(A) = 0. Logo, usando o critério (4.22) e pelo Teorema 4.2.7,
o ponto de equilibrio (Hy, Py) é assintoticamente estavel pois tr(A) =0 < 1+det(A) =

Assim, temos,

Portanto,

1 < 2. Portanto, pelo Teorema 5.2.1 a solugdo nula do sistema quase linear (6.21) é
exponencialmente estavel.

Além do ponto (HF, Py), temos outro ponto de equilibrio (H;, Py), e para que (6.22)
seja valida, 0 < Hy < k (veja figura (6.1).

Sepu=r (1 - %), por (6.19) temos P = g 1-— Hk;

Para analisar a estabilidade de (Hj, P} ), vamos utilizar mudanga de variavel;
x(n) = H(n) — Hy e y(n) = P(n) — Py. Assim, por (6.21) obtemos

z(n+1) = H(n+1)—H}=—H;+ H(n)exp |r 1—H](€n)>—aP(n)
= —H;+ (z(n)+ Hj)exp {r (1 — M) —a(y(n) + Py)
yin+1) = Pn+1)— Py =cH(n)(1—exp(—aP(n))) — Py
= =B +clx(n) + H;) [1 — exp (—aly(n) + F5))].
(6.23)

Fazendo a linearizacao em torno da origem, temos

of 1—rq —akq
A=—(0,0) = — —

ax (0> 0) ¢ —r(l—q) o—r(1—q)
—akq
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r(I-H* |K)|acH

I-exp(-r(I- H* [K))

Figura 6.1: Graficos das fun¢des apresentadas em (6.22).

H
=

com p = —ackq[l —exp(—r(1 —q))]+r(1—¢q) eq=
Asgsim, obtemos o sistema linear,

1 p
S Y EUORY (6.24)
y(n +1) y(n)
Analisando a estabilidade do sistema acoplado linear, temos a equacao caracteristica

AN = A1—7+4¢)—rgp+1rg(1 —q) =0,

onde tr(A) =1—1r+ ¢ e det(A) = —rqgp + r?q(1 — q).

Logo, pelo critério (4.22) e pelo Teorema 4.2.7 a estabilidade assintética estd ga-
rantida se e somente se [tr(A)] < 14 det(A) < 2, que ¢é equivalente a |1 —r + ¢| <
1 —rqp+1r?q(l —q) < 2, ou seja

—rqp+1r¥q(l—q) <1, (6.25)
e portanto,
1—rgp+rq(l—q) > [L =7+ (6.26)

Assim, pelo Corolario 5.1, a solucdo nula de (6.23) sera exponencialmente estavel se as

condigbes (6.25) e (6.26) estiverem satisfeitas.



7 Conclusao

Considerando que nem sempre é possivel explicitar solucoes de equacoes de di-
ferencas, torna-se interessante o estudo de estabilidade de pontos de equilibrios que
representam as solucoes constantes, que podem atrair ou repelir as demais. No caso
especial das equacoes quase lineares, é possivel desenvolver um processo de linearizacao,
que é um método para encontrar um modelo linear que seja uma boa aproximacgao da
equacao quase linear, ou seja, que as trajetorias das solugoes da equacao linear sejam
boas aproximacoes das trajetorias das solucoes da equacao quase linear.

Neste trabalho, apresentamos a anélise qualitativa de sistemas que representam pro-
blemas nas areas de Economia e Biologia, usando equacgoes de diferencas quase lineares.
Acreditamos que esta abordagem possa ser ttil em outros procedimentos numéricos.
Apresentamos também critérios adicionais, que envolvem derivadas de ordem superior
da funcao que caracteriza o sistema, para decidir sobre a estabilidade do ponto de
equilibrio, quando falha o teste da primeira derivada.

Finalmente, diriamos que as equagoes de diferengas (caso discreto) e as equagoes
diferenciais ordinarias (caso continuo) sao ferramentas imprescindiveis nao s6 quando
se trata de comportamentos de fenomenos nas areas de Matemaética, Fisica, Quimica e

Economia, como também em diferentes areas nao exatas.
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A Demonstracao do Teorema 4.2.7

A.1 Critérios para a estabilidade dos sistemas bidi-

mensionais
As condicoes
1+p14+p2>0, 1—=p1+p2>0, 1—py>0, (A1)

sdo necessarias e suficientes para que os pontos de equilibrio (solugao) das equagoes

(4.17) e (4.19) sejam assintoticamente estaveis (isto é, toda solu¢ao converge para y*).

Demonstragao. (<)Assumimos que o ponto de equilibro de (4.17) ou (4.19) é assin-
toticamente estavel. Em virtude dos Teoremas (4.2.5) e (4.2.6), as raizes A\; e Ay da
equacao caracteristica A2 + p; A + ps = 0 permanecem dentro do disco unitatio, isto é,
|A1] < 1 e |X| < 1. Pela formula quadratica, temos

A = —p1t+4/pi—4p2 e Ay = —pioy/Pidpe (A.2)

- 2 2

Assim, temos dois casos a considerar.

Caso 1.]M\1] < 1 e |Ay] < 1 sdo raizes reais, isto é, p? — 4py > 0. Pela formula (A.2)

—2 < —p1+/p? —4ps < 2,
—2+p1<\/p%—4p2<2+p1. (A.3)

temos
ou

Analogamente, obtemos

—2+p1<—\/p%—4p2<2—|—p1. (A4)

Elevando ao quadrado a segunda desigualdade da expressao (A.3), teremos

L4+ p1+p2>0. (A.5)
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Analogamente, se elevarmos ao quadrado a primeira desigualdade da expressao (A.4),

teremos
1—pi+p2>0. (A6)

Novamente, usando a segunda desigualdade de (A.3) e a primeira desigualdade de
(A.4), obtemos

VPl —Aps <2+ p = 24 p1>/pi—4p2 = 2+4p1 >0
—24p1 < —\pl—4ps = 2—p1>\/pi—4dps — 2—p >0

ou
Ip1] <2

Logo,
p2
Pi—4p2 2 0= pi 2 dpy = - > po. (A.7)

Como |p;| < 2, entdo |p?| < 4, ou seja, p? < 4. Portanto, %% < 1 e, por (A.7),

concluimos que ps < 1 ou 1 —py < 0. Isto completa a prova do caso 1, para a condicao
necessaria.

Caso 2.]\1| < 1 e |\y| < 1 sdo raizes complexas, isto é, p? — 4py < 0. Neste caso,

—p1 L
)\172 = T j: 5 4]?2 —p%
Além disso, de p? < 4ps, segue que \/p? < v/Aps — |p1| < 24/P2 ou seja,

—2y/P2 < p1 < 2/Pa (A.8)

temos

Agora, |\]? = pz% + % — % = py. De |\| < 1 segue que 0 < py < 1, 0 que mostra
que a terceira inequagdo de (A.l) é verdadeira. Para mostrar que as outras duas
inequagoes de (A.1) sdo verdadeiras, primeiramente considere a fun¢ao f : RT — R,
f(z) =142 —2/x e provemos que f(z)> 0 para z € (0,1). Veja que,

l+z-2y/r>0 1+ > 2z
14+2r+2% > 4x
»—2xr+1 > 0
(x—1)2 > 0

Assim, 1+ py — 2,/p2 > 0. Pela primeira inequacao de (A.8), temos

P> —2yp2
IL+pe+pr > 1+p2—2p2>0
I+pir+p2 > 0.



Critérios para a estabilidade dos sistemas bidimensionais 101

Da mesma maneira, considerando a segunda inequacao de (A.8), temos

n < 2yDp2
1< 2yp2<l+po
I—pi+p > 0.
(=)Provemos a condi¢ao suficiente, para isso assumimos que (A.1) seja verdadeira. A
equacao caracteristica de (4.17) é dada por A2+p; A +py = 0. E pela formula quadratica
(A.2), temos

PO VA ek R N el VU e O
2 2 '
Seja (I) 1+ p1+p2 >0, (II) 1 —p; +pa > 0 e (III) 1 —py > 0. Somando (I) e (II),

temos

1+p+p2>0
1—pi+p>0
+ 242py >0
1+py>0
py > —1.

Assim, por (IT1), [pa]| < 1. Logo, se —1 < py < 0, temos

1 > —P2 >0
4 > —4po >0
pi+4 > pi—dps >pi >0

Ou seja, p? — 4ps > 0.
Se 0 < py < 1, temos

0 > —p,

0 > —4dp

pi > pi—dpe

Ou seja, p? — 4p, < 0.
Logo, temos dois casos a considerar, quando p? — 4py > 0 e p? — 4py < 0.
Caso 1: p? —4py > 0, onde \; e \y sdo raizes reais.

Somando (II) e (IIT), temos

11— >0
Pt P S2-p >0 p <2 (A.9)
1—po >0
Assim, de (A.9), temos
P < 2

pr—2 < 0<+/p?—4p,
-2 < —p1+ /i —4ps
1 < —p1 + /Pl — 4ps
2

-1 < /\1.
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Além disso, de (I), temos

—P2

—A4po

p? — 4ps

Pt = 4ps

VPE — 4pa

—p1+ /Pl — 4ps

—p1 4+ /Di — 4ps
2
A

Portanto, como p? — 4p, > 0, temos |\;| <

I+p

4+ 4pq

4+ 4py + pt
(p1+2)°
p1+ 2

2

AN ANVANRYVANRVARRVAN

1
1.

N

1.

Provemos agora que |\s| < 1. De (II), temos:

1—p1+p2 >
4 —4py +4py >
4 — 4]91 >
4—dp, +p? >
(2 —p1)2 >
2—p1 >
-2 +p1 <
-2 <
-1 <
-1 <
Além disso,
1
+p1+p2 >0 o
11— D2 >0
E,

V p? —4ps
Y/ P% — 4po
—P1— vV p% — 4po

0

0

—4py

P — 4ps
P — 4ps

VDT — 4pa

Y p% — 4po
—P1—V P% —4py
—p1 — /Pl — 4pa

2

2.

24p1>0— —p < 2.

0
0
—p1 <2

ININ TV

—p1—/p?—4p2 <1

2
A <1

(A.10)

Assim, A; e Ay estdo no disco unitario. Portanto, pelos Teoremas (4.2.6) e (4.2.7), o

ponto de equilibrio é assintoticamente estavel.

Caso 2: p? —4ps < 0. A prova é andloga ao caso 1, concluindo assim a prova deste

teorema.

[]



B Forma Canodnica de Jordan

B.1 Estabilidade de sistemas lineares auténomos

A forma de Jordan de uma matriz é vital em sistemas autdénomos, sendo assim
serd discutido neste apéndice. Para tanto, apresentaremos o significado de matrizes
diagonalizaveis.

Matrizes diagonalizdveis. Dizemos que duas matrizes A e B k X k sao similares se
existir uma matriz nao singular P tal que P~'AP = B. Se a matriz A for similar para
a matriz diagonal D = diag(\1, Mg, ..., \x), entdo A serd dita diagonalizdvel. Note que
os elementos da diagonal de D, a saber, A\, Ao, ..., \g, sdo os autovalores de A. Logo,
apenas alguns tipos especiais de matrizes sao diagonalizaveis.

Seja P = (&1,&,...,&) onde & é a i-ésima coluna de P. Sendo P~'AP = D,
entdao AP = PD, isto implica que A& = N\;&;. Portanto, &, 1 <7 < k é o autovetor
de A correspondente ao autovalor \;, e assim a i-ésima coluna de P é o autovetor
correspondente ao i-ésimo autovalor de A. Uma vez que P é nao singular, as colu-
nas (os autovetores de A) sao linearmente independentes. Invertendo os passos acima,
podemos mostrar que a reciproca da afirmagao acima é verdadeira. Logo, se existi-
rem k autovetores linearmente independentes de uma matriz A k& x k, entdao A sera

diagonalizavel. O seguinte teorema resume esta discussao.

Teorema B.1.1. A matriz k X k sera diagonalizavel se e somente se existirem k auto-

vetores linearmente independentes.

Forma de Jordan. Quando a matriz A nao é diagonalizavel, ou seja, quando A tem
autovalores repetidos e nao é capaz de gerar k£ autovetores linearmente independentes,

entdao é semelhante a chamada Forma de Jordan, isto ¢, P"'AP = J, onde,

J =diag (Jy, Jo,..., ), 1<r <k, (B.1)
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e
IPYE! 0 ]
Ai
J; = (B.2)
1
0 Ai |

A matriz J; é chamada de bloco de Jordan.

Estas observagoes sao formalizadas no seguinte teorema.

Teorema B.1.2. Qualquer matriz A k x k é similar para um Forma de Jordan dada

pela formula (B.1), onde cada J; ¢ uma matriz s; x s; da forma (B.2) e >0 s; = k.

O numero de blocos de Jordan correspondente a um autovalor A é chamado de
multiplicidade geométrica de A, e este nimero, por sua vez, é igual ao nimero de
autovetores linearmente independentes correspondente a .

Note, agora, que a matriz da forma

A1 0 0
0 A1 0
00 ... 1
00 ... A

tem somente um autovetor, pois s; = k e r = 1, e a multiplicidade geométrica de
A é 1, logo temos apenas um autovetor correspondente, a saber, o vetor unitério
e1(1,0,...,0).. Isto mostra que os autovetores linearmente independentes da forma

de Jordan J dados pela férmula (B.1) sao:
€1,€s1+15 Csy+so+1y - - -5 Csytsptotsp_1+1
Agora, visto que P~1AP = J, entdo
AP = PJ.
Sendo P = (&1,&2, .. .,&), igualando a primeira coluna s; de ambos os lados, obtemos
A =M, AG = MG+ G, =23, 51

O tnico autovetor de A é & na série de Jordan &,&,...,&,. Os outros vetores
&, ..., & sao chamados de autovetores generalizados de A, e podem ser obtidos usando
a equacao de diferencas,

(A-MI)& =81, 1=2,3,...,51.
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Repetindo este processo para os restantes blocos de Jordan, podemos encontrar os
correspondentes autovetores generalizados para o m-ésimo bloco de Jordan usando a

equacao de diferencas
(A= XNpD)ém, = Emim1, 1=2,3,...,8m-

Agora, sabemos que A" = (PJP™1)" = PJ"P~! onde

JT 0
J’n
I = ’
0 Ji
Para encontrar J", notemos que para algum J;, ¢ = 1,2,...,r, temos J; = \; I + N,,
onde
1 0
0 0 0
Ni = )
0 . 1
0 0 . 0

¢ uma matriz nilpotente s; X s;, isto é, N = 0 para todo r > s;. Logo,

= NI+ (DATINi+ QAN+ ()TN

Portanto,
R R N P R A Pl
0N DN (N
J' = : 0 ’
S (x
0 0 0 A7 |
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