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��� ������ 	
�� �� f(x) = x3� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�� ������ �� ���������� �� x(n+ 1) = T (x(n))� � � � � � � � � � � � � � � � �

��� � ����� ������� x∗� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� � ����� �������� x∗� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� � ����� ����������� ���� ������� x∗� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��! � ����� x∗ "����� ���� ����������� ���� �������� � � � � � � � � � � � � �

��# $��� �� ����%� �� x(n+ 1) = μx(n)(1− x(n)) ���� μ = 2, 5� � � � � � � ��

��� ���&� �� ���������� ����������� ���� �������� � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���&� �� ���������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

���� ���&� �� ���������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

���� '� a > 0( ���� ����&)� �� �*������ �� ����&)� ����� � � � � � � � � � � � � ��

��� '� a < 0( ���� ����&)� ������"��� ���� � ����&)� ����� � � � � � � � � � � ��

���� +� ����&)� ����� �� "��	��� �� *��&)� x(t) = eat � �� *��&)� �����,

����� ����  -���� �� .���� ���� �� ������ h = 1 � h = 0, 5� � � � � � � � ��

���� ����� �� ���������� �������� /f ′′ (x∗) > 00� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ����� �� ���������� �������� /f ′′ (x∗) < 00� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���! ����� �� ���������� �������� /f ′(x∗) = 1( f ′′(x∗) = 0 � f ′′′(x∗) > 00� � � � �!

���# ����� �� ���������� ����������� ���� ������� /f ′(x∗) = 1( f ′′(x∗) = 0 �

f ′′′(x∗) < 00� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#

���� ����� �� ���������� ����������� ���� ������� /x∗ = −20 ���� x(n+ 1) =

x2(n) + 3x(n)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ����� �� ���������� �������� /x∗ = 00 ���� x(n+ 1) = x2(n) + 3x(n)� � � ��

��� � ,����� {0,−1} ���� x(n+1) = f(x(n)) = x2(n)−1 - ����������� ����

�������( ����� x∗ = 0 � x∗ = −1( ������ �� f 2(x) = x4 − 2x2� � � � � � � ��

��� 1���
� �&)� �� � � ����&)� xn(x0) �� ,�����( ���� f(x) = x2 − 1� � � ��

��� ����� �� *��� �� y(n+ 1) = Jy(n)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #�

�� ����� �� *��� �� x(n+ 1) = Ax(n)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #�

��� 2����� �� y(n+ 1) = Jy(n) �� �����&)� ������� (−1/16, 0)� � � � � � � #!

��� 2����� �� x(n+ 1) = Ax(n) �� �����&)� �������
(−√3/16, 0

)
� � � � � � #!

!�� 3��	��� ��� *��&4�� ������������ � /!�0� � � � � � � � � � � � � � � � ��
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	 	 ����	 n � �	�#�	 ���� � ���
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• ������� ��	
���� �������. ���
	 � !���)!�� � � �� /���	 �����	" 0	�-

�������� �	��-�� n ∈ Z+� 	� ����� ������-�� ��� � � �� /���	 �����	 �	-

�����!	" , �!	����	 
� �� ������� 
� ����	 
������	 � �	!���
� �	� ��� 	�

���� ��������� ��� ������	�� 	 !��	� 
� !���)!�� x 	 ������ n ∈ Z+ � !��	���


� � �� 	���	� �������� ���� �	�	. n+ 1� n+ 2� n+ 3"

• ������� ��	
���� ��	��	��. ���
	 � !���)!�� � � �� /���	 ����" 0	����-

����� �	��-�� n ∈ R+� 	� ����� ������-�� ��� � � �� /���	 ���� �	-�����!	"

, �!	����	 
� �� ������� 
� ����	 �	�#�	 � �	!���
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���!�
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�� ������ ����� 	� 
������ 	� ���������

�������� 	
�
 ���� ��� ����	
 f : Z+×R→ R� ��� ����	
 �������� �� ��������


���� � ���� �
��

x(n+ 1) = f (n, x (n)) , �����


��� n ≥ n0 (n ∈ N)� ���� ����� n0 ∈ N�

������ 	
�
�
 ��	� 
�� ��	��� ������� x(n0) = x0� ������ ������ 
�� �����

��
�� x(n) ≡ x(n, n0, x0) 	� (2.1) ���� n ≥ n0 ��� �
� x(n0, n0, x0) = x0�

���� ��
�� �	� ��� �����
�	� �� ����������

x(n0 + 1, n0, x0) = f(n0, x(n0))�

x(n0 + 2, n0, x0) = f(n0 + 1, x(n0 + 1))�

x(n0 + 3, n0, x0) = f(n0 + 2, x(n0 + 2))�

 �������!��	� ���� x(n, n0, x0) = f(n− 1, x(n− 1, n0, x0))�

"� � #
��� f �� 	����	� �������������� 	� n� ��� $� �� f : R → R� � ��
���

����� � ���

x(n+ 1) = f(x(n)), �����

�
� $ �%���	� 	� ��
��� �����
��� &�����	 	� 
� '��� ������� x0 (����� ����'$�

	� ������ (2.2)� � ���
)����

x0, f(x0), f(f(x0)), f(f(f(x0))), ...

&� ��'���)���� ���� �	��	�� �� ��������

f 2(x0) = f(f(x0))� f
3(x0) = f(f(f(x0)))����

� x(n) = xn� *�����

x1 = f(x0), x2 = f 2(x0) = f(f(x0)), x3 = f 3(x0) = f(f(f(x0))), . . . , xn = fn(x0)�

�� �
� fn(x0) $ �%���	� 	� n+$���� ������� 	� x0 ����'$� 	� f � , ��-
�� 	� �	��

�� ��������� fn(x0)� ���� n ≥ n0� $ �%���	 	� ������ 	� x0 
 ��
�� 	� ��
���

	������� � ���. 	����	� �� O(x0)�

*� ��
����� 	�	�� �� xn+1 − xn = g(xn) �� �%���	�� 	� ��
����� 	� 	�#�������

� �� ��
�'������� / (2.2) �� f(x) = g(x) + x� &� ���� ��
����� 	� 	�#������� ��

0��������� ����	���	�� ���1���� 	� ��
����� 	���������

�� 0����� 
�� ��
��� 	� 	�#������� ������ ��+%�0)��� 	� �	�� k $ 	�	� ���

x(n+ k) + p1(n)x(n+ k − 1) + . . .+ pk(n)x(n) = g(n), ���2�

�	� pi(n) � g(n) �� #
����� ����� 	�3��	�� ���� n ≥ n0� i = 1, . . . , k � pk(n) �= 0

���� �	 n ≥ n0� "� g(n) #� �	����������� �
��� ���� ���2� ���. 	��� 
�� ��
���

%�0)����

4� ��5���� ����� ���
	����� ���� ��������� 	� ��
����� 	� 	�#�������� 	��+

����	�� ��
����� ��������� 6������0����� ���� 	���
��� /� ��
����� 	� 	�#�������

�������� 	� �������� � ��0
�	� �	���



�������� 	� 	
������� �
����� 	� ��
��
�� ��	�� ��

��� ������	
 �	 ��	�	���
 ���	��	
 �	 ����	��� ���

�	�

����� a(n) � g(n) �	
��� ���� ���
��� ���� n ≥ n0� ��� ��	���� ��
��� 
��

������
�� �� �������� ����� � ���� ����

y(n+ 1) = a(n)y(n) + g(n), y(n0) = y0, n ≥ n0, ���� 

� � ��	���� ��������� ��!���� � ���� ����

x(n+ 1) = a(n)x(n), x(n0) = x0, n ≥ n0. ���" 

#� ��$� � ��	����% �	���� �	� a(n) �= 0% ���� n ≥ n0�

&��� x(n0) = x0% ������ �$'�� � ��	��� �� ���" �'��(� �� �'�������

x(n0 + 1) = a(n0)x(n0) = a(n0)x0,

x(n0 + 2) = a(n0 + 1)x(n0 + 1) = a(n0 + 1)a(n0)x0,

x(n0 + 3) = a(n0 + 2)x(n0 + 2) = a(n0 + 2)a(n0 + 1)a(n0)x0.

)��% ��� *
�	��� +�
�'�% ������ ��'��� �	��

x(n) = a(n− 1)a(n− 2) . . . a(n0)x0,

x(n) =

[
n−1∏
i=n0

a(i)

]
x0. ���, 

) -
�!� ��	��� �� ��	���� 
�� ������
�� ���� ���� �� �
!�
'���� �� ��	�
'�

������

y(n0 + 1) = a(n0)y0 + g(n0),

y(n0 + 2) = a(n0 + 1)y(n0 + 1) + g(n0 + 1)

= a(n0 + 1)a(n0)y0 + a(n0 + 1)g(n0) + g(n0 + 1).

)��% ��� �
�	���% ���� '��� n ∈ Z+% ��	� �	��

y(n) =

[
n−1∏
i=n0

a(i)

]
y0 +

n−1∑
r=n0

[
n−1∏

i=r+1

a(i)

]
g(r). ���. 

&� ��'�% �	��
�� �	� � ��	������ ���. ��� (/���� ���� n = k% y(k+1) = a(k)y(k)+

g(k)% ���% ���� �0��	�� ���. � !�
�����
��

k∏
i=k+1

a(i) = 1 �
k∑

i=k+1

a(i) = 0% '����

y(k + 1) = a(k)

[
k−1∏
i=n0

a(i)

]
y0 +

k−1∑
r=n0

[
a(k)

k−1∏
i=r+1

a(i)

]
g(r) + g(k)

=

[
k∏

i=n0

a(i)

]
y0 +

k−1∑
r=n0

(
k∏

i=r+1

a(i)

)
g(r) +

(
k∏

i=k+1

a(i)

)
g(k)

=

[
k∏

i=n0

a(i)

]
y0 +

k∑
r=n0

(
k∏

i=r+1

a(i)

)
g(r).

1��'�
'�% � �0��	�� ���. � (/���� ���� '��� n ∈ Z+�



�� ������ ����� 	� 
������ 	� ���������

����� ����� ��	�
���� �� ������� ��������

�� ���� ��	�� �
 ����� 
�	
����� �
 ���� ��
 ��� ��	������
� 
� ������ �	������
��

� 	���
��� � ���� 	���

y(n+ 1) = ay(n) + g(n), y(0) = y0


� ��
 � ������ a(n) �
 ���� � ��������
 
 n0 = 0� ���� �
�
������ ��� ��������

������ � � ����� ��!��

y(n) = any0 +
n−1∑
k=0

an−k−1g(k). ��"�

� �
#���� ���� 
�	
���� � � 
������ ���� 	���

y(n+ 1) = ay(n) + b, y(0) = y0.

���� �
�
������ ��� �������� ������ � � ����� ��"� 
 �$�
����

y(n) =

⎧⎨
⎩ any0 + b

[
an − 1

a− 1

]
, se a �= 1,

y0 + bn, se a = 1.
��%�

&��� 
'
�	�� �� �����(���� �� � ����� ��!� 	��� n0 �= 0� ������
�
 � 
������

x(n+ 1) = 2x(n) + 3n, x(1) = 0, 5,

��)� ������� � ���� 	���

x(n) =
1

2
2n−1 +

n−1∑
k=1

2n−k−13k

= 2n−2 + 2n−1.
n−1∑
k=1

(
3

2

)k

= 2n−2 + 2n−1
3

2

((
3
2

)n−1 − 1
3
2
− 1

)

= 3n − 5.2n−2.

* �
#���� �	�
�
������ ��� �	������� ��
 
�+��+
 � ���
�� ���� 	
�� �
#����

�����

,�� �
��� ���#� � �	������ 
� �� ���	� ��� +
( � ���� � -����� .
)� D(n) �

���� �� ���#� �� ����
�� ���#�/�
� �� n0����� ���
�+���� � ���	� 
������ �
��� ������

p �� ���#� ������
 ���� ���
�+��� �
 �
�	�� .
 � ���������
 �	������ ��� D0� �
����

D(1) = D0 +D0 − pD0

D(2) = D0 +D1 − pD(1)

...

D(n+ 1) = D(n)− pD(n) +D0 = (1− p)D(n) +D0.



�������� 	� 	
������� �
����� 	� ����	� ��	�� ��� �����
���� �������� ��

������ � 	
������ � ���� �� ������� ����
���� �� ����� (n + 1) � ��
�� �

	
������ �� ����� n ����� � ������ p 	
� � �������� � ������ ���� � ����

������ D0�

����� ���� � �����!

D(n) = (1− p)nD0 +D0

[
(1−p)n−1
(1−p)−1

]
= (1− p)nD0 − (1−p)nD0

p
+ D0

p

= (1− p)n
[
D0 − Do

p

]
+ D0

p

�

"��� 0 < 1− p < 1� �����
���� 	
�� ��� � ������ � ������ � ����� D(n) ����

� �� ����#���$�� �� �����
D0

p
�

��� �����	
� �
 ��
�
���� ��
��
� �
 �
����� ���
�

��� ��
��
��
� ��������
�

��� �	
���� � ��������� ������ ��������� � ���
�� ���� ��� ���%�������

���������� � �� ���!

x(n+ 2) + p1x(n+ 1) + p2x(n) = 0, x(n0) = x0, n ≥ n0 ≥ 0, ���&' 

��� �� p′is ��� ����������� 1 ≤ i ≤ 2 ��� p2 �= 0�

(� ��)*��� ���
���� �������� 	
� � ���#������ ������ � 
�� ���
�+�� � ���&' 

���#�� � ���
��� � ���&' �

������� ��	�
� ,� ϕ1(n) � ϕ2(n) ����� ���
�+�� � ���&' � �� c1 � c2 ����� �����������

����� � �
���� ϕ(n) = c1ϕ1(n) + c2ϕ2(n) ���#�� ���- ���
��� � ���&' �

	����
������ (��� 	
�

ϕ(n+ 2) + p1ϕ(n+ 1) + p2ϕ(n) = c1 [ϕ1(n+ 2) + p1ϕ1(n+ 1) + p2ϕ1(n)]

+c2 [ϕ2(n+ 2) + p1ϕ2(n+ 1) + p2ϕ2(n)] = 0,

���� ϕ1 � ϕ2 ��� ���
�+�� � ���&' � .���� ϕ ���#�� � ���
��� � ���&' �

/� ����� ��� ,� 0��1� 2&3� ����� 	
� � ���4
��� S � ���� �� ���
�+�� � ���&' 

����� 
� ������ �������� � ������� � ��� �� ������+�� � ����� � � �
�����������

��� 
� �������� ������ �� 
�� #��� ���� S� ��#���� 	
� 	
��	
�� ���
��� �

���&' ���- ���#������ ������ �� ��������� � #���� 5�4� 0� .� .��� 2�3� (� �����
��

6� ���� ������ ���- �#���� � ������� ���� ����7��� ���#��7���8�� ��� ��������

� �	
��+�� � ����������

���
����� ����� 	
� �� ���
�+�� � ���&' ��� � ����� λn� ��� λ � 
� �9����

������*�� ,
#����
��� ���� ����� �� ���&' � �����!

λ2 + p1λ+ p2 = 0.



�� ������ ����� 	� 
������ 	� ���������

���� ��	
��
� � ������ �� ��������� �	
	���
����� �� ������� � �� ������ λ ���

������� �� ������ �����������
���� ����	����� ���� �� �!��� ����"

λ1 =
−p1 −

√
p21 − 4p2
2

� λ2 =
−p1 +

√
p21 − 4p2
2

.

#��� ��$� ����� � ����
�����"

�
� % ���� p21−4p2 > 0� ������ � �� ������ �����������
��� ���
� � �
��
����" x1(n) =

λn
1 � x2(n) = λn

2 � &��
�  � ��	 !�� �����' ��� ���� ���

x(n) = a1λ
n
1 + a2λ

n
2 ,

���� a1 � a2 ��� �����������

�

� % ���� p21 − 4p2 = 0� ������ � �� ������ �����������
��� ���
� � 
( �
�� &��
�

λ1 = λ2 = −p1
2
� � ����� x1(n) = λn

1  � ��	 !�� �� ������� ������ � � ���������

x2(n)� ) ����� x2(n) = nλn
1 � � *��
� 
��� � ������ ����"

(n+2)λn+2
1 + p1(n+1)λn+1

1 + p2nλ
n
1 = (λ2

1 + p1λ1 + p2)nλ
n +(2λ1 + p1)λ

n+1 = 0,

��
�� ��� λ1 � ��
� �����������
�� ����� λ2
1+ p1λ1+ p2 = 0+ �	� �
��� λ1 = −p1

2
����� 2λ1 + p1 = 0� ,�(�� x2(n) ��*� � ��	 !�� �� ������� -��������  �

��	 !�� �� ������ � ���� ���"

x(n) = a1x1(n) + a2x(n) = a1λ
n
1 + a2nλ

n
1 = (a1 + na2)λ

n
1 ,

���� a1 � a2 ��� �����������

. �����
�� ���� � � ���� �� ������ �����������
��� ��� ���	�/��� &���� �� ��0

������� � ��	 !�� ����� ����� ������������� � ��( 
��� ������"

������� ��	��� )�1� x(n) = u(n) + iv(n)  � ��	 !�� ���	�/� �� �� �!�� ��

�
2����!�� ������� ���� u � v ��� 2 �!3�� ���
�� ������ u � v ��� ��	 !3�� ���
� ��

�������

�������
	���� 4�� x(n) = u(n) + iv(n) �  � ��	 !�� �� ������� �����"

u(n+ 2) + iv(n+ 2) + p1 [u(n+ 1) + iv(n+ 1)] + p2 [u(n) + iv(n)] = 0⇒
⇒ u(n+ 2) + p1u(n+ 1) + p2u(n) + i [v(n+ 2) + p1v(n+ 1) + p2v(n)] = 0.

&��
� ����"

u(n+ 2) + p1u(n+ 1) + p2u(n) = 0 e

v(n+ 2) + p1v(n+ 1) + p2v(n) = 0.

-�������� u � v ��� ��	 !3�� ���
� �� �������



�������� 	� 	
������� �
����� 	� ����	� ��	�� ��� �����
���� �������� ��

������	
�� ���� � �	�	�� �����

����� ������ p21 − 4p2 < 0� �	
�� ���	� �����	������� ��
��	��� λ1 = α + iβ 	

λ2 = α− iβ� α, β ∈ R� β �= 0 �

���	�	��� λ1 	
 ����	����� ����	�� �	
�� λ1 = rcos(θ) + irsen(θ)� ���	

α = rcos(θ) 	 β = rsen(θ)� r =
√

α2 + β2� θ = tan−1
(
β

α

)
� ��
 α �= 0�

�	
���

x(n) = λn
1 = (rcos(θ) + irsen(θ))n = rn (cos(nθ) + isen(nθ)) ,

����
� x1(n) = rncos (nθ) 	 x2(n) = rnsen (nθ) ��� ���� !	� 	��� �	 ���"#��

$���� �
� ���� �� �	 ���"#� % ���� ���

x(n) = rn (c1cos (nθ) + c2sen (nθ)) .

��&� �����	���
�� 	'�� !	� �	 ��(		� �� �	 ��
	�� 	 �	����� ��	
 	 ���)

����
�� �� ���� !	� �	 ������ ����� 	��	������ �� �&��
� ��������� �������	
�� �
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����� �����	
� ���� ���
���� � ����������� �	�
������� ��� ��
	���� �� 	

������ �������� �	������

x(n+ 1) = f(x(n)), �����

� �	� f : R→ R � n ∈ Z
+�

��� ������ 	
 
�������

� ����� �� ����� �� ��	�
����� � ������
 ��� ���	��� �� ������� ��� ���� � �
!	��

������� "������� # 	���� ��
������� �� $��
�!��� #������� %������ #�!��&����� �

����'(��
 �	� ����� �� ������� �� 	 ���� ������ ����� � 	 ������ �� ��	�
������

�������� 	
�
 �� ����� x∗ �� �����	� �
 f � �	�� ����� �
 
�	����	� �
 ����� �


��� � ����� ��� �
 f � 	��� �� f(x∗) = x∗�

# �	���� ��
������ x∗ � 	� ��
	��� ��������� �� ������ ���� �� x(0) = x∗ "�� �

����� ������
� ����� x(1) = f(x∗) = x∗� x(2) = f(x(1)) = f(x∗) = x∗� � ���� ���

������� )��*������� 	 ����� �� ��	�
����� � � �������� �� ����� ���� � !�(*�� ��

f ���������� � 
��&� ���!���
 y = x� +�� �,��
�� &( ��-� ������ �� ��	�
����� ���� �

��	����

x(n+ 1) = x3(n)

����� ���� f(x) = x3� � ��	���� f(x∗) = x∗� �	 ��'� x3 = x� ��������� ��-� ���.��� �	�

��� /��0 � � �%�!	�� �����

1�� ������	-���� �� 2����� �� 3�
�� 4�������(���� ���� ����!	���� � �,��/

�-���� ��� ��
� ����� 	 ����� *,� ���� 	� "	���� f ��� ����������� ����������

3�'���5

������ 	
�
 ��
��
�� �� ����� ���
��
�	��	� �������  ���!� �
 f : [a, b] −→ R

�
"� �� ��#$� %������ 
 �
 y0 
��
"� 
���
 f(a) 
 f(b)� &��$�� 
�	��
 �
�� �
���

� x0 ∈ (a, b) ��� �
 f(x0) = y0�
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f

y � x

�1.5 �1.0 �0.5 0.5 1.0 1.5
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f �x�

������ 	
�� ����� ���� �� f(x) = x3


������� ��	� �������� �� 	�
�� ����� ����
�� ��� f : [a, b] −→ [a, b] ���� ���

��
��� ��
��
��� �
��� ����� ���� ��
�� �� ��
�� ��� ���� � �� [a, b]�

 ���
�������� � ��������� ����� ������� ��� ��� ��� � �������� ��� ������ �� ������

���� � �� ��!��� �� f ��� � �������� y = x " � � #����
 ��� ������������� ��� $���%

������������ � $��� �� h(x) = f(x)− x
 &��� ��� �� ����� �� h � � �� ������ ���� ��

f 


�� '��(���� ������

)�* f(a) ∈ [a, b]⇒ a ≤ f(a) ≤ b⇒ f(a)− a ≥ 0.

)��* f(b) ∈ [a, b]⇒ a ≤ f(b) ≤ b⇒ f(b)− b ≤ 0.

�� )�* � )��*% �����

f(b)− b ≤ 0 ≤ f(a)− a⇒ h(b) ≤ 0 ≤ h(a)⇒ 0 ∈ [h(b), h(a)]


+��� h " ��� $��� � ����,��� �� [a, b]% ���� -./ ������ �� ����� c ∈ [a, b] ���

��� h(c) = 0% �� ����% h(c) = f(c)− c = 0
 0���% c " ����� ��� �� f �� [a, b]


!"���#����� 1��� ������� � � $������ �� �"���� ���� ��������� � ����� ���


1�� ������ ������� ��� �����2����% � ���% � �����,���% �! ���! ��������� ���� �� ������

����(�����


3� x∗ $�� �� ����� �� �����,4��� �� )	
�*% � ��� (�4��� ���! O(x∗) = {x∗, x∗, . . .}%
����% ���� x0 = x∗% x1 = f(x0) = f(x∗) = x∗ � ������������� xn = f(xn−1) = f(x∗) =

x∗ ���� ���� n ≥ n0
 5! �� $��6���� ��� " �������#� �� ����� � �� ��$������� � � �

" ����,#�� ������� �� �����7�� ��$���������� �� ������ �� � �������,4��� ���� #�� � ���

�� ������ �� �����,4��� �� �� ����� �����
 .������ � �������� ������ ��



������ �� ��	
���
� ��

�������� 	
�
 ���� x0 �� ��	
� 	� ����	� �� f � �� ���
���� �� 	
��� ���
�� r

� �� ��	
� �� �������� x∗ �� ����� 
�� ��� f r(x0) = x∗� f r−1(x0) �= x∗� �	
�� x0 ����

�� ��	
� �� �������� ���	
����

��� ����	
�� ����������� � �������

x(n+ 1) = T (x(n)),

����

T (x) =

{
2x para 0 ≤ x ≤ 1

2

2(1− x) para 1
2
< x ≤ 1.

�� ���� 	���� �� ����
������ 0 � 2
3
����� �����  !�"! #� x(0) = 1

4
� ���� x(1) = 1

2
�

x(2) = 1 � x(3) = 0� � ���� 0 $ 	��� �� ����
������ x(4) = T (x(3)) = T (0) = 0 �

�������������� x(n) = 0� 	��� n > 4! %��� 1
4
$ �� 	��� ����
����� ������
 � ���

&����� $ ���� 	��

(
1

4
,
1

2
, 1, 0, 0, . . .

)
!

x1
� x2

�
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f �x�

'�����  !�( ����� �� ����
����� �� x(n+ 1) = T (x(n))!

)� ��� 	����	��� ��������� �� ������ �� �������� ��*����� $ ��
���� �� ��
��+��

����� ��
���� ������� ����� 	�&����� ��� 	���� �� ����
�����! %��� ������ ������� �

������ �� ������
������ ���� ������� � ������!

����� �����	
	���� �� ����� �� ���	
���	�

�������� 	
	
 ��� � ��	
� �� �������� x∗ �� ����� � ��
���� �� ��� ���� �� ����

ε > 0� ���
� δ > 0 
�� ��� |x0−x∗| < δ ���!� |fn(x0)−x∗| < ε ���� 
��� n > 0�

�� ����� �� x(0) = x0 ��
��� 	� 	
������ !�	
���� �� x∗ !�� ��� δ� �	
�� x(n)



�� �����������	 �	 	
���	� �	 ���	�	���� ���������� ���� �	��

������ �� 	����
��� ������� �� x∗ ��� ��	� ε ���� ��� n > 0� �� x∗ ��� ���

����
��� ����� � ������ 	����
�� ��	���� �����

��� � ����� x∗ � 	�� ��� ������� �� � 	��	� η > 0 ��� !��

|x0 − x∗| < η implica lim
n→∞

x(n) = x∗.

�� � �"���#�� ��� 
��	� ���� ��� η� x∗ ���� ������ ������� ������ �� ������$

����� ��������

��� � ����� x∗ � �� ����� � �!�	�%��	� ���	����	������� ����
�� �� � ����
�� � ��������

��	���� ��&� �� � �"���#�� ��� 
��	� ���� ��� η� x∗ ���� 	�� ��� �����������

���	����	������� ����
�� ��	���� ��'�

�������	
� ��� �
 ���
 �	 ��� x∗ ��
 � ������� ������ ε > 0 ��� ��� ���� �
�
 δ

�	 ��� |x0− x∗| < δ �	����� |fn(x0)− x∗| ≥ ε ���� ����	 n > 0 
� ���� ��
 �	�
���

���
 ����
 x(0) = x0 ������ �� x∗ ������ �	 �������� n > 0 ��� ��� � ��������� �����

x(n) � x∗ � 	��
� 
� ����� � ε�

�
� ��� �
� ����������
� � ������ � ����
 �
� �
��
� ���� �����!��� ���� "��������

� �������!�#�
 �	� ��! ��� 
 ��� �
 � �
	�
��
 ������ �� �
��
� ��
���
��

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n

x��Ε

x��Δ

x�

x��Δ

x��Ε

x0

x�n�

������ ���	 
 ���� ������� x∗�

���� �� ������ � ������ � ������������ �� �������� �� ����� �� ������������

��� �������� �������� ����� ����� ����� �� ����� !���" �������� ��� �#���� ���$��

�%����� ���� �� ���%� ���!&�!�" ���������� � �������
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n

x��Ε
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x��Ε

x0

x�n�

������ �	
� � ���� �������� x∗	
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n

x*-h
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xH1L H0L
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xHnL

������ �	�� � ���� ���������������� ������� x∗	



�� �����������	 �	 	
���	� �	 ���	�	���� ���������� ���� �	��

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n

x*

xH1L H0L

xH2L H0L

xHnL

������ �	
� � ���� x∗ ����������� ���������������� �������	

��� ���� �� �	�
��

� ���� �� ������ ��������  �� � ���� !�� ��� ������" �� ������ �����" �����#��

� ���$�� �� %��&'� f �� (3.1) ��� ������������� � ������������ �� (����� �� ��

����	 )��� ������� ���� ����� �������� �� ������� �� ����� ���*���� �� ��+�� ��,

��������� �� ���$��� �� f � �� �������� y = x	 -������ !�� � (����� �� �� ���� x0

!���!���  � ��!�.���� �� ����� x0, x1, x2, x3" 	 	 	 " �� !�� xi = f i(x0)" i ∈ N
∗	 �����"

������� � ���� (x0, x0) �� �������� y = x �" ���'�" ���&���� ��� ���� �������� ��

(x0, x0) �� ������� � ���$�� �� f " ����� %����" �������������� � ���� (x0, f(x0))	

/���� ����" ���&���� ��� ���� ����#����� �� ��������� � ���$�� �� y = x" �������

�����" � ���� (f(x0), f(x0))" !��  � ���� (x1, x1)	 0������� � �������" ��� x1

�������������" �� ���$�� �� f " � ���� (f(x0), f(f(x0))) = (f(x0), f
2(x0))	 1����,

����� �����" ����������� ����� �� ����� !�� ����*���� �� (����� �� x0 � ������

�������#�� �� � (����� �� ���+��� �� �� �%���� �� ����� ���� �� �!���2���� �� (3.1)	

1�� �+����" ��*� y(n) � ������� �� ��� ����&'� �� �� ���� n" �������� ��

y(n+ 1) = μy(n), μ > 0 ,

���� μ  � ��+� �� ����������� �� ����&'� �� ��� ����&'� ��� �����	 -� � ����&'�

������� %�� ���� �� y(0)" �����

y(n) = μny0.



���� �� ������ ��

�� μ > 1� ����� y(n) 	
����	 �����	�	������ �� μ = 1� ����� y(n) = y0 �	�	 ����

n > 0� � �
� �������	 �
� � �	�	��� �	 ���
	��� � ������ �����	���� ����
��� �	�	

μ < 1� ����� lim
n→∞

y(n) = 0� � 	 ���
	��� ���� ������	�

�
	��� �� ���
���� ����� ����	���� ������� �
��� �
� � ����������� �	 ���
�

	��� �
� ����� 	� �� ����� 
������� ���� ���
!��� �� 
�	 �
	����	�� ����������	

	� �
	��	�� �	 ���
	��� ��������� �� ��"��� �� ����� 	�� #� �	��� �� ������� 
�	

���������� ����� �������� �� 
�	 ����	 �������� � ����� �� ���$���� �� �����������

���
	����	 ���� ����������	 	� ����
�� ������ ��������� 	���� �����%

y(n+ 1) = μy(n)− by2(n).

��	�	��� �� x(n) = b
μ
y(n)� �$�����%

x(n+ 1) = μx(n)(1− x(n)) = f(x(n)). &��'(

���� f(x) = μx (1− x)� x ∈ R�

)��	 ��
	��� � 
�	 ��
	��� �� ��������	� �� �������	 ����� ��� ���	�� ��������	

���� ��
	��� ��"����	 &�������	(� *	�	 �������	� �� ������ �� ��
�"$��� �� &��'(�

���� ���� 	 ��
	��� f(x∗) = μx∗(1−x∗) = x∗� � 	����� ����� ���� ������ �� ��
�"$����

x∗ = 0 � x∗ = (μ−1)
μ

� + ��
�	 &��,( �����	 	 ���	 �� 	�	��	 ��������� - ��
	��� &��'(

�
	��� μ = 2, 5 � x(0) = 0, 1�
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.��
�	 ��,% /��	 �� 	�	��	 �� x(n+ 1) = μx(n)(1− x(n)) �	�	 μ = 2, 5�

0���� �	��� 	 ��
�	 �
���� �
� � ����� �� ��
�"$��� x∗ = 0 � ����� � � x∗ = 0, 6

� 	���������	����� ���� �� 1����	����� ���� ������ �������������� �	�	 ��	�!	� 	

���������	��� 	�	"���	 �� ���� �� ���	$���	�� �� x∗�
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D(n) = −mdp(n) + bd, md > 0, bd > 0.
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D(n+ 1) = S(n+ 1)

−mdp(n+ 1) + bd = msp(n) + bs,
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p(n+ 1) = Ap(n) +B = f(p(n))�
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� A = −ms

md
, B = bd−bs
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. � f(x) = Ax+ B�
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f(p∗) = p∗

Ap∗ + B = p∗

(A− 1)p∗ = −B
p∗ = B
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x′(t) = g(t, x(t)), x(t0) = x0, t0 ≤ t ≤ b. ���6�
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x(t+ h) = x(t) + hg(t, x(t)).
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x∗ = x∗ + hg (n, x∗)⇒ hg(n, x∗) = 0,
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x′(t) = ax(t), x(0) = 1, t ∈ [0, 1], a �= 0. ���-�
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x(t) = eat.
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x(1) = x(0)− 0, 2hx(0) = 1− 0, 2 = 0, 8�

��� ���������	
� �����

x(2) = 0, 64

x(3) = 0, 512

x(4) = 0, 4096

x(5) = 0, 3277

x(6) = 0, 2621

x(7) = 0, 2097

x(8) = 0, 1678

x(9) = 0, 1342

x(10) = 0, 1074.
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 ������� ���� �������� � ����� ��	� a < 0� ����
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h = 0, 5� �����

x(1) = x(0)− 0, 2hx(0) = 1− 0, 2× 0, 5 = 0, 9

x(2) = 0, 81

x(3) = 0, 729

x(4) = 0, 6561

x(5) = 0, 5905

x(6) = 0, 5314

x(7) = 0, 4782

x(8) = 0, 4305

x(9) = 0, 3874

x(10) = 0, 3486
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x(19) = x(18)− 0, 2hx(18) = 0, 1351.
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� '�(� x∗ �� ��� �� �#���$"�� �� �#���� �� ����������

x(n+ 1) = f(x(n)), )	
*+

�� n ≥ n0 > 0! ��� � � ��� ����� �� ����,��� ���$��� �� x∗ ∈ R
 ����! ��

��������� ������-�� �� ,�����������

�� '� |f ′(x∗)| < 1! ���� x∗ ���� ��������������� ����,��


��� '� |f ′(x∗)| > 1! ���� x∗ ���� �����,��
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��� ��� � ����,�� � ������
 '�(� M > 0 ��� #�� |f ′(x∗)| < M < 1
 .������

#�� � ���� �� �����,�� J = (x∗ − γ, x∗ + γ)! γ > 0 ��� #�� |f ′(x)| ≤ M < 1



�� �����������	 �	 	
���	� �	 ���	�	���� ���������� ���� �	��

���� ���� x ∈ J 	 
��� ��������� �� ���� �������� ������ In = (x∗− 1
n
, x∗+ 1

n
)�

������� ������� �� ���� xn ∈ In ��� ��� |f ′(xn)| > M 	 ����� n → ∞�
xn → x∗ � ���� f ′ � ������ �� x∗� ����� ����

lim
n→∞

f ′(xn) = f ′(x∗).
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M ≤ lim
n→∞

|f ′(xn)| = |f ′(x∗)| < M.

� ��� � ��� ����������� ������� � ��������	

 ��� x(0) ∈ J � ������

|x(1)− x∗| = |f(x(0))− f(x∗)|.

 ��� !������ �� "���� #����� �$���� θ1 ���� x(0) � x
∗ ��� ����

|f(x(0))− f(x∗)| = |f ′(θ1)||x(0)− x∗|.

%�����

|f(x(0))− x∗| ≤M |x(0)− x∗|.

 �������

|x(1)− x∗| ≤M |x(0)− x∗|. &'	()

%�����

|x(1)− x∗| ≤M |x(0)− x∗| < M.γ < γ. &'	*)

+��� x(1) ∈ J 	 %���������� �� x(1) ∈ J � ������

|x(2)− x∗| = |f(x(1))− f(x∗)|.

 ��� !������ �� "���� #����� �$���� θ2 ���� x(1) � x
∗ ��� ����

|f(x(1))− f(x∗)| = |f ′(θ2)||x(1)− x∗| ⇒ |f(x(1))− x∗| ≤ M |x(1)− x∗|
⇒ |x(2)− x∗| ≤ M2|x(0)− x∗|.

%����� x(2) ������ ������� � J 	 ,���������� �����

|x(n)− x∗| ≤Mn|x(0)− x∗|, n = 1, 2, ... &'	-.)

/� 0���� ���� ���� ������ �������� n� �������� ��� Pn � ������������ &'	-.)

��� xn ∈ J 	  �� &'	()� P1 � ����������	 1���2���� Pn ����������� � ���������

��� ������� � �������� �� Pn+1� ���� ��

|x(n+ 1)− x∗| ≤Mn+1|x(0)− x∗|.



��������� �	�	 
��	����	� ����������	 �� ������ � ���������� ��

�����

|x(n+ 1)− x∗| = |f(x(n))− f(x∗)|.

���� x(n) ∈ J 	 �
���� β ���� x(n) � x∗ ��� ���

|f(x(n))− f(x∗)| = |f ′(β)| | x(n)− x∗ | .

����� ����	

| x(n+ 1)− x∗ |=| f(x(n))− f(x∗) |=
=| f ′(β) || x(n)− x∗ | ≤ M | x(n)− x∗ |

≤ M ·Mn | x(0)− x∗ |,
�	 �������	

| x(n+ 1)− x∗ |≤Mn+1 | x(0)− x∗ |,

��� x(n+ 1) ∈ J �

� ���� �� ���������� x∗ � �������	 �����

∀ε > 0, ∃ δ = ε | |x(0)− x∗| < δ ⇒ |x(n)− x∗| ≤Mn|x(0)− x∗| <
< M |x(0)− x∗| < Mδ = M.ε < ε, ∀n > 0.

� ���� �� ���������� � ������ ������� ����	 ��� ��� !"	 �����

0 ≤ |x(n)− x∗| ≤Mn|x(0)− x∗|,

#����	

lim
n→∞

Mn|x(0)− x∗| = 0,

���� lim
n→∞

Mn = 0	 ����� ��� M < 1� $�%�	 ���� ������� �� ��&����	 ��%��

����

lim
n→∞

|x(n)− x∗| = 0, ou seja, lim
n→∞

x(n) = x∗.

���� x∗ � ������� � �������	 ��������� ��� x∗ � �������������� ��������

���� #���%����� � ��"	 ��������� ��� |x(n)− x∗| ≥ Mn|x(0)− x∗|	 ��� 1 < M <

|f ′(x∗)|� ���� lim
n→∞

Mn = +∞	 ��'� lim
n→∞

|x(n) − x∗| = +∞	 � �������	 x∗ �

��������

(���� �%��� ��������� � )����� �� *�+��,-��.�� ��� � �� ������ �������

����� ���� ������� ���/�� �� ����01�� g(x) = 0	 ��� g : A ⊂ R→ R ��� ��������

������ �� A ⊂ R	 � g′(x) �= 0 ���� x ∈ A� 2��� ����	 �������� � ����0'� ���������

x(n+ 1) = x(n)− g(x(n))

g′(x(n))
= f(x(n)), com f(x) = x− g(x)

g′(x)
.



�� �����������	 �	 	
���	� �	 ���	�	���� ���������� ���� �	��

����� ����	 
�� x∗ ���� 	�� �� g� �� ���� g(x∗) = 0� ���� x∗ � ����� ��� �� f � ����

f(x∗) = x∗ − g(x∗)
g′(x∗) = x∗� �

f ′(x∗) = 1−
[
g′2(x∗)− g(x∗)g′′(x∗)

g′2(x∗)

]
= 0,

�� �����

|f ′(x∗)| < 1.

�� ���� ���	��� �������� � ����� �� �
����	� x∗ �� ��� � � �������!������ ���"#���

�� ����� lim
n→∞

xn = x∗� $��!������ ����� 
�� � ��
�%�!� (x(n)) !��#�	&� ����������

��	� � 	�� �	�!�	��� �� g�

���� � !��� 
����� |f ′(x∗)| < 1 �� |f ′(x∗)| > 1� ��&� � '��	��� ����� �(� ��

���!� ��	� � !��� f ′(x∗) = 1� 
�� ��	" �������� ��	�#�� �� ��&���� ���	����

������� ��	�
� )��� x∗ �� ����� �� �
����	� �� ��� �� f �	%� #���� �*�	��!"#�� ��

x∗� !�� f ′(x∗) = 1� ���(�� �� ��&����� ��	��+,�� �(� #�	����	��-

�� )� f ′′(x∗) �= 0� ���(� x∗ ��	" ���"#���

�� )� f ′′(x∗) = 0 � f ′′′(x∗) > 0� ���(� x∗ ��	" ���"#���

�� )� f ′′(x∗) = 0 � f ′′′(x∗) < 0� ���(� x∗ ��	" �������!������ ���"#���

��������	
��� �� $���� ��	 .�/����� f ′′(x∗) �= 0� ��#���� !�����	�	 �� ��� !����

� ��&�	-

��� )� f ′′(x∗) > 0� ���(� f ′(x) ��	" !	��!���� ���� #��.��+� �� x∗� �0&�	� ������

1�&�� ��	� ��&�� γ > 0 � ��	� 
���
��	 x ∈ J1 = (x∗, x∗ + γ)�

x > x∗ ⇒ f ′(x) > f ′(x∗) = 1⇒ f ′(x) > 1�

�2� )� f ′′(x∗) < 0� ���(� f ′(x) � ��!	��!���� ���� #��.��+� �� x∗� �0&�	� ���3��

1�&�� ��	� ��&�� γ > 0 � ��	� 
���
��	 x ∈ J2 = (x∗ − γ, x∗)�

x < x∗ ⇒ f ′(x) > f ′(x∗) = 1⇒ f ′(x) > 1�

4�	 ��� � �2�� |f ′(x)| > 1 �� J = (x∗− γ, x∗+ γ)� � ������� |f ′(x)| ≥M > 1� ��	�

���� x ∈ J � x(0) ∈ J � � �������	�+(� �� ���������� �� x∗ ��&�� ��"��&� 5 ��	��

�� �� �	�#� �� '��	��� 3.4.1�

�� )� f ′′(x∗) = 0 � f ′′′(x∗) > 0 ���(� f ′′(x∗) � !	��!���� ���� #��.��+� �� x∗�

1�&�� ��	� ��&�� γ > 0 � ��	� 
���
��	 x ∈ J1 = (x∗, x∗ + γ)�

x > x∗ ⇒ f ′′(x) > f ′′(x∗) = 0⇒ f ′′(x) > 0.

4�	������ f ′(x) � !	��!���� �� J1� �� �����

x > x∗ ⇒ f ′(x) > f ′(x∗) = 1⇒ f ′(x) > 1, ∀x ∈ J1.



��������� �	�	 
��	����	� ����������	 �� ������ � ���������� ��

x�0� x� x�0�
x�n�

x�n�1�

������ 	
��� ���� �� ���������� �������� �f ′′ (x∗) > 0�


x�0� x� x�0�
x�n�

x�n�1�

������ 	
��� ���� �� ���������� �������� �f ′′ (x∗) < 0�




�� �����������	 �	 	
���	� �	 ���	�	���� ���������� ���� �	��

x�0� x� x�0�
x�n�

x�n�1�

������ 	
��� ���� �� ���������� �������� �f ′(x∗) = 1� f ′′(x∗) = 0 � f ′′′(x∗) > 0�


���������� � ������������� �� x∗ ���� x ∈ (x∗, x∗ + γ)� γ > 0� � � ����� ��!����"

��� �������� x ∈ (x∗ − γ, x∗)
 # ���������$ � ����� ������� �� ���� ��� �� �������

��������
 ������� 	
���

����� %� f ′′(x∗) = 0 � f ′′′(x∗) < 0 ��� � f ′′(x∗) & ��!���!���� �� ��� ��'��(��$�

J = (x∗ − γ, x∗ + γ) �� x∗


)������ !��������� �� ���� !���� � �������

��� ∀x ∈ J1 = (x∗, x∗ + γ)� x > x∗ ⇒ f ′′(x) < f ′′(x∗) = 0⇒ f ′′(x) < 0


�������� f ′(x) & ��!���!���� �� J1� �� ��*��

x > x∗ ⇒ f ′(x) < f ′(x∗) = 1⇒ f ′(x) < 1� ∀x ∈ J1


��� ∀x ∈ J2 = (x∗ − γ, x∗)� x < x∗ ⇒ f ′′(x) > f ′′(x∗) = 0⇒ f ′′(x) > 0


�������� f ′(x) & !���!���� �� J2� �� ��*��

x < x∗ ⇒ f ′(x) < f ′(x∗) = 1⇒ f ′(x) < 1� ∀x ∈ J2


�� ��� � ���� |f ′(x)| < 1 �� J 
 %������ |f ′(x)| ≤ M < 1� x ∈ J � ���� x(0) ∈
J � ������ � ����� ���������$ � �� ���� ��� �� ������� �	
�
��� ����� ��� x∗ &

���������!������ �������
 ������� 	
�+�

,������� � ��������� �������� ���� ���������� � !��� �� ��� f ′(x∗) = −1
 -���

����� ������ ���!������ �������'�� � ��$ � �� �������� %!(.��'���� �� ��� /��$ � f 


�������� 	
�
 ���� f : R → R ��� ���	
� �� ����� C3 �� �� ����� x ��� ���

f ′(x) �= 0� � �������� ���������� �� f ����� x � ������� ���



��������� �	�	 
��	����	� ����������	 �� ������ � ���������� ��

x�0� x� x�0�
x�n�

x�n�1�

������ 	
��� ���� �� ���������� ���������������� ������� �f ′(x∗) = 1� f ′′(x∗) = 0 �

f ′′′(x∗) < 0�


Sf(x) =
f ′′′(x)
f ′(x)

− 3

2

[
f ′′(x)
f ′(x)

]2
.

���� ���� �� f ′(x∗) = −1� ��� ��

Sf(x∗) = −f ′′′(x∗)− 3

2
(f ′′(x∗))2. �	
���

������� ��	��� !�"���� ��� "��� � "���� �� ���������� x∗ �� �	
��� f ′(x∗) = −1� ��
��������� �#���$%�� ��� � ������������

��� !� Sf(x∗) < 0� ��� � x∗ ���� ���������������� �������


���� !� Sf(x∗) > 0� ��� � x∗ ���� ��������


��������	
��� !�&� � ����$ ��

y(n+ 1) = g(y(n)), onde g(y) = f 2(y). �	
�'�

������������� ���������� ��� x∗ ( "���� �� ���������� �� �	
�'�� "����

g(x∗) = f 2(x∗) = f(f(x∗)) = f(x∗) = x∗.

)��� ������

y(1) = g(y(0)) = f 2(y(0)) = f(f(y(0))) = x(2)

y(2) = g(y(1)) = f 2(y(1)) = f(f(x(2))) = x(4)





y(n) = x(2n).



�� �����������	 �	 	
���	� �	 ���	�	���� ���������� ���� �	��

����� �� x∗ 	�
 �������������� ������� ��� 
������� � ������ ������ ��
� ��� 
�������

� ������ ���� �� y(n)→ x∗ ���� x(2n)→ x∗�  ��
��

d

dy
g(y) =

d

dy
f(f(y)) = f ′(f(y))f ′(y).

!�
����� d
dy
g(x∗) = [f ′(x∗)]2 = 1� "���� ���#�$��� ��%���� ������
 � ���
���

������� � ��
� ���� � ������
�� ������
 d2

dy2
g(x∗)�

g′′(x∗) = f ′′(f(x∗))f ′(x∗)f ′(x∗) + f ′(f(x∗))f ′′(x∗)

= f ′′(x∗)(−1)(−1) + f ′(x∗)f ′′(x∗) = f ′′(x∗)− f ′′(x∗) = 0.

����� ���� ���
��� �������� ����� &#� ���#%�
 d3

dy3
g(x∗)�

g′′′(x∗) = f ′′′(f(x∗))[f ′(x∗)]3 + 2f ′′(f(x∗))f ′(x∗)f ′′(x∗)+

+f ′′(f(x∗))f ′(x∗)f ′′(x∗) + f ′(f(x∗))f ′′′(x∗)

= f ′′′(f(x∗))[f ′(x∗)]3 + 3f ′(f(x∗))f ′′(x∗)f ′′(f(x∗)) + f ′(f(x∗))f ′′′(x∗)

= f ′′′(f(x∗))[f ′(x∗)]3 + 3f ′(x∗)f ′′(x∗)f ′′(f(x∗)) + f ′(f(x∗))f ′′′(x∗)

= −2f ′′′(x∗)− 3[f ′′(x∗)]2

= 2
(−f ′′′(x∗)− 3

2
[f ′′(x∗)]2

)
.

������

 ����� ��
 �������

g′′′(x∗) = 2Sf(x∗).

!�
����� ���� ���
��� ������� �� g′′′(x∗) > 0 ���� x∗ ��
� �������� � �� g′′′(x∗) <

0 ���� x∗ ��
� �������������� �������� '���� ����
�� � �
��� %� ���
��� ����

���������

(��� �)������ ����%�
� � �&#�$�� %� %�	�
�$�� x(n + 1) = x2(n) + 3x(n)� *�

����� %� �&#��+�
�� ��� x∗ = 0 � x∗ = −2� '� 	����
f(x∗) = x∗2 + 3x∗ = x∗

x∗2 + 3x∗ − x∗ = 0

x∗2 + 2x∗ = 0

x∗(x∗ + 2) = 0,

������

x∗ = 0 �# x∗ = −2�
(��� f ′(x) = 2x + 3� ������ f ′(−2) = −1� ,��%� � ���
��� �������� ��� �

�&#�$�� ������� �����-

g′′′(−2) = f ′′′(−2)− 3

2
[f ′′(−2)]2 = 0− 3

2
.4 = −6 < 0

!�
���� x∗ = −2 � �������������� �������� �.��#
� ������ / ���� |f ′(0)| = 3 > 1�

x∗ = 0 � �������� �.��#
� ���0��



��������� �	�	 
��	����	� ����������	 �� ������ � ���������� ��

x0

�4 �3 �2 �1
x�n�

�4

�2

2

4

x�n�1�

������ 	
�� ����� �� ���������� ���������������� ������� �x∗ = −2� ���� x(n + 1) =

x2(n) + 3x(n)


x0�4 �3 �2 �1 1
x�n�

�4

�2

2

4

x�n�1�

������ 	
�� ����� �� ���������� �������� �x∗ = 0� ���� x(n+ 1) = x2(n) + 3x(n)




�� �����������	 �	 	
���	� �	 ���	�	���� ���������� ���� �	��

����� ���	� �
�
	����	 � �	��
��
��� ���
	�	 ��	� � ������ ����	���� �
	��

Q(x) = ax2 + bx + c� a �= 0� �
�� x∗ �� ����� �
 
�����	� �
 x(n + 1) = Q(x(n))�

������ �� �
����
� � 	���!
� ��� "
	���
	��#

$% �
 Q′(x∗) = −1� 
���� �
�� &
�	
�� $'�(�'%� � ����� �
 
�����	� x∗ ) ��*

��������
��
 
���"
�� +
 ����� ,� ��� ������ �
 
�����	� ��	� � 
������

x(n+ 1) = Q(x(n))#

x∗1 = [(1− b)−
√

(b− 1)2 − 4ac]/2a;

x∗2 = [(1− b) +
√

(b− 1)2 − 4ac]/2a;

-��
	"
 ��
 Q′(x∗1) = −1� �
 (b − 1)2 = 4ac + 4 
 Q′(x∗2) �= −1� +
 �����

Q′(x) = 2ax+ b� 
�����

Q′(x∗1) = 2a. (1−b)−
√
4

2a
+ b

= 1− b− 2 + b = −1
.���� ���
��� �����	 � �
�	
�� $'�(�'%� ��������� Q′′′(x∗) 
 �������� $'�//%#

g′′′(x∗1) = −Q′′′(x∗1)−
3

2
[Q′′(x∗1)]

2 = −3

2
.4a2 = −6a2 < 0.

0�	������ x∗1 ) ����������
��
 
���"
��

$% �
 Q′(x∗) = 1� 
���� �
�� &
�	
�� $'�(�1%� � ����� �
 
�����	� x∗ �
	� ����"
��

2
��
 ����� �
��� ���
��
 �� ����� �
 
�����	� x∗ = (1−b)
2a

� ������ x∗ ) ����"
�

�
 (1− b)2 = 4ac�

.�)� ����� Q′′(x∗) = 2a �= 0� ��� a �= 0� 0�	������ �
�� �
� $% �� �
�	
��

$'�(�1%� x∗ ) ����"
��

�
	
��� ���	� � �
�����	���� �������� ��� 
3
����� "���� ������ � �)���� ��

&
� �
 �	��,�� - �	�
	� 
3
���� 	
�
	
*�
 � �����
�� �
 �	
���
��� ������������

	
�	
�
����� �
�� 
������#

x(n+ 1) = μx(n) (1− x(n)) = f(x(n)),

���
 μ ) � ��3� �
 �	
���
��� �� ��������� �
 ��� �
	���� ��	� ���	� 
 f(x) =

μx(1 − x)� x ∈ R� 0�	� μ = 2, 5 �
��� �� ������ �
 
�����	� x∗ = 0 
 x∗ = 0, 6�

4���� f ′(x) = μ(1− x)− μx� �
���

f ′(x) = μ− 2.μ.x = 2, 5− 5x.

5���� |f ′(0)| = 2, 5 > 1 
 |f ′(0, 6)| = |2, 5 − 3| = | − 0, 5| = 0, 5 < 1� 0�	������ �
��

&
�	
�� '�(�/� x∗ = 0 ) ����"
� 
 x∗ = 0, 6 ) ����������
��
 
���"
��



������ ���	
�	��� � �	��� ��

������ � 	
���� 
�
���� � ��� ��������� 
� ��������� ��
 �
��	 � 	
�����



������ 
 ��
�
���	�

p(n+ 1) = Ap(n) +B = f(p(n)), com A = −ms

md

e B =
bd − bs
md

.

��
 p � � ��
�� 
 ��� �
��� �
������� 
 f(p) = Ap + B� p ∈ R� �
��	 �� �����

����� ��� 
 f(p) ��
 � p∗ =
B

1− A
� ���� f ′(p) = A� � 
	�� ����
 
 p∗ 
�
�



 A� �		�� �
��	 ��!	 ��	�	 � ���	�
���"

#�$ |A| < 1� �
��	 |f ′(p∗)| < 1� 
 �
�� �
��
�� %�&�� p∗ � �		���������
��
 
	�'(
��

# $ A = −1� �	 ��
��	 �	����� 
���
 ��	 (����
	 ��
��	� )
 p(0) = p0� 
���� p(1) =

−p0 + B 
 p(2) = p0�

#�$ |A| > 1� �
��	 |f ′(p∗)| > 1� 
 �
�� �
��
�� %�&�� p∗ � ��	�'(
��

��� ������ 	
������� 
 ������

*
+���	 ����� � ����� 
 �
�������
� ��
 
	�' ��
	
��
 
� ('���	 	�����,
	�

���� ��� 
�
����� �� 	�	�
�� ��
 
	��
(
 � ��(��
��� 
 �� �!����� �� ��� ��

�� 
�
���� � #��������� 
���-����$� ��
 �
��	 � 
������ p(n+1) = Ap(n)+B� ��


A = −ms

md

� .���� A = −1� ms � ����� � md� 
���� �	 ��
��	 �	����� 	��
��
 
���


��	 (����
	� *
+� � 
������"

�������� 	
�
 ��������� 	 �
�	�� x(n+1) = f(x(n))� ���	 b �� ����� �� �������

�� f � �����

��� � ����� b � ���� ��� �� ����� ��������� �� � ��� �� ������ �� �	�	 	� �� �������

������!� k" fk(b) = b� #���� �	��" � ����� b � �$	�	�� �� ����� k%��������� ��

��� ����� &'� �� fk" ���� �" �� ��� �� ����� �� �
����(��� �	 �
�	���

x(n+ 1) = g(x(n)), #%��&$

���� g = fk�

#	���	������" �� ������ &'�� �� ��	 ����� f �� ������ ���������� �� �������

)� * ��(��	 ��������	 �� b" O(b) = {b, f(b), f 2(b), ..., fk−1(b)}" ����	� !�+�� �

�$	�	�	 �� k%������

���� � ����� b � �$	�	�� ����� �!����	������ k%��������� �� �	�	 	� �� ������� ����%

��!� m" fm(b) ��� �� ����� k%���������� �� ����	� �	�	!�	�" b � �!����	������

k%��������� ��

fm+k(b) = fm(b).



�� �����������	 �	 	
���	� �	 ���	�	���� ���������� ���� �	��

�������	
�	� � ��
�� k��	������� � � �������� �� ��
�� �
�	 � ������ �	 fk

�
�	��	��� � �����
�� y = x�

�	����� � 	�	���� ��� � �
� � f : R→ R� f(x) = x2 − 1� ����� 	
��
���� ��

��
��� �	�������� �	 �	�!��� � �	 f � � �	��� �� ��
��� ���� �	 f 2� "	 � � �� #����	�

�	 x ���� �� "��� f 2(x) = x� $
� �� �	���#	
�� � 	"�� �

x = f(f(x)) = (x2 − 1)2 − 1 = x4 − 2x2

	
��
������ "���� ��
��� ���� �	 f 2� x∗1 = 0� x∗2 = −1� x∗3 =
1−√5

2
� x∗4 =

1 +
√
5

2
�

�
�	 x∗1 = 0� x∗2 = −1� ������ � �������� � ���	�% � ������ �	 x∗1 = 0 � O(0) =

{0, f(0)} = {0,−1}� ���� f2(0) = f(f(0)) = f(−1) = 0� 	 � ������ �	 x∗2 = −1 �

O(−1) = {−1, f(−1)} = {−1, 0}� ���� f2(−1) = f(f(−1)) = f(0) = −1� &	��	�	��	

"	 �	 x∗ 	��� 
� ������ �	������� �	 �	�!��� k �	 x� 	
� � x∗ ������ �	�� � ��
��

�	������� �	 �	�!��� k� "	 � � ���� �� x∗ = −1� &����
��� f ����� � 2�������

{0,−1}� '��	�#	 ������ "	 �� ������� ��� ��
��� ���� �	 f � x∗3 	 x∗4� ������ � �

�	�������� �	 �	�!��� ��

(����� �	 x0 = 1� x1 = 0� x2 = −1� 	 ���� x = −1 � ��
�� �	������� �	 �	�!��� �

�	 f � 	
� � x0 = 1 � � ��
�� 	#	
����	
�	 �	������� �	 f �

)��	 "	� �	 x∗ ��� ��
�� �	 	"��!���� �	 f ������ �	�� �	 fn� *	 �����

fn(f(x∗)) = fn(x∗) = fn−1(f(x∗)) = fn−1(x∗) = fn−2(f(x∗)) = fn−2(x∗) = . . . = x∗.

'��	�#	 ������ "	 �	 A = −1 
� 	�	���� +� 	
� � f(p0) = −p0 + B 	 f 2(p0) =

−(−p0+B)+B = p0� &����
��� ���� ��
�� � ���	�������� )	��	 ����� �	 � ��	�� �
�����

��� 
����	 �	 �� �	��� �	�������� ��� p0� 	
� � � ��	�� ������ 	
��	 p0 	 B − p0�

����� O(p0) = {p0, B − p0}�
(����� �
������	��� � 	����������	 ��� ��
��� �	���������

�������� 	
�
 ���� b �� ��	
� k�������� �� f � �	
�� b ��

�� ��
���� �� ��� ��	
� ��� ��
���� �� fk�

�� ���	
�
����	
� ��
���� �� ��� �� ��	
� ��� ���	
�
����	
� ��
���� �� fk�

�� 	�
���� �� ��� �� ��	
� 	�
���� �� fk�

(����� � 	����������	 �	 � ��
�� k��	������� b �	 ,-�./ �	�0 �� 	���� �� 	������

�����	 �	 � ��
��� ���� ��
�� �	 	"��!���� �	 ,-�+1/� 2���� ���	��� ��� ����� ��

�	��	��� �� �	� � �
�	���� ��������� � fk� (��� ������ 
��	 "	 �	 b ������ �� ����

���	���	 �	 	����������	� � �	��� ���
�	�	�� ��� ����� �� �	� ��
��� 
� �	 k������

{x(0) = b, x(1) = f(b), x(2) = f 2(b), ..., x(k− 1) = fk−1(b)}� &����
��� ��	"	
�	�	
�	

������� �	 	����������	 �	 � k������ � �� ������ �	�������� &�� 	�	����� � �	��	��

-�1�+ ���	 �	� ��������� �� �	��
�	 ��
	���%



������ ���	
�	��� � �	��� ��

������� ��	�
� ���� O(b) = {b = x(0), f(b) = x(1), ..., fk−1(b) = x(k−1)} �� k	
�
�

�� ��� f 
� �������� 
������� ����� �� ��������� ��������� �� ������������

��� O(b)  ��������
������ ���!��� �� |f ′(x(0))f ′(x(1)) . . . f ′(x(k − 1))| < 1.

���� O(b)  ����!��� �� |f ′(x(0))f ′(x(1)) . . . f ′(x(k − 1))| > 1.

��������	
��� "#��
���  $����� ��%�& #��� ���&%�� ���� '�� �������� [(fk)′(x(0))]�

$��� '�� [(fk)′(x(0))] = f ′(x(0))f ′(x(1)) . . . f ′(x(k− 1))� (� )��� #� ������� ���

x0� �����

�� f 2(x0) = f(f(x0))⇒ d
dx
f 2(x0) = f ′(f(x0)).f

′(x0) = f ′(x1).f
′(x0)*

+� ,���� '�� d
dx
fm(x0) = f ′(x0)f

′(x1).....f
′(xm−1)� m ∈ N� #����� � ��������

�� ��������� #��� (m+ 1)�

d

dx
fm+1(x0) =

d

dx
f(fm(x0)) = f ′(fm(x0)).

d

dx
fm(x0)

,���� � -�#.���� �� ������� d
dx
fm+1(x0) = f ′(fm(x0))f

′(xm−1)....f ′(x1)f
′(x0)�

/������ #�� $����� ��%�& #��� ���&%�� 
�
����� '�� ��� � ���� �� ������������

0 �1��#� �������� f(x) = x2 − 1 � � #��� 2	#���.��
� �� x∗ = 0 � x∗ =

−1� /��� � ����+������� � 
�
� {0,−1} �#��
���  $����� ����&� "����� 
�

f ′(x) = 2x� ���� |f ′(0)f ′(−1)| = 0 < 1� 3�� #�� $����� ����&� #���� ����  2	
�
�

 ��������
������ ���!��� � #���� �������4�� ����� � �� ����� ��25�

x1�0�x2�0�

�1.5 �1.0 �0.5 0.5 1.0 1.5
x�n�

�1.5

�1.0

�0.5

0.5

1.0

1.5

x�n�1�

6����� ��25� 7 2	
�
� {0,−1} #��� x(n+1) = f(x(n)) = x2(n)− 1  ��������
������

���!���� ���� x∗ = 0 � x∗ = −1� #��� �� f 2(x) = x4 − 2x2�



�� �����������	 �	 	
���	� �	 ���	�	���� ���������� ���� �	��

�� ����� 	
�� � �������� ���������� ��� ������� �������� �������������� �� �������

{0,−1}


x0
x�n�

x�n�1�

 ����� 	
��! "���������� �� ��� ������� xn(x0) �� ������� ���� f(x) = x2 − 1


���#� ����#��� ��#������ � ��#�$������� �� �%���&�� �� ��'������� ��#(����� ��

�������� ����� �� ���� ����
 �� ��)���� ����#��� ���* �$������ � ��#�$������� ��

���#���� �������� �� �%���&�� �� ��'�������




� ��������	�	
 	
 ����
��� ���
�
� 	



�����
� 	
 	��

����

����� ������	
� ��
����
� � �������� �
�� ���� ������� A �� 
��� n �n ∈ N��

||A|| = sup|x|≤1
||Ax||
||x|| ���������
� �����
 ���������
� � ������������ ||Ax|| ≤ ||A||.||x||�

� �� A = (aij)� ���	
� ������� � ���� ����������� ||A||1 = max
i=1,...,n

(
n∑

j=1

aij

)
�

� 	����� ����� ���� 
 ������� ������������� �� ����������� ��� ������� �� ��

������� ������ �� �������� �� ���������� ����� ������������� �������  ����������

��� ������ �� ������ �� ������� ��������� �������� �� ���� �� ������	���

��� �����	
� ����
�� �� ���
���� �� �������
�

� 	����� ����� ���� 
 �������� �� ������� � �������� ������� 

x1(n+ 1) = a11(n)x1(n) + a12(n)x2(n) + . . .+ a1k(n)xk(n)

x2(n+ 1) = a21(n)x1(n) + a22(n)x2(n) + . . .+ a2k(n)xk(n)
��� =

���

xk(n+ 1) = ak1(n)x1(n) + ak2(n)x2(n) + . . .+ akk(n)xk(n).

!���� ���������� ���� ������� �� �������� ������� 

x(n+ 1) = A(n)x(n), "#�$%

��� x(n) = [ x1(n) x2(n) . . . xk(n) ]T ∈ R
k � A(n) = (aij(n)) 
 ��� �����& k× k�

k ∈ N� ���� 
 �� ������� �� �	��
��� �� ������
��� ����� � ��������� � � �������

�� ���'�� ������������ 
 ��� �� 

y(n+ 1) = A(n)y(n) + g(n), "#�(%

��� g(n) = [ g1(n) g2(n) . . . gk(n) ]T �

� ������� "#�$% �� ������ ������� x(n0) = x0 ����� ��� )���� ������ ��

������ � �������

**



�� �����������	 �	 ����	
�� ���	��	� �	 	����	� �	 ���	�	����

������� ��	�	� ���� ���� x0 ∈ R
k � n0 ∈ N	 �
��� ��� ����� ������� x(n) �� �����

��� x(n0) = x0	 ������� ��� x(n, n0, x0)�

��������	
��� �� �����	 �����

x(n0 + 1) = A(n0)x(n0) = A(n0)x0,

x(n0 + 2) = A(n0 + 1)x(n0 + 1) = A(n0 + 1)A(n0)x0.

��� �������	 ���������� ���

x(n) =

[
n−1∏
i=n0

A(i)

]
x0,

����

n−1∏
i=n0

A(i) =

{
A(n− 1)A(n− 2) . . . A(n0) �� n > n0,

I �� n = n0.

 ����� �� �!���	 "���� ��������� �� ��#���$�� ������%���� ���� ����� �� ������

��� �����$�� �� �����	 � ������� �� ������ "�������


������ ��	� � ����
��� x1(n), x2(n), . . . , xk(n) �� ����� ����� ����	������ ������

������ �	�	 n ≥ n0 ≥ 0 �� ��������� ���	�	��� c1, c2, . . . , ck� ��� ����� ������ �	� ���

c1x1(n) + c2x2(n) + . . . + ckxk(n) = 0 �	�	 n ≥ n0� �	�� ���������� 	� ����
��� �����

����	������ ��������������

���� ��� ���� �� k ����
��� �� ������ ����	������ ������������� �	�	 n ≥ n0 ≥ 0�

! �"	�	�� �� �������� ����	
���	� �� ������� �� ������

&�'� Φ(n) ��� ����( k × k ���� �� ������� ��� �����$�� �� �����	 ���� �����

Φ(n) =
[
x1(n) x2(n) . . . xk(n)

]
 !���	

Φ(n+ 1) =
[
A(n)x1(n) A(n)x2(n) . . . A(n)xk(n)

]
= A(n)

[
x1(n) x2(n) . . . xk(n)

]
= A(n)Φ(n).

������	 Φ(n) ����)�( * ������� �� ��)��������

Φ(n+ 1) = A(n)Φ(n). ���+�

 �,� �����	 �� �����$�� x1(n), x2(n), . . . , xk(n) ��� ���������� ������������ ����

n ≥ n0 �� � ������ �� � ����( Φ(n) )�� ��� ���!���� �detΦ(n) �= 0� ���� ��� n ≥ n0	

�����



�������� ��	��
�� �� ������� �� ����
�	��� ��

��� ���	
�	 �� detΦ(n) = 0 ���� ����� n ≥ n0� 	 ������ c1x
1(n)+. . .+ckx

k(n) =

0 �������� ��� �	����	 �c1, . . . , ck� 
�	 
���� �	�	� �� �	����� x1(n), . . . , xk(n)


�	 ��	 ��
���
� �
��
�
��� 	 �� �	
������ � ��� ��  ��� 	 �������	�

�!� ���	
�	 �� x1(n), . . . , xk(n) 
�	 �"�� �	����� ��
���
� �
��
�
��� 	�

�"�� �� #���� �	
���
�� c1, . . . , ck 
�	 �	��� 
���� ���� �� c1x
1(n) + . . . +

ckx
k(n) = 0� ���� �	�	 n ≥ n0� 
��	� 	 ������ c1x

1(n) + . . . + ckx
k(n) =

0 �������� ��� �	����	 �c1, . . . , ck� 
�	 
���  �	���
�	� detΦ(n) = 0� 	 ��

�	
������ � ��� ��  ��� 	 �������	�

$����� ��	� � ����
� �%
���	&

�������� 	
�
 �� Φ(n) ��� ��� ��	�
� �� �
������ ���� 	��� n ≥ n0 � ��	
����� �

������ Φ(n + 1) = A(n)Φ(n)� ��	� Φ(n) ���� ������� �� ��	�
� ��������	�� ����

� �
�	��� ������

'	� ��� � Φ(n) (	� ��� ������ (�
���
���  C (	� ������ ������ � 	��� k


�	 ��
������ 
��	 ψ(n) = Φ(n)C ���)*� ��� ��� ������ (�
���
���� �	��&

ψ(n+ 1) = Φ(n+ 1)C = A(n)Φ(n)C = A(n)ψ(n).

+	���
�	� �� �
%
���� ������� (�
���
���� ���� �� ������� ,	
���	� �� ��� ������

(�
���
��� �� "� �	
���	�&

Φ(n) =
n−1∏
i=n0

A(i), com Φ(n0) = I.

'	 ���	 � �� A * ��� ������ �	
���
�� Φ(n) = An−n0 �

+	��	� �%
�� ��� ������ (�
���
��� Φ(n, n0) = Φ(n)Φ−1(n0)� ������� �

��	�
� 	����
�� �� ��	���� -� ����� ���.�	� Φ(n,m) = Φ(n)Φ−1(m) ���� �����/

��� �	�� �
���	� n,m �	� n ≥ m ≥ n0� 0)��. �� Φ(n,m) * ��� �	����	 ��

�����	 � ��(�
��� Φ(n+ 1,m) = A(n)Φ(n,m)� �	��&

Φ(n+ 1,m) = Φ(n+ 1)Φ−1(m) = A(n)Φ(n)Φ−1(m) = A(n)Φ(n,m). �1�1�

$����� ��	� ������� ��	������� �� ������ (�
���
��� Φ(n,m)� n ≥ m ≥ n0&

��� Φ−1(n,m) = Φ(m,n)�

2 (��	&

Φ−1(n,m) =
(
Φ(n).Φ−1(m)

)−1
=
(
Φ−1(m)

)−1
.Φ−1(n) = Φ(m).Φ−1(n) = Φ(m,n).

���� Φ(n,m) = Φ(n, r)Φ(r,m)� ���� �	�	 r ∈ Z� n ≥ r ≥ m ≥ n0�

2 (��	&

Φ(n,m) = Φ(n).Φ−1(m) = Φ(n).I.Φ−1(m) = Φ(n).Φ−1(r).Φ(r).Φ−1(m) = Φ(n, r).Φ(r,m).



�� �����������	 �	 ����	
�� ���	��	� �	 	����	� �	 ���	�	����

����� Φ(n,m) =
n−1∏
i=m

A(i)�

�� 	
��

Φ(n,m) = Φ(n)Φ−1(m) =
n−1∏
i=n0

A(i)

[
m−1∏
i=n0

A(i)

]−1
=

= [An0 . . . . .An−1]
[
A−1m−1.A

−1
m−2. . . . .A

−1
n0

]
= Am. . . . .An−1 =

n−1∏
i=m

A(i).

� ������� ������
�� �����
 ��� ���
 ������� �� ����� �
���	
����� x(n0) = x0 ����

��� ���������
�
 ��� ��
 �
���� 	���
����
��

��������� ��	� � ������� �	
�� x(n, n0, x0) � ����� ��� x(n0) = x0 � �� ����

x(n, n0, x0) = Φ(n, n0)x0.

����	�������� � ������� �� �����  �
�
 ��� x(n) =

[
n−1∏
i=n0

A(i)

]
x0 � !���� ��� Φ(n) =

n−1∏
i=n0

A(i)" 
���� #��#��$��� ��� x(n, n0, x0) = Φ(n, n0)x0�

� ������� ������
�� �!����#�
 ��� 
 ����%�#�
 (x(n)) ���� x(n) = detΦ(n)  

������� �� ��
 ���
��� �� ��	�����
� �� ���� ������


�� ��	� �������� � ����� ���� ��� n ≥ n0 ≥ 0�

detΦ(n) =

(
n−1∏
i=n0

[detA(i)]

)
detΦ(n0).

����	�������� &��� Φ(n+ 1) = A(n)Φ(n)" ����� !
�� 
 ���
��� �� ��	�����
�

detΦ(n+ 1) = detA(n) detΦ(n).

'� x(n) = detΦ(n)" 
 ������� �
 ���
��� ���( x(n) = [
∏
(A(i))] x(n0)" ���� x(n0) =

detΦ(n0) � ��)�� ������
���

� ������� ������
��  #������%�#�
 �����
�
 �� *��
 ����

��������� ����  � �� ����� � !�� ��� ����
" ��	���	��� �	���

detΦ(n) = [detA]n−n0 detΦ(n0). �����

��������� ���� � ����
" !�	���	��� Φ(n) ���# 	�� �
	$���� ���� ��� n ≥ n0 �� �

����	�� �� Φ(n0) !�� 	�� �
	$�����



�������� ��	��
�� �� ������� �� ����
�	��� ��

��������	
��� ���� ����	�
�� ���� �
 �����	
 �� ���	 ����
 ����� ����� detA(i) �=
0 �
�
 i ≥ n0�

���� ���������� 
 �� ����	!� � 
���� �� ����� � ��� ��� ����	�
��"

��������� ���� � ����
��� x1(n), x2(n), . . . , xk(n) �� ����� ����� ����	������ �����

��������� �	�	 n ≥ n0 �� � ������� �� Φ(n0) ��� ��� ������	��

# ��� ��� ������
 ���
��	��� 
 �$ ����� 
 �� k ��	�%&�� 	 ��
������  ������������

�� ������

	
��
�� ����� �$ ���� k ��	�%&�� 	 ��
������  ������������ �� � ����
 ����� �
�


n ≥ n0�

��������	
��� '
�
 �
�
 i = 1, 2, . . . , k ��(
 ei = (0, 0, . . . , 1, . . . , 0)T �� )���� *� ��

�� R
k� ���� ����� �� ����������� �+� ��	�� �$���� � i,-� �� ����������� �
 ��
	 -

 �
	 
 �� '�	� ������
 ������ �
�
 �
�
 ei� 1 ≤ i ≤ k� �$ ��� ��
 ��	�%+� x(n, n0, ei)

�� ����� ��� x(n0, n0, ei) = ei� '
�
 ���)
� ��� � ���(���� {x(n, n0, ei)|1 ≤ i ≤ k} -

	 ��
������  ������������ - ��.� ���� �����
� ��� Φ(n0) - �+� � ��	
�� � �� /
�� -�

�� � Φ(n0) = I� ���� � ����	�
�� ���� ��	� ����	!� � ��0�

�
������ ���� �� �������� �� k ����
��� ����	������ ������������� �� ����� � ��	�

�	�� �� �������� ����	����	� �� ����
����

��������� �� ���
������
" 1� /
���  �����
��� �� � ����
 �� ��	�%&�� �� �����

- ��� 
� ����
%&�� �� 
� %+� � ��	� �	 �
%+� ��� ���
	
� �2
� �
 ����� ��
�� ��

/��3
������ 4��� -� �� x1(n) � x2(n) /���� ��	�%&�� �� ����� � c ∈ R� ���+�"

��� x1(n) + x2(n) ���! ��	�%+� �� ������

�5� cx1(n) ���! ��	�%+� �� ������

��������	
��� 6�(
 x(n) = cx1(n) + x2(n)� ���+��

x(n+ 1) = x1(n+ 1) + x2(n+ 1)

= cAx1(n) + Ax2(n)

= A [cx1(n) + x2(n)]

= Ax(n).

1�
 ���������� 
  ��� 
�
 �� �� ��7� � �� 	 ��
� �
�� - ��� �� x1(n), x2(n), . . . , xk(n)

/���� ��	�%&�� �� � ����
 ������ ���+� 
 ���� �
%+� 	 ��
� �
 /���


x(n) = c1x
1(n) + c2x

2(n) + . . .+ ckx
k(n)

�
��-� ���! ��	�%+� �� ������

���� ����	�
�� ���! 
�������
�� 
 ��� ��



�� �����������	 �	 ����	
�� ���	��	� �	 	����	� �	 ���	�	����

�������� 	
	
 ����� {xi(n)|1 ≤ i ≤ k} �� ���	��
� �� ������� ���������
� �����

������
�� �� ������ � ������ ����� �� ����� � ������� ����

x(n) =
k∑

i=1

cix
i(n), �����

���� ci ∈ R� ���� ������ ��
�  !����� ���� ��� �����
� ���� x(n) = Φ(n)c� ����

Φ(n) = [ x1(n) x2(n) . . . xk(n) ]T � ��� ��
��"  �������
�� � c = [ c1 c2 . . . ck ]T �

#$���%���� # ���	��
� S �� 
���� �� ������� �� ���
��� �����  ���� �� ���

��� %�
����� ��� �� �������� �� ����� � �� ���
�������� ��� �� �������� &��

$��� � '���'��� ���	��
�  �������
�� �� ������� �� ���
��
�� ��� �������� � (� ��{
x1(n), x2(n), . . . , xk(n)

}
 �� ��� $��� ���� S� '���'��� ������ x(n) �� �'���� �����

�����) ��� �����
� ��  ���� ���*� �� ��  ���� �'��%����
� x(n) = Φ(n)c�

� �	
��
 � 	��
	� �	��� 	�	���	
 	� �������� � ������	 ��� ��������� ������

y(n+ 1) = A(n)y(n) + g(n),


��	����	�� 	� ��� 	� �������� � ������	 ��������� y(n+ 1) = A(n)y(n)�

������ 	
�
�
 !�	�"��
 ������� y(n) � ����� ��� ��
 ���
��	 �����

y(n) = Φ(n)c+ yp(n)

�	
	 �� ����
 �����	��� c � ��	 ������� �	
�����	
 yp(n) � ������

+�����
����� #�$	 y(n) ��	 ������� � ����� � ��$	 yp(n) ��	 ������� �	
�����	
 �

������ #� x(n) = y(n)− yp(n)� ������

x(n+ 1) = y(n+ 1)− yp(n+ 1)

= A(n)y(n)− A(n)yp(n)

= A(n) [y(n)− yp(n)]

= A(n)x(n).

������ x(n) % ��	 ������� 	 �"�	��� ��������	 ���&�� '���� x(n) = Φ(n)c �	
	

	���� ����
 �����	��� c� (�
�	����

y(n)− yp(n) = Φ(n)c,

��������� 	 �
��	 � 
�����	��

��� 	
�
 &�� ������ ���
������ �� ���,� ���� ��� ���� ����

yp(n) =
n−1∑
r=n0

Φ (n, r + 1) g(r),

��� yp(n0) = 0�



�����������	 ��

��������	
��� ���� �� �	��
 �� ���� Φ (n+ 1, r + 1) = A(n)Φ (n, r + 1) � ����

�	

��

yp(n+ 1) =
n∑

r=n0

Φ (n+ 1, r + 1) g(r)

= Φ (n+ 1, n0 + 1) g(n0) + . . .+ Φ (n+ 1, n) g(n− 1) + Φ (n+ 1, n+ 1) g(n)

=

[
n−1∑
r=n0

A(n)Φ (n, r + 1) g(r)

]
+ Φ (n+ 1, n+ 1) g(n)

= A(n)
n−1∑
r=n0

Φ (n, r + 1) g(r) + g(n) = A(n)yp(n) + g(n).

��������� yp(n) � ��� 
������ �� ����� ���� �	

�� yp(n0) = 0�

���� ���
��� ��	� �� !������ ������ � �� "��� ����� ����
 � 
�#�	��� ��
�������

������� ��	��� � 
������ $�	�� �� %��&���� �� ����� 	�	�	���

y(n+ 1) = A(n)y(n) + g(n), y(n0) = y0,

� ���� %��

y(n, n0, y0) = Φ(n, n0)y0 +
n−1∑
r=n0

Φ(n, r + 1)g(r),

�� ��	
 �'%�	�	������� %��(

y(n, n0, y0) =

(
n−1∏
i=n0

A(i)

)
y0 +

n−1∑
r=n0

(
n−1∏

i=r+1

A(i)

)
g(r).

)&
������
 ���� %��� � ������� ��� �	���� y(n+1) = A(n)y(n) + g(n, y(n))� ����

� *����� g ��� ��%���� �%���
 �� ���	���� n� ����
 ��
������ �����#�� 	
�� �� ����

y(n0) = y0 � yp(n0) = 0� � 
�� 
������ � ���� %��(

y(n, n0, y0) = Φ(n, n0)y0 +
n−1∑
r=n0

Φ(n, r + 1)g(r, y(r)).

) �
���� ��
�� ������� � �� ��
 �&���	��
 ��
�� ���&��+� � 
��� �&������ �� ��%,����

-�

.�
�� %�/'	�� 
���� ����	
�����
 � �
��&	�	���� ��
 
����0�
 �� 
	
���� �	�����

��� �����	
	����

.� ��%,���� 1� �%��
������
 �
 ��2�	�0�
 �� �
��&	�	���� %��� �����0�
 �� �	*�3

�����
 ���4����
 �� ��
� ����� �#���� ����
 �
����� �
��&	�	���� %��� 
	
����
 ���



�� �����������	 �	 ����	
�� ���	��	� �	 	����	� �	 ���	�	����

������	�
 ����
 ���

x(n+ 1) = f(n, x(n)), x(n0) = x0 , �����

���� x(n) ∈ R
k� f : Z+ × R

k → R
k ��������� ��
�� �
����� �
 
������
 ���
�����


��
�	�����	 �	 ����� �	�������� ���
 �
 ��	��
 
������
 �����	 � 
� �����	�

�� � 
� ���
�� ��
 
������
 ���
�����
  ��� �� !������ 
"� ����
 ����
 �����
 #��


�� f � $������� ��%�	�
  �� �	 ����� x∗ �	 R
k & ����� �� � ����'�� �� ����� 
�

f(n, x∗) = x∗� ��� ���� n ≥ n0� (�	 ���� �� )����������� �

�	�	�
  �� x∗ = 0�

�� 
�*�� ���
����	�
 � 
����"� ����� ��*� *�
��#����!� ��� �
�� & � 
�)������

(� y(n) = x(n)− x∗ � x∗ �= 0� ���"�

y(n+ 1) = x(n+ 1)− x∗ = f(n, y(n) + x∗)− x∗ = g(n, y(n)),

���� g(n, 0) = f(n, x∗) − x∗ = 0� n ≥ n0� +

�	� ��	�
 �	 
�
��	� � ��!������ ����

� ����� �� � ����'�� & %���

�������� 	
�
 � ����� �� ��	
���
� x∗ �� ����� � �
���

�
� ������� ��� �� ����� ε > 0 � n0 ≥ 0 ��
��
� δ = δ(ε, n0) ��� �	� ||x0−x∗|| < δ 
���
��

||x(n, n0, xo)− x∗|| < ε ���� ���� n ≥ n0� �� δ �	��� ��� ������
�� 
����������� �� n0 

� ����� �� ��	
���
� ���� 
�
!��������� ������� � ���� 
������� ���� �"� ��#� ��������

�

� $������ �$� �� ��
��
� μ = μ(n0) ��� �	� ||x0−x∗|| < μ 
���
�� lim
n→∞

x(n, n0, x0) = x∗�

�� � ������� �� μ 
��������� �� n0 � ����� �� ��	
���
� � 	�
!��������� �������� $

����
%"� ���� 	�
!��������� ������� �� ��
��� μ > 0 ��� �	� ���� ���� ε � n0 ��
���

N = N(ε) 
����������� �� n0 ��� �	� ||x(n, n0, x0) − x∗|| < ε ���� ���� n ≥ n0 + N  

������ �	� ||x0 − x∗|| < μ�

�


� $��
����
������� ������� �$�� �� !�� ������� � ������� � 	�
!��������� ���
����
&

������� ������� �'$�� �� !�� 	�
!��������� ������� � 	�
!��������� ��������

�
�� ��������
������� ������� ���� �� ��
�
��� δ > 0 M > 0 � η ∈ (0, 1) ��� �	�

||x(n, n0, x0)− x∗|| ≤M ||x0 − x∗||ηn−n0 ������ �	� ||x0 − x∗|| < δ ���� n ≥ n0�

(�� 
���� �

� � �


� �� � �)���%"� !�� ���
�� ���� ���� μ �	 �� 
��� �
�� �� �

�)���%"� !�� ���
�� ���� ���� δ � �������������� �����
����� �� ����
�
���� � �
��

��� *�����

����� ����	
�
��� � �
����� �
���� ��� ���������

,	 
�
��	� ����� �"� ������	� & ���� ���

x(n+ 1) = A(n)x(n), n ≥ n0 ≥ 0. ���-�

+

�	�.
�  �� A(n) & �"� 
��)��� ��� ���� n ≥ n0� �� 
�*� A(n) & �	� 	���%

��!���!��� /
 
�)�����
 �
������
 ����

�	 ��������
 �� �
��'������� �	 ��	�
 ��

	���% �����	����� Φ(n) �� 
�
��	� ���-��



�����������	 ��

������� ��	�
� � �����	� 
��� � ����� ��

�� ������� �  ���
� � ������ ��� ��
���
� �������� M ���  ��

||Φ(n)|| ≤M, n ≥ n0 ≥ 0; ���!�

��� "
�#����
� ������ �  ���
� � ������ ��� ��
���
� �������� M ���  ��

||Φ(n,m)|| ≤M, n ≥ m ≥ n0; ���$%�

���� ����
�������
� ������ �  ���
� �

lim
n→∞

||Φ(n)|| = 0; ���$$�

��� "
�#����
� ����
�������
� ������ �  ���
� � ������� ��� ��
���
�

�������� M  η ∈ (0, 1) ���  ��

||Φ(n,m)|| ≤Mηn−m, n ≥ m ≥ n0. ���$&�

��������	
��� '���� ������ ��
�� � ��� ���� (� ���� � )
�������� ������*

���  � Φ(n0) = I  x(n, n0, x0) = Φ(n)x0 � � +
��� �����	� � ����� �����
�� ���

(n0, x0)�

�� �⇐�(���
�� ���!� ��������� ����

||x(n, n0, x0)|| = ||Φ(n)x0|| = ||Φ(n)||||x0|| ≤M ||x0||.

������ ���� ε > 0 ���� δ < ε
M

���  ��

||x0|| < δ ⇒ ||x(n, n0, x0)|| < M ||x0|| < Mδ < ε, n ≥ n0.

,�
� �
��
� � �����	� 
��� � ����� � ������

�⇒� (���
-�  � � �����	� 
��� �.� ������ �
�	�� ���� ε = 1� ���� δ > 0

���  � � ||x0|| < δ 
�	� ||Φ(n)x0|| < 1 ���� ���� n ≥ n0� '.�  �� � ||y|| < 1


�	� ||δy|| < δ� /����
���

||Φ(n)δy|| < 1

� ��� ��
�)��
��

||Φ(n)y|| < 1

δ
, ∀n ≥ n0.

0��� #�����

||Φ(n)|| = sup
||y||<1

||Φ(n)y|| < 1

δ
= M
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�� ��	�� ����� � �����	
�� ������� ��� ����������

��� � ������� 	�� ��� ��
 ��� �� � ����	
� �� 
��� � �������� !���� ����
���

���� � ������� 	�� ��� �"#�	�	�����	
� ��
 ��� �� � ����	
� �� !�� �	�!����	
� ���	$
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����	
� ��
 ����

��������	
���

��� �⇒�%�#�	�� ���  ������� 	�� ��& ��
 ���' #�� ���(�' 
����

||Φ(n)|| ≤M, n ≥ n0 ≥ 0;

�	�� Φ(n) ) �� �
��* !�	���	
� �� ��������+ ��	�����	
���	
� 
�� ������� ��

����� ) ����
��

�⇐�%�#�	�� ��� 
�� ������� ��& ����
�' 
����

||Φ(n)|| ≤M ⇒ ||x(n, n0, x0)|| ≤M ||x0||.

�����' #� ε > 0' �"��
� δ < ε
M


� ���'

||x0|| < δ ⇒ ||x(n, n0, x0)|| ≤M ||x0|| < Mδ < ε.

,�	�����	
���	
�  ������� 	�� �� ����� ) ��
 ����

,��� �"��#��' ���� 	���� �� ������ �� ��!���	�� �� ����� k' �� #���

y(n+ k) + p1(n)y(n+ k − 1) + . . .+ pk(n)y(n) = g(n). ���-.�

/�
 ������ #��� ��� ��#����	
� #�� �� ���
�� �� ������� �� #������ �����'

z1(n) = y(n),

z2(n) = y(n+ 1) = z1(n+ 1),

z3(n) = y(n+ 2) = z2(n+ 1),
���

zk(n) = y(n+ k − 1) = zk−1(n+ 1).

0����

z1(n+ 1) = z2(n),

z2(n+ 1) = z3(n),
���

zk−1(n+ 1) = zk(n)

zk(n+ 1) = −pk(n)z1(n)− pk−1(n)z2(n) . . .− p1(n)zk(n) + g(n).



�����������	 ��

������	
���� z(n) = [ z1(n) z2(n) . . . zk(n) ]T ���	�� 	��
	�	
 	��	 ����	� ���

z(n+ 1) = A(n)z(n) + h(n), ������

���	 A(n) = (aij(n)) � �� ��
�� k × k� �	���

A(n) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

0 0 0 . . . 0
���

���
���

���

0 0 0 . . . 1

−pk(n) −pk−1(n) −pk−2(n) . . . −p1(n)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

e

h(n) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0
���

g(n)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

���� �������
 � ���� 	 ��	 g(n) = 0� �� �	��� � ����	� ���� �	�

z(n+ 1) = A(n)z(n). ������

������� ��	�
� ������	
	 � ����	� ������!

��� "	
∑k

i=1 |aij(n)| ≤ 1� 1 ≤ j ≤ k� n ≥ n0� 	��#� � ����$#� ���� �� ����	� ������ �	
%

���&�
		��	 �����������	��	 	��%�	��

���� "	
∑k

i=1 |aij(n)| ≤ 1 − v ��
� ���� v > 0� 1 ≤ j ≤ k� 	��#� � ����$#� ���� �	
%

���&�
		��	 �����������	��	 	��%�	��

��������	
���

��� '��������� � �	(��$#� �	 ��
� �	 ��
�� ���� ��
 ||A(n)||1 = max
i=1,...,n

k∑
j=1

aij(n)�

�	�� �����$#� ��� �	�� ��	 ||A(n)||1 ≤ 1 ��
� ���� n ≥ n0� )����

||Φ(n,m)||1 =
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n−1∏
i=m

A(i)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
1

≤ ||A(n− 1)||1||A(n− 2)||1...||A(m)||1 ≤ 1.

*��� ������ ��	 � ����$#� ���� �	 ������ � ���&�
		��	 	��%�	� �	�� +	�
	� ���,����

��
�	 �����

���� ) �
��� �� �(
�$#� ���� � �����
 - �
��� �� �(
�$#� ���� � ���� �	
% �������



�� �����������	 �	 ����	
�� ���	��	� �	 	����	� �	 ���	�	����

����� �����	
	���� �� �	����� 
	������ �� �����	����� �����

������

�� ������� 	�
��� �� ������
��� �
���
��� � ��� �� �����
�� �����

x(n+ 1) = Ax(n) ������


�� A � ��� ������ ���	 n×n� ����� ������ ������ ��������� � ����	���� ��

������	����� ����  ������� �������

������� ��	���  � ρ(A) = max{|λ| : λ autovalor de A }! �
�" �� �����
���

�����#$�� �" %�����������

��� & �	�#" 
�	� �� ������ ���' ���'%�	 �� � ���
�� �� ρ(A) ≤ 1�

���� & �	�#" 
�	� �� ������ ���' ����
�������
�� ���'%�	 �� � ���
�� �� ρ(A) < 1�

��������	
���

���  �(� A = PJP−1! 
�� J = diag(J1, J2, ..., Jr) � � ���� �� )���
 �� A �

Ji =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λi 1 0

λi

� � � � � �

1

0 λi

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

i = 1, . . . , r�

*�	 +����� ���,��� � �	�#" 
�	� �� ������ ���' ���'%�	 �� � ���
�� �� ||An|| =
|| (PJP−1)n || ≤ M̃ � ||Jn|| ≤ M̃ ! 
�� M̃ = M/(||P ||||P−1||)� &���! Jn =

diag(Jn
1 , J

n
2 , ..., J

n
r ) �-�� &�.
���� /�! 
��

Jn
i =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

λn
i

(
n
1

)
λn−1
i . . .

(
n

Si−1
)
λn−si+1
i

0 λn
i . . .

���(
n
1

)
λn−1
i

0 0 . . . λn
i

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , i = 1, . . . , r e si ≤ r.

&����! �� |λi| > 1 � �� |λi| = 1 � Ji 
" �� ��� ������ 1 × 1! �
�" ||Jn
i || ��
�� �

�
�
�� 0��
� n→∞�  � |λi| < 1 �
�" ||Jn
i || → 0 0��
� n→∞� *��� ��%�� ����

�
�	��" � ������
�� ������ 0�� |λi|nnl → 0! 0��
� n → ∞ ���� �	��� �
���� l�

1��� �
�	��" ����� ��	� ����� �� 234�����	! ����
� |λi|nnl = nleln|λi|n ! �����

lim
n→∞

nl

e−nln|λi|
L′H
= lim

n→∞
lnl−1

−ln|λi|e−nln|λi|
L′H
= lim

n→∞
l(l − 1)nl−2

(ln|λi|)2e−nln|λi| ,

��	���
� �������%���
�� � �����! � ���
� 0�� |λi| < 1! �����

lim
n→∞

nl

e−nln|λi| =
l!

(−ln|λi|)l lim
n→∞

ln|λi|n = 0.

���� & ��%� �� �����#" ���� (' �� ������	����� ��	 ������
� �
������ 5�� ���	���

� ��%� � �������



�����������	 ��

����� ����	��
� ��  ���������� �
� ������� ���������
���

�� ����	 
���� �������� ���� �������� ����������� ��������� �� ����� �� �����

������� ����� 
���	�� 	��� ��������	��� ���� �������� ���� �������� � �����������

�� ����	�� �� ���� �������� !���� 
�"�	�� �#� �	������� ����	�� ����� � ��	�

����	��� ��� �������� ���� �����$� �� ���������� �� ������� ����	�

y(n+ 2) + p1y(n+ 1) + p2y(n) = 0. %& '�(

)������ ��� λ1 � λ2 �$� �� ���*�� �� �����$� ������������+

λ2 + p1λ+ p2 = 0 %& ',(

�	�� �#� ����� � ����������+

%�( !� ���*�� λ1 � λ2 �$� ����� ������� -�$�� y1(n) = λn
1 � y2(n) = λn

2 �$� ����

�������� ������	��� ������������ �� %& '�( )� |λi| > |λj|� yi(n) � � �����$�

��	������ � λi � � ���* ������������ ��	����� !���	� � ��	����	��� ��

�����$� ����� y(n) = a1λ
n
1 + a2λ

n
2 � ����	����� ���� ��	����	��� �� �����$�

��	����� )�	 ����� �� ������������� ����	���� ��� |λ1| > |λ2| -�$��

y(n) = λn
1

[
a1 + a2

(
λ2

λ1

)n]
.

.�	�� |λ2/λ1| < 1� ����� ��� (λ2/λ1)
n → 0 ������ n→∞ 

.���������	���� lim
n→∞

y(n) = lim
n→∞

a1λ
n
1  !����� �� ���� �������� ��������� �

����������+

' λ1 > 1+ y(n)→∞ %�����$� ���� ����
��(/

0 λ1 = 1+ y(n)→ a1/

1 0 < λ1 < 1+ y(n)→ 0 %�����$� ���� ���������	��� ���
��(/

& −1 < λ1 < 0+ y(n)→ 0 ��������� �	 ���� �� *���/

2 λ1 = −1+ y(n) ������ ���� y(2n)→ a1 � y(2n+ 1)→ −a1/
� λ1 < −1+ y(n) ������� 	�� |y(n)| → +∞ 

%�( λ1 = λ2 = λ ! �����$� ����� �� %& '�( � ���� ��� y(n) = (a1 + a2n)λ
n !���	�

�	�� �#� �����+

' λ1 ≥ 1+ y(n)→∞/

0 λ1 < −1+ ������� 	�� |y(n)| → +∞/

1 |λ1| < 1+ y(n)→ 0� ����

limn→∞nλn = limn→∞
n

e−nlnλ
L′H
= limn→∞

1

−lnλe−nlnλ = 0.



�� �����������	 �	 ����	
�� ���	��	� �	 	����	� �	 ���	�	����

��� ���	
� ����
���� λ1 = α+ iβ 
 λ2 = α− iβ� ���
 β �= 0� ��� ���� �� �
���

����� � ������� �
��� �
 � ��!� " ���� ����

y(n) = rn (c1cos (nθ) + c2sen (nθ))

���
 r =
√

α2 + β2 
 θ = tan−1
(
β

α

)
� # ������� y(n) �
��
 ������ 
 ���� r > 1�

|y(n)| → +∞ 
 ���� r < 1� y(n)→ 0� ���� n→∞�

������
����� �� �
���$���� ��$
����
�� $
�� � �
����$
 $
��
��

������� ��	�
� %
&� λ1 
 λ2 ���	
� �� 
'����� �����$
���$��� � ����� #� �
����$
�

�(���)
� ��� �
����
�����

��� *��� ������� �
 � ��!� ������ 
 $���� �
 	
�� �
 
 ��
�$
 �
 λ1 
 λ2 ��� +��


���	
� �
��� ����$�����

���� *��� ������� �
 � ��!� ����
��
 ���� 	
��� �� �
&�� � ������� ���� " �����$�$���
�$



�$,�
�� �
 
 ��
�$
 �
 max{|λ1|, |λ2|} < 1�

������
�
 ����� � 
'����� �
 ��+
�
���� �
 �
����� ���
 ���-.���/�
� ��

+����

y(n+ 2) + p1y(n+ 1) + p2y(n) = M � ��0�

���
 M " �� ����$��$
 ���-����� #� ���$�,��� �
 � ��!�� � +����� ���� y(n) = 0

���� $��� n ∈ Z
+ ��� " �� ������� �
 � ��0�� #� ���"� ������ $
�� � ���$� �



'����1��� �� ������� y(n) = y∗� 2
 � ��0� $
���

y∗ + p1y
∗ + p2y

∗ = M,

��

y∗ =
M

1 + p1 + p2
.

3��$��$� yp(n) = y∗ " �� ������� ���$������ �
 � ��0�� ����
'�
�$

�$
� � �������

�
��� �
 � ��0� " ���� ���

y(n) = y∗ + yc(n),

���
 yc(n) " ������� �
��� �� 
'����� .���/�
� ��������� � ��!�� 4�$� ���'�
 �
 y(n)


 y∗ +��
 �����)
� �� 
'����� ��� .���/�
�� � ��+
�
��� �
�, ������� �� 
'�����

.���/�
�� �� �
&�� y(n)− y∗ = yc(n) 
 ����� y(n) = y∗ + yc(n)�

#���� y(n) → y∗ �
 
 ��
�$
 �
 yc(n) → 0 '����� n → ∞� #�" ������ y(n)

�������, �� �
��� �
 y∗ �
 
 ��
�$
 �
 yc(n) �������, �� �
��� �
 	
��� 5�$�� �1�
����)
�

�
��� ���
�
�$���� �� ��6��� $
��
��



�����������	 ��

������� ��	�
� ����� λ1 � λ2 ��	
�� �� ������ ��������	����� ������� �� ���������

��������� ���  ����������!

��� "��� ��#���� �� ������ ��� $����%��� ������ ����#��& �� ����� �� ��#���� ��

���#	'��� y∗ �� � ������� �� ���$��� ��� ��	
�� �� ������ ��������	����� �� ������

$����%��� ����(� )�� �� �*���� ���# +����� ��

���� "��� ��#���� �� ������ ��� �����& +��� y∗ �� � ������� �� max{|λ1|, |λ2|} < 1�

,� �������� ���-�.� � ���-��� ��� ��������� ������&���� � ���������� +��� �� �

��#���� ��#� �� ��� ������ �� ��)������� �� ������� ����� �� ��+� ������ ���� �����/

����������� ���& �#� 0� ������ �+#�������1 �� �������1 2 +������ ��� ����2���� �3+#	�����

+��� � ����'�#����� ��� '��� ���  �#���� ��� ����������� p1 � p2 �� ����(� �� �������

,� ��������� ����#����� ��� )������ ���� ����2���� ������&�����

������� ��	��� �� ���������

1 + p1 + p2 > 0, 1− p1 + p2 > 0, 1− p2 > 0 , ���-4�

��� ������&���� � ���������� +��� �� � +���� �� ���#	'�� y∗ �� ������ ����(� � ������

���� ���������������� ���& �# ����� 21 ���� ��#���� ��� ���� +��� y∗��

� +�� � ����� ������� ��������/�� �� �+%����� ��

0��� ������� ��� )������ ����2���� +��� ���#���� � ����'�#����� �� �������� '������/

�������1 ����� |λ1| < 1 � |λ2| < 1� 5�������� � �����
!

A =

[
a11 a12

a21 a22

]

6����������� � ������ ��������	�����!

det(A− Iλ) = 0⇒ λ2 − (a11 + a22)λ+ (a11a22 − a12a21) = 0⇒
⇒ λ2 − (trA)λ+ detA = 0.

���-��

7������ ���� ���-��1 �'�����!

λ2 + p1λ+ p2 = 0

���� p1 = −trA � p2 = detA� �����1 +�#� ������� ���-�(�1 +��� �� y(n) = y∗ ����

���������������� ���& �#1 �� ���� ���!

1 + trA+ detA > 0, 1− trA+ detA > 0, 1− detA > 0,

�� ����1

1 + trA+ detA > 0

1− trA+ detA > 0
⇒ 1 + detA > −trA

1 + detA > trA
⇒ |trA| < 1 + detA



�� �����������	 �	 ����	
�� ���	��	� �	 	����	� �	 ���	�	����

��

1− detA > 0⇒ 1 > detA⇒ 1 + detA < 2.

����	
���

|trA| < 1 + detA < 2. �����

������ ���� ������	 ������ 	 ������� 
��	 �	 ���	��� x(n + 1) = Ax(n) ���� 	���
�

�����	��
�� ������� �� � ����
�� ���

1 + trA+ detA > 0, 1− trA+ detA > 0, 1− detA > 0,

���  �����	��
�� 	 |trA| < 1 + detA < 2

!��� �"����� �	��� 	
	���	� 	 ���	#����	�� �	 ������� 
��	 �� ������	 x(n+1) =

Ax(n)� �
��

A =

(
−1 5

−0, 5 2

)

$�%	 ����

det

(
−1 5

−0, 5 2

)
= −2 + 2, 5 = 0, 5 e ��(A) = 1.

&�'�� ��	
�� ����� �����

tr(A) = 1 < 1 + 0, 5 = 1 + det(A) < 2.

����	
��� 	 ������� 
��	 ����� ������	  	���
�����	��
�� �������

� ��'���� (	����� ��	 	
����� '��)�	 �	 ���	#����	�� �� ������	� ��
�	��� 	��*
����

�� ��	� ���	�+��� ��� ���)���
��� ��
��	
���

��� �����	
 �� ���� �
 ��	


��	
� �� (	��  � ��	
� x1x2 �� ��� �� �
��
��	� 	� ,�#��	� �� x(n+ 1) = Ax(n)�

��
�����	
�� A ��	 �	���- �� ����� 2

!�
������ � ������	.

x1(n+ 1) = a11x1(n) + a12x2(n),

x2(n+ 1) = a21x1(n) + a22x2(n),

��

x(n+ 1) = Ax(n) ���/�



������� �	 
���	 �� ���� ��

����

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

� �	
����� ��	���� ��� x∗ � �	 
��� �� ���������� �� ����	� ������ �� Ax∗ = x∗

�� (A− I)x∗ = 0� ����	� �� (A− I) ��� ��� ��������� ���� x∗ = 0 ��� � !��"� 
���

�� ���������� �� ����	� ������� #�� ���� ����� �� (A − I) ��� ��������� ���� $�%�� 

��&���� 
���� �� ����������� '��� "���� ��(� y(n) = x(n)− x∗ �	 ������� )��	��*

y(n+ 1) = x(n+ 1)− x∗

= Ax(n)− x∗

= Ay(n) + Ax∗ − x∗

= Ay(n) + x∗ − x∗

= Ay(n),

��� � ��	��$��� �� ����	� ������� ����	� �� 
��
�������� �� ����������� �� ����	


��� �� ���������� x∗ �= 0 ��� �� 	��	�� ��� � �� 
��� �� ���������� x∗ = 0� +���

	������� ���� �������� �
���� � 
��� �� ���������� x∗ = 0 �� ����	� �������

,�(� J = P−1AP � ���	� �� -����� �� �� .���� J �	 �	� ��� �������� ���	��

"��/��"��*

���

(
λ1 0

0 λ2

)
� ���� �� ���%������ λ1 � λ2 ��� ����� �������0

���

(
λ 1

0 λ

)
� ���� � ���%���� λ � ���� � �� 	���
��"����� �������"� �0

�"�

(
α β

−β α

)
� ���� �� ���%������ ��� "�	
��1�� ����� 
�� λ = α± iβ�

,�(�

y(n) = P−1x(n),

���� x(n) � ����2�� �� ������� .���

x(n) = Py(n). ������

�

y(n+ 1) = P−1x(n+ 1)

= P−1Ax(n)

= P−1APy(n)

= Jy(n).

����3�

����	� � ���2�� y(n) = P−1x(n) � ����2�� �� ����	� y(n + 1) = Jy(n)� ,�

x(0) = x0 ��� �	� "����2�� ���"��� �� ����	� ������� ���� y(0) = y0 = P−1x0 ��� �



�� �����������	 �	 ����	
�� ���	��	� �	 	����	� �	 ���	�	����

������	� �����
� ����������� �
�
 � �����
 ������� � ������� � 
�
���
� � ��
�� �

�
� �� �����
 ������ ��� �
��� �
�� ���  ����

���� ���� ��� �
��� ���� � �����
�

y1(n+ 1) = λ1y1(n)

y2(n+ 1) = λ2y2(n).

 ����� (
y1(n)

y2(n)

)
=

(
λn
1y10

λn
2y20

)
,

 ����
����

y2(n)

y1(n)
=

(
λ2

λ1

)n(
y20
y10

)
.

! |λ1| > |λ2|� ��	� lim
n→∞

y2(n)

y1(n)
= 0  � |λ1| < |λ2|� ��	� lim

n→∞
| y2(n)
y1(n)

|=∞�
"�� #����� 
�
���
��� � ��
�� � �
� �� �����
 x(n + 1) = Ax(n)� ��� A =(
1 1

0, 25 1

)
� ����

det

(
1− λ 1

0, 25 1− λ

)
= λ2 − 2λ+ 1− 1

4
= 0

λ2 − 2λ+
3

4
= 0

λ =
2± 1

2
.

 ����� ���� ���� 
$���
���� λ1 =
3

2
 λ2 =

1

2
� "
�
 ������
� �� 
$�������

������������� �����

(
−1/2 1

1/4 −1/2

)(
ξ1

ξ2

)
=

(
0

0

)
⇒ −1

2
ξ1 + ξ2 = 0⇒ ξ1 = 2ξ2.

%�&�� � 
$������ ��������� 
� 
$���
��� λ1 � ξ1 =

(
2

1

)
�  �
��&
���� ��'

���� ������
� � 
$������ ξ1 =

(
2

−1

)
����������� 
� 
$���
��� λ2� "���
����

P−1AP = J =

⎛
⎜⎝

3

2
0

0
1

2

⎞
⎟⎠ , onde P =

(
2 2

1 −1

)
.

� (
y1(n)

y2(n)

)
=

(
(3/2)n y10

(1/2)n y20

)
.



������� �	 
���	 �� ���� ��

���� ���	�
��� 	 ����	 � ���� �	�����	���
� �	 ��	������ ���� x(n) = Py(n)� �	
�

���

(
1

0

)
�	 ����	 y1y2 �	�����	�� �

(
2

1

)
�	 ����	 x1x2� �	�� x(n) = P

(
1

0

)
=(

2

1

)
� �

(
0

1

)
�	 ����	 y1y2 �	�����	�� �

(
2

−1

)
�	 ����	 x1x2� ���
� �		� 	

���	 y1 � �	
���	��	 ���� 	 ���	 x1 � 	 ���	 y2 � �	
���	��	 ���� 	 ���	 x2� �	�
��
	�

�	 	 �	�
	 �������

(
y10

y20

)
=

(
1

0

)
� 
��	�

(
x10

x20

)
= P

(
1

0

)
=

(
2

1

)
.

������ 	 ����	 � ���� ���� 	 ��	����� y(n+ 1) = Jy(n) � �	�
��	 �� �����  !�"# �

���� 	 ��	����� x(n+ 1) = Ax(n) �� �����  !�$#�

�4 �2 2 4
y1

�0.4

�0.2

0.2

0.4

y2

������ ��	
 ���� �� ���� �� y(n+ 1) = Jy(n)�

���� ��� ����� ����� �����(
y1(n)

y2(n)

)
= Jn

(
y10

y20

)
=

(
λn nλn−1

0 λn

)(
y10

y20

)
,

��

y1(n) = λny10 + nλn−1y20,

y2(n) = λny20.
,

�����

y2(n)

y1(n)
=

λny20
λny10 + nλn−1y20

=
y20

y10 + nλ−1y20



�� �����������	 �	 ����	
�� ���	��	� �	 	����	� �	 ���	�	����

�1.0 �0.5 0.5 1.0
x1

�0.5

0.5

x2

������ �	
� ���� �� ���� �� x(n+ 1) = Ax(n)	

��������� lim
n→∞

y2(n)

y1(n)
= 0	

���� ���� ����� ����� � ������ � ��� ���� ���������� ��������� λ1 = α + iβ

� λ2 = α − iβ� β �= 0	 � ��������� �������������� � λ1 � ���� ��� ξ1 =

(
1

i

)

� ���������� λ1 �� ����������� ������ ����� α = r cos (θ)� β = r sen (θ) � r =√
α2 + β2� ����� λ1 = r cos(θ) + ir sen(θ)� ��� � ��� !� � ���� ����

y(n) = ξ1λ
n
1 =

(
1

i

)
(α + iβ)n =

(
1

i

)
rneinθ =

=

(
1

i

)
rn(cos (nθ) + i sen (nθ)) =

=

(
rn cos(nθ) + irn sen (nθ)

rni cos (nθ)− rn sen (nθ)

)
=

= rn

(
cos (nθ)

− sen (nθ)

)
+ irn

(
sen (nθ)

cos (nθ)

)
,

���� θ = tg−1(
β

α
)	 �� ��� "�� ����� �!� ����� ��� rn

(
cos (nθ)

− sen (nθ)

)
� rn

(
sen (nθ)

cos (nθ)

)
	

��������� � ��� !� ��� ���� � ���� ����(
y1(n)

y2(n)

)
= rn

(
c1 cos(nθ) + c2 sen (nθ)

−c1 sen (nθ) + c2 cos (nθ)

)
.

#��� � ����� !� ������ y1(0) = y10 � y2(0) = y20� �$����� c1 = y10 � c2 = y20	 ������



������� �	 
���	 �� ���� ��

� �����	� 
�

y1(n) = rn (y10 cos (nθ) + y20 sen(nθ))

y2(n) = rn (−y10 sen(nθ)y20 cos (nθ))
.

��������� y10 � y20 �� ���������� ������� ����� y10 = r0 cos (γ) � y20 = r0 sen (γ)�

���� r0 =
√

y210 + y220 � γ = tg−1
(
y20
y10

)
� ������

y1(n) = rn(r0 cos (γ) cos (nθ) + r0 sen (γ) sen (nθ))

= rnr0(cos (nθ) cos (γ) + sen (nθ)) sen (γ))

= rnr0 cos (nθ − γ), e

y2(n) = rn(r0 cos (γ) sen (nθ)− r0 sen (γ) cos (nθ))

= −rnr0(sen (nθ) cos (γ)− cos (nθ)) sen (γ)

= −rnr0 sen (nθ − γ).

��������� � �����	� ����� �� ���������� ������� 
�

r(n) =
√
y21(n) + y22(n)

= rnr0
√
1

= rnr0.

��� �������� �� ������������ � ������� x(n+1) = Ax(n) �� A =

(
1 3

−1 1

)
� �����

det

(
1− λ 3

−1 1− λ

)
= λ2 − 2λ+ 4� ����� �� ����������� �	� λ1 = 1 + i

√
3 � λ2 =

1− i
√
3� � � ��������� ������������� ���� λ1 
 ξ1 =

( √
3

i

)
=

( √
3

0

)
+ i

(
0

1

)
�

�� P =

( √
3 0

0 1

)
� ���	� P−1AP = J =

(
1

√
3

−√3 1

)
� ��� 
 �  ���� ��!��� ��

��� "#� ��������� � �����	� �� y(n+ 1) = Jy(n) 
�

r(n) = rnr0 =
√

y210 + y220

(√
12 +

√
3
2
)n

=
√
y210 + y2202

n,

���� γ = tg−1
(
y20
y10

)
� θ = tg−1

(√
3

1

)
=

π

3
� �� ���� � ����� ������

(
y10

y20

)
=⎛

⎝ − 1

16
0

⎞
⎠ "$���� %�&#� ���	� � �����	� ���' ���� ��� r(n) =

1

16
2n = 2n−4� θ(n) =

π − nθ

3
� � (�)��� ������������� �� ������� �������� "*����� %�%# ��� � ����� ������

x0 = Py0 =

( √
3 0

0 1

)⎛⎝ − 1

16
0

⎞
⎠ =

⎛
⎝ −

√
3

16
0

⎞
⎠ .
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�4 �3 �2 �1

�1.5

�1.0

�0.5

0.5

1.0

1.5

2.0

������ 	
�� ����� �� y(n+ 1) = Jy(n) ��� �������� ������� (−1/16, 0)


2 4 6

�1.5

�1.0

�0.5

0.5

1.0

1.5

������ 	
	� ����� �� x(n+ 1) = Ax(n) ��� �������� �������
(−√3/16, 0

)
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�����
�� ���

��� ����	�
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����
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�
����



� �������� 	
��� �������

����� ������	
�� 	��
� ����
�� � �������� �� ��	���������� �� � � ��
���

���� �	��	
��� � ������ ��	��� �� ���� �� ��� ����������� �� ���
��� 	�����	����

� ����� �� �� 
����
����� �� ���
��� ��	��� ����� ���� ������������ ��� 
����
�����

�� ���
��� 	�� ��	����

��� �����	
�

��	������ � ���
��� 	�� ��	���

x(n+ 1) = f(n, x(n)), � �!"

�	�� f : Z+ × G → R
k � ��	
�	���	
� ��#���	��$%��� G ⊂ R

k � x∗ � � ��	
� ��

��������� �� � �!"�&�����%������� �'���� � ��
��� �� ��	��������� �������� �� ���
���

� �!"� (��� f = (f1, f2, . . . , fk)� ) ��
��� *������	� �� # � ���� ���+

∂f(n, y)

∂y

∣∣∣∣∣
y=0

=
∂f(n, 0)

∂y
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂f1(n, 0)

∂y1

∂f1(n, 0)

∂y2
. . .

∂f1(n, 0)

∂yk
∂f2(n, 0)

∂y1

∂f2(n, 0)

∂y2
. . .

∂f2(n, 0)

∂yk
���

��� . . .
���

∂fk(n, 0)

∂y1

∂fk(n, 0)

∂y2
. . .

∂fk(n, 0)

∂yk

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,�� �������������
∂f(n, x∗)

∂x
���$ ��	�
��� ��� Df(n, x∗)� (� x∗ �= 0� ��	������ �

���	�� �� %���$%��

y(n) = x(n)− x∗

�� � �!"� )�����

y(n+ 1) = x(n+ 1)− x∗

= f(n, y(n) + x∗)− x∗

=
∂f

∂x
(n, x∗)y(n) + g(n, y(n)),

� �-"

./



�� �������� �	��� 
�������

���� g(n, y(n)) = f(n, y(n)+x∗)−x∗−∂f

∂x
(n, x∗)y(n)� ��	� f 
 ������������� g(n, y) =

o(||y||) ������ ||y|| → 0� ���� �������� ���� ���� ε > 0� ������ δ > 0 ��� ��� ||g(n, y)|| ≤
ε||y|| ��	�� ��� ||y|| < δ� ��� ���� n ∈ Z

+�

����������� ������ �� ��	�������� ������� �� ���� � � ����� A(n) =
∂f

∂x
(n, x∗)

��	��!

z(n+ 1) = A(n)z(n) ���" 

���� A(n) 
 �	� 	���# k × k ��� ���� n ∈ Z
+�

$��� ���� ������ x∗ = 0� ��	��!

g(n, y(n)) = f(n, y(n))−Df(n, 0)y(n)

= f(n, y(n))− A(n)y(n).
.

%���� ��	�� ��&��'� ��	 �	 ���� �������� �� �����	� ���( � ��� 
 � �����	� ���)*

��	�!

y(n+ 1) = f(y(n)), ���+ 

����������� ��� f(0) = 0 ��� ��� x∗ = 0 ��,� ����� �� �����-&�� �� ���+ �

. �����	� ���� �� ������ ��	�!

y(n+ 1) = Ay(n) + g(y(n)), ���� 

���� A 
 � 	���# /���&���� �� f �	 0� � g(y) = f(y) − Ay� ��	� g(y) = o(||y||)
������ ||y|| → 0� ��	��

lim
||y||→0

||g(y)||
||y|| = 0,

���� 
� ||g|| 
 ������� �	 ��	���01� ��	 ||y||� �2��	� � ����	�

3��� �����01� ��	��� ��� �� ����04�� �� �����	� �1� ����� ���� ����,�	 �2��	��

��� ����04�� �� �����	� ����� y(n+ 1) = Ay(n)�

. �����	� ���� � ��	 ����� �����04��� 
 �'�	��� �� �����	� ����� ����� �� ��#�*

�'��0� �� ����� �� �����-&�� x∗ = 0�

��� �����	
	���� �� ������� �� �	�������� ���� 
	�

������

%���� �� ������� � ����&������� �� �����	�� ����� �������� ��������	�� �	� �	*

������� ������������� ��� ��� �����#��� �	 ��	�����04�� � ������

���� ���� ���������	�	� 	� 
�������� ����� (z(n)) � (h(n)) 	�
�����	 ����	

���	 
�� h(n) ≥ 0 ���� n > n0 ≥ 0�



�����������	 �	 	
���	� �	 ���	�	���� 
���	 ���	��	� ��

z(n) ≤M

[
z(n0) +

n−1∑
j=n0

h(j)z(j)

]

���� ����� M > 0 � n > n0	 �
��

z(n) ≤ z(n0)
n−1∏
j=n0

[1 +Mh(j)] , n > n0 e �����

z(n) ≤ z(n0) exp

[
n−1∑
j=n0

Mh(j)

]
, n > n0. �����

���
������� 	
�� �� �
������ (u(n)) ���� ����

u(n) = M

[
u(n0) +

n−1∑
j=n0

h(j)u(j)

]
, u(n0) = z(n0). �����

���� h(j) ≥ 0 ���� ���� j > n0� �
��� z(n) ≤ u(n) ���� ���� n ≥ n0� �
 �����

u(n0 + 1) = M [u(n0) + h(n0)u(n0)]

e

z(n0 + 1) ≤M [z(n0) + h(n0)z(n0)] = M [u(n0) + h(n0)u(n0)] = u(n0 + 1).

�� �� z(n0 + 1) ≤ u(n0 + 1)� !"#� ������

u(n0 + 2) = M [u(n0) + h(n0)u(n0) + h(n0 + 1)u(n0 + 1)]

e

z(n0 + 2) ≤ M [z(n0) + h(n0)z(n0) + h(n0 + 1)z(n0 + 1)]

≤ M [u(n0) + h(n0)u(n0) + h(n0 + 1)u(n0 + 1)] = u(n0 + 2).

$
�
�����
��
� �
��� z(n) ≤ u(n)� �
��� h(n) ≥ 0 ���� n > n0� �
 ����� �
���

u(n+ 1) = Mu(n0) +M
n∑

j=n0

h(j)u(j)

= Mu(n0) +M
n−1∑
j=n0

h(j)u(j) +Mh(n)u(n)

= u(n) +Mh(n)u(n)

= [1 +Mh(n)] u(n).

%�� �� ����"
� ��
��&'�� ����"(��� �
 � ��"&'� �
��� 
��&'� �����
�� #�

u(n) =
n−1∏
j=n0

[1 +Mh(j)] u(n0).

���� z(n) ≤ u(n) ���� n > n0 
 u(n0) = z(n0)� �
��� � �
�� �"���
 ������



�� �������� �	��� 
�������

�������	
 �����
 � �	������� ������ ���� �����	�� � ������ � ������ f(x) = ex

�� ����� � x = 0
 ����	 1 + x ≤ ex
 ���� x ≥ 0� ���� 1 +Mh(j) ≤ exp (Mh(j))
 �

��� ��� �
 !�� n > n0
 	����"

z(n) ≤ z(n0)
∏n−1

j=n0
[1 +Mh(j)] = z(n0) [1 +Mh(n0)] [1 +Mh(n0 + 1)] . . . [1 +Mh(n− 1)]

≤ z(n0) exp(Mh(n0)) exp(Mh(n0 + 1)) . . . exp(Mh(n− 1)) =

= z(n0) exp
[∑n−1

j=n0
Mh(j)

]
,

!��!�����
 �		��
 � ����� � �����

������� ��	�
� #��$�%	� &�� lim
||y||→0

||g(n, y)||
||y|| = 0 ���� ��� n ∈ N
 n > n0� #� �

	������ ���� � 	�	���� ������ ���'� ��� ������������� �		������!������ �	�(���
 �����

� 	������ ���� � 	�	���� &��	� ������ ����� 	��( �������!�������� �	�(����

��������	
��� #� � 	������ ���� � 	�	���� ���'� ��� ������������� �		������!������

�	�(���
 ���� ������� )���*
 � �����+ ���������� � ���'� Φ(n,m) 	���	���( ||Φ (n,m) || ≤
Mηn−m ���� n ≥ m ≥ n0
 � ����� M > 1 � η ∈ (0, 1)� ,
 ��-� �		�
 ���� �������

)�*�'
 � 	������ � ����� - �� ���"

y(n, n0, y0) = Φ(n, n0)y0 +
n−1∑
j=n0

Φ(n, j + 1)g(j, y(j)).

����


||y(n)|| ≤Mη(n−n0)||y0||+Mη−1
n−1∑
j=n0

η(n−j)||g(j, y(j))||. ���.�

���� /��0��	�
 ���� �� �� ε > 0
 ���	�� δ > 0 ��� &�� ||g(j, y)|| < ε||y|| 	����� &��

||y|| < δ� ����
 	� ||y(j)|| < δ
 ����� � �	������� ���.� ��� 	�� �� ���"

η−n||y(n)|| ≤M

[
η−n0 ||y0||+

n−1∑
j=n0

εη−j−1||y(j)||
]
. ���*1�

#�2� z(n) = η−n||y(n)||� 3���!��� � 4�	������� � 5���6��� �7����	

η−n||y(n)|| ≤ η−n0 ||y0||
n−1∏
j=n0

[
1 + εη−1M

]
.

��������


||y(n)|| ≤ ||y0|| (η + εM)(n−n0) . ���**�

,	!��/��� ε <
(1− η)

M

 ����	 η + εM < 1� ����
 ||y(n)|| ≤ ||y0|| < δ ���� ���

n ≥ n0 ≥ 0� ��������
 � �	������� ���*1� - ��������
 !��	�&����������
 ��

������ � �0����� ���**�
 �7����	 � �	��7����� �������!����



�����������	 �	 	
���	� �	 ���	�	���� 
���	 ���	��	� ��

��������� ��	� �� ρ(A) < 1� ���� ρ(A) = max{|λ| : λ � �	
����� �� A}� ��
�� �

���	��� �	�� �� ����� ��� ��������������
� ��
�����

������
����� ���� �����	
 ������ �� ρ(A) < 1� ����� 
 ������� ���
 ���� 
���������

�
	���� �������� ���� 
 ����
 �� ��������� ����� �	���
�
	���� �� �����	
  �!

��������� ��
� �� ||A|| < 1� ��
�� � ���	��� �	�� �� ����� ��� ��������������
�

��
�����

������
����� "� #�� ����
�� $�� ρ(A) ≤ ||A|| %� ��	� ||A|| < 1� ����� ρ(A) < 1 �

� ������
�� ����� ���� ���������  !

��	� 
����
��� ����� ������
��� �
	�� 
���
 ��������
� 
 ������� ���
 �� ��������

�����	
&

y1(n+ 1) = ay2(n)/ [1 + y21(n)] ,

y2(n+ 1) = by1(n)/ [1 + y22(n)] .
� !��

'�(
 f = (f1, f2)� ���� f1(n) = ay2(n)/ [1 + y21(n)] � f2(n) = by1(n)/ [1 + y22(n)] %�����


 	
���) "
��*�
�
 �� f �
 �����	 +

∂f

∂y
(0, 0) =

⎛
⎜⎝

∂f1(0, 0)

∂y1

∂f1(0, 0)

∂y2
∂f2(0, 0)

∂y1

∂f2(0, 0)

∂y2

⎞
⎟⎠ =

(
0 a

b 0

)
.

,�+	 ������

g(y(n)) =

(
f1(y(n))

f2(y(n))

)
− ∂f

∂y
(0, 0)

(
y1(n)

y2(n)

)
=

⎛
⎜⎜⎝

ay2(n)

1 + y21(n)
by1(n)

1 + y22(n)

⎞
⎟⎟⎠−
(

ay2(n)

by1(n)

)

=

⎛
⎜⎜⎝

ay2(n)− ay2(n)− ay21(n)y2(n)

1 + y21(n)
by1(n)− by1(n)− by1(n)y

2
2(n)

1 + y22(n)

⎞
⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎝
−ay2(n)y21(n)
1 + y21(n)−by22(n)y1(n)
1 + y22(n)

⎞
⎟⎟⎠

.

,���	� � �����	
 � !�� ���� ��� ������� ��	�&

(
y1(n+ 1)

y2(n+ 1)

)
=

(
0 a

b 0

)(
y1(n)

y2(n)

)
+

⎛
⎜⎜⎝
−ay2(n)y21(n)
1 + y21(n)−by22(n)y1(n)
1 + y22(n)

⎞
⎟⎟⎠ ,

�� ��	��

y(n+ 1) = Ay(n) + g(y(n)).



�� �������� �	��� 
�������

�� ����	�
���� � A ��� �� ��
����� � λ2 = ab� ��������� �� |ab| < 1 ����� ρ(A) < 1 �

� ��
���� ��
� � ������� 
����� y(n+ 1) = Ay(n) � ���������������� ����	�
� � ����

g(y) � ������������� ���������	�
 �� (0, 0)� ����� g(y) = o(||y||) �� ��
� ����
���� �� �

� ��
���� ��
� � !�� "# � �$��������
����� ����	�
�

%���� ���
���� �&��� � ������������� � ������� 
�&'����� � ���
�� �� ���(

x(n+ 1) =
αx(n)

1 + βx(n)
, α > 1, β > 0. !�� )#

� ���*�� ����������� � ������� ��� ����������� � ��� �����(

y(n+ 1) =
αy(n)

1 + βy(n− 1)
. !�� �#

+� f(y∗) = y∗� �����
αy∗

1 + βy∗
= y∗� ����� y∗ =

α− 1

β
�� y∗ = 0� ��� ��� �� ������

� ����
'*��� � ������� !�� )#� ,�	���� ��������� �������� ���� α � β ���� ��� �

����� � ����
'*��� y∗ =
α− 1

β
��-� ���������������� ����	�
� +�-� y(n) = y(n)−α− 1

β
�

������

y(n) = y(n) +
α− 1

β
, e y(n− 1) = y(n− 1) +

α− 1

β
. !�� �#

.
�� ����� ��� !�� �#� �����(

y(n+ 1) =
αy(n)

1 + βy(n− 1)
− α− 1

β

=
αβy(n)− (1 + βy(n− 1)) (α− 1)

β (1 + βy(n− 1))

=

β

(
αy(n)− α− 1

β
− (α− 1) y(n− 1)

)
β (1 + βy(n− 1))

=

αy(n)− α− 1

β
− (α− 1) y(n− 1)

(1 + βy(n− 1))
.

!�� /#

+�*�������� y(n) � y(n− 1) � !�� �# �� !�� /#� �����(

y(n+ 1) =

α

(
y(n) +

α− 1

β

)
− α− 1

β
− (α− 1)

(
y(n− 1) +

α− 1

β

)

1 + β

(
y(n− 1) +

α− 1

β

)

=

αy(n) +
α2 − α

β
− α− 1

β
− (α− 1)2

β
− (α− 1) y(n− 1)

1 + βy(n− 1) + α− 1

=
αy(n)− (α− 1) y(n− 1)

α + βy(n− 1)
.

!�� 0#



�����������	 �	 	
���	� �	 ���	�	���� 
���	 ���	��	� ��

������� 	
� y(n+1) ������ ��� ������� y(n) � y(n−1) � �
�����
��� � �	
���� ����
��� 
� ������� �� �
�� �	
������ ������� �� �����
��� ��� �	
����� x1(n) = y(n−1)

� x2(n) = y(n)� ������

(
x1(n+ 1)

x2(n+ 1)

)
=

⎛
⎝ x2(n)

αx2(n)− (α− 1) x1(n)

α + βx1(n)

⎞
⎠ . ������

� ���� �� �	
������� y∗ = (0, 0) �� ������ ���������� �� y∗ =
α− 1

β
�� �	
����

�������  ������� � ������!���� �� ������ �� ���� �� (0, 0)� � ���� f = (f1, f2)
T �

��� f1 = x2(n) � f2 =
αx2(n)− (α− 1) x1(n)

α + βx1(n)
� ����� 	
��

∂f

∂y
(0, 0) =

⎛
⎜⎝

∂f1(0, 0)

∂y1

∂f1(0, 0)

∂y2
∂f2(0, 0)

∂y1

∂f2(0, 0)

∂y2

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎝ 0 1

1− α

α
1

⎞
⎠ ,

��

g(x(n)) =

(
f1

f2

)
− ∂f

∂x
(0, 0)

(
x1(n)

x2(n)

)

=

⎛
⎝ x2(n)

αx2(n)− (α− 1) x1(n)

α + βx1(n)

⎞
⎠−
⎛
⎝ 0 1

1− α

α
1

⎞
⎠( x1(n)

x2(n)

)

=

⎛
⎝ x2(n)

αx2(n)− (α− 1) x1(n)

α + βx1(n)

⎞
⎠−
⎛
⎝ x2(n)

1− α

α
x1(n) + x2(n)

⎞
⎠

=

⎛
⎝ 0

A

B

⎞
⎠

.

��� A = α2x2(n)−(α2−α)x1(n)−(α + βx1(n)) (x1(n)− αx1(n))−(α2 + βx1(n)) x2(n) =

−βx2
1(n)+αβx2

1(n)−αβx1(n)x2(n) = β(α−1)x2
1(n)−αβx1(n)x2(n) �B = α (α + βx1(n))�

 ���� ����� 
� ��� �������� ���� ����

x(n+ 1) = Ax(n) + g(x(n)).

 �	
���� �������������� �� x(n+1) = Ax(n) � λ2−λ+
α− 1

α
= λ2−λtrA+detA = 0�

"������� ���� ������� �#�$$�� 	
� %����� ������������ �����&���� ������� �� '������

#�$�(� ������� ��� |trA| < 1+detA < 2� �
 ��)�� 1 <
α− 1

α
+1 < 2 �
 0 <

α− 1

α
< 1�

� 	
�� � ������ �*���� ����� 	
� α > 1�

+� ��&,��� �����
�� 
����!������ � �������� �� ������!���� ���� ������� ���� ��-

����� �� ��������



� �������	
�

����� �����	
� ������������� ���� ����
�� ������� �� �������� �� 
������� ���

��������� 	� ����
��� �� ������� ��� � �	��� ���
���� � ��
���� ���� �	��

��������� �� �	� 	�� � �������� �� �	��� ������� ������������ � �!

��� �� ����	� �� 
�
	� �� ���
���

" ��������� #�	
 $��	�
�� � %&%� ����	 	�� ������ ������� �� �������� ��

�	�� �	��� 	� ���������� � '����� �
� ������� 	� �	���� �����������
 � �
��

� ����	��� � ��� �����	(���� �����) 	� ������� ����� ����� � 
	���� � �	�
�

�� ����� � ����'������ �� ��	���� � � �	��� ����� �� *�����! + ����� ��	����

,�� ��� 	� ����� ���,��� '��� �� ����	��� �� ���	��� ��	��� � �	��� �����

� ����-����� � ��������� �����	
��� � ����	���� �
������ ���� �� ���'�����

���������! +����� �	��� ���� �� *����� �� �����
� �� ���� �� ���������� ���� �

����	��� ���) �����	
���!

��  %�.� � �����)���� /�� 0��1� ����2� 	� ����
� ������� � ������ �� $��	�

�
�� ��'���� ���� �	� ����������� �*���!

$��� I(n) � ���������� �� 	� ������� �� ����� n � Y (n) � ���� ������ ����

�������� � �	��� ����2� �	� � ���������� ��-� ����������
 3 �������� �� ���� ����

�� ���� �������� ���������� ���� ��

I(n) = v [Y (n− 1)− Y (n− 2)] �4! �

���� v 	�� ������� ��������!

#���2� ������ �	� � ���	�� C(n) �� 	� ������� �� ����� n ��-� ����������
 3

���� � ������� �������� ���� ��

C(n) = (1− s)Y (n− 1), �4!5�

��� s ��������� � ���� ��	���� � �(� ������� �0 ≤ s ≤ 1�!

6��
�7��� � 8��������� ���)��
8 ������� �� �������� �����

Y (n) = C(n) + I(n). �4!&�

9:



�� ��������	


����� ����	 
�� ��
��� �� ��������	 �� 	��
��� ������

Y (n) = (1 + v − s)Y (n− 1)− vY (n− 2). �����

�� ������ ��� ����	� �	�� ������ ��� �����	���� ����
�������� � �������� �����	��

� � �������	��  ��
 !

 "#$ ����%� ���� 
�� ���������&�� � 	��
���� ������ ���

������'

I(n) = v (Y (n− 1)− Y (n− 2))− v [Y (n− 1)− Y (n− 2)]3 , ���#�

C(n) = (1− s)Y (n− 1) + εsY (n− 2), �����

��� ε ∈ [0, 1) � v > εs�

(
�	���
)��� ���#� � ����� �� ���*� ����	

Y (n) = v (Y (n− 1)− Y (n− 2))− v [Y (n− 1)− Y (n− 2)]3

+(1− s)Y (n− 1) + εsY (n− 2)

�
� + ��
�&������ �

Y (n)− Y (n− 1) = v (Y (n− 1)− Y (n− 2))− v [Y (n− 1)− Y (n− 2)]3

−sY (n− 1) + εsY (n− 2).
���,�

(
�������� � 	������ εsY (n− 1) �� 	��
��� ������ �� ��
���� ������	

Y (n)− Y (n− 1) = v (Y (n− 1)− Y (n− 2))− v [Y (n− 1)− Y (n− 2)]3

+(ε− 1)sY (n− 1)− εs (Y (n− 1)− Y (n− 2)) .

�����

Y (n)− Y (n− 1) = (v − εs) (Y (n− 1)− Y (n− 2))− v [Y (n− 1)− Y (n− 2)]3

+(ε− 1)sY (n− 1).

�����

-�����
.���� 
�� ��&� &���/&���

Z̃(n− 1) = Y (n)− Y (n− 1), ���0�

������	 �	���&�� � ��
��� ����� ����

Z̃(n− 1) = (v − εs)Z̃(n− 2)− vZ̃3(n− 2) + (ε− 1)sY (n− 1),

�
 �����

Z̃(n) = (v − εs)Z̃(n− 1)− vZ̃3(n− 1) + (ε− 1)sY (n). ���12�

3����� 	�4�

cZ(n) = Z̃(n)



�� ������ �� ����� �� 	�
����� ��

���� c =

√
1 + v − εs

v
� 1 + v − εs > 0 ���� 0 ≤ εs < 1 � v > 0�

��	�
��
� ����� ��� c� ������

Z(n) = (v − εs)Z(n− 1)− (1 + v − εs)Z3(n− 1) + (ε− 1)
s

c
Y (n). �����

�����
����
� a = v − εs � b = (1 − ε)s ����� ��� a > 0 ���� v > εs � b ∈ (0, 1) ����

εs < 1 � ����� � 
�
� ���

Z(n) = aZ(n− 1)− (1 + a)Z3(n− 1)− b

c
Y (n).

����
� ����� �����

Y (n+ 1) = Y (n) + cZ(n) �����

� ��� ����� �����

Z(n+ 1) = aZ(n)− (1 + a)Z3(n)− b

c
Y (n+ 1)

= aZ(n)− (1 + a)Z3(n)− b

c
[Y (n) + cZ(n)]

= (a− b)Z(n)− (1 + a)Z3(n)− b

c
Y (n).

�����

����
� ����� � ������ ����� �� ������� 
� 
��� ��������

Y (n+ 1) = Y (n) + cZ(n)

Z(n+ 1) = (a− b)Z(n)− (a+ 1)Z3(n)− b

c
Y (n)

��� �

!�"�� X(n) = (Y (n), Z(n)) � f (Y (n), Z(n)) = (f1 (Y (n), Z(n)) , f2 (Y (n), Z(n)))�

# ������� ��� � ��� �� $��%� ����� 
� ����&'(��� ��� � (0, 0) � ���� ���&���� ���

����(�&�
�
�� ��&�%������ � ���%���� 
� &������)��*�� + �����) ,�%�(���� 
� f �� (0, 0)

� 
�
� ����

A =
∂f

∂X
(0, 0) =

⎛
⎝ 1 c

−b

c
a− b

⎞
⎠ .

!�"�

g(X(n)) =

(
f1(X(n))

f2(X(n))

)
− ∂f

∂X
(0, 0)

(
Y (n)

Z(n)

)

=

⎛
⎝ Y (n) + cZ(n)

(a− b)Z(n)− (a+ 1)Z3(n)− b

c
Y (n)

⎞
⎠−
⎛
⎝ 1 c

−b

c
a− b

⎞
⎠( Y (n)

Z(n)

)

=

(
0

−(a+ 1)Z3(n)

)
.



�� ��������	


������ � ���	
�� ����� ���
 �
� 
����	� ����(
Y (n+ 1)

Z(n+ 1)

)
=

⎛
⎝ 1 c

−b

c
a− b

⎞
⎠( Y (n)

Z(n)

)
+

(
0

−(a+ 1)Z3(n)

)

��� X(n+ 1) = AX(n) + g(X(n))� � 
������ �����	
���	��� �
 A � ���� ���

det

⎛
⎝ 1− λ c

−b

c
a− b− λ

⎞
⎠ = 0.

�����

a− b− λ− aλ+ bλ+ λ2 + b = 0

λ2 − λ(1 + a− b) + a = 0

λ2 − λtr(A) + det(A) = 0.

� �� ��	��� ��
� �
 A ��� λ1,2 =
a− b+ 1±√(b− 1)2 − 2a(b+ 1)

2
�

!
 � ���	���� ���""� 
 #
��
�� ��"�$� � �� ���� %� � �� ���	
  �%
�� � ����%	�	����
%	



�	&�
 �
 
 ���
%	
 �
'

��� 1 + tr(A) + det(A) > 0⇒ 2 + 2a− b > 0�

���� 1− tr(A) + det(A) > 0⇒ b > 0�

����� 1− det(A) > 0⇒ 1 > a�

(��� 1 > a > 0 
 0 < b < 1� � �
���� �
 
�	�)� ����
 S � ���� ���

S = {(a, b) ∈ R
2/0 < b < 1 e 0 < a < 1}.

(�%� ��%��� �
 (a, b) ∈ S� 
%	�� � ��%	� �
 
��� �)��� %� � �� ���	
��  �%
�� �

����%	�	����
%	
 
�	&�
 �

����� �
 � (��� &��� *�� � �� ���� %� � �� ���	
�� ����� �
�& 
+��%
%��� �
%	



�	&�
 �
 (a, b) ∈ S�

��� �� ����	� 
���������������� ���

(�%���
�
 ���� 
�����
� �%�
 ��)�� 	
� �� %,�
�� �
 
�	&���� %� ��� � �� ����

��
 �%� �� �����  ������ ����� 
 -��
 ��� 	�� 
� ��
 ��� � ������	� �� ��	�� ��
 �

�.����� �
 .���
�
����

/
0�� H(n) � �
%�����
 �
 .���
�
���� %� �
����� n� P (n) � �
%�����
 �
 ������	��

%� �
����� n� g(H(n), P (n)) � -����� ��� .���
�
���� %�� ������	����� λ � 	�+� �


�
�������� ��� .���
�
���� 
 c � %,�
�� ����� �
 ���� �
����	���� ��� �� ������	�


� �� ,%��� .���
�
����

1 ���
 � � )��
��� %�� �
���%	
� ���%������'



�� ������ ���	���
���	��
� ��� ��

��� H(n + 1) � � �	
��� � ���������� �� ������� n 
���������� ���� ������ ��

��� ����������� 
���������� ���� ���� λ � ����������

���� P (n + 1) � � ������ � ���������� ���������� �� ������� n� 
���������� ����

���� c � �������� �� ��������� � ���� �	
��� � ���������� �� ������� n�

��������� ��
��

H(n+ 1) = λH(n)g(H(n), P (n)) ������

P (n+ 1) = cH(n)[1− g(H(n), P (n))]. ������

 �������!�� ��
"�
 #��

����� $ �	
��� He � ���������� ���� ��� �������� � ������������ �� ������ �

���� �������� ���� ��

He = aH(n)P (n). ����%�

��&� '��� μ � � �	
��� 
��� � ��������� ����� ���������� � ��������� �
 �
 ��

�����&��� � ��
��� � ���"�"����� � ������� r ��������� � �� ���� ������

p(r) =
e−μμr

r!
, ����(�

��
 μ =
He

H(n)
� )� ����%� ����� #��

μ = aP (n). ������

*
� &�+ #�� � ���"�"����� � ���� � �������� � � 
��
� ���"�"����� � �����


�������� ������� ������ � ��
�� � &�� � ���������� ��
�� g(H(n), P (n)) = p(0) =

e−aP (n)�

,���
� �� �#���-�� ������ � ������ ���
 ��� �������� ��
�

H(n+ 1) = λH(n)e−aP (n) = f1(H(n), P (n)),

P (n+ 1) = cH(n)(1− e−aP (n)) = f2(H(n), P (n)).
���./�

0�
�� � ����� � �#���1"��� � �����
� ���./� (H∗, P ∗) = (0, 0)�  ��
��� X(n+1) =

(H(n + 1), P (n + 1)) � f(H(n), P (n)) = (f1(H(n), P (n)), f2(H(n), P (n))� ��+��� �

�������� � �������+����� ��
��

A =
∂f

∂X
(0, 0) =

(
λ 0

0 0

)
.

,���
� det(A) = 0 � tr(A) = λ�



�� ��������	


����� ��	
�� � ������ ������ � ���� �����	 ������ � ��
�� �� ��������� 
��� �

	���
�����	��
�� ������� �� |tr(A)| < 1+det(A) < 2� ��� � �����	��
�� 	 |λ| < 1� ��
��

λ 	����	�� �� A�

 ��	
��� 	 ����!"� 
��	 �� �#��$� � �%��
�
��	���
�� ������� �� −1 < λ < 1�

&��	� �	��� �
��
�	 �� ���� ��
�� �� ��������� (H∗, P ∗)� ������
�� 	� ���	'

!(�� {
λH∗e−aP

∗
= H∗

cH∗(1− e−aP
∗
) = P ∗

�����)

��� λH∗e−ap
∗
= H∗ ⇐⇒ e−aP

∗
=

H∗

λH∗ = λ−1 ⇐⇒ −aP ∗ = − lnλ ⇐⇒
⇐⇒ P ∗ =

lnλ

a
.

����
cH∗(1− e−aP

∗
) = P ∗ ⇐⇒ cH∗(1− elnλ−1

) =
lnλ

a
⇐⇒

⇐⇒ H∗ =
lnλ

ac(1− λ−1)
=

λ lnλ

ac(λ− 1)
.

����� (H∗, P ∗) =
(

λ lnλ

ac(λ− 1)
,
lnλ

a

)
�

& �	��* +	����	
	 �� f 
���� ��
�� �

∂f

∂X
(H∗, P ∗) =

⎛
⎜⎝ 1

−λ lnλ
(λ− 1)c

c(λ− 1)

λ

lnλ

λ− 1

⎞
⎟⎠ .

����� det(A) =
lnλ

λ− 1
+ lnλ � tr(A) =

lnλ

λ− 1
+ 1�

&
	���	
�� � ������	 ��
�	 X(n + 1) = AX(n)� ��	
�� � ������ ������ � ����

�����	 ����� � ��
�� �� ��������� (H∗, P ∗) � 	���
�����	��
�� ������� ��

1 + tr(A) + det(A) > 0 ⇐⇒ 1 + 1 +
lnλ

λ− 1
+

lnλ

λ− 1
+ lnλ > 0 ⇐⇒ 2 + 2

lnλ

λ− 1
+ lnλ > 0;

1− tr(A) + det(A) > 0 ⇐⇒ 1− 1− lnλ

λ− 1
+

lnλ

λ− 1
+ lnλ > 0 ⇐⇒ lnλ > 0;

1− det(A) > 0 ⇐⇒ 1− lnλ

λ− 1
− lnλ > 0.

����� ��� λ > 0� 	���� lnλ ���� �� �������� �� 
��	�����  ��	
��� � ��
�� ��

��������� (H∗, P ∗) � �
�������

, 	��� -./ ��
����	 � ������ 	����
�	�� �	��	
�� ������� � ���(�� �	����� ��

������ �	�� �	����	� ����0�	
�� H(n) 	 0� �� ���� �� �	��	��
�� �� 1���������

��� 	����
�	��� 	 ������

2�3	�

H(n+ 1) = H(n) exp

[
r

(
1− H(n)

k

)
− aP (n)

]
, r > 0,

P (n+ 1) = cH(n) (1− exp (−aP (n))) .
�#��.�



�� ������ ���	���
���	��
� ��� ��

�� ����� 	
 
������� (H∗, P ∗) 	� ���
�� � ������� 	


1 = exp

[
r

(
1− H∗

k

)
− aP ∗

]
e P ∗ = cH∗ (1− exp (−aP ∗)) .

����� �
����

1 = exp

[
r

(
1− H∗

k

)]
exp (−aP ∗)

exp

[
−r
(
1− H∗

k

)]
= exp (−aP ∗)

P ∗ =
r

a

(
1− H∗

k

)
.

���������

r

(
1− H∗

k

)
acH∗ = 1− exp

[
−r
(
1− H∗

k

)]
. ������

�� �� �
��� � ����� 	
 
������� (H∗
1 , P

∗
1 ) = (k, 0)� !
�	� X(n+1) = (H(n+1), P (n+

1))� � ����" #�$����� 	�	� �� ����� (H∗
1 , P

∗
1 ) � 	�	� ���%

∂f

∂X
(H∗

1 , P
∗
1 ) =

(
0 −ak
0 0

)
.

����� detA = 0 
 tr(A) = 0� �� �� ����	� � $����� �&���� 
 �
�� '
��
�� &���(�

� ����� 	
 
������� (H∗
1 , P

∗
1 ) � �������$��
��
 
��)*
� ��� tr(A) = 0 < 1+det(A) =

1 < 2� ��������� �
�� '
��
�� +���, � ������� ���� 	� ���
�� ����
 ��
�� ����,� �


-���
�$���
��
 
��)*
��

���� 	� ����� (H∗
1 , P

∗
1 )� �
��� ����� ����� 	
 
������� (H∗

2 , P
∗
2 )� 
 ���� ��
 ������

�
#� *)�	�� 0 < H∗
2 < k �*
#� . ��� ���,��

!
 μ = r

(
1− H∗

2

k

)
� ��� ���,�� �
��� P ∗2 =

r

a

(
1− H∗

2

k

)
�

���� ������� � 
�����	�	
 	
 (H∗
2 , P

∗
2 )� *���� ���"�� ��	���� 	
 *��)*
�/

x(n) = H(n)−H∗
2 
 y(n) = P (n)− P ∗2 � ����� ��� ����,� ���
���

x(n+ 1) = H(n+ 1)−H∗
2 = −H∗

2 +H(n) exp

[
r

(
1− H(n)

k

)
− aP (n)

]

= −H∗
2 + (x(n) +H∗

2 ) exp

[
r

(
1− x(n) +H∗

2

k

)
− a(y(n) + P ∗2 )

]
y(n+ 1) = P (n+ 1)− P ∗2 = cH(n) (1− exp (−aP (n)))− P ∗2

= −P ∗2 + c(x(n) +H∗
2 ) [1− exp (−a(y(n) + P ∗2 ))] .

������

0�"
�	� � ��
��"���� 
� ����� 	� �� 
�� �
���

A =
∂f

∂X
(0, 0) =

⎛
⎝ 1− rq −akq

ϕ− r(1− q)

−akq ϕ− r(1− q)

⎞
⎠ .



rH1-H * êKLêacH*

1-expH-rH1-H * êKLL

H1
*H2

*
H *

1

ϕ = −ackq [1− exp (−r(1− q))] + r(1− q) q =
H∗

2

k

(
x(n+ 1)

y(n+ 1)

)
= A

(
x(n)

y(n)

)
.

λ2 − λ(1− r + ϕ)− rqϕ+ r2q(1− q) = 0,

tr(A) = 1− r + ϕ det(A) = −rqϕ+ r2q(1− q)

|tr(A)| < 1 + det(A) < 2 |1 − r + ϕ| <
1− rqϕ+ r2q(1− q) < 2

−rqϕ+ r2q(1− q) < 1,

1− rqϕ+ r2q(1− q) > |1− r + ϕ|.
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�� � �� ������ 	�	 �������	� �� ������ ����	� 
�� ���	 ��	 ��	 	�����	��� �	

�
�	��� 
�	�� ����	�� �� ���	� 
�� 	� ��	��� ��	� �	� �������� �	 �
�	��� ����	� ���	�

��	� 	�����	���� �	� ��	��� ��	� �	� �������� �	 �
�	��� 
�	�� ����	��

����� ��	�	�!�� 	������	��� 	 	�"���� 
�	���	���	 �� ������	� 
�� ��������	� ���

����	� �	� "��	� �� #������	 � $����%�	� ��	��� �
�	���� �� ��������	� 
�	�� ����	����

&������	��� 
�� ���	 	����	%�� ���	 ��� '��� �� ������ ������������ ����������

&������	��� �	���� ��������� 	������	��� 
�� �������� �����	�	� �� ����� �������

�	 ������ 
�� �	�	������	 � ������	� 	�	 ������� ����� 	 ���	�����	�� �� ���� ��

�
��������� 
�	��� �	�!	 � ����� �	 ������	 �����	�	�

(��	������� ����	��� 
�� 	� �
�	���� �� ��������	� )�	�� ��������* � 	� �
�	����

���������	�� �����"��	� )�	�� ��������* ��� ����	����	� �������������� ��� � 
�	���

�� ��	�	 �� ������	������ �� ���+����� �	� "��	� �� ,	���"���	� (����	� -�����	 �

#������	� ���� �	���� �� ���������� "��	� ��� ��	�	��
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�
���
 �����
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�	���


�� ������	
�

1 + p1 + p2 > 0, 1− p1 + p2 > 0, 1− p2 > 0, ����

��� �
�
������� 
 �����
��
� ���� ��
 �� ������ �
 
��������� ��������� ��� 
����	
�

����� 
 ����� �
��� ������������
��
 
��� 
�� ����� !" ���� ������� ��� 
�#
 ���� y∗��

��������	
��� �⇐���������� ��
 � ����� �
 
�������� �
 ����� �� ����� ! �����$

�������
��
 
��� 
�� %�  �����
 ��� &
��
��� ���'�(� 
 ���'�)�" �� ���*
� λ1 
 λ2 ��


������ ������
������� λ2 + p1λ+ p2 = 0 �
����
�
� �
���� �� ����� ��������" ���� !"

|λ1| < 1 
 |λ2| < 1� +
�� ,-����� ����������" �
���

λ1 =
−p1+

√
p21−4p2

2
e λ2 =

−p1−
√

p21−4p2
2

. ���'�

�����" �
��� ���� ����� � ������
����

	�� ��|λ1| < 1 
 |λ2| < 1 ��� ���*
� �
���" ���� !" p21 − 4p2 ≥ 0� +
�� ,-����� ���'�

�
���

−2 < −p1 +
√
p21 − 4p2 < 2,

��

−2 + p1 <
√

p21 − 4p2 < 2 + p1. ���.�

�����#��
��
" ���
���

−2 + p1 < −
√

p21 − 4p2 < 2 + p1. �����

%�
 ���� �� �������� � �
#���� �
��#������
 �� 
/��
���� ���.�" �
�
���

1 + p1 + p2 > 0. ���(�

��
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�� �� �����	 �����

�������	
��
� 
 
�
���	� �� �������� � ���	
��� �
��������
 �� 
���
�� ������

�
�
	�

1− p1 + p2 > 0. �����

����	
��
� ����� � 
����� �
��������
 �
 ����� 
 � ���	
��� �
��������
 �


������ ���
	�√
p21 − 4p2 < 2 + p1 → 2 + p1 >

√
p21 − 4p2 → 2 + p1 > 0

−2 + p1 < −
√

p21 − 4p2 → 2− p1 >
√

p21 − 4p2 → 2− p1 > 0

��

|p1| < 2

�����

p21 − 4p2 ≥ 0→ p21 ≥ 4p2 → p21
4
≥ p2. ��� �

!�	� |p1| < 2� 
���� |p21| < 4� �� 
"�� p21 < 4� #��������
p21
4

< 1 
� ��� ��� ��

$��$��%	� ��
 p2 < 1 �� 1− p2 < 0� &�� $�	��
�� � ����� �� $�� �� ���� � $����'��

�
$
(����

���� ��|λ1| < 1 
 |λ2| < 1 �� ��%)
 $�	��
��� ��� *� p21 − 4p2 < 0� �
�
 $���

�
	�

λ1,2 =
−p1
2
± i

2

√
4p2 − p21.

��*	 ���� �
 p21 < 4p2� 
��
 ��

√

p21 <
√
4p2 → |p1| < 2

√
p2 �� 
"��

−2√p2 < p1 < 2
√
p2. ���+�

������ |λ1|2 =
p21
4
+ 4p2

4
− p21

4
= p2� ,
 |λ1| < 1 
��
 ��
 0 < p2 < 1� � ��
 	����

��
 � �
�$
��� ��
���'�� �
 ����� * �
����
���� #��� 	����� ��
 � ����� ���

��
���'-
 �
 ����� �� �
����
���� ���	
���	
��
 $����
�
 � .��'�� f : R+ → R�

f(x) = 1 + x− 2
√
x 
 ����
	� ��
 f(x) > 0 ���� x ∈ (0, 1)� /
"� ��
�

1 + x− 2
√
x > 0⇔ 1 + x > 2

√
x

1 + 2x+ x2 > 4x

x2 − 2x+ 1 > 0

(x− 1)2 > 0.

��	� 1 + p2 − 2
√
p2 > 0� #
�� ���	
��� ��
���'�� �
 ���+�� �
	�

p1 > −2√p2

1 + p2 + p1 > 1 + p2 − 2
√
p2 > 0

1 + p1 + p2 > 0.



��������� �	�	 	 
��	����	
 �� ����
�	� ����
�����	�� ���

�� ����� ����	
�� ���	��
��� � ������� 	������� �� ������ ����

p1 < 2
√
p2

p1 < 2
√
p2 < 1 + p2

1− p1 + p2 > 0.

�⇒��
���� � ���	�� ����	����� ��
� 	�� �����	�� ��� ����� ���� ��
����	
�� �

������ ��
����
���	�� �� � ��!� " ���� �
 λ2+p1λ+p2 = 0� # ��$� %&
��$� ����
'�	��

���(�� ����

λ1 =
−p1 +

√
p21 − 4p2
2

e λ2 =
−p1 −

√
p21 − 4p2
2

.

)��� �*� 1 + p1 + p2 > 0� �**� 1 − p1 + p2 > 0 � �***� 1 − p2 > 0� )���� �*� � �**��

����

+

1 + p1 + p2 > 0

1− p1 + p2 > 0

2 + 2p2 > 0

1 + p2 > 0

p2 > −1.
���	�� �
 �***�� |p2| < 1� +�� �� −1 < p2 < 0� ����

1 > −p2 > 0

4 > −4p2 > 0

p21 + 4 > p21 − 4p2 > p21 ≥ 0.

,� ����� p21 − 4p2 ≥ 0�

)� 0 < p2 < 1� ����

0 > −p2
0 > −4p2
p21 > p21 − 4p2.

,� ����� p21 − 4p2 < 0�

+�� ���� �	� ���� � ���	��
�
� ����� p21 − 4p2 ≥ 0 � p21 − 4p2 < 0�

���� �- p21 − 4p2 ≥ 0� ��� λ1 � λ2 �� 
��.�� 
��	��

)���� �**� � �***�� ����

1− p1 + p2 > 0

1− p2 > 0

}
→ 2− p1 > 0→ p1 < 2. ���/�

���	�� �� ���/�� ����

p1 < 2

p1 − 2 < 0 ≤
√
p21 − 4p2

−2 < −p1 +
√
p21 − 4p2

−1 <
−p1 +

√
p21 − 4p2
2

−1 < λ1.
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�� � ���� ���


−p2 < 1 + p1

−4p2 < 4 + 4p1

p21 − 4p2 < 4 + 4p1 + p21
p21 − 4p2 < (p1 + 2)2√
p21 − 4p2 < p1 + 2

−p1 +
√
p21 − 4p2 < 2

−p1 +
√
p21 − 4p2
2

< 1

λ1 < 1.

��������� ���� p21 − 4p2 ≥ 0� ���
 |λ1| < 1�

������
 ����� �� |λ2| < 1� � ����� ���
�

1− p1 + p2 > 0

4− 4p1 + 4p2 > 0

4− 4p1 > −4p2
4− 4p1 + p21 > p21 − 4p2

(2− p1)
2 > p21 − 4p2

2− p1 >
√
p21 − 4p2

−2 + p1 < −
√
p21 − 4p2

−2 < −p1 −
√
p21 − 4p2

−1 <
−p1 −

√
p21 − 4p2
2

−1 < λ2.

���� �	

��

1 + p1 + p2 > 0

1− p2 > 0

}
→ 2 + p1 > 0→ −p1 < 2. ������

�� √
p21 − 4p2 ≥ 0

−
√
p21 − 4p2 ≤ 0

−p1 −
√
p21 − 4p2 ≤ −p1 < 2

−p1−
√

p21−4p2
2

< 1

λ2 < 1.

�

	�� λ1  λ2 
��� �� �	
�� ��	� �	�� ��������� !��
 "����
 �#���$�  �#���%�� �

!���� � ��	�&'�	� � �

	����	����� 
� ���

���� �� p21 − 4p2 < 0� � !���� � �� ���� �� ��
� �� ������	��� �

	� � !���� �
�

������
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� ����� �� 	����
 �� ��� ����� � ���� �� ������� ����
����� ��
�� ����

���� ������� 
���� ���
���� ���� ��
��� ������
������� � ��
����� �� �������

����
��������

�������� 	��
����������� ������ ��� ���� ������� A � B k× k ��� ������� ��

� ��� ��� ����� 
�� �
����� P ��� ��� P−1AP = B� !� � ����� A ��� ����� ����

� ����� ����
�� D = diag(λ1, λ2, . . . , λk)� �
��� A ���� ��� 	��
��������� "��� ���

�� �����
��� �� ����
�� �� D� � ��#��� λ1, λ2, . . . , λk� ��� �� ����������� �� A� $����

���
�� ����
� ���� ������� �� ������� ��� ����
��������

!�%� P = (ξ1, ξ2, . . . , ξk) �
�� ξi � � i&���� ����
� �� P � !�
�� P−1AP = D�

�
��� AP = PD� ��� ����� ��� Aξi = λiξi� �����
��� ξi� 1 ≤ i ≤ k � � ���������

�� A ��������
��
�� �� ��������� λi� � ���� � i&���� ����
� �� P � � ���������

��������
��
�� �� i&���� ��������� �� A� '�� ��� ��� P � 
�� �
������ �� ����&


�� (�� ����������� �� A) ��� �
�����
�� 
����
��
���� *
�����
�� �� ������ �����

������� ������� ��� � ���+����� �� �����,�� ���� � ���������� $���� �� � ��&

��� k ����������� �
�����
�� 
����
��
��� �� ��� ����� � k × k� �
��� � ����

����
�������� - ����
�� ������� ������ ���� ���������

������� ��	�	� � ����� k× k ���� ����
������� �� � ����
�� �� � ����� k ����&

������� �
�����
�� 
����
��
����

����� 	� ���	��� .��
�� � ����� A 
�� � ����
�������� �� ��%�� ���
�� A ���

����������� �������� � 
�� � ����� �� ����� k ����������� �
�����
�� 
����
��
����

�
��� � �����/�
�� � �/����� ����� 	� ���	��� ��� �� P−1AP = J � �
���

J = diag (J1, J2, . . . , Jr) , 1 ≤ r ≤ k, (0�1)
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��� ����� �����	
� �� �����

�

Ji =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λi 1 0

λi

� � � � � �

1

0 λi

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. ����	


 ����� Ji � ������� �� ����� �� �������

���� ����������� ���  ����������� �� ��!"��� �������

������� ��	�
� #"��$"�� ����� A k × k � ������� %��� "� &���� �� ������ ����

%���  '��"�� ����	( ���� ���� Ji � "�� ����� si × si ��  ���� ����	 �
∑r

i=1 si = k�

) �*���� �� ������ �� ������ ������%������ � "� �"������ λ � ������� ��

�"��%�������� !�������� �� λ( � ��� �*����( %�� �"� ���( � �!"�� �� �*���� ��

�"������� ���������� ����%������� ������%������ � λ�

+��( �!���( $"� � ����� ��  ����⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ 1 0 . . . 0

0 λ 1 . . . 0
���

���
���

���

0 0 0 . . . 1

0 0 0 . . . λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

�� ������ "� �"�����( %��� s1 = k � r = 1( � � �"��%�������� !�������� ��

λ � �( ��!� ���� �%���� "� �"����� ������%������( � �����( � ���� "��,���

e1(1, 0, . . . , 0)
t� -�� ����� $"� �� �"������� ���������� ����%������� ��  ����

�� ������ J ����� %���  '��"�� ����	 ���.

e1, es1+1, es1+s2+1, . . . , es1+s2+...+sr−1+1.


!���( ���� $"� P−1AP = J ( ����

AP = PJ.

/���� P = (ξ1, ξ2, . . . , ξk)( �!"������ � %������� ���"�� s1 �� ����� �� �����( ������

Aξ1 = λ1ξ1, . . . , Aξi = λ1ξi + ξi−1, i = 2, 3, . . . , s1.

) *���� �"����� �� A � ξ1 �� ����� �� ������ ξ1, ξ2, . . . , ξs1 � )� �"��� ������

ξ2, . . . , ξs1 ��� �������� �� �"������� !������������ �� A( � %���� ��� ������ "�����

� �$"���� �� �� �������(

(A− λ1I)ξi = ξi−1, i = 2, 3, . . . , s1.
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���� �	��	�� ��

������	
�	��� ���������� ��	������
�� ��� � m������ ����� 
� ��
�	 ���	
� �

������� 
� 
����	���

(A− λmI)ξmi
= ξmi−1, i = 2, 3, . . . , sm.

����� ������� ��� An = (PJP−1)n = PJnP−1� �	
�

Jn =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Jn
1 0

Jn
2

   

0 Jn
k

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ .

!�� �	��	�� Jn� 	������ ��� ��� ����� Ji� i = 1, 2, . . . , r� ����� Ji = λiI + Ni�

�	
�

Ni =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
   

   
   

   
   

0 0 0 . . . 1

0 0 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

� ��� ����� 	������	�� si × si� ���� �� N r
i = 0 ��� ��
� r ≥ si "����

Jn
i = (λiI +Ni)

n =

= λn
i I +

(
n
1

)
λn−1
i Ni +

(
n
2

)
λn−2
i N2

i + . . .+
(

n
Si−1
)
λn−si+1
i N si−1

i

.

!���	���

Jn
i =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λn
i

(
n
1

)
λn−1
i

(
n
2

)
λn−2
i . . .

(
n

Si−1
)
λn−si+1
i

0 λn
i

(
n
1

)
λn−1
i . . .

(
n

Si−2
)
λn−si+2
i

   0
   

   
   

   
   

   
   

(
n
1

)
λn−1
i

0 0 . . . 0 λn
i

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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