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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar a teoria elementar de grupos, segundo uma
abordagem geométrica. Apresentamos uma introducao aos grupos de simetrias de

solidos regulares e como aplicacao apresentamos os sete grupos de frisos.

Palavras-chave: Teoria de Grupos, Simetrias, Solidos de Platao.



Abstract

In this work we present a geometric approach to the study of elementary group the-
ory. We give an introduction to symmetry groups of regular solids and as an application

we present the seven Frieze groups.

Keywords: Theory of Groups, Symmetry, Plato’s Solids.
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1 Introducao

O ensino de Estruturas Algébricas nos cursos de graduagao em Mateméatica em geral
encontra dificuldades devido seu carater abstrato e formal ao qual o aluno iniciante nao
esta ainda acostumado.

Tem-se mostrado motivador e despertado interesse nos alunos, quando o estudo
além da parte teorica é feito através de exemplos geométricos.

Esta dissertacao tem por objetivo apresentar uma abordagem da teoria elementar
de grupos, com exemplos baseados em simetrias dos solidos de Platao. Pretende-se
posteriormente transformar esta dissertacao em notas de aulas.

A dissertacao foi baseada no livro: Groups and Symmetry de M. A. Armstrong,
incluindo algumas figuras do referido texto.

Esta dissertacao esta desenvolvida da seguinte maneira: no capitulo 2 apresenta-
remos algumas nocoes basicas ao desenvolvimento do trabalho. No capitulo 3 alguns
resultados sobre simetrias e isometrias. No capitulo 4, apresentaremos a teoria de gru-
pos com varios exemplos geométricos. Finalmente, no capitulo 5 apresentaremos os

sete grupos de frisos como aplicagoes.
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2 Preliminares

Neste capitulo introduziremos algumas nocgoes bésicas concernentes as estruturas
algébricas que serao utilizadas no desenvolvimento da dissertacao. Para os resultados
aos quais nao apresentarmos demonstracoes, serao indicadas referéncias onde poderao

ser encontradas.

2.0.1 Relacoes de Equivaléncia

Definicao 2.1. Seja X um conjunto e seja R um subconjunto do produto cartesiano
X x X. Em outras palavras, R € uma colegao de pares ordenados (x,y) cujas coorde-
nadas sao elementos de X. Dados dois pontos x e y de X, dizemos que x se relaciona
com y, denotando por x ~y se o par ordenado (x,y) pertence a R.

Se as propriedades

1.VeeX, x~ux;

2. VryeX,x~y=—y~u,

. VryzeX, x~y e y~z=— r~ 2.

sao wvdlidas, entao chamaremos R ou ~ uma relagao de equivaléncia em X. Para
cada x pertencente a X, a colecao de todos os pontos que sao relacionados com x €
escrita T e € chamada de classe de equivaléncia de x. O conjunto de todas as classes

de equivaléncia é chamado conjunto quociente e denotado por X/R.

Defini¢ao 2.2. Uma partigao de um conjunto X é uma familia {U,}acr de subcon-

juntos nao vazios de X, disjuntos e cuja reuniao € o conjunto X.

Proposicao 2.1. Seja {Uy}aer, uma parti¢ao de X, e sejam x,y pontos de X. Temos
que x estd relacionado com y e denotaremos por x ~ y, se exriste o« € L tal que x
e y pertencem a U,. FEsta relacao é de equivaléncia e, reciprocamente, as classes de

equivaléncia distintas de uma relagao de equivaléncia em X formam uma particaio de

X.

Prova: Mostremos primeiramente que a relacao acima é de equivaléncia.

a) Para todo =z € X, tem-se que = € U,, para algum «, logo = ~ x.

17



18 Preliminares

b) Se x ~ y entdo existe o € L tal que x e y pertencem a U, e portanto y ~ .

c) Se x ~ y ey ~ z entdo existe U, que contém z e y e existe Ug que contém y e z.
Como y € U, N Ug, segue da defini¢ao de particao que U, = Ug, donde se conclui que
T~ 2.

Reciprocamente, temos que: cada classe de equivaléncia é nao vazia, pois T sempre
contém z pela propriedade a). Se TNy # (), entdo existe pelo menos um ponto z
pertencente a esta intersec¢ao. Logo z esta relacionado com x e y. Pela propriedade b),
x estd relacionado com z, e portanto também esta relacionado com y, pela propriedade
¢). Concluimos que T = y. Assim duas classes de equivaléncia tem intersec¢io vazia
ou sao coincidentes. Finalmente, como cada ponto x de X estd em sua propria classe
de equivaléncia z, entdo {x} C z C X. Logo

Ut Jz=x

reX reX
o que implica que X = U z. U

zeX
Apresentaremos a seguir alguns exemplos que ilustram a definicao acima.

Exemplo 2.1. O conjunto dos inteiros modulo n, n > 0. Considere em Z a seguinte
relagdo: a e b em Z sao congruentes modulo n, denotada por a = b(mod n), se, e
somente se, existe um inteiro k tal que a — b = kn. Esta relacao é de equivaléncia e a
classe de equivaléncia de a € Z sera denotada por a := {z € Z,x = a(mod n)} = {x €

Z,x = a+ kn}, para algum inteiro k. O conjunto quociente é denotado por Z,.

Exemplo 2.2. Seja X = {(z,y) e R},0 < z,y < 1} C R?

Figura 2.1: Conjunto X = {(z,y),0 <z,y <1}
Definimos as seguintes relacoes:

L (z,y) ~ (2,y) <= (2,y) = (2,y) ou {z,2"} = {0,1} e y = ¢/.
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2 (z,y) ~ (2,y) = (z,y) = (@',y) ou {z, 2’} = {0,1} ey =1 — ¢/

3 (z,y) ~ (2,y) = (v,y) = (@",y) ou{z,2'} = {0,1} ey = ¢y ou{y,y'} =
{0,1} e x =2’

4 (z,y) ~ (2,y) = (v,y) = (@",y) ou{z,2'} = {0,1} ey = ¢y ou {y,y'} =
{0,1} ea’ =1—u.

Vamos fazer a prova de que a primeira relagao definida (item 1) é de equivaléncia.
Recordando a relagao: (z,y) ~ (2/,y") <= (x,y) = (¢/,¢') ou {z,2'} = {0,1} e
y=y

Temos que:
i)V (z,y) € X, (z,y) = (z,y) = (z,y) ~ (z,y);

it) Se (z,y) ~ (2/,y) = (z,y) = (2/,¢y/)our=0e 2’ =ley=y oux=1e
¥=0ey=y = (y)~ (z,y).

i11) Se tivermos (z,y) ~ (',y) e (2, y') ~ (2", y"), entao:

(z,y) = (@', ¢) ou {z, 2"} ={0,1} e y = ¢,

também

(@) = (@".y") ou {a’,2"} = {0, 1} e y/ = y"

Isto implica que (z,y) = (2”,y") ou (z,y) = (', y) e {z/, 2"} ={0,1} e ¢ ="
Logo {z, 2"} ={0,1} ey = ¢"

ou ainda, {z,2'} ={0,1} e y = ¢/ com {2/, 2"} ={0,1} ey = ¢

Assim {x,2"} = {0,1} e y = ¢".

No caso {z,2'} ={0,1} e (2, ¢') = (2", y"), tem-se {z,2"} = {0,1} e y = ¢/".
Portanto (z,y) ~ (2", y").

Geometricamente o conjunto quociente é o cilindro, figura 2.2.

Os demais itens também constituem relacoes de equivaléncias e os respectivos con-
juntos quocientes sao geometricamente: a Faixa de Moébius, o Toro e a Garrafa de
Klein.
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Figura 2.2: Cilindro

Definicao 2.3. Dado um conjunto nao vazio G, uma operaciao em G € uma aplica¢ao

0:Gx G — G, que associa a cada par de elementos de G um nico elemento de G.

Definicao 2.4. Um grupo é um conjunto G munido de uma opera¢ao * satisfazendo

08 sequintes ariomas:

1. Para todos x,y,z € G, tem-se (x xy) *x z = x * (y * 2); i.e. vale a propriedade

associativa,

2. existe um elemento e em G, chamado elemento neutro tal que, para todo x €

G,rxe=x=ex*ux.

3. para cada elemento x em G, existe o elemento —x em G, chamado elemento
oposto satisfazendo: r x —xr = e = —x * x.
Se além disso tivermos:

4. para todos x,y € G,x*xy = y*x , entdo dizemos que o grupo € comutativo ou

abeliano.

Observe que na notacao multiplicativa o elemento que satisfaz o axioma 2. é cha-
mado elemento identidade ou unidade e o que satisfaz o axioma 3. é chamado elemento

inverso.

Definigao 2.5. Um anel é um conjunto A munido de duas operagoes: adigcdo (+) e
multiplicac¢ao (-) tal que com a operagao adi¢ao € um grupo abeliano e com a opera¢ao

multiplicagao satisfaz 0s sequintes ariomas:

e Para todos x,y,z € A, tem-se (x-y)-z = x-(y-2); i.e. vale a propriedade
associativa.

e Para todos x,y,z € A, tem-sex-(y+z)=x-y+x-ze(x+y)-z=x-2+y-2z

i.e. vale a propriedade distributiva.

Se além disso tivermos:
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e Para todos x,y € A,x-y=1y-x , entao dizemos que o anel € comutativo.

e Se existe um elemento 1 em A, chamado elemento identidade tal que, para todo

€A x-1=x=1- -z, dizemos que o anel possui identidade.

Definigao 2.6. Um corpo é um conjunto (K, +,-) que € um anel comutativo com iden-
tidade tal que todo elemento x € K, nao nulo, possui inverso, i.e. para cada elemento

1 1 1

x em K, x # 0, ezxiste o elemento v~ em K, satisfazendo: x -z~ =1=a""-x.

Definicao 2.7. Um conjunto V' é um espaco vetorial real se V é munido de duas
operagoes, onde a primeira + @V x V. — V definida por (u,v) — u+ v € tal
que (V,+) € um grupo abeliano e a sequnda operacao - : R x V. — V| definida por
(A, v) — X - v satisfaz 0s sequintes ariomas:

I.YAXeReVuveV, AMutv)=A-u+A-v;
2.V NEeReVueV, (A +& - u=Xu+
3.V N EERNE-u) = () - u;

4. 1-u=u,YueV.

Observe que R" = {(z1,21, -+ ,2,);2; € R, i =1,2,-+- /n} é um espago vetorial
real, onde a adicao é definida somando-se coordenada a coordenada e a multiplicagao
por um escalar é definida multiplicando-se cada coordenada pelo escalar.

Definicao 2.8. Uma aplicacao sobrejetora f : R" — R™ € uma isometria se preserva
distdncia, i.e. ¥V x,y € R, |[f(z) — f(y)| = llz — y].

Observemos que toda isometria é uma aplicacao injetora, pois Vz,y, € R", f(z)

f(y), tem=se que || f(x)=f(y) [[= 0. Como || f(z)=f(y) [|=[l z—y |, entdo || z—y ||= 0,
que implica que = = y.



3 Simetrias e Isometrias

3.1 Simetrias

O objetivo deste capitulo é estudar as simetrias dos poliedros, como motivacao para
o estudo da teoria de grupos.

A ideia de simetria é bastante intuitiva. No plano, a ideia béasica é bastante clara:
uma figura no plano é simétrica se podemos dividi-la em partes de tal modo que estas
partes coincidem perfeitamente, quando sobrepostas.

Ha diversos tipos de simetrias, por exemplo, as simetrias axiais ou em relagao a
retas sao aquelas onde pontos, objetos ou partes de objetos sao a imagem espelhada
um do outro em relacao a reta dada, chamada eixo de simetria. O eixo de simetria
ou reta de simetria é a mediatriz do segmento que une os pontos correspondentes. As
simetrias rotacionais sao aquelas obtidas por rotacoes em torno de um eixo de um dado

angulo.

Definicao 3.1. Um poliedro convexo é regular quando suas faces sao poligonos regulares
e congruentes entre si e o numero de faces concorrentes em cada vértices é sempre o

mesmo.

Euclides no livro XIII de “Os Elementos”, mostrou que existem pelo menos cinco
deles: o tetraedro (quatro faces triangulares), o cubo (seis faces quadradas), octae-
dro (oito faces triangulares), dodecaedro (doze faces pentagonais) e icosaedro (vinte
faces triangulares). O sufixo edro vem da palavra grega hédra que significa face. Os
prefixos, também oriundos do grego, indicam a quantidade de faces de cada poliedro:
tetra (4), hexa (6), octa (8), dodeca (12) e icosa (20).

Os nomes dos solidos platonicos sao devidos & Platao que associou a cada um dos
elementos classicos (terra, ar, 4gua e fogo) um poliedro regular. Terra é associada com
o cubo, ar com o octaedro, 4gua com o icosaedro e fogo com o tetraedro. O quinto
elemento, éter, foi introduzido por Aristoteles que postulou que os céus eram feitos
deste elemento, mas nao foi associado ao quinto sélido de Platao.

Euclides deu uma descricao matematica completa dos sélidos de Platao no tltimo
livro (Livro XIII) de “Os Elementos”. As proposi¢oes 13 a 17 do Livro XIII descrevem

as construcoes do tetraedro, octaedro, cubo, icosaedro e dodecaedro, nesta ordem.
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24 Simetrias e Isometrias

Figura 3.1: Os cinco sélidos de Platao

Para cada solido, Euclides calculou a razao entre o diametro da esfera circunscrita e o
comprimento da aresta do solido. Na proposicao 18, ele demonstrou que nao existem

outros poliedros regulares.

3.1.1 Simetrias Rotacionais

Consideremos agora as simetrias rotacionais de um tetraedro regular 7. Sejam L
e M dois eixos no tetraedro, um que passa por um vértice e o centro da face oposta
e o outro que passa pelos pontos médios de duas arestas opostas, respectivamente.
Observemos que é possivel tracar quatro eixos do tipo L e cada um da origem a duas
rotacoes, uma de 27/3 e a outra de 47/3, cujo sentido é mostrado na figura 3.2. E
claro que rotagoes de 27/3 (ou 47/3) no sentido oposto possuem o mesmo efeito em
T que as rotagoes 47/3 (ou 27/3) respectivamente. No eixo M podemos fazer uma
rotacao por m, e existem 3 eixos deste mesmo tipo. Com isso, podemos ver que temos
juntamente com a identidade (que fixa T" e é equivalente a uma rotagdo completa por

27) um total de 12 rotagoes.

r

Figura 3.2: Tetraedro
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Uma placa plana hexagonal com lados iguais também possui 12 rotagoes simétricas
(figura 3.3), assim como uma piramide regular tendo o dodecaedro como base (figura
3.4).

Figura 3.3: Placa plana hexagonal

Figura 3.4: Piramide

Na placa, temos cinco rotagoes (de /3, 2mw/3, w, 4w/3 e 5m/3) através do eixo
perpendicular que passa pelo seu centro de gravidade. Temos trés eixos de simetrias
determinados por um par de vértices opostos, trés que sao determinados pelos pares
de pontos médios de dois lados opostos, e podemos fazer uma rotacao de m sobre cada
um desses eixos. Nao esquecendo a identidade, o total ¢ doze novamente.

A piramide de base dodecidgono regular possui apenas um eixo de simetria, que

liga o vértice da piramide com o centro da base, e existem doze rotagoes distintas (de
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km/6,1 < k < 12). Apesar do fato de termos contado doze rotagoes em cada caso, o
tetraedro, a placa e a piramide nao possuem as mesmas simetrias. A principal diferenca
é que a piramide possui apenas um eixo de simetria. Uma rotagao de /6 sobre este
eixo, deve ser repetida doze vezes antes da piramide voltar a posicao inicial. Contudo,
nenhuma rotacao da placa se repetida nos dara todas as outras rotacoes. Podemos
encontrar outras diferencas, todas com relacao a forma de combinar as simetrias. Por
exemplo, as simetrias da piramide comutam-se uma com as outras. Isto é, se escolher-
mos quaisquer duas rotagoes da piramide e as realizarmos seguidamente, o efeito na
piramide serd o mesmo independente de qual seja escolhida para ser a primeira. No
tetraedro ou na placa isto nao acontece. Vejamos para o tetraedro. Nomeie os vértices
do tetraedro 7' como na (figura 3.5), que nos permite ver o efeito de cada simetria.
Escolha a rotagao r (27/3 sobre o eixo L no sentido indicado) e s (7 sobre o eixo M).
Primeiramente faca r e depois s, deixando o vértice 2 na posicao inicial e que seria
da mesma forma se fosse feita a rotacao sobre o eixo N. Mas, se comecarmos com
e depois 7, movemos o vértice 2 para o lugar ocupado pelo vértice 4 originalmente, e
assim fica claro que nao se trata da mesma rotagao. Uma observagao importante é a de
que nao devemos aplicar uma rotagao enquanto a outra estiver sendo aplicada. Ambas
r e s devem ser pensadas como movimentos rigidos do espago, cada qual tem um eixo

que é fixo no espacgo, e cada um gira sobre si mesmo em 7.

1 3
5
/
L 4 3 2 1
M
2 4
4 4
5 3 g
F N r
—
3 1 ! 2
2 3

Figura 3.5: Algumas simetrias no Tetraedro

Existe somente uma rotagao na piramide que, quando combinada com si propria,
nos da a identidade, a tnica rotacao através de m. A placa possui sete tais simetrias
e o tetraedro trés. Estas trés rotacoes através de m do tetraedro comutam uma com
as outras, mas apenas uma das sete rotacoes da placa ( a rotacdo por m no eixo
perpendicular & placa) comuta com as restantes. Para obter uma contagem correta

das simetrias, simplesmente contar as simetrias nao é suficiente. Devemos levar em
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consideracdo o modo como elas se combinam com as demais. E o chamado grupo de
simetrias que nos da essas informacdes.

Consideremos o conjunto das simetrias rotacionais do tetraedro 7. Dadas duas
rotacoes u e v, podemos combiné-las fazendo primeiramente v e depois u, produzindo
uma nova rotacao que também leva 7' em si mesmo, e que vamos escrever uv, da mesma
forma que na composicao de funcoes. A rotacao identidade, que denotaremos por e,
se comporta de uma maneira especial. Aplicando primeiramente e e depois a rotacao
u, ou primeiramente u e depois e, o resultado serd sempre o mesmo, nada mais que a
rotagdo u apenas. Em outras palavras ue = u = eu para toda simetria v de 7. Cada
rotacao u possui uma rotacao inversa u !, que também é uma simetria em 7 e satisfaz
ulu = e = uu~t. Para obter u™!, basta girar o mesmo eixo , com o mesmo angulo de u,
porém em sentido contrario. No caso da rotacao r descrita acima, a inversa da rotagao
r & rr, pois aplicando r trés vezes temos a identidade. Finalmente, se tomarmos trés
de nossas rotagoes u, v e w teremos que (uv)w = u(vw).

As doze simetrias do tetraedro juntamente com esta estrutura algébrica formam o
seu grupo de simetria rotacional.

Um cubo tem vinte e quatro simetrias rotacionais. Elas podem ser contadas da
mesma forma que no tetraedro, encontrando todos os eixos de simetrias juntamente
com o numero de rotacoes distintas sobre cada eixo. Os diferentes tipos de eixos sao
representados por L, M e N na figura 3.6. Existem trés eixos do tipo L que juntos
fornecem um total de nove rotagoes, seis eixos do tipo M com apenas uma rotacao
cada, e quatro diagonais principais como N na qual o cubo pode ser rotacionado por

27/3 e 47 /3. Estas sao responsaveis por 24 simetrias.

Figura 3.6: Rotagoes do Cubo

Ligando o centro de cada par de faces adjacentes de um cubo podemos construir

um octaedro inscrito no cubo (figura 3.7).
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Figura 3.7: Octaedro Inscrito no Cubo

Usando o mesmo procedimento podemos obter um cubo inscrito no octaedro. Quando
este fato ocorre, dizemos que os solidos sao duais, ou seja, o cubo e o octaedro sao so-
lidos duais. Eles claramente possuem a mesma quantidade de simetrias. Qualquer
simetria do cubo é uma simetria do octaedro dual inscrito, e vice-versa. Em linguagem
algébrica, dizemos que o grupo das rotacoes do cubo e do octaedro sao isomorfos.
Existem mais dois sélidos regulares, o dodecaedro e o icosaedro e, eles sao duais um ao

outro.

3.2 Isometrias

Nesta segao faremos uma breve apresentacao dos grupos de isometrias.
Primeiramente, vamos considerar as isometrias no plano e no espago. No caso do
plano consideramos ou R? ou C, dependendo da conveniéncia. Ha 4 tipos de isometrias

: reflexao em torno de uma reta, translacao, rotacao e reflexao deslizante.

Definicao 3.2. Uma translacdo no espaco € uma transformacio T : R? — R? definida
por T'(z,y,2) = (x +a,y + b,z + c), onde (a,b,c) € R ¢ firado. Uma translagdo no
plano € definida da mesma forma, com apenas duas coordenadas. Dada uma reta r,
definimos uma reflexao em torno de r como sendo a transformacgao o, definida por
0. (P)=P, Pcreoc,(P)=Q,se P¢&rer éa perpendicular no ponto médio de PQ.
Dado um plano © :< x,n >= d, onde n € o vetor normal ao plano w, com | n |= 1,
definimos uma reflexio em relacio a w, como sendo a aplicacio R : R® — R3 tal
que Yz € R3, R(x) = x + 2tn, onde t € escolhido de tal forma que x +tn € m. Uma
rotacao no R € a composta de reflexoes em relacdo a dois planos nao paralelos. A reta
intersecao dos dois planos € o eizo da rotacao. E finalmente, uma reflexao deslizante
que € uma reflexao em torno de uma reta r, sequida de uma translagao por um numero

nao nulo ao longo de r.

Considerando as isometrias em C temos a seguinte classificacao: isometrias diretas

z — az + b ou isometrias indiretas z — aZ + b, onde em cada caso | a |= 1.
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O proximo resultado mostra que toda isometria é uma destes tipos.
Teorema 3.1. Seja f: C — C que leva z em f(z) = az+b com a,b € C.

i) Suponha que f(z) =az+b, onde | a |=1. Sea =1, entao f é uma translagao;

se a # 1, entdo f € uma rotagao.

ii) Suponha que f(z) =azZ+b, onde | a|=1. Seab+b =0, entdo f ¢ uma reflevdo
em torno de uma reta; se ab+b # 0, entdo f € uma reflexio deslizante. Em

particular, qualquer isometria € de uma das quatro listadas acima.

Prova: (i) Assuma que f(z) = az +0b. Se a = 1, entdo f é uma translacdo. Se
a#1, entdo f(w) =w,onde w=">0/(1—a)e f(z) —w=az+b—aw—b=a(z—w).
Entdo f é uma rotacdo sobre w de angulo 6, onde a = ¢. Assuma que f(z) = az + b,
onde a = €%,

(ii) Assuma que f(z) = az+bonde | a |= 1, e que f = tor, onde r é uma reflexdo em
relacao a uma reta s, t ¢ uma translacao ao longo de s e onde r e t comutam. Assumindo
que isto é verdadeiro, temos entdo que f2 = fof = (tor)o(tor) =totoror =t? o que
nos indica como podemos encontrar ¢ e r, pois r = t~' o f. Como f?(z) = z + ab + b,
definimos as aplicaces t e r por t(2) = z+1/2(ab+b), r(z) =t~ f(2) = az+1/2(ab+b).

E claro que ¢ é uma translacao e como

1/2(ab + b) = 1/2¢" /2(e® /2b + 7 /2b),

vemos que a translacio estd na direcao ¢ /2. Agora, um calculo mostra que r%(z) = z
e que r(z) = z, sempre que z = 1/2b+ pe? /2, onde p é qualquer ntimero real. Como r
nio é a identidade, vemos que r ¢ a reflexdo em relacdo a reta s = {1/2b+pe® /2; p € R}
e t é uma translacdao de 1/2(ab + b) na direcio de s. Segue que f é uma reflexio se
ab+b = 0 e uma reflexao deslizante se ab+b # 0. Finalmente, como qualquer isometria
¢ da forma f(z) = az+0bou f(z) = aZ+ b, com | a |= 1, entdo segue que qualquer

isometria é uma das quatro listadas.[J

Corolario 3.1. Cada isometria f € uma aplicacao invertivel de C em C, cuja inversa

€ também uma isometria.

Prova Se f(z) = az + b, entdo f~!(z) = @z + b, enquanto que se f(z) = aZ + b,
entao f~1(z) = az + ab. Em cada caso, f~' é de uma das formas indicadas e assim é

uma isometria. [

Vamos agora considerar as isometrias no espaco euclidiano. Cada reflexao em rela-
¢ao a um plano é uma isometria e veremos depois que toda isometria ¢ uma composi¢ao
de reflexdes. Dado um plano 7 :< x,7 >= d, onde 1 é o vetor normal ao plano 7, com
| 7 |= 1, consideremos a aplicacio R : R* — R? tal que Vo € R3, R(z) = = + 2tn,

onde t é escolhido de tal forma que x + tn € 7, que é uma reflexao em relagao a .
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Observe que se x+1tn € m, entao < x+1tn,n >=< x,n7 > +t < n,n >=d, o que implica
t =d— < z,n >, portanto

Rz)=xz+2tn=x+(d-<z,np>n=x+2dy—2<z,m>1

Tem-se entao que R é uma isometria, R(R(x)) =z e R(x) =z, se z € 7.

Considerando-se dois planos paralelos m, =< x,n >=d; e my =< x,1 >= ds, sejam
Ry e Ry reflexoes em relacao a estes planos, respectivamente. Entao R;(Ra(x)) =
Ri(x 4 2d1— < z,m >)n) =z + 2(d; — d2)n o que implica que é uma translagao.

Se considerarmos dois planos 7 e Ty que se interceptam em uma reta r e as reflexoes
Ry e R, respectivas em relagao aos planos, entao cada reflexao fixa todos os elementos
de r e para qualquer plano 7 ortogonal a r, tem-se que Ry R, é a reflexao em torno da
reta m N m; seguida da reflexao em torno da reta m N 7y, entao Ry Ry é uma rotagao de
R3 em torno da reta r de uma angulo igual a duas vezes o angulo entre os planos m; e

9.

Proposigao 3.1. A isometria f : R?* — R3 mais geral é da forma f(x) = A(z)+ f(0),

onde A : R?® — R3 é uma aplicacao linear.

Prova: Suponha que f é uma isometria. Entao A(x) = f(x)— f(0) é uma isometria,
pois V., y, [[A(z) — A(y)|| = 1/ (z) = f(0) = f(y) + FOU = [If (@) = fW) = llz -yl e
aléem disso, A(0) = f(0) — f(0) = 0, ou seja, fixa 0. Entao A é a composta de reflexoes
no espaco passando por 0. Como cada tal reflexdo é uma aplicacao linear, entao A
também o é. U
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exemplos geométricos

Vamos recordar a definicao de grupos que foi apresentada nas preliminares, devido
ao fato de que no capitulo 3, muitas vezes nos referimos a eles na apresentacao de

exemplos.

Definigcao 4.1. Um grupo é um conjunto G munido de uma operac¢ao * satisfazendo

08 sequintes ariomas:

1. Para todos x,y,z € G, tem-se (x*xy) * z = x % (y % 2); i.€. vale a propriedade

associativa,

2. existe um elemento e em G, chamado elemento neutro tal que, para todo x €

G,rxe=x=exx

3. para cada elemento x em G, existe o elemento —x em G, chamado elemento

oposto , satisfazendo: xx —x =e=—r*T ;

Se além disso tivermos:

4. para todos x,y € G,xxy = y*x , entao dizemos que o grupo € comutativo ou

abeliano.

A ordem de um grupo finito é o nimero de elementos do grupo. Um grupo que
possui infinitos elementos é dito ter ordem infinita.

Escreveremos |G| para denotar a ordem do grupo G.

Um grupo que sera bastante utilizado no texto é o grupo Z,, dos inteiros modulo n.
Ele é definido como segue:

Considere em Z a seguinte relacao: a e b em Z sao congruentes modulo n, denotada
por a = b(mod n), se, e somente se, existe um inteiro k tal que a — b = kn. Esta
relacao é de equivaléncia e a classe de equivaléncia de a € Z serd denotada por a :=
{r € Z,x = a(mod n)} = {x € Z,x = a + kn,para algum inteiro k}. O conjunto
quociente é denotado por Z,

Definamos em Z,,, uma operacao denotada 4+, por:

31
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Va,b € Z,,a4n,b=a+ b. Esta operacio esta bem definida, pois se @ = a’ e b =¥/,
entao existem ki e ko inteiros tais que:

a—a =k -neb—0b =ky-n. Logo (a+b) — (¢’ +0) = (k1 + k2) - n, 0 que implica
que a+b=a +10.

Entao Z,, com esta operacao +, ¢ um grupo abeliano, sendo 0 o elemento neutro.

Definigao 4.2. Um subgrupo de um grupo G € um subconjunto H de G, que juntamente

com a operac¢ao * de G € um grupo, ou seja:
1. o elemento neutro e de G pertence a H;
2. para todos x,y pertencentes a H, x xy também pertence a H;
3. para todo x pertencente a H, x=! pertence a H.
Notacao: H < G.

Teorema 4.1. A intersecao de dois subgrupos H e K de um grupo G também serd um

subgrupo.

Prova: O elemento identidade estd em ambos He K, poise € H < Gee € K < G,
entao H N K # (.

Sexey € HNK, pelo fato de H < G e K < G segue que zy~! estd em H N K.
Pela definicao anterior segue que H N K < G. U

Por exemplo, o conjunto dos ntimeros inteiros pares (2Z)é um subgrupo do grupo
(Z,+), mas o conjunto dos nimeros inteiros impares (2Z + 1) nao é subgrupo de Z,

pois a soma de dois niimeros impares € um nimero par.

Definicao 4.3. Seja X um conjunto nao vazio de um grupo G. Um elemento da forma
XL XX

onde X1, Xo,.... X € X e my,ma,...,my sao inteiros, ¢ chamado uma palavra nos
elementos de X. A colecao de todas as palavras é um subgrupo de G, chamado subgrupo

gerado por X.

Exemplo 4.1. O grupo dos inteiros Gaussianos G = {a + bi, com a,b € Z} ¢ o
subgrupo de (C, +) gerado por {1,}.

Definicao 4.4. O subgrupo gerado por x e denotado por < x > € constituido por todas
as poténcias inteiras de x. Se G =< x > entao G € chamado ciclico, ou seja, G é

ciclico se existe um elemento v de G que gera todos os elementos de G.

Exemplo 4.2. 1. Zy = {0,1} & um grupo ciclico gerado por 1.
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2. Zn = {0,1,---n — 1} é também ciclico. Observemos que < 1 > é um gerador
de Z,,, porém qualquer m tal que (m,n) = 1 também é um gerador, onde (m,n)

denota o maior divisor entre m e n.

Definicao 4.5. Se para qualquer elemento x de um grupo, existe um inteiro positivo
n tal que " = e, entao dizemos que x tem ordem finita e o menor inteiro positivo m
tal que ™ = e é chamado a ordem de x e serd denotado por o(x). Caso contrdrio,
tem ordem infinita. Ou, equivalentemente, a ordem de um elemento x de um grupo G

€ a ordem do subgrupo ciclico < x >, gerado por x.

Exemplo 4.3. Z; = {0,1,2,3}. Z, é ciclico e pode ser gerado por 1 ou por 3.
Observemos que a ordem de 1 é o(1) = 4, 0(3) = 4, o(2) = 2, pois, < 2 >= {0,2} e

0(0) = 1.

4.1 Exemplos de Grupos

4.1.1 Grupo das Isometrias no Plano

Seja G o conjunto das transformacoes do plano, com a operacao composicao de
funcoes, onde uma transformacao é simplesmente uma bijecao do plano no plano.

Sabemos que a composi¢ao de funcoes é associativa, a transformacao identidade
é o elemento neutro e dada uma transformacao f, sua inversa é o elemento inverso,
concluindo que G' é um grupo, em geral, nao abeliano.

A seguir daremos alguns exemplos de subgrupos do grupo G das transformacoes do
plano.

a) Uma colineagao ¢ uma transformacao f que tem a propriedade: “I é uma reta
se, e somente se, f(l) € uma reta.” O conjunto de todas as colineagdes do plano é um
subgrupo de G.

b) Uma involugao é uma transformagao 7 # id do plano tal que 72 = yo~y =id. O
conjunto das involug¢oes no plano é também um subgrupo do grupo G.

¢) Uma isometria no plano é uma fun¢ao f : R*> — R? tal que Vr,y € R?,
1£() = F@I = o — o]l

A transformacao id : R?> — R? & uma isometria e dadas duas isometrias f, g :
R? — R?, temos que Va,y € R, || (fog)(z) — (f o 9)(w) =] f(a(x)) — f(9(¥)) II=ll
9(x) —g) =z -y

Também dada uma isometria f : R? — R?, para todos z,y € R?, existem a,b € R?,
tais que x = f(a) e y = f(b), pois f é sobrejetora. A inversa f~! satisfaz: Vz,y € R?,
If=H @) = 1) =1 @) = ) 1=l a = b lI=] fla) = f) 1=z —y |-

Portanto, f~! é também uma isometria, mostrando assim que o conjunto das iso-

metrias no plano é um subgrupo de G.
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4.1.2 Grupo G de Simetrias de um Quadrado.

Imagine um cartao quadrado tendo os lados paralelos aos eixos do sistema de co-
ordenadas e centro na origem. Os elementos de G sao obtidos por rotagdes no sentido
horario Rgy, Ris0, Roro € R3go em torno do centro através de angulos de 90, 180, 270 e
360, respectivamente e reflexdoes H, V', em torno de retas horizontal e vertical passando

pela origem e reflexoes Dy e Dy nas diagonais indicadas.

Figura 4.1: Simetrias de um quadrado

Considerando GG com a operagao composicao temos a tabela do grupo G das sime-
trias de um quadrado

Figura 4.2: Tabela do grupo das simetrias de um quadrado

4.1.3 Grupos Diedrais e Ciclicos.

O grupo diedral D,, n > 2 é o grupo de ordem 2n gerado por r e s, tal que

m=1,8=1, srs =r"1.
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No caso n = 2, temos o grupo diedral D, de ordem 4, gerado por r e s, tal que

r’=1, =1, srs=r"1.

|1 r S rs
1] 1 r S rs
1 rs S
D,={1,r,s,rs} rr
S| s rs 1 r
rs| rs S r 1

Figura 4.3: Dy é o grupo diedral de ordem 4

Exemplo 4.4. D; = {e,r,r% s,rs,r%s}

e r r2 s rs r2s
e | e r r2 s rs r2s
r r r2 e rs r’s s
rz| rz2 e r r2s s rs
S S r3ss rs e r2 r
rs| rs s r2s r e r2 !
r’s| r2s rs s r2 r e

Figura 4.4: D5

Observamos na figura acima que os geradores do grupo diedral estao representados
por uma reflexdo s em torno do eixo M e por uma rotagao r de angulo 27/3 em torno

de um eixo perpendicular ao triangulo passando pelo baricentro da figura.

Exemplo 4.5. Vejamos que 7?s = sr de acordo com a figura 4.5.

2 1

Exemplo 4.6. Dg, o grupo diedral dado pelas rotacoes 1% = e, s> = e e srs =r L.

<r>={er,rir rt r’} < Dg.

O grupo ciclico nos fornece informacoes tteis dos grupos, em geral. Vamos nos
aprofundar um pouco sobre este tipo de grupos.

Teorema 4.2. Se o grupo ciclico G =< x > tem ordem n, entio G = {e,x,...,x"'}.
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Figura 4.5: 7%s = sr

Prova: Como < x > tem n elementos, entao existem i, 5, € Z tais que z° = 7.
Suponhamos i < j. Entdo 277% = e. Assim, o conjunto dos ntimeros inteiros [ tal
que 2! = e é ndo vazio. Pelo principio do menor inteiro positivo, existe um m tal que
" =c(xl#£e, 0<l<m).

Seja S = {e,z,2?,--- ,2™ '} de elementos distintos. Provemos que S =< x >. Se
y € S, entdo y €< x >. Seja ¥ €< x >. Pelo algoritmo da divisdo, existem ¢ e r tais
que k = gm + 1, para 0 < r < m. Entdo, 2 = (z™)%.2" = 2" € S, porque r < m.

Logo <z >C Sem=n.

Teorema 4.3. a) Todo subgrupo de Z é ciclico.

Prova: Seja H < Z. Se H = {0} entao H é ciclico.

Se H # {0}, entao H contém um inteiro x # 0, e pelo fato de H < Z, entao
—r € H.

Assim H contém um ntmero inteiro positivo.

Pelo principio do menor inteiro positivo, existe d que é o menor inteiro positivo
pertencente a H.

Afirmamos que H =< d >.

Sen € H, aplicando o algoritmo da divisao, existem g e m € Z tais que, n = qgd+m,
onde 0 < m < d. Sabemosquen € Hed € H,q€ Zecomo H <Z,qd € H (d+...+d,

q vezes).
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Logo —qd € H, e entao
m =mn — qd € H que é uma contradicao, pois d é o menor inteiro positivo pertencente
a H. Concluimos que m = 0, portanto n = qd. U

b) Todo subgrupo de um grupo ciclico é ciclico.

Prova: Seja G um grupo ciclico e K < G, K # {e}.

Seja z um gerador de G, entao todo elemento de GG, em particular todo elemento
de K, é uma poténcia de x. (1)

Seja H ={n € Z/2™ € K}. Provemos que H < Z.

De fato, de (1) segue que z° € K, logo 0 € H.

Sejam ny e no € H. Provemos que ny —ny € H.

ni—na

x =x" .27 € K, logony —ng € H.

Portanto H é ciclico por a), isto é, existe d € Z, tal que H =< d >.

Entdo K =< 2¢ >,

De fato, se y € K, por (1), y =2, | € Z.

Como H = {n € Z,2" € K} =< d >, segue que | = ad, « € Z e portanto
y == (z9)* O

Prova II: Apresentaremos abaixo outra demonstracao do teorema acima.

Seja G =< a > um grupo ciclico e consideremos H um subgrupo de < a >. Se
H = {e}, entao H é ciclico.
Se H +# {e}, existe a* € H, se k < 0 entdo —k > 0 e a™* € H. Entdo existem inteiros
positivos k tais que a* € H.
Afirmamos que H =< a™ >.
Temos < a" >C H, pois Vz €< a" >, tem-se que = = (a")' € H, pois H < G.

Por outro lado, se © € H entdo x = a* para algum k.

Pelo algoritmo da divisao, dq,r tal que

k=qgn+r com 0 <r <n. Segue que

r=k—qnea =a-"=a". (a")1
ou seja, a” € H. Logo r = o, assim k = qn e entdo a* = (a")? €< a” >. O

Exemplo 4.7. Em D3 temos:

<e>=e ole) =1
<r>={e,rr*} o(r) =3
< s>={e, s} o(s) =2
<rs>={e,rs} o(rs) =2
<r?s >={e,r’s} o(r’s) =2
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Observe que D3 nao é ciclico. Ele é gerado por r,s com as relagoes srs = r—1,

r=e, s =c.

Exemplo 4.8. O grupo diedral infinito D.
Considere a reta real com o conjunto dos inteiros em destaque, como na figura a

seguir:

l's

3 2 -1 0 1 2 3

Figura 4.6: Reta real
Seja G ={fR=>R/f(Z) =Ze |z —yl=|f(z) - fly)|,Va,y € R}.

G é um grupo com a composi¢ao de fungoes, (G, o).

Seja f uma funcao da reta na reta que preserva distancia entre quaisquer dois pontos
e que leva nimeros inteiros em nimeros inteiros.

a) Assumindo que f nao possui ponto fixo, i.e. f(z) # x, Vo € R mostremos que f
¢ uma translagao.

Prova: De fato se |z — 0] = [f(2) — f(0)], obtemos z = +[f(z) — f(0)], entao
z = f(z) = f(0) ou z = —f(2) + f(0), logo, f(z) =z + f(0) ou f(z) = —z+ f(0) e

como f(0) # 0, temos que f é uma translagao. O

b) Se f possui exatamente um ponto fixo, mostraremos que este ponto ou é um
inteiro ou estd entre dois inteiros, e que f é a reflexao em torno deste ponto.

Prova: Suponhamos que zy seja o tnico ponto fixo de f i.e. f(z)) = z0 e f(z) #
z, Vz # z9. Assim para z # 2y e de

|z — 20| = | f(2) — f(20)], segue que 22 — 2202 + 22 = f(2)? — 2f(2)z0 + 22

ou ainda, f(z)? — 2% = (f(2) — 2)220, ouseja, (f(2) — 2)(f(2) + 2) = (f(2) — 2)2z.

Como f(z) # z entao f(z) = 2z9 — 2z, que é uma reflexdo em torno de z.

Em particular f(0) = 2z € Z.

¢) Finalmente, veremos que f seré a identidade se existir mais que um ponto fixo.
Prova: Sejam zy # 1 pontos fixos, ou seja, f(xg) = x¢ e f(x1) = x1. Dessa forma
das relagoes abaixo

|f(x) = xo| = |z — @ol e | f(x) = 1] = |& — 1], Vo € R, obtemos
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f(x)? —2f(x)wo + 25 = 2° — 2230 + 27
f(2)? = 2f(2)z) + 22 = 2% — 222, + 22
Subtraindo essas duas equacoes teremos:
2f(z)(x1 — xo) = 2x(x1 — x0), Mas x1 # xg, logo
flz) =2 O
Dessa forma concluimos que G é constituido por translagoes e reflexoes.
Tomemos t,s € G, onde, t(x) =x+1e s(zx) = —x.

tot(z)=tlz+1)=c+1+1=a+2

th(x) =a + k

tHz)=2—-1

t2(z) =2 —2 LA NI S
s(x) = —x

$(z) = s(s(z)) = s(—2) =z

s3(z) = —x

Notemos que,
s?=e
—sts(x) = st(—z) =s(—z+1) =z —1=t"(2).
Cada elemento de G é uma translacao da esquerda para a direita através de um nimero
inteiro, uma reflexao de um inteiro, ou uma reflexao em um ponto que fica entre dois
inteiros.

Seja t uma translacao para a direita através de uma unidade, entao t(z) = x + 1, e seja

s a reflexdo na origem, entao s(x) = —z. Logo os elementos de G sao
—2 -1 2
Lt et 2
2, 41 2
e tTos, s, 8,8, s, (%)

onde e & a fun¢ao identidade. Por exemplo ¢~2(x) = 2 — 2, mostrando que ¢~2 é trans-
lagao para a esquerda duas unidades, e ts(x) = t(—x) = —x + 1, mostrando que ts é
reflexdo no ponto 1/2. A translacao t e a reflexdo s juntas geram G. Da mesma forma
as duas reflexoes ts e s geram G. Note que
st(x) =s(zr+1)=—-2—1
t7ls(z) =t (—xz)= -2 -1

o que significa st = t~'s. Sabendo que s?> = e e st = t~!s, e multiplicando quaisquer
dois elementos da lista (**) obtemos também um elemento da lista. Isto nos faz lembrar
muito do D,,. Na verdade, a tnica diferenca é que a rotagao r de ordem n foi substituida
pela translacao ¢ de ordem infinita.

Por esta razao chamamos G de grupo diedral infinito e denotamos por D.
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4.1.4 Grupos de Permutacgao

Por uma permutagao de um conjunto arbitrario X entendemos uma bijecao de X
em si mesmo. A colecao de todas as permutacoes de X forma um grupo Sx com a

composicao de funcoes.

I.Sea: X —- Xef:X — X sao permutacoes com a composicao de fungoes
af : X — X definida por af(x) = a(f(x)) é também uma permutagio, pois a

composta de bijecoes ¢ também uma bijecao;

2. Composicao de funcoes é associativa e a funcao identidade Idx é o elemento
identidade de Sx.

3. Finalmente, cada permutacao o é uma bijecao e portanto possui uma inversa
1

a ! X — X que é também uma permutacao e que satisfaz o ta = Idx = aa™!.

Se X é um conjunto infinito, Sx é um grupo infinito. Quando X é formado por n

inteiros positivos, entao Sx é escrito S, e chamado o grupo simétrico de grau n. A
ordem de S, é n! (n fatorial.)

Aqui temos os elementos de Ss:

Id_123 1 23 1 2 3 1 23 1 23 1 23
711923213321 l132|'|231]||312]

Observamos que af3 significa aplicar primeiro 5 e depois «, vamos calcular

123 123 123 12 3 123 |123
2 1 3 132 |2 31 ‘ 1 3 2 213_312(*)

temos que aff # [a.
Portanto S3 nao é abeliano. Podemos dizer que S,, nao é abeliano quando n > 3.

Para facilitar a notacao, nos casos em que n > 3, denotaremos por exemplo para

123456
o= ,
54 3 6 1 2

como

o = (15)(246).

Observe que aqueles inteiros que sao fixados nao aparecem na nova notagao.
Podemos escrever qualquer permutacao dessa forma: abra um par de parénteses, em
seguida anote o menor inteiro que nao é fixado pela permutacao dada. Agora, liste a
imagem deste inteiro sob a permutacao, seguido por sua imagem e assim por diante,
feche os parénteses quando completar o ciclo. Abra um novo par de parénteses, liste
0 menor inteiro que até agora nao foi mencionado e que é movido pela permutacgao, e

assim sucessivamente.
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Exemplo 4.9.

i)

123456789
1 89 36 2754

] — (2856)(394)

i)

1 2345678
8 1.6 7 3 5 4 2

] — (182)(365)(47)

i1i) Os elementos de S3 sao: ¢, (12), (13), (23), (123), (132).
iv) O célculo (*) torna-se: (12)(23) = (123) e (23)(12) = (132).

Com esta nova nota¢do uma permutagao (ajas...a;) dentro de um par de parénteses
¢ chamada uma permutacgao ciclica. Que envia a; em as, as em as, ..., Gx_1 €M ay
e a; em ap, deixando todos os outros fixados. O ntmero k£ é seu comprimento e a
permutacao ciclica de comprimento k é chamada um k-ciclo. Um 2-ciclo é chamado
uma transposi¢ao. O argumento acima mostra que todo elemento de 5, pode ser escrito
como um produto de permutacoes ciclicas disjuntas, no sentido de que nenhum inteiro
¢ movido mais de uma vez.

Veja novamente o exemplo (i) onde temos (2856) e (394). O primeiro deles afeta
apenas os inteiros 2, 5,6 e 8 e 0 segundo move apenas 3,4 e 9. Como estas permutagoes
sao disjuntas, elas comutam entre si, ou seja, (2856)(394) = (394)(2856). Claro que
isto é um resultado geral, se a e [ sao elementos de S, e se nenhum inteiro é movido
por ambas a e (8 entao a5 = fa. A decomposicao de um elemento de S, como um
produto de permutacoes ciclicas disjuntas é tinica a menos da ordem na qual elas sao

escritas.

Teorema 4.4. As transposicoes em S, juntas, geram S,.

(Ver [3])

Tomemos o exemplo do Sy,

ay as az a4 ay as agz Qa4 ap az a3 Q4 1 Az asz a4
az as a4 aqg as az a as as ayp Q4 Q2 A1 asz a4
Na nossa notacao temos:

(a1a2a3a4) = (a1a4) (alag) (alag)

Um elemento de S, que pode ser expresso como produto de um nimero par de
transposicoes é chamado uma permutacao par; os que podem ser escritos como

produto de um niimero impar de transposicoes sao permutagoes impares.

(arag...a) = (a1ag)...(ara3)(a1az),

uma permutacao ciclica é precisamente par quando seu comprimento é impar.
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Definicao 4.6. O grupo alternado de grau n, denotado por A,, é o conjunto de todas

as permutacoes pares em S,.
Teorema 4.5. A, A S,, de ordem %n!
(Ver [3])
Teorema 4.6. Paran > 3, A, € gerado pelos 3-ciclos.
(Ver [3])
Exemplo 4.10. Os doze elementos do A4 sao
s (12)(34), (13)(24), (14)(23),

(123),  (124),  (134),  (234),
(132), (142),  (143),  (243).

Os elementos restantes de Sy, as permutacoes impares, sao

e, (12),(13),(14),(23), (24),(34),
(1234), (1243), (1324),
(1432), (1342), (1423).

Propriedade 4.1. O grupo de simetria rotacional do tetraedro é isomorfo ao A4. O
cubo e o octaedro possuem grupos de simetrias rotacionais que sao isomorfos ao S;. O

dodecaedro e o icosaedro possuem grupos de simetrias que sao isomorfos ao As.

O cubo e o dodecaedro sao solidos duais ao octaedro e icosaedro, respectivamente
e, portanto possuem grupos das rotacoes isomorfos. Como exemplo vamos examinar

um deles, o dodecaedro.

Figura 4.7: Cubo Inscrito no Dodecaedro

A figura 4.7 mostra um cubo dentro de um dodecaedro. Cada vértice do cubo é um
vértice do dodecaedro, e cada aresta é uma diagonal de uma das faces pentagonais. Se

vocé olhar para um pentagono em particular, exatamente uma das suas cinco diagonais
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serd um lado do cubo. Nao existe nada de especial sobre esta diagonal e claro existem
quatro outros cubos inscritos correspondendo as outras quatro diagonais do pentégono.
Estes cinco cubos sao permutados através de cada rotacao do dodecaedro.

Vamos checar que o grupo das rotagoes de um dodecaedro regular é isomorfo ao

As, daremos uma ideia de como deve ser feito, usando os seguintes passos:

i) Existem 20 vértices, 30 arestas e 12 faces. Em cada par de faces opostas (6 pares)
temos 4 rotagoes diferentes, ou seja, um total de 24 rotacoes. Temos uma tinica rotacao
por pares de arestas opostas (15 pares), totalizando 15 rotagdes. Pelos pares de vértices
opostos, que sao 10 pares, temos 2 rotacoes em cada par, gerando 20 rotacoes ao todo.
Logo, 24 4+ 15 + 20 juntamente com a rotacao identidade nos fornece um total de 60

rotacoes distintas no dodecaedro.
i1) De acordo com o Teorema 4.5 a ordem de A; é 5!/2 = 60.

i71) Temos cinco cubos inscritos no dodecaedro, veremos que cada rotagao do do-
decaedro produz um elemento de S;, basta enumerar os cubos inscritos de 1 até 5.
Vamos analisar primeiramente uma rotacao sobre o eixo que passa pelo centro de

faces opostas, girando 27/5. Neste caso, antes de aplicarmos a rota¢ao temos

Figura 4.8: Rotagao pelo centro de faces opostas (antes)

e apOs aplicarmos a rotagao sobre o eixo

Figura 4.9: Rotacao pelo centro de faces opostas (depois)
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vemos claramente que obtemos outro elemento de S (um cubo diferente).

Agora vamos analisar uma rotacao sobre um eixo que passa pelos pontos médios de

arestas opostas, girando 7. Antes da rotacao temos

Figura 4.10: Rotagoes por pontos médios de arestas opostas (antes)

e apds a rotacao teremos

Figura 4.11: Rotagoes por pontos médios de arestas opostas (depois)

Observamos que o cubo é diferente do anterior (outro elemento de Ss)

Da mesma forma que nos casos anteriores, veremos que uma rota¢ao sobre um eixo
que passa por pares de vértices opostos, girando 7, nos fornece outro elemento de Ss.

Antes da rotacao

Figura 4.12: Rotagoes por pares de vértices opostos (antes)

depois da rotacao
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Figura 4.13: Rotagoes por pares de vértices opostos (depois)

iv) Considerando as rota¢oes em torno dos eixos que ligam pares de vértices opostos,
mostramos que todo 3-ciclo em S5 é dado dessa forma.

v) Lembrando do teorema 4.6 que diz que para n > 3 os 3- ciclos geram A,,, temos
que os 3-ciclos em S5 geram o As. [J

4.1.5 O Grupo dos Quatérnios

Em 1843, Hamilton introduziu os quatérnios como um modo de generalizar a al-
gebra dos niimeros complexos para dimensoes mais altas. Nos os usaremos também
para representar reflexdes e rotacoes no R3, algebricamente. Ha varias maneiras de
descrever os quatérnios, mas fundamentalmente eles sao pontos do espaco euclidiano
4-dimensional R%.

Um quatérnio é uma expressao a + bi + c¢j + dk, a,b,c,d € R. O conjunto dos
quatérnios é denotado por H.

Vamos definir uma adi¢do ao conjunto dos quatérnios, de modo que (H, +) seja um
grupo abeliano.

Sejam x = ay + asi + azj + ask e y = by + bat + bsj + byk dois quatérnios. A soma
é um quatérnio definido por z = (a; + b1) + (a2 + b2)i + (a3 + b3)j + (a4 + by)k.

O elemento neutro é 0+ 07+ 07 + 0k e o oposto do elemento x = a1 + asi + azj + ask
é 0 elemento —x = —ay + (—a2)i + (—ag)j + (—aq)k.

Este exemplo é interessante, pois definindo-se a multiplicacao de seus elementos de
maneira a respeitar a multiplicacao dos complexos, obtemos um anel de divisao, ou

seja, um anel que s6 nao tem a propriedade comutativa para ser um corpo.

4.2 Homomorfismos de Grupos

Definigao 4.7. Sejam (G, %) e (H,A) dois grupos. Um homomorfismo é uma fung¢ao
h : G — H tal que para todos x,y em G, tem-se h(x *y) = h(x)Ah(y). Se o
homomorfismo for injetor, entao é chamado de monomorfismo, se for sobrejetor, é
chamado de epimorfismo e se for bijetor, entao € um isomorfismo.

O kernel ou o nicleo de um homomorfismo h, denotado por ker h é o conjunto dos

pontos de G que sao levados por h no elemento neutro de H, i.e.
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kerh ={z € G, h(x) = en}.
Observemos que um homomorfismo h é injetor se, e somente se, kerh = {eg}.

Definicao 4.8. Dois grupos (G,*) e (G',-) sao isomorfos se existir uma bijecio ¢
entre G e G' que satisfaz o(x xy) = o(x) - ©(y) para todo x,y € G. A fungao ¢ é
chamada de isomorfismo entre G e G, e denotaremos G = G'.

Observemos que a composta de dois isomorfismos é um isomorfismo. De fato, dados
f:G— Hegqg: H— G dois isomorfismos, entao a composta g o f ¢ uma bije¢ao

de G em G’ e além disso, dados z,y, € G, tem-se:

(go M) wxy)=g(f(x)Af(y)) =g(f(x) - 9(f(y)) = (go f)(x)- (g0 f)y).
Segue deste resultado que se G =2 H e H = @', entao G = G.

Exemplo 4.11. Defina ¢ : R = R% por ¢(z) = ¢”. Entao ¢ é uma bijecao e
oz +y) =" = e’ = p(x)p(y) para todos =,y € R. Entao R e R, sdo grupos
isomorfos. Lembrando que a operagao do grupo é a adicao em R, considerando que em

R? € a multiplicacao.

Exemplo 4.12. Conhecemos uma boa parte do tetraedro. Este possui doze rotacoes

que formam um grupo nao abeliano G. Podemos aprender mais da seguinte forma.

r, 2m
3

Figura 4.14: Rotacoes no Tetraedro

Numerando os vértices por 1,2,3 e 4 como na figura 4.14, cada rotacao simétrica
induzem uma permutacao dos vértices e portanto uma permutacao dos primeiros 4
inteiros. Por exemplo, a rotagao r ilustrada induz uma permutagao ciclica (234) e s
induz (14)(23).
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Trabalhando da mesma forma com todas as outras possibilidades produzimos os
doze elementos de Ay. Se duas rotagoes u,v induz permutacoes «, 3 respectivamente
entao uv claramente induz af.

Portanto, a correspondéncia
rotacao simétrica — permutacao induzida

mostra que G é isomorfo ao Ay .

Exemplo 4.13. Qualquer grupo ciclico infinito é isomorfo a Z.
Se (G,-) é um grupo ciclico infinito, e se z gera G, isto ¢ G = {e,z,2% ...} e seja

¢ : G — Z dada por @(z™) = m, entdo ¢ é uma bijegao e

p(a™ - a") = p(a™™) = m+n = (™) + p(z").
Isto mostra que ¢ é um isomorfismo.

Exemplo 4.14. Qualquer grupo ciclico finito de ordem n é isomorfo a Z,. Se G é
um grupo ciclico de ordem n, e se = gera G, isto é G = {e,z,2?%,...,2" '} define-se

¢ : G — 7, por p(z™) = a, onde a = m(mod n). Entdo ¢ é um isomorfismo.

Exemplo 4.15. Nao existe um isomorfismo entre (Q,+) e (Q7, ).
Suponhamos ¢ : Q — Q* seja um candidato. Escolhemos z € Q tal que p(z) = 2,

entao

e(372)=¢(3)e(3) =2

T
e <§> tem que ser V2. Devido v/2 ser irracional, temos uma contradicao.

Exemplo 4.16. D3 e S3 sao isomorfos.

Ds = {e,r,s,r% rs, r’s}
Sy = {2, (12), (13), (23), (123) e (132)}

Faremos a seguinte correspondéncia:

e—e, s— (12), r—(123), r* — (132), rs — (13), r’s — (23).

Observamos que o Nicleo é igual a e, e portanto é injetora. Esta correspondéncia

também é sobrejetora e ¢ um homomorfismo. Basta verificar nos geradores r e s,

rs — (13) = (123)(12);
r? — (132) = (123)(123);
st =r%s — (23) = (132)(12).
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Exemplo 4.17. Consideremos G = {1,—1,i,—i} com a multiplicagdo de nimeros
complexos. Temos que G =< i > ou G =< —i >. Por exemplo, para G =< ¢ > temos
1l=4 —1=i=ie —i=71,

A correspondéncia da um isomorfismo entre G e Z,

G— 7y
1— 0
i— 1
1= 2
—i— 3

Propriedade 4.2. Seja ¢ = G — G’ um homomorfismo.

1. p(e) =¢€.

Para todo x pertencente a GG, temos:

'p(x) = plexx) = p(e) - ¢(z), Yz €G.
Pela lei do cancelamento, segue que ¢(e) = €', o elemento neutro de G

2. p(z™") = [p(x)]

Observemos que,

(™) - p(z) = p(z 7 z)p(e) = €

p(r)p(z™) =,
portanto ¢(z~1) é o inverso de ¢(z).

3. Se H < G entao p(H) < G

/

Sejam ', y' € p(H). Assim, existem z,y € H tal que p(z) = 2" e p(y) = v
H ¢é subgrupo de G, o que implica que zy~' € H.
Temos que,

plaxy™) =p(@) oy™) =¢) ey) ™ =2'(y)",

portanto z/(y') ™ € ¢(H).

Como H < G, o elemento neutro pertence a H, logo ¢(e) pertence a p(H), mas
ple) =e.
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4. A composta de dois homomorfismos ¢ um homomorfismo.

De fato, sejam f : G — G’ e g : G’ — G dois homomorfismos entre grupos
(G,%),(G",-) e (G", ). Entéo Vz,y € G,

(gof)(zxy) = g(f(zxy)) = g(f(x)-f(y)) = g(f(x))Dg(f(y)) = (gof)(x)Algof)(v).

Observemos que se f e g forem isomorfismos, entao g o f também o sera.

5. Se ¢ é um isomorfismo e o(x) = m entao o(p(z)) = m.

De fato, se x € G tem ordem m, entdao m é o menor inteiro positivo tal que

m

x™ = e. Segue do fato de que ¢ é um isomorfismo e pela propriedade 1, que

o(@™) = (p(x))™ = €. Mostremos que m é o menor inteiro positivo com esta
propriedade. Suponhamos que exista um inteiro positivo & < m tal que (¢(z))* =
¢’. Entdo p(x*) = €, 0 que implica que z* € keryp que por ser um isomorfismo s6

tem o elemento neutro e. Isto nos da uma contradicao, pois m é a ordem de z.

Exemplo 4.18. Os grupos (Z,+) e (Q*,-) nao sao isomorfos. De fato, suponhamos
que existe um isomorfismo f : Z — Q*. Entao f(0) = 1. Além disso, —1 € Q* e f &
sobrejetora, entao existe x € Z tal que f(z) = —1.

Logo

flx+z) = f(x)- f(z) =1, e portanto 2z € Ker f = {0}, pois f é injetora.

Logo 2z = 0 = x = 0 (contradi¢do), pois teriamos

F(0)=1e f(0) = —1.

4.3 Grupos Quocientes

Exemplo 4.19. Seja H um subgrupo de G e seja i a colecao de pares ordenados
(z,y) com elementos de G que satisfazem y~'z € H. E facil verificar que R é uma
relagao de equivaléncia em G (Para qualquer z € G temos z 'z =e € H,sey 'z € H,
entao vy = (y o)™ € H, ese y 'z, 27y € H, entdo 27z = (z7ly)(y'2) €
H). A classe de equivaléncia de um elemento g de G é formada por todos os = €
G que satisfazem ¢g~'z € H. Sempre que x = gh para qualquer elemento h de H,
podemos garantir que g~ 'z pertence a H. Portanto, R(g) ¢ o conjunto gH obtido pela
multiplicacao de todo elemento de H pela esquerda por g. Este conjunto gH é chamado
classe lateral a esquerda de H determinado por g. Pela proprosicao a seguir sabemos
que classe lateral a esquerda distintas de H em G formam uma particao de G. Se R for
mudada para a cole¢ao de pares ordenados (x,y) € GxG, tal que zy~' € H, novamente
teremos uma relacao de equivaléncia em G. Dessa forma a classe de equivaléncia de

g é classe lateral a direita Hg, obtida se multiplicarmos todo elemento de H a direita

por g.
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Proposigao 4.1. Seja H < (G,x*). O conjunto {aH,a € G} constitui uma parti¢ao
de G.

Prova: para cada a € G, temos:
a=axe€aH CGou{a} CaH CQG.

Também

UAa} c (J(aH) cG.

aeG aeG

Pelo fato de G = U {a} temos:

a€eG
G =J(@H).
aeG

Dados duas classes aH e bH, entao

1. aH =bH
ou
2. aH # bH

Suponhamos que aH NbH # & entao existe t € aH ex € bH = x=axh,h € H
ex=bxkk€ H=>axh=bxk=>a=bxkxh!=>blyxaxh=k=>blxa=
k*h™ < aH =0bH.

Provaremos que aH = bH < b 'xac H H < G.

(=) Se aH = bH, entao existe z = a*xh,h € Hex =bxk,k € H= axh =
bxk=b'lxaxh=k=b'xa=kxh ' comokc Heh€ Hentaokxhtec H
pois H & grupo, entdo b~'a € H.

(<) provaremos que aH C bH (i) e bH C aH (7).
(i) Seja x € aH. Entdo x =a*h, com h € H. Temos que b™' sz = (b"' xa) x h =
a € H. Logo

blyr=a=2=bxacbH,

(ii) Seja = € bH. Entdo x = bx h, com h € H. Temos que x xh™' =b = b1 =
hxx™t'=btxa=hxx"!%a Logo
v Vxa=h"'% (b xa) € H. Entao,

v 'xa=k, comk¢c H,ousejax=ax*k™ ! com k™' € H. Portanto x € aH. [

Teorema 4.7. Teorema de Lagrange: Seja G um grupo finito. A ordem de qualquer

subgrupo de G divide a ordem de G.
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Prova: Suponhamos que |G| = n e seja H < G, com |H| = m. Ja vimos que
{aH,a € G} constitui uma particdo de G. Disto segue que n = |G| é igual a k vezes
o numero de elementos de cada classe lateral onde k é o nimero de classes laterais
distintas, i.e., G =a1HU...UaqH e a,H Na;H = & para i # j.

Lembrando que aH tem o mesmo numero de elementos de H, dada pela bijecao

a*xh — h, com h € H, segue que n = km, ou seja m | n.
Corolario 4.1. A ordem de todo elemento de G é um divisor da ordem de G.

Prova: Basta lembramos que a ordem de um elemento é igual a ordem do subgrupo

gerado por aquele elemento.
Corolario 4.2. Se a ordem de G € um nimero primo, entao G € ciclico.

Definicao 4.9. Dizemos que H é um subgrupo normal de G, denotado por H <1 G, se:
i) H<G;
it) Va € G,aH = Ha.

Proposicao 4.2. Seja H < G. Entao H <G se, e somente se, Ya € G,aHa™' C H.

Prova:
(=) Suponhamos H < G. Para todo a € G, sejay € aHa . Entao y =axh*a™ !,
com h € H. Observe que axh € aH = Ha pois, H <G. Portanto axh =[x*a,l € H.

Temos

y=(axh)xa'=(*a)xa'=1¢€H.
(<) Provemos primeiramente que Ya € G,aH C Ha. Seja y € aH. Entao y =
axh,h e H.

1

y=axh*xa xa¢€ Ha

pois (axh*xa ') €aHa ' C H.

Mostremos agora que Va € G,aH D Ha. Seja z € Ha. Entao z = h % a. Tomando

1

a=a -,

axa 'xhxacaH.
pois, a = (a™')"' e a=*Ha C H por hipotese. []

Exemplo 4.20. Se f : G — G’ é um homomorfismo, entdo ker f <G. As operacoes

de G e G’ sao, respectivamente, x e A.

Prova: Ja vimos que ker f < G. Provemos que Va € G,a - ker f -a™! C ker f.

1

Sejay €a-kerf-at logoy=ax*ax*a!, coma € ker f. Portanto

fy) = flaxaxa™) = f(a) & fa) & fla™") = f(a) & [f(a)] " = e =y Eker f. O
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Defini¢ao 4.10. Seja H < G. Definimos o conjunto quociente G/H = {gH, g € G}.

Vamos definir uma operacao em G/H.
G/H x G/H-%5G/H

(91H, goH) = (g1 H) @ (9o H) = (g1 * g2) H.
Provemos que & esta bem definida:

Seja (g1 H, 9o H) = (k1H, ko H).

Isto implica que:
ng:leékfl*gleH

ng:kQHik';l*gzeH

temos que (kyxks) "tk (g1xgo) = k;l*(k;fl*gl)*gg = k;l*(h*gg) = k;l*(gg*h’) eH
pois, h=k;'xgi € He Hgy = goH.
LOgO (k?l * /{52)71 * (91 * gg) € H= g1 * ggH =k x ko H.

Teorema 4.8. Seja H <G, onde (G, *) grupo. Entao (G/H,®) é um grupo.

Prova:

a) Associativa: Sejam aH,bH,cH em G/H.

[(axh)® (bxh)]®dcH = [(axb)H| ®cH = ((a*xb)xc)H = [ax (bxc)|H =
(@) ((b * ) H] = (aH) & [(aH) & (cH)

b) Elemento Neutro: Existe um elemento da forma eqH € G/H, tal que

(aH) ® (e¢H) = (axeq)H = aH
(ecH)® (aH) = (egxa)H = aH VaH € G/H.

Observe que e H = H pois e € H.
c¢) Elemento oposto: YaH € G/H, existe a 'H € G/H, poisa € G = a™' € G.

(aH)® (a'H)=(axa " YH =eqH = H
(a'H)® (aH) = (a ' xa)H =eqH = H
Portanto (G/H,®) é grupo. O

4.4 Teoremas de Isomorfismo

Teorema 4.9. Primeiro Teorema de Isomorfismo. O nicleo K de um isomor-
fismo ¢ : G — G' é um subgrupo normal de G e a correspondéncia xK — p(z) é um

isomorfismo do grupo quociente G/K na imagem de .
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Prova: Suponhamos que z,y € K, entao p(zxy~ ') = ¢(z)-o(y)

= e, mostrando
que zy ' € K. Certamente K é nao vazio pois, e € K, por isso K é um subgrupo de
G pela definicao 4.2. Se z € K e g € GG, entao
plgxzxg™") = p(g) - w(x) ¢(9)™" =¢l9) ¢lg)™ = e

Portanto, grg~! pertence a K e o subgrupo K ¢ normal em G.

Se duas classes laterais 2K, yK sao iguais, entdo y~'z € K. Aplicando ¢ temos
ey~ xx) =y~
funcao ¥ (xK) = ¢(x). Invertendo o célculo acima, mostra-se que se ¢(x) = ¢(y), entdo

~(x) = e, e portanto ¢(x) = p(y). Isto significa que temos uma
rK = yK, logo 1 é injetora. Esta é um isomorfismo pois,

Y(aKyK) = (ryK) = p(zy) = o(v)e(y) = Y(xK)(yK)

para quaisquer duas classes laterais *K, yK € G/K. Finalmente, a imagem de ¢ é a

mesma imagem de . Provamos que ¥ é um isomorfismo de G/H na imagem de . O

Corolario 4.3. Se a imagem de ¢ € todo G', entao G/K ¢é isomorfo a G'.

Exemplos: Podemos verificar facilmente que cada uma das seguintes fungoes é um

homomorfismo sobrejetor.

(i) Z — Z,, =z — x(mod n).

K =nZ, o conjunto de todos os maltiplos de n, e Z/nZ é isomorfo a L.
(i) R = S, 2 — ™™
K =7ZeR/Z é isomorfo a S'.
(iii) C—{0} — S, 2z — z/|z|.
K =R*" e C— {0}/RT ¢ isomorfo a S*.
Seja O,, o grupo das matrizes reais de ordem n cujo determinante é +1, SO,, o

grupo das matrizes reais de ordem n cujo determinando seja 1 e U, o grupo das

matrizes complexas.

(iv) O, — {£1}, A — detA.
K =S50, e 0,/50,, € isomorfo a Zs.

(v) U,—C, A—detA.
K = SU, ¢ U,/SU, ¢ isomorfo a C.

(vi) C—>C, z— 22
K ={+£1} e C/{£1} € isomorfo a C.
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(vii) O grupo Sy contém trés elementos de ordem 2, a saber (12)(34), (13)(24), (14)(23).
Juntamente com a identidade, estes elementos formam um subgrupo do S; que
é isomorfo ao grupo de Klein (vide pagina 64)e que denotaremos por V. Uma
conjugacao de uma permutacao 6 € Sy deve permutar nossos trés elementos de
ordem 2 entre si, pois elementos conjugados sempre tém a mesma ordem. Pelo
envio de cada 6 para a permutagio correspondente (desses elementos de ordem 2)
podemos produzir uma funcao de Sy em S3 que é um homomorfismo e sobrejetora.

Seu nicleo é precisamente V' e o corolario 4.3 mostra que Sy/V é isomorfo a Ss.

(viii) Um elemento de H da forma bi + cj + dk é chamado “um quatérnio puro”. Identi-
fique o conjunto de todos os quatérnios puros com R? através da correspondéncia
bi + cj + dk — (b,c,d). Se g é um quatérnio diferente de zero, a conjugacao
de ¢ envia os quatérnios puros em si mesmos e induz uma rotacio de R3. Esta
constru¢ao fornece um homomorfismo de H — {0} em SO;. Sua imagem é todo
0 SOs, seu nucleo ¢ R — {0}, e o corolario 4.3 mostra que H — {0}/R — {0} ¢é

isomorfo a SOs.

Teorema 4.10. Segundo Teorema de Isomorfismo. Suponha que H, J sao subgru-
pos de G, com J normal em G. Entao HJ é um subgrupo de G, HNJ é um subgrupo
de H, e os grupos quocientes HJ/J e H/H N J sao isomorfos.

Prova: Sejam g, ¢’ elementos de HJ e escreva g = xy e ¢ = 2'y/, onde z,2’ € H e
y,y € J. Entao

/

g9 —1 — xyy/—lx/—l — (l‘l‘lil)(l‘/yylill‘lil) c HJ,

pois J A G.

Logo HJ é um subgrupo de G pela definicao 4.2.

A funcido ¢ : H — H.J/J definida por o(r) = xJ é um homomorfismo. E so-
brejetora pois, se ¢ = vy € HJ, com z € H e y € J e, observando que J = yJ

temos

o(x) =aJ =zyJ = gJ.

O elemento x de H pertence ao nicleo de ¢ precisamente quando zJ = J, em
outras palavras, quando x € J. Portanto, o nicleo de ¢ ¢ H N J e o resultado segue do

teorema 4.9. J

Teorema 4.11. Terceiro Teorema de Isomorfismo. Sejam H,.J subgrupos nor-

mais de G e suponha que H estd contido em J. Entao J/H é um subgrupo normal de

G/H e o grupo quociente (G/H)/(J/H) é isomorfo a G/J.

Prova: A funcdo ¢ : G/H — G/J definida por p(xH) = xJ é um homomorfismo

e é sobrejetora. Uma classe lateral xH pertence ao niicleo de ¢ precisamente quando
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xJ = J, em outras palavras, quando = € J. Portanto, o ntcleo de ¢ é J/H e o resultado
segue do teorema 4.9. [J

4.4.1 Aplicacoes dos Teoremas de Isomorfismo

Lema 4.1. Z/pZ é isomorfo a Z,.

Prova: pZ = {pz, com z em Z}, (Z,+), (Zp,+,) ¢ Z, = {0,1,...,p — 1}.

Seja ¢ : Z — 7y
m—m
Vm,n € Z,p(m+n) =m+n=m+,n = p(m)+, ¢(n) = ¢ é homomorfismo.
Dado Z € Zp, entao 0 < z < p—1 e p(z) = Z. Portanto ¢ é sobrejetora e entao é
isomorfismo.
ker o = {m € Z; o(m) =m = 0} = pZ.
m=0< m=0(modp) & m=kpk€Z.

Aplicando o primeiro Teorema do Isomorfismo, Z/pZ ~ Z,. O

Exemplo 4.21. Seja G =< a > um grupo ciclico. Entao
1)G ~ Z, se G for infinito, ou seja G = {e, a,da?,...}.
2)G ~ Z,, se o(G) = n, ou seja G = {e,a,ad?, ...,a" '}.

Prova: Definamos: ¢ : Z — G, onde, | € Z — a! € G.

1) & um homomorfismo.
Sejam 1,1y € Z, (I + 1) = a2 = a1t x a'2 = p(11) * p(ly).

2)p é sobrejetora.

Seja z € G, existe k € Z tal que z = a*. Logo p(k) = a* = z.
3) i) Suponhamos G infinito.

ker o ={l € Z/p(l) = a' = e} = {0}.
Pelo primeiro teorema do isomorfismo, Z/{0} = Z ~ G.
i1) Suponhamos agora que G tem a ordem n, G = {e,a,da?,...,a" " '}.
Ker p={l€Z/p(l) =e} =nZ
Assim, Z/nZ ~ 7Zn e Z/nZ ~ G = Zn ~ G.

Exemplo 4.22. Provaremos que R/Z ~ S*.
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Z <R, com (R, +)

St={zeCz]| =1} = (S%,)

f:R— St
t — ™ = cos(27t) + isen(2nt).

i) f é sobrejetora, pois Vz € S, 3 0 tal que z = cosf + isenf.

Para t = 0/2m
f(t) = f(8/27) = cosh + isend.

it) f ¢ homomorfismo, pois Vii,ts € R
b+ ty) = 2TOH) = 2T 2T — f(1) - f(Ly).

iit) ker f = {t € R/f(t) = 1}. Mas, f(t) = ™ = €* = 1, como e*™ = cos2mt +
isen2nt = 1 + 07, temos

cos(2mt) =1 <t € Ze sen(2nt) =0

Portanto ker f = 7Z.

Pelo primeiro teorema do isomorfismo, R/Z ~ S*.

1
Exemplo 4.23. Seja G = ({ ( 0 711 ) ,n € Z} , ) um grupo. Provaremos que G é

isomorfo a Z.
1
Prova: (Z,+), definimos ¢ : Z — G como ¢(z) = ( 0 11: ) .

i) ¢ é homomorfismo.

Sejam x,y € Z, entao

w(y+$)=so(x+y)=<(1) lery):((l) 31/> ((1) f)z (y)p(z).

i1) @ é injetora.

10
Ker ¢ = Z€Z|g0(z):<

01 ) } = {0}. Logo, ¢ ¢ injetora.

i11) ¢ é sobrejetora.

1
Seja ( 0 T ) € G, tomando a € Z. Entao p(a) = (

jetora.

1 a
01 ) . Portanto ¢ é sobre-

Por i), i), i) e concluimos que ¢ é um isomorfismo e portanto Z ~ G.
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Exemplo 4.24. Seja (S, ), S' € C*. Veremos que S* < C* e que 6 : C — S definida
por 0(z) = z/||z|| € homomorfismo.

Prova: Primeiramente vamos mostrar que S' < C*.

i) Fechamento.
Sejam 21,2y € ST entdo [|z1|| = ||22]| = 1, logo ||z122|| = ||z1]| - ||22]] = 1, portanto

2129 € Sl.

i1) Elemento Neutro.

1 é o elemento neutro de (C*,-) e |[1|| = 1, portanto 1 € S*.

i17) Elemento Oposto.
Seja z € S, como C* é grupo, existe 271 € C*, veremos que ||27!|| = 1, de fato
b =1= |z =1 & [l [l =1= |z =1= 2" € S.

Por i),44) e iii) concluimos que S* < C*.

Vejamos agora que 6 é homomorfismo.

Sejam z1, zo € C*. Entao,

0(z122) = z122/||z122|| = 21/||21l| - 22/||22|| = 0(21) - 0(22). Portanto 6 é homomor-

fismo.
Sendo H = Ker 6 veremos aH geometricamente.

Ker § ={z € Clf(z) =1} =R3.

Geometricamente, al{ = {a + r;r € R* } é a semirreta abaixo (figura 4.15).

Figura 4.15: Semirreta aH

Exemplo 4.25. Consideremos (G, *), (G',A) e f: G — G’ epimorfismo.
Se H' < G', provaremos que G/f~*(H') ~ G'/H'.

FUHY) < G.
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G_f>(y

RN

G//Hl

Definamos ¢ : G — G'/H' por ¢(z) = f(z) & H'.
i) ¢ & homomorfismo, Vz,y € G, p(x +y) = f(rxy) o H = f(z) & f(y) A H =
flx) o H' + f(y) & H' = o(x) + ¢(y).

it) ¢ é sobrejetora. Seja o € G'/H', entao o = ¢ A H', ¢ € G', como [ é
sobrejetora, da € G, tal que f(a) = ¢'. Logo

pla)=f(a) A H =¢ «H = a.

Portanto ¢ é epimorfismo.

iit) Kerp ={x € Glo(x) = H'}={zx € G|f(x) A H = H'} = [~ (H).
fe) AH =H & f(z) e H &z € f~YH).

Assim, pelo primeiro Teorema do Isomorfismo segue que

G/Kero~G'/H = G/f Y (H)~G'/H'

Exemplo 4.26. Seja (G, *) um grupo. Fixando a € G, definimos:
0,:G— Gporog(r)=axx*xa ' VreqG.

1) o, é um isomorfismo.

Prova: i) 0, ¢ homomorfismo. De fato, sejam z,y € G, o,(v*y) = axxxy*a™! =

axzxa txaxyxal =o0,(x) x0,(y).

i1) 0, é injetora. De fato, Kero, = {z € G|o,(z) = ec} = {ec}-

1

Mas, 0,(x) = ax x *a™!, portanto z = eg

1

i1i) o, é sobrejetora. De fato, Vo € G, tomemos y = a™ " * x * a. Entao

1 1 1

o.(y) =axy*xa =axa  kx*xaxa =z

2) Denotando I(G) = {0,;a € G}, veremos que (I(G),0) é um grupo.

i) (Associativa). Sejam oy, 0, 0. € I(G), entao

1

)
(0a00p)00.)(x) = (0,00p)(ckzxc™t) = o (bxcxrxc xb7) = ax(bxc)xxx(cx

( =
b ) xal=ax(bxo(r)xb H*xat=ax((op00.)(x))*xat = (0,0 (cp00,))(x) =



Teoremas de Isomorfismo 59

(0qa004)00.=0,0(0y00.).

i7) (Elemento neutro). o. é o elemento neutro, pois o, o 0, = g,, de fato
Vo € G, (0.00,)(x) = 0.(04(7)) = 0c(a*xzxa™t) = exaxxxa txe™l =axrxa™! =
o.(z). e

0400, = 04, pois Vo € G, (0,00.)(x) = o,(exxx e ') = 0,(x).

i17) (Elemento inverso). Seja o, € I(G) entao o elemento inverso de o, é o,-1, de
fato
(0a001)(x) =cg(at*xxx(ah)™) =axalxzxaxa ! = (0,-100,)(x) =

op1(axrxat)=atxaxrxatxa =12 =0.(x). Ouseja, 0,00,-1 =0, = 0,4-100,.

Portanto I(G) é um grupo.

3) Seja A(G) ={f :
mos que /(G) A A(G).

Prova: [(G) A A(G) & fol(G)o f~t C I(G),Vf € A(G).

Seja h € fol(G)o f~'entao h = foo,o f~! mas, h(z) = (foo, o f')(z) =
(foow)(f~ (@) = flax f()wa) = fla) s £1-(2) % fla~) = fla) s [f(@)] " =
75(a)(@).

Logo

h = o0 € I(G). Portanto I(G) & A(G).

G — G;isomorfismo}, com a operagao composi¢ao. Mostrare-

4) Provaremos que G/cent (G) ~ I(G), com cent (G) ={c € G;cxx =z xc,Vx €
G}.
Prova: Defina ¢ : G — I(G), tal que ¢(a) = o,

i) v € homomorfismo. De fato, Va,b € G, p(a *b) = 04 = 04 0 0 = @(a) o @(b).
i1) ¢ é sobrejetora. De fato, seja o, € I(G), entao a € G e p(a) = o,

iti) Ker o = {a € Glp(a) = 0.} = cent (G).

pla) =0, 0, =0, 0,(x) =0.(x) =2,Vr € G

ou(r) =axzxa! =1 = ar =za¥r € G = a € cent (G).
Logo pelo primeiro Teorema do Isomorfismo

G/cent (G) ~ I(G).

Exemplo 4.27. Q/Z é um grupo infinito no qual todo elemento tem ordem finita.
Prova: Q/Z = {p/q+Z;p/q € Q} ={Z,p/q+7Z; (p,q) = 1} é infinito pois existem
infinitos racionais (tem a mesma cardinalidade).
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Seja p/q+7Z em Q/Z. Note que (p/q+ 7)1 = Z e portanto p/q+ Z tem ordem |q|,
ou seja, finita.

4.5 Teorema de Cayley

Definamos f, : G — G por f,(x) = a % x, para todo = pertencente a G, que é
bijetora, pois f,(z) = f.(y) = a*xx = axy, pela lei do cancelamento, z = y, para todo
yeG, r=a'xyeGe f,(x) = folatxy) = axa txy = y. Além disso, f,0 fy = fasb-
De fato, para todo z € G, (f,o fo)(x) = fa(bxx) =ax* (bxx) = (a*xb) xx = fou(x).

Seja Fg = {f.,a € G} com a composi¢ao de fungoes. F é um grupo.

Na realidade Fz < Sg, onde Sg é o grupo das permutacoes de G, definido na pagina
40.

De fato, a funcao f.,e € G é a permutacao identidade, que pertence a Fg.

Também se f,, f, sdo dois elementos quaisquer de Fg entdo f,o(fy) ' = foo fo-1 =

faxp-1 que pertence a Fg.

Teorema 4.12. Teorema de Cayley: Se G é um grupo, entao G € isomorfo a um

subgrupo do Sgq.

Prova:

Definimos ¢ : G — Fg por p(a) = f,.

Temos: p(a*b) = foup = fao fo = p(a) o p(b), logo ¢ um homomorfismo.

O Kerg ={a € G/p(a) = f.}, o que implica f, = f. & Vz € G, f,(z) = fe(x) =
a*xr == a=e, logo é injetora.

Vf. € Fg, temos a € G e p(a) = f4, logo é sobrejetora.

Portanto ¢ é um isomorfismo. [

Exemplo: Todo grupo de simetria de um sélido regular ¢ um grupo de permutacao.
Além disso, pelo Teorema de Cayley, todo grupo é isomorfo a algum subgrupo do grupo

de permutagoes.

Teorema 4.13. Se G € um grupo finito de ordem n, entdao G € isomorfo a um subgrupo
de S,,.

Prova: Se os elementos de GG sao enumerados 1, 2, ..., n de alguma forma, entao cada
permutacao de G induz uma permutacao de 1,2, ...,n. Isto nos da um isomorfismo de
Sq para S, e o subgrupo G’ de S é portanto isomorfo a um subgrupo G” de .S,,. Como
G é isomorfo a G', e como a composicao de dois isomorfismos ¢ um isomorfismo, G é
isomorfo a G". [J

Teorema 4.14. Teorema de Cauchy: Se p é um divisor primo da ordem de um

grupo finito G, entao G contém um elemento de ordem p.
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Prova: Precisamos de um elemento x € G — {e} tal que ¥ = e. Considere o
conjunto X formado por todas as sequéncias ordenadas z = (21, z2, ..., z,) de elementos
de G para o qual 2123 --7, = e. Nosso problema é encontrar uma sequéncia que
possua todas as coordenadas iguais, mas que nao seja (e,e,...,e). Para isto, vamos
analisar o tamanho de X. Se a sequéncia (x1, s, ..., ;) € para estar em X podemos
escolher 1, %9, ..., ¥, arbitrariamente de G e entao z, é completamente determinado
por z, = (x1x9---x,_1)"'. Logo, o nimero de sequéncias em X é |G|P™!, que é um
multiplo de p.

Seja R um subconjunto de X x X definido da seguinte forma. Um par ordenado
(x,y) pertence a R se y pode ser obtido por uma permutagao ciclica das coordenadas
de z ( z e y sdo p-tuplas de elementos de G).

Em outras palavras y é uma das

(l’l, T2y euny Z'p)

(Xp, 1y ooy Tp_1) (%)

(22, ..., xp, x1)

Note que todas estas permutacoes ciclicas pertencem a X. Por exemplo,
TpTy Ty = Tp(w1 -+ Ty 1,0, = xpex,t =e
p1 p—1 p\L1 p—1+p)Lp P~ p

mostra que (x,x1---T,—1) € X, e repetimos este processo da mesma forma com as
outras sequéncias.

E facil ver que R é uma relacao de equivaléncia em X e que a classe de equivaléncia
R(z) das sequéncias x = (xq, T3 - - - x,) é precisamente a colegao (x).

Se fizermos permutagoes ciclicas das coordenadas de uma sequéncia, sempre vamos
gerar p sequéncia diferentes? Certamente nao, no caso de e = (e, e, ...,e) onde per-
mutando ciclicamente as entradas ndo temos nada de novo, e R(e) contém apenas um
elemento. As distintas classes de equivaléncia de J constituem uma particao de X.

Somando os tamanhos dessas classes temos o total de elementos em X. Se cada
classe de equivaléncia de R(e) contém p elementos, entdo o tamanho de X serd con-
gruente a 1 modulo p, contradizendo nosso calculo anterior. Portanto, deve haver uma
sequéncia x = (z1, Ta, ..., Tp), que nao seja e, cuja classe de equivaléncia contém menos

que p elementos. Entao duas das permutagoes ciclicas em (x) sdo iguais, dizemos
(Trt1y ooy Ty Ty ooy Tp) = (Tsg1y ooy Ty 1,4 -y T)
Assumindo 7 > s e repetindo o ciclo p — r vezes para dar
(1, %2, ooy Tp) = (Tht1, ooy Tp, T1, ey Ti)

onde k = p — r + s. Igualando as coordenadas correspondentes observamos que

Ty = Thyi(mod p) Para 1 < ¢ < p, e consequentemente
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(1, T2y ooy Tp) = (Tt ooy Tpy T1y -ovy Ts)

onde os indices sao lidos “moédulo p”. Suponhamos ak + 1 e bk 4+ 1 congruentes
modulo p com 0 < a < b <p—1. Entao p divide (b — a)k, o que é impossivel, pois p é

primo e ambos b — a e k sao menores que p. Portanto os nimeros
Lk+1,2k+1,...,(p—Dk+1

sao todos diferentes quando lidos modulo p. Como existem p deles, 1é-los modulo p
d& apenas 1,2, ..., p possibilidades.

Concluimos que z; = 3 = ... = 1, isto nos da z§ = e como queriamos. [J

4.5.1 Conjugagao

Vamos comecar com o seguinte problema. Suponha que Ry é a reflexao em torno
da reta L no plano complexo C e que f é uma isometria de C. Qual é a féormula
para a reflexdo Ry(z) em torno da reta f(L)? Considere a aplicagao fRf'. Ela é
uma isometria que fixa todo ponto da forma f(z), onde z € L. Assim, fRyf~! ¢ uma
isometria que fixa todo ponto de f(L) e assim ou é a identidade I ou Ry). Mas
fRpf™' # I, pois do contréario Ry, = I, assim fRyf~' = Ry(z). Um argumento similar
mostra que se f(z) = ¢z, uma rotacdo em torno da origem, e se g(z) = z — a, entdo
gfg~! é uma rotacao em torno do ponto a € C. Estes sdo exemplos de conjugacio em

um grupo, que ¢ muito importante em grupos abstratos.

Definigao 4.11. Seja G um grupo e suponha que f e g estao em G. Dizemos que
f e g sao conjugados em G se existe algum h em G tal que f = hgh™'. A classe de
conjugacao de g, denotada por [g], € o conjunto {hgh™' : h € G} de todos 0s conjugados
de g. Finalmente, subgrupos Hy e Hy sao subgrupos conjugados de G se, para algum
h e G, tem-se HA = hHyh™!.

Observemos que se f e g sao conjugados, entao f* = (hgh™!)" = hg"h™!, assim

f™ = e se, e somente se, g" = e. Assim, elementos conjugados tem a mesma ordem.

Teorema 4.15. A relagio de conjugacao em um grupo G € uma relacao de equivalén-

cia, assim G € a unido disjunta de classes de conjugac¢ao mutuamente disjuntas.

Prova: Seja £ o subconjunto de G x G formado pelos pares (z,y) tal que x é

L'— 2. Sezxé

conjugado de y. Cada z € G é conjugado de si mesmo, pois exe~
conjugado de y, grg~! =y, entdo y é conjugado de x, pois ¢ 'yg = z. Finalmente, se
x é conjugado de y e y é conjugado de z, g17g; " =y, g2yg; * = 2, entdo x é conjugado

de z, pois

(9200)2(9201) " = ga(1297 )95 " = 92195 = =.
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Portanto, i é uma relacao de equivaléncia em G.
Desta forma, um subgrupo H de GG é normal se, e somente se, H é uma reuniao de

classes de conjugacao. [

Exemplo 4.28. Seja G o grupo diedral Dg. Os elementos de Dg sao

4

6,7’,7“2,?”3,7” ,7"5

s,rs,m2s,1°s, s, 105

e a multiplicacdo é completamente determinada, uma vez que sabemos 1% = e, s? =

e,sr = r°s. Para encontrar a classe de conjugacao de uma poténcia de r, dizemos r®
onde 1 < a < 5, devemos calcular gr®g—!, para algum g em Dg. Se g é a identidade
ou uma poténcia de r, obtemos r* novamente. Tomando g = s (e relembrando que
s~! = s) temos

srs = r970s% = 70,

Finalmente, se g = r’s, onde 1 < b < 5, entdo

(TbS)Ta(T'b )—1 — T’b(STaS)TG_b — T'b(TG_a)TG_b — TG—a'

Portanto, a classe de conjugacao de r® é {r® r%7%}. Para os elementos restantes

note que,

b btlybg 2041

P (rs)r™ s.

b b b—1

s enviam s em 72°s, (1°s)s(r’s) ™t = r%s, e enviam 7s em r®~1s,
2

Conjugagoes por 7

(r°s)rs(rbs)=! = r?*~1s. Portanto , os elementos s,72s,74s formam uma classe de con-

3

jugacao, como fazem 7s,73s,r°s. Em resumo, as classes de conjugacao do Dg sao

{e}, {r, 7"5}, {7“2, r4}, {r3}, {s, r’s, 7’43}, {rs, r’s, r5s}.

Teorema 4.16. O grupo diedral Do, tem uma classe de conjugacao de reflexoes se n

¢ impar e duas classes de conjugagao, se n € par.

— 6271'1/11

Prova: O grupo Ds, é gerado pela rotagio r(z) z e pela reflexdo o(2) =2z

no eixo real e elas satisfazem r™o = or~™ para todo inteiro m. Agora Ds, contém

n—1

exatamente n reflexoes, o,ro,--- ,r" "o e entao:

7

a) se k é par, entao r*o é conjugado a o;

k

b) se k é impar, entdo "o é conjugado a ro;

¢) ro é conjugado a o se, e somente se, n é impar.
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Fo = ri(ric) = ri(or=?) = rior~?. Segundo, se

Primeiro, se k = 2q, entao r
k = 2q+1, entdo r*o = (r**1)(rio) = ri(ro)r=9, que prova b). E se n = 2m — 1, entao

m +1

rmor~™m = r?mg = r"*lg = rg. Reciprocamente, se roc = rPor—P, para algum p, entao

1

ro = r?o, assim r?*~! = e. Assim, n divide 2p — 1 e n deve ser impar. [J

Exemplo 4.29. Dois elementos de .S, sao ditos ter a mesma estrutura ciclica se, quando
sao decompostos como produtos de permutacoes ciclicas disjuntas, ambos possuem o
mesmo numero de 2 — ciclos, o mesmo numero de 3 — ciclos, e assim por diante. Se
0,p € S, possuem a mesma decomposicao ciclica, escreva as decomposicoes ciclicas
de ¢ e 0 tomando os ciclos em ordem decrescente. Em ambos os casos incluem os
inteiros fixados a esquerda pela permutacao como ciclos de comprimento 1. Seja g o
elemento de S,, que envia cada inteiro mencionado em 6 no inteiro verticalmente abaixo

1 = ¢ pois a0 movimentar um inteiro de ¢ para 6, empurrando ao

em . Entao gbg~
longo de uma posicao em 6, entao voltando para ¢ é o mesmo que mover ao longo de
uma posicao em . Portanto, permutacoes que possuem a mesma estrutura ciclica sao

conjugadas em S,,.

Aqui esta um célculo especifico. As permutagoes § = (67)(2539)(14), ¢ = (12)(38)(5467)

sao ambas elementos de Sy e possuem a mesma estrutura ciclica consistindo de duas

transposi¢oes mais um 4 — ciclo. Nosso procedimento da

(2539)(67)(14)(8) g
(5467)(12)(38)(9)

e lemos g = (136)(254897). Assim, gfg—1(1) = g0(6) = g(7) = 2 = ¢(1), etc.

O elemento g nao é tnico. Escrevendo 6 como (2539)(14)(67)(8) e mantendo ¢ a
mesma temos g = (254)(36)(789).
Reciprocamente, permutagoes conjugadas tém a mesma estrutura ciclica. De fato, seja
0 = 60,05 - - - 0; um elemento de S,, escrito como um produto de permutacao ciclicas

disjuntas. Para qualquer g € S,, temos

9097 = g(01605 - 6,)g7" = (96197 ") (gbg™") - - - (9b:97").

Assumindo que 6; possui comprimento k, 0; = (ajas - - - ax), entao
90;9~ " (9(ar)) = gbi(ar) = g(as),
90;9~ " (g(az)) = gbi(as) = g
99,9~ (g(ar)) = gbi(ar) = g(ar).

também, se m nao é um dos g(ay), ..., g(ax) entdo 6; fixa g~ *(m) e

90:97"(m) = gg~"(m) = m.
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U= (g(a1)g(az)---g(ax)), uma permutagao ciclica de mesmo compri-

Portanto, g#;g9~
mento que 0;. Desde que gb,g71, gh2g7 ", ..., 90,9~ sao claramente disjuntas, concluimos

que gfg~! tem a mesma estrutura ciclica que 6.

Exemplo 4.30. Do exemplo anterior sabemos que as classes de conjugacao do Sy sao
{e}

{(12), (13), (14), (23), (24), (34)}

{(123), (132), (142), (124), (134), (143), (243), (234)}

(1234), (1432), (1243), (1342), (1324), (1423)}
(

12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

~= A

E sobre as classes de conjugacao do A4? Devemos ter cuidado, se 6, € A4 tem
a mesma estrutura ciclica, existe certamente um elemento g € S, tal que gfg=! = o,
mas pode nao ser possivel produzir uma mesma permutacao g com estas propriedades.
Por exemplo se g(123)g~! = (132), entao (g(1)g(2)g(3)) = (132) e g deve ser uma das
transposigoes (23), (13), (12). Entao g ndo pode estar em A,. As classes de conjugacao
do A, sao

{e}
{(123), (142), (134), (243)}
{(132),(124), (143),(234)}

{(12)(34), (13)(24), (14)(23) }

Estas classes possuem uma interpretagao geométrica simples. Identifique A4 com o
grupo de simetria rotacional de um tetraedro regular da forma usual. Dado um eixo
de simetria através de um dos vértices, podemos girar por 27/3 para que , quando
visto a partir do vértice em questao, a face oposta move-se no sentido horario. As
quatro rotacoes desse tipo sao conjugadas, como sao as outras quatro, onde as faces se
movem no sentido contrario. Essas classes correspondem as duas classes de conjugacao
distintas de quatro 3—ciclos. A rotacao identidade forma uma classe de conjugacao por
si 80, e as classes restantes consistem de trés rotacoes por 7 sobre os eixos determinados

pelos pontos médios de pares de arestas opostas.

4.6 Produtos

O produto direto G x H de dois grupos G e H é constituido por pares ordenados
(g,h), onde g € G e h € H e com a multiplica¢ao definida por

(g,h)(¢', 1) = (g9q',hl),Ng,¢g' € G;Vh,h' € H.

A propriedade associativa segue diretamente da associatividade de G e H. O par

(e,e) é a identidade, e (¢g7!, h™') é o inverso de (g, h). Entao G x H com esta operagao
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é um grupo.

A correspondéncia (g, h) — (h, g) deixa claro que G x H é isomorfo a H x G. Se G
ou H for um grupo infinito, entao G x H é infinito, por outro lado a ordem de G x H
¢ o produto da ordem de G pela ordem de H. Se G e H sao ambos abelianos, entao
G x H é abeliano. Também G ¢é isomorfo ao subgrupo {(g,e)/g € G} de G x H pela
correspondéncia g — (g, ¢€), e H é isomorfo ao subgrupo {(e,h)/h € H} por h — (e, h).
Uma vez que todo subgrupo de um grupo abeliano é abeliano, temos que se G x H é
abeliano, entao ambos G e H sao abelianos. O produto direto G; X - -+ x GG, de uma
colecao finita de grupo tem elementos (z1,--- ,z,) onde z; € G;, 1 < i < n, que sao

operados segundo a lei:
(1‘1, T 7IN)(xllv T 7'T;z) = (x1$iv T 7Inx;z)

Novamente, se alterarmos a ordem dos fatores sempre teremos um grupo isomorfo.

Exemplo 4.31. Z, x Z3 possui seis elementos, (0,0),(1,0),(0,1),(1,1),(0,2), (1,2)

com a operagao

(z,y) + (2" y) = (x +2 2",y +39).

Usaremos + para a estrutura de grupo, uma vez que temos “adi¢ao” em cada fator.
Adicionando o elemento (1, 1) vérias vezes com ele mesmo podemos completar todo o
grupo. Portanto, Zy X Zs é ciclico e isomorfo ao Zg. Um especifico isomorfismo entre
Ty X 73 e Zg € dado por

(0,0) = 0 (LH)—1 (0,2) =2
(1,0) —» 3 (0,1) » 4 (1,2) =5

Exemplo 4.32. De forma semelhante podemos escrever os quatro elementos de Zo X Zs
como (0,0),(1,0),(0,1),(1,1), desta vez se tratando da adicao modulo 2 em ambas as
coordenadas. Cada elemento diferente da identidade possui ordem 2, logo o grupo nao
é ciclico.

Lo X Zsy as vezes ¢ chamado de grupo de Klein.

Exemplo 4.33. Vamos agora escrever R"” como produto direto de n copias de R. Os
elementos de R" sdao vetores x = (x1, -+ ,x,) e a operacao do grupo é a adi¢ao de

vetores
r+y=(x1+y,  Tn+Yn)

Teorema 4.17. Z,, X Z, ¢ ciclico se, e somente se, (m,n) = 1, onde (,) denota o

mator divisor comum entre m e n.
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Prova: Seja k a ordem do elemento (1, 1) em Z,, X Z,. Adicionando (1,1) k vezes

teremos (0,0), em outras palavras
(k(modm), k(modn)) = (0,0).

Isto significa que m e n sao ambos fatores de k. Se o maior divisor comum de m e
n é 1, entao mn pode ser um divisor de k, e portanto k = mn. Logo, neste caso (1,1)
gera, Z,, X Z, e teremos um grupo ciclico. Agora seja d o maior divisor comum de m
e n, e suponhamos que d seja maior que 1. Mostraremos que Z,, X Z, nao é ciclico.

Sejam m' = m/d e ' = n/d. Para qualquer elemento (x,y) de Z,, X Z,, temos

m'dn/(z,y) = (m'dn'z(modm), m'dn’y(modn)) = (mn'z(modm), m'ny(modn)) =
(0,0)

Entao a ordem de (x,y) é m'dn’. Portanto, Z,, X Z, nao contém um elemento de

ordem mn e consequentemente nao é ciclico. [

Exemplo 4.34. Seja I a matriz identidade 3 X 3 e vamos denotar por J a matriz —1.
Ambas I e J comutam com todas as matrizes em O3, e juntas formam um subgrupo
de O3 de ordem 2. Vamos mostrar que Oz é isomorfo ao produto direto de SO3 e este

é subgrupo. Definimos
0 :S03 x{I,J} — O3 por p(A,U) = AU,

onde A € SO; e U € {I,J}. Entao ¢ preserva a estrutura algébrica envolvida,
pois,

o(A,U)(B,V) = ¢(AB,UV) = ABUV = AUBV = o(A,U)p(B,V)

para todo A, B € SO3 e U,V € {I,J}. Se o(A,U) = p(B,V), entao AU = BV,
logo det (AU) = det (BV). Mas

det (A-U) =det (A)-det (U) = det (U)

pois, A € SOs3, e da mesma forma det (BV') = det (V). Porisso, U =V, A= B, e
concluimos que ¢ é injetora. Sé nos resta checar que ¢ é sobrejetora. Dado A € Os,
ou A € SOs, neste caso A = p(A,I), ou AJ € SO3 e A = @(Al,J). Isto completa o
argumento.

Notamos que {I,J} é isomorfo a Zs, enviando I em 0 e J em 1. Portanto, Oz é

isomorfo a SO3 x Zy quando n é impar. Para n par este resultado nao é valido.

Teorema 4.18. Se H e K sao subgrupos de G para o qual HK = G, se eles possuem
apenas o elemento identidade em comum, e se todos os elementos de H comutam com

todos os elementos de K, entao G € isomorfo a H x K.
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Prova: Definamos ¢ : H x K — G por ¢(z,y) = zy para todo x € H,y € K.

Entao

e((z,y) (', y) = plaz’,yy) = 22'yy = 2yz'y = p(z,y)e(x,y).

Dessa forma ¢ leva a multiplicacao de H x K na mesma operacao de G. Se (x,y) =

o(x',y'), entdo xy = 'y e, portanto,
() e =yy "

Como o lado esquerdo pertence a H e o lado direito pertence a K, ambos pertencem
a HN K e portanto deve ser a identidade. Assim, z = 2, y = y e ¢ é injetora. Sa-
bemos também que HK = G, o que significa que todo elemento de G pode ser escrito
como um produto de z -y para algum x € H,y € K. Portanto, ¢ é sobrejetora e nos

d4 um isomorfismo de H x K em G. I

Como uma aplicagao do teorema de Cauchy, mostraremos que um grupo de ordem

6 deve ser ciclico ou diedral.
Teorema 4.19. Um grupo de ordem 6 € isomorfo ao Zg ou isomorfo ao Ds.

Prova: Seja G um grupo que contém 6 elementos. Usaremos o teorema de Cauchy
para selecionar um elemento = de ordem 3 e um elemento y de ordem 2. As classe

laterais < z >, < x > y nos dao seis elementos
2 2
67 x? X Y y? ‘ry7 x y

que preenchem G. Agora yxr é um desses seis elementos e certamente nao esta
em < x > nem ¢é igual a y. Se yr = zy, entao 4.18 mostra que G é isomorfo a
< x> X <y >, eporisso Zs X Zsy é ciclico por 4.17. Por outro lado yz = 2%y e
trocando x por r e y por s temos um isomorfismo de G e D3. [

Nao é muito dificil de mostrar que se p é um primo impar, entao qualquer grupo

de ordem 2p pode ser ciclico ou diedral (ver secao 4.3).

Temos uma boa quantidade de informacoes sobre grupos de pequena ordem. Qual-
quer grupo de ordem 2,3,5 ou 7 é ciclico pelo corolario 4.2, um grupo de ordem 4 é
isomorfo ao Z4 ou grupo de Klein, e qualquer grupo de ordem 6 ¢é ciclico ou diedral. A
situagao para ordem 8 é mais complicada. Temos a uniao de quatro grupos, cada um
com 8 elementos, sao eles, Zg, Zy X Lo, g X Ty X L € Dy.

Um quatérnio (ou nimero hiper - complexo) é uma expressao da forma
a+ bi + cj + dk,

onde a, b, c,d sao nimeros reais e i, j, k satisfazem
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2=2=k=-1,ij=—ji = k. (%)

O conjunto de todos os quartérnios é denotado por H (vide exemplo 4.15).

Os oito simbolos +1, 44, +75, £k, quando multiplicados entre si de acordo com (x)
formam um grupo Q.

O grupo Q nao é abeliano (por isso nao pode ser isomorfo a Zs, Zy X Zo, Lo X Lo X L)
e como %1 sao os Unicos elementos de ordem 2, este nao é isomorfo ao Dy, que contém

5 elementos de ordem 2.

Teorema 4.20. Um grupo de ordem 8 é isomorfo a algum dos sequintes grupos: Zsg,

Z4><Zg, ZQXZQXZQ,D4 eQ.

Prova: Seja G um grupo que possui oito elementos. Se existe um elemento de
ordem 8, entao GG é isomorfo ao Zg. Suponhamos que a maior ordem de um elemento
de G é 4. Escolhemos um elemento x cuja ordem é 4 e um elemento y de G— < x >.

As classes < x >, < x > y preenchem G e fornecem os elementos
2 .3 2, .3
e’x7x ’I 7y7my7x y7x y'

Sabemos que yz nao estd em < x >, ndo pode ser igual a y (pois, se yr = y nos
da x = e) e nao pode ser igual a 2%y (pois, se yr = x?y, leva em = = y~'z%y, que por
sua vez nos da z* = y~'a?yy~lz?y = e). Portanto, yz é zy ou x3y. Além da ordem do
elemento y ser 2 ou 4. Observe que y* nao pode pertencer a < x > y (y nao pertende
a < z >) e nao pode ser igual a = ou z* (pois a ordem de y nao é 8). Entdo se y possui

ordem 4, entao y? = x2. Por isso temos quatro possibilidades:

i) Se yr = xy e y> = e, o grupo é abeliano e x — (1,0), y — (0,1) leva um

isomorfismo entre G e Zy X Zs.

ii) Se yr = 23y e y* = e, entao x — r, y — s determinam um isomorfismo entre
Ge D4.

ii1) Se yr = xy e y* = x?, o grupo é abeliano, ry ' tem ordem 2, e v —
(1,0), zy~! — (0,1) fornecem um isomorfismo entre G e Z, X Zs.

2

iv) Finalmente, se yz = 2%y e y* = 2?, entdo * — i, y — j determinam um iso-

morfismo entre G e Q.

E se cada elemento de G — {e} tivesse ordem 2 7

Neste caso G ¢ um grupo abeliano. Escolhendo x,y, z de G — {e} de tal forma que
z # xy, o subgrupo H = {e,z,y,zy} é isomorfo a Zy X Zy e se K =< z > checamos
facilmente que HK = G e H N K = {e}. Portanto, G = H X K = 7y X Zy X Zs por
4.18.






5 Grupo de Frisos

Os grupos de isometrias mais conhecidos em C sao os grupos de papel de parede e
os grupos de frisos. Nosso objetivo é apresentar os grupos de frisos como uma aplicacao
dos estudos desenvolvidos.

Um friso é uma faixa decorativa com um padrao repetido e um grupo de frisos é
um grupo de simetrias de algum friso. Grupos de frisos sao frequentemente descritos
através de desenhos repetidos, ao longo de uma reta, mas iremos dar uma abordagem
mais analitica a fim de ilustrar o uso da teoria de grupos.

Dado qualquer grupo G de isometrias em C, o conjunto 7 de translagbes em G
é um subgrupo normal de G. Para vermos isto, tomemos qualquer translacao em G,
f(2) = z+t. Lembramos que qualquer isometria direta em G ¢é da forma g(z) = az+Db,
e qualquer isometria indireta é da forma h(z) = ¢Z + d. Um célculo simples mostra
que gfg~t e hfh™! sdo translacdes, e isto mostra que 7 é um subgrupo normal de G.
A consequéncia mais importante desde fato é que podemos agora considerar o grupo
quociente G/T.

Definicao 5.1. Um grupo de frisos € um grupo F de isometrias de C que deiza a reta

real R invariante, e cujo subgrupo de translagao T € um grupo ciclico infinito.

Nosso objetivo é classificar os grupos de frisos e para isso veremos que o grupo quo-
ciente F /7T tem no méximo 4 elementos, e entdo consideramos todas as possibilidades.
Contudo, antes de podermos listar as possibilidades, temos que analisar quando dois
grupos de frisos sao considerados como o mesmo grupo.

Se Ti e T3 sao grupos ciclicos de translagoes, gerados por z — 2+t € 2 — 2z + 1o,
respectivamente, entdo T = gT1g™*, onde g(z) = (t2/t1)z.

Portanto, qualquer grupo de frisos é¢ conjugado a outro grupo de frisos cujo subgrupo
de translagao 7 é gerado por z — z+1. A partir de agora restringiremos nossa atenc¢ao
para os grupos de frisos cujo subgrupo 7 de translagao é o grupo de translagoes inteiras
2+ z+n, onde n € Z. E conveniente chamar tal grupo de frisos como um grupo de

frisos padrao. Provaremos o seguinte resultado.

Teorema 5.1. Qualquer grupo de frisos € conjugado a exatamente um dos sete grupos

a Sequir:
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Grupo de Frisos

1. <z+1>;
2. <z+1l,—z><z+4+1,-z><z4+1,Z2><z+1,2+1/2 >
3.<z+1l,—zzZ><z+1,—-2z2+1/2>

onde < ay, ..., ar > denota o grupo gerado por aq, ..., ax.

Observamos que o primeiro passo é mostrar que, além das translacoes, existem
somente quatro tipos de elementos em um grupo de frisos. Depois veremos que 2
elementos do mesmo tipo produzem a mesma classe lateral em relacdo a 7T, assim, o
grupo quociente F /7 tem ordem no maximo cinco. O proximo passo é mostrar que
todo elemento nao trivial no grupo quociente possui ordem 2, e isso nos leva ao seguinte
resultado:

Lema 5.1. Seja F um grupo de frisos padrao. Entao F /T ou é o grupo trivial ou um

grupo ciclico de ordem dois ou € isomorfo ao grupo de Klein de ordem 4.

Prova:

Vamos procurar uma forma geral de um elemento g em um grupo de friso padrao
F. Observemos primeiramente que g(z) ou é az + b ou az + b, onde b = ¢(0) e
a = g(0) — g(1). Como g(R) = R vemos que a e b sao reais. Como |a| = 1, temos
a = +1. Finalmente, se g(z) = Z + b entdo ¢g*(z) = g(zZ + b) = 2z + 2b é uma translagao
de modo que 2b € Z. Isto mostra que todo elemento de um grupo de friso padrao é
um dos tipos a seguir:

1. 2= 24+m,me Z;
2. z—= —z+b,beR;
3. 2= —Z+bbeR;
4. z—Z+m,m € Z;

5. z2+—=Z+1/2+m,m € Z.

Héa portanto 5 tipos diferentes de elementos.

Note que F nao pode conter elementos do tipo (4) e elementos do tipo (5), caso
contrario, F conteria z — z 4+ 1/2 (que nao estd em 7).

A obervacao principal é que se g e h sdo do mesmo tipo, entdo g~ 'h é uma translacao;
assim temos a igualdade g7 = hT de classes laterais. Isto implica que cada um dos
5 tipos fornece no méaximo uma classe lateral para F/7T. Assim F /7 tem ordem no
maximo 5. Em seguida, se g é um elemento qualquer de F entdo ¢g> € 7 de modo que
no grupo quociente, (¢7)(g7T) = ¢g*T = T. Assim, cada elemento de F/7 tem ordem
2, e como F /T tem ordem no maximo 5, isto implica que F /7 deve ter ordem 1,2 ou
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4. Além disso, se tiver ordem 4, nao podera ser ciclico e por isso deve ser isomorfo ao
grupo de Klein de ordem 4. [

Vamos agora analisar os casos onde F /7T tem ordem 1, 2 ou 4.

Casol: F/T tem ordem 1, logo é o grupo trivial.

Neste caso F =T, e F é o grupo dado no item 1 do teorema anterior.

Caso2: F/T tem ordem 2.
Neste caso F =T UgT, onde g é um dos 4 tipos , de 2 até 5, e F é gerado por g e
t, onde t(z) = z + 1.
Se g é do tipo (2), g(z) = —z + b, seja h(z) = z — b/2. Entao hgh ™ = —z e
hth™ = t, assim,
hFht=<z4+1—2z>.

Se g é do tipo (3), g(z) = —Z + b, tomamos h como acima, e entao
hFh'l=<z4+1-2>.

Se g é do tipo (4), g(z) = Z+ m, onde m € Z, entao

F=<z+1,z>.

Finalmente, se g ¢ do tipo (5), g(z) = Z + 1/2 4+ m, onde m € Z, entao
F=<z+1,z+1/2>.

Caso3: F/T & o grupo quociente consistindo de exatamente 4 classes laterais, com

cada classe contendo um elemento de cada tipo listado acima.

Como T é uma dessas classes laterais, e F nao contém elementos do tipo (4) e (5),

vemos que existem apenas duas possibilidades para F /T, sao elas:

TUgTUgTUgT, TUgT UgTUgT,

onde g; é do tipo j. Em ambos os casos, F contém g¢s(z) = —z+0b e substituindo F
por hFh~1, onde h(z) = z — b/2, podemos assumir que g,(2) = —z. Note que, como h
é uma translagdo, esta comuta com ¢(z) = z+ 1. Além disso, hg;h~" tem 0 mesmo tipo
de g; de modo que a descrigao das duas possibilidades para /7 continua valida. Na
primeira possibilidade, F contém g3(z) = —Z + b, e g2(2) = —z de modo que também
contém Z — b. Como este elemento é do tipo (4) (a primeira possibilidade nao tem

elementos do tipo (5)), vemos que b € 7Z, assim
F=<z4+1,-2,2>.

Finalmente, considerando a segunda possibilidade. Como antes, F contém g3(z) =
—Z + b e por isso contém Z — b. Dessa vez, este elemento pode ser do tipo (5), entao

vemos que b — 1/2 € Z. E claramente F contém Z + 1/2; e

F=<z+1—-2z+1/2>.
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Grupo de Frisos

Isto completa a prova do teorema. [J

Ha sete tipos de grupos de frisos que podem ser ornamentados da seguinte forma:

19FFFFFFFF
22 DDDDDDDD
)AAAAAAAA
4 DWDM DWDM
598 § 88555 S S
6°) I I I I I I T

7°) WM W MW MW M

Figura 5.1: Grupos de Frisos

onde:
1) é gerado por uma translagao;
2) é gerado por uma translacao e uma reflexao horizontal;

3) é gerado por uma translagao e uma reflexao vertical;

5) é gerado por uma translagao e uma rotacao de 180;

)

)
4) é gerado por uma reflexao deslizante;

)
6) é gerado por uma translacao, rotagdo de 180 e uma reflexdo horizontal;
)

7) é gerado por uma reflexao deslizante e rotacao de 180.
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