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Resumo

Para todo grupo G infinito, finitamente gerado, pode-se obter para o inva-
riante algébrico “end”, mais precisamente o nimero de ends e(G), uma férmula
cohomoldgica 1-dimensional. O principal objetivo deste trabalho é apresentar,
sob certas hipdteses, uma formula cohomolégica 1-dimensional para o inva-
riante algébrico e(G, H), definido por Scott e Houghton, onde H é um subgrupo
de G (Teorema de Swarup). Para tanto, o conceito de subconjunto H-quase
invariante de G e resultados como a interpretagao do grupo de cohomologia
H'(G, M) em termos de derivagoes (a direita), onde M é um ZG-mdédulo, e
o Lema de Shapiro, sao resultados imprescindiveis. Algumas relagoes desses

invariantes com ends de espacos sao também apresentadas.

Palavras chave: Cohomologia de Grupos, Lema de Shapiro, Ends de Grupos

e Pares de Grupos, Ends de Espacos.



Abstract

For all infinite group G, finitely generated, one can obtain for the algebric
invariant “end”, more precisely the number of ends e(G), a cohomological
1-dimensional formula. The main objective of this work is to present, under
certain hypotheses, a cohomological 1-dimensional formula for the algebric
invariant e(G, H), defined by Scott and Houghton, where H is a subgroup of
G (Swarup’s Theorem). In order to do so, the concept of subset H-almost
invariant of G' and results like the interpretation of the cohomological group
H'Y(G, M) in terms of derivations (to the right), where M is a ZG-module,
and the Shapiro’s Lemma, are fundamental results. Some relations of these

invariants with space ends are also presented.

Key words: Cohomology of Groups, Shapiro’s Lemma, Ends of Groups and
Pairs of Groups, Ends of Spaces.



Introducao

O objetivo principal deste trabalho é apresentar, sob certas condi¢oes, uma
férmula cohomolégica 1-dimensional para o ndmero de ends e(G, H), de um
par grupo (G, H), onde G indica um grupo finitamente gerado e H um sub-
grupo de GG de indice infinito. Tal niimero é um invariante algébrico, isto é, se
(G,H) e (G', H') sao pares de grupos isomorfos, ou seja, existe um isomorfismo
p:G— G’ com u(H) = H', entdo e(G,H) = e(G', H').

A teoria de ends de grupos, e portanto de nimero de ends, e(G), de um
grupo G, teve sua origem na teoria de ends de espagos, por Hopf ([11]) e Freu-
denthal ([8]). Hopf e Freudenthal mostraram que se um grupo finitamente
gerado atua de uma forma “boa” sobre um espaco, a estrutura dos ends do
espaco depende somente do grupo, de modo que pode-se definir o ntimero de
ends do grupo. Mais tarde, Specker ([26]), usando um tratamento algébrico,
estendeu a definicao do ntimero de ends de modo a abranger grupos arbitrdrios,
nao apenas os finitamente gerados. Importantes resultados sobre ends de gru-
pos tém sido obtidos. Por exemplo, pode-se provar que a funcao e(G) assume
somente os valores 0, 1,2 ou oo.

Posteriormente o nimero de ends e(G, H), para o par grupo (G, H), onde
H é um subgrupo de G, foi definido por Houghton ([12]) e Scott ([22]) (de
modo independente), e é uma extensao natural do conceito de niimero de ends
de um grupo, visto que e(G,{1}) = e(G). Desde entao, generalizagoes (do
conceito de nimero de ends de um grupo) para ends de pares (G, H) e pares

(G,3§), onde § é uma familia de subgrupos de G, tém sido objeto de estudos e
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pesquisas ([1], [2], [15], [22] e [28]), com diversas aplicagoes.
H4 uma forte relagdo entre ends de grupos (e pares) e cohomologia de
grupos. Quando G é um grupo infinito, finitamente gerado, é valida a seguinte

férmula cohomoldgica 1-dimensional para e(G):

e(G) =1+ rankz,H (G, ZG). (1)

Como uma extensao (parcial) desse resultado, Swarup em [28] mostrou que
para certos tipos especiais de pares de grupos, ¢ valida uma férmula envolvendo
grupos de cohomologia 1-dimensional para o end do par grupo e(G, H), ou seja:

Se um par (G, H) ¢é tal que G € finitamente gerado, H € um subgrupo de
indice infinito em G, e e(G, N) = 1, para todo subgrupo N normal de H, com
H/N ~7Z, entdo

e(G,H) =1+ rankzH' (G, Z(G/H)). (2)

Para a prova, Swarup ([28]) usou argumentos geométricos (ver também
[9], Proposigao 4.5.19). Posteriormente, uma demonstracao algébrica desse
resultado foi apresentada por Kropholler e Roller em [15]. O principal objetivo
deste trabalho, como mencionamos anteriormente, é apresentar, de uma forma
bastante detalhada, a prova (algébrica) de (2).

Nosso trabalho esta dividido em trés capitulos e um apéndice.

No Apéndice, sao apresentados alguns pré-requisitos, conceitos e resultados
de Algebra Homoldgica, em especial da Teoria de Médulos, com destaque para
Resolugoes Livres e Projetivas (mais especificamente, Padrdao e Bar de R =7
ou Zs sobre RG, onde RG indica o anel grupo de G) e Posto ou Rank de
Mdédulos Livres. Esses pré-requisitos sao uteis para definirmos Cohomologia
de Grupos e para melhor compreensao do texto, porém sao dispensaveis para
quem tem familiaridade com tais topicos.

Em geral (no apéndice), R indica um anel com unidade, no entanto, em
todo o nosso trabalho, sempre que nos referimos a RG-mdédulos, R se restringe

a Z ou Zs.
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No Capitulo 1, apresentamos um estudo de Cohomologia de Grupos. Inici-
almente definimos os Grupos de Cohomologia n-dimensionais de um grupo G
com coeficientes em um RG-médulo M (a esquerda), H"(G, M) e apresenta-
mos alguns exemplos. Destacamos, dentre outros, os seguintes resultados que
sdo tteis na prova de (2): a interpretagao de H'(G, M) em termos do Grupo
das Derivagoes (Proposigao 1.2.2), e o Lema de Shapiro (Proposi¢ao 1.6.1) que
relaciona o grupo de cohomologia de um grupo G com a de seus subgrupos,
ou seja:

Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e M um RH-mddulo (a esquerda)
(R =17 ouZy). Considerando a inclusdoi: H — G e 7 : Coind4M — M
dada por 7(¢) = ¢(1), para todo ¢ € CoindG M. Entdo, a aplicacio induzida
(i,m)* : H* (G, Coind$ M) — H*(H, M) é um isomorfismo.

Observamos que a Cohomologia de Grupos pode ser definida com coefi-
cientes em um RG-moédulo a esquerda ou um RG-médulo a direita. Nao ha
nenhum problema em considerar uma outra situagao, pois todo RG-modulo a
esquerda M admite também uma estrutura natural (induzida) de RG-mddulo
a direita (e vice-versa, Proposicao A.7.2), e os grupos de cohomologia obtidos
de um modo ou de outro serao isomorfos. Em [4], o autor define grupos de
cohomologia por considerar RG-médulos a esquerda. J& em [15], os autores
trabalham com moédulos a direita. Algumas pequenas diferencas podem ser
observadas em tratar uma ou outra situagao. Nesse sentido, apresentamos (no
apéndice) as resolugoes Padrao/Bar tanto para RG-mdédulos a esquerda como
para RG-mdédulos a direita, e nesse capitulo, a interpretagao de H'(G, M) em
termos do Grupo das Derivacoes sao tratadas por considerar M um RG-médulo
a esquerda ou a direita.

No Capitulo 2, inicialmente (Segoes 2.1 e 2.2) definimos o nimero de ends,
e(@), de um grupo G ([7], [23]) e apresentamos alguns resultados, com desta-
que para a Proposicao 2.2.1, que fornece a férmula cohomolégica 1-dimensional
(1) para e(G), quando G ¢ infinito e finitamente gerado, e, na Segao 2.3, defi-

nimos o nimero de ends de um par (G, H), e(G, H), onde H é um subgrupo
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de G ([12], [22]). Isto é feito usando um tratamento puramente algébrico.
Encerrando esse capitulo, na Secao 2.4, definimos o numero de ends de um
espaco topologico Hausdorff, com base enumeravel, localmente compacto, co-
nexo e localmente conexo, e relacionamos ends de grupos finitamente gerados
G e de pares de grupos (G, H), com ends de espagos, mais especificamente com
espagos especiais, o Grafo de Cayley de G (Proposicoes 2.4.1 e 2.4.2). Também
ilustramos, baseado num resultado de Scott ([22]), como obter e(G, H ), quando
G é o grupo fundamental de uma superficie fechada S e H é o grupo funda-
mental de uma sub-superficie Y de S, compacta e incompressivel (em S). Nao
¢é nosso objetivo demonstrar os resultados apresentados na se¢ao, mas apenas
ilustrar uma bela conexao entre a teoria de ends de grupos e ends de espacos
topoldgicos.

Por tltimo, no Capitulo 3, nos dedicamos essencialmente a prova de (2).

Inicialmente varios resultados auxiliares sao provados, dentre eles destacamos:

(12) Os ends de um par grupo (G, H) correspondem aos subconjuntos H-quase
invariantes B de G, que satisfazem E = HE e que nao sao H-finitos.

(Proposigao 3.1.1)

(22) Sejam G um grupo finitamente gerado, H um subgrupo de indice infinito
de G, E um subconjunto H-quase invariante de G e N = {h € H | hE =
E}. Se N é um subgrupo normal de H, hENE = &, para todoh € H—N,
e HE = G, entdo e(G,N) > [H : N]. (Proposigao 3.1.2)

(32) Se 6 € Der(G,I1(A)) e N = Ker (5*’1{), onde 0* : G — A ¢ definida
por *(g) = d(g)(1), entao e(G,N) > [H : N]. (Lema 3.2.5)

(42) Se G ¢ finitamente gerado e H € um subgrupo de indice infinito, entdo
e(G,H) =1+ rankzKer p,

onde

. _ Der(G,Z(G/H))
pi HAGLGIH)) = —perarmy — HomlHZ) (Proposicio 3.3.2)

6] = 6 + P(G, Z(G/H)) — &

H
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Dali, utilizando esses resultados e outros anteriormente apresentados, como
a interpretacao de H'(G, M) em termos do grupo das derivagoes (& direita) e
o Lema de Shapiro, a prova do Teorema de Swarup (2) é concluida.

Um caso particular interessante desse teorema é:

Seja G um grupo finitamente gerado. Se e(G) =1 e G tem um subgrupo H
ciclico infinito, entao e(G, H) = 1 + rankz H* (G, Z(G/H)). (Corolario 3.3.3)

Finalizando o capitulo apresentamos alguns exemplos (Exemplo 3.3.1) e
fazemos algumas consideragoes sobre o invariante end “E(G, H)” definido por

Andrade e Fanti ([1]).



Capitulo 1

Cohomologia de Grupos

Neste capitulo, apresentamos um estudo de cohomologia de grupos. Em
especial apresentamos, utilizando a resolucao bar, uma interpretacao do grupo
de cohomologia 1-dimensional em termos de derivagoes, e o Lema de Shapiro.

Por todo este capitulo, R indica o anel Z dos inteiros ou o corpo Zs.

1.1 Grupos de Cohomologia

Definicio 1.1.1. Sejam - — 5 2 F, 2 2% B 5 R — 0, ou
simplesmente, € : ' — R uma resolugao projetiva de R sobre RG (com R
visto como um RG-médulo trivial) e M um RG-mdédulo (a esquerda). Consi-

deremos o complexo de cocadeias (a esquerda)
Hompe(F, M) : 0 — Hompa(Fy, M) > Hompe(Fy, M) 2= ...
com o operador cobordo dado por

5"(¢) = ¢ o aTLJrl )

para todo ¢ € Hompg(F,, M).
Para compreendermos melhor a definicao do operador cobordo, vejamos o

diagrama seguinte
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anl n
F:...H n+1%Fn$Fn_1 s FO O
o |
M

O n-ésimo grupo de cohomologia de G (sobre R) com coeficientes
no modulo (a esquerda) M é, para todo n € Z, definido por

Ker(o™)

H"(G,M):= H"|H FM))=——.
( ) ) [ Ong( ) )] Im(5”—1)

A colegao {H"(G, M)},ez é denominada cohomologia do grupo G com

coeficientes em M.
Observagao 1.1.1.

(1) Sejam € : F — R e ¢ : F' — R duas resolugoes projetivas de R sobre

RG. Uma vez que Hompgg(__, M) é um funtor aditivo contravariante,

temos, pela Proposicao A.8.3, que Hompa(F, M) e Hompga(F', M) sao
homotopicamente equivalentes. Conseqiientemente, da Proposicao A.2.4,

obtemos que para todo n > 0,
H"[Hompg(F, M)] ~ H"[Hompg(F', M)]
ou seja, os grupos de cohomologia independem da resolugao escolhida.
(2) H*(G, M) = 0, para todo n < 0.

(3) Similarmente, pode-se definir os grupos de cohomologia de G com
coeficientes em um RG-mdodulo a direita M, também denotado
por H"(G, M) := H" [Hompgg(F, M)], com F agora uma resolugao pro-
jetiva (de RG-modulos @ direita) de R sobre RG (e M um RG-médulo
a direita). A menos de isomorfismos os mesmos grupos sao obtidos. A
base para isso é o fato (observado também no apéndice) de que todo
RG-modulo a direita M pode ser considerado como um RG-médulo a
esquerda M’ por meio da regra m.g := g '.m (m € M e g € G), e con-

seqlientemente temos que H™ (HomRG(F, M)) ~ H" (HomRG(F’,M’)),
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onde F’ é a resolugao projetiva (a esquerda) obtida considerando-se os
modulos (a esquerda) F), obtidos a partir dos médulos (a direita) F,,

via a regra anterior.

Queremos agora, caracterizar os grupos de cohomologia no nivel n = 0.

Para isto, vejamos alguns conceitos importantes.

Na defini¢ao a seguir, G denota um grupo e M um RG-médulo (a esquerda).

Definigcao 1.1.2.
(a) O grupo de invariantes de M, denotado por M€, é definido por

ME={meM|gm=m,VgecG}.

(b) O grupo de coinvariantes de M, denotado por Mg, é dado pelo
quociente de M pelo subgrupo aditivo gerado pelos elementos da forma
gm—m (g€ G, me M), isto é,

M

M- —
“ " lgm-ml|geq@, meM)

Observagao 1.1.2.

(1) Se a G-agao (a esquerda) sobre M for trivial, isto é, g.m = m para todo

m € M e para todo g € G, temos que MY = Mg = M.

(2) A G-acao (a esquerda) sobre M induz a G-agao trivial sobre M e assim,
M€Y ¢ um RG-médulo trivial. Temos que M é o maior submédulo de

M no qual G atua trivialmente.

Definigao 1.1.3. (G-agao diagonal) Sejam M e N dois RG-médulos (a
esquerda). Temos que a G-ac¢ao (a esquerda) sobre M e N induz uma G-acao
(a esquerda) sobre Hompg(M, N) dada por
v: Gx Homr(M,N) — Hompg(M,N)
(9:0) ¥ 9.¢; (9.9)(m) = g.6(g~"'m),
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para todo m € M, onde g.¢(g~'m) indica g atuando no elemento ¢(g~'m) €
N.
Temos também que a G-acao (a esquerda) sobre M e N induz uma G-agao

(a esquerda) sobre M ®g N, dada da seguinte maneira:
U/Z GX(M@RN) — M@RN
(gm@n) — g.(men):=gm®eg.n.

Denominamos a G-acao v de a¢ao diagonal, bem como a G-acao v'.
Desta maneira, temos que Hompg(M, N) e M @ N tornam-se RG-mddulos

a esquerda.
Proposicao 1.1.1. [Homp(M, N)}G = Hompga(M, N).

Demonstragao.

Sejam g € G e ¢ € Hompg(M, N). Temos que,

9.0 =9 (9.9)(m) =¢(m), Vm € M
S g.0(g m) =¢(m), Yvme M

& g.p(m') = ¢(gm'), Vm' € M (tome m' = g~'m).

Logo,

[Homp(M,N)]“ = {¢ € Homg(M, N) | g.¢(m) = ¢(g.m)}
= Hompga(M, N). -

Corolario 1.1.1. Se R é visto como RG-modulo trivial, entao
Hompa(R, M) ~ M®
como grupos (e como RG-médulos triviais).

Proposicao 1.1.2. Seja M um RG-moédulo (a esquerda). Entao,

H°(G, M) ~ M€,
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Demonstracgao.

Consideremos
€
—F,— - — F,— F,—— R—0,

uma resolucao projetiva de R sobre RG.

Assim, do Teorema A.6.2, temos que

e* 50
0 — Hompg(R, M) —= Hompgg(Foy, M) — Hompg(Fy, M) — - - -

0

é exata a esquerda, e dai temos que €* ¢ monomorfismo e I'm(e*) = Ker(d").

Logo,

H(G, M) = %{gi% ~ Ker(6°) = Im(e*). (1.1)

Pelos Teorema do Isomorfismo e corolario anterior, temos

_ Hompgg(R, M)

Im(e*) ~ ~ H M) ~ M€ 1.2
m(e*) Ker(e) ompa(R, M) (1.2)
Portanto, de (1.1) e (1.2), obtemos
HO(G, M) ~ M. -

Corolario 1.1.2. Se M é um RG-médulo trivial, entdo H°(G, M) ~ M.
Exemplo 1.1.1.
(1) Sejam G = {1} e M um RG-médulo (a esquerda). Entao,

M

0, sen=1.

" , sen =0;
H ({1},M) ~

De fato, notemos que RG =R, e =idg ¢ 0 — R — R — 0 éuma

resolucao projetiva de R sobre RG.

Desta maneira, obtemos o seguinte complexo

0 — Homgr(R,M) — 0. (1.3)
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Mas, pela Proposicao A.6.1, vem que Hompg(R, M) ~ M e assim, o

complexo (1.3) se reduz a

00— M —0.

MW~ M, sen=0;
Portanto, H™ ({1}, M) ~
0, se n > 0.

(2) Se G = (t) ~Z e M é um RG-mdbdulo (& esquerda), entao

M€, sen =0;
Hn(G,M) ~ MG> Sen:]_;
0, sen > 2.

De fato, temos do Exemplo A.8.2 (1), que a seqiiéncia

0— RG -2 RG 5 R —0,

com ¢ a aplicacao aumentacao dada por e <Zai.ti> = Zai e da

multiplica¢do por (¢t — 1) é uma resolugao livre (portanto, projetiva) de

R sobre RQG.

Aplicando o funtor Hompgg(__, M), obtemos
0 — Hompe(RG, M) -2 Hompg(RG, M) — 0,  (1.4)
onde 0° ¢ a multiplicagao por (¢ — 1), pois

8°(¢)(g) = (p09)(g) = o[(t — 1)(g9)] = (t — )o(g),

para todo ¢ € Hompg(RG, M) e todo g € RG.

Como Hompg(RG, M) ~ M, a seqiiéncia (1.4) equivale a

0— M2 —o.

K 1 M
Assim, HY(G, M) = [Z((;))) = = ~ Mg e H*(G, M) = 0, para

n = 2.
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(2a)

(2b)

M%, sen =0;
Portanto, H"(G, M) ~ ¢ Mg, sen =1;

0, sen = 2.

Considerando ainda G = (t) ~ Z, calculemos os grupos de cohomologia
de G para modulos particulares:
M é um RG-médulo trivial.

Neste caso, temos por (2) e Observagao 1.1.2 (1) que

M, sen=0,1;
H"(G,M) =
0, sen=2.

M = ZG visto como ZG-médulo (a esquerda) com a G-agao natural (a
esquerda): t%.(at”) := at™?, para todos t',t' € G e a € Z.

Como G é ciclico infinito gerado por t, temos que t.t" # t" se t' # 1 e

assim, H(G,ZG) ~ (ZG)% = 0.

Agora, determinemos H(G,ZG) ~ (ZG)g.

A A 7.G
Seja [ = (t'u—u |t € G, ueZG) edenotemos T =z + 1 € - =
(2G)e.
Consideremos y = t* € ZG, com i > 0. Como
th—1=t—-1)t""+-+t+1)el,
segue que t — 1 =0 e assim, § =t = 1 em (ZG)¢.
Agora, se y =t~ € ZG, com i > 0, também 7§ = t—# = 1, pois t 7 =

11—ttt +lel—t=1+(t—-1t7"—1={t —1)t7"=0.

Assim, para um elemento qualquer z € ZG, v = opt’ + at' ™t + - +

amt™™ com i € Z, m > 0e«; € Z, temos que T = g + a1 + -+~ + Qi
=a.l,coma=ay+a;+- - +a, €Z Logo, H(G,ZG) = {a.1l, ac
Z} ={(1=1+1)=17.1~7 e portanto
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(2¢)

(3)

0, sen=020;
H"(G,ZG) ~ < Z, sen=1;
0, sen = 2.
M = Z,G visto como ZyG-médulo (a esquerda) com a G-agao (& es-
querda): #*.(1.t7) := 1.6+ com 1 € Zy e t',t" € G = (t) ~ 7.

Como no caso anterior, verifica-se que
HY(G,ZG)=0e HY(G,ZyG) ~ (1 + I).

Mas, neste caso, temos que (1 + 1) ={0+ 1,1+ 1} ~ Z,.
(Z,G)¢ ~0, sen=0;
Portanto, H"(G, ZyG) ~ § 7, sen=1;
0, sen > 2.
Sejam G = (t) ~ Z,, n > 2 e M um RG-mdédulo (& esquerda).
Consideremos a seqiiéncia

N

) pa N,

(t=1)
—

— RG RG RG = R—0

dada no Exemplo A.8.2 (2).

Aplicando o funtor Hompgg(__, M), temos que

0 — Hompe(RG, M) - Hompa(RG, M) 2= ... (1.5)

sendo que, 0%(¢)(z) = (¢ 0 Opy1)(x) com Oy =t — 1 se k é par e

Og+1 = N se k é impar, para todo = € RG.

Usando o fato de que Hompg(RG, M) ~ M,

(6")(9)(x) = (¢ 0 Dan)(x) = &((t — 1)) = (¢t — 1)(2),

para todo x € RG, isto é, 6*"(¢) = (t — 1)¢ e também §*"1(¢) = N.¢,

a seqliéncia (1.5) fica da seguinte forma:

0— MmN =5
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( M€, se k =0;
Ker(N) Ker(N) L
Portanto, H*(G, M) ~ Tt — 1) = G— 1M se k é impar;
Ker(t—1)  MC¢
Im(N) — N.M’

se k é par.

\

Agora, calculemos os grupos de cohomologia de G ~ Z,, para alguns

casos particulares de M:

(8a) M é um RG-mébdulo trivial.

Neste caso,
t—1)m=tm—1lm=m-m=0e(l+t+---+t"1)m=nm,
para todo m € M, ou seja, (t — 1) é o homomorfismo nulo e N é a

multiplicagao por n.
Portanto,
M, se k= 0;
H*(G, M) ~ Ker(N), se k é impar;
Ker(t—1) M€

- k 6 par.
Im(N) a0 CROPA

Em particular, para M = Z (visto como ZG-médulo trivial) obtemos

Z, se k = 0;
H*(G, M) = H*(Z,,,7) ~ { 0, se k é fmpar;

Z

— ~7Z,, seképar.

7 se K € par

(3b) G = {1,t} ~ Zy e M = Z visto como ZG-mddulo (a esquerda) com a
G-agao (a esquerda): l.a:= « e t.a = —a, para todo « € Z.
Temos que, (t —1).a = —2a ¢ N.a = (1 +t)a = 0, para todo a € Z.
Dai, Ker(N) =Z, Im(N) =0e¢ Im(t — 1) = 2Z.
7% =0, sek=0;
)

Logo, H*(Zy,7) ~ 57 = Zsy, se k é impar;

0, se k é par.
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1.2 Interpretagcao de H'(G,M) em Termos de
Derivacoes
Nesta secao, apresentamos uma interpretagao para H 1(G, M), em termos
de derivacoes.
Definicao 1.2.1.

(a) Sejam G um grupo e M um RG-mddulo a esquerda. Uma derivagdo

de G em M é uma aplicacao d : G — M tal que

d(g-g') = d(g) + g-d(g') ,
para todos g,¢" € G.
O conjunto de todas as derivagoes de G em M, denotado por Der(G, M),
¢ denominado grupo das derivagoes de G em M, isto é,

Der(G,M)={d: G — M | d(g.g") = d(g9) + g.d(¢'), ¥V 9,4 € G}

e o subgrupo das derivacdes principais é denotado por P(G, M)

e definido por

P(G,M) :={d,, € Der(G,M), m € M |d,(g9) =gm—m, ¥VgeG}

(b) Similarmente, se M é um RG-mddulo a direita, uma derivacao de
G em M é uma aplicagdo 6 : G — M tal que d(g.¢g") = d(g9)9’ + d(¢'),
para todos g, ¢" € G ([19], p. 304) e definimos

Der(G,M) :={0:G — M |5(g.9') = (9)-9' +(g), Vg,9' €G}e
P(G,M) := {5m € Der(G,M), m € M| 6,(9) =m.g—m, Vg¢€ G}.

Proposicao 1.2.1. Seja M um RG-moédulo (a esquerda). Se consideramos

! 'm, entao os

M’ = M, visto como RG-médulo (a direita) por definir m.g := g~
grupos Der(G, M) e Der(G, M') sao isomorfos e ainda, a imagem de P(G, M)

por tal isomorfismo ¢ P(G, M").



1.2. Interpretacao de H'(G, M) em Termos de Derivagoes 26

Demonstracgao.

O isomorfismo é dado por
Y : Der(G,M) — Der(G,M’)
d — (d)"Z 5; 6(g) =d(g™") .
Notemos que § = 1(d) € Der(G, M’), pois dados g,¢" € G,

)deDer:(G,M) d((gl)fl) _}_(gl)fld(gfl)

6(99") = d((g9")") =d((¢g") g
= 0(¢) +d(g7")g' = d(9)g' + (9.
Ainda, ¥(P(G, M)) = P(G, M), pois

U(dn)(g) = dn(g™") = g7'm —m =m.g —m. m
Propriedade 1.2.1.

(1) Se M é um RG-médulo e d € Der(G, M), entao
d(1) =d(1.1) =d(1) + 1.d(1) = d(1) + d(1).
Dai, temos que d(1) = 0.

(2) Se M ¢é um RG-médulo trivial, entdo Der(G,M) = Hom(G,M) e
P(G, M) = 0.

Antes de apresentarmos a interpretacao para H'(G, M), fazemos algumas
consideracoes.

Seja G um grupo e consideremos a Resolucao Bar (a esquerda) de R sobre
RG

Fooiespi, 2 20 % R0

dada no Exemplo A.8.1 (2).

Temos que, cada F,, é o RG-mddulo livre gerado pelos simbolos [g1] - - - [gy]
e
n—1
0 ([g1]++1ga)) = gulgel -+~ 1ga) + D ((~ +|gicalgigiralgival - - lgn])+
=1

+(=1)"[g1] - [gn-a].
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Vamos denotar C™(G, M) := Hompgg(F,, M) e C*(G, M) o complexo
associado.

Assim, ¢ € C™"(G, M) é um homomorfismo

o E, — M
lg1] -+ 1gn] = &(lg1l -+ 9n]) -

Se identificamos [g1| -+ |gn] com (g1,...,9,), podemos ver ¢ como uma
aplicacao de n-varidveis, ¢ : G = G x --- x G — M. Por convencao, G° é
um conjunto com um elemento (denotado por [ ]) de modo que C°(G, M) =
Hompgg(Fo, M) ~ Hompg(RG, M) ~ M.

Assim, o operador cobordo "1 : C" (G, M) — C™(G, M) ¢ dado por

(6" 1)) (g1:-- -+ 9n) = D[Onlg1.-- -, gn)]
= 019(g2; - gn) + Z [(_1)i-¢(91a o GiGit 1 - gn)}

+(=1)"0(g1, - - gn—1)-

e nocason =1
50(45)(91) = ¢[31(91)] = gl¢([ ]) - ¢([ ])
e nocason =2

5 (9) (91, 92) = 910(92) — d(g192) + D(g1)-

Proposigao 1.2.2. Se G é um grupo e M um RG-médulo (a esquerda ou a

direita), entdo H'(G, M) ~ %.

Demonstracgao.

Faremos apenas a prova para o caso em que M é um RG-mddulo a esquerda.
O caso a direita é provado de modo similar, considerando a resolucao bar a
direita (Exemplo A.8.1 (3)) ou usando a proposicao anterior.

Consideremos o complexo

(G, M) - 0 — CO(G, M) -2 oY@, M) 25 C2(G M) — - -
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definido anteriormente.

Ker (5!
Por definicdo, temos que H' (G, M) = er(0)

Im(6°)

Desta forma, para mostrarmos a proposicao, basta verificarmos que
Ker(6') = Der(G, M) e Im(6°) = P(G, M).

Vejamos inicialmente que Ker(6') = Der(G, M).

Seja ¢ € CY(G, M). Entao, ¢ : G* — M e 6*(¢) : G* — M tal que
0'(0)(9,9') = 98(g') — ¢lgg') + ¢(9).

Assim,

¢ € Ker(d') & 6'(¢) =05 0'(9)(9,9) =0, V9,9 €G

& olg9') = o(9) +99(d'), V9,9 € G & ¢ € Der(G, M).

Entao, Ker(d') = Der(G, M).

Agora, vejamos que Im(8°) = P(G, M).

Seja d € Im(8°), entao existe ¢ : G° — M tal que 0°(¢) = d. Assim,
para todo g € G, d(g) = B(6)(g) = 96( ) — &( ). Mas 6( ) = m,
para algum m € M. Entdo, d(g) = g.m — m, ou seja, d € P(G, M). Logo,
Im(8°) C P(G, M).

Reciprocamente, se d € P(G, M), entdao d(g) = g.m — m, para algum
m € M. Seja ¢ : G° — M tal que ¢([ ]) = m. Desta maneira, 6°(¢)(g) =
g8 ) =6 ) = gm—m = d(g) e assim, d = 8°(6) € Im(s"). Logo,
P(G, M) C Im(8°).

Entao, temos que Im((iol)): ICD;(C];\'/,[M)

er(G,

Portanto, H'(G, M) ~ W

Corolario 1.2.1. Se G é um grupo e M ¢é um RG-médulo trivial, entao

HY(G,M) ~ Hom(G, M).

Exemplo 1.2.1. Sejam G = (t) ~Z e M = RG (R=7 ou R = 1Z,), visto
como RG-médulo (& esquerda) com a G-acdo natural (& esquerda): (at?) :=

at™ para todos t',t" € G e a € R.
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Usando derivagoes, mostremos que H'(G, RG) ~ R. De fato,

(a) Suponhamos M = ZG. Se d € Der(G,ZG), entao temos para i > 0 que:

i—1
d(t') = #d(t)
§=0
Para verificarmos esta igualdade usamos o principio de indugao finita
sobre 1 € Z.
Se i =1, entao d(t) = t%d(t).
n—1

Agora, suponhamos que d(t") = thd(t). Assim,
=0

d(t" ) = d(tt™) = td(t™) + d(t —t<ZtJd )
—Ztﬂ“d ) +d(t) Ztﬂd t) + t°d(t) Ztﬂd

)

o d(t) =) (—t7)d(t).
j=1
Novamente usamos o principio de inducao finita sobre i € Z.
Para i =1, d(t™') = (—t1)d(t), pois 0 = d(t't) = t1d(t) + d(t 7).
Agora, suponhamos que d(t™") = Z(—t*j)d(t). Logo,

j=1

A = () = ) + () = () )
n+1
= (=t +Z —t7) Z( t)d(t).

7=1

Desta maneira, d fica bem determinada e depende somente de d(t).

Assim, todo elemento x € ZG dé origem a uma derivacao
d € Der(G,ZG).

Portanto, Der(G,ZG) ~ ZG (como Z-mdbdulo).
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Em particular, para cada r € Z, d"(t) := r.1 d& origem a uma derivagao
e temos que {d" |r € Z} = (d') ~7Z e (d') C Der(G,ZQ).

Notemos que d" (r # 0) ndo é uma derivacao principal, pois se existisse
um elemento m = ng.1 + ny.t + --- + n;t* € ZG tal que d,, = d", entao

d" =t.m — m e assim,

t.(no.l+nyt+- - +nt") — (ng.l+npt+--- +nt") =rl.

Logo, (=r —ng).1+ (ng — ny).t + -+ + (ni_y — n)t" + nit*™1 = 0, o que

implicaria em

r=mng, Ng ="n1,..., Ni_1 = n;, n; =0 e consequentemente r = 0.

Desta forma, d" = d° = t.0 — 0 = 0.

’

E suficiente mostrarmos que para todo elemento d € Der(G, ZG), exis-
tem d,, € P(G,ZG) e r € Z tais que d — d,,, = d", pois isto implica que
d+ P(G,ZG) = d" + P(G,ZG) e assim, concluimos que

Der(G,ZG)

~{d"+ P(G,Z 7} ~ 7.

Para isto, vejamos a seguinte afirmacao: “Se d(t) = t' — 1 ou

d(ty=t"—1, com ¢ > 0, entao d € P(G,ZQG)".

De fato,
e dt)=t'—1=@t—-1t" ' +---+t+1)=(t—1)m =dx(t) € P(G,ZG).
e Para d(t) =t — 1, temos

=t = (¢
= (¢

1)(—t_i—t_i+1—"'—tQ—t—"'—ti_l)
)i = dg € P(G, ZG).

Por outro lado,

Tt =t 1) = (= 1) = (T = 1) —dp(t) = d(t) — dx(t).
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Logo, di = d(t) — diz(t) o que implica d(t) = dp + dm € P(G, ZG).

Agora, para todo d € Der(G,ZG), temos

d(t) = & = rot’ +rit"™" 4o f ottt
=rgt' =)+t =D+, (T =) drg i+,
=d,(t)+d(t), onder =r¢g+ -+ 1y,
isto é, existe m € M = ZG tal que d — d,,, = d".

Der(G,ZG) _ 7
P(G,Z2G) ~—

(b) Consideremos agora M = ZyG e d € Der(G, ZyG).

Portanto, H' (G, ZG) ~

De modo andlogo ao item (a), temos que:
e d depende somente de d(t),
e s € ZyG da origem a uma derivagao d em Der(G,ZyG) e dali,
Der(G,Z,G) ~ ZsG.
e sed(t)=t'—1oud(t)=t"—1,comi >0, entdao d € P(G,ZyG).
Seja d € Der(G,ZyG). Temos que d(t) =t + 12 + - - + t'n € ZyG.
% Se n é par, entao
dt) =" = 1)+ (t? = 1)+ -+ (" — 1) € P(G,ZG),
implica em d + P(G,ZyG) = 0+ P(G, ZyG).
% Se n é impar, entao
dit) = (t" = 1) 4+ (2 = 1) + -+ (t — 1) + 1,
implica em d + P(G, Z2G) = 1+ P(G, ZyG).

Assim,

Der(G,Z,Q)
P(G,Z,G)

~ ZQ.

HY(G, Z,G) ~ = {0+ P(G,Z,G), 1+ P(G, Z,G)}



1.3. Restrigao e (Co)extensao de Escalares 32

1.3 Restricao e (Co)extensao de Escalares

Definicao 1.3.1. Sejam R, Ry anéis e h : Ry — Ry um homomorfismo de

anéis. Temos as seguintes situacoes:

(a)

(b)

Se M é um Ry-médulo (a esquerda), sempre podemos ver M como um R;-

modulo (a esquerda), considerando a seguinte lei de composi¢ao externa

pw: Ry xM — M

(a,m) — pla,m) ™2 a.m = h(a).m.

Neste caso, M é chamado um R,-modulo por restricao de escalares

(via h).

Se M é um R;-mdédulo (a esquerda), podemos obter dois Ry-médulos (&
esquerda), bastante relacionados com M, da seguinte maneira:
O Ry-médulo (a esquerda) Hompg, (Rg, M).

Para isso consideramos Ry como um R;-médulo (a esquerda), como em
(a), ou seja, por restricio de escalares (via h), fazendo sentido entao

considerar Homp, (Ry, M).
Agora, seja
it . Ry x Homp,(Ry, M) — Homp, (Ry, M)
(8,0) — B.¢; (B.9)(8) = ¢(5".5)
com 3,3 € Ry e ¢ € Homp, (Ry, M).

Podemos verificar que p estd bem definida e é uma Ry-multiplicacdo (a

esquerda).

Desta forma, Homg, (Rs, M) é um Rs-médulo (& esquerda), denominado

Ry-modulo obtido de M por coextensao de escalares de Ry para

Ry (via h).

O Ry-médulo (a esquerda) Ry ®pg, M.
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Primeiramente, para obter o produto tensorial, consideramos R como

um R;-médulo a direita por definir .o := f.h(w).

Uma vez que a acao natural a esquerda de R, sobre si mesmo comuta

com a acao a direita de Ry sobre Ry, isto é,

3.(8"a) = B.6"h(a) = (8.6").h(c) = (3.5).,
segue que

B0 @am=(8.0)a@m=_03(F.a)@m.
Assim, considerando a aplicacao

W Ry X (Ry®g, M) — Ry ®p, M
(B,8/®@m) > B.(0'®@m):=(8.0)@m
temos que, ' esta bem definida (Visto que, f(f'®@a.m) = ﬁ(ﬁ’.a@m)) e
¢ uma Ry-multiplicagao (a esquerda). Assim, Ry ®g, M é um Ry-mddulo
(a esquerda), denominado Ry-mddulo obtido de M por extensdo

de escalares de R; para Ry (via h).

Lema 1.3.1. Sejam M um R;-médulo (& esquerda) e h : Ry — Ry um
homomorfismo de anéis. Entao, existem aplica¢oes naturais de R;-médulos (a

esquerda):

(a) © : Hompg,(R2, M) — M dada por 7(¢) := ¢(1g,), para todo ¢ €
Hompg,(Ry, M), onde Hompg,(Ry, M) é visto inicialmente como um
Ry-médulo (a esquerda) por coextensao de escalares e depois como um

Ri-médulo (a esquerda) por restri¢ao de escalares.

(b) i : M — Ry ®p, M dada por i(m) = 1g, ® m, para todo m € M,
onde Ry ®pg, M é visto inicialmente como Rs-médulo (a esquerda) por
extensao de escalares e depois como R;-mddulo (& esquerda) por restri¢ao

de escalares.

Demonstracgao.

Vejamos apenas que sao aplicagoes de Ri-médulos (& esquerda).
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(a) Seja m: Hompg,(Ry, M) — M tal que w(¢) := ¢(1g,).
Para todo a € Ry, temos que,

m(a.¢) = wlh(e).¢] = [h(@).¢](1r,) = ¢[Lr,-h(a)] = o[h(c)]
= ¢[h(Q>1R2] = ¢(a'1R2> = &‘(b(]‘RQ) = O"ﬂ-((b)'

Portanto, 7 é uma aplicagdo de R;-médulos (a esquerda).

(b) Similarmente, dado « € Ry,
ai(m) =h(a)(1®@m)=hla)@m=1lLa®@m=1® am=ila.m). &

Os dois resultados seguintes podem ser encontrados em [4] 111, §3.

Lema 1.3.2. Sejam h : Ry — R, um homomorfismo de anéis, N um Rs-

modulo (a esquerda) e M um R;-médulo (& esquerda).

(a) Se f: N — M ¢é uma aplicacdo de R;-médulos (a esquerda), entao
existe ~uma tdnica aplicagdo de  Rp-médulos (&  esquerda)
p: N — Hompg,(Ry, M) tal que mop = f, onde m é a aplicagao

dada no lema anterior.

Hompg, (Ry, M)
7

p - l
- T
-~
-~
f

M

N

(b) Se f : M — N é uma aplicagdo de R;-médulos (& esquerda), entdo
existe uma unica aplicagao de Ry-mddulos (a esquerda) q: Ro®pg, M — N

tal que goi = f, onde i é a aplicagdo dada no lema anterior.

M$R2®R1M

|
A
N

Proposicao 1.3.1. Se h : Ry — R, é um homomorfismo de anéis, N é um

Ry-médulo (a esquerda) e M é um R;-médulo (a esquerda), entao
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(a) Hompg, (N, M) ~ Hompg, (N, Hole(Rg,M)), COMO Erupos.

(b) Homp,(M,N) ~ Hompg,(Ry ®g, M, N), como grupos.

1.4 Mobdulos (Co)induzidos

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Agora, aplicamos a construgao
feita na secao anterior, para o homomorfismo i: RH — RG induzido da

inclusao 7 : H — G.

(a) Sendo M um RG-médulo (a esquerda), podemos vé-lo como um RH-
médulo (& esquerda) por restricao de escalares (via 7). Denotamos tal

RH-moédulo por Reng.

(b) Se M é um RH-médulo (a esquerda), podemos associar os seguintes

RG-médulos (a esquerda):

e O RG-modulo obtido de M por coextensao de escalares, que chamamos

neste caso de cotndugao e denotamos por C’oindﬁM , isto é,

Coind5GM = Homgy(RG, M).

Temos que a G-agao (a esquerda) no Coind$ M é dada por

G x CoindGM — Coind$sM
(9:¢) — 9.0 (9.0)(9') = ¢(g"9).

e O RG-modulo obtido de M por extensao de escalares, que neste caso

denominamos tndug¢ao e denotamos por I ndﬁM , isto é,
Ind$M = RG @ry M,

e a G-acao (a esquerda) neste caso é dada por

G x IndgM — Ind$M
(9,9 @m) +— g.(¢ ®@m)=gg @m.
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Defini¢ao 1.4.1. Quando H = {1}, denominamos
Coind{jyM = Homg(RG,M) e Indf;, = RG & M
por modulo coinduzido e modulo induzido, respectivamente.

Observacao 1.4.1. Se consideramos M = N e f = idy;, segue do lema
anterior, que as aplicagoes m e i definidas no Lema 1.3.1 sao epimorfismo e

monomorfismo de RH-mdédulos (& esquerda), respectivamente.

Proposigao 1.4.1. Sejam GG um grupo, H um subgrupo de G e E um conjunto
de representantes para as classes laterais a esquerda de H em G. Se M é um
RH-moédulo, entao:

(a) CoindG M ~ HgM.

geE

(b) Ind$M ~ @gM,

geE

onde gM indica o transformado de M sob a agao de g.

Demonstragao. [4] III, §5. |

Proposicao 1.4.2. Seja M um RH-moédulo. Entao,

(a) ¥ : IndsM — Coind$% M, dada por

I(g' @m)(g) :=

é um RG-monomorfismo.

(b) Ainda, se [G : H] < oo, entdo ¥ é um isomorfismo, isto é, Ind%M ~

Coind% M.

Demonstragao. [4] I1I, Proposi¢ao 5.9 ou [25], Proposi¢ao 1.4.4. |

Proposicao 1.4.3. Se H é um subgrupo de G com [G : H|] = oo, entao para
todo RH-moédulo M
(IndGM) = 0.
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Demonstragao. [4], p. 71. [ |

Vamos denotar por R(G/H) o R-médulo livre gerado pelas classes la-
terais a esquerda gH, g € GG. Existe uma G-agao natural de G em R(G/H)
induzida pela multiplicagao a esquerda (g.(gOH) = (ggO)H) eassim R(G/H) é
um RG-modulo a esquerda (e também um RG-mdédulo a direita, por considerar
(90H).9 =g~ 'goH).

Similarmente, se denotamos por R(H\G) o R-mdédulo livre gerado pelas
classes laterais a direita Hg, g € G, entao R(H\G) torna-se um RG-médulo a

direita considerando a G-acao natural ((Hgo)g = H(gog)). Temos que:

Lema 1.4.1. O RG-médulo a direita R(H\G) é RG-isomorfo ao RG-mddulo
R(G/H) visto como RG-médulo a direita.

Demonstracgao.

A aplicacao
p: R(H\G) — R(G/H)
Hg — g 'H

é um RG-1somorfismo. [ ]

Se M é um RG-médulo (& esquerda), podemos dar a Hompg(R(G/H), M)
e R(G/H)®gr M estruturas de RG-médulos com a G-agao diagonal (Defini¢ao
1.1.3). Considerando os RG-médulos Coind$ Res$ M e Ind$ Res$ M obtidos

por coinducao e indugao de escalares, respectivamente, obtemos:

Proposicao 1.4.4. Seja M um RG-médulo (a esquerda). Entao, existem

RG-isomorfismos naturais:

(a) Coind§;ResGM & Homp(R(G/H),M). (f — &(f) ; €(f)(gH) =
gf(g™)).

(b) Ind$ Res$ M 2 R(G/H)@r M. (g®@m— ¢(g@m) :=gH ® gm).

onde os moédulos da direita sao vistos como RG-moédulos com a agao diagonal

dada na Definicao 1.1.3.
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Demonstragao. [4], Proposigao I11.5.6 ou [25], Proposigao 1.4.10. [ |

Corolério 1.4.1. Ind% R ~ R(G/H).

Observagao 1.4.2. Podemos definir Coind4M = Hompgy(RG, M) e
Ind$M = M ®@pg RG, considerando M um RG-médulo a direita ([14], §2),
e resultados similares aos apresentados anteriormente, sao validos.

Em particular, obtemos (como no coroldrio anterior) que
Ind$ R~ R(H\G),

onde R(H\G) é o RG-mddulo livre a direita dado pelas classes laterais Hg,

g € G, com a G-agao natural a direita.

1.5 Sequéncia Exata Longa em Cohomologia

Definigao 1.5.1. Consideremos os pares (G, M) e (G', M'), onde G,G" sao
grupos, M é um RG-médulo (a esquerda) e M’ é um RG'-médulo (& esquerda).
Uma aplicagdo de (G, M) em (G’,M') é um par de aplicagoes (¢,§) que

satisfaz as seguintes condigoes:
(a) ¢ : G — G’ é um homomorfismo de grupos e

(b) £: M — M é um homomorfismo de grupos abelianos tal que

Elp(g).m'] = g.£(m’), paratodos g€ G e m' e M.

Dizemos que os pares (G, M) e (G', M') sao isomorfos, se ¢ e £ forem

isomorfismos.
Notacao 1.5.1. (G, M) ~ (G', M").

Seja (p,€) + (G,M) — (G', M") uma aplicacdo, como definida acima, e
consideremos ¢ : FF — R e ¢’ : F/ — R resolugoes projetivas de R sobre RG

e RG', respectivamente.
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Observemos que, ¢’ : F/ — R também ¢é uma resolugao projetiva de R
sobre RG (via ¢). De fato, basta considerarmos a G-agao (a esquerda) sobre

cada F! da seguinte maneira:

GxF — F!

(9,9) +— gxy:=w(g)y.
Assim, pela Proposicio A.8.2, temos que existe uma tnica aplicagao
f + F — F’ a menos de homotopia preservando aumentacao. Notemos
que f(g.x) = g.f(x), para todos g € G ez € F (pois, f é uma aplicagao de
RG-médulos (& esquerda)).

Logo, podemos considerar a seguinte aplicagao

Hom(f,&): Hompg (F',M') — Hompgg(F, M)
¢ — fogof
a qual é uma aplicacao de cocadeias e induz uma aplicacao bem definida
(¢, €)"+ H(G',\M') — H*(G, M)
[9] — [§o¢of].
Definigao 1.5.2. Dada uma aplicacao (p, ) de (G, M) em (G', M), a aplicacao
(i, £)* construida anteriormente é denominada aplicag¢do induzida em coho-
mologia por (p,£). Em particular, se consideramos ¢ = idg : G — G e

¢ : M' — M obtemos

(idg, €)* : H*(G,M') — H*(G, M)
0] — [€o 9]

Notagao 1.5.2. (Casos Particulares)
(1) (p,idu)" = ¢*,se p: G — G".

(2) (ide,€) = H*(G,E), s & : M' — M.
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Propriedade 1.5.1.

(1) se p=idg: G — Ge & =idy : M — M, entdo (¢,§)" = idu=G,m)-

(2) (‘Paf)* © (‘Plafl)* = (90, op,£o f/)* et ((90,,5/) o (4,0,5))*, para todas as
aplicagoes (¢,€): (G,M) — (G',M") e (¢,¢&) : (G' M) — (G", M")

Proposigao 1.5.1. Se (p,¢) : (G, M) — (G', M') é um isomorfismo de pares,
entao

(p, &) : H(G,M) — H*(G', M"),
¢ um isomorfismo e (((p,{)*)*l = (o1&

Demonstragao.

Da hipétese, temos que existem isomorfismos ¢ : G — G' e £ : M — M
e conseqiientemente, consideremos ¢! : ¢/ — G e & M — M as
inversas de ¢ e &, respectivamente.

Seja (p,&)* + H*(G',M') — H*(G,M). Temos das propriedades vistas

anteriormente que
(0. 0 (e o) =(plop,Eol™) = (idg, idy)" = idp-ar) €
(&) o(pol) = (poyp (7 0 &) = (ide, idar)" = idpcrar)
Daf, temos que (¢!, 71)* ¢ uma inversa de (p, £)* e portanto
H*(G,M) ~ H*(G', M"). |
Corolario 1.5.1. Se M éisomorfo a N, como RG-médulos, entao H*(G, M) ~
H*(G,N).

Proposigao 1.5.2. Seja 0 — M’ oM 2 M — 0 uma seqiiéncia
exata curta de RG-médulos (a esquerda). Entao, para todo n € Z, existe uma
aplicagao natural A" : H"(G, M") — H"" (G, M') tal que a seqiiéncia

/\0 /10 /\1
0 — H(G, M) D oG, ) Y oG, my A Y G M)

¢ exata, onde as aplicagoes (¢')" e (¢")" s@o as induzidas em cohomologia, ou

seja, (¢)" = H™(G, ¢') e (¢")" = H™(G, ¢").
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1.6 Lema de Shapiro

Dados G um grupo e H um subgrupo de G, apresentamos nesta se¢cao uma
relacao entre a cohomologia de G e a de H. Tal resultado, dado a seguir, é
conhecido como Lema de Shapiro e é utilizado na demonstracao do principal

resultado deste trabalho (Teorema 3.3.1).

Proposicao 1.6.1. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e M um RH-
modulo (a esquerda) (R = Z ou Z,). Consideremos a inclusao ¢ : H — G
e m: CoindsM — M dada por 7(¢) = ¢(1), para todo ¢ € Coind$ M.
Entao, a aplicagao induzida (i, 7)* : H* (G, ComdgM) — H*(H,M) é um

isomorfismo.
Demonstracgao.
. O / ! /
Consideremose: -+ — Fy — Fy — R e &' :--- — F| — Iy — R,

ou simplesmente, ¢ : ' — R e & : F/ — R, resolugoes projetivas de R
sobre RH e RG, respectivamente.

Notemos que pelo Lema A.8.1, ¢ : F/ — R também é uma resolugao
projetiva de R sobre RH e como os grupos de cohomologia independem da
resolucao, podemos considerar F' = F’ e, a aplicacao de cadeias f : I — F’
como sendo a identidade de F', isto é, f = idp.

Temos entao que
(i,m)*: H* (G, CoindGM) — H*(H,M)
[¢] ¥ [Topoidp] = [moy],
onde p € Hompg(F,Coind$M) e oo € Hompy(F, M).
Agora, para cada n > 0, consideremos
On : Hompg (Fn, C’oind%M) — Hompgy(F,, M)
P fn(p) =Top.

Observemos que, (m o ¢)(hx) = h(m o ¢)(x), para todos h € H e x € F,.
De fato, pela definigao de 7, temos que (7 o ¢)(hx) = p(hz)(1).
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Como ¢ € Hong(Fn,Coind%M) e h € HC (G, segue que

p(hr)(1) = [hp()](1).

Dai, pela G-acao (& esquerda) no Cooind$ M, vem que

[h-p(2)](1) = @(x)(L.h) = @(x)(h) = ¢(z)(h1)

e usando o fato de que ¢(z) € Coind$ M, temos que

() (h-1) = hlp(x)(1)] = h.(z o ) (x).

Logo, ¢,(p) = mop € Hompp(F,, M).
Ainda, temos que ¢, é um isomorfismo. Para vermos este fato, basta

considerarmos
Uy : Hompy(Fn, M) — Hompgg(F,, Coind$% M)
p = Uu(p); Yu(p)(x)(g) == p(g.x),

para todos x € F,, e g € G. Assim, temos que

e 1, esta bem definida,
o ¢n © ¢n = idHomRG(Fn,CoindgM) S

b ¢n © wn = idHomRH(Fn,M)'

Agora, consideremos os complexos de cocadeias

C ={C" := Hompa(F,,CoindgM)} _ e D ={D":= Hompu(F,, M)}

nez’
Seja ¢ = {¢n tnez a familia das aplicacoes ¢, : C" — D™, que indicamos

no diagrama abaixo

o on

Cn—f—l ¢_+1> Dn+1
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E f4cil ver que ¢ é uma aplicagao de cocadeias, isto é, 0" o ¢,, = @41 © o
Conseqiientemente, ¢ : Hompg(F, CoindG M) — Hompgy(F, M) induz
um isomorfismo
¢*: H*(C) — H*(D)
o] ¢*(l¢]) = [r o] = (i,m)*([¢])-
Mas, H*(C) = H*(G, Coind$ M) e H*(D) = H*(H, M), e portanto temos

que
H*(G,Coind$ M) ~ H*(H, M). u

Corolario 1.6.1. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G tal que
G : H] < 0o. Entao, H*(H, RH) ~ H*(G, RG).

Dado GG um grupo, queremos determinar, como uma aplicacao do resultado
de Shapiro, os grupos de cohomologia H" (G, P(G)) de G com coeficientes no
ZyG-médulo (& esquerda) P(G), onde P(G) é o conjunto das partes de G

(Exemplo A.7.2 (2)). Para isso, necessitamos inicialmente do seguinte lema:

Lema 1.6.1. Dados G um grupo e P(G) o conjunto das partes de G. Entéao,
ZoG = Coindﬁ}Zg = Homy,(ZoG,Zs2) ~ P(G) como ZyG-mbdulos (& es-

querda).

Demonstragao.

Seja
p: LG — P(G)
¢ p(@) =4y,
tal que Ay = {g € G | d(g7") = 1}.
Podemos verificar que p estda bem definida e é uma aplicacao de ZoG-
modulos, pois é um homomorfismo de grupos e satisfaz p(g'¢) = ¢'p(¢), para

todo ¢’ € G.
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Agora, consideremos

Y P(G) — ZyG = Homy,(ZyG,Zs)
A — Q/J(A) = (bA y

1, se gt € A;
0, se g-' ¢ A.

Temos também que 1 estd bem definida e além disso

tal que ¢a(g) =

pow:idp(g) € @Z)Op:ZdZQT .
Portanto, ZoG = Homy,(Z2G, Zs) ~ P(G). u

Proposicao 1.6.2. Sejam G um grupo e P(G) o conjunto das partes de G.

Entao,
Ly, se n =0;
H'(G,P(G)={
0, se n=>1l.

Demonstracgao.

Usando o Lema de Shapiro e o resultado anterior, obtemos

n n . G n Zz’ se n = O’
H"(G,P(G)) ~H <G, C’omd{l}Z2> ~ H" ({1}, Zy) ~ . .
, se n>1.



Capitulo 2

Ends

Neste capitulo inicialmente (Segdes 2.1 e 2.2) definimos o niimero de ends,
e(G), de um grupo G ([7] e [23]) e apresentamos alguns resultados, com des-
taque para a Proposicao 2.2.1, que nos fornece uma férmula cohomoldgica
1-dimensional para e(G), quando G ¢ infinito (finitamente gerado), e na Segao
2.3, definimos o numero de ends de um par grupo (G, H), e(G, H), onde H ¢
um subgrupo de G ([12] e [22]). Isto ¢ feito usando um tratamento puramente
algébrico. Finalmente, na Secao 2.4, relacionamos ends de grupos finitamente
gerados e de pares de grupos, com ends de espacos, mais especificamente com
ends de Grafos de Cayley ([22]).

Vemos ainda, como conseqiiéncia de um resultado de Scott (Proposi¢ao
2.4.4), que e(G, H) pode assumir valores distintos de 0, 1,2 ou 0o, o que nao

ocorre para e(G).

2.1 Subconjuntos Quase Invariantes e Ends de
Grupos

Sejam G um grupo e P(G) = {A | A C G} o conjunto das partes de G.
Vimos no Exemplo A.7.2 (2), que P(G) tem uma estrutura de ZoG-médulo (a
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esquerda), onde a operagao de adigao é a diferenga simétrica, isto é,
A+B=(AUB)—(ANB)=(A-B)U(B—A)=(ANB°)U(A°NB),

com A€ indicando o complementar de A em G e A— B a diferenca de conjuntos.

Agora, consideremos o subconjunto de P(G) dado por:
F(G) :={A € P(G) | Aéfinito }.

Definicao 2.1.1. Dizemos que uma propriedade ocorre para quase todos os
elementos de um conjunto, se ela ocorre para quase todos, exceto um ntimero
finito de elementos do conjunto.

Em particular, B é quase contido em um conjunto C', e denotamos por
B é C, se quase todo elemento de B pertence a C.

Dizemos que B é quase igual a C, e denotamos por B = C, se B & Ce
CCB

Ainda, um subconjunto A de um grupo G é quase invariante (a es-

querda) se A = gA, para todo g € G, onde gA := {g.a | a € A}.
Observagao 2.1.1.
(1) A relagao de quase igualdade é uma relagao de equivaléncia.

(2) B £ C se, e somente se, B+ C é um conjunto finito, onde “+ " indica

a operacao diferenca simétrica.

(3) A é quase invariante (a esquerda) em G se, e somente se, A+gA € F(G),
para todo g € G.

(4) Dado A um subconjunto de G, G4 :=={9 € G| A+gAc F(G)} ={g €
G | A= gA} é um subgrupo de G (pois dados g,h € G4, gh™! € G4,
visto que (A4 gh™tA) = (A+gA)+gh ' (A+hA) € F(G)), e A é quase
invariante em GG, quando G4 = GG. Assim, A é quase invariante em G se,
e somente se, A+ rA € F(G), para todo x variando num conjunto de

geradores de G.
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Seja Q(G) = {A € P(G) | Vg e G, A+ gA € F(G)}, o conjunto dos
elementos quase invariantes em G. Observemos que F(G) C Q(G), ainda
F(G) e Q(G) sao ZyG-submdbdulos (a esquerda) de P(G) e temos os ZyG-

médulos quocientes Zggg e ]Q__Egg Denotamos um elemento de Z_Eg;
Q(G)

m por A := A+ F(G). Em particular, @ = @ + F(G).

ou de

Propriedade 2.1.1.
(1) G € Q(G), pois G+ ¢gG =G+ G = @.

(2) Dados A, B € Q(G), temos:

Zz?em% < A+ F(G) =B+ F(G)
< A+ B=A+(-B) € F(G)
& A= B.

(3) Se A é um elemento de Q(G), entao A° também pertence a Q(G), pois
A®+ gA® = [A°N (gA9)° ] U [AN (gA%)]
= [A°NgA] U[AN (gA)]
= A+ gA e F(Q).

(4) Se A € Q(G) e G ¢ infinito, entdo A e A¢ sdo elementos de igg;
distintos, pois A + A° = G ¢ F(G).

(5) Se A, B,C € P(G) (ou Q(G)), sao infinitos, dois a dois disjuntos, entao

P(G) AG)N o T B
m (ou m) eainda, A+B =

A, B e C sao elementos distintos em

AU B é diferente de A, B e C.

Definicao 2.1.2. Seja G um grupo. O numero de ends de G, que deno-
tamos por e(G), é definido por

(©) =iz, (21
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Observacao 2.1.2.

(1) Poderiamos ter considerado P(G) como um Z,G-médulo a direita, o

subconjunto de P(G) dos elementos quase invariantes a direita,
QG)={AeP(G)|Vge G, A+ Ag € F(G)},

e de modo similar, definir

(©) = dinz, (2}

(2) Temos que as duas defini¢bes apresentadas para e(G) coincidem (pois,
A é quase invariante a esquerda & A+ gA € F(G),Vge G & A1 +
A7lg7l € F(G),V g € G & A™! ¢ invariante a direita, onde A™! :=
{a7' | a € A}), e resultados similares aos que apresentamos usando
a (GG-acao e elementos quase invariantes a esquerda sao validos também

quando trabalhamos a direita.

(3) Segue da Propriedade 2.1.1 (2), que e(G) mede quantos subconjuntos

quase invariantes G contém (e que ndo sdo quase iguais).

Q(G)
F(G)

consiste

(4) Podemos facilmente verificar (proposi¢ao seguinte) que

precisamente dos elementos de Z_Eg; que sao invariantes pela G-agao.
- PG\ _ Q@)

P 2.1.1. | —= = —=.

roposicao (f(G)) F(G)
Demonstracao. De fato,

PG\ [+ PG, —
(@) ~{FeF@ sA-Tvae

= ZE—P(G)W_A:A,VgEG}

e
28

(G) = A+ F(G), vgeG}

|

m
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284
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m
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Proposigao 2.1.2. Seja G um grupo.

(@)
F(G)

(a) Se G ¢ infinito, entdo @ e G sdo elementos distintos em

e(G) = 1.

e portanto

(b) G é finito se, e somente se, e(G) = 0.

(c) e(G) > 2 se, e somente se, existe A € % tal que A # T e A # G.
Q(G)

Neste caso, @, A, A¢ e G sao elementos distintos em ——<.

F(G)
(d) e(G) = 2 se, e somente se, existe A como em (c) tal que para qualquer

Be Eg;,comg#ﬁeﬁ#é, tem-se que B = A ou B = Ac.

Demonstragao.

©

N

(a) Como ja observamos, G € Q(G).

Agora, como G ¢ infinito, temos que G ¢ F(G). Logo, G + F(G) #
&+ F(Q) e assim G # 3.

Portanto, e(G) = dimy, (%) > 1

F(G)
(b) Observemos que P(G) = F(G) = Q(G), pois G ¢ finito.
Assim, e(G) = dimy, (%) = dimg,({@}) = 0.

Reciprocamente, suponhamos por absurdo que G seja infinito. Entao,

por (a), segue que e(G) > 1, contradizendo o fato de e(G) = 0.

Portanto, G ¢ finito.

Q(G)
L F(G)
e A # (. Neste caso, considerando um tal A € Q(G), temos também
(@)

que A° € Q(G) (Propriedade 2.1.1 (3)). Logo, Ac € % :

tal que A £ &

(c) Claramente, e(G) > 2 se, e somente se, existe A €

o Ac £ A. De fato,
se A=A, entdo A°+ A= (A°NA)U(ANA) =A°UA =G e F(Q),
o que é uma contradicao, pois G é infinito (pelo fato de e(G) = 2 e pelo

item (b)).
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o Ac £, pois como A # G segue que
A= (ANGH)U(A°NG)=A+G ¢ F(Q).
Ac £ G, pois se A¢ = G, entdo
A+ G=(ANG)YU(ANG) = A e F(Q),

o que é um absurdo, uma vez que A ¢ infinito (pois AT A+o ¢
FG)=Aé¢ ]-"(G)).

QG
@

~—

Logo, {E,ﬁ,ﬁ,@} C
que e(G) > 2.

e como {5, A, ﬁ,@} ~ 7o & 7o, segue

N

(d) Segue diretamente de (c). |
Exemplo 2.1.1. Como Z,, S3 e Zs X Z3 sao grupos finitos, temos que
€<Zn) = 6(53) = €(Z2 X Zg) =0.

Proposigao 2.1.3. Se G e G’ sao grupos isomorfos, entdao e(G) = e(G’), isto

é, e(G) é um invariante algébrico.

Demonstragao.

Q(0) _ Q@)
F@) ~ F@)

vetoriais. [ |

Basta observarmos que, se G ~ G’, entao como Zs-espagos

Teorema 2.1.1. Se G é um grupo ciclico infinito, isto é, G = (t) ~ Z, entao

e(G) =2.

Demonstragao.

Q(G)

Pela Proposicao 2.1.2, é suficiente mostrar que existe A € ——= tal que

F(G)
]Q__Egg, com B # @ e B # G, tenhamos

A+ T e A+G, e para qualquer B €

B = Aou B = Ac.

Sendo assim, consideremos A = {t" | n > 0}. Logo,
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o Ac % pois para todo g = t* € G, gA = {t"™ | n > 0} e
A+ gA=(AN(gA)) U (A°NgA) = (ANgA°) U (A°NgA) € F(G).
(Por exemplo, se k >0, ANgAc={t,... . thl e AN gA = @.)
o A£T pois A¢ F(G)e A+# G, pois, se A =G, entdo
A= (ANG)U(A°NG)=A+G e F(Q),

o que é um absurdo, pois A° = {t" | n < 0} é infinito.

Agora, provemos a seguinte afirmacao:

~ — G . .
Afirmacao. Se B € ]Q-"EG;’ entao para quase todo n € Z (ou seja, exceto
para um nimero finito, isto é, n # ny,...,n;), t" € B implica que "™ € B e
t" ' e B.
.= 9(G) .
De fato, seja B € m, com B € Q(G). Assim, para todo g € G,

B+ gB € F(Q), isto é, B = gB. Particularmente, temos que B = tB.

Suponhamos que existam infinitos valores inteiros n tais que:
(a) t" € B e t""' ¢ B, ou
(b) t" € B e t" ! ¢ B (equivalentemente, t" ¢ tB).
Desta forma, existiriam infinitos valores de n tais que:
(a) t"' =tt" €tB (pois, t" € B) e t""' ¢ B, logo t"™! € tB N B¢, ou
(b) t" =tt"" ' ¢tB (pois, "' ¢ B) e t" € B, logo, t"" € (tB)°N B.
Entao, tB+ B = (tB N B°) U[(tB)° N BJ seria infinito, isto é, B ¢ Q(G) e

.=, Q(G)
assim B ¢ 7(G)

Logo, a afirmacao acima é verdadeira e nos diz que pode existir apenas um

, 0 que é uma contradicao.

nimero finito de elementos de B tal que t" € B mas t""' ¢ Bout" ' ¢ B. O

caso de maior interesse é quando B é infinito, pois no caso de B ser finito ja
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temos que isto acontece e também ¢é valido para B = A = {t" | n > 0}, pois
apenas para n = 1 tem-se que " € B mas t""' ¢ B. Paran > 2, t"€ Be

temos t"*1 € Bet" ! € B.
Q(G)
F(G)

Agora, sejam B € e A como acima. Vejamos as possibilidades para

BNAeBNA“
e BN A finito e BN A finito.
Assim, temos que B=BN(AUA®) = (BNA)U(BNA°) € F(G).

Portanto, B = @.

e BN A infinito e B N A€ infinito.

Como B N A ¢ infinito, temos que B também o é, e da afirmagao segue
que existe um inteiro positivo my tal que t" € BN A, para todon > m;.
De fato, tomemos my = maz {ny,...,ng} onde nq, ..., ng sao os inteiros
dados na afirmacao. Como BN A é infinito, existe m; > mg, my > 0 tal
que t™ € BNAecomom; #mn;, i =1,...,k, entao ™ ¢m+2 ¢
BN A, isto é, t" € BN A, paratodo m > m;. Conseqiientemente,

ANBeC{t" |0 <r<my} e portanto é finito.

Analogamente, usando que B N A€ ¢é infinito e a afirmacao, temos que
existe um inteiro my tal que t" € B N A€, para todo n > my. Tome
mo = min {ny,...,n;}. Como B N A° é infinito, existe ms < my,
mo < 0 tal que t™2 € BN A e t™ € BN A para todo m < msy. Dal,

AN B C{t" | my < r <0} e portanto é finito.
Desta forma, B¢ = B°N (AU A°) = (BN A) U (BN A°) é finito.

Portanto, Be = J, ou equivalentemente, B=G.

e BN A finito e BN A¢ infinito.
Vimos anteriormente que, B N A° infinito implica em A° N B¢ ser finito.

Logo, B + A° = (BN A) U (B®N A°) é finito e portanto, B = A°.
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e BN A infinito e B N A€ finito.

Ja sabemos que B N A infinito, implica em A N B¢ finito.

Logo, B4+ A= (BN A°) U (BN A) ¢ finito e portanto, B = A.

_ Ie. . .
Entao, dado qualquer B € §EG§’ com B # Je B +# G temos que B= A

ou B = Ae.
(@)
F(G)

Portanto, segue que ~ 7o @ Zs e assim e(G) = 2. |

Teorema 2.1.2. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal e finito de G.

Entao, ¢(G) = e(G/H), onde G/H indica o grupo quociente de G por H.

Demonstragao.

Como H é um subgrupo normal de G, temos que gH = Hg, para todo
g € G, e os conjuntos G/H = {gH | ¢ € G} e H\G = {Hg | g € G}
coincidem.

Consideremos G/H = {Hg | g € G} o grupo quociente de G por H e
m: G — G/H o homomorfismo quociente tal que, para cada g € G associa o
elemento 7(g) = Hg € G/H.

Notemos que,
(1) como 7 é sobrejetor, temos que 7|7~ !(B)] = B, para todo B C G/H.
(2) 7 '[x(A)] = HA, para todo A C G. De fato,

mm(A))={g€G|n(g) en(A)} ={g € G| Hyg € n(A)}
={ge€ G| Hg= Ha, para algum a € A}
={geG|gat€H ac A}
={9€CGlgat=h, heHeac A}
={9geG|lg=ha, he Heac A} = HA.
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(3) 7B+ B) = 7~ 1(B) + 7 (B'), para todos B, B’ C G/H, onde +
denota a operacio diferenca simétrica. De fato,
' (B+B)=7"(Bn(B))U(B°N B
=7 BN (B)|ur(B°NB)
= [ (B)Na ((B))]U [ H(B) N7 (B)]
= [n'(B)N (=~ 1(B)) U (=~ (B) N7~ (B')]

=7 YB)+ 7 HB).

(4) 7= x(g)B] = gn'(B), para todos g € G e BC G/H.
Observemos que,
x € ' n(9)B] = n(x) € n(9)B = w(z) = 7(g).b, para algum b€ B.
Como 7 é sobrejetor, temos que existe ¢’ € G tal que b = 7(¢’). Assim,
n(x) = 7(g).m(g) = m(99') = Hr = Hgg' = (99))2~" € H
= gg'z' = h, paraalgum h € H.
Logo, g¢' = hx € Hx = v H. Desta forma, existe h’ € H tal que

g9 = xh =z =gg' (W)™

Pelo fato de,
wlg (W)~ = m(g)m[(h) ] = (Hg)[H()™]
= (Hy')(He) = Hg' = w(g') =b e B,
segue que = = gg'(h')~! € gr~1(B).
Assim, temos que 7 ![r(g)B] C g '(B).

Agora, seja u € gn'(B). Temos que, u = gy, com y € 7 '(B). Dali,
m(y) € B e n(u) =7(gy) = m(g)n(y) € 7(g)B.

Logo, u € 7 ![r(g)B] e portanto gn~'(B) C 7 '[x(g)B].
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(5) 7' [B+7(9)B] =7 Y(B)+ 7 'r(9)B] = n~1(B) + gr'(B), para todo
BCG/H.
(6) B € Q(G/H) se, e somente se, 7' (B) € Q(G).

De fato, se B € Q(G/H), entao B + gB € F(G/H), para todo
g = m(g) € G/H. Logo, B+ n(g)B € F(G/H), para todo g € G,
isto é, B+ m(g)B ={Hg,...,Hgr}. Entao,

7 (B) +gn 1 (B) =1 [B+7(9)B] =7 ({Hg,.... Hgi})
=Hg U...UHg, € F(G),
pois H é finito.
Reciprocamente, se 7~ (B) € Q(G), entao 7~ *(B) + gn Y(B) € F(G),
para todo g € G. Assim,

7' [B+n(9)B] € F(G) = n[r (B +n(g9)B)] € F(G/H).

Dai, B+ n(g9)B € F(G/H), para todo g € G, pois 7 é sobrejetor.

Portanto, B € Q(G/H).

(7) Para todo A € Q(G), temos que 7 !r(A)] + F(G) = A+ F(G) e
7 r(A)] € Q(G).

De fato, seja A € Q(G). Suponhamos que H = {hy,...,h,}. Dai,

A+l m(A))=A+HA=A+ (mAU...Uh,A)
CA+mMA)U...U(A+h,A) € F(Q),

pois A € O(G).

Mas, A + 7 1[1(A)] € F(G) se, e somente se,
A+ F(G) = 7 r(A)] + F(G).

Além disso, A + 7 r(A)] = X € F(GQ) e assim, 7 [r(A)] = A+ X €
Q(G), uma vez que A € Q(G) e X € F(G) C Q(G).
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(8) Se A € Q(G), entao n[r(A)] € Q(G/H).

Como vimos anteriormente, se A € Q(G), entao 7w (A)] € Q(G). Por
outro lado, se 7' [r(A)] € Q(G), entdao B = w(A) € Q(G/H).

Desta maneira, temos bem definida uma aplicagao induzida

(N (710)

F(G) F(G/H)
A+ F(G) — n(A)+ F(G/H).
Observemos que 7 é um homomorfismo bijetor.

Portanto,

e(G) = dimy, (%) = dimy, (%) = o(G/H). -

Exemplo 2.1.2. Para qualquer grupo finito G, temos que

e(Z®G)=2.

2.2 Uma Férmula Cohomolégica para e(G)

Nosso objetivo nesta segao, ¢ relacionar a teoria de ends com a de cohomo-

logia de grupos. Tal relagao, estd explicita nos resultados abaixo.

Lema 2.2.1. Seja G um grupo. Entéo, e(G) = dimg, H" (G, %)

Demonstracgao.

E conseqiiéncia imediata das Proposigoes 2.1.1 e 1.1.2, mais precisamente

o(G) = dimz, (%) i, <% >G

F(G)
Lema 2.2.2. O isomorfismo p : ZoG — P(G), dado no Lema 1.6.1, leva o

= dimg, H° <G, %) .

ZsG-médulo (a esquerda) ZeG, que pode ser visto como um ZsG-submédulo

de ZyG, no ZyG-submédulo F(G) de P(G).
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Demonstracgao.

Definamos

tal que £(g')(g) =

Temos que

e ¢ ¢é uma aplicacdo de ZyG-mddulos, isto é, £(gog’) = go€(¢’'), para todo
90,9' € G, pois

1, seg=(909) ' =9 =95" 9%
£(g909")(9) = e
0, c.c.

(90-£(9") (9) = &(9')(990) =

e ¢ é um monomorfismo. Desta forma, ZoG ~ £(Z2G).

Agora, precisamos mostrar que p[{(Z.G)] = F(G).
Para isto, seja A € p[{(ZoG)]. Entao, A = p[¢(x)], € ZsG. Logo,

r=1g1+---+1gs, onde 1€Zy, g€G, g #g9gj, ,,j=1,...,s.

Desta maneira,
g(l‘) - 15(91)"‘ : '+§(gs)a onde g(gz)(g) = 0 ) 1= 1a <oy S

Assim, A = pl¢(z)] = {g € G | {(x)(g7") = 1} = {g1,..., 95}, isto ¢,
A e F(G).
Reciprocamente, seja A = {g1,...,9s} € F(G). Consideremos

r=1g + -+ 1g, € ZuG.

Dai, £(x) € £(Z2G).



2.2. Uma Formula Cohomoldgica para e(G) 58

Como plé(z)] ={g € G| &) (g =1} ={g1,...,9:} = A e assim temos
que A € p[¢(Z,G)).

Portanto, ZoG ~ £(ZyG) e p¢(ZoG)] = F(G). u
, : P(G)
Lema 2.2.3. Seja G um grupo. Temos um Z,G-isomorfismo entre (@) e
22G onde ZoG — H 75G, Ly) = CoindS, Zy e dai
ZQG’OH e ZoG = Homy,(ZoG,7Zy) = Coin (L2 e dal,
. ZoG
e(G) = dimg, H° (G, ZzG) .

Demonstragao.

Conforme o Lema 1.6.1

p: Homg,(Z:G,Zy) — P(G)
6 — p(6) = Ay,

tal que Ay, = {g € G| ¢(g7") = 1}, é um ZyG-isomorfismo.
ZoG P(G)
1 - :
pH(F(G) F(G)
Pelo Lema 2.2.2, podemos identificar p~1(F(G)) com ZyG e dai, ZyG pode

Assim p induz um ZyG-isomorfismo p :

ser considerado um ZyG-subméddulo de Z»G.

Logo, temos o Z,G-isomorfismo

PG) TG
FG)  Z.G

o

Z
Portanto, H° (G, %) ~ HO (G, Zz—g) e conseqiientemente,

. Z,G
e(G) = dimg, H° (G, Zz G). -

Observagao 2.2.1. Podemos mostrar que se G ¢ finitamente gerado

Z —
HY <G,%> ¢ um grupo abeliano livre, onde ZG := Homz(ZG,Z) ([27],
ZG

Lema 3.6) e que ¢(G) = rank; H° (G, %), ou mais geralmente

RG
= rankpH° — 2.1
e(G) := rankg (G, RG) , (2.1)
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onde R é qualquer dominio de ideais principais e “rankg” indica o posto ou
rank como R-mdédulo ([28], p. 93). Assim, podemos usar (2.1) como a defini¢ao

de e(G).
Vamos considerar aqui apenas R = 7Z ou Zs.

Proposigcao 2.2.1. Seja G um grupo infinito, entao
Der(G,Z,Q)
P(G7 Z2G>
Der(G,ZG)
P(G,ZG)

(G,) G(G) = 1+dim22H1(G, ZQG) = 1+dzm22 (

(b) e(G) = 1+rank; HY(G,ZG) = 1+ranky ( ), se G é também

finitamente gerado.

Demonstragao.

Seja
o —_— ® RG
O—>RG—>RG—>RG—>O (2.2)

uma seqiiéncia exata curta de RG-médulos (a esquerda).
A partir da seqiiéncia (2.2), temos induzida a seguinte seqiiéncia exata

longa em cohomologia:
0 — H°(G, RG) — H°(G,RG) — H° (G, Z—ﬁ) — HY(G,RG) — --- (2.3)
Temos por Shapiro, que H°(G, RG) = H°(G, C’omdﬁ}R) ~ H°({1},R) ~
Re H'(G,RG) ~ H' ({1}, R) = 0.
Além disso, H*(G, RG) ~ [RG]% =0 (Exemplo 1.1.1 (2b) e (2c)).

Desta maneira, temos que a seqiiéncia (2.3), se reduz a

RG
0— R— H (G,%) — HY(G,RG) — 0 — - -
Quando R = Z,, temos uma seqiiéncia exata de espagos vetoriais e portanto

ZLyG
' oG

G(G) = dimZ2H0 (G ) =1 + dimZQHl(G, ZQG)

ZG
Agora, considerando R = Z e G finitamente gerado, temos que H° (G, %>
e H'(G,ZG) sao grupos abelianos livres (ou Z-médulos livres) ([27], Lema 3.6
e Coroldrio 3.7). Assim, a seqiiéncia exata curta inicial cinde ([16], I.Teorema

6.3 ou Proposicao A.4.3) e dai
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e
e(G) = rankzH® G,—G =1+ rankzH' (G, ZG)

7.G
Der(G, Z2G
= 1+rankz <%) . [ |

Corolario 2.2.1. Seja G um grupo infinito (finitamente gerado). Entao,

e(G) =1 se, e somente se, H'(G, RG) é trivial (R = Z ou Z).
Observacgao 2.2.2.

(1) Pode-se provar mais geralmente que: se G é um grupo infinito, finita-
mente gerado, e R um dominio de ideais principais, entao H'(G, RG)
é um R-médulo livre e e(G) = 1 + rankgH'(G, RG), onde “ rankgp’

indica o rank como um R-mdédulo livre ([9], Proposigoes 4.5.1 e 4.5.3).

(2) H'(G,ZG) pode nao ser livre (Z-médulo livre) se G nio ¢é finitamente

gerado ([9], Exercicio ap6s Teorema 4.5.20, p. 289).

A Proposigao 2.2.1 nos fornece uma outra maneira de obter que e(G) = 2

quando G ~ Z.
Corolario 2.2.2. Se G = (t) ~ Z, entao e(G) = 2.

Demonstragao.

Sendo G um grupo infinito, temos pela Proposicao 2.2.1 que

e(G) = 1+ dimyg, (w) :

P(G,Z,G)
D Z
Vimos, no Exemplo 1.2.1, que % ~ Zo.
. . Der(G, Z.G
Assim, dimg, (W) = 1.
Portanto, e(G) =1+ 1= 2. |

Proposicao 2.2.2. Seja H um subgrupo de G, com [G : H] < co. Entéo,
e(G) =e(H).
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Demonstragao.

Se G for um grupo finito, entao H também ¢é finito. Logo, pela Proposicao
2.1.2 (b), temos que e(G) = e(H) = 0.

Agora, provemos que e(G) = e(H) no caso em que G é um grupo infinito.

Temos pela proposicao anterior que e(G) = 1 + dimg, H (G, Z>G). Como
[G : H] < oo e G ¢ infinito, segue que H ¢ infinito. Assim, e(H) = 1 +
dimz, H'(H, Zo H).

Pelo Corolério 1.6.1, temos que H*(H,ZyH) ~ H*(G, ZyG).

Portanto,
e(G) =1+ dimg, H'(G, ZyG) = 1 + dimg, H' (H,ZoH) = e(H). u

Corolario 2.2.3. Dado um grupo infinito G, se existe H subgrupo de G tal
que H ~Z e [G: H] < 00, entdo e(G) = 2.

Demonstragao. Segue da proposi¢ao anterior e do Corolario 2.2.2. [ |

Observacao 2.2.3.

(1) O corolério anterior nos da uma condigao suficiente para que e(G) seja
igual a dois. De fato esta condi¢ao, quando G ¢é finitamente gerado,
¢ também necessaria. Grupos finitamente gerados com dois ends sao

completamente caracterizados ([23], Teorema 5.12).

(2) Para todo grupo G, pode-se provar que e(G) =0, 1,2 ou oc.

Para o caso G finitamente gerado ver, por exemplo [23] (Corolario 5.9),
[9] (Teorema 4.5.6) ou [5] (Proposicao 3.4.20) (ainda, quando G ¢ finita-
mente gerado e (@) é infinito, tem-se e(G) = Ry ([6], Proposi¢ao 2.16
(iii))). O caso geral, isto é, quando G é um grupo qualquer (nao finito),

decorre dos seguintes fatos:

(2a) Se G nao ¢ localmente finito*, entao e(G) = 1,2 ou oo ([6], Teorema

2.11).
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(2b) Se G ¢ localmente finito e enumerdvel, entdo e(G) = oo ([6], Exemplo
3).

(2c) Se G é ndo enumerdvel, entdo e(G) = 1 ou oo ([10] ou [5], Proposicao
3.1.5).

(* Um grupo G é localmente finito se todo subgrupo finitamente gerado
de G ¢ finito ([1 9], 14.2). Necessariamente um grupo infinito e localmente

finito nao é finitamente gerado).

2.3 Ends de Pares de Grupos

Denominamos par grupo, a um par do tipo (G, H), onde G denota
um grupo e H um subgrupo de GG. Embora, em geral o conjunto quociente
G/H = {gH | g € G} ndo seja um grupo podemos considerar, como feito na

seciio anterior (para um grupo G), os seguintes ZsG-médulos (& esquerda):
e P(G/H)={A|AC G/H),
o F(G/H)={A€eP(G/H)|A éfinito},
o Q(G/H)={AcPG/H)|VgeG, A+gAc F(G/H)} e
Q(G/H)

e 0 ZyG-médulo quociente ——-—=

F(G/H)
Propriedade 2.3.1.
(1) G/H € Q(G/H), pois G/H + g(G/H) = 2.

(2) Dados A, B € Q(G/H), temos:

< A+ F(G/H)=B+ F(G/H)

& A+B=A+(-B) e F(G/H)
< AZB.
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(3) Se A é um elemento de Q(G/H), entao A° também pertence a Q(G/H),
pois

A° 4 gA® = A+ gA € F(G/H).

(4) Se A € Q(G/H) e [G : H] é infinito, entdo A e A¢ sdo elementos de

% distintos, pois A+ A°=G/H ¢ F(G/H).

Definicao 2.3.1.

(a) O nimero de ends de um par grupo (G, H), denotado por e(G, H)

é definido por
i (G,H) :=di (L(G/Iﬂ)
e(q, = dimg, FG/H))

(b) Considerando H\G = {Hg | g € G}, o conjunto de classes laterais a
direita de H em G, e os ZyG-médulos a direita P(H\G), F(H\G) e
Q(H\G) .= {B € P(H\G) | Y g € G, B+ Bg € F(H\G)}, podemos

definir de modo similar, o nimero de ends do par grupo (G, H) por

(G 1) = dinn, (S ).

Claramente essas duas definicoes coincidem, pois
B={gpH | € J} € Q(G/H) & B~ :={Hg,' | € J} € Q(H\G).

Por comodidade trabalhamos com a primeira definigao (dada pelas classes a
esquerda). Enfatizamos, entretanto, que resultados similares aos apresentados
a seguir, sao validos se consideramos classes laterais a direita. A Defini¢ao 2.3.1
(b) serda usada no préoximo capitulo, pois como ja observamos, Kropholler-

Roller em [15] trabalham com classes a direita.
Exemplo 2.3.1. Temos que e(G, {1}) = e(G) para qualquer grupo G.

Como para e(G) (Lema 2.2.1), temos também uma férmula cohomolégica

O-dimensional para o end de um par grupo (G, H).
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Lema 2.3.1. Seja (G, H) um par grupo. Entao,

: 0 P(G/H)
e(G,H) =dimg, H (G, m) .

Demonstragao.

Notemos que

P(G/H)
De fato, <
{

P(G/H)\® ([~ G/H), —
(7}_@/}”) =<(Ac G/H \gA_A,VgeG}
G/H

Logo,

Proposicao 2.3.1. Se (G,H) e (G', H') sao pares isomorfos, isto é, existe
p : G — G’ isomorfismo, com p(H) = H', entdo e(G,H) = e(G', H'), ou

seja, e(G, H) é um invariante algébrico.

Proposicao 2.3.2. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G, isto

é, H <G, entao e(G, H) = e(G/H).

Demonstragao.

Sendo H um subgrupo normal de G, temos que G/H (= H\G) é um grupo.

G/H
Assim, faz sentido calcular o grupo de invariantes de M sobre G/H.

F(G/H)
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Logo,

<
3
I
Il
i
<
Q
&
m
Q
~
T
H/_/

Dai, pelo Lema 2.3.1 temos

(M)G] _ dimg,

e(G, H) = dimy, F(G/H)

Corolario 2.3.1. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal e finito de G.

Entao, e(G, H) = e(G).

Demonstragao.

Notemos que, pelo Teorema 2.1.2 temos que e(G) = e(G/H). Assim,
usando a proposi¢ao anterior, segue que e(G, H) = e(G/H) = ¢(G). |

Exemplo 2.3.2.
(1) e(ZDZ,Z) =e(Z) = 2.
(2) e(Z® 7Ly, Zs) = e(Z) = 2.

(3) 6(Z2 D ZQ,ZQ) =0.

Podemos mostrar que os Z,G-mébdulos

P(G/H) e Zy(G/H) := Homg,y (ZsG, L) ~ Homy, (Zs(G/H), L)

sdo ZoG-isomorfos e ainda que Zy(G/H), o Zs-mébdulo livre com base G/H,
visto como um ZyG-submédulo de Zy(G/H), é isomorfo a F(G/H). Assim

temos o seguinte resultado:
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Lema 2.3.2. Sejam (G, H) um par grupo e Zo(G/H) = Homg,y(Z.G,7Zs) =

P(G/H) Z,(G/H)
F(G/H) © Z,(G/H)

_ o [ 22(G/H)
e(G,H) = dimg, H (G, m) :

sao ZqG-isomorfos e assim

Coind%Z,. Entao,

Demonstracgao. Similar a demonstracao do Lema 2.2.3. [ |

Lema 2.3.3. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Temos:

(a) e(G,H) = 0 se, e somente se, H tem indice finito em G, isto é,

G : H] < 0.

(b) Se H' é um subgrupo de indice finito em G que contém H, entao

e(H',H)=e(G, H).

G
(c) Se H' é subgrupo normal em G com quociente G, isto é, = G’ tal
que [H': H N H| < oo, entao e(G,H) = e(G',n(H)),onde 7 : G — G’

¢ a projecao natural.

Demonstragao. [22], Lemas 1.3, 1.4 e 1.5. |

Observagao 2.3.1. Quando G ¢ finitamente gerado, como no caso de e(G),

7Z(G/H
para (G, H) tem-se que H° <G, %) é um grupo abeliano livre, onde
Z(G/H) = Homz(Z(G/H),Z) ~ Homzu(ZG,Z) = Coind%7Z e podemos to-

mar

_ o Z(G/H)
e(G,H) = rankyH (G, W) ;

como definigao de e(G, H). De fato, como mencionado em [28], p. 93, pode-se

tomar

_ o[~ BG/H)
e(G,H) = rankgH (G, W)

para R dominio de ideais principais. Consideramos aqui R = Z ou Zs.
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2.4 Interpretacao Topolégica

Nesta secao, definimos ends de espagos topolégicos ou mais precisamente,
nimero de ends de um espagco topoldgico, e apresentamos algumas das relagoes
existentes entre ends de espagos e ends de grupos (finitamente gerados) e pares
de grupos, definidos nas se¢oes anteriores. Nao é nosso objetivo nesta secao

demonstrar os resultados apresentados, mas sim ilustrar tais relagoes.

Definicao 2.4.1. Seja X um espago topoldgico Hausdorff, com base enu-
meravel, localmente compacto, conexo e localmente conexo. Definimos o

numero de ends de X, denotado por e(X), da seguinte maneira
e(X) = sup {n(K) | K é compacto, K C X'},

onde n(K) denota o numero de componentes conexas de X — K cujo fecho

¢ nao compacto.
Observacao 2.4.1.

(1) Intuitivamente, o nimero de ends de um espago topolégico X indica de

quantas maneiras X pode “ir para o infinito”.

(2) Uma referéncia interessante para nimero de ends de complexos simpli-

ciais (localmente finitos) é [7]. Sugerimos também [5] e [21].
(3) Pode-se provar que:

(3a) Se X é um espago topolégico Hausdorff, localmente compacto, com base
enumeravel, conexo, localmente conexo e K um subconjunto compacto
de X, entdo X — K tem um numero finito de componentes conexas (isto é
afirmado em [18], §2. O caso em que X é um CW-complexo é apresentado

em [9], Proposicao 4.4.3).

(3b) A definigao acima ¢é equivalente a seguinte defini¢ao (dada em [24], Lema

1.8): Seja X um espago topolégico Hausdorff, com base enumeravel,
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localmente compacto, conexo e localmente conexo. O nimero de ends

de X é definido por
e(X) = sup {n(U) | U C &, U aberto e U é compacto},

onde n(U) denota o nimero de componentes conexas nao compactas de

X — U ([21], p. 66).

(8c) O ntmero de ends de um espaco topoldgico é um invariante topoldgico, ou

seja, se X e ) sdo espagos topoldgicos homeomorfos, entao e(X) = e()).

(4) Pode-se definir “end” de um espaco X (Hausdorff) ([24], Definigao 1.2
u [18], §2) e assim falar em conjunto de ends de X. Quando X é um
espaco Hausdorff, localmente compacto, com base enumeravel, conexo e
localmente conexo, o niumero de elementos desse conjunto coincide com

o numero de ends e(X) definido anteriormente ([24], Defini¢ao 1.2).

Exemplo 2.4.1.

(1) Se X =R, entao e(R) = sup{n(K) | K é compacto, K C R} = 2.

Visualizando por exemplo o caso em que o compacto é K = [0,1]U[3,5] e
analisando R— K obtemos n(K) = 2, visto que o niimero de componentes

conexas de R — K, cujo fecho nao é compacto, é 2.

[ S———

0 o2 0
0 1 3 )
Figura 2.1: R — K.

(2) Se X = S' = {(z,y) € R? | 22 + y? = 1}, entao ¢(S*) = 0.

[lustrando uma situagao particular:
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Q

Figura 2.2: S — K e S! — K, respectivamente.

(3) Se X = 5% = {(z,y,2) € R® | 22 + 4% + 22 = 1}, entao ¢(S?) = 0.

Observemos a figura abaixo, onde K é um circulo (K = S'):

K=:5!

Figura 2.3: S? — K e o fecho das duas componentes conexas de S? — K,

respectivamente.

(4) Se X =T? ~ S x S (Toro), entao e(T?) = 0.

Figura 2.4: T? — K e T? — K, respectivamente.

Para obter a relacao entre (ntimero) de ends de grupos e espagos, precisamos

do conceito de Grafo de Cayley.

Definigao 2.4.2. Sejam G um grupo e V um conjunto de geradores de G.
O grafo de Cayley de G (associado a V') é um grafo (ou seja, um CW-
complexo 1-dimensional) com conjunto de vértices G e 1-células (arestas)
orientadas (u,vu) ligando u a vu, com u € G e v € V (multiplicacao a di-

reita por elementos do conjunto de geradores V de G).
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Notagao 2.4.1. I'(G, V), I'y ou simplesmente T'.

Proposicao 2.4.1. Se G é um grupo finitamente gerado, com conjunto finito

V' de geradores, entao e(G) = e(I'y).

Demonstragao. [22], Lema 1.1 (i) ou [5], Proposicao 3.4.17. |

Exemplo 2.4.2.

(1) G = (a) ~Z eV = {a}. Notemos que as arestas de I'y sdo da seguinte
forma: (a*,a**!), com k € Z.
(a1, 1) (La) (a,a®) (a*d?)
Figura 2.5: representacao do grafo de Cayley I'y.

Observemos que I'y, é homeomorfo a R. Logo, pelo teorema anterior,

temos que

e(G) =e(l'y) =e(R) =2.

(2) G=(a|a’>=1)~7ZyeV = {a}.

(1,a)

(a,1)

Figura 2.6: representacao do grafo de Cayley I'y.

Assim,

e(G) =e(Ty) =e(S') = 0.

(3) G={(a,b|ab=ba) ~Z®Z eV = {a,b}. As arestas de I' sao dadas

por (u,au) e (u,bu), com u € G.
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:a_1b2 b2 Lab? 1022

—_—— > > -——-

a'b v ab a’b

Figura 2.7: representacao do grafo de Cayley I'y.

Temos que e(I'y) = 1 e portanto, pelo teorema anterior, e(G) = 1.

(4) G = {a,b | a®* = b* = 1) = {...,aba,ba,a,1,b,ab,bab, ...} ~ Zy * Zy
(produto livre) e V' = {a,b}. As arestas de I'y s@o da forma (u,au) e

(u,bu) com u € G. Por exemplo, para u = ba, temos as seguintes arestas:
(ba, aba) e (ba,a).

(ba, aba) (a,ba) (ab,b)
(aba, ba) (bal a) I I blab
Figura 2.8: representacao do grafo de Cayley I'y.

Logo, de maneira intuitiva, temos que e(I'y) = 2 e portanto, e(G) = 2.

(5) G = {(a,b | ab =ba, v¥» =1) = {1,b,a™,ba™ | m,n € Z} ~ Z @ 7y e
V = {a,b}.
___ba! b ba
T a

Figura 2.9: representacao do grafo de Cayley I'y.

Logo, e(G) =e(I'y) = 2.
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(6) G = (a) x (b) = {a™b™ ...a"b"™ | ny,my,...,ng,my € L} ~ Z 7
(produto livre) e V = {a, b}.

g

a b b ab
ba~ ba
an +
b~la™ b~ la

flbl ! i
—+

o

Figura 2.10: representacao do grafo de Cayley I'y .

Entao, e¢(G) = e(I'y) = 0.

Vejamos agora, uma relacao entre o ntimero de ends de um par grupo

(G, H) com o nimero de ends de um espago topoldgico. Para isto:

Proposigcao 2.4.2. Sejam G um grupo finitamente gerado, H um subgrupo
de G e I'y o grafo de Cayley associado a V', com V um conjunto finito de
geradores de G. Se I'/ H denota o quociente de I'y pela agao (a direita) de H
induzida da agao de H em G, entao e(G, H) = e(I'/H).

Demonstracao. [22], Lema 1.1 (ii) ou [5], Proposicao 4.1.1.5. |

Exemplo 2.4.3.

(1) G={a,b|a®>=b*=1) ~Zy*Zy, H=(a) = {1,a} e V = {a,b}. Veja-

mos inicialmente a representacao de I'y, ja apresentada anteriormente
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(ba, aba) (a,ba) (b, 1)

(ab, b)
@D@ OO ab
(aba,ba)  (ba,a) (b, ab)

Figura 2.11: representacao do grafo de Cayley I'y .

Temos as seguintes H-orbitas em I'y:

H(a)={ah|he€ H} ={a, 1},
H(b) = {bh | h € H} = {b,ba},
H(ab) = {(ab)h | h € H} = {ab, aba},

(1’a)h | h e H} = {(1,&), (aa 1)}7

{
(( )) ={(b;)h[he H} ={(b,1),(ba,a)},
{(1ab>h | h e H} = {(1ab>7 (aa ba)}a

Considerando as ¢rbitas dos vértices e das arestas, temos a seguinte

representagao para '/ H:

Figura 2.12: representagao do quociente I'/H.

Portanto, pelo teorema anterior, vem que

e(G, H) = e(T/H) = 1.

(2) G={(a,b|ab=ba), H=(a) eV ={a,b}.
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:a_1b2 b2 Lab? 1022

> > -——-

a'b v ab a’b

Figura 2.13: representacao do grafo de Cayley I'y .

Vejamos as H-orbitas de I'y:

Hb")={b"h|he H} ={b"a™ | n,m € Z} = {a™b" | m,n € Z},
H((®™, o)) = {(b™,b"™).h | he H, neZ}

= {(a™", a™y" ) | n,m € Z},
H((a",a"™))={(a",a™").h | h € H, n € Z}

= {(amrmpntmi+l gmpntly | n om € 7},

H((b,ab)) = {(b,ab).h | h € H} = {(a"b,a™*'b) | n € Z},

Assim, temos a seguinte representagao para o quociente I'/H:

0000

Figura 2.14: quociente I'/H.

Portanto, e(G, H) = e(I'/H) = 2.
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Os resultados apresentados nas Proposicoes 2.4.1 e 2.4.2, podem ser esten-

didos como segue:

Proposicao 2.4.3. Seja X um C'W-complexo finito com um espago de reco-

brimento X , cujo grupo das transformagoes de recobrimento é G. Entao,
(a) e(X) =e(G).

(b) e(X/H) = e(G,H), onde H é um subgrupo de G ¢ X/H denota o
quociente de X pela acao de H.

Demonstracao. [22], Lema 1.2. |

Podemos ainda dar a e(G, H), uma interpretagao topoldgica no caso em
que G ¢ o grupo fundamental de uma superficie fechada.
Como conseqiiéncia, obtemos exemplos de pares (G, H), com G finitamente

gerado e e(G, H) # 0,1,2 ou co (Exemplo 2.4.4 (2), a seguir).
Definicao 2.4.3.

(a) Sejam S uma superficie e C' uma circunferéncia mergulhada em S. Dize-
mos que C € incompressivel em S se a aplicacdo natural

I1,(C) — II;(S) é injetora (onde II; indica o grupo fundamental).

(b) Seja Y uma sub-superficie compacta de S. Dizemos que Y é incom-
pressivel em S, se toda componente de bordo de Y é incompressivel

em S.

Proposicao 2.4.4. Sejam G o grupo fundamental de uma superficie fechada
S e H o grupo fundamental de uma sub-superficie Y de S, compacta e incom-

pressivel (em S). Entao, e(G, H) ¢é igual ao nimero de componentes de bordo

de Y.

Demonstracao. [22], Lema 2.2. |
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Exemplo 2.4.4.

(1) Sejam S = T? (toro) e Y uma sub-superficie compacta como na figura:

U
Figura 2.15: toro T2 e a sub-superficie Y.

Entdo, Y é incompressivel, I, (T?) =Z & Z e I1;(Y) = Z.

Portanto, e(Z ® Z,7Z) = 2.

(2) Consideremos S = T?*#T?#T? (soma conexa de trés toros), G o grupo
fundamental de S e H o grupo fundamental da sub-superficie incom-

pressivel Y de S como na figura:

Figura 2.16: T?*#T?*#T? e a sub-superficie incompressivel Y.

Entao, e(G, H) = 6.



Capitulo 3

Uma Férmula Cohomoldgica
1-dimensional para e(G, H):

Teorema de Swarup

Para ends de grupos mostramos (Proposicao 2.2.1) que, quando G é infinito,
finitamente gerado (R = Z ou Z,), uma férmula cohomoldgica 1-dimensional
¢ valida:

e(G) = 1 +rankgH' (G, RQ).

Se H é um subgrupo de um grupo finitamente gerado GG de indice infinito,
Swarup em [28], mostrou que para o end do par e(G, H), uma férmula coho-
moldgica similar ocorre para certos tipos especiais de pares de grupos (G, H).
Para a prova Swarup usou argumentos geométricos. Posteriormente, uma de-
monstracao algébrica desse resultado foi apresentada por Kropholler e Roller
[15].

Nosso principal objetivo neste capitulo é apresentar, de forma detalhada,
a prova (algébrica) do Teorema de Swarup (Teorema 3.3.1).

Por todo este capitulo, G denota um grupo finitamente gerado e H um
subgrupo de indice infinito em G, e portanto e(G, H) > 1.

E interessante observar que Swarup ([28]) trabalhou com o ZG-médulo
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a esquerda Z(G/H), onde Z(G/H) é o Z-mé6dulo livre gerado pelas classes
laterais gH, g € G e a G-acao natural é dada por go.(¢H) = gogH. Kropholler
e Roller em [15] usaram o ZG-mdédulo (natural) a direita Z(H\G) dado pelas
classes laterais a direita {Hg | ¢ € G}. No entanto, isto nao causa nenhuma

contradigao (ver Lema 1.4.1).

3.1 Subconjuntos H-Quase Invariantes

Definigao 3.1.1. Um subconjunto £ de G é denominado H -finito (a direita),
se F esta contido em uma uniao finita de classes laterais a direita de H em G,
isto é, existem ¢q,...,g9x € G taisque E C HgyU...UHg, = H{q1,..., 91},

ou ainda, £ C H.F', para algum subconjunto finito #' C G.

Definig¢ao 3.1.2. Dizemos que F C G é H -quase invariante (a direita) se,
e somente se, F + Ex é H-finito, para todo x € G (isto é, E + Fx C HF,,
com F, um subconjunto finito de G), onde £+ Ex indica a operagao diferenca

simétrica entre os conjuntos E e Ex.
Observacao 3.1.1.

(1) Se E C G ¢ quase invariante (a direita), entdo E é H-quase invariante,

pois E + Ex = F, (finito) implica £ + Ex C H.F,.

(2) Se B e F(H\G),isto é, B={Hg,...,Hg,}, entdo Eg := Hg; U... U

Hg,, ¢é claramente H-finito.

Proposicao 3.1.1. Os ends do par (G, H) correspondem aos subconjuntos H-

quase invariantes E de G que satisfazem F = H E e que nao sao H-finitos, mais

precisamente existe uma correspondéncia biunivoca entre w ) =
F(H\G)
H _
% —{@} e H={FE C G| E é H-quase invariante, £ = HE e E

nao ¢ H-finito}.

Demonstracgao.
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Sabemos (Definigao 2.3.1 (b)) que e(G, H) pode ser definido por e(G, H) =

dimg, (%) ,onde Q(H\G) = {B € P(H\G) | B+Bg € F(H\G), Vg €

(1) A cada B = B+ F(H\G) € (%) ,com B ={Hg, | p € J},

facamos corresponder o elemento a(B) = Ep = U Hg,, que vamos

ned
denotar simplesmente por E.

Afirmamos que o(B) = E € H, isto é,
(1a) HE = E.

e [/ C H.FE, pois o elemento neutro 1 € H.
e HE C E, pois y € HE implica que y = h(h1g,) = (hh1)g, € Hg,.
Dai, y = hog, € E.

1b) Dado z € G, mostremos que E = Hg, ¢ H-quase invariante. Temos
( : q Iu q
nedJ

que B+ Bx ={Hg, |pe J}+{Hg.x | p € J} e B+ Bxr € F(H\G)
(pois, B € Q(H\G)), ou seja (BUBz) — (BN Bx) = {Hgu,,...,Hgu,}.
Agora, Ex = U Hg,x e visto que Hg,x N Hg,y # @ se, e somente se,

ned
Hg,x = Hg,s, obtemos que

(Yrar) U s || (Y] N (Y

C Hg,U...UHg,, = HF,,

EF+ Ex=

(onde F, = {gm,...,guk}), isto é, £ + Fx C H.F,, para todo = € G.

Assim, E + Ex é H-finito e portanto E é H-quase invariante.

(1c) E nao é H-finito.

De fato, suponhamos que E = U Hyg, fosse H-finito, entao existiria

ned
F=A{q,...,g1x} talque EC H.F = HgyU...U Hg. Assim, para todo

v € Hg,,, com u, € J, temos que v € Hg;, para algum j = 0,..., k.
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Logo, v = hig,, = hag;, o que implicaria em gjg;f = hy'hy e dai, Hg; =
Hg,,. Desta forma, B ={Hg, | p€ J} C {Hgo,...,Hgr} € F(H\G),
o que é uma contradi¢ao, pois B ¢ F(H\G).

Portanto, £ nao é H-finito.

(2) Agora, dado um elemento qualquer F € H, considere 3(F) = B +

F(H\G), onde B := {Hv | v € E}. Podemos mostrar que 3(E) = B €

(%) Jisto ¢, B € Q(H\G) ¢ B ¢ F(H\G).

Com efeito,

(2a) Temos que B ¢ F(H\G), pois se B = {Huvy,...,Hv} € F(H\G)
teriamos que:

veFE = dhyg€ Heuvy € FE tais que v = hgvy

“LP oy e Huy€ B={Huv, ..., Hu}

U

v € Huj, paraalgum j =1,...,k
= veH{v,...,v}
= FCH.F,

ou seja, F seria H-finito, o que é um absurdo.

(2b) Provemos que B € Q(H\G), isto é, B+ Bz € F(H\G), paratodo z € G.

Seja x € G. Por hipétese E + EFx C H.F, = H{g1,...,9,} (pois E é

H-quase invariante).

Afirmamos que,

B+ BxC{Hg¢,...,Hg,}.

Com efeito, para todo W € B+ Bz, temos que W € (BUBz)—(BNBuz).

Suponhamos que W € B, entao W = Huvy, v; € E. Afirmamos que
vy ¢ Ez, pois caso contrario, v; = vox para algum vy € E e portanto
Hv; = Huyx € BNBx, o que é um absurdo. Assim, v; € Fev; ¢ ENEx.

Logo, v; € E+ Fx C H{g1,...,9,} e entdo existe g;, 1 < s < r tal que
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vy € Hgs, donde vy = hg,, para algum h € H. Dai, W = Hv; = Hhg, =
Hygs e portanto W € {Hgy,...,Hg,}.

Similarmente, se W € B + Bxr e W € Bux, verifica-se que W €

{Hg1,...,Hg,}.
Assim, B4+ Bx C H{g1,...,9.} = H.F.
H *
Logo, B+ F(H\G) € (jQ:EHsg;) , como desejado.

Além disso, podemos ver que avo f =1id e foa = id.

Portanto, o resultado segue. [ |

Pela suposicao inicial do capitulo, G e H sao tais que [G : H| = co. Assim,
se N é um subgrupo de H, entdo também [G : N] = oo e portanto e(G, N) > 1.
O resultado seguinte nos d4 uma condicao em que esta cota pode ser melhorada

(sempre que [H : N] > 2).

Proposigao 3.1.2. Sejam E um subconjunto H-quase invariante de G e N =

{h € H | hE = E}. Suponhamos que as seguintes condigoes sejam validas:
(a) N é um subgrupo normal de H, isto é, N < H,

(b) hENE = &, paratodoh € H— N ={h € H|h¢ N} (notemos que,
heN=hENE=E = hE),

(c¢) HE = G.
Entao, e(G,N) > [H : N].

Demonstracgao.

A demonstracao serd feita em varios passos.

(1) Mostremos que para todos z,y € G, ExN Hy esta contido em uma classe
lateral de N, isto é, dados z,y € G, existe ¢, € G (que depende de z
e y) tal que Ex N Hy C Ng,,. Para isso, inicialmente verifiquemos que

para todos 2,2’ € Ex N Hy, tem-se 227 € He (2" )ENE # &. De



3.1. Subconjuntos H-Quase Invariantes 82
fato, suponhamos dados z,2 € Ex N Hy. Entao, temos que 22! € H,
pois z, 2z’ € Hy implica que existem h,h’ € H tais que z = hy e 2/ = h'y
e desta forma,
b= (Wy)(hy) ™ = (Wy)(y'hT) =W (yy DT =0T e H.
Observemos também que 2’z~! € (271)E N E, pois como z,2 € Eu,
existem u,v € F tais que z = ux e 2/ = vx. Dal,
(1.1) z =uzx = z7' = (ux)! = 27 =7 lwt = 2270 = o lu?

= @z Yu=2r lvlu= (ZzHu=22 = e = (2 Hu e

(2'27"HE.

(1.2) 2 =vzx =72z '=v= 22! €E.

Logo, de (1.1) e (1.2) temos que 2’z™! € (Zz7')E N E e assim
(Zz")ENE +#02.

Conseqiientemente, z’z~! € N, pois caso contrario terfamos 2’2z~ €
H — N e pela hipétese (b), (27" )ENE = &, o que é um absurdo.
Dai, tomando zy € ExN Hy (2 fixo) temos que, para todo z € ExN Hy,
225" € N. Mas, zz; ' € N implica que N(zz;') = N e assim Nz = Nz,.

Logo, para todo z € Ex N Hy, 2z € Nz = Nzy, onde Nz, é uma classe
lateral fixa. Portanto, Fx N Hy C Nz, ou seja, Fx N Hy C Ng,, se

denotamos zy por ggy.

(2) Para todo x € G, E + FEx é N-finito. Por hipdtese, para todo =z € G,

E + Ex é H-finito, pois £ é H-quase invariante. Assim, dado z € G,
existe F'={g1,...,9x} C G tal que

E4+ExCHF=H{g,....,91} =HgiU...UHgy.

Entao,

E+FEr=(E+FEx)yN(HpU...UHg,) C(EUEx)N(Hg U...U Hgy)

=(ENHg)U...U(ENHg)U(ExNHg)U...U(ExN Hgy).
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(3)

(4)

De acordo com o que foi provado anteriormente, temos que £ N Hg; =
E1NHg € Ngi;e ExNHg; C Ngg;, onde g5, 9. € G, i =1,..., k.
k k
Logo, B+ FEx C (UNgli> U (UNga:i) = NgnU...UNg; UNg,; U
i=1 i=1
...UNg., ou seja, F+ Ex é N-finito, para todo x € GG, e portanto, E

¢ N-quase invariante.

E nao é N-finito. De fato, suponhamos que E seja N-finito, isto é,
ECNgpU...UNg,,onde g; € G,i=1,...,n. Usando o fato de que

N é um subgrupo (normal) de H e a hipétese de que G = HE, temos

G=HFECH(NgU...UNg,) CHg U...UHg,,

de onde concluimos que G é H-finito e conseqiientemente [G : H] < 0.

Mas isto contradiz o fato de [G : H] = oo. Portanto, E nao é N-finito.

Cada subconjunto Ej, := hE, com h € H, corresponde a um end do par
(G,N).

Para isso mostramos que, para cada h, Ej = hFE satisfaz as condigoes da
proposicao anterior, isto é, Ej é um subconjunto N-quase invariante de

G, que satisfaz E, = NE, e que nao é N-finito (Proposi¢ao 3.1.1).

(4.1) hE é subconjunto N-quase invariante de G, isto é, (hE) + (hE)x é

N-finito, para todo x € (. Para isso observemos inicialmente que,
(hE) + (hE)x = h(E + Ex). De fato, seja w € [(hE) + (hE)x] =
[(hE) — (hE)z] U [(hE)x — (hE)] (note que “—" indica a diferenga
entre conjuntos).

e Se w € [(hE) — (hE)x], entdo w € hE e w ¢ (hE)x. Assim,
w = hu,comu € Feu¢ Fz,isto é, u € F— Ex. Logo, w = hu €
hE — Ez) C h(E + Ex).

e Sew € [(hE)x — (hE)], entdo w € (hE)xr e w ¢ hE, isto é, w =
(hu)x, com u € F e ur ¢ E. Logo, w = huxr € h(Ex — E) C
h(E + Ez).
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(4.2)

(4-3)

Assim, (hE) + (hE)x C h(E + Ex). Similarmente, verifica-se que
h(E + Ex) C (hE) + (hE)x.

Agora, por (2), E4+ Ex C Ng; U...U Ng;. Dai, (hE) + (hE)x =
h(E+ Ex) Ch(Ng1 U...U Ngj).

Como N é normal em H,

onde hg; € G, i =1,...,7, ou seja, (hE) + (hE)x é N-finito, para
todo x € GG e assim, temos que hE é N-quase invariante.

hE = N(hE). Claramente hE C N(hE), pois 1 € N. Agora,
tomando y € N(hE) temos, pela normalidade de N em H, que
y € hNE. Logo, y = hnu, comn € N eu € E. Mas, N = {h €
H | hE = E} e como n € N temos que nu = v, com v € F.
Entao, y = h(nu) = hv € hE e portanto, N(hE) C hE. Assim,
N(hE) = hE como desejado.

Falta mostrarmos que hE nao é N-finito. Suponhamos que hE é N-
finito, isto é, hE C Ng1 U...UNg,,, g € G, i=1,...,m. Assim,
EChYNgU...UNg,) =h"*Ng U...Uh 'Ng,. Novamente,

usando a normalidade de N em H vem que
ECNMh'g)U...UN(h'g,), ondeh 'g; € Gyi=1,...,m.
De onde concluimos que E é N-finito, o que é uma contradicao, pois

j& provamos em (&) que E nao é N-finito.

Desta forma, temos que hE, h € H, corresponde a um elemento

end do par (G, N).

(5) Para finalizarmos a demonstragao da proposicao, vejamos que existe uma
correspondéncia bijetiva entre H/N = {hN | h € H} (= N\H, pois
N < H)e{hE | he€ H}, pois dados hy,hy € H,

ME = hoE & hy'hE = E“EY hy'hy € N & hyN = hyN.
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Logo, ’{hE | h € H}’ = }(H/N)} = [H : N]. Notemos ainda que, se
th 7£ th, entao hlE N hQE = @, pOiSI

hner = haes = hy'hier = es € hy ' EN E "2 hylh, € N.

Sabemos que cada elemento de {hE | h € H} corresponde a um end do
par (G, N), mais precisamente (ver demonstracao da proposigao anterior)
aos elementos By, = By, + P(N\G), onde B, = {Nhv | v € E} é um
subconjunto infinito (isto é, B, ¢ F(N\G)) e By, € Q(N\G).

Ainda, se {h) | A € J} é um conjunto de representantes das classes
laterais de N em H, entao By, com A € J, sao subconjuntos disjuntos

e portanto, considerando o subgrupo gerado por Bj,, A € J, obtemos

(Propriedade 2.1.1 (5) e [22], Lema 1.6) que

e(G,N) > [H : NJ.

Observacao 3.1.2.

(1) Temos que E = G satisfaz as condigdes da proposi¢ao anterior, mas este

caso nao ¢ interessante, visto que terfamos H = N e portanto [H : N| =

1.

(2) Na demonstracao da proposicao anterior, parte (1), estamos interessados

nos casos em que ExN Hy # @, pois se ExNHy = &, entao Fx N Hy C
Ng, para todo g € G.

(3) Podemos afirmar apenas que a desigualdade é valida, pois mostramos que

hE dé origem a um elemento end do par (G, N), porém nao mostramos
que todo elemento end do par (G, N) corresponde a um elemento da

forma hE.
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3.2 De Derivacoes para Conjuntos Quase In-
variantes

Defini¢ao 3.2.1. Dado um grupo A denotamos por C(A) o conjunto das
aplicagoes de G em A que sdo constantes sobre as classes laterais a esquerda
gH de H em G, istoé, C(A) ={f G — A; f‘gH :gH — A é constante, V g €
G}, e denotamos por I(A) o subconjunto de C(A), das aplicagoes que sao su-
portadas sobre um numero finito de classes laterais a esquerda, isto é, [(A) =
{f € C(4) ; f’gH = 1, exceto em um n? finito de classes laterais ¢;H, i =

1,...,n} (onde 1 indica o elemento neutro de A).

Assim, dado f € C(A) temos que f € I(A) se, e somente se, f(g) é trivial,
exceto parage gtHU...Ug,H.

Nosso objetivo agora é dar uma estrutura de ZG-médulo (a direita)

para C(A) e I(A).

(1) Como A é um grupo, podemos dar a C'(A) uma estrutura de grupo
com a multiplicagdo ponto a ponto, isto é, para todos fi, fo € C(A),

fi.foa € C(A) é definida por

(f1-f2)(g9) :== fi(g).f2(g), paratodo g€ G,

W

onde indica a operacao de A.

Se A for abeliano, entao C'(A) também serd abeliano.

(2) Se fi1, fo € I(A), entao fi.fo € I(A) e podemos verificar que I(A) é um
subgrupo de C'(A).

(3) C(A) admite uma G-acao (a direita) dada por

C(A) x G — C(A)
(f.g) — fxg"= fo,
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tal que
f9.G — A

g0 +— (f*9)(90) = f*(90) := f(990) ,
para todos f € C(A) e g,90 € G.

De fato,

(a) (f*1)(g0) = (fl)(go) = f(1g0) = f(g0)-

Como gy é um elemento arbitrario de G, temos que f x1 = f, para

todo f € C(A).

(b) [f*(9192)1(g90) = (f"9*)(g0) = f[(9192)90] = [lg1(9290)] = (f*")(9290)
= (f *91)(9290) = (f % 1) (90) = [(f * 91) * g2](90)-
Sendo gg € G arbitrério, temos que f * (g1g2) = (f * g1) * g2, para

todos ¢g1,92 € Ge f € C(A).

Conseqiientemente, temos que I(A) também admite uma G-ac¢ao (a di-
reita).

(4) Se A é abeliano, segue de (1) e (3) que C(A) e I(A) sdao ZG-mdbdulos (a
direita). E no caso em que A é abeliano que estamos interessados. De

fato, no Teorema 3.3.1 da se¢ao seguinte, nos restringimos a A = Z.

Recordemos que, considerando A um grupo (abeliano) multiplicativo, uma

derivacgao de G em I(A) é uma aplicagao
d: G — I(A)
g — 0g) "% 0g:G— A
satisfazendo 6(gg’) = (8(g).¢").(0(¢)) "% (5g)9.(0¢'), para todos g, ¢ € G.
Assim, dado gy € G,
5(99')(90) = [(39)" (39"} (90) = (39)” (90)-(55")(90) = (89)(9'90)-(39') (50).
isto é,

d(99")(g90) = (69)(9'90)-(99")(90); (3.1)
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e usando para A a notagao aditiva (ver Definigao 1.2.1 (b))

6(99')(90) = (69)(9'g0) + (69")(90)- (3.2)

Para uma derivagao § : G — I(A), vamos associar a aplicacdo de G em

A, denotada por 6* e definida por
.G — A
g = 0°(g) = (69)(1) .
Notemos que em geral, * : G — A nao é um homomorfismo de grupos,
pois
6"(99') = 8(99")(1) = (39)(9")-(69)(1) = (39)* (1).5"(¢").
Consideremos 6 : G — I(A) uma derivacao (fixada) e §* a aplicagao

associada a 9, como antes. Vamos provar uma série de lemas que serao tuteis

posteriormente.

Lema 3.2.1. Sejam g € G ¢ h € H. Entao, *(gh) = §*(g).6"(h), em parti-
cular 6*(hihy) = 6*(h1).0%(hz), para todos hi, hy € H, isto é, 6|, : H — A

¢ um homomorfismo.

Demonstracao.

Temos,
0*(gh) = [8(gh)](1) = [(0g)".(8R)](1) = (69)"(1).(0R)(1)
= (0g)(h.1).(0h)(1) = (dg)(h).(0R)(1)

Como 1 e h s@o elementos de 1.H e dg € I(A) é constante em 1.H, segue

que (6g)(h) = (dg)(1). Dai, de (3.3) temos

(3.3)

0*(gh) = (99)(1).(0h)(1) = &*(g).0"(h). ]

Definicao 3.2.2. Dados 6* : G — A e Y um subconjunto de A, definimos

Ey como o subconjunto de G dado por

By ={geG|§(g ey}
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Lema 3.2.2. Para todo Y C A, Fy é H-quase invariante.

Demonstracao.

Fixemos Y C A. Por conveniéncia, vamos denotar Ey apenas por F.
Precisamos mostrar que para todo x € G, o conjunto dado pela diferenca
simétrica F+ Fx é H-finito, isto é, E+Fx C H.F', onde F' é algum subconjunto
finito de G.

Para g € G, temos que g € E + Ex se, e somente se, exatamente um dos

elementos g ou gz~! pertence a E, ou equivalentemente

0*(97")
g € E+ Exr & exatamente um dos elementos ou pertence a Y. (3.4)
0"(zg™")

De fato,
g€ (E+Er)sge (E—FEx)U(Er—FE)<ge (E—FEr)oug e (Ex—FE).

e se g € (F — Ex) temos que

geEFE e g¢ EFr s geE e g#0x,VOEE
SgEFE e gr ' #0, VO E
SgeF e gr' ¢k

S5ghHey e §(xgh) Y.

e se g € (Ex — F), entao

g€EFEx e g¢ E< g=0x, paraalgum 0 € F e g¢ E
S gr'=0 paraalgum € E e g¢ E
SgrleFE e g¢FE

S5 (xg)eY e (g ¢Y.

Observemos que

6 (xg™") = dx(g ").0%(g7"), (3.5)
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pois

5 (xg™") = [6(zg™H)](1) = [(62)7 (3¢ H)](1) = (62)7 (1).(5g7")(1)
= (0x)(g7'1).(6g7")(1) = 62(g7).6%(g7").

De onde segue que 6x(g') € A nao é trivial, para todo g € E + Ex, pois

se existisse gy € E + Ex tal que dz(gy ") = 1 terfamos
_ (3.5) o« _ w«/
0x(gy ) =1 = 0" (xgy ") = 6% (g5 1)-

Assim, §*(zgy ') € Y se, e somente se, 6*(g; ") € Y, o que contradiz (3.4).

Agora,

du(g™) £ 1 g7 € {g€ G| ou(y) £ 1} = supp(dx) g € (supp(dz)) .

Desta forma,
gEE+Er=dx(gH#1=gc¢ (supp(5x))_1

e portanto, £ + Ex C (supp((h))_l.

Logo, para concluirmos que E + Fx é H-finito, basta mostrarmos que
(3upp(5x))7l é H-finito.

Como 0 : G — I(A) ex € G, entdo dx € [(A) ={f:G — A; f’gH::L’
exceto para um numero finito de classes laterais a esquerda}. Sejam g1 H, ..., g H

as classes laterais em que dz(g;H) # 1,7 =1,...,k, entdo

1

& (0x)(g7") #1
@g_l cegHU...UgH

g e (supp(5x)) a

<:>gil € {gla' . 7gk}H
sgeH{g',...,.'y=HF F=1{g{", ..., 9"} finito.

Entao, concluimos que (supp((h))*l ¢ H-finito. Conseqlientemente, F +

Ex C (3upp(5x))_1 ¢ H-finito e portanto, F := Ey é H-quase invariante. MW

Lema 3.2.3. Sejam h € H e Y C A. Entao, hEy = Ey 5+ n)-1.
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Demonstragao.

Consideremos novamente F = By = {g € G | 6*(¢g7') € Y} e seja g € G.
Entao, g € hE se, e somente se, 6*(¢g~'h) € Y. De fato,

gEhE < g=hl, paraalgum € E < h™'g =0, para algum § € E
& hlge E.

Assim, pela defini¢ao de E, temos que g € hE se, e somente se, §*(g'h) €

Pelo Lema 3.2.1,
0" (g7'h) = 6"(g7").6"(h).

Dali, segue que 6*(¢g~') = §*(g'h).[6*(h)]*
Logo,
gERE =0 (g7'h) €Y = 6 (g7 ") e Y.[6*(h)]!
= g€ Byt = {a€G |8 (a™) €Y =Y. [6"(h)] ).

Assim, hE Q EY.[(S*(h)}—l
Agora,

g~') € Y.[5" ()]

9 € By 5«1 =

6" (
= 5 (¢ Y =y.0"(h)"!, para algumy € Y
= 6 (¢g71).0"(h) =y, para algumy € Y
= 0*(g7'h) =y, para algum y € Y (pelo Lema 3.2.1)
= 6 (g th)eY
= (¢7'h)ter
= hlgeE
= gehFE.

Desta forma, Ey5-)-1 C hE e portanto,
hE={g€ E|d(g7") € Y[§*(h)] '} = By -1 ]

Lema 3.2.4. Sejam Y e Y’ subconjuntos de A. Entao, Ey N Ey: = Eyny-.
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Demonstragao.

ge EyNEy: & ge FEy e g€ Ey
S0 (g HeY e o*(ghHeY
s 0(gH)eyny

= gc EyaAy:. |

Sejam § : G — I(A) uma derivagao e 6* : G — A a aplicagdo definida

anteriormente. Vimos no Lema 3.2.1 que 6*|,, : H — A é um homomorfismo

P
de grupos.

Lema 3.2.5. Se N = Ker ((5*

1) entdo e(G,N) > [H : NJ.

Demonstragao.

Tomemos o subgrupo de A dado por B := Im ((5* H) eseja Y C A um
conjunto de representantes para as classes laterais de B em A. Podemos supor

que (o elemento neutro de A) 1 € Y. Assim, A/B = {yB |y € Y} e

A= UyB.
yey
Consideremos para Y o subconjunto Ey = {g € G | §*(¢~!) € Y}, como

na Definigao 3.2.2.

Notemos que Ey # @, pois 1 € Y (o representante da classe 1.B) e
(171 =6*(1)=1€Y eassim 1 € Fy.

A demonstragao do lema consiste essencialmente em provarmos que Ey, G,
H (com [G : H] = c0) e N satisfazem as condi¢oes da Proposic¢ao 3.1.2.

Notemos inicialmente que, pelo Lema 3.2.2, Ey ¢ H-quase invariante.
(a) Claramente, N = Ker (5*’11) é normal a H.

(b) Vejamos que hEy N Ey = &, para todo h € H — N. Para isso, seja
he H—N=H-—Ker (6*|,). Entdo,h€ H C Geb:=d*(h) € B C A4,

o

com 6*(h) nao trivial.

Afirmamos que:

b= §*(h) nao trivial, implicaem Y NYb ' =g, (3.6)
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pois caso contrario existiria um elemento z € Y NYb™ L, o que levaria em

z€Y ez=yb! paraalgum y € Y. Dali,
-1 def. Y -1 ..
2B=(yb"")B=yB = z=y=yb  =y=0> trivial,

o que é uma contradigao.
Conseqiientemente, para b = 6*(h) # 1 obtemos

EY N EYbfl Lema:3.2.4 EYmYb—l = Eg = {g eG | 5*(9_1) € @} = 0.
Agora, pelo Lema 3.2.3, Eyy-1 = Eys-»)1 = hEy. Logo, para todo
h e H— N, temos hEy N By = Ey,-1 N Ey = @, como afirmado.

Da afirmagao (3.6) segue também que os conjuntos
N = Ker (6*|,,) e {h€ H|hEy = Ey}
coincidem, isto é, N = {h € H | hEy = Ey}. De fato,

hEN:KeT(é*}H) = he H e 6(h)=1

Lema 3.2.3
=

he H e hEy = EY[&*(h)}—l =Fy .

Assim, N C {h € H | hEy = Ey}.

Por outro lado, se h € H e hEy = Ey, tome b := 6*(h). Entdo, Ey,-1 =
Byg-gy-1 - E*? hBy = By e assim By N By, = By # .

Mas a afirmagao (3.6) é equivalente a: Ey N Ey,-1 # @ implica b = 6*(h)
trivial.

Assim, h € H e hEy = Ey implica que h € H e §*(h) é trivial, isto é
h e Ker (5* H)

Logo, {h € H | hEy = Ey} C N e portanto N ={h € H | hEy = Ey}.

(c) H.Ey = G. Obviamente HEy C G, pois By = {g € G |§*(¢7) e Y} e
H é subgrupo de G. Agora, se g € G, entao §*(¢g7!) € A = U yB.

yey
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Assim, existem y € Y e h € H tais que 6* (g ') = y.0*(h) e conseqiiente-

mente

5 (g7t FTER 5 (g8 (R = 6% (g[S ()] T =y e Y

Dai, hg = (¢~ *h™')"! € Ey e portanto, g € h™'Ey C HEy de onde

concluimos que HEy = G.

Finalmente, tendo verificado que E = Ey, G, H e N satisfazem todas as

condigoes da Proposicao 3.1.2, concluimos entdao que e(G,N) > [H: N]. R

3.3 Teorema de Swarup

Por toda esta secao, consideramos G um grupo finitamente gerado e de-
notamos por A um grupo abeliano aditivo, com a estrutura de ZG-médulo
trivial.

Vejamos inicialmente, mais alguns resultados.

Proposicao 3.3.1. Sejam G e A grupos. Entao, C(A) e I(A) sdo isomorfos
aos médulos Coind% A e Ind$ A, respectivamente. Em particular, se A = Z,

C(Z) ~ Homy(Z(G/H),Z) "2 Z(G/H) e I(Z) ~Z(G/H) ~ Z(H\G).

Demonstragao.

Como A é um grupo abeliano, podemos vé-lo como um Z-médulo e como
um ZG-médulo com a G-acdo trivial. Por conveniéncia, como Coind%A e
Ind$ A foram estudados considerando médulos & esquerda, vamos aqui consi-
derar C(A) e I(A) como ZG-mddulos a esquerda, bastando para isso tomar a

G-acao A esquerda: g.f := f.g7t.
(1) C(A) ~ Coind% A. Temos,

C(A) = {f G — A f’gH é constante, V gH € G/H}
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e pela Proposicao 1.4.4, temos um ZG-isomorfismo
Coind§ A = Homzy(ZG, A) ~ Homz(Z(G/H), A).

Seja E = {g, | @« € J} um conjunto de representantes para as classes

laterais a esquerda de H em G, isto ¢, G = U 9o H.
acJ

Consideremos f € C(A), entao f’g € constante, isto é, f(ga) = ca (Ca

constante).
Desta forma, definamos
o C(A) — Homs(Z(G/H), A)
fr—e(f) Z(G/H) — A
de modo que nos elementos bésicos g, H de Z(G/H), [gp(f)] (9o H) ==
f(ga) = co € A e estendemos por linearidade:

[‘P(f)] <Z na(gaH)> = Z nocf(ga)'

acJ acd

Observemos que essa soma ¢ finita, pois cada elemento Zna(gaH ) €
acd

Z(G/H) é tal que n, = 0 para quase todo a € J e o(f)(gH) = f(g9),

para todo g € G, pois gH = goH "L f(g) = f(ga) = 0(f)(gaH) =

p(f)(gH).
Temos que ¢(f) € Homz(Z(G/H), A), isto é, ¢(f) é um homomorfismo
de grupos abelianos, pois se z = Zna(gaH) ey = Zma(gaH) €

acd acJ

Z(G/H), entao

()@ +y) =e(f) Zna(gaH) + Zma(gaH)]

LacJ acJ

=¢(f) Z(na + ma)(gaH)]

LacJ

= Z(na +Ma) f(9ga)

aeJ

= Z Nof(ga) + Z M f(ga)

acJ acJ
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= o(f) [Z N (gat)

aeJ

+ o(f) [Z ma(gaH)]

aeJ

= o(f)(@) + o(f) ().

Também temos que ¢ ¢ um homomorfismo de ZG-médulos (a esquerda):

(a) o(f.f") = (f) + (f') visto que, nos geradores,
([ F)9aH) = (F-1')(ge) = F(9a) + ['(9a)
= ¢()(gaH) + () (got)
= () + (/)] (9o H).

(b) »(g.f) = g.¢(f), para todo g € G, pois
o 0(9-1)(9aH) = 0(f.97)(gaH) “L7 (£.07)(90) = Flg7"90)

o (90()(g9aH) = g.0(f) g 9 ) = o(f) g 9 ) = f(g " 9a).

Consideremos agora

v Homz(Z(G/H),A) — C(A)
¢ — ¥(9)
onde ¥ (¢) é definida por

We): G — A
9= gah — ¥(9)(9) = d(9at) = ¢(gH).
Ainda, temos que ¥ é um homomorfismo e é o inverso de ¢. De fato,
e ¢ ¢ um homomorfismo,
o Yoy =idoa
(¥ o 0)(N)9) = le(H(9)] “EY o) (gH) “E7 f(g),
® ¢ o = idyom,z(G/H),A)

(o) (@) (gH) “L? w(8)(g) = $(gH).
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(2)

(1%)

(2%)

(3%)

Logo, C(A) ~ Homz(Z(G/H),A) (como ZG-médulos) e portanto, da
Proposicao 1.4.4, temos que C(A) ~ Coind% A.
I(A) ~ Ind% A.

Para isso consideramos a composicao das trés aplicagdes seguintes (ja

adaptadas ao fato que A é ZG-mddulo trivial):

O ZG-monomorfismo

¥ Ind%A — Coind%A
gO®a — 19(90®0J)7

a, seggo € H; -
tal que Y¥(go ® a)(g) = (dado na Proposicao 1.4.2

0, c. c
(a)).

O ZG-isomorfismo
¢: CoindG A — Homyz(Z(G/H), A)
f— &),
tal que £(f)(gH) = f(g~') (dado na Proposigao 1.4.4 (a)).
O ZG-isomorfismo ¢ : Homgz(Z(G/H),A) — C(A) dado anterior-
mente.

Deste modo, obtemos um ZG-monomorfismo

n=1otod: IndG,A — C(A).

Agora, Im(n) = I(A), pois num elemento basico gy ® a € IndGA =
ZG @z A, temos:

(Wo&od)(go®a))(g) =v((W(g0 ®a)))(g)
(090 ® a)) (gH) “L 9(go @ a)(g7")

def9 | @ seg”lgo € H;

(n(go®a))(g) =
deéw

0, c. c.
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o a, seg e goH;

isto é, (77(90 ® a))(g) =
0, c. c.

Assim, fy, 0 :=n(go®a) é um elemento de I(A) constante nos elementos

de classe goH e nulo nos demais elementos.

Claramente, as funcoes da forma fy, ,, com gy € G e a € A, geram [(A).
Logo,
Ind% A~ Im(n) = I(A),

como queriamos mostrar.

(3) Finalmente, se A = Z, temos:

C(Z) ~ Coind$ 7 = Homyzy (ZG, Z) ~ Homyz(Z(G/H),Z) "< Z(G/H) e

[(Z) ~ Ind§Z = ZG @z Z~ Z(G/H) """ 2(H\G). g

Corolario 3.3.1. Seja A um grupo abeliano, visto como ZG-moddulo trivial.

Entao,
(a) H'(G,C(A)) ~ Hom(H, A).

(b) Identificando H'(G,C(A)) com Hom(H, A), podemos ver o homomor-
fismo induzido em cohomologia (idg, a)* : H(G,1(A)) — H'(G, C(A))

da inclusdo a : I(A) — C(A) como a aplicacao

p: HY(G,I(A)) — HY(G,C(A)) = Hom(H, A)
[0] — &*

H
onde § : G — I(A) é uma derivacao representando uma classe de

cohomologia [0] € HY(G,1(A)).

Demonstragao.

(a) Da proposigao anterior (ver demonstragao, parte (2)) e Proposicao 1.5.1,

segue que H'(G,C(A)) ~ HY(G, Coind% A).
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Agora, usando o Lema de Shapiro (Proposi¢ao 1.6.1), a Proposigao 1.2.2

e o Coroldrio 1.2.1 (visto que A ¢ um ZG-mdédulo trivial), obtemos

_ (i,m)* Der(H, A)
H! GA) ~ HYH,A)=—"—""""—Hom(H,A
(Ga COanH ) ( ) ) P(H, A) Om( ) )7
onde i : H — @G é a inclusao.
(b) Seja [0] € HY(G,I(A)) = w. Como I(A) C C(A), podemos

P(G, 1(A))
ver [§] como um elemento de H'(G,C(A)) ([0] = [0 d]). Ainda, iden-

tificando HY(G, C(A)) com HY(G,Coind% A), podemos considerar [§] €
HY(G, Coind% A). Analisando (i, 7)* temos que (i, 7)*([0]) = [r o o 7],
onde 7 : FF — F’ é uma aplicacao de cadeias entre as resolucoes
projetivas de Z sobre ZH e ZG, respectivamente. Mas podemos to-
mar F' e F’' como sendo as resolugoes bar e 7 como a inclusdo. Dali,

P(H,A)=0

(i,m)*([0]) = [rodoT]=[r0d] "= mod.

Agora, (0 8)(h) = 5(h)(1) = 6*(h) = &

o (h). [

Proposicao 3.3.2. Sejam G um grupo finitamente gerado e H um subgrupo
de G de indice infinito. Entao,

e(G,H) =1+ rankz(Ker p),

onde

p=(id,a)*: HY(G,I1(Z)) — HY(G,C(Z))
[0] — o7

H

¢é a aplicacao do corolario anterior.

Demonstragao.

Do ZG-monomorfismo natural I(Z) — C(Z), obtemos a seqiiéncia exata
curta
C(z)

O—>[(Z)—>C(Z)—>m—>0. (3.7)

Esta seqiiéncia, induz uma seqiiéncia exata longa em cohomologia
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0 — H°(G,1(Z)) — H°(G,C(Z)) — H° (G, %)
— H(G.12)) 2 H'(G,0@) — -

Agora,

o H(G,I(Z)) ~ H°(G,Ind%Z) = 0, visto que [G : H] = oo (Proposigao
1.4.3).

Shapiro

e H(G,C(Z)) ~ H*(G,Coind3Z) ~  H°(H,Z) ~Z.
cz) Coind$Z, _Z(G/H) e
3 12 = Tndez = Z(GH) onde Z(G/H) = Homgz(Z(G/H),Z).

Assim, obtemos de (3.8) a seguinte seqiiéncia exata curta

o~ 2(G/H)
0 —%4Z—H (G,W> — Ker p— 0

Agora, Im(p) ¢é um Z-moédulo livre, pois ¢ um Z-submédulo de
HY(G,Z(G/H)) que é livre ([9], Proposi¢ao 4.5.16) e Z é dominio de ideais
principais (Proposicdo A.4.4) e dai obtemos (vide Observagao 2.3.1 e Pro-

posicao A.4.3) que

e(G, H) = rankyH° (G, %) = 1+ rankz(Ker p). -

Corolario 3.3.2. Seja H um subgrupo de indice infinito num grupo finita-

mente gerado GG. Entao,
e(G, H) < 1+ rank,HY (G, Z(G/H)).

Observacao 3.3.1. A proposicao anterior e corolario sao validos por conside-
rar mais geralmente A um corpo primo ou um subanel de Q, ao invés de Z ([15],
3.1) (ou ainda um Dominio de Ideais Principais ([9], 4.5.17)). O caso A = Zj
foi provado por Andrade-Fanti em [1], Lema 3.2 e a idéia aqui apresentada é

essencialmente a mesma.

Finalmente, o Teorema de Swarup segue por combinar os resultados desta

secao com o Lema 3.2.5.
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Teorema 3.3.1. Sejam G um grupo finitamente gerado e H um subgrupo de

H
indice infinito em G. Se e(G, N) = 1, para todo N < H, com ~ = 7, entao
e(G,H) =1+ rankzH' (G,1(Z)) = 1+ rankz H' (G, Z(G/H)).

Demonstracgao.

Em vista do Corolario 3.3.1 (b), é suficiente mostrar que
p:H'(G,1(Z)) — Hom(H,Z)
¢ o homomorfismo trivial, dai
Kerp=H"(G,1(2)) e e(G,H) = 1+rankz(Kerp) = 1+rank;H' (G, 1(Z)).

Se p = 0, entdao nao ha nada a demonstrar. Caso contrario, existiria y €
HY G, 1(z2)) = w tal que p(p) # 0, logo u # 0. Mas, u =
’ P(G,I(Z)) ’ ' ’

6+ P(G,I1(Z)), onde é : G — I(Z) é uma derivagao.

Seja entao ¢ : G — I(Z) uma derivacao. Pelo Lema 3.2.5, temos que

nE

: H — 7 é nao trivial, isto é, Im (5*}H) # {0}, entao pelo Teo-
H ~ Im (5*
w)

N N-=Ker (5*
nao trivial de Z, o que implica que N = k7 ~ 7 (k € N*), de onde concluimos
que [H : N] = |H/N| = .

e(G,N)>[H : N], onde N = Ker (0"

Se &*

"

rema do Isomorfismo H) que é um subgrupo

Logo, como e(G, N) > [H : NJ, obtemos que e(G, N) = oo, o que contradiz
a hipdtese inicial.

Assim, p([d]) = 6*

5 ¢ trivial para todo o.

Portanto, pela Proposicao 3.3.2 temos que
e(G,H) = 1+ rankz(Ker p) = 1+ rank; H* (G, 1(Z)).

Agora, a tltima igualdade segue da Proposicao 3.3.1. [ |
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Corolario 3.3.3. Seja G um grupo finitamente gerado. Se ¢(G) =1 e G tem

um subgrupo H ciclico infinito, entao
e(G, H) = 1+ rank;H' (G, Z(G/H)).

Demonstragao.

H
Seja N < H, com N ~ 7. Como por hipétese H ~ Z, devemos ter
necessariamente N = {1}. Dai, e(G,N) = e(G,{1}) = e(G) =1 e o resultado

segue do teorema anterior. |
Exemplo 3.3.1.

(1) Consideremos G = Z ® Z e H = Z. Temos que, e¢(Z & Z) = 1. Entao,

pelo corolario anterior,
e(G,H) =1+ rank;H' (G, Z(G/H)),

isto é, e(Z® Z,Z) =1+ rank;H' (Z ® Z,Z) que ja sabemos ser igual a
2 (Exemplo 2.3.2 (1)) e assim rankz H' (Z & Z,7) = 1.

(2) Mais geralmente, se G = Z&Z @ K, onde K é um grupo finito e H = 7Z,
entao

e(G,H) =1+ rank;H' (G, Z(G/H)),
pois, e(QG) Teorema 2.1.2 e(ZZ)=1.
Observacao 3.3.2.

(1) Como conseqiiéncia do teorema anterior, Swarup em [28] apresentou al-

gumas aplicacoes para grupos de dualidade de Poincaré.

(2) E interessante observar que quando |G : H] = 0o, Andrade e Fanti em
[1] definiram um invariante end “E(G, H)”, provaram que FE(G, H) <
e(G, H) e analisaram algumas situagoes em que E(G, H) e e(G, H) coin-
cidem. O invariante end E(G, H) é dado através de uma férmula coho-

moldgica 1-dimensional (envolvendo cohomologia relativa de grupos):

H'Y(G, H,Zo(G/H)) )

E(G,H) = 1+ dimz, < P(G, H,Z,(G/H))
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onde P(G, H,Zy(G/H)) = {6 € P(G,Zo(G/H)) ; b|,, =0} .

Assim, nos casos em que E(G, H) e e(G, H) coincidem (como no Teorema
3.1 e Corolério 3.6 de [1]), obtemos também para e(G, H) uma férmula

cohomolégica (relativa) 1-dimensional.
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Apeéendice A
Topicos de Algebra Homoloégica

Em geral, no que segue, R indica um anel com unidade, no entanto, sempre
que nos referimos a RG-mddulos, R se restringe a Z ou Zs.

Fazemos aqui uma revisao de conceitos e resultados importantes de Algebra
Homolégica, relativos a teoria de Médulos, necessérios para o desenvolvimento
do trabalho. Destacamos as resolucoes Padrao e Bar (de R sobre RG-médulos,
tanto a esquerda como a direita), bem como um estudo de posto/rank de
modulos livres sobre anéis comutativos (com unidade). A maioria dos resulta-
dos sao apenas enunciados.

Um livro texto inicialmente utilizado (com algumas adaptagoes) foi [13],
no entanto, para topicos como, por exemplo, produto tensorial este texto nao
¢ bom e assim utilizamos mais de perto [20]. Isto deve-se ao fato que em [13] o
autor trabalhe com R-moddulos, sendo R anel comutativo com unidade, e nao
¢ nosso interesse considerar apenas tais anéis comutativos, pois na definicao
de cohomologia de grupos (Capitulo 1), os médulos considerados sao médulos
sobre anéis grupos (ZG e ZsG) que nao sao comutativos quando G nao é
comutativo.

Outras referéncias usadas sao [16], [20], [3], [17], [4] e [19].
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A.1 Modbdulos e Homomorfismos

Definicao A.1.1. Seja R um anel com unidade. Dizemos que um conjunto
nao vazio M é um R-mddulo a esquerda, se M é um grupo abeliano aditivo,
junto com uma aplicacao

piRxM— M

tal que para cada o € R e cadam € M, associa o elemento (o, m) := am € M

satisfazendo as seguintes condigoes:
(a) a(Bm) = (aB)m,
(6) a(m+m') = am + an,
(¢) (a+ pB)m = am+ Bm,
(d) Im =m |
para todos a, 5 € Rem,m’ € M.

Observacgao A.1.1.

(1) De maneira anédloga, podemos definir R-mdédulo a direita, para isto basta

considerarmos uma multiplicacao a direita por elementos do anel R.

(2) Em geral definigoes, exemplos e resultados, sdo apresentados com maior
énfase para R-modulos a esquerda, uma vez que a teoria de cohomolo-
gia de grupos (Capitulo 1) é introduzida seguindo [4], que trabalha com
modulos a esquerda. No entanto, resultados similares continuam validos
se consideramos R-mdédulos a direita. Assim, em muitas situagoes dire-

mos simplesmente R-modulo, sem especificar se é a direita ou a esquerda.

(3) Se R é um anel comutativo, todo R-médulo a esquerda M, admite uma
estrutura natural de R-moédulo a direita, por definir m % a := a.m, para

todos @« € R e m € M (e reciprocamente).
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Exemplo A.1.1.

(1)

(2)

(3)

Todo anel com unidade R, admite uma estrutura de R-mddulo a es-
querda (a direita) considerando a multiplicagdo por escalar como sendo
a multiplicagao usual do anel. As vezes denota-se rR (Rg) para indicar
R com a estrutura de R-médulo & esquerda (a direita). Por exemplo,
o anel R (dos reais) é um R-mdédulo (a esquerda e a direita), Z, (visto
como um anel) é um Z,-médulo (a esquerda e a direita) etc. Ainda, se
Z é um ideal a esquerda (a direita) de um anel R, considerando em 7
a soma induzida da soma de R e a multiplicacao a esquerda (a direita)
por escalar definida pela multiplicacao de R, podemos ver Z como um

R-médulo a esquerda (& direita).

Sejam G um grupo abeliano (que denotamos aditivamente) e R = Z o

anel dos inteiros. Definindo
w: ZxG — G
(n,g9) — p(n,g):=n.g,
para todosn € Zeg € G,com l.g =g, (n+1).g=ng+ge —ng=
—(n.g), para n € N*, temos que G é um Z-médulo (a esquerda). Em

particular, Z,, o grupo das classes de restos médulo n é um Z-mddulo (a

esquerda), R é um Z-mdédulo (& esquerda) etc.

Sejam G um grupo e P(G) = {A| A C G} o conjunto das partes de G.

Consideremos em P(G) a operagao diferenga simétrica, que denotamos
por +, isto é, A+ B = (A—B)U(B—A) = (ANB°)U(A°NB), ou ainda,
A+B = (AUB)—(ANB) = (AUB)N(ANB)¢, para todos A, B € P(G).
Observemos que tal operagao faz de P(G) um grupo abeliano e portanto

um Z-médulo (& esquerda).

Agora, considerando a multiplicacao (a esquerda) por escalar

1 Zy x P(G) — P(G)
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tal que, 0.4 := @ e 1.A := A, para todo A € P(G), obtemos para P(G)
uma estrutura de Zy-médulo (& esquerda). Notemos que todo elemento
de P(G) tem ordem 2 e assim “—B = B”. Observemos ainda que em
geral a notagdo A — B nao indica A + (—B) (= A+ B), mas sim a

diferencga entre os conjuntos.

Definigao A.1.2. Um subconjunto N de um R-mdédulo (a esquerda) M, diz-se

um R-submddulo de M, ou simplesmente um submodulo de M, se
(a) N é um subgrupo de M,

(b) N é fechado com relagao a multiplicacao (a esquerda) por escalares, isto

é, para todos a € Ren € N tem-se an € N.

Lema A.1.1. Sejam M um R-médulo (a esquerda) e § = {N; | i € I} uma
familia de submédulos de M. Entao, ﬂNi ¢ um submédulo de M.

el

Seja S um subconjunto arbitrério de um R-médulo (a esquerda) M. Temos
que S estd contido em pelo menos um submédulo de M, a saber, o proprio
M. Pelo lema anterior, temos que a interseccao de todos os submédulos de M
contendo S é um submodulo de M. Denotamos tal submddulo por N, isto é,

N = ﬂNi, onde N; é um submédulo de M tal que S C N;, para todo i € I.
iel

Este submédulo N é chamado o submodulo de M gerado por S. No caso

em que N = M, dizemos que S é um conjunto de geradores de M e que

M é gerado por S.

Definigao A.1.3. Seja S um subconjunto de um R-médulo (a esquerda) M.
Um elemento m do R-médulo (& esquerda) M é uma combinagdo linear
de elementos de S se, e somente se, existe um numero finito de elementos
my,...,my €5 tais que

k
m = g am;, coma; € R 1=1,... k.
i=1
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Definigao A.1.4. Consideremos M e N dois R-mddulos & esquerda (& direita)
arbitrarios. Uma aplicagao f : M — N diz-se um homomorfismo de

R-mddulos, se
(a) f(m+m')=f(m)+ f(m') e
(b) flam)=af(m) (f(ma)= f(m)a),

para todos a € R e m,m' € M.

Exemplo A.1.2. A aplicagao de R-mddulos f : M — N, dada por f(m) = 0,
para todo m € M é um homomorfismo de R-médulos, chamado homomor-

fismo nulo ou trivial.

Definicao A.1.5. Um homomorfismo de R-médulos f : M — N diz-se
um monomorfismo (epimorfismo) se f for injetor (sobrejetor). Se f for
bijetivo, entao dizemos que f é um tsomorfismo e que os R-médulos M e N

sao isomorfos (M ~ N).

Proposigao A.1.1. Sejam f: M — M'e g: M' — M"” homomorfismos de
R-médulos. Entao, h =go f: M — M" é um homomorfismo de R-médulos

e?
(a) se h é um monomorfismo, entao f também o é,

(b) se h é um epimorfismo, entdo g também o é.

Definigao A.1.6. Consideremos a seqiiéncia (finita ou infinita) de R-médulos
e homomorfismos

s x Ly sz (A.1)

Esta seqiiéncia é denominada semi-exata (emata) em Y se

Im(f) C Ker(g) (Im(f) = Ker(g)).

Se a seqiiéncia (A.1) ¢é semi-exata (exata) em todo mddulo, exceto nos
modulos extremos (caso existam), dizemos que a seqiiéncia (A.1) é uma se-

qiiéncia semi-exata (exrata) .
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Definicao A.1.7. Uma seqiiéncia exata de homomorfismos de R-mddulos, da
forma

0—x Ly -4 z—0
¢ denominada seqiiéncia exata curta.

M
Exemplo A.1.3. Sejam N um submédulo de um R-médulo M e ~ ©
R-médulo quociente. Consideremos a inclusao ¢ : N — M e a projecao
M
p: M — ~ tal que p(m) =m = m + N. Temos que, Im(i) = N = Ker(p).

Assim, obtemos a seguinte seqiiéncia exata curta

O—>N$ML>——>O.

A.2 Complexos de (Co)cadeias

Definicao A.2.1. Uma seqiiéncia semi-exata de R-mddulos e homomorfismos

da forma (decrescente)
8'n,«ﬁ»l 0,
Ciovi— Oy =5 C 25 Oy — -+

com n € Z, é chamada complexo de cadeias. Os homomorfismos
0, : C, — (,_1 sao denominados operadores bordos. Tal complexo é
usualmente denotado por C' = (Cy,, Op) ¢z 0 simplesmente C' = (Ch,),,cz-
O quociente H,(C) = Ker(9,)

[m(an+1)
dimensional de C e a colecao H.(C) = {H,(C)},ez é denominada homo-

¢ chamado maddulo de homologia n-

logia de C.
Exemplo A.2.1. Consideremos o seguinte complexo de cadeias
Ciiii—C=2-20C=220=22C=2— -,

onde
0, se n ¢é par;

O () =

kx, se n ¢ impar,

para todos v € Z e k € Z, k > 1 (fixo). Assim,
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e se n é impar, entdao Ker(d,) = {0} e Im(0,+1) = {0} e dai,

H,(C) = {0};

e se n é par, entdao Ker(0,) =7Z e Im(0,+1) = kZ. Portanto,

Z

}{n((j) = ZEZ ~

L.

Definicao A.2.2. Uma seqiiéncia semi-exata de R-mddulos e homomorfismos
da forma (crescente)

_ 67171 on
D:eoo—s pr1le L pn 2, pntl L.

¢ chamada complexo de cocadeias. Neste caso, os homomorfismos

" . D" — D™ sio denominados operadores cobordos. Notacao: D =

(Dna 6n)n€Z ou Simplesmente D = (Dn)nEZ' O QUOCithe Hn(D) —
Ker(s"
%(1)) ¢ chamado mddulo de cohomologia n-dimensional de D
m(on-

e a colecao H*(D) = {H"(D)},ez é chamada cohomologia de D.
Observacao A.2.1.

(1) Observemos que a tunica diferenca entre os complexos de cadeias e co-
cadeias, é a indexacao por inteiros, ou seja, um complexo de cadeias é
indexado por inteiros na ordem decrescente enquanto que um complexo

de cocadeias é indexado por inteiros na ordem crescente.

(2) Um complexo de cadeias pode ser visto como um complexo de cocadeias
e reciprocamente. Mais precisamente, dados um complexo de cadeias
C = (Cp)nez € um complexo de cocadeias D = (D"),cz. Entao,
C=(C™=C_,)nez ¢ D=(D,:= D™ "),z serao complexos de cocadeias

e cadeias, respectivamente.

(3) Como a cohomologia de um grupo é a cohomologia de um complexo de
cocadeias especial, nos dedicaremos mais ao estudo de resultados para
complexos de cocadeias. Resultados similares aos apresentados, também

sao validos para complexos de cadeias.
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(4) Dado um complexo de cocadeias C, denotamos Ker (6™) por Z™(C) e
Im (6"~1) por B™(C).

Definicao A.2.3. Sejam

on—1 o
C:-vi— (Ol 0 5 O — .. e
gnfl gn

)

complexos de cocadeias. Um homomorfismo de grau 0 ou aplicacao de

cocadetias f : C — D ¢é uma familia de homomorfismos de R-moddulos

f=4{f":C"— D" neZ}, tais que §"o fr = fr+lo§n para todo n € Z.
Exemplo A.2.2.

(1) Se C' é um complexo de cocadeias, a aplicagao id : C — C, dada pela
familia
id = {id" : C" — C",n € Z},
de homomorfismos identidade id" dos moédulos C™, isto é, id"(z) = =,
para todo x € C™ é uma aplicacao de cocadeias, denominada homo-

morfismo identidade e denotada por id : C — C.

(2) Dados C' e D complexos de cocadeias, a aplicagdo f : C — D, tal
que f" : C" — D™ é o homomorfismo trivial para todo n € Z, é
uma aplicacao de cocadeias, denominada homomorfismo trivial do

complexo C' no complexo D. Denotamos tal homomorfismo por f = 0.
Proposicao A.2.1. Seja f : C' — D uma aplicacao de cocadeias. Entao,
[z c zn(D) e fr[B"(C)] € BY(D).

Definigao A.2.4. Dada uma aplicacdo de cocadeias f = (f") : C — D,
temos induzido, para cada n € Z, um homomorfismo
H*(f) : H*(C) — H"(D),

tal que acadaT = x+B"(C) € H"(C) associa H"(f)(Z) := f"(xz)+B™(D). Tal
homomorfismo é denominado homomorfismo induzido n-dimensional

de f.
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Proposicao A.2.2.

(a) Consideremos id : C — C' o homomorfismo identidade. Entao, para
cada n € Z, o homomorfismo induzido H™(id) é o homomorfismo identi-

dade do médulo H™(C'), isto é, H"(id) = idgn(c).

(b) Sejam C' e D complexos de cocadeias. Se f: C'— D é o homomorfismo
trivial, entdo H"(f) : H"(C') — H™(D) é também um homomorfismo

trivial (de grupos), para todo n € Z.

(c) Se f: C — D eg: D — E sao homomorfismos de complexos de

cocadeias, entdao H"(go f) = H™(g) o H"(f), para todo n € Z.

Definicao A.2.5. Sejam C' = (C”,(S”)HEZ e D = (D”,g”) complexos de

neL
cocadeias e f,g : C' — D aplicagoes de cocadeias. Dizemos que f e g sao
homotdpicas se, e somente se, existe uma familia de homomorfismo (de grau

—1) h={h":C" — D" ', n € Z} tal que
gnfl o A" 4 thrl 0" = fn o gn’
para todo n € Z.

Para uma melhor compreensao da definicao anterior, vejamos o diagrama

seguinte:

5n—1 o 5n+1
e Cnfl — (" — Cn+1 Cn+2

/nunm/
/ f 9}//1

N anl gnj) Dn ? Dn+1 = Dn+2

A familia h é chamada homotopia (ou homotopia de cocadeias), entre

as aplicacoes de cocadeias f e g e denotamos por f ~ g.

Proposicao A.2.3. Sejam f,g : ' — D aplicacoes de cocadeias. Se f é
homotdépica a g, entao H™(f) = H"(g), para todo n € Z.

Definicao A.2.6. Dizemos que um complexo de cocadeias C' é contrdtil se
existe uma homotopia de cocadeias entre idc e a aplicagao nula. Tal homotopia

¢ denominada homotopia contratil.
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Definicao A.2.7. Uma aplicacao de cocadeias f : C' — D é denominada
uma equivaléncia de homotopia se existe uma aplicacao de cocadeias
g: D — Ctal que gof ~idoce fog ~ idp. Neste caso, dizemos que

C e D sao homotopicamente equivalentes.

Proposicao A.2.4. Se C' e D sao complexos de cocadeias homotopicamente

equivalentes, entao

H"(C)~ H"(D),
para todo n € Z.

Demonstracgao.

Se f:C — D é uma equivaléncia de homotopia e g : D — (' é tal que

go f~idce fogn~idp, entdo pela Proposicao A.2.2 (a) e (c), obtemos que
H"(g)o H"(f) =H"(go f) = H"(id¢) = idgn(c) €

H"(f)oH"(g) = H"(f og) = H"(idp) = tdun D).

Portanto, H™(f) é um isomorfismo, para todon € Z e [H”(f)]_1 =H"(g). ®

A.3 Mobébdulos Livres e Projetivos

Definigao A.3.1. Seja S um conjunto qualquer. Um par (F, f), onde F é
um R-médulo e f é uma aplicagao do conjunto S no R-médulo F', é chamado
R-modulo livre sobre S se para toda aplicacao g : S — M, onde M é um
R-médulo, existir um tnico homomorfismo h : F' — M tal que a relagao de

comutatividade h o f = g ¢ valida no seguinte triangulo:

7/
\ .
g + 3d'h
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Exemplo A.3.1.

(1)

(2)

Considerando S um conjunto unitéario, temos que R é um R-médulo livre

sobre S.

De fato, sejam S = {s} e f : S — R dada por f(s) = 1. Qualquer que
seja
g: S={s} — M
s — g(s) =z (x¢ fixo),
basta definir A : R — M tal que h(l) = z¢ e h(a) := a.h(1) = ax,
com o € R. Dai, (ho f)(s) = h[f(s)] = h(1) = xo = g(s), ou seja,

ho f =g, e tal h é Gnico.

ZLp, p € Z, p = 2 ¢é um Zy,-moédulo livre, no entanto nao ¢ Z-mdédulo

livre.

O fato de Z, ser um Z,-médulo livre (sobre um conjunto unitario .S)

segue diretamente do exemplo anterior.

Agora, temos que Z, nao é um Z-mdédulo livre, pois caso contrério,
existiria S e f satisfazendo a Definicao A.3.1, para F' = Z,. Tomemos

M = 7Z e consideremos o diagrama

Se f(s) = 0, para todo s € S, basta considerarmos g : S — Z, com
g(s) # 0 para algum s € S. Desta forma, nao existe h : Z, — Z tal que
hof=g.

Agora, se f(s) =a # 0, para algum s € S, basta tomarmos a aplicagao
constante g : S — 7Z, com g(s) = ng # 0 (ng fixo), para todo s € S.
Também nao existe h : Z, — Z tal que ho f = g, pois se existisse tal

h, teriamos

0 = h(0) = h(pa) = p.h(@) = p-h[f(s)]| = p.g(s) = png # 0,
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o que é uma contradigao.

Portanto, temos que Z, nao é Z-moédulo livre.

Teorema A.3.1. Se o par (F, f) é um R-moddulo livre sobre um conjunto S,

entdo f é injetiva e a imagem f(S) gera o médulo F.

Teorema A.3.2. (Unicidade) Se (F, f) e (F', f') sdo R-mo6dulos livres sobre

um mesmo conjunto S, entao existe um unico isomorfismo k : F' — F’ tal

que ko f = f'.

Teorema A.3.3. (Existéncia) Dado um conjunto S, sempre existe um R-

modulo livre sobre S.

Segue dos resultados anteriores, que todo conjunto S determina essencial-
mente um tnico R-médulo livre (F, f). Como a aplicagdo f : S — F é inje-
tiva, podemos identificar S com sua imagem f(S). Dai, S torna-se um subcon-
junto de F' que gera o R-médulo F' e podemos considerar f =14 : .S — F como
a aplicacao inclusao. Assim, se F' é livre sobre S, toda aplicagao g : S — M,
onde M ¢é um R-modulo arbitrario, se estende a um tnico homomorfismo
h: F — M. Este médulo F' sobre R sera referido como o maodulo livre

sobre R gerado por S.

Definicao A.3.2. Um R-médulo M é denominado livre se M é isomorfo a

um moédulo livre sobre S, para algum S.

Proposicao A.3.1. Se F' é R-mdédulo livre sobre S, entao F' é isomorfo a uma
soma direta da familia § = {X, | s € S}, onde X é o anel R considerado

como um modulo sobre si mesmo, isto é, F' ~ E X,.
ses

Demonstracao. [13], Corolério 4.4. |

Teorema A.3.4. Todo R-médulo (a esquerda) é isomorfo a um quociente de

um R-modulo livre.
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Demonstracgao.

Seja M um R-médulo (a esquerda) arbitrario. Tomemos S um subconjunto
de M que gera M e consideremos o R-mdédulo livre F' gerado por S. Dai, a
aplicacao inclusao i : § — M se estende a um homomorfismo h : F' — M.
Como S =i(S) = h(S) C h(F) C M e S gera M, temos que h(F) = M.
Logo, h é um epimorfismo.
F

Portanto, pelo Teorema do Isomorfismo, temos que M ~ ———— . [ |

Ker(h)

Definigao A.3.3. Dizemos que um R-mdédulo (& esquerda) P é projetivo
se, para todo homomorfismo f : P — Y e todo epimorfismo g : X — Y
de R-médulos (a esquerda), existir um homomorfismo h : P — X tal que

goh = f, no seguinte diagrama

X—=Y—=0.

Proposicao A.3.2. Todo R-modulo livre é projetivo.

Demonstragao.

Seja F' um R-moédulo livre arbitrario, gerado por um conjunto S C F.
Consideremos um homomorfismo f : F' — Y e um epimorfismo g : X — Y

de R-médulos (& esquerda), como no diagrama:

F
|
X—=Y—>0
Como ¢ é um epimorfismo e f(s) € Y, para todo s € S, temos que existe
zs € X tal que g(xs) = f(s). Entao, definamos k : S — X tal que k(s) = zs.
Logo, g[k(s)] = f(s). Como F é um R-mddulo livre sobre S C F', temos

que k se estende a um tnico homomorfismo h : FF — X.

S——F

i
7
h
k|7 lf
¥

X—7=Y—>0

g
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Agora, seja u € F. Assim, temos que u = Zajsj, coma; € Res; €8,

j=1
j=1,...,r. Entao,

= Zajg[h(sj)] = Zajg[k(sj ZOé] f(s5) (Z O‘ﬁ]) = f(u),

para todo u € F. Logo, go h = f e assim temos que F' é projetivo. [ |

Observacao A.3.1. A reciproca da proposicao anterior, nem sempre é verda-

deira. Por exemplo, Z ¢é Z & Z projetivo, mas nao ¢ Z & Z livre.

A.4 Posto (Rank) de Médulos Livres

Sabemos que se M é um modulo gerado por S, entao todo elemento de
M ¢ uma combinagao linear (ndo necessariamente tinica) de elementos de S.

Veremos que, quando M ¢é mdédulo livre sobre S, a unicidade ocorre.

Definigao A.4.1. Consideremos § = {mq, ms, ..., m;} uma familia finita de

elementos de um R-médulo M (& esquerda).

(a) Dizemos que § é linearmente dependente (l.d.), quando existem

escalares aq, s, ..., em R, nao todos nulos, tais que
a1m1+a2m2+---+atmt:0 .
(b) Dizemos que § é linearmente independente (l.i.), quando os Unicos
escalares aq, s, ..., aq, que satisfazem
cnm1+cz2m2+~-+oztmt:0,
sao todos nulos, isto é, a3 = as =---=a; = 0.

Definigao A.4.2. Seja (m;);c; uma familia arbitrdria de elementos de um

R-moédulo M.

(a) (m;)er é linearmente dependente quando existir uma subfamilia fi-

nita linearmente dependente.
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(b) (m;)icr € linearmente independente quando existir uma subfamilia

finita linearmente independente.

Proposicao A.4.1. Um R-médulo M ¢é livre sobre um conjunto

S ={m; € I} C M se, e somente se,
(a) a familia (m;);c; é linearmente independente.
(b) todo elemento m € M é combinagao linear da familia (m;)c;.

Qualquer familia (m;);e; de elementos de M que satisfaz as condigoes (a)
e (b) anteriores é chamada de base (livre) do R-médulo livre M. Ou equiva-

lentemente,

(¢) todo elemento de M pode ser representado unicamente como uma soma
> a;myj, com oy € R quase todos nulos, ou seja, exceto um nimero

finito.

Demonstragao. [16], Capitulo I, Proposicao 5.2. |

Observacao A.4.1. Uma base de um R-mdédulo livre M pode ser infinita.
Exemplo A.4.1.

(1) Se V é um espago vetorial (sobre um corpo K) e B é uma base de V,

entdo V' é um K-mddulo livre e B é uma base (livre) de V.

(2) Se R é um anel e n é um inteiro, n > 1, o produto cartesiano R" é um

R-médulo livre. Uma base para R" é dada por

S ={e; =(1,0,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,0,...,1)}.

(3) Mais geralmente, se R é um anel e I é um conjunto qualquer, conside-

remos o submédulo RY) de R’ de todas as aplicacoes f : I — R tais que



A.4. Posto (Rank) de Mdédulos Livres 122

o conjunto {i € I | f(i) # 0} é finito. Temos que RY) é um R-médulo

livre, tendo por base S, a familia (e;);c; definida por

1, se i =7;

0, se i#j.

ei(j) =
Notemos que, S ¢ infinito se I é um conjunto infinito.

(4) O corpo Q dos numeros racionais, considerado como um Z-médulo, nao
é livre. Observemos que se r = % es= c_ci sao elementos de Q, entao eles
sao linearmente dependentes. Se r = 0, entao 1.r + 0.s = 0. Se r # 0,
entao (be)r — (ad)s = 0, com ad # 0. Segue que se Q é um Z-mddulo

livre, uma base livre de Q tem um tnico elemento.

Teorema A.4.1. Seja M um R-moédulo livre. Se R é anel comutativo com

unidade, entao todas as bases livres de M tem a mesma cardinalidade.

Demonstracao. [20], Teorema 3.4 ou [3], Teorema 2, Capitulo 2. |

Observacao A.4.2.

(1) No enunciado do teorema anterior, as bases nao precisam ser necessari-

amente finitas.

(2) Se R nao é comutativo, o resultado anterior pode nao ser verdadeiro ([3],

p. 25).

(3) Em [17], é apresentada a prova do Teorema A.4.1 apenas para o caso em

que R é anel de integridade e M finitamente gerado (Teorema I111.2.1).

Definicao A.4.3. Seja M um R-médulo livre, com R anel comutativo com
unidade. Chamamos de posto (rank) de M e denotamos rankrM (ou, posto
M), ao cardinal de uma base livre de M. Se M ¢é o médulo trivial, dizemos

que M tem posto 0.
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Observacao A.4.3.
(1) Se V é um espaco vetorial sobre K, entdao rankxV = dimgV .

(2) Pode-se definir posto de um R-mddulo livre sempre que o anel R tem
“Numero de Base Invariante” (IBN), ou seja, se para todo R-mddulo

livre M, duas bases quaisquer de M tém o mesmo cardinal ([20], p. 58).

Proposicao A.4.2. Se M é um R-médulo (R anel comutativo) gerado por ¢

elementos, entao M é isomorfo a um quociente de um modulo livre de posto t.

Demonstragao. [3], Capitulo 2, Proposigao 2. |

Proposicao A.4.3. Se numa seqiiéncia exata 0 — N T —o
o modulo L é livre, entao M ~ N & L. Em particular, se R é um anel
comutativo com unidade e 0 — R — M — L — 0 é uma seqiiéncia

exata de R-modulos, com L livre, entao rankgrM = 1 + rankgL.

Demonstragao. [17], Proposi¢ao 11.5.5 e Corolario I, p. 65 ou [3], Capitulo

2, Proposicao 3. [ |

Recordemos que um anel comutativo com unidade R é denominado dominio

de ideais principais se:

(a) R é um dominio, isto é, R # 0 e se r e s sao elementos nao nulos de R,

entao rs # 0,
(b) todo ideal Z de R ¢ principal, isto é, existe s € R tal que

I=Rs={rs|re€R}={sr|reR}=sR.

Como exemplos de dominios de ideais principais, temos:
(1) O anel Z dos inteiros é um dominio de ideais principais.

(2) Todo corpo K é um dominio de ideais principais.
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(3) K|z] o anel dos polinomios a uma varidvel com coeficientes em um corpo

K também ¢é um dominio de ideais principais.

Proposicao A.4.4. Sejam R um dominio de ideais principais e L um R-

modulo livre. Se N é um submédulo de L, entao N é livre e rankgr N < rankgL.

Demonstragao. [20], Corolario 4.19. |

Observacao A.4.4. A prova da proposicao anterior, no caso em que rankrL =

n < oo é mais simples e pode ser encontrada em [17], Proposicao I11.3.1.

A.5 Produto Tensorial

A referéncia principal para esta secao é [20].

Definicao A.5.1. Um produto tensorial de um R-moédulo a direita M e
um R-moédulo a esquerda N, é um par (T, f), onde T é um grupo abeliano

aditivo e f é uma aplicagio R-biaditiva de M x N em T, isto ¢,
(a) f(m+m'.n) = f(m,n)+ f(m',n),
(b) flm,n+n) = f(m,n)+ f(m,n),
(c) f(ma,n) = f(m,an),

para todos m,m' € M, n,n' € N e a € R, e que satisfaz o seguinte problema

de diagrama universal: para todo grupo U e para toda aplicacao R-biaditiva
g MxN—U

existe um tinico homomorfismo h : T' — U que satisfaz a relacao de comuta-

tividade h o f = g no seguinte triangulo

Mx N~

s
\ ,
g + I'h

U
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Teorema A.5.1. (Unicidade) Se (7', f) e (T", ') sdo produtos tensoriais dos
mesmos R-médulos M e N, entdo existe um tnico isomorfismo x : T — T

tal que ko f = f'.

Demonstragao. [20], Teorema 1.3. |

Teorema A.5.2. (Existéncia) Sejam dois R-moddulos arbitrarios M e N.

Entao, existe um produto tensorial de M e N.

Demonstracgao.

F
Consiste essencialmente em mostrar que o grupo abeliano 7" := T onde F
é o grupo livre (Z-médulo livre) que tem por base o conjunto M x N e L é o

subgrupo gerado pelos elementos dos trés tipos:
(m_'_m/a n) T (ma n) T (mla n); (m7 n_'_n/) - (m7 n) o (m7 n/>; (ma, n) T (ma O(?l),

juntamente com a aplicagao

F
f:MXN—>—
L

(m,n) — m®n:=(m,n)+ L

satisfaz as condigoes da defini¢do de produto tensorial ([20], Teorema 1.4). W

Segue dos dois tltimos resultados, que todo par de R-médulos M (& direita)
e N (a esquerda) determina essencialmente um tnico produto tensorial (7, f).

O R-médulo T é usualmente denotado por
M Q@r N

e é chamado produto tensorial dos R-moddulos M e N.
A aplicagao f: M x N — M ®gr N é denominada aplicagcao tensorial.
Dados m € M en € N, o elemento m ® n := f(m,n) € M Qr N é
denominado produto tensorial sobre R dos elementos m e n. Como
f(M x N) gera o grupo abeliano M ®p N, temos que todo elemento ¢ de

M ®gr N pode ser escrito na forma

k
t=> m;@n;,
j=1
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ondem;j € Men; € N,j=1,...,k.
Obviamente estas expressoes dos elementos de M ®r N nao sao Unicas,

pois (da biaditividade da f) segue que
(m+m)Y@n=men)+(mM e@n); mn®@ n+n)=(men)+(man)e
(ma®n)=m® an,

para todos m,m’ € M, n,n' € N e a € R.

Em particular, tomando o = 0 ou @ = —1, obtemos que
0dn=0=m®0 e (—m)@n=—(Mm&an)=m® (—n).

Observagao A.5.1. (Produto tensorial sobre anéis comutativos)
Quando o anel R é comutativo, sabemos (Observagdo A.1.1 (3)) que todo
R-modulo a esquerda M tem uma estrutura natural de R-moédulo a direita
(e reciprocamente). Logo, neste caso o produto tensorial M ®r N pode ser
definido considerando M e N como R-mddulos a esquerda.
Ainda, f : M x N — T = M ®pr N sera uma aplicacao bilinear e,
T = M ®g N serda um R-médulo com a(m ® n) = am @ n = m ® an, para

todos m € M, n € N e a € R ([13], Capitulo I, Segao 7).

Proposicao A.5.1. Seja R um anel (com unidade) com as estruturas naturais
de R-médulos a esquerda e a direita (Exemplo A.1.1 (1)). Se M é um R-mddulo

a esquerda e N um R-moédulo a direita, entao
N@RRZN (S R®RM2M

Demonstracao. [20], Teorema 1.12. Notemos que em R ®@r M, a @ m =

la®@m = 1®am e o isomorfismo R®r M — M serd dado por 1@m’ — m/.

Similarmente para N. [ |

Teorema A.5.3. Sejam f; : M — M’ um homomorfismo de R-mdédulos a
direita e fo : N — N’ um homomorfismo de R-mddulos & esquerda. Existe
um tnico homomorfismo (de grupos) M @ g N — M’ ®@p N', com m @ n —

fi(m) @ fo(n).
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Demonstragao. [20], Teorema 1.5. |

Definigao A.5.2. A aplicacdo M ®pr N — M’ ®r N’ que associa m @ n a
fi(m) ® fa(n) é denotada por f; ® fo e é chamada produto tensorial dos

homomorfismos f, e fs.
Proposicao A.5.2.

(a) Seidy : M — M eidy : N — N sao os homomorfismos idénticos de

R-moédulos, entao idy ® tdy = idygny : M Qp N — M @p N.

(b) Se M L M 25 M” sdo homomorfismos de R-médulos & direita e

N 2 N 22, N” s30 homomorfismos de R-médulos & esquerda, entao
(910 f1) ® (920 f2) = (91 ® g2) o (f1 @ f2).

Teorema A.5.4. Sejam M um R-médulo a direita e {N, | v € J} uma familia

de R-moédulos a esquerda. Entao, a aplicacao

0 - M®RZNV — Z(M(X)RNV)

veJ velJ

m® (n,) — (m®n,)
¢ um isomorfismo. Existe um isomorfismo similar se a soma direta é na primeira

varigvel.

Demonstragao. [20], Teorema 2.8. |

Teorema A.5.5. Se N é um R-mdédulo a esquerda e
f g
X—Y —>7—0

¢ uma seqiiéncia exata de R-mdédulos a direita, entdo a seqiiéncia (de grupos

abelianos)
Xopr N ZW Yy or N2 20, N — 0
também é exata (ou seja, o “funtor” __ ®@pr N é exato a direita. Similarmente

M ®pr __ é exato a direita).

Demonstragao. [20], Teorema 2.10. |
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A.6 O Grupode Homomorfismos de R-mdédulos

Sejam M e N dois R-médulos (a esquerda) arbitrérios e o seguinte conjunto
Hompg(M, N)

de todos os homomorfismos do R-médulo M no R-mddulo N.
Consideremos em Hompg(M, N) a operagao de adi¢ao (+), tal que para

todos ¢, 1 € Hompg(M, N) é associado o homomorfismo
o+¢v: M — N

definido por (¢ + ¢)(m) = ¢(m) + ¢(m), para todo m € M. Com esta
operacao, Hompgr(M, N) torna-se um grupo abeliano e assim podemos vé-lo
como um Z-médulo (& esquerda).

Agora, para todos a € R e ¢ € Homg(M, N), consideremos a aplica¢ao
ap: M — N

dada por (a¢)(m) = alp(m)], para todo m € M. Se R for um anel comuta-

tivo, entao podemos verificar que a¢ é um homomorfismo e assim definimos
w: Rx Homr(M,N) — Hompg(M,N)
(a,9) — a¢

de maneira que Hompg(M, N) seja visto como um R-mddulo (& esquerda).

Definigao A.6.1. O grupo abeliano Homg(M, N) é chamado grupo dos ho-
momorfismos de R-moddulos e se R é um anel comutativo com unidade, o
R-moédulo (& esquerda) Hompg(M, N) é denominado mdédulo de homomor-

fismos do médulo M no médulo N.

Observacao A.6.1. Caso R nao seja comutativo, podemos garantir apenas

que Hompg(M, N) é um grupo abeliano (Z-médulo).

A prova dos resultados seguintes podem ser vistos em [13], lembrando que
em nosso contexto, Homg(M, N) pode ser apenas grupo abeliano, ou em [20]

e [16].
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Proposicao A.6.1. Se M é um R-médulo (& esquerda) qualquer, entdo a

aplicacao
p: Homg(R,M) — M

¢ — ¢(1)

é um isomorfismo.

Agora, sejam f : M’ — M e g : N — N’ homomorfismos de R-
modulos (a esquerda) dados arbitrariamente, e consideremos (os grupos abeli-

anos) Homg(M, N) e Homgr(M', N'). Definamos a aplicacao
h: Homgr(M,N) — Hompg(M',N')
¢ — h(¢) =gogof,

para todo ¢ € Homg(M, N).

O diagrama abaixo nos ajuda a compreender melhor a definicao de h:

E facil ver que h é um homomorfismo. Tal homomorfismo serda denotado

por Hom(f,g).

Em particular, considerando os homomorfismos identidade idy; : M — M
eidy : N — N, temos que

Hom(f,idy) : Homg(M,N) — Homg(M', N) é tal que

Hom(f>ZdN)(¢) =¢of

e

Hom(idyr, g) : Homp(M, N) — Hompg(M, N') ¢ tal que

Hom/(idp, g)(¢) = g o ¢.

E usual ainda denotar f*:= Hom(f,idyn) e g«:= Hom(idyy, g).
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Proposicao A.6.2.

(a) Se idyy : M — M e idy : N — N sao os homomorfismos idénticos,
entao

Hom(idy;,idy) : Homg(M, N) — Hompg(M, N)
¢ o homomorfismo idéntico de Hompg(M, N).

(b) Se M" — M’ Sy MeN % N %5 N” sio homomorfismos de

R-moédulos (a esquerda), entao
Hom(fo f',9" 0 g) = Hom(f",g") o Hom(f,g).

Corolario A.6.1. Se f : M' — M e g : N — N’ sdo isomorfismos de

R-moédulos (a esquerda), entao
Hom(f,g) : Homr(M,N) — Homg(M', N')
também é um isomorfismo.

Teorema A.6.1. Se M = ZMF‘ e N = HN”’ entao

pel veJ

Homp(M,N) ~ [[ Homgp(M,,N,).

(1)
Teorema A.6.2. Sejam M um R-médulo (& esquerda) arbitrario e
X L v -4 Z —0uma seqiiéncia exata de R-médulos (a esquerda),

entdo a seqiiéncia (de grupos abelianos)
0 — Homp(Z, M) > Homp(Y, M) L Homp(X, M)

é também exata, ou seja, o “funtor” (contravariante) Hompg(__, M) é exato a

esquerda.

Demonstragao. [20], Teorema 2.9 ou [13], Teorema 8.7. |
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A.7 RG-moédulos

Embora, em geral, R esteja indicando um anel com unidade, sempre que

nos referimos a RG-médulos, R indica Z ou Zs.

Definicao A.7.1. Consideremos G' um grupo multiplicativo, com elemento
neutro 1. Seja RG o R-mdédulo livre gerado pelos elementos de G (R = Z
ou Zsz). Desta maneira, um elemento de RG é expresso unicamente na forma

Z&g.g, com oy € R e ay =0 para quase todo g € G, ou seja, ag = 0 exceto
geG
para um numero finito de elementos g € G.

Assim, podemos definir em RG as operacgoes de adicao e multiplicacao,

respectivamente, da seguinte forma

(Z %'9> + (Z 5g-g> = (ag+5,)9

geG 9eG geG

(Z %.g> | (Z ﬁgug’> = S (g ) (99)

geG g eqG g9,9'€G

Desta forma, RG ganha uma estrutura de anel com unidade, e o denomi-

namos anel grupo.
Notacao A.7.1.
(1) 1rc = 1.1 (unidade do anel grupo RG).
(2) 1r.g :==g € RG.
Exemplo A.7.1. Se G = (t) ~ Z,, temos que
RG={ag+at+ - +ap "'y €R, i=1,...,n—1}

Observagao A.7.1. Dado um grupo G, podemos definir o homomorfismo
e: RG — R
g r—elg)=1,
para todo g € G e estender por linearidade. Temos que, € é sobrejetor e é

denominado aplicacao aumentacao.
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Definicao A.7.2. Consideremos G um grupo multiplicativo e M um conjunto

nao vazio. Uma G-ac¢cao a esquerda sobre M ¢é uma aplicacao

v:GXxM — M

(g,m) — v(g,m):=g.m

satisfazendo
(a) 1.m = m, para todo m € M,
(b) (g¢9")m = g(¢g'm), para todos g,¢' € G e m € M.

Se M tiver estrutura de grupo aditivo, para que a G-agdo (a esquerda)
sobre M preserve tal estrutura, além das condigoes (a) e (b) deve ser satisfeita

a seguinte condicao:
(c) glm+m') = gm + gm/, para todos g € G e m,m' € M.
Observagao A.7.2.

(1) Equivalentemente, uma G-agao (a esquerda) sobre M é um homomor-

fismo

not.
g — v(g) ="vy,
tal que v,(m) := ¢g.m, onde B;;(M) é o grupo das bijegoes de M em M.

Neste caso, dizemos que M é um G-conjunto.
(2) Analogamente, podemos definir uma G-agao a direita sobre um conjunto
nao vazio M, isto é, uma G-a¢ao a direita sobre M é uma aplicacao
v: MxG — M
(m,g) — v(m,g):=m.g

satisfazendo

(a) m.1 =m, para todo m € M,

(b) m(gg’) = (m.g)¢’, para todos g,¢' € G e m € M.
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(3) Dada uma G-agao a esquerda sobre um conjunto nao vazio M, sempre
podemos definir, a partir dessa G-acao, uma G-acao a direita sobre M,

para isto, basta considerarmos m.g := g~ 1.m.

Definigao A.7.3. Uma G-agao (a esquerda) sobre M é denominada livre, se

a seguinte condicao é verdadeira:
g.m = m, para algum m € M se, e somente se, g = 1.

Neste caso M é chamado um G-conjunto livre.

Definigao A.7.4. Dada uma G-agao (a esquerda) sobre M, dizemos que ela

¢ trivial, se para todo m € M e todo g € G, tivermos g.m = m.

Proposicao A.7.1. Sejam G um grupo e M um conjunto nao vazio. Entao,
M é um RG-moédulo (& esquerda) se, e somente se, M é um R-médulo (a
esquerda) munido de uma G-acao (a esquerda) sobre M. Vale também um

resultado similar para RG-médulos a direita.

Demonstragao.

Seja M um RG-médulo (a esquerda). Temos que M é um R-moédulo (a
esquerda), considerando a.m = (a.l)m, com a € R e m € M e podemos

definir uma G-agao (a esquerda) sobre M da seguinte forma
g.m = (1g.g)m.

Agora, se M é um R-médulo (& esquerda) e existe uma G-acao (a esquerda)
sobre M, entdo podemos ver M como um RG-médulo (a esquerda) da seguinte

maneira:

<Za9.g> m = Zag(g.m), onde ay € Rem € M. -

geG geG
Corolario A.7.1.

(a) M é um ZG-médulo (a esquerda) se, e somente se, M é um grupo abe-

liano munido de uma G-agao (a esquerda).
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(b) M é um ZyG-médulo (a esquerda) se, e somente se, M é um Zy-mdédulo

(& esquerda) munido de uma G-agao (a esquerda).

Observagao A.7.3. Segue dos coroldrios anteriores que todo ZoG-médulo (a
esquerda) é um ZG-médulo (a esquerda), mas a reciproca obviamente nao é

verdadeira.
Exemplo A.7.2.

(1) Todo R-mddulo (a esquerda) M tem pelo menos uma estrutura de RG-
modulo (a esquerda). Para isto, basta considerarmos a G-agao trivial.
Neste caso, dizemos que M é um RG-mddulo trivial. Em particu-
lar, todo grupo abeliano (Z-mdédulo) tem uma estrutura de ZG-mdédulo

trivial.

(2) Sejam G um grupo e P(G) o conjunto das partes de G. Vimos no Exem-
plo A.1.1 (8), que P(G) é um Zy-mddulo (a esquerda). Agora, conside-

rando a multiplicagdo (a esquerda) por escalar

v: GxP(G) — P(G)
(9,A) +— gA={g.a|ae A}

temos que v é uma G-acao (& esquerda) sobre P(G) e portanto segue do

corolario anterior, que P(G) é um Z,G-médulo (& esquerda).

Proposicao A.7.2. Todo RG-médulo a esquerda M tem também uma es-
trutura de RG-médulo a direita (induzida da estrutura anterior), e reciproca-

mente.

Demonstracao. Basta considerarmos em M a G-acao a direita m.g := g~ 1.m

(ver Observacao A.7.2 (3)). [ |

Observacao A.7.4. ([4], p. 55) Recordemos que o produto tensorial M @z N
foi definido quando M é um R-médulo a direita e NV é um R-mddulo a esquerda

(R anel com unidade). No caso em que R é um anel grupo RG (R = Z ou
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Zs), segue da proposigao anterior que faz sentido (mesmo que RG nao seja
comutativo) considerar o produto tensorial M ®grs N de dois RG-médulos a

1

esquerda (a relacdo fica gm @ n = m ® g~ 'n, ou ainda, gm @ gn’ = m ®@ n’ se

tomarmos n’ = g~ 'n).
Definicao A.7.5. Seja m € M, onde M é um G-conjunto.

(a) A G-6rbita de m, denotada por G(m), é o seguinte subconjunto de
M:
G(m)={gm|ge€ G}

(b) O estabilizador de m, denotado por G, é o seguinte subgrupo de G:

Gn={9€G|gm=m}.

Proposigcao A.7.3. Consideremos X um G-conjunto livre e £ um conjunto de
representantes para as G-orbitas em X. Entao, RX, o R-moédulo livre gerado

por X, é um RG-médulo livre com base E.

Demonstracgao.

Seja E = {xz\ | A € A} um conjunto de representantes para as G-6rbitas

em X. Assim,
RX =R < UJ G(u)> = P R(G(x).
TrEE TrEE
Como a G-acao ¢ livre, para cada x) temos que a aplicagao
25 G — G(.’L’,\)
g — ¢alg) = g-2a
¢ uma bijegao. Assim, G é equipotente a G(x}).

Portanto, R(G(z,)) ~ RG. ]

Corolario A.7.2. Seja H um subgrupo de G. Consideremos G como um

H-conjunto livre, onde a H-acao ¢ dada pela multiplicacao dos elementos de
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H por elementos de G. Entao, RG é um RH-médulo livre com base num
conjunto E de representantes para as classes laterais a direita Hg (érbita de
g € G), isto ¢,

RG = @(RH),.

geE

Demonstragao. [25], Coroldrio 1.1.14. |

A.8 Resolucoes Padrao e Bar para RG-médulos
(4 esquerda e a direita)

Definigao A.8.1. Sejam R um anel com unidade e M um R-mddulo (& es-
querda) arbitrario. Uma resolu¢cao de M sobre o anel R, ou uma R-

resolugdo de M ¢é uma seqiiéncia exata de R-modulos (a esquerda)
8'n,«ﬁ»l Bn
F:...% TLJ’»lHFnHanlH'..
a qual satisfaz as seguintes condigoes:
(U,) F_1 = M,

(b) F, =0, para todo n < —1.

De acordo com a definigao dada acima, temos que uma R-resolucao de M

¢ uma seqiiéncia exata de R-mdédulos (a esquerda) da seguinte forma:
Fiooo— B2 LR M—0

Definicao A.8.2. A aplicacao ¢ : F, — M é chamada de aplica¢cao au-
mentacao. Se cada F; é livre, dizemos que a resolucao é livre. Se cada F; é

projetivo, dizemos que a resolucao é projetiva.

Notagao A.8.1. ¢ : ' — M denota uma R-resolugao de M.
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Observacao A.8.1.

(1) Toda resolugao livre é projetiva.

(2) Se existir um inteiro n tal que F; = 0, para ¢ > n, dizemos que a
resolucao tem comprimento no mdximo n. Neste caso, escrevemos

simplesmente
0O—F,— - —FH—M-—>0—---.
Proposicao A.8.1. Todo R-mdédulo (a esquerda) M possui uma resolugao
livre (e portanto, também projetiva pela Proposigao A.3.2).

Demonstragao. [13], Proposigao 1.1, p. 124. [ |

Nosso maior interesse sao nas resolugdes projetivas e livres de M = R (R =
Z ou Zs) sobre o anel RG, que sdo as utilizadas para definir cohomologia de
grupos. Apresentamos a seguir exemplos de resolugoes livres (logo projetivas)
de R sobre RG (Padrao e Bar). As resolugoes Padrao e Bar sao essenciais para

nosso trabalho.
Exemplo A.8.1.

(1) Resolugao Padrao.

Sejam G um grupo e F,, o R-médulo livre (R = Z ou Zy) gerado por X,
onde X,, é o conjunto das (n + 1)-uplas (go, g1, - - -, gn) de elementos de

G.

Consideremos o complexo

s E, e — RS R—0 (A2)

onde 0, : F,, — F,,_1 é definida por

n

an(907 g1, agn) = Z(_l)Z(QOa e 9i—1, i1y - - - 7gn)

1=0

3

=}

&+
3

= (_1)1(9()7’.@\2’7971)
0

.
I



A.8. Resolugoes Padrao e Bar para RG-mdédulos (a esquerda e a direita) 138

ee: Fy — R é definida por £(gp) = 1g, definidas nos geradores e

estendidas por linearidade.

Temos que a G-acao livre sobre F}, é obtida da G-acao livre sobre X,,, que
¢ dada pela translagdo & esquerda, isto é, ¢.(go,...,9n) =
(9.905---,9-9n). Assim, pela Proposicao A.7.3, temos que F, = RX,
é um RG-médulo livre com base em um conjunto de representantes para

as G-orbitas em X,,.
Vejamos agora, que o complexo (A.2) é exato.
Consideremos F' = F;, com F_y = R e h,, : F,, — F, 1 definida por:

ho(g0s---59n) = (1, g0y, gn), se n = 0;
hn(1r) = (1), se n=—1.

Neste caso, (A.2) serd considerado como um complexo de R-mddulos (a

esquerda), pois h, nao é aplicagdo de RG-mdédulos (& esquerda).

Observemos que,

g0 h_l = Z'dF,l
h710€+810h0 I’idFO

hp—10 an + anJrl oh, = ian, n z 17

ou seja, h ¢ uma homotopia entre tdr e a aplicacao nula.

Logo, ver Proposicao A.2.3 e Observacao A.2.1, as aplicagoes induzidas
na homologia coincidem, isto ¢, idy, py = Hy(idp) = H,(0) = 0. Dai,
para todo n, H,(F) = 0 e assim Ker(0,) = Im(0,+1). Portanto, o

complexo (A.2) é exato.

Desta forma, (A.2) é uma resolugao livre de RG-mddulos a esquerda

de R sobre RG, denominada Resolu¢ao Padrao.
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(2) Resolugao Bar.

Consideremos na resolucao anterior, como representante para a G-érbita

de (go, .- ., gn) O elemento
90" (90, -1 90) = (1,05 " -91, - 9o -0m) = (1,61, 013, - -, 9195 - - 90),

onde g = g;_llgj, j=1,...,n.

Denotemos um elemento (1, g1, 9192, ---,9192 - .. gn) de F,, por

[91]92] - - - [gn]-

Tal notacao sera denominada notacao bar.

Desta maneira, F;, ¢ o RG-moddulo livre a esquerda gerado pelos ele-
n

mentos [g1|g| .. [gn], € 8n([g1|g2| S ‘Qn]) = Z(—l)idi([g1|g2\ cee ‘Qn]),

i=0
com
gilgal - - - gn]; se 1 =0;
d"([gl‘g2‘ e |g"]) =9 ol 19i-119igi+11Gival - - - |gn), se 0 <i < n;
[91] - - |gn], se 1 =n.

Sendo Fy gerado por (1) temos, na notacao bar, que Fy é o RG-mdédulo

livre gerado pelo simbolo [ | e assim Fy ~ RG.

Por exemplo,

95 ([91192195]) = do(lg1lg2195]) — d1([g1]g921g3]) + d2([91]g2]95]) —
—ds3([g1]92|9s])
= 91(92l95] — [9192]93] + [9119295] — [9192] ,
92 ([91192]) = g1lga] = [g192) + 9] e
H(lg)) =aul 1-1 1

Quando a notacao bar é usada, denominamos a Resolucao Padrao por

Resolucao Bar.
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(3) Resolucoes Padrao e Bar para RG-médulos a direita ([19], 11.3.6).

Podemos de forma similar, definir/construir resolu¢oes Padrao/Bar con-
siderando RG-modulos a direita. A resolucao Bar a direita sera 1til no

Capitulo 3 para a prova do Teorema 3.3.1.

e A Resolugao Padrdo ¢ similar a dada em (1): F), e 0, sa definidos de

modo analogo, no entanto, a G-acao agora ¢ dada pela translacao a

direita, isto é, (go,---,9n)9 = (90-9, -, Gn-9)-

e Para obter a Resolugcao Bar, consideremos como representante para a

G-6rbita de (go, - . ., gn) O elemento

(gO’ s >gn)g;1 = (90~g;1a s 7gn—1g;17 1)
= (919190 In—19n> In> 1),

onde g := gj,l.gj_l, j=1,...,n.

A notagao bar [¢1]...|gn—1]9,] indicara o elemento
(91 Gn-19ns -+ Gn-1G9n, Gn, 1) de F}, .

Deste modo F}, sera um RG-modulo livre a direita, gerado pelos elemen-

tos [g1] ... |gn-1]gn] € 0s operadores bordos 9,, sao definidos da seguinte
maneira:
On([9rlg2] - -1gn]) = D _(=1)'di([91]2] - - gn])

i=0

=1[g2| - lgn] + g(—l)i[gll - |gi-1lgigivilgival - - 1gal+
+(=1)"g1]- 'T‘;nl]gn :
Assim,
e (o) =11-1[1s

o %2([g91lg2]) = lg2] — l9192) + [91)92,
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d 33([91\92|93]) = [g2l93] — [9192193] + [9119295] — [91192]g3.

Verifiquemos para 0Oy:

9 ([91192]) = 02((9192, 92, 1)) = (92, 1) = (9192, 1) + (9192, 92)
= [g2] — [9192] + [91] 2.
Exemplo A.8.2.
(1) Seja G = (t) ~ Z. Consideremos a seguinte seqiiéncia
0— RG -5 RG-S R—0 (A.3)

onde 0 é a multiplicacdo por (t — 1) e € é a aplicacdo aumentagao, isto é,

0 <Z(xiti> =(t—-1) (Z(xiﬂ) = Z(ait”l —at') = Z((xi,l — )t
ec <Zaiti> = Z(xi .

Entao, (A.3) é uma resolugao livre de R sobre RG ([4] ou [25], 1.5.3 (2)).
(2) Seja G = (t) ~ Z,. Consideremos a seqiiéncia
—RGE RG-S A RGELRG S R—0 (A4)

onde ¢ é a aplicagdo aumentacao, (t — 1) e N denotam, respectivamente,
a multiplicagao por t —1 e 1+¢+---+¢"~1. Podemos verificar que (A.4)
é uma resolugdo livre de R sobre RG ([4] ou [25], 1.5.3 (3)).

Lema A.8.1. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. See: FF — R
¢ uma resolucao projetiva de R sobre RG, entao ¢ : F — R também é
uma resolucao projetiva de R sobre RH se consideramos cada Fj, como um

RH-médulo com a H-agao induzida da G-agao (por “restri¢ao de escalares”).

Proposicao A.8.2. (Unicidade de resolugoes a menos de equivaléncia
de homotopia) Sejam ¢ : ' — R e €' : I/ — R resolugoes projetivas de
R sobre RG. Entao, existe uma aplicacao de cadeias f : F' — F’ tal que

g’ o f = e, tinica a menos de homotopia, e f é uma equivaléncia de homotopia.
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Demonstracgao.

Dadas e : F — R e ¢’ : F/ — R resolugoes projetivas de R sobre RG,

consideremos no diagrama abaixo, f_; = idg.

Fiooime—>F -2 F—>R—>0—>0
lidR
/ 8{ / 5/
F ... F1 F() R 0 0
Observemos que para n < —1 temos que 0, o f, = f,—1 © Oy, pois
d, =0,=0.

Como F' é exata, temos que H,(F') = 0, para todo n > —1. Além disso,
F,, é projetivo para todo n > —1. Logo, por [4], Lema 7.4, temos que a familia
f se estende a uma aplicacdo de cadeias f : FF — [, Unica a menos de
homotopia e que preserva aumentacgao, isto é, ' o fo = idroe = €.

Agora, mostremos que f é uma equivaléncia de homotopia.

Por raciocinio andlogo ao feito anteriormente, temos que existe
f': F' — F, aplicacao de cadeias tal que o f' = ¢’.

Dai, ffof : F — F eidr : FF — F sao aplicacoes de cadeias que
estendem idp.

Logo, pela unicidade em [4], Lema 7.4, segue que f'o f ~ idp.

De maneira andloga, conclui-se que f o f' ~ idp.

Portanto, f é uma equivaléncia de homotopia. [ |

Proposigao A.8.3. Sejam ¢ : F' — R e ¢ : F/ — R resolugbes projetivas
de R sobre RG e T um funtor covariante (contravariante) aditivo. Entdo, os

complexos T'(F') e T'(F") sao homotdpicos.

Demonstragao.

Na demonstracao da proposicao anterior vimos que existem e sao unicas,
aplicacoes de cadeias f : FF — F'e ' : F/ — F, preservando aumentacao. E
. . . . . ho. W
mais, existem homotopias de cadeias h e b’ tais que f'o f ~idre fof' ~idp.

Consideremos o seguinte diagrama
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B-2p % p .p 0
ey
Fy——~F ——=Fy—R 0

Temos que, hod+0doh = (f"of)—idp. Assim,
T(hod)+T(@oh)=T(f of)—T(idr).

Se T’ é covariante, entao T'(h)oT(0)+T(0)oT(h) = T(f')oT(f)—idr(r), ou
seja, T'(h) ¢ uma homotopia de cadeia entre T'(f') o T'(f) e idp(py. De maneira
andloga, temos que T'(h') é uma homotopia de cadeia entre T'(f) o T'(f') e
idp(pry.

Portanto, T'(f) é uma equivaléncia de homotopia entre T'(F') e T'(F").

Analogamente, se T' é contravariante também obtemos que T'(f) é uma

equivaléncia de homotopia entre T'(F') e T'(F"). |
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