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especial agradeço à Profa Dra Aparecida Francisco da Silva, pela amizade e

acolhimento, e ao Prof. Dr. Adalberto Spezamiglio, pelas correções finais do

abstract.

Aos professores da FCT/UNESP - Presidente Prudente, pela minha forma-

ção. Em especial agradeço aos professores Dr. Ivam Resina e Olga pelo apoio.
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Resumo

Para todo grupo G infinito, finitamente gerado, pode-se obter para o inva-

riante algébrico “end”, mais precisamente o número de ends e(G), uma fórmula

cohomológica 1-dimensional. O principal objetivo deste trabalho é apresentar,

sob certas hipóteses, uma fórmula cohomológica 1-dimensional para o inva-

riante algébrico e(G,H), definido por Scott e Houghton, ondeH é um subgrupo

de G (Teorema de Swarup). Para tanto, o conceito de subconjunto H-quase

invariante de G e resultados como a interpretação do grupo de cohomologia

H1(G,M) em termos de derivações (à direita), onde M é um ZG-módulo, e

o Lema de Shapiro, são resultados imprescind́ıveis. Algumas relações desses

invariantes com ends de espaços são também apresentadas.

Palavras chave: Cohomologia de Grupos, Lema de Shapiro, Ends de Grupos

e Pares de Grupos, Ends de Espaços.



Abstract

For all infinite group G, finitely generated, one can obtain for the algebric

invariant “end”, more precisely the number of ends e(G), a cohomological

1-dimensional formula. The main objective of this work is to present, under

certain hypotheses, a cohomological 1-dimensional formula for the algebric

invariant e(G,H), defined by Scott and Houghton, where H is a subgroup of

G (Swarup’s Theorem). In order to do so, the concept of subset H-almost

invariant of G and results like the interpretation of the cohomological group

H1(G,M) in terms of derivations (to the right), where M is a ZG-module,

and the Shapiro’s Lemma, are fundamental results. Some relations of these

invariants with space ends are also presented.

Key words: Cohomology of Groups, Shapiro’s Lemma, Ends of Groups and

Pairs of Groups, Ends of Spaces.



Introdução

O objetivo principal deste trabalho é apresentar, sob certas condições, uma

fórmula cohomológica 1-dimensional para o número de ends e(G,H), de um

par grupo (G,H), onde G indica um grupo finitamente gerado e H um sub-

grupo de G de ı́ndice infinito. Tal número é um invariante algébrico, isto é, se

(G,H) e (G′, H ′) são pares de grupos isomorfos, ou seja, existe um isomorfismo

µ : G −→ G′, com µ(H) = H ′, então e(G,H) = e(G′, H ′).

A teoria de ends de grupos, e portanto de número de ends, e(G), de um

grupo G, teve sua origem na teoria de ends de espaços, por Hopf ([11]) e Freu-

denthal ([8]). Hopf e Freudenthal mostraram que se um grupo finitamente

gerado atua de uma forma “boa” sobre um espaço, a estrutura dos ends do

espaço depende somente do grupo, de modo que pode-se definir o número de

ends do grupo. Mais tarde, Specker ([26]), usando um tratamento algébrico,

estendeu a definição do número de ends de modo a abranger grupos arbitrários,

não apenas os finitamente gerados. Importantes resultados sobre ends de gru-

pos têm sido obtidos. Por exemplo, pode-se provar que a função e(G) assume

somente os valores 0, 1, 2 ou ∞.

Posteriormente o número de ends e(G,H), para o par grupo (G,H), onde

H é um subgrupo de G, foi definido por Houghton ([12]) e Scott ([22]) (de

modo independente), e é uma extensão natural do conceito de número de ends

de um grupo, visto que e(G, {1}) = e(G). Desde então, generalizações (do

conceito de número de ends de um grupo) para ends de pares (G,H) e pares

(G,F), onde F é uma famı́lia de subgrupos de G, têm sido objeto de estudos e
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pesquisas ([1], [2], [15], [22] e [28]), com diversas aplicações.

Há uma forte relação entre ends de grupos (e pares) e cohomologia de

grupos. Quando G é um grupo infinito, finitamente gerado, é válida a seguinte

fórmula cohomológica 1-dimensional para e(G):

e(G) = 1 + rankZH
1(G,ZG). (1)

Como uma extensão (parcial) desse resultado, Swarup em [28] mostrou que

para certos tipos especiais de pares de grupos, é válida uma fórmula envolvendo

grupos de cohomologia 1-dimensional para o end do par grupo e(G,H), ou seja:

Se um par (G,H) é tal que G é finitamente gerado, H é um subgrupo de

ı́ndice infinito em G, e e(G,N) = 1, para todo subgrupo N normal de H, com

H/N ≃ Z, então

e(G,H) = 1 + rankZH
1
(
G,Z(G/H)

)
. (2)

Para a prova, Swarup ([28]) usou argumentos geométricos (ver também

[9], Proposição 4.5.19). Posteriormente, uma demonstração algébrica desse

resultado foi apresentada por Kropholler e Roller em [15]. O principal objetivo

deste trabalho, como mencionamos anteriormente, é apresentar, de uma forma

bastante detalhada, a prova (algébrica) de (2).

Nosso trabalho está dividido em três caṕıtulos e um apêndice.

No Apêndice, são apresentados alguns pré-requisitos, conceitos e resultados

de Álgebra Homológica, em especial da Teoria de Módulos, com destaque para

Resoluções Livres e Projetivas (mais especificamente, Padrão e Bar de R = Z

ou Z2 sobre RG, onde RG indica o anel grupo de G) e Posto ou Rank de

Módulos Livres. Esses pré-requisitos são úteis para definirmos Cohomologia

de Grupos e para melhor compreensão do texto, porém são dispensáveis para

quem tem familiaridade com tais tópicos.

Em geral (no apêndice), R indica um anel com unidade, no entanto, em

todo o nosso trabalho, sempre que nos referimos a RG-módulos, R se restringe

a Z ou Z2.



Introdução 13

No Caṕıtulo 1, apresentamos um estudo de Cohomologia de Grupos. Inici-

almente definimos os Grupos de Cohomologia n-dimensionais de um grupo G

com coeficientes em um RG-módulo M (à esquerda), Hn(G,M) e apresenta-

mos alguns exemplos. Destacamos, dentre outros, os seguintes resultados que

são úteis na prova de (2): a interpretação de H1(G,M) em termos do Grupo

das Derivações (Proposição 1.2.2), e o Lema de Shapiro (Proposição 1.6.1) que

relaciona o grupo de cohomologia de um grupo G com a de seus subgrupos,

ou seja:

Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e M um RH-módulo (à esquerda)

(R = Z ou Z2). Considerando a inclusão i : H −→ G e π : CoindGHM −→ M

dada por π(φ) = φ(1), para todo φ ∈ CoindGHM . Então, a aplicação induzida

(i, π)∗ : H∗(G,CoindGHM) −→ H∗(H,M) é um isomorfismo.

Observamos que a Cohomologia de Grupos pode ser definida com coefi-

cientes em um RG-módulo à esquerda ou um RG-módulo à direita. Não há

nenhum problema em considerar uma outra situação, pois todo RG-módulo à

esquerda M admite também uma estrutura natural (induzida) de RG-módulo

à direita (e vice-versa, Proposição A.7.2), e os grupos de cohomologia obtidos

de um modo ou de outro serão isomorfos. Em [4], o autor define grupos de

cohomologia por considerar RG-módulos à esquerda. Já em [15], os autores

trabalham com módulos à direita. Algumas pequenas diferenças podem ser

observadas em tratar uma ou outra situação. Nesse sentido, apresentamos (no

apêndice) as resoluções Padrão/Bar tanto para RG-módulos à esquerda como

para RG-módulos à direita, e nesse caṕıtulo, a interpretação de H1(G,M) em

termos do Grupo das Derivações são tratadas por considerar M umRG-módulo

à esquerda ou à direita.

No Caṕıtulo 2, inicialmente (Seções 2.1 e 2.2) definimos o número de ends,

e(G), de um grupo G ([7], [23]) e apresentamos alguns resultados, com desta-

que para a Proposição 2.2.1, que fornece a fórmula cohomológica 1-dimensional

(1) para e(G), quando G é infinito e finitamente gerado, e, na Seção 2.3, defi-

nimos o número de ends de um par (G,H), e(G,H), onde H é um subgrupo
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de G ([12], [22]). Isto é feito usando um tratamento puramente algébrico.

Encerrando esse caṕıtulo, na Seção 2.4, definimos o número de ends de um

espaço topológico Hausdorff, com base enumerável, localmente compacto, co-

nexo e localmente conexo, e relacionamos ends de grupos finitamente gerados

G e de pares de grupos (G,H), com ends de espaços, mais especificamente com

espaços especiais, o Grafo de Cayley de G (Proposições 2.4.1 e 2.4.2). Também

ilustramos, baseado num resultado de Scott ([22]), como obter e(G,H), quando

G é o grupo fundamental de uma superf́ıcie fechada S e H é o grupo funda-

mental de uma sub-superf́ıcie Y de S, compacta e incompresśıvel (em S). Não

é nosso objetivo demonstrar os resultados apresentados na seção, mas apenas

ilustrar uma bela conexão entre a teoria de ends de grupos e ends de espaços

topológicos.

Por último, no Caṕıtulo 3, nos dedicamos essencialmente à prova de (2).

Inicialmente vários resultados auxiliares são provados, dentre eles destacamos:

(1o) Os ends de um par grupo (G,H) correspondem aos subconjuntos H-quase

invariantes E de G, que satisfazem E = HE e que não são H-finitos.

(Proposição 3.1.1)

(2o) Sejam G um grupo finitamente gerado, H um subgrupo de ı́ndice infinito

de G, E um subconjunto H-quase invariante de G e N = {h ∈ H | hE =

E}. Se N é um subgrupo normal de H, hE∩E = ∅, para todo h ∈ H−N ,

e HE = G, então e(G,N) > [H : N ]. (Proposição 3.1.2)

(3o) Se δ ∈ Der(G, I(A)) e N = Ker
(
δ∗
∣∣
H

)
, onde δ∗ : G −→ A é definida

por δ∗(g) = δ(g)(1), então e(G,N) > [H : N ]. (Lema 3.2.5)

(4o) Se G é finitamente gerado e H é um subgrupo de ı́ndice infinito, então

e(G,H) = 1 + rankZKer ρ,

onde

ρ : H1(G,Z(G/H)) =
Der(G,Z(G/H))

P (G,Z(G/H))
−→ Hom(H,Z)

[δ] = δ + P (G,Z(G/H)) 7−→ δ∗
∣∣
H

(Proposição 3.3.2)
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Dáı, utilizando esses resultados e outros anteriormente apresentados, como

a interpretação de H1(G,M) em termos do grupo das derivações (à direita) e

o Lema de Shapiro, a prova do Teorema de Swarup (2) é conclúıda.

Um caso particular interessante desse teorema é:

Seja G um grupo finitamente gerado. Se e(G) = 1 e G tem um subgrupo H

ćıclico infinito, então e(G,H) = 1 + rankZH
1(G,Z(G/H)). (Corolário 3.3.3)

Finalizando o caṕıtulo apresentamos alguns exemplos (Exemplo 3.3.1) e

fazemos algumas considerações sobre o invariante end “E(G,H)” definido por

Andrade e Fanti ([1]).



Caṕıtulo 1

Cohomologia de Grupos

Neste caṕıtulo, apresentamos um estudo de cohomologia de grupos. Em

especial apresentamos, utilizando a resolução bar, uma interpretação do grupo

de cohomologia 1-dimensional em termos de derivações, e o Lema de Shapiro.

Por todo este caṕıtulo, R indica o anel Z dos inteiros ou o corpo Z2.

1.1 Grupos de Cohomologia

Definição 1.1.1. Sejam · · · −→ F3
∂3−→ F2

∂2−→ F1
∂1−→ F0

ε
−→ R −→ 0, ou

simplesmente, ε : F −→ R uma resolução projetiva de R sobre RG (com R

visto como um RG-módulo trivial) e M um RG-módulo (à esquerda). Consi-

deremos o complexo de cocadeias (à esquerda)

HomRG(F,M) : 0 −→ HomRG(F0,M)
δ0
−→ HomRG(F1,M)

δ1
−→ · · ·

com o operador cobordo dado por

δn(φ) := φ ◦ ∂n+1 ,

para todo φ ∈ HomRG(Fn,M).

Para compreendermos melhor a definição do operador cobordo, vejamos o

diagrama seguinte
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F : · · · // Fn+1
∂n+1 //

δn(φ) ""EE
EE

EE
EE

Fn
∂n //

φ

��

Fn−1
// · · · // F0

// 0

M

O n-ésimo grupo de cohomologia de G (sobre R) com coeficientes

no módulo (à esquerda) M é, para todo n ∈ Z, definido por

Hn(G,M) := Hn[HomRG(F,M)] =
Ker(δn)

Im(δn−1)
.

A coleção {Hn(G,M)}n∈Z é denominada cohomologia do grupo G com

coeficientes em M .

Observação 1.1.1.

(1) Sejam ε : F −→ R e ε′ : F ′ −→ R duas resoluções projetivas de R sobre

RG. Uma vez que HomRG( ,M) é um funtor aditivo contravariante,

temos, pela Proposição A.8.3, que HomRG(F,M) e HomRG(F ′,M) são

homotopicamente equivalentes. Conseqüentemente, da Proposição A.2.4,

obtemos que para todo n > 0,

Hn[HomRG(F,M)] ≃ Hn[HomRG(F ′,M)] ,

ou seja, os grupos de cohomologia independem da resolução escolhida.

(2) Hn(G,M) = 0, para todo n < 0.

(3) Similarmente, pode-se definir os grupos de cohomologia de G com

coeficientes em um RG-módulo à direita M , também denotado

por Hn(G,M) := Hn [HomRG(F,M)], com F agora uma resolução pro-

jetiva (de RG-módulos à direita) de R sobre RG (e M um RG-módulo

à direita). A menos de isomorfismos os mesmos grupos são obtidos. A

base para isso é o fato (observado também no apêndice) de que todo

RG-módulo à direita M pode ser considerado como um RG-módulo à

esquerda M ′ por meio da regra m.g := g−1.m (m ∈ M e g ∈ G), e con-

seqüentemente temos que Hn
(
HomRG(F,M)

)
≃ Hn

(
HomRG(F ′,M ′)

)
,
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onde F ′ é a resolução projetiva (à esquerda) obtida considerando-se os

módulos (à esquerda) F ′
n, obtidos a partir dos módulos (à direita) Fn,

via a regra anterior.

Queremos agora, caracterizar os grupos de cohomologia no ńıvel n = 0.

Para isto, vejamos alguns conceitos importantes.

Na definição a seguir, G denota um grupo eM um RG-módulo (à esquerda).

Definição 1.1.2.

(a) O grupo de invariantes de M , denotado por MG, é definido por

MG = {m ∈M | g.m = m, ∀ g ∈ G}.

(b) O grupo de coinvariantes de M , denotado por MG, é dado pelo

quociente de M pelo subgrupo aditivo gerado pelos elementos da forma

g.m−m (g ∈ G, m ∈M), isto é,

MG =
M

〈g.m−m | g ∈ G, m ∈M〉

Observação 1.1.2.

(1) Se a G-ação (à esquerda) sobre M for trivial, isto é, g.m = m para todo

m ∈M e para todo g ∈ G, temos que MG = MG = M .

(2) A G-ação (à esquerda) sobre M induz a G-ação trivial sobre MG e assim,

MG é um RG-módulo trivial. Temos que MG é o maior submódulo de

M no qual G atua trivialmente.

Definição 1.1.3. (G-ação diagonal) Sejam M e N dois RG-módulos (à

esquerda). Temos que a G-ação (à esquerda) sobre M e N induz uma G-ação

(à esquerda) sobre HomR(M,N) dada por

υ : G×HomR(M,N) −→ HomR(M,N)

(g, φ) 7−→ g.φ; (g.φ)(m) = g.φ(g−1m),
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para todo m ∈ M , onde g.φ(g−1m) indica g atuando no elemento φ(g−1m) ∈

N .

Temos também que a G-ação (à esquerda) sobre M e N induz uma G-ação

(à esquerda) sobre M ⊗R N , dada da seguinte maneira:

υ′ : G× (M ⊗R N) −→ M ⊗R N

(g,m⊗ n) 7−→ g.(m⊗ n) := g.m⊗ g.n .

Denominamos a G-ação υ de ação diagonal , bem como a G-ação υ′.

Desta maneira, temos que HomR(M,N) e M ⊗R N tornam-se RG-módulos

à esquerda.

Proposição 1.1.1.
[
HomR(M,N)

]G
= HomRG(M,N).

Demonstração.

Sejam g ∈ G e φ ∈ HomR(M,N). Temos que,

g.φ = φ⇔ (g.φ)(m) = φ(m), ∀ m ∈M

⇔ g.φ(g−1.m) = φ(m), ∀ m ∈M

⇔ g.φ(m′) = φ(g.m′), ∀ m′ ∈M (tome m′ = g−1m).

Logo,

[
HomR(M,N)

]G
=
{
φ ∈ HomR(M,N) | g.φ(m) = φ(g.m)

}

= HomRG(M,N).

Corolário 1.1.1. Se R é visto como RG-módulo trivial, então

HomRG(R,M) ≃MG

como grupos (e como RG-módulos triviais).

Proposição 1.1.2. Seja M um RG-módulo (à esquerda). Então,

H0(G,M) ≃MG.
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Demonstração.

Consideremos

· · · −→ Fn −→ · · · −→ F1 −→ F0
ε

−→ R −→ 0,

uma resolução projetiva de R sobre RG.

Assim, do Teorema A.6.2, temos que

0 // HomRG(R,M) ε∗ // HomRG(F0,M) δ0 // HomRG(F1,M) // · · ·

0

δ−1

OO

é exata à esquerda, e dáı temos que ε∗ é monomorfismo e Im(ε∗) = Ker(δ0).

Logo,

H0(G,M) =
Ker(δ0)

Im(δ−1)
≃ Ker(δ0) = Im(ε∗). (1.1)

Pelos Teorema do Isomorfismo e corolário anterior, temos

Im(ε∗) ≃
HomRG(R,M)

Ker(ε∗)
≃ HomRG(R,M) ≃ MG. (1.2)

Portanto, de (1.1) e (1.2), obtemos

H0(G,M) ≃MG.

Corolário 1.1.2. Se M é um RG-módulo trivial, então H0(G,M) ≃M .

Exemplo 1.1.1.

(1) Sejam G = {1} e M um RG-módulo (à esquerda). Então,

Hn
(
{1},M

)
≃





M, se n = 0;

0, se n > 1.

De fato, notemos que RG = R, ε = idR e 0 −→ R
ε

−→ R −→ 0 é uma

resolução projetiva de R sobre RG.

Desta maneira, obtemos o seguinte complexo

0 −→ HomR(R,M) −→ 0 . (1.3)
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Mas, pela Proposição A.6.1, vem que HomR(R,M) ≃ M e assim, o

complexo (1.3) se reduz a

0 −→ M −→ 0 .

Portanto, Hn
(
{1},M

)
≃





M{1} ≃M, se n = 0;

0, se n > 0.

(2) Se G = 〈t〉 ≃ Z e M é um RG-módulo (à esquerda), então

Hn(G,M) ≃






MG, se n = 0;

MG, se n = 1;

0, se n > 2.

De fato, temos do Exemplo A.8.2 (1), que a seqüência

0 −→ RG
∂

−→ RG
ε

−→ R −→ 0,

com ε a aplicação aumentação dada por ε

(
∑

i

αi.t
i

)
=
∑

i

αi e ∂ a

multiplicação por (t − 1) é uma resolução livre (portanto, projetiva) de

R sobre RG.

Aplicando o funtor HomRG( ,M), obtemos

0 −→ HomRG(RG,M)
δ0
−→ HomRG(RG,M) −→ 0, (1.4)

onde δ0 é a multiplicação por (t− 1), pois

δ0(φ)(g) = (φ ◦ ∂)(g) = φ[(t− 1)(g)] = (t− 1)φ(g),

para todo φ ∈ HomRG(RG,M) e todo g ∈ RG.

Como HomRG(RG,M) ≃M , a seqüência (1.4) equivale a

0 −→M
δ0
−→ M −→ 0.

Assim, H1(G,M) =
Ker(δ1)

Im(δ0)
=

M

(t− 1)M
≃ MG e Hn(G,M) = 0, para

n > 2.



1.1. Grupos de Cohomologia 22

Portanto, Hn(G,M) ≃





MG, se n = 0;

MG, se n = 1;

0, se n > 2.

Considerando ainda G = 〈t〉 ≃ Z, calculemos os grupos de cohomologia

de G para módulos particulares:

(2a) M é um RG-módulo trivial.

Neste caso, temos por (2) e Observação 1.1.2 (1) que

Hn(G,M) =





M, se n = 0, 1;

0, se n > 2.

(2b) M = ZG visto como ZG-módulo (à esquerda) com a G-ação natural (à

esquerda): ti.(αti
′

) := αti+i
′

, para todos ti, ti
′

∈ G e α ∈ Z.

Como G é ćıclico infinito gerado por t, temos que ti.ti
′

6= ti
′

se ti 6= 1 e

assim, H0(G,ZG) ≃ (ZG)G = 0.

Agora, determinemos H1(G,ZG) ≃ (ZG)G.

Seja I = 〈ti.u − u | ti ∈ G, u ∈ ZG〉 e denotemos x = x + I ∈
ZG

I
=

(ZG)G.

Consideremos y = ti ∈ ZG, com i > 0. Como

ti − 1 = (t− 1)(ti−1 + · · ·+ t+ 1) ∈ I,

segue que ti − 1 = 0 e assim, y = ti = 1 em (ZG)G.

Agora, se y = t−i ∈ ZG, com i > 0, também y = t−i = 1, pois t−i =

(1 − ti).t−i + 1 e 1 − t−i = 1 + (ti − 1).t−i − 1 = (ti − 1).t−i = 0.

Assim, para um elemento qualquer x ∈ ZG, x = α0t
i + α1t

i+1 + · · · +

αmt
i+m, com i ∈ Z, m > 0 e αj ∈ Z, temos que x = α0 + α1 + · · ·+ αm

= α.1, com α = α0 +α1 + · · ·+αm ∈ Z. Logo, H1(G,ZG) := {α.1, α ∈

Z} = 〈1 = 1 + I〉 = Z.1 ≃ Z e portanto
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Hn(G,ZG) ≃





0, se n = 0;

Z, se n = 1;

0, se n > 2.

(2c) M = Z2G visto como Z2G-módulo (à esquerda) com a G-ação (à es-

querda): ti.(1.ti
′

) := 1.ti+i
′

, com 1 ∈ Z2 e ti, ti
′

∈ G = 〈t〉 ≃ Z.

Como no caso anterior, verifica-se que

H0(G,ZG) = 0 e H1(G,Z2G) ≃ 〈1 + I〉.

Mas, neste caso, temos que 〈1 + I〉 = {0 + I, 1 + I} ≃ Z2.

Portanto, Hn(G,Z2G) ≃





(Z2G)G ≃ 0, se n = 0;

Z2, se n = 1;

0, se n > 2.

(3) Sejam G = 〈t〉 ≃ Zn, n > 2 e M um RG-módulo (à esquerda).

Consideremos a seqüência

· · · −→ RG
(t−1)
−→ RG

N
−→ RG

(t−1)
−→ RG

ε
−→ R −→ 0

dada no Exemplo A.8.2 (2).

Aplicando o funtor HomRG( ,M), temos que

0 −→ HomRG(RG,M)
δ0
−→ HomRG(RG,M)

δ1
−→ · · · (1.5)

sendo que, δk(φ)(x) := (φ ◦ ∂k+1)(x) com ∂k+1 = t − 1 se k é par e

∂k+1 = N se k é ı́mpar, para todo x ∈ RG.

Usando o fato de que HomRG(RG,M) ≃M ,

(δ2n)(φ)(x) = (φ ◦ ∂2n)(x) = φ
(
(t− 1)x

)
= (t− 1)φ(x),

para todo x ∈ RG, isto é, δ2n(φ) = (t − 1)φ e também δ2n+1(φ) = N.φ,

a seqüência (1.5) fica da seguinte forma:

0 −→M
t−1
−→ M

N
−→M

t−1
−→ · · · .
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Portanto, Hk(G,M) ≃






MG, se k = 0;

Ker(N)

Im(t− 1)
=

Ker(N)

(t− 1)M
, se k é ı́mpar;

Ker(t− 1)

Im(N)
=

MG

N.M
, se k é par.

Agora, calculemos os grupos de cohomologia de G ≃ Zn, para alguns

casos particulares de M :

(3a) M é um RG-módulo trivial.

Neste caso,

(t− 1).m = t.m− 1.m = m−m = 0 e (1 + t+ · · ·+ tn−1).m = n.m,

para todo m ∈ M , ou seja, (t − 1) é o homomorfismo nulo e N é a

multiplicação por n.

Portanto,

Hk(G,M) ≃






M, se k = 0;

Ker(N), se k é ı́mpar;

Ker(t− 1)

Im(N)
=
MG

n.M
, se k é par.

Em particular, para M = Z (visto como ZG-módulo trivial) obtemos

Hk(G,M) = Hk(Zn,Z) ≃






Z, se k = 0;

0, se k é ı́mpar;
Z

nZ
≃ Zn, se k é par.

(3b) G = {1, t} ≃ Z2 e M = Z visto como ZG-módulo (à esquerda) com a

G-ação (à esquerda): 1.α := α e t.α = −α, para todo α ∈ Z.

Temos que, (t− 1).α = −2α e N.α = (1 + t)α = 0, para todo α ∈ Z.

Dáı, Ker(N) = Z, Im(N) = 0 e Im(t− 1) = 2Z.

Logo, Hk(Z2,Z) ≃






ZZ2 = 0, se k = 0;
Z

2Z
≃ Z2, se k é ı́mpar;

0, se k é par.
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1.2 Interpretação de H1(G,M) em Termos de

Derivações

Nesta seção, apresentamos uma interpretação para H1(G,M), em termos

de derivações.

Definição 1.2.1.

(a) SejamG um grupo eM um RG-módulo à esquerda. Uma derivação

de G em M é uma aplicação d : G −→M tal que

d(g.g′) = d(g) + g.d(g′) ,

para todos g, g′ ∈ G.

O conjunto de todas as derivações deG emM , denotado por Der(G, M),

é denominado grupo das derivações de G em M , isto é,

Der(G,M) = {d : G −→ M | d(g.g′) = d(g) + g.d(g′), ∀ g, g′ ∈ G}

e o subgrupo das derivações principais é denotado por P (G, M)

e definido por

P (G,M) := {dm ∈ Der(G,M), m ∈M | dm(g) = g.m−m, ∀ g ∈ G}.

(b) Similarmente, se M é um RG-módulo à direita, uma derivação de

G em M é uma aplicação δ : G −→ M tal que δ(g.g′) = δ(g)g′ + δ(g′),

para todos g, g′ ∈ G ([19], p. 304) e definimos

Der(G,M) :=
{
δ : G −→ M | δ(g.g′) = δ(g).g′ + δ(g′), ∀ g, g′ ∈ G

}
e

P (G,M) :=
{
δm ∈ Der(G,M), m ∈M | δm(g) = m.g −m, ∀ g ∈ G

}
.

Proposição 1.2.1. Seja M um RG-módulo (à esquerda). Se consideramos

M ′ = M , visto como RG-módulo (à direita) por definir m.g := g−1.m, então os

grupos Der(G,M) e Der(G,M ′) são isomorfos e ainda, a imagem de P (G,M)

por tal isomorfismo é P (G,M ′).
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Demonstração.

O isomorfismo é dado por

ψ : Der(G,M) −→ Der(G,M ′)

d 7−→ ψ(d)
not.
= δ; δ(g) := d(g−1) .

Notemos que δ = ψ(d) ∈ Der(G,M ′), pois dados g, g′ ∈ G,

δ(gg′) = d
(
(gg′)−1

)
= d
(
(g′)−1g−1

) d∈Der(G,M)
= d

(
(g′)−1

)
+ (g′)−1d(g−1)

= δ(g′) + d(g−1)g′ = δ(g)g′ + δ(g′).

Ainda, ψ
(
P (G,M)

)
= P (G,M ′), pois

ψ(dm)(g) = dm(g−1) = g−1m−m = m.g −m.

Propriedade 1.2.1.

(1) Se M é um RG-módulo e d ∈ Der(G,M), então

d(1) = d(1.1) = d(1) + 1.d(1) = d(1) + d(1).

Dáı, temos que d(1) = 0.

(2) Se M é um RG-módulo trivial, então Der(G,M) = Hom(G,M) e

P (G,M) = 0.

Antes de apresentarmos a interpretação para H1(G,M), fazemos algumas

considerações.

Seja G um grupo e consideremos a Resolução Bar (à esquerda) de R sobre

RG

F : · · · −→ Fn
∂n−→ · · · −→ F2

∂2−→ F1
∂1−→ F0

ε
−→ R −→ 0

dada no Exemplo A.8.1 (2).

Temos que, cada Fn é o RG-módulo livre gerado pelos śımbolos [g1| · · · |gn]

e

∂n
(
[g1| · · · |gn]

)
= g1[g2| · · · |gn] +

n−1∑

i=1

(
(−1)i[g1| · · · |gi−1|gigi+1|gi+2| · · · |gn]

)
+

+(−1)n[g1| · · · |gn−1].
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Vamos denotar Cn(G, M) := HomRG(Fn,M) e C∗(G, M) o complexo

associado.

Assim, φ ∈ Cn(G,M) é um homomorfismo

φ : Fn −→ M

[g1| · · · |gn] 7−→ φ
(
[g1| · · · |gn]

)
.

Se identificamos [g1| · · · |gn] com (g1, . . . , gn), podemos ver φ como uma

aplicação de n-variáveis, φ : Gn = G × · · · × G −→ M . Por convenção, G0 é

um conjunto com um elemento (denotado por [ ]) de modo que C0(G,M) =

HomRG(F0,M) ≃ HomRG(RG,M) ≃M .

Assim, o operador cobordo δn−1 : Cn−1(G,M) −→ Cn(G,M) é dado por

[
δn−1(φ)

]
(g1, . . . , gn) := φ

[
∂n(g1, . . . , gn)

]

= g1φ(g2, . . . , gn) +

n−1∑

i=1

[
(−1)i.φ(g1, . . . , gigi+1, . . . gn)

]

+(−1)nφ(g1, . . . , gn−1).

• no caso n = 1

δ0(φ)(g1) = φ
[
∂1(g1)

]
= g1φ

(
[ ]
)
− φ

(
[ ]
)
.

• no caso n = 2

δ1(φ)(g1, g2) = g1φ(g2) − φ(g1g2) + φ(g1).

Proposição 1.2.2. Se G é um grupo e M um RG-módulo (à esquerda ou à

direita), então H1(G,M) ≃
Der(G,M)

P (G,M)
.

Demonstração.

Faremos apenas a prova para o caso em queM é um RG-módulo à esquerda.

O caso à direita é provado de modo similar, considerando a resolução bar à

direita (Exemplo A.8.1 (3)) ou usando a proposição anterior.

Consideremos o complexo

C∗(G,M) : 0 −→ C0(G,M)
δ0
−→ C1(G,M)

δ1
−→ C2(G,M) −→ · · ·
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definido anteriormente.

Por definição, temos que H1(G,M) =
Ker(δ1)

Im(δ0)
.

Desta forma, para mostrarmos a proposição, basta verificarmos que

Ker(δ1) = Der(G,M) e Im(δ0) = P (G,M).

Vejamos inicialmente que Ker(δ1) = Der(G,M).

Seja φ ∈ C1(G,M). Então, φ : G1 −→ M e δ1(φ) : G2 −→ M tal que

δ1(φ)(g, g′) = gφ(g′) − φ(gg′) + φ(g).

Assim,

φ ∈ Ker(δ1) ⇔ δ1(φ) = 0 ⇔ δ1(φ)(g, g′) = 0, ∀ g, g′ ∈ G

⇔ φ(gg′) = φ(g) + gφ(g′), ∀ g, g′ ∈ G⇔ φ ∈ Der(G,M).

Então, Ker(δ1) = Der(G,M).

Agora, vejamos que Im(δ0) = P (G,M).

Seja d ∈ Im(δ0), então existe φ : G0 −→ M tal que δ0(φ) = d. Assim,

para todo g ∈ G, d(g) = δ0(φ)(g) = gφ([ ]) − φ([ ]). Mas φ([ ]) = m,

para algum m ∈ M . Então, d(g) = g.m − m, ou seja, d ∈ P (G,M). Logo,

Im(δ0) ⊆ P (G,M).

Reciprocamente, se d ∈ P (G,M), então d(g) = g.m − m, para algum

m ∈ M . Seja φ : G0 −→ M tal que φ([ ]) = m. Desta maneira, δ0(φ)(g) =

g.φ([ ]) − φ([ ]) = g.m − m = d(g) e assim, d = δ0(φ) ∈ Im(δ0). Logo,

P (G,M) ⊆ Im(δ0).

Então, temos que Im(δ0) = P (G,M).

Portanto, H1(G,M) ≃
Der(G,M)

P (G,M)
.

Corolário 1.2.1. Se G é um grupo e M é um RG-módulo trivial, então

H1(G,M) ≃ Hom(G,M).

Exemplo 1.2.1. Sejam G = 〈t〉 ≃ Z e M = RG (R = Z ou R = Z2), visto

como RG-módulo (à esquerda) com a G-ação natural (à esquerda): ti(αti
′

) :=

αti+i
′

, para todos ti, ti
′

∈ G e α ∈ R.
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Usando derivações, mostremos que H1(G,RG) ≃ R. De fato,

(a) Suponhamos M = ZG. Se d ∈ Der(G,ZG), então temos para i > 0 que:

• d(ti) =

i−1∑

j=0

tjd(t).

Para verificarmos esta igualdade usamos o prinćıpio de indução finita

sobre i ∈ Z.

Se i = 1, então d(t) = t0d(t).

Agora, suponhamos que d(tn) =

n−1∑

j=0

tjd(t). Assim,

d(tn+1) = d(ttn) = td(tn) + d(t) = t

(
n−1∑

j=0

tjd(t)

)
+ d(t)

=
n−1∑

j=0

tj+1d(t) + d(t) =
n∑

j=1

tjd(t) + t0d(t) =
n∑

j=0

tjd(t).

• d(t−i) =
i∑

j=1

(−t−j)d(t).

Novamente usamos o prinćıpio de indução finita sobre i ∈ Z.

Para i = 1, d(t−1) = (−t−1)d(t), pois 0 = d(t−1t) = t−1d(t) + d(t−1).

Agora, suponhamos que d(t−n) =

n∑

j=1

(−t−j)d(t). Logo,

d(t−n−1) = d(t−n.t−1) = t−nd(t−1) + d(t−n) = t−n(−t−1)d(t) + d(t−n)

= (−t−n−1)d(t) +
n∑

j=1

(−t−j)d(t) =
n+1∑

j=1

(−t−j)d(t).

Desta maneira, d fica bem determinada e depende somente de d(t).

Assim, todo elemento x ∈ ZG dá origem à uma derivação

d ∈ Der(G,ZG).

Portanto, Der(G,ZG) ≃ ZG (como Z-módulo).
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Em particular, para cada r ∈ Z, dr(t) := r.1 dá origem à uma derivação

e temos que {dr | r ∈ Z} = 〈d1〉 ≃ Z e 〈d1〉 ⊆ Der(G,ZG).

Notemos que dr (r 6= 0) não é uma derivação principal, pois se existisse

um elemento m = n0.1 + n1.t + · · · + nit
i ∈ ZG tal que dm = dr, então

dr = t.m−m e assim,

t.(n0.1 + n1.t+ · · ·+ nit
i) − (n0.1 + n1.t+ · · · + nit

i) = r.1.

Logo, (−r − n0).1 + (n0 − n1).t+ · · · + (ni−1 − ni)t
i + nit

i+1 = 0, o que

implicaria em

r = n0, n0 = n1, . . . , ni−1 = ni, ni = 0 e conseqüentemente r = 0.

Desta forma, dr = d0 = t.0 − 0 = 0.

É suficiente mostrarmos que para todo elemento d ∈ Der(G,ZG), exis-

tem dm ∈ P (G,ZG) e r ∈ Z tais que d − dm = dr, pois isto implica que

d+ P (G,ZG) = dr + P (G,ZG) e assim, conclúımos que

Der(G,ZG)

P (G,ZG)
≃ {dr + P (G,ZG) | r ∈ Z} ≃ Z.

Para isto, vejamos a seguinte afirmação: “Se d(t) = ti − 1 ou

d(t) = t−i − 1, com i > 0, então d ∈ P (G,ZG)”.

De fato,

• d(t) = ti−1 = (t−1)(ti−1 + · · ·+ t+1) = (t−1)m̃ = d em(t) ∈ P (G,ZG).

• Para d(t) = t−i − 1, temos

t−i − ti = (t− 1)(−t−i − t−i+1 − · · · − t2 − t− · · · − ti−1)

= (t− 1)m̂ = d bm ∈ P (G,ZG).

Por outro lado,

t−i − ti = (t−i − 1) − (ti − 1) = (t−i − 1) − d em(t) = d(t) − d em(t).
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Logo, d bm = d(t) − d em(t) o que implica d(t) = d bm + d em ∈ P (G,ZG).

Agora, para todo d ∈ Der(G,ZG), temos

d(t) = x = r0t
i + r1t

i+1 + · · ·+ rnt
i+n

= r0(t
i − 1) + r1(t

i+1 − 1) + · · · + rn(t
i+n − 1) + r0 + r1 + · · · + rn

= dm(t) + dr(t), onde r = r0 + · · ·+ rn,

isto é, existe m ∈M = ZG tal que d− dm = dr.

Portanto, H1(G,ZG) ≃
Der(G,ZG)

P (G,ZG)
≃ Z.

(b) Consideremos agora M = Z2G e d ∈ Der(G,Z2G).

De modo análogo ao item (a), temos que:

• d depende somente de d(t),

• s ∈ Z2G dá origem à uma derivação d em Der(G,Z2G) e dáı,

Der(G,Z2G) ≃ Z2G.

• se d(t) = ti − 1 ou d(t) = t−i − 1, com i > 0, então d ∈ P (G,Z2G).

Seja d ∈ Der(G,Z2G). Temos que d(t) = ti1 + ti2 + · · ·+ tin ∈ Z2G.

⋆ Se n é par, então

d(t) = (ti1 − 1) + (ti2 − 1) + · · ·+ (tin − 1) ∈ P (G,Z2G),

implica em d+ P (G,Z2G) = 0 + P (G,Z2G).

⋆ Se n é ı́mpar, então

d(t) = (ti1 − 1) + (ti2 − 1) + · · · + (tin − 1) + 1,

implica em d+ P (G,Z2G) = 1 + P (G,Z2G).

Assim,

H1(G,Z2G) ≃
Der(G,Z2G)

P (G,Z2G)
= {0 + P (G,Z2G), 1 + P (G,Z2G)}

≃ Z2.
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1.3 Restrição e (Co)extensão de Escalares

Definição 1.3.1. Sejam R1, R2 anéis e h : R1 −→ R2 um homomorfismo de

anéis. Temos as seguintes situações:

(a) SeM é umR2-módulo (à esquerda), sempre podemos verM como um R1-

módulo (à esquerda), considerando a seguinte lei de composição externa

µ : R1 ×M −→ M

(α,m) 7−→ µ(α,m)
not.
= α.m := h(α).m.

Neste caso, M é chamado um R1-módulo por restrição de escalares

(via h).

(b) Se M é um R1-módulo (à esquerda), podemos obter dois R2-módulos (à

esquerda), bastante relacionados com M , da seguinte maneira:

• O R2-módulo (à esquerda) HomR1
(R2,M).

Para isso consideramos R2 como um R1-módulo (à esquerda), como em

(a), ou seja, por restrição de escalares (via h), fazendo sentido então

considerar HomR1
(R2,M).

Agora, seja

µ : R2 ×HomR1
(R2,M) −→ HomR1

(R2,M)

(β, φ) 7−→ β.φ ; (β.φ)(β ′) := φ(β ′.β)

com β, β ′ ∈ R2 e φ ∈ HomR1
(R2,M).

Podemos verificar que µ está bem definida e é uma R2-multiplicação (à

esquerda).

Desta forma, HomR1
(R2,M) é um R2-módulo (à esquerda), denominado

R2-módulo obtido de M por coextensão de escalares de R1 para

R2 (via h).

• O R2-módulo (à esquerda) R2 ⊗R1
M .
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Primeiramente, para obter o produto tensorial, consideramos R2 como

um R1-módulo à direita por definir β.α := β.h(α).

Uma vez que a ação natural à esquerda de R2 sobre si mesmo comuta

com a ação à direita de R1 sobre R2, isto é,

β.(β ′.α) = β.β ′.h(α) = (β.β ′).h(α) = (β.β ′).α,

segue que

β.β ′ ⊗ α.m = (β.β ′).α⊗m = β(β ′.α) ⊗m.

Assim, considerando a aplicação

µ′ : R2 × (R2 ⊗R1
M) −→ R2 ⊗R1

M

(β, β ′ ⊗m) 7−→ β.(β ′ ⊗m) := (β.β ′) ⊗m

temos que, µ′ está bem definida
(
visto que, β(β ′⊗α.m) = β(β ′.α⊗m)

)
e

é uma R2-multiplicação (à esquerda). Assim, R2⊗R1
M é um R2-módulo

(à esquerda), denominado R2-módulo obtido de M por extensão

de escalares de R1 para R2 (via h).

Lema 1.3.1. Sejam M um R1-módulo (à esquerda) e h : R1 −→ R2 um

homomorfismo de anéis. Então, existem aplicações naturais de R1-módulos (à

esquerda):

(a) π : HomR1
(R2,M) −→ M dada por π(φ) := φ(1R2

), para todo φ ∈

HomR1
(R2,M), onde HomR1

(R2,M) é visto inicialmente como um

R2-módulo (à esquerda) por coextensão de escalares e depois como um

R1-módulo (à esquerda) por restrição de escalares.

(b) i : M −→ R2 ⊗R1
M dada por i(m) = 1R2

⊗ m, para todo m ∈ M ,

onde R2 ⊗R1
M é visto inicialmente como R2-módulo (à esquerda) por

extensão de escalares e depois como R1-módulo (à esquerda) por restrição

de escalares.

Demonstração.

Vejamos apenas que são aplicações de R1-módulos (à esquerda).
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(a) Seja π : HomR1
(R2,M) −→M tal que π(φ) := φ(1R2

).

Para todo α ∈ R1, temos que,

π(α.φ) = π[h(α).φ] = [h(α).φ](1R2
) = φ[1R2

.h(α)] = φ[h(α)]

= φ[h(α).1R2
] = φ(α.1R2

) = α.φ(1R2
) = α.π(φ).

Portanto, π é uma aplicação de R1-módulos (à esquerda).

(b) Similarmente, dado α ∈ R1,

αi(m) = h(α)(1 ⊗m) = h(α) ⊗m = 1.α⊗m = 1 ⊗ α.m = i(α.m).

Os dois resultados seguintes podem ser encontrados em [4] III, §3.

Lema 1.3.2. Sejam h : R1 −→ R2 um homomorfismo de anéis, N um R2-

módulo (à esquerda) e M um R1-módulo (à esquerda).

(a) Se f : N −→ M é uma aplicação de R1-módulos (à esquerda), então

existe uma única aplicação de R2-módulos (à esquerda)

p : N −→ HomR1
(R2,M) tal que π ◦ p = f , onde π é a aplicação

dada no lema anterior.

HomR1
(R2,M)

π

��
N

f //

p
88p

p
p

p
p

p
M

(b) Se f : M −→ N é uma aplicação de R1-módulos (à esquerda), então

existe uma única aplicação de R2-módulos (à esquerda) q :R2⊗R1
M→N

tal que q ◦ i = f , onde i é a aplicação dada no lema anterior.

M

f

��

i // R2 ⊗R1
M

q
yys

s
s

s
s

N

Proposição 1.3.1. Se h : R1 −→ R2 é um homomorfismo de anéis, N é um

R2-módulo (à esquerda) e M é um R1-módulo (à esquerda), então
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(a) HomR1
(N,M) ≃ HomR2

(
N,HomR1

(R2,M)
)
, como grupos.

(b) HomR1
(M,N) ≃ HomR2

(R2 ⊗R1
M,N), como grupos.

1.4 Módulos (Co)induzidos

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Agora, aplicamos a construção

feita na seção anterior, para o homomorfismo ĩ : RH −→ RG induzido da

inclusão i : H −→ G.

(a) Sendo M um RG-módulo (à esquerda), podemos vê-lo como um RH-

módulo (à esquerda) por restrição de escalares (via ĩ). Denotamos tal

RH-módulo por ResG

H
M .

(b) Se M é um RH-módulo (à esquerda), podemos associar os seguintes

RG-módulos (à esquerda):

• O RG-módulo obtido de M por coextensão de escalares, que chamamos

neste caso de coindução e denotamos por CoindG

H
M , isto é,

CoindGHM = HomRH(RG,M).

Temos que a G-ação (à esquerda) no CoindGHM é dada por

G× CoindGHM −→ CoindGHM

(g, φ) 7−→ g.φ ; (g.φ)(g′) = φ(g′.g).

• O RG-módulo obtido de M por extensão de escalares, que neste caso

denominamos indução e denotamos por IndG

H
M , isto é,

IndGHM = RG⊗RH M,

e a G-ação (à esquerda) neste caso é dada por

G× IndGHM −→ IndGHM

(g, g′ ⊗m) 7−→ g.(g′ ⊗m) = gg′ ⊗m.
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Definição 1.4.1. Quando H = {1}, denominamos

CoindG{1}M = HomR(RG,M) e IndG{1} = RG⊗RM

por módulo coinduzido e módulo induzido, respectivamente.

Observação 1.4.1. Se consideramos M = N e f = idM , segue do lema

anterior, que as aplicações π e i definidas no Lema 1.3.1 são epimorfismo e

monomorfismo de RH-módulos (à esquerda), respectivamente.

Proposição 1.4.1. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e E um conjunto

de representantes para as classes laterais à esquerda de H em G. Se M é um

RH-módulo, então:

(a) CoindGHM ≃
∏

g∈E

gM .

(b) IndGHM ≃
⊕

g∈E

gM ,

onde gM indica o transformado de M sob a ação de g.

Demonstração. [4] III, §5.

Proposição 1.4.2. Seja M um RH-módulo. Então,

(a) ϑ : IndGHM −→ CoindGHM , dada por

ϑ(g′ ⊗m)(g) :=





(gg′).m, se gg′ ∈ H ;

0, c. c.

é um RG-monomorfismo.

(b) Ainda, se [G : H ] < ∞, então ϑ é um isomorfismo, isto é, IndGHM ≃

CoindGHM .

Demonstração. [4] III, Proposição 5.9 ou [25], Proposição 1.4.4.

Proposição 1.4.3. Se H é um subgrupo de G com [G : H ] = ∞, então para

todo RH-módulo M
(
IndGHM

)G
= 0.
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Demonstração. [4], p. 71.

Vamos denotar por R(G/H) o R-módulo livre gerado pelas classes la-

terais à esquerda gH , g ∈ G. Existe uma G-ação natural de G em R(G/H)

induzida pela multiplicação à esquerda
(
g.(g0H) = (gg0)H

)
e assim R(G/H) é

um RG-módulo à esquerda
(
e também um RG-módulo à direita, por considerar

(g0H).g = g−1g0H
)
.

Similarmente, se denotamos por R(H\G) o R-módulo livre gerado pelas

classes laterais à direita Hg, g ∈ G, então R(H\G) torna-se um RG-módulo à

direita considerando a G-ação natural
(
(Hg0)g = H(g0g)

)
. Temos que:

Lema 1.4.1. O RG-módulo à direita R(H\G) é RG-isomorfo ao RG-módulo

R(G/H) visto como RG-módulo à direita.

Demonstração.

A aplicação

µ : R(H\G) −→ R(G/H)

Hg 7−→ g−1H

é um RG-isomorfismo.

Se M é um RG-módulo (à esquerda), podemos dar a HomR

(
R(G/H),M

)

e R(G/H)⊗RM estruturas de RG-módulos com a G-ação diagonal (Definição

1.1.3). Considerando os RG-módulos CoindGHRes
G
HM e IndGHRes

G
HM obtidos

por coindução e indução de escalares, respectivamente, obtemos:

Proposição 1.4.4. Seja M um RG-módulo (à esquerda). Então, existem

RG-isomorfismos naturais:

(a) CoindGHRes
G
HM

ξ
≃ HomR(R(G/H),M).

(
f 7−→ ξ(f) ; ξ(f)(gH) =

gf(g−1)
)
.

(b) IndGHRes
G
HM

φ
≃ R(G/H) ⊗R M .

(
g ⊗m 7−→ φ(g ⊗m) := gH ⊗ gm

)
.

onde os módulos da direita são vistos como RG-módulos com a ação diagonal

dada na Definição 1.1.3.
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Demonstração. [4], Proposição III.5.6 ou [25], Proposição 1.4.10.

Corolário 1.4.1. IndGHR ≃ R(G/H).

Observação 1.4.2. Podemos definir CoindGHM := HomRH(RG,M) e

IndGHM := M ⊗RH RG, considerando M um RG-módulo à direita ([14], §2),

e resultados similares aos apresentados anteriormente, são válidos.

Em particular, obtemos (como no corolário anterior) que

IndGHR ≃ R(H\G),

onde R(H\G) é o RG-módulo livre à direita dado pelas classes laterais Hg,

g ∈ G, com a G-ação natural à direita.

1.5 Seqüência Exata Longa em Cohomologia

Definição 1.5.1. Consideremos os pares (G,M) e (G′,M ′), onde G,G′ são

grupos, M é um RG-módulo (à esquerda) e M ′ é um RG′-módulo (à esquerda).

Uma aplicação de (G,M) em (G′,M ′) é um par de aplicações (ϕ, ξ) que

satisfaz as seguintes condições:

(a) ϕ : G −→ G′ é um homomorfismo de grupos e

(b) ξ : M ′ −→ M é um homomorfismo de grupos abelianos tal que

ξ[ϕ(g).m′] = g.ξ(m′), para todos g ∈ G e m′ ∈ M ′.

Dizemos que os pares (G,M) e (G′,M ′) são isomorfos , se ϕ e ξ forem

isomorfismos.

Notação 1.5.1. (G,M) ≃ (G′,M ′).

Seja (ϕ, ξ) : (G,M) −→ (G′,M ′) uma aplicação, como definida acima, e

consideremos ε : F −→ R e ε′ : F ′ −→ R resoluções projetivas de R sobre RG

e RG′, respectivamente.
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Observemos que, ε′ : F ′ −→ R também é uma resolução projetiva de R

sobre RG (via ϕ). De fato, basta considerarmos a G-ação (à esquerda) sobre

cada F ′
n da seguinte maneira:

G× F ′
n −→ F ′

n

(g, y) 7−→ g ∗ y := ϕ(g).y .

Assim, pela Proposição A.8.2, temos que existe uma única aplicação

f : F −→ F ′, a menos de homotopia preservando aumentação. Notemos

que f(g.x) = g.f(x), para todos g ∈ G e x ∈ F
(
pois, f é uma aplicação de

RG-módulos (à esquerda)
)
.

Logo, podemos considerar a seguinte aplicação

Hom(f, ξ) : HomRG′(F ′,M ′) −→ HomRG(F,M)

φ 7−→ ξ ◦ φ ◦ f

a qual é uma aplicação de cocadeias e induz uma aplicação bem definida

(ϕ, ξ)* : H∗(G′,M ′) −→ H∗(G,M)

[φ] 7−→ [ξ ◦ φ ◦ f ] .

Definição 1.5.2. Dada uma aplicação (ϕ, ξ) de (G,M) em (G′,M ′), a aplicação

(ϕ, ξ)∗ constrúıda anteriormente é denominada aplicação induzida em coho-

mologia por (ϕ, ξ). Em particular, se consideramos ϕ = idG : G −→ G e

ξ : M ′ −→ M obtemos

(idG, ξ)
∗ : H∗(G,M ′) −→ H∗(G,M)

[φ] 7−→ [ξ ◦ φ] .

Notação 1.5.2. (Casos Particulares)

(1) (ϕ, idM)∗ = ϕ∗, se ϕ : G −→ G′.

(2) (idG, ξ)
∗ = H∗(G, ξ), se ξ : M ′ −→M .
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Propriedade 1.5.1.

(1) se ϕ = idG : G −→ G e ξ = idM : M −→ M , então (ϕ, ξ)∗ = idH∗(G,M).

(2) (ϕ, ξ)∗ ◦ (ϕ′, ξ′)∗ = (ϕ′ ◦ ϕ, ξ ◦ ξ′)∗
not.
=
(
(ϕ′, ξ′) ◦ (ϕ, ξ)

)∗
, para todas as

aplicações (ϕ, ξ) : (G,M) −→ (G′,M ′) e (ϕ′, ξ′) : (G′,M ′) −→ (G′′,M ′′)

Proposição 1.5.1. Se (ϕ, ξ) : (G,M) −→ (G′,M ′) é um isomorfismo de pares,

então

(ϕ, ξ)∗ : H∗(G,M) −→ H∗(G′,M ′),

é um isomorfismo e
(
(ϕ, ξ)∗

)−1
= (ϕ−1, ξ−1)∗.

Demonstração.

Da hipótese, temos que existem isomorfismos ϕ : G −→ G′ e ξ : M ′ −→M

e conseqüentemente, consideremos ϕ−1 : G′ −→ G e ξ−1 : M −→ M ′ as

inversas de ϕ e ξ, respectivamente.

Seja (ϕ, ξ)∗ : H∗(G′,M ′) −→ H∗(G,M). Temos das propriedades vistas

anteriormente que

(ϕ, ξ)∗ ◦ (ϕ−1 ◦ ξ−1)∗ = (ϕ−1 ◦ ϕ, ξ ◦ ξ−1)∗ = (idG, idM)∗ = idH∗(G,M) e

(ϕ−1, ξ−1)∗ ◦ (ϕ ◦ ξ)∗ = (ϕ ◦ ϕ−1, ξ−1 ◦ ξ)∗ = (idG′ , idM ′)∗ = idH∗(G′,M ′)

Dáı, temos que (ϕ−1, ξ−1)∗ é uma inversa de (ϕ, ξ)∗ e portanto

H∗(G,M) ≃ H∗(G′,M ′).

Corolário 1.5.1. SeM é isomorfo aN , como RG-módulos, entãoH∗(G,M) ≃

H∗(G,N).

Proposição 1.5.2. Seja 0 −→ M ′ φ′

−→ M
φ′′

−→ M ′′ −→ 0 uma seqüência

exata curta de RG-módulos (à esquerda). Então, para todo n ∈ Z, existe uma

aplicação natural ∆n : Hn(G,M ′′) −→ Hn+1(G,M ′) tal que a seqüência

0 −→ H0(G,M ′)
(φ′)0

−→ H0(G,M)
(φ′′)0

−→ H0(G,M ′′)
∆0

−→ H1(G,M ′)
(φ′)1

−→ · · ·

é exata, onde as aplicações (φ′)n e (φ′′)n são as induzidas em cohomologia, ou

seja, (φ′)n = Hn(G, φ′) e (φ′′)n = Hn(G, φ′′).
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1.6 Lema de Shapiro

Dados G um grupo e H um subgrupo de G, apresentamos nesta seção uma

relação entre a cohomologia de G e a de H . Tal resultado, dado a seguir, é

conhecido como Lema de Shapiro e é utilizado na demonstração do principal

resultado deste trabalho (Teorema 3.3.1).

Proposição 1.6.1. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e M um RH-

módulo (à esquerda) (R = Z ou Z2). Consideremos a inclusão i : H −→ G

e π : CoindGHM −→ M dada por π(φ) = φ(1), para todo φ ∈ CoindGHM .

Então, a aplicação induzida (i, π)∗ : H∗
(
G,CoindGHM

)
−→ H∗(H,M) é um

isomorfismo.

Demonstração.

Consideremos ε : · · · −→ F1
∂1−→ F0 −→ R e ε′ : · · · −→ F ′

1

∂′
1−→ F ′

0 −→ R,

ou simplesmente, ε : F −→ R e ε′ : F ′ −→ R, resoluções projetivas de R

sobre RH e RG, respectivamente.

Notemos que pelo Lema A.8.1, ε′ : F ′ −→ R também é uma resolução

projetiva de R sobre RH e como os grupos de cohomologia independem da

resolução, podemos considerar F = F ′ e, a aplicação de cadeias f : F −→ F ′

como sendo a identidade de F , isto é, f = idF .

Temos então que

(i, π)∗ : H∗
(
G,CoindGHM

)
−→ H∗(H,M)

[ϕ] 7−→ [π ◦ ϕ ◦ idF ] = [π ◦ ϕ],

onde ϕ ∈ HomRG(F,CoindGHM) e π ◦ ϕ ∈ HomRH(F,M).

Agora, para cada n > 0, consideremos

φn : HomRG

(
Fn, Coind

G
HM

)
−→ HomRH(Fn,M)

ϕ 7−→ φn(ϕ) = π ◦ ϕ .

Observemos que, (π ◦ ϕ)(hx) = h(π ◦ ϕ)(x), para todos h ∈ H e x ∈ Fn.

De fato, pela definição de π, temos que (π ◦ ϕ)(hx) = ϕ(hx)(1).
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Como ϕ ∈ HomRG

(
Fn, Coind

G
HM

)
e h ∈ H ⊆ G, segue que

ϕ(hx)(1) = [h.ϕ(x)](1).

Dáı, pela G-ação (à esquerda) no CoindGHM , vem que

[h.ϕ(x)](1) = ϕ(x)(1.h) = ϕ(x)(h) = ϕ(x)(h.1)

e usando o fato de que ϕ(x) ∈ CoindGHM , temos que

ϕ(x)(h.1) = h[ϕ(x)(1)] = h.(π ◦ ϕ)(x).

Logo, φn(ϕ) = π ◦ ϕ ∈ HomRH(Fn,M).

Ainda, temos que φn é um isomorfismo. Para vermos este fato, basta

considerarmos

ψn : HomRH(Fn,M) −→ HomRG(Fn, Coind
G
HM)

ρ 7−→ ψn(ρ) ; ψn(ρ)(x)(g) := ρ(g.x),

para todos x ∈ Fn e g ∈ G. Assim, temos que

• ψn está bem definida,

• ψn ◦ φn = idHomRG(Fn,CoindG

H
M) e

• φn ◦ ψn = idHomRH (Fn,M).

Agora, consideremos os complexos de cocadeias

C =
{
Cn := HomRG(Fn, Coind

G
HM)

}
n∈Z

e D =
{
Dn := HomRH(Fn,M)

}
n∈Z

.

Seja φ = {φn}n∈Z a famı́lia das aplicações φn : Cn −→ Dn, que indicamos

no diagrama abaixo

...

��

...

��
Cn

eδn

��

φn // Dn

δn

��
Cn+1

��

φn+1

// Dn+1

��
...

...
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É fácil ver que φ é uma aplicação de cocadeias, isto é, δn ◦ φn = φn+1 ◦ δ̃
n.

Conseqüentemente, φ : HomRG(F,CoindGHM) −→ HomRH(F,M) induz

um isomorfismo

φ∗ : H∗(C) −→ H∗(D)

[ϕ] 7−→ φ∗
(
[ϕ]
)

= [π ◦ ϕ] = (i, π)∗
(
[ϕ]
)
.

Mas, H∗(C) = H∗(G,CoindGHM) e H∗(D) = H∗(H,M), e portanto temos

que

H∗(G,CoindGHM) ≃ H∗(H,M).

Corolário 1.6.1. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G tal que

[G : H ] <∞. Então, H∗(H,RH) ≃ H∗(G,RG).

Dado G um grupo, queremos determinar, como uma aplicação do resultado

de Shapiro, os grupos de cohomologia Hn
(
G,P(G)

)
de G com coeficientes no

Z2G-módulo (à esquerda) P(G), onde P(G) é o conjunto das partes de G

(Exemplo A.7.2 (2)). Para isso, necessitamos inicialmente do seguinte lema:

Lema 1.6.1. Dados G um grupo e P(G) o conjunto das partes de G. Então,

Z2G := CoindG{1}Z2 = HomZ2
(Z2G,Z2) ≃ P(G) como Z2G-módulos (à es-

querda).

Demonstração.

Seja

ρ : Z2G −→ P(G)

φ 7−→ ρ(φ) := Aφ ,

tal que Aφ = {g ∈ G | φ(g−1) = 1}.

Podemos verificar que ρ está bem definida e é uma aplicação de Z2G-

módulos, pois é um homomorfismo de grupos e satisfaz ρ(g′φ) = g′ρ(φ), para

todo g′ ∈ G.
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Agora, consideremos

ψ : P(G) −→ Z2G = HomZ2
(Z2G,Z2)

A 7−→ ψ(A) := φA ,

tal que φA(g) :=





1, se g−1 ∈ A;

0, se g−1 /∈ A.

Temos também que ψ está bem definida e além disso

ρ ◦ ψ = idP(G) e ψ ◦ ρ = id
Z2G

.

Portanto, Z2G = HomZ2
(Z2G,Z2) ≃ P(G).

Proposição 1.6.2. Sejam G um grupo e P(G) o conjunto das partes de G.

Então,

Hn
(
G,P(G)

)
=





Z2, se n = 0;

0, se n > 1.

Demonstração.

Usando o Lema de Shapiro e o resultado anterior, obtemos

Hn
(
G,P(G)

)
≃ Hn

(
G,CoindG{1}Z2

)
≃ Hn({1},Z2) ≃





Z2, se n = 0;

0, se n > 1.



Caṕıtulo 2

Ends

Neste caṕıtulo inicialmente (Seções 2.1 e 2.2) definimos o número de ends,

e(G), de um grupo G
(
[7] e [23]

)
e apresentamos alguns resultados, com des-

taque para a Proposição 2.2.1, que nos fornece uma fórmula cohomológica

1-dimensional para e(G), quando G é infinito (finitamente gerado), e na Seção

2.3, definimos o número de ends de um par grupo (G,H), e(G,H), onde H é

um subgrupo de G
(
[12] e [22]

)
. Isto é feito usando um tratamento puramente

algébrico. Finalmente, na Seção 2.4, relacionamos ends de grupos finitamente

gerados e de pares de grupos, com ends de espaços, mais especificamente com

ends de Grafos de Cayley ([22]).

Vemos ainda, como conseqüência de um resultado de Scott (Proposição

2.4.4), que e(G,H) pode assumir valores distintos de 0, 1, 2 ou ∞, o que não

ocorre para e(G).

2.1 Subconjuntos Quase Invariantes e Ends de

Grupos

Sejam G um grupo e P(G) = {A | A ⊆ G} o conjunto das partes de G.

Vimos no Exemplo A.7.2 (2), que P(G) tem uma estrutura de Z2G-módulo (à
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esquerda), onde a operação de adição é a diferença simétrica, isto é,

A+B = (A ∪B) − (A ∩ B) = (A− B) ∪ (B − A) = (A ∩ Bc) ∪ (Ac ∩ B),

com Ac indicando o complementar de A em G e A−B a diferença de conjuntos.

Agora, consideremos o subconjunto de P(G) dado por:

F(G) := {A ∈ P(G) | A é finito }.

Definição 2.1.1. Dizemos que uma propriedade ocorre para quase todos os

elementos de um conjunto, se ela ocorre para quase todos, exceto um número

finito de elementos do conjunto.

Em particular, B é quase contido em um conjunto C, e denotamos por

B
a
⊆ C, se quase todo elemento de B pertence a C.

Dizemos que B é quase igual a C, e denotamos por B
a
= C, se B

a
⊆ C e

C
a

⊆ B.

Ainda, um subconjunto A de um grupo G é quase invariante (à es-

querda) se A
a
= gA, para todo g ∈ G, onde gA := {g.a | a ∈ A}.

Observação 2.1.1.

(1) A relação de quase igualdade é uma relação de equivalência.

(2) B
a
= C se, e somente se, B + C é um conjunto finito, onde “ + ” indica

a operação diferença simétrica.

(3) A é quase invariante (à esquerda) em G se, e somente se, A+gA ∈ F(G),

para todo g ∈ G.

(4) Dado A um subconjunto de G, GA := {g ∈ G | A+ gA ∈ F(G)} = {g ∈

G | A
a
= gA} é um subgrupo de G

(
pois dados g, h ∈ GA, gh−1 ∈ GA,

visto que (A+gh−1A) = (A+gA)+gh−1(A+hA) ∈ F(G)
)
, e A é quase

invariante em G, quando GA = G. Assim, A é quase invariante em G se,

e somente se, A + xA ∈ F(G), para todo x variando num conjunto de

geradores de G.
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Seja Q(G) = {A ∈ P(G) | ∀ g ∈ G, A + gA ∈ F(G)}, o conjunto dos

elementos quase invariantes em G. Observemos que F(G) ⊆ Q(G), ainda

F(G) e Q(G) são Z2G-submódulos (à esquerda) de P(G) e temos os Z2G-

módulos quocientes
P(G)

F(G)
e
Q(G)

F(G)
. Denotamos um elemento de

P(G)

F(G)
ou de

Q(G)

F(G)
por A := A+ F(G). Em particular, ∅ = ∅ + F(G).

Propriedade 2.1.1.

(1) G ∈ Q(G), pois G+ gG = G+G = ∅.

(2) Dados A,B ∈ Q(G), temos:

A = B em
Q(G)

F(G)
⇔ A+ F(G) = B + F(G)

⇔ A+B = A+ (−B) ∈ F(G)

⇔ A
a
= B.

(3) Se A é um elemento de Q(G), então Ac também pertence a Q(G), pois

Ac + gAc =
[
Ac ∩ (gAc)c

]
∪
[
A ∩ (gAc)

]

=
[
Ac ∩ gA

]
∪
[
A ∩ (gA)c

]

= A+ gA ∈ F(G).

(4) Se A ∈ Q(G) e G é infinito, então A e Ac são elementos de
Q(G)

F(G)
distintos, pois A+ Ac = G /∈ F(G).

(5) Se A,B,C ∈ P(G) (ou Q(G)), são infinitos, dois a dois disjuntos, então

A,B e C são elementos distintos em
P(G)

F(G)

(
ou

Q(G)

F(G)

)
e ainda, A+B =

A ∪ B é diferente de A,B e C.

Definição 2.1.2. Seja G um grupo. O número de ends de G, que deno-

tamos por e(G), é definido por

e(G) := dimZ2

(
Q(G)

F(G)

)
.
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Observação 2.1.2.

(1) Podeŕıamos ter considerado P(G) como um Z2G-módulo à direita, o

subconjunto de P(G) dos elementos quase invariantes à direita,

Q(G) = {A ∈ P(G) | ∀ g ∈ G,A+ Ag ∈ F(G)},

e de modo similar, definir

e(G) := dimZ2

(
Q(G)

F(G)

)
.

(2) Temos que as duas definições apresentadas para e(G) coincidem
(
pois,

A é quase invariante à esquerda ⇔ A + gA ∈ F(G), ∀ g ∈ G ⇔ A−1 +

A−1g−1 ∈ F(G), ∀ g ∈ G ⇔ A−1 é invariante à direita, onde A−1 :=

{a−1 | a ∈ A}
)
, e resultados similares aos que apresentamos usando

a G-ação e elementos quase invariantes à esquerda são válidos também

quando trabalhamos à direita.

(3) Segue da Propriedade 2.1.1 (2), que e(G) mede quantos subconjuntos

quase invariantes G contém (e que não são quase iguais).

(4) Podemos facilmente verificar (proposição seguinte) que
Q(G)

F(G)
consiste

precisamente dos elementos de
P(G)

F(G)
que são invariantes pela G-ação.

Proposição 2.1.1.

(
P(G)

F(G)

)G
=

Q(G)

F(G)
.

Demonstração. De fato,
(
P(G)

F(G)

)G
=

{
A ∈

P(G)

F(G)
| g.A = A, ∀ g ∈ G

}

=

{
A ∈

P(G)

F(G)
| gA = A, ∀ g ∈ G

}

=

{
A ∈

P(G)

F(G)
| g.A+ F(G) = A+ F(G), ∀ g ∈ G

}

=

{
A ∈

P(G)

F(G)
| g.A+ A ∈ F(G), ∀ g ∈ G

}

=
Q(G)

F(G)
.



2.1. Subconjuntos Quase Invariantes e Ends de Grupos 49

Proposição 2.1.2. Seja G um grupo.

(a) Se G é infinito, então ∅ e G são elementos distintos em
Q(G)

F(G)
e portanto

e(G) > 1.

(b) G é finito se, e somente se, e(G) = 0.

(c) e(G) > 2 se, e somente se, existe A ∈
Q(G)

F(G)
tal que A 6= ∅ e A 6= G.

Neste caso, ∅, A, Ac e G são elementos distintos em
Q(G)

F(G)
.

(d) e(G) = 2 se, e somente se, existe A como em (c) tal que para qualquer

B ∈
Q(G)

F(G)
, com B 6= ∅ e B 6= G, tem-se que B = A ou B = Ac.

Demonstração.

(a) Como já observamos, G ∈ Q(G).

Agora, como G é infinito, temos que G /∈ F(G). Logo, G + F(G) 6=

∅ + F(G) e assim G 6= ∅.

Portanto, e(G) = dimZ2

(
Q(G)

F(G)

)
> 1.

(b) Observemos que P(G) = F(G) = Q(G), pois G é finito.

Assim, e(G) = dimZ2

(
Q(G)

F(G)

)
= dimZ2

({∅}) = 0.

Reciprocamente, suponhamos por absurdo que G seja infinito. Então,

por (a), segue que e(G) > 1, contradizendo o fato de e(G) = 0.

Portanto, G é finito.

(c) Claramente, e(G) > 2 se, e somente se, existe A ∈
Q(G)

F(G)
tal que A 6= ∅

e A 6= G. Neste caso, considerando um tal A ∈ Q(G), temos também

que Ac ∈ Q(G) (Propriedade 2.1.1 (3)). Logo, Ac ∈
Q(G)

F(G)
.

• Ac 6= A. De fato,

se Ac = A, então Ac + A = (Ac ∩ Ac) ∪ (A ∩A) = Ac ∪ A = G ∈ F(G),

o que é uma contradição, pois G é infinito
(
pelo fato de e(G) > 2 e pelo

item (b)
)
.
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• Ac 6= ∅, pois como A 6= G segue que

Ac = (A ∩Gc) ∪ (Ac ∩G) = A+G /∈ F(G).

Ac 6= G, pois se Ac = G, então

Ac +G = (Ac ∩Gc) ∪ (A ∩G) = A ∈ F(G),

o que é um absurdo, uma vez que A é infinito
(
pois A 6= ∅ ⇔ A + ∅ /∈

F(G) ⇔ A /∈ F(G)
)
.

Logo,
{
∅, A, Ac, G

}
⊆

Q(G)

F(G)
e como

{
∅, A, Ac, G

}
≃ Z2 ⊕ Z2, segue

que e(G) > 2.

(d) Segue diretamente de (c).

Exemplo 2.1.1. Como Zn, S3 e Z2 × Z3 são grupos finitos, temos que

e(Zn) = e(S3) = e(Z2 × Z3) = 0.

Proposição 2.1.3. Se G e G′ são grupos isomorfos, então e(G) = e(G′), isto

é, e(G) é um invariante algébrico.

Demonstração.

Basta observarmos que, se G ≃ G′, então
Q(G)

F(G)
≃

Q(G′)

F(G′)
como Z2-espaços

vetoriais.

Teorema 2.1.1. Se G é um grupo ćıclico infinito, isto é, G = 〈t〉 ≃ Z, então

e(G) = 2.

Demonstração.

Pela Proposição 2.1.2, é suficiente mostrar que existe A ∈
Q(G)

F(G)
tal que

A 6= ∅ e A 6= G, e para qualquer B ∈
Q(G)

F(G)
, com B 6= ∅ e B 6= G, tenhamos

B = A ou B = Ac.

Sendo assim, consideremos A = {tn | n > 0}. Logo,
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• A ∈
Q(G)

F(G)
, pois para todo g = tk ∈ G, gA = {tk+n | n > 0} e

A+ gA =
(
A ∩ (gA)c

)
∪ (Ac ∩ gA) = (A ∩ gAc) ∪ (Ac ∩ gA) ∈ F(G).

(
Por exemplo, se k > 0, A ∩ gAc = {t, . . . , tk} e Ac ∩ gA = ∅.

)

• A 6= ∅, pois A /∈ F(G) e A 6= G, pois, se A = G, então

Ac = (A ∩Gc) ∪ (Ac ∩G) = A+G ∈ F(G),

o que é um absurdo, pois Ac = {tn | n 6 0} é infinito.

Agora, provemos a seguinte afirmação:

Afirmação. Se B ∈
Q(G)

F(G)
, então para quase todo n ∈ Z (ou seja, exceto

para um número finito, isto é, n 6= n1, . . . , nk), t
n ∈ B implica que tn+1 ∈ B e

tn−1 ∈ B.

De fato, seja B ∈
Q(G)

F(G)
, com B ∈ Q(G). Assim, para todo g ∈ G,

B + gB ∈ F(G), isto é, B = gB. Particularmente, temos que B = tB.

Suponhamos que existam infinitos valores inteiros n tais que:

(a) tn ∈ B e tn+1 /∈ B, ou

(b) tn ∈ B e tn−1 /∈ B (equivalentemente, tn /∈ tB).

Desta forma, existiriam infinitos valores de n tais que:

(a) tn+1 = t.tn ∈ tB (pois, tn ∈ B) e tn+1 /∈ B, logo tn+1 ∈ tB ∩Bc, ou

(b) tn = t.tn−1 /∈ tB (pois, tn−1 /∈ B) e tn ∈ B, logo, tn+1 ∈ (tB)c ∩B.

Então, tB +B = (tB ∩Bc) ∪ [(tB)c ∩B] seria infinito, isto é, B /∈ Q(G) e

assim B /∈
Q(G)

F(G)
, o que é uma contradição.

Logo, a afirmação acima é verdadeira e nos diz que pode existir apenas um

número finito de elementos de B tal que tn ∈ B mas tn+1 /∈ B ou tn−1 /∈ B. O

caso de maior interesse é quando B é infinito, pois no caso de B ser finito já



2.1. Subconjuntos Quase Invariantes e Ends de Grupos 52

temos que isto acontece e também é válido para B = A = {tn | n > 0}, pois

apenas para n = 1 tem-se que tn ∈ B mas tn−1 /∈ B. Para n > 2, tn ∈ B e

temos tn+1 ∈ B e tn−1 ∈ B.

Agora, sejam B ∈
Q(G)

F(G)
e A como acima. Vejamos as possibilidades para

B ∩ A e B ∩Ac:

• B ∩ A finito e B ∩ Ac finito.

Assim, temos que B = B ∩ (A ∪ Ac) = (B ∩A) ∪ (B ∩ Ac) ∈ F(G).

Portanto, B = ∅.

• B ∩ A infinito e B ∩ Ac infinito.

Como B ∩ A é infinito, temos que B também o é, e da afirmação segue

que existe um inteiro positivo m1 tal que tn ∈ B∩A, para todo n > m1.

De fato, tomemos m0 = max {n1, . . . , nk} onde n1, . . . , nk são os inteiros

dados na afirmação. Como B ∩A é infinito, existe m1 > m0, m1 > 0 tal

que tm1 ∈ B ∩ A e como m1 6= ni, i = 1, . . . , k, então tm1+1, tm1+2, . . . ∈

B ∩ A, isto é, tm ∈ B ∩ A, para todo m > m1. Conseqüentemente,

A ∩ Bc ⊆ {tr | 0 6 r 6 m1} e portanto é finito.

Analogamente, usando que B ∩ Ac é infinito e a afirmação, temos que

existe um inteiro m2 tal que tn ∈ B ∩ Ac, para todo n > m2. Tome

m0 = min {n1, . . . , nk}. Como B ∩ Ac é infinito, existe m2 < m0,

m2 < 0 tal que tm2 ∈ B ∩ Ac e tm ∈ B ∩ Ac, para todo m < m2. Dáı,

Ac ∩Bc ⊆ {tr | m2 6 r 6 0} e portanto é finito.

Desta forma, Bc = Bc ∩ (A ∪ Ac) = (Bc ∩A) ∪ (Bc ∩ Ac) é finito.

Portanto, Bc = ∅, ou equivalentemente, B = G.

• B ∩ A finito e B ∩ Ac infinito.

Vimos anteriormente que, B ∩Ac infinito implica em Ac ∩Bc ser finito.

Logo, B + Ac = (B ∩ A) ∪ (Bc ∩ Ac) é finito e portanto, B = Ac.
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• B ∩ A infinito e B ∩ Ac finito.

Já sabemos que B ∩A infinito, implica em A ∩Bc finito.

Logo, B + A = (B ∩ Ac) ∪ (Bc ∩ A) é finito e portanto, B = A.

Então, dado qualquer B ∈
Q(G)

F(G)
, com B 6= ∅ e B 6= G temos que B = A

ou B = Ac.

Portanto, segue que
Q(G)

F(G)
≃ Z2 ⊕ Z2 e assim e(G) = 2.

Teorema 2.1.2. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal e finito de G.

Então, e(G) = e(G/H), onde G/H indica o grupo quociente de G por H .

Demonstração.

Como H é um subgrupo normal de G, temos que gH = Hg, para todo

g ∈ G, e os conjuntos G/H = {gH | g ∈ G} e H\G = {Hg | g ∈ G}

coincidem.

Consideremos G/H = {Hg | g ∈ G} o grupo quociente de G por H e

π : G −→ G/H o homomorfismo quociente tal que, para cada g ∈ G associa o

elemento π(g) = Hg ∈ G/H .

Notemos que,

(1) como π é sobrejetor, temos que π
[
π−1(B)

]
= B, para todo B ⊆ G/H .

(2) π−1[π(A)] = HA, para todo A ⊆ G. De fato,

π−1[π(A)] = {g ∈ G | π(g) ∈ π(A)} = {g ∈ G | Hg ∈ π(A)}

= {g ∈ G | Hg = Ha, para algum a ∈ A}

= {g ∈ G | ga−1 ∈ H, a ∈ A}

= {g ∈ G | ga−1 = h, h ∈ H e a ∈ A}

= {g ∈ G | g = ha, h ∈ H e a ∈ A} = HA.
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(3) π−1(B + B′) = π−1(B) + π−1(B′), para todos B,B′ ⊆ G/H , onde +

denota a operação diferença simétrica. De fato,

π−1(B +B′) = π−1[(B ∩ (B′)c) ∪ (Bc ∩ B′)]

= π−1[B ∩ (B′)c] ∪ π−1(Bc ∩B′)

= [π−1(B) ∩ π−1((B′)c)] ∪ [π−1(Bc) ∩ π−1(B′)]

= [π−1(B) ∩ (π−1(B′))c] ∪ [(π−1(B))c ∩ π−1(B′)]

= π−1(B) + π−1(B′).

(4) π−1[π(g)B] = gπ−1(B), para todos g ∈ G e B ⊆ G/H .

Observemos que,

x ∈ π−1[π(g)B] ⇒ π(x) ∈ π(g)B ⇒ π(x) = π(g).b, para algum b ∈ B.

Como π é sobrejetor, temos que existe g′ ∈ G tal que b = π(g′). Assim,

π(x) = π(g).π(g′) = π(gg′) ⇒ Hx = Hgg′ ⇒ (gg′)x−1 ∈ H

⇒ gg′x−1 = h, para algum h ∈ H.

Logo, gg′ = hx ∈ Hx = xH . Desta forma, existe h′ ∈ H tal que

gg′ = xh′ ⇒ x = gg′(h′)−1.

Pelo fato de,

π[g′(h′)−1] = π(g′)π[(h′)−1] = (Hg′)[H(h′)−1]

= (Hg′)(He) = Hg′ = π(g′) = b ∈ B,

segue que x = gg′(h′)−1 ∈ gπ−1(B).

Assim, temos que π−1[π(g)B] ⊆ gπ−1(B).

Agora, seja u ∈ gπ−1(B). Temos que, u = gy, com y ∈ π−1(B). Dáı,

π(y) ∈ B e π(u) = π(gy) = π(g)π(y) ∈ π(g)B.

Logo, u ∈ π−1[π(g)B] e portanto gπ−1(B) ⊆ π−1[π(g)B].
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(5) π−1[B + π(g)B] = π−1(B) + π−1[π(g)B] = π−1(B) + gπ−1(B), para todo

B ⊆ G/H .

(6) B ∈ Q(G/H) se, e somente se, π−1(B) ∈ Q(G).

De fato, se B ∈ Q(G/H), então B + gB ∈ F(G/H), para todo

g = π(g) ∈ G/H . Logo, B + π(g)B ∈ F(G/H), para todo g ∈ G,

isto é, B + π(g)B = {Hg1, . . . , Hgk}. Então,

π−1(B) + gπ−1(B) = π−1[B + π(g)B] = π−1
(
{Hg1, . . . , Hgk}

)

= Hg1 ∪ . . . ∪Hgk ∈ F(G),

pois H é finito.

Reciprocamente, se π−1(B) ∈ Q(G), então π−1(B) + gπ−1(B) ∈ F(G),

para todo g ∈ G. Assim,

π−1[B + π(g)B] ∈ F(G) ⇒ π[π−1(B + π(g)B)] ∈ F(G/H).

Dáı, B + π(g)B ∈ F(G/H), para todo g ∈ G, pois π é sobrejetor.

Portanto, B ∈ Q(G/H).

(7) Para todo A ∈ Q(G), temos que π−1[π(A)] + F(G) = A + F(G) e

π−1[π(A)] ∈ Q(G).

De fato, seja A ∈ Q(G). Suponhamos que H = {h1, . . . , hn}. Dáı,

A + π−1[π(A)] = A +HA = A + (h1A ∪ . . . ∪ hnA)

⊆ (A+ h1A) ∪ . . . ∪ (A+ hnA) ∈ F(G),

pois A ∈ Q(G).

Mas, A+ π−1[π(A)] ∈ F(G) se, e somente se,

A+ F(G) = π−1[π(A)] + F(G).

Além disso, A + π−1[π(A)] = X ∈ F(G) e assim, π−1[π(A)] = A +X ∈

Q(G), uma vez que A ∈ Q(G) e X ∈ F(G) ⊆ Q(G).
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(8) Se A ∈ Q(G), então π−1[π(A)] ∈ Q(G/H).

Como vimos anteriormente, se A ∈ Q(G), então π−1[π(A)] ∈ Q(G). Por

outro lado, se π−1[π(A)] ∈ Q(G), então B = π(A) ∈ Q(G/H).

Desta maneira, temos bem definida uma aplicação induzida

π̃ :
Q(G)

F(G)
−→

Q(G/H)

F(G/H)

A+ F(G) 7−→ π(A) + F(G/H).

Observemos que π̃ é um homomorfismo bijetor.

Portanto,

e(G) = dimZ2

(
Q(G)

F(G)

)
= dimZ2

(
Q(G/H)

F(G/H)

)
= e(G/H).

Exemplo 2.1.2. Para qualquer grupo finito G, temos que

e(Z ⊕G) = 2.

2.2 Uma Fórmula Cohomológica para e(G)

Nosso objetivo nesta seção, é relacionar a teoria de ends com a de cohomo-

logia de grupos. Tal relação, está explicita nos resultados abaixo.

Lema 2.2.1. Seja G um grupo. Então, e(G) = dimZ2
H0

(
G,

P(G)

F(G)

)
.

Demonstração.

É conseqüência imediata das Proposições 2.1.1 e 1.1.2, mais precisamente

e(G) = dimZ2

(
Q(G)

F(G)

)
= dimZ2

[(
P(G)

F(G)

)G]
= dimZ2

H0

(
G,

P(G)

F(G)

)
.

Lema 2.2.2. O isomorfismo ρ : Z2G −→ P(G), dado no Lema 1.6.1, leva o

Z2G-módulo (à esquerda) Z2G, que pode ser visto como um Z2G-submódulo

de Z2G, no Z2G-submódulo F(G) de P(G).
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Demonstração.

Definamos

ξ : Z2G −→ Z2G

g′ 7−→ ξ(g′) ,

tal que ξ(g′)(g) =





1, se g = (g′)−1;

0, c. c.

Temos que

• ξ é uma aplicação de Z2G-módulos, isto é, ξ(g0g
′) = g0ξ(g

′), para todo

g0, g
′ ∈ G, pois

ξ(g0g
′)(g) =





1, se g = (g0g
′)−1 ⇒ g′ = g−1

0 .g−1;

0, c. c.
e

(
g0.ξ(g

′)
)
(g) = ξ(g′)(gg0) =





1, se gg0 = (g′)−1 ⇒ g′ = g−1
0 .g−1;

0, c. c.

• ξ é um monomorfismo. Desta forma, Z2G ≃ ξ(Z2G).

Agora, precisamos mostrar que ρ[ξ(Z2G)] = F(G).

Para isto, seja A ∈ ρ[ξ(Z2G)]. Então, A = ρ[ξ(x)], x ∈ Z2G. Logo,

x = 1.g1 + · · ·+ 1.gs, onde 1 ∈ Z2, gi ∈ G, gi 6= gj , i, j = 1, . . . , s.

Desta maneira,

ξ(x) = 1ξ(g1)+· · ·+ξ(gs), onde ξ(gi)(g) =





1, se g = g−1

i ;

0, c. c.
, i = 1, . . . , s.

Assim, A = ρ[ξ(x)] = {g ∈ G | ξ(x)(g−1) = 1} = {g1, . . . , gs}, isto é,

A ∈ F(G).

Reciprocamente, seja A = {g1, . . . , gs} ∈ F(G). Consideremos

x = 1g1 + · · · + 1gs ∈ Z2G.

Dáı, ξ(x) ∈ ξ(Z2G).
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Como ρ[ξ(x)] = {g ∈ G | ξ(x)(g−1) = 1} = {g1, . . . , gs} = A e assim temos

que A ∈ ρ[ξ(Z2G)].

Portanto, Z2G ≃ ξ(Z2G) e ρ[ξ(Z2G)] = F(G).

Lema 2.2.3. Seja G um grupo. Temos um Z2G-isomorfismo entre
P(G)

F(G)
e

Z2G

Z2G
, onde Z2G = HomZ2

(Z2G,Z2) = CoindG{1}Z2 e dáı,

e(G) = dimZ2
H0

(
G,

Z2G

Z2G

)
.

Demonstração.

Conforme o Lema 1.6.1

ρ : HomZ2
(Z2G,Z2) −→ P(G)

φ 7−→ ρ(φ) := Aφ ,

tal que Aφ = {g ∈ G | φ(g−1) = 1}, é um Z2G-isomorfismo.

Assim ρ induz um Z2G-isomorfismo ρ :
Z2G

ρ−1(F(G))
−→

P(G)

F(G)
.

Pelo Lema 2.2.2, podemos identificar ρ−1(F(G)) com Z2G e dáı, Z2G pode

ser considerado um Z2G-submódulo de Z2G.

Logo, temos o Z2G-isomorfismo

σ :
P(G)

F(G)
−→

Z2G

Z2G
.

Portanto, H0

(
G,

P(G)

F(G)

)
≃ H0

(
G,

Z2G

Z2G

)
e conseqüentemente,

e(G) = dimZ2
H0

(
G,

Z2G

Z2G

)
.

Observação 2.2.1. Podemos mostrar que se G é finitamente gerado

H0

(
G,

ZG

ZG

)
é um grupo abeliano livre, onde ZG := HomZ(ZG,Z)

(
[27],

Lema 3.6
)

e que e(G) := rankZH
0

(
G,

ZG

ZG

)
, ou mais geralmente

e(G) := rankRH
0

(
G,

RG

RG

)
, (2.1)
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onde R é qualquer domı́nio de ideais principais e “rankR” indica o posto ou

rank como R-módulo
(
[28], p. 93

)
. Assim, podemos usar (2.1) como a definição

de e(G).

Vamos considerar aqui apenas R = Z ou Z2.

Proposição 2.2.1. Seja G um grupo infinito, então

(a) e(G) = 1 + dimZ2
H1(G,Z2G) = 1 + dimZ2

(
Der(G,Z2G)

P (G,Z2G)

)
.

(b) e(G) = 1+rankZH
1(G,ZG) = 1+rankZ

(
Der(G,ZG)

P (G,ZG)

)
, se G é também

finitamente gerado.

Demonstração.

Seja

0 −→ RG
σ

−→ RG
ϕ

−→
RG

RG
−→ 0 (2.2)

uma seqüência exata curta de RG-módulos (à esquerda).

A partir da seqüência (2.2), temos induzida a seguinte seqüência exata

longa em cohomologia:

0 → H0(G,RG) → H0(G,RG) → H0

(
G,

RG

RG

)
→ H1(G,RG) → · · · (2.3)

Temos por Shapiro, que H0
(
G,RG

)
= H0

(
G,CoindG{1}R

)
≃ H0({1}, R) ≃

R e H1
(
G,RG

)
≃ H1

(
{1}, R

)
= 0.

Além disso, H0(G,RG) ≃ [RG]G = 0
(
Exemplo 1.1.1 (2b) e (2c)

)
.

Desta maneira, temos que a seqüência (2.3), se reduz a

0 −→ R −→ H0

(
G,

RG

RG

)
−→ H1(G,RG) −→ 0 −→ · · ·

Quando R = Z2, temos uma seqüência exata de espaços vetoriais e portanto

e(G) = dimZ2
H0

(
G,

Z2G

Z2G

)
= 1 + dimZ2

H1(G,Z2G).

Agora, considerando R = Z eG finitamente gerado, temos queH0

(
G,

ZG

ZG

)

e H1(G,ZG) são grupos abelianos livres (ou Z-módulos livres)
(
[27], Lema 3.6

e Corolário 3.7
)
. Assim, a seqüência exata curta inicial cinde

(
[16], I.Teorema

6.3 ou Proposição A.4.3
)

e dáı
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e(G) = rankZH
0

(
G,

ZG

ZG

)
= 1 + rankZH

1(G,ZG)

= 1 + rankZ

(
Der(G,ZG)

P (G,ZG)

)
.

Corolário 2.2.1. Seja G um grupo infinito (finitamente gerado). Então,

e(G) = 1 se, e somente se, H1(G,RG) é trivial (R = Z ou Z2).

Observação 2.2.2.

(1) Pode-se provar mais geralmente que: se G é um grupo infinito, finita-

mente gerado, e R um domı́nio de ideais principais, então H1(G,RG)

é um R-módulo livre e e(G) = 1 + rankRH
1(G,RG), onde “ rankR”

indica o rank como um R-módulo livre
(
[9], Proposições 4.5.1 e 4.5.3

)
.

(2) H1(G,ZG) pode não ser livre (Z-módulo livre) se G não é finitamente

gerado
(
[9], Exerćıcio após Teorema 4.5.20, p. 289

)
.

A Proposição 2.2.1 nos fornece uma outra maneira de obter que e(G) = 2

quando G ≃ Z.

Corolário 2.2.2. Se G = 〈t〉 ≃ Z, então e(G) = 2.

Demonstração.

Sendo G um grupo infinito, temos pela Proposição 2.2.1 que

e(G) = 1 + dimZ2

(
Der(G,Z2G)

P (G,Z2G)

)
.

Vimos, no Exemplo 1.2.1, que
Der(G,Z2G)

P (G,Z2G)
≃ Z2.

Assim, dimZ2

(
Der(G,Z2G)

P (G,Z2G)

)
= 1.

Portanto, e(G) = 1 + 1 = 2.

Proposição 2.2.2. Seja H um subgrupo de G, com [G : H ] < ∞. Então,

e(G) = e(H).
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Demonstração.

Se G for um grupo finito, então H também é finito. Logo, pela Proposição

2.1.2 (b), temos que e(G) = e(H) = 0.

Agora, provemos que e(G) = e(H) no caso em que G é um grupo infinito.

Temos pela proposição anterior que e(G) = 1 + dimZ2
H1(G,Z2G). Como

[G : H ] < ∞ e G é infinito, segue que H é infinito. Assim, e(H) = 1 +

dimZ2
H1(H,Z2H).

Pelo Corolário 1.6.1, temos que H∗(H,Z2H) ≃ H∗(G,Z2G).

Portanto,

e(G) = 1 + dimZ2
H1(G,Z2G) = 1 + dimZ2

H1(H,Z2H) = e(H).

Corolário 2.2.3. Dado um grupo infinito G, se existe H subgrupo de G tal

que H ≃ Z e [G : H ] <∞, então e(G) = 2.

Demonstração. Segue da proposição anterior e do Corolário 2.2.2.

Observação 2.2.3.

(1) O corolário anterior nos dá uma condição suficiente para que e(G) seja

igual a dois. De fato esta condição, quando G é finitamente gerado,

é também necessária. Grupos finitamente gerados com dois ends são

completamente caracterizados
(
[23], Teorema 5.12

)
.

(2) Para todo grupo G, pode-se provar que e(G) = 0, 1, 2 ou ∞.

Para o caso G finitamente gerado ver, por exemplo [23] (Corolário 5.9),

[9] (Teorema 4.5.6) ou [5] (Proposição 3.4.20)
(
ainda, quando G é finita-

mente gerado e e(G) é infinito, tem-se e(G) = ℵ0

(
[6], Proposição 2.16

(iii)
))

. O caso geral, isto é, quando G é um grupo qualquer (não finito),

decorre dos seguintes fatos:

(2a) Se G não é localmente finito∗, então e(G) = 1, 2 ou ∞
(
[6], Teorema

2.11
)
.
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(2b) Se G é localmente finito e enumerável, então e(G) = ∞
(
[6], Exemplo

3
)
.

(2c) Se G é não enumerável, então e(G) = 1 ou ∞
(
[10] ou [5], Proposição

3.1.5
)
.

(∗ Um grupoG é localmente finito se todo subgrupo finitamente gerado

deG é finito
(
[19], 14.2

)
. Necessariamente um grupo infinito e localmente

finito não é finitamente gerado).

2.3 Ends de Pares de Grupos

Denominamos par grupo, a um par do tipo (G, H), onde G denota

um grupo e H um subgrupo de G. Embora, em geral o conjunto quociente

G/H = {gH | g ∈ G} não seja um grupo podemos considerar, como feito na

seção anterior (para um grupo G), os seguintes Z2G-módulos (à esquerda):

• P(G/H) = {A | A ⊆ G/H},

• F(G/H) = {A ∈ P(G/H) | A é finito},

• Q(G/H) = {A ∈ P(G/H) | ∀ g ∈ G, A+ gA ∈ F(G/H)} e

• o Z2G-módulo quociente
Q(G/H)

F(G/H)
.

Propriedade 2.3.1.

(1) G/H ∈ Q(G/H), pois G/H + g(G/H) = ∅.

(2) Dados A,B ∈ Q(G/H), temos:

A = B em
Q(G/H)

F(G/H)
⇔ A+ F(G/H) = B + F(G/H)

⇔ A+B = A+ (−B) ∈ F(G/H)

⇔ A
a
= B.
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(3) Se A é um elemento de Q(G/H), então Ac também pertence a Q(G/H),

pois

Ac + gAc = A + gA ∈ F(G/H).

(4) Se A ∈ Q(G/H) e [G : H ] é infinito, então A e Ac são elementos de
Q(G/H)

F(G/H)
distintos, pois A+ Ac = G/H /∈ F(G/H).

Definição 2.3.1.

(a) O número de ends de um par grupo (G,H), denotado por e(G, H)

é definido por

e(G,H) := dimZ2

(
Q(G/H)

F(G/H)

)
.

(b) Considerando H\G = {Hg | g ∈ G}, o conjunto de classes laterais à

direita de H em G, e os Z2G-módulos à direita P(H\G), F(H\G) e

Q(H\G) := {B ∈ P(H\G) | ∀ g ∈ G, B + Bg ∈ F(H\G)}, podemos

definir de modo similar, o número de ends do par grupo (G,H) por

e(G,H) := dimZ2

(
Q(H\G)

F(H\G)

)
.

Claramente essas duas definições coincidem, pois

B = {gλH | λ ∈ J} ∈ Q(G/H) ⇔ B−1 := {Hg−1
λ | λ ∈ J} ∈ Q(H\G).

Por comodidade trabalhamos com a primeira definição (dada pelas classes à

esquerda). Enfatizamos, entretanto, que resultados similares aos apresentados

a seguir, são válidos se consideramos classes laterais à direita. A Definição 2.3.1

(b) será usada no próximo caṕıtulo, pois como já observamos, Kropholler-

Roller em [15] trabalham com classes à direita.

Exemplo 2.3.1. Temos que e(G, {1}) = e(G) para qualquer grupo G.

Como para e(G) (Lema 2.2.1), temos também uma fórmula cohomológica

0-dimensional para o end de um par grupo (G,H).
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Lema 2.3.1. Seja (G,H) um par grupo. Então,

e(G,H) = dimZ2
H0

(
G,

P(G/H)

F(G/H)

)
.

Demonstração.

Notemos que

(
P(G/H)

F(G/H)

)G
=

(
Q(G/H)

F(G/H)

)
.

De fato,

(
P(G/H)

F(G/H)

)G
=

{
A ∈

P(G/H)

F(G/H)
| g.A = A, ∀ g ∈ G

}

=

{
A ∈

P(G/H)

F(G/H)
| g.A = A, ∀ g ∈ G

}

=

{
A ∈

P(G/H)

F(G/H)
| g.A+ F(G/H) = A+ F(G/H), ∀ g ∈ G

}

=

{
A ∈

P(G/H)

F(G/H)
| A+ g.A ∈ F(G/H), ∀ g ∈ G

}

=
Q(G/H)

F(G/H)
.

Logo,

e(G,H) = dimZ2

(
Q(G/H)

F(G/H)

)
= dimZ2

(
P(G/H)

F(G/H)

)G

= dimZ2
H0

(
G,

P(G/H)

F(G/H)

)
.

Proposição 2.3.1. Se (G,H) e (G′, H ′) são pares isomorfos, isto é, existe

µ : G −→ G′ isomorfismo, com µ(H) = H ′, então e(G,H) = e(G′, H ′), ou

seja, e(G,H) é um invariante algébrico.

Proposição 2.3.2. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G, isto

é, H ⊳G, então e(G,H) = e(G/H).

Demonstração.

Sendo H um subgrupo normal de G, temos que G/H (= H\G) é um grupo.

Assim, faz sentido calcular o grupo de invariantes de
P(G/H)

F(G/H)
sobre G/H .
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Logo,

(
P(G/H)

F(G/H)

)G/H
=

{
A ∈

P(G/H)

F(G/H)
| gH.A = A, ∀ gH ∈ G/H

}

=

{
A ∈

P(G/H)

F(G/H)
| gHA = A, ∀ gH ∈ G/H

}

=

{
A ∈

P(G/H)

F(G/H)
| gA = A, ∀ g ∈ G

}

=

(
P(G/H)

F(G/H)

)G
.

Dáı, pelo Lema 2.3.1 temos

e(G,H) = dimZ2

[(
P(G/H)

F(G/H)

)G]
= dimZ2

[(
P(G/H)

F(G/H)

)G/H]
= e(G/H).

Corolário 2.3.1. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal e finito de G.

Então, e(G,H) = e(G).

Demonstração.

Notemos que, pelo Teorema 2.1.2 temos que e(G) = e(G/H). Assim,

usando a proposição anterior, segue que e(G,H) = e(G/H) = e(G).

Exemplo 2.3.2.

(1) e(Z ⊕ Z,Z) = e(Z) = 2.

(2) e(Z ⊕ Z2,Z2) = e(Z) = 2.

(3) e(Z2 ⊕ Z2,Z2) = 0.

Podemos mostrar que os Z2G-módulos

P(G/H) e Z2(G/H) := HomZ2H

(
Z2G,Z2

)
≃ HomZ2

(
Z2(G/H),Z2

)

são Z2G-isomorfos e ainda que Z2(G/H), o Z2-módulo livre com base G/H ,

visto como um Z2G-submódulo de Z2(G/H), é isomorfo a F(G/H). Assim

temos o seguinte resultado:
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Lema 2.3.2. Sejam (G,H) um par grupo e Z2(G/H) = HomZ2H(Z2G,Z2) =

CoindGHZ2. Então,
P(G/H)

F(G/H)
e

Z2(G/H)

Z2(G/H)
são Z2G-isomorfos e assim

e(G,H) = dimZ2
H0

(
G,

Z2(G/H)

Z2(G/H)

)
.

Demonstração. Similar à demonstração do Lema 2.2.3.

Lema 2.3.3. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Temos:

(a) e(G,H) = 0 se, e somente se, H tem ı́ndice finito em G, isto é,

[G : H ] <∞.

(b) Se H ′ é um subgrupo de ı́ndice finito em G que contém H , então

e(H ′, H) = e(G,H).

(c) Se H ′ é subgrupo normal em G com quociente G′, isto é,
G

H ′
= G′ tal

que [H ′ : H ′ ∩H ] <∞, então e(G,H) = e(G′, π(H)), onde π : G −→ G′

é a projeção natural.

Demonstração. [22], Lemas 1.3, 1.4 e 1.5.

Observação 2.3.1. Quando G é finitamente gerado, como no caso de e(G),

para e(G,H) tem-se que H0

(
G,

Z(G/H)

Z(G/H)

)
é um grupo abeliano livre, onde

Z(G/H) = HomZ(Z(G/H),Z) ≃ HomZH(ZG,Z) = CoindGHZ e podemos to-

mar

e(G,H) = rankZH
0

(
G,

Z(G/H)

Z(G/H)

)
,

como definição de e(G,H). De fato, como mencionado em [28], p. 93, pode-se

tomar

e(G,H) = rankRH
0

(
G,

R(G/H)

R(G/H)

)

para R domı́nio de ideais principais. Consideramos aqui R = Z ou Z2.



2.4. Interpretação Topológica 67

2.4 Interpretação Topológica

Nesta seção, definimos ends de espaços topológicos ou mais precisamente,

número de ends de um espaço topológico, e apresentamos algumas das relações

existentes entre ends de espaços e ends de grupos (finitamente gerados) e pares

de grupos, definidos nas seções anteriores. Não é nosso objetivo nesta seção

demonstrar os resultados apresentados, mas sim ilustrar tais relações.

Definição 2.4.1. Seja X um espaço topológico Hausdorff, com base enu-

merável, localmente compacto, conexo e localmente conexo. Definimos o

número de ends de X , denotado por e(X ), da seguinte maneira

e(X ) = sup {n(K) | K é compacto, K ⊆ X},

onde n(K) denota o número de componentes conexas de X −K cujo fecho

é não compacto.

Observação 2.4.1.

(1) Intuitivamente, o número de ends de um espaço topológico X indica de

quantas maneiras X pode “ir para o infinito”.

(2) Uma referência interessante para número de ends de complexos simpli-

ciais (localmente finitos) é [7]. Sugerimos também [5] e [21].

(3) Pode-se provar que:

(3a) Se X é um espaço topológico Hausdorff, localmente compacto, com base

enumerável, conexo, localmente conexo e K um subconjunto compacto

de X , então X−K tem um número finito de componentes conexas (isto é

afirmado em [18], §2. O caso em que X é um CW-complexo é apresentado

em [9], Proposição 4.4.3).

(3b) A definição acima é equivalente a seguinte definição (dada em [24], Lema

1.8): Seja X um espaço topológico Hausdorff, com base enumerável,
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localmente compacto, conexo e localmente conexo. O número de ends

de X é definido por

e(X ) = sup {n(U) | U ⊆ X , U aberto e U é compacto},

onde n(U) denota o número de componentes conexas não compactas de

X − U ([21], p. 66).

(3c) O número de ends de um espaço topológico é um invariante topológico, ou

seja, se X e Y são espaços topológicos homeomorfos, então e(X ) = e(Y).

(4) Pode-se definir “end” de um espaço X (Hausdorff) ([24], Definição 1.2

ou [18], §2) e assim falar em conjunto de ends de X . Quando X é um

espaço Hausdorff, localmente compacto, com base enumerável, conexo e

localmente conexo, o número de elementos desse conjunto coincide com

o número de ends e(X ) definido anteriormente ([24], Definição 1.2).

Exemplo 2.4.1.

(1) Se X = R, então e(R) = sup{n(K) | K é compacto, K ⊆ R} = 2.

Visualizando por exemplo o caso em que o compacto é K = [0, 1]∪ [3, 5] e

analisando R−K obtemos n(K) = 2, visto que o número de componentes

conexas de R −K, cujo fecho não é compacto, é 2.

0 1 3 5

Figura 2.1: R −K.

(2) Se X = S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}, então e(S1) = 0.

Ilustrando uma situação particular:
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Figura 2.2: S1 −K e S1 −K, respectivamente.

(3) Se X = S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}, então e(S2) = 0.

Observemos a figura abaixo, onde K é um ćırculo (K ≡ S1):

K ≡ S1

Figura 2.3: S2 − K e o fecho das duas componentes conexas de S2 − K,

respectivamente.

(4) Se X = T 2 ≃ S1 × S1 (Toro), então e(T 2) = 0.

Figura 2.4: T 2 −K e T 2 −K, respectivamente.

Para obter a relação entre (número) de ends de grupos e espaços, precisamos

do conceito de Grafo de Cayley.

Definição 2.4.2. Sejam G um grupo e V um conjunto de geradores de G.

O grafo de Cayley de G (associado a V ) é um grafo (ou seja, um CW -

complexo 1-dimensional) com conjunto de vértices G e 1-células (arestas)

orientadas (u, vu) ligando u a vu, com u ∈ G e v ∈ V (multiplicação à di-

reita por elementos do conjunto de geradores V de G).
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Notação 2.4.1. Γ(G, V ), ΓV ou simplesmente Γ.

Proposição 2.4.1. Se G é um grupo finitamente gerado, com conjunto finito

V de geradores, então e(G) = e(ΓV ).

Demonstração. [22], Lema 1.1 (i) ou [5], Proposição 3.4.17.

Exemplo 2.4.2.

(1) G = 〈a〉 ≃ Z e V = {a}. Notemos que as arestas de ΓV são da seguinte

forma: (ak, ak+1), com k ∈ Z.

a−1 1 a a2 a3

(a−1, 1) (1, a) (a, a2) (a2, a3)

Figura 2.5: representação do grafo de Cayley ΓV .

Observemos que ΓV é homeomorfo à R. Logo, pelo teorema anterior,

temos que

e(G) = e(ΓV ) = e(R) = 2.

(2) G = 〈a | a2 = 1〉 ≃ Z2 e V = {a}.

(1, a)

a a2 = 1

(a, 1)

Figura 2.6: representação do grafo de Cayley ΓV .

Assim,

e(G) = e(ΓV ) = e(S1) = 0.

(3) G = 〈a, b | ab = ba〉 ≃ Z ⊕ Z e V = {a, b}. As arestas de ΓV são dadas

por (u, au) e (u, bu), com u ∈ G.
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a−1b2 b2 ab2 a2b2

a−1b b ab a2b

a−1 1 a a2

a−1b−1
b−1 ab−1 a2b−1

Figura 2.7: representação do grafo de Cayley ΓV .

Temos que e(ΓV ) = 1 e portanto, pelo teorema anterior, e(G) = 1.

(4) G = 〈a, b | a2 = b2 = 1〉 = {. . . , aba, ba, a, 1, b, ab, bab, . . .} ≃ Z2 ∗ Z2

(produto livre) e V = {a, b}. As arestas de ΓV são da forma (u, au) e

(u, bu) com u ∈ G. Por exemplo, para u = ba, temos as seguintes arestas:

(ba, aba) e (ba, a).

(ba, aba) (a, ba) (1, a) (b, 1) (ab, b)

aba ba a 1 b ab

(aba, ba) (ba, a) (a, 1) (1, b) (b, ab)

Figura 2.8: representação do grafo de Cayley ΓV .

Logo, de maneira intuitiva, temos que e(ΓV ) = 2 e portanto, e(G) = 2.

(5) G = 〈a, b | ab = ba, b2 = 1〉 = {1, b, am, ban | m,n ∈ Z} ≃ Z ⊕ Z2 e

V = {a, b}.

ba−1 b ba

a−1 1 a

Figura 2.9: representação do grafo de Cayley ΓV .

Logo, e(G) = e(ΓV ) = 2.
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(6) G = 〈a〉 ∗ 〈b〉 = {an1bm1 . . . ankbmk | n1, m1, . . . , nk, mk ∈ Z} ≃ Z ∗ Z

(produto livre) e V = {a, b}.

b2

a−1b b ab

ba−1 ba

a−2 a−1 1 a a2

b−1a−1
b−1a

a−1b−1 b−1 ab−1

b−2

Figura 2.10: representação do grafo de Cayley ΓV .

Então, e(G) = e(ΓV ) = ∞.

Vejamos agora, uma relação entre o número de ends de um par grupo

(G,H) com o número de ends de um espaço topológico. Para isto:

Proposição 2.4.2. Sejam G um grupo finitamente gerado, H um subgrupo

de G e ΓV o grafo de Cayley associado a V , com V um conjunto finito de

geradores de G. Se Γ/H denota o quociente de ΓV pela ação (à direita) de H

induzida da ação de H em G, então e(G,H) = e(Γ/H).

Demonstração. [22], Lema 1.1 (ii) ou [5], Proposição 4.1.1.5.

Exemplo 2.4.3.

(1) G = 〈a, b | a2 = b2 = 1〉 ≃ Z2 ∗ Z2, H = 〈a〉 = {1, a} e V = {a, b}. Veja-

mos inicialmente a representação de ΓV , já apresentada anteriormente
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(ba, aba) (a, ba) (1, a) (b, 1) (ab, b)

aba ba a 1 b ab

(aba, ba) (ba, a) (a, 1) (1, b) (b, ab)

Figura 2.11: representação do grafo de Cayley ΓV .

Temos as seguintes H-órbitas em ΓV :

H(a) = {ah | h ∈ H} = {a, 1},

H(b) = {bh | h ∈ H} = {b, ba},

H(ab) = {(ab)h | h ∈ H} = {ab, aba},
...

H((1, a)) = {(1, a)h | h ∈ H} = {(1, a), (a, 1)},

H((b, 1)) = {(b, 1)h | h ∈ H} = {(b, 1), (ba, a)},

H((1, b)) = {(1, b)h | h ∈ H} = {(1, b), (a, ba)},
...

Considerando as órbitas dos vértices e das arestas, temos a seguinte

representação para Γ/H :

Figura 2.12: representação do quociente Γ/H .

Portanto, pelo teorema anterior, vem que

e(G,H) = e(Γ/H) = 1.

(2) G = 〈a, b | ab = ba〉, H = 〈a〉 e V = {a, b}.
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a−1b2 b2 ab2 a2b2

a−1b b ab a2b

a−1 1 a a2

a−1b−1
b−1 ab−1 a2b−1

Figura 2.13: representação do grafo de Cayley ΓV .

Vejamos as H-órbitas de ΓV :

H(bn) = {bnh | h ∈ H} = {bnam | n,m ∈ Z} = {ambn | m,n ∈ Z},

H((bn, bn+1)) = {(bn, bn+1).h | h ∈ H, n ∈ Z}

= {(ambn, ambn+1) | n,m ∈ Z},

H((an, an+1))= {(an, an+1).h | h ∈ H, n ∈ Z}

= {(a(n+m)b(n+m)+1, ambn+1) | n,m ∈ Z},

H((b, ab)) = {(b, ab).h | h ∈ H} = {(anb, an+1b) | n ∈ Z},
...

Assim, temos a seguinte representação para o quociente Γ/H :

Figura 2.14: quociente Γ/H .

Portanto, e(G,H) = e(Γ/H) = 2.
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Os resultados apresentados nas Proposições 2.4.1 e 2.4.2, podem ser esten-

didos como segue:

Proposição 2.4.3. Seja X um CW -complexo finito com um espaço de reco-

brimento X̃, cujo grupo das transformações de recobrimento é G. Então,

(a) e(X̃) = e(G).

(b) e(X̃/H) = e(G,H), onde H é um subgrupo de G e X̃/H denota o

quociente de X̃ pela ação de H .

Demonstração. [22], Lema 1.2.

Podemos ainda dar a e(G,H), uma interpretação topológica no caso em

que G é o grupo fundamental de uma superf́ıcie fechada.

Como conseqüência, obtemos exemplos de pares (G,H), com G finitamente

gerado e e(G,H) 6= 0, 1, 2 ou ∞ (Exemplo 2.4.4 (2), a seguir).

Definição 2.4.3.

(a) Sejam S uma superf́ıcie e C uma circunferência mergulhada em S. Dize-

mos que C é incompresśıvel em S se a aplicação natural

Π1(C) −→ Π1(S) é injetora (onde Π1 indica o grupo fundamental).

(b) Seja Y uma sub-superf́ıcie compacta de S. Dizemos que Y é incom-

presśıvel em S, se toda componente de bordo de Y é incompresśıvel

em S.

Proposição 2.4.4. Sejam G o grupo fundamental de uma superf́ıcie fechada

S e H o grupo fundamental de uma sub-superf́ıcie Y de S, compacta e incom-

presśıvel (em S). Então, e(G,H) é igual ao número de componentes de bordo

de Y .

Demonstração. [22], Lema 2.2.
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Exemplo 2.4.4.

(1) Sejam S = T 2 (toro) e Y uma sub-superf́ıcie compacta como na figura:

Y

Figura 2.15: toro T 2 e a sub-superf́ıcie Y .

Então, Y é incompresśıvel, Π1(T
2) = Z ⊕ Z e Π1(Y ) = Z.

Portanto, e(Z ⊕ Z,Z) = 2.

(2) Consideremos S = T 2#T 2#T 2 (soma conexa de três toros), G o grupo

fundamental de S e H o grupo fundamental da sub-superf́ıcie incom-

presśıvel Y de S como na figura:

Y

Figura 2.16: T 2#T 2#T 2 e a sub-superf́ıcie incompresśıvel Y .

Então, e(G,H) = 6.



Caṕıtulo 3

Uma Fórmula Cohomológica

1-dimensional para e(G,H):

Teorema de Swarup

Para ends de grupos mostramos (Proposição 2.2.1) que, quando G é infinito,

finitamente gerado (R = Z ou Z2), uma fórmula cohomológica 1-dimensional

é válida:

e(G) = 1 + rankRH
1(G,RG).

Se H é um subgrupo de um grupo finitamente gerado G de ı́ndice infinito,

Swarup em [28], mostrou que para o end do par e(G,H), uma fórmula coho-

mológica similar ocorre para certos tipos especiais de pares de grupos (G,H).

Para a prova Swarup usou argumentos geométricos. Posteriormente, uma de-

monstração algébrica desse resultado foi apresentada por Kropholler e Roller

[15].

Nosso principal objetivo neste caṕıtulo é apresentar, de forma detalhada,

a prova (algébrica) do Teorema de Swarup (Teorema 3.3.1).

Por todo este caṕıtulo, G denota um grupo finitamente gerado e H um

subgrupo de ı́ndice infinito em G, e portanto e(G,H) > 1.

É interessante observar que Swarup ([28]) trabalhou com o ZG-módulo
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à esquerda Z(G/H), onde Z(G/H) é o Z-módulo livre gerado pelas classes

laterais gH , g ∈ G e a G-ação natural é dada por g0.(gH) = g0gH . Kropholler

e Roller em [15] usaram o ZG-módulo (natural) à direita Z(H\G) dado pelas

classes laterais à direita {Hg | g ∈ G}. No entanto, isto não causa nenhuma

contradição (ver Lema 1.4.1).

3.1 Subconjuntos H-Quase Invariantes

Definição 3.1.1. Um subconjunto E de G é denominado H-finito (à direita),

se E está contido em uma união finita de classes laterais à direita de H em G,

isto é, existem g1, . . . , gk ∈ G tais que E ⊆ Hg1 ∪ . . . ∪Hgk = H.{g1, . . . , gk},

ou ainda, E ⊆ H.F , para algum subconjunto finito F ⊆ G.

Definição 3.1.2. Dizemos que E ⊆ G é H-quase invariante (à direita) se,

e somente se, E + Ex é H-finito, para todo x ∈ G (isto é, E + Ex ⊆ HFx,

com Fx um subconjunto finito de G), onde E+Ex indica a operação diferença

simétrica entre os conjuntos E e Ex.

Observação 3.1.1.

(1) Se E ⊆ G é quase invariante (à direita), então E é H-quase invariante,

pois E + Ex = Fx (finito) implica E + Ex ⊆ H.Fx.

(2) Se B ∈ F(H\G), isto é, B = {Hg1, . . . , Hgn}, então EB := Hg1 ∪ . . . ∪

Hgn é claramente H-finito.

Proposição 3.1.1. Os ends do par (G,H) correspondem aos subconjuntos H-

quase invariantes E de G que satisfazem E = HE e que não são H-finitos, mais

precisamente existe uma correspondência biuńıvoca entre

(
Q(H\G)

F(H\G)

)∗

=

Q(H\G)

F(H\G)
− {∅} e H = {E ⊆ G | E é H-quase invariante, E = HE e E

não é H-finito}.

Demonstração.
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Sabemos (Definição 2.3.1 (b)) que e(G,H) pode ser definido por e(G,H) =

dimZ2

(
Q(H\G)

F(H\G)

)
, onde Q(H\G) = {B ∈ P(H\G) | B+Bg ∈ F(H\G), ∀g ∈

G}.

(1) A cada B = B + F(H\G) ∈

(
Q(H\G)

F(H\G)

)∗

, com B = {Hgµ | µ ∈ J},

façamos corresponder o elemento α(B) = EB :=
⋃

µ∈J

Hgµ, que vamos

denotar simplesmente por E.

Afirmamos que α(B) = E ∈ H, isto é,

(1a) H.E = E.

• E ⊆ H.E, pois o elemento neutro 1 ∈ H .

• HE ⊆ E, pois y ∈ HE implica que y = h(h1gµ) = (hh1)gµ ∈ Hgµ.

Dáı, y = h0gµ ∈ E.

(1b) Dado x ∈ G, mostremos que E =
⋃

µ∈J

Hgµ é H-quase invariante. Temos

que B + Bx = {Hgµ | µ ∈ J} + {Hgµx | µ ∈ J} e B + Bx ∈ F(H\G)
(
pois, B ∈ Q(H\G)

)
, ou seja (B∪Bx)− (B ∩Bx) = {Hgµ1

, . . . , Hgµk
}.

Agora, Ex =
⋃

µ∈J

Hgµx e visto que Hgµx ∩ Hgµ′ 6= ∅ se, e somente se,

Hgµx = Hgµ′, obtemos que

E + Ex =

[(
⋃

µ∈J

Hgµx

)
⋃
(
⋃

µ∈J

Hgµ

)]
−

[(
⋃

µ∈J

Hgµx

)
⋂
(
⋃

µ∈J

Hgµ

)]

⊆ Hgµ1
∪ . . . ∪Hgµk

= H.Fx ,

(
onde Fx = {gµ1

, . . . , gµk
}
)
, isto é, E + Ex ⊆ H.Fx, para todo x ∈ G.

Assim, E + Ex é H-finito e portanto E é H-quase invariante.

(1c) E não é H-finito.

De fato, suponhamos que E =
⋃

µ∈J

Hgµ fosse H-finito, então existiria

F = {g1, . . . , gk} tal que E ⊆ H.F = Hg0 ∪ . . .∪Hgk. Assim, para todo

v ∈ Hgµr
, com µr ∈ J , temos que v ∈ Hgj, para algum j = 0, . . . , k.
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Logo, v = h1gµr
= h2gj, o que implicaria em gjg

−1
µr

= h−1
2 h1 e dáı, Hgj =

Hgµr
. Desta forma, B = {Hgµ | µ ∈ J} ⊆ {Hg0, . . . , Hgk} ∈ F(H\G),

o que é uma contradição, pois B /∈ F(H\G).

Portanto, E não é H-finito.

(2) Agora, dado um elemento qualquer E ∈ H, considere β(E) = B +

F(H\G), onde B := {Hv | v ∈ E}. Podemos mostrar que β(E) = B ∈(
Q(H\G)

F(H\G)

)∗

, isto é, B ∈ Q(H\G) e B /∈ F(H\G).

Com efeito,

(2a) Temos que B /∈ F(H\G), pois se B = {Hv1, . . . , Hvk} ∈ F(H\G)

teŕıamos que:

v ∈ E ⇒ ∃ h0 ∈ H e v0 ∈ E tais que v = h0v0

def. B
⇒ v ∈ Hv0 ∈ B = {Hv1, . . . , Hvk}

⇒ v ∈ Hvj , para algum j = 1, . . . , k

⇒ v ∈ H.{v1, . . . , vk}

⇒ E ⊆ H.F,

ou seja, E seria H-finito, o que é um absurdo.

(2b) Provemos que B ∈ Q(H\G), isto é, B+Bx ∈ F(H\G), para todo x ∈ G.

Seja x ∈ G. Por hipótese E + Ex ⊆ H.Fx = H.{g1, . . . , gr} (pois E é

H-quase invariante).

Afirmamos que,

B +Bx ⊆ {Hg1, . . . , Hgr}.

Com efeito, para todo W ∈ B+Bx, temos que W ∈ (B∪Bx)−(B∩Bx).

Suponhamos que W ∈ B, então W = Hv1, v1 ∈ E. Afirmamos que

v1 /∈ Ex, pois caso contrário, v1 = v2x para algum v2 ∈ E e portanto

Hv1 = Hv2x ∈ B∩Bx, o que é um absurdo. Assim, v1 ∈ E e v1 /∈ E∩Ex.

Logo, v1 ∈ E + Ex ⊆ H.{g1, . . . , gr} e então existe gs, 1 6 s 6 r tal que
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v1 ∈ Hgs, donde v1 = hgs, para algum h ∈ H . Dáı, W = Hv1 = Hhgs =

Hgs e portanto W ∈ {Hg1, . . . , Hgr}.

Similarmente, se W ∈ B + Bx e W ∈ Bx, verifica-se que W ∈

{Hg1, . . . , Hgr}.

Assim, B +Bx ⊆ H.{g1, . . . , gr} = H.F .

Logo, B + F(H\G) ∈

(
Q(H\G)

F(H\G)

)∗

, como desejado.

Além disso, podemos ver que α ◦ β = id e β ◦ α = id.

Portanto, o resultado segue.

Pela suposição inicial do caṕıtulo, G e H são tais que [G : H ] = ∞. Assim,

se N é um subgrupo de H , então também [G : N ] = ∞ e portanto e(G,N) > 1.

O resultado seguinte nos dá uma condição em que esta cota pode ser melhorada

(sempre que [H : N ] > 2).

Proposição 3.1.2. Sejam E um subconjunto H-quase invariante de G e N =

{h ∈ H | hE = E}. Suponhamos que as seguintes condições sejam válidas:

(a) N é um subgrupo normal de H , isto é, N ⊳ H ,

(b) hE ∩ E = ∅, para todo h ∈ H − N = {h ∈ H | h /∈ N} (notemos que,

h ∈ N ⇒ hE ∩E = E = hE),

(c) HE = G.

Então, e(G,N) > [H : N ].

Demonstração.

A demonstração será feita em vários passos.

(1) Mostremos que para todos x, y ∈ G, Ex∩Hy está contido em uma classe

lateral de N , isto é, dados x, y ∈ G, existe gxy ∈ G (que depende de x

e y) tal que Ex ∩Hy ⊆ Ngxy. Para isso, inicialmente verifiquemos que

para todos z, z′ ∈ Ex ∩Hy, tem-se z′z−1 ∈ H e (z′z−1)E ∩ E 6= ∅. De
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fato, suponhamos dados z, z′ ∈ Ex ∩Hy. Então, temos que z′z−1 ∈ H ,

pois z, z′ ∈ Hy implica que existem h, h′ ∈ H tais que z = hy e z′ = h′y

e desta forma,

z′z−1 = (h′y)(hy)−1 = (h′y)(y−1h−1) = h′(yy−1)h−1 = h′h−1 ∈ H.

Observemos também que z′x−1 ∈ (z′z−1)E ∩ E, pois como z, z′ ∈ Ex,

existem u, v ∈ E tais que z = ux e z′ = vx. Dáı,

(1.1) z = ux ⇒ z−1 = (ux)−1 ⇒ z−1 = x−1u−1 ⇒ z′z−1 = z′x−1u−1

⇒ (z′z−1)u = z′x−1u−1u ⇒ (z′z−1)u = z′x−1 ⇒ z′x−1 = (z′z−1)u ∈

(z′z−1)E.

(1.2) z′ = vx⇒ z′x−1 = v ⇒ z′x−1 ∈ E.

Logo, de (1.1) e (1.2) temos que z′x−1 ∈ (z′z−1)E ∩ E e assim

(z′z−1)E ∩ E 6= ∅.

Conseqüentemente, z′z−1 ∈ N , pois caso contrário teŕıamos z′z−1 ∈

H −N e pela hipótese (b), (z′z−1)E ∩E = ∅, o que é um absurdo.

Dáı, tomando z0 ∈ Ex∩Hy (z0 fixo) temos que, para todo z ∈ Ex∩Hy,

zz−1
0 ∈ N . Mas, zz−1

0 ∈ N implica que N(zz−1
0 ) = N e assim Nz = Nz0.

Logo, para todo z ∈ Ex ∩ Hy, z ∈ Nz = Nz0, onde Nz0 é uma classe

lateral fixa. Portanto, Ex ∩ Hy ⊆ Nz0, ou seja, Ex ∩ Hy ⊆ Ngxy se

denotamos z0 por gxy.

(2) Para todo x ∈ G, E + Ex é N -finito. Por hipótese, para todo x ∈ G,

E + Ex é H-finito, pois E é H-quase invariante. Assim, dado x ∈ G,

existe F = {g1, . . . , gk} ⊆ G tal que

E + Ex ⊆ H.F = H.{g1, . . . , gk} = Hg1 ∪ . . . ∪Hgk.

Então,

E + Ex = (E + Ex) ∩ (Hg1 ∪ . . . ∪Hgk) ⊆ (E ∪ Ex) ∩ (Hg1 ∪ . . . ∪Hgk)

= (E ∩Hg1) ∪ . . . ∪ (E ∩Hgk) ∪ (Ex ∩Hg1) ∪ . . . ∪ (Ex ∩Hgk).
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De acordo com o que foi provado anteriormente, temos que E ∩ Hgi =

E.1 ∩Hgi ⊆ Ng1i e Ex ∩Hgi ⊆ Ngxi, onde g1i, gxi ∈ G, i = 1, . . . , k.

Logo, E+Ex ⊆

(
k⋃

i=1

Ng1i

)
⋃
(

k⋃

i=1

Ngxi

)
= Ng11 ∪ . . .∪Ng1k ∪Ngx1 ∪

. . . ∪Ngxk, ou seja, E + Ex é N -finito, para todo x ∈ G, e portanto, E

é N -quase invariante.

(3) E não é N -finito. De fato, suponhamos que E seja N -finito, isto é,

E ⊆ Ng1 ∪ . . . ∪ Ngn, onde gi ∈ G, i = 1, . . . , n. Usando o fato de que

N é um subgrupo (normal) de H e a hipótese de que G = HE, temos

G = HE ⊆ H(Ng1 ∪ . . . ∪Ngn) ⊆ Hg1 ∪ . . . ∪Hgn,

de onde conclúımos que G é H-finito e conseqüentemente [G : H ] < ∞.

Mas isto contradiz o fato de [G : H ] = ∞. Portanto, E não é N -finito.

(4) Cada subconjunto Eh := hE, com h ∈ H , corresponde a um end do par

(G,N).

Para isso mostramos que, para cada h, Eh = hE satisfaz as condições da

proposição anterior, isto é, Eh é um subconjunto N -quase invariante de

G, que satisfaz Eh = NEh e que não é N -finito (Proposição 3.1.1).

(4.1) hE é subconjunto N -quase invariante de G, isto é, (hE) + (hE)x é

N -finito, para todo x ∈ G. Para isso observemos inicialmente que,

(hE) + (hE)x = h(E + Ex). De fato, seja w ∈ [(hE) + (hE)x] =

[(hE) − (hE)x] ∪ [(hE)x− (hE)] (note que “−” indica a diferença

entre conjuntos).

• Se w ∈ [(hE) − (hE)x], então w ∈ hE e w /∈ (hE)x. Assim,

w = hu, com u ∈ E e u /∈ Ex, isto é, u ∈ E −Ex. Logo, w = hu ∈

h(E −Ex) ⊆ h(E + Ex).

• Se w ∈ [(hE)x − (hE)], então w ∈ (hE)x e w /∈ hE, isto é, w =

(hu)x, com u ∈ E e ux /∈ E. Logo, w = hux ∈ h(Ex − E) ⊆

h(E + Ex).
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Assim, (hE) + (hE)x ⊆ h(E + Ex). Similarmente, verifica-se que

h(E + Ex) ⊆ (hE) + (hE)x.

Agora, por (2), E + Ex ⊆ Ng1 ∪ . . . ∪ Ngj. Dáı, (hE) + (hE)x =

h(E + Ex) ⊆ h(Ng1 ∪ . . . ∪Ngj).

Como N é normal em H ,

(hE) + (hE)x ⊆ hNg1 ∪ . . . ∪ hNgj = Nhg1 ∪ . . . ∪Nhgj ,

onde hgi ∈ G, i = 1, . . . , j, ou seja, (hE) + (hE)x é N -finito, para

todo x ∈ G e assim, temos que hE é N -quase invariante.

(4.2) hE = N(hE). Claramente hE ⊆ N(hE), pois 1 ∈ N . Agora,

tomando y ∈ N(hE) temos, pela normalidade de N em H , que

y ∈ hNE. Logo, y = hnu, com n ∈ N e u ∈ E. Mas, N = {h ∈

H | hE = E} e como n ∈ N temos que nu = v, com v ∈ E.

Então, y = h(nu) = hv ∈ hE e portanto, N(hE) ⊆ hE. Assim,

N(hE) = hE como desejado.

(4.3) Falta mostrarmos que hE não é N -finito. Suponhamos que hE é N -

finito, isto é, hE ⊆ Ng1 ∪ . . .∪Ngm, gi ∈ G, i = 1, . . . , m. Assim,

E ⊆ h−1(Ng1 ∪ . . .∪Ngm) = h−1Ng1 ∪ . . .∪ h
−1Ngm. Novamente,

usando a normalidade de N em H vem que

E ⊆ N(h−1g1) ∪ . . . ∪N(h−1gm), onde h−1gi ∈ G, i = 1, . . . , m.

De onde conclúımos que E é N -finito, o que é uma contradição, pois

já provamos em (3) que E não é N -finito.

Desta forma, temos que hE, h ∈ H , corresponde a um elemento

end do par (G,N).

(5) Para finalizarmos a demonstração da proposição, vejamos que existe uma

correspondência bijetiva entre H/N = {hN | h ∈ H} (= N\H , pois

N ⊳H) e {hE | h ∈ H}, pois dados h1, h2 ∈ H ,

h1E = h2E ⇔ h−1
2 h1E = E

def. N
⇔ h−1

2 h1 ∈ N ⇔ h1N = h2N.
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Logo,
∣∣{hE | h ∈ H}

∣∣ =
∣∣(H/N)

∣∣ = [H : N ]. Notemos ainda que, se

h1N 6= h2N , então h1E ∩ h2E = ∅, pois:

h1e1 = h2e2 ⇒ h−1
2 h1e1 = e2 ∈ h−1

2 h1E ∩ E
item (b)
⇒ h−1

2 h1 ∈ N.

Sabemos que cada elemento de {hE | h ∈ H} corresponde a um end do

par (G,N), mais precisamente (ver demonstração da proposição anterior)

aos elementos Bh = Bh + P(N\G), onde Bh = {Nhv | v ∈ E} é um

subconjunto infinito (isto é, Bh /∈ F(N\G)) e Bh ∈ Q(N\G).

Ainda, se {hλ | λ ∈ J} é um conjunto de representantes das classes

laterais de N em H , então Bhλ
, com λ ∈ J , são subconjuntos disjuntos

e portanto, considerando o subgrupo gerado por Bhλ
, λ ∈ J , obtemos

(Propriedade 2.1.1 (5) e [22], Lema 1.6) que

e(G,N) > [H : N ].

Observação 3.1.2.

(1) Temos que E = G satisfaz as condições da proposição anterior, mas este

caso não é interessante, visto que teŕıamos H = N e portanto [H : N ] =

1.

(2) Na demonstração da proposição anterior, parte (1), estamos interessados

nos casos em que Ex∩Hy 6= ∅, pois se Ex∩Hy = ∅, então Ex∩Hy ⊆

Ng, para todo g ∈ G.

(3) Podemos afirmar apenas que a desigualdade é válida, pois mostramos que

hE dá origem a um elemento end do par (G,N), porém não mostramos

que todo elemento end do par (G,N) corresponde a um elemento da

forma hE.
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3.2 De Derivações para Conjuntos Quase In-

variantes

Definição 3.2.1. Dado um grupo A denotamos por C(A) o conjunto das

aplicações de G em A que são constantes sobre as classes laterais à esquerda

gH deH em G, isto é, C(A) = {f : G→ A ; f
∣∣
gH

: gH → A é constante, ∀ g ∈

G}, e denotamos por I(A) o subconjunto de C(A), das aplicações que são su-

portadas sobre um número finito de classes laterais à esquerda, isto é, I(A) =

{f ∈ C(A) ; f
∣∣
gH

= 1, exceto em um no finito de classes laterais giH, i =

1, . . . , n} (onde 1 indica o elemento neutro de A).

Assim, dado f ∈ C(A) temos que f ∈ I(A) se, e somente se, f(g) é trivial,

exceto para g ∈ g1H ∪ . . . ∪ gnH .

Nosso objetivo agora é dar uma estrutura de ZG-módulo (à direita)

para C(A) e I(A).

(1) Como A é um grupo, podemos dar a C(A) uma estrutura de grupo

com a multiplicação ponto a ponto, isto é, para todos f1, f2 ∈ C(A),

f1.f2 ∈ C(A) é definida por

(f1.f2)(g) := f1(g).f2(g), para todo g ∈ G,

onde “.” indica a operação de A.

Se A for abeliano, então C(A) também será abeliano.

(2) Se f1, f2 ∈ I(A), então f1.f2 ∈ I(A) e podemos verificar que I(A) é um

subgrupo de C(A).

(3) C(A) admite uma G-ação (à direita) dada por

C(A) ×G −→ C(A)

(f, g) 7−→ f ∗ g
not.
= f g ,



3.2. De Derivações para Conjuntos Quase Invariantes 87

tal que

f g : G −→ A

g0 7−→ (f ∗ g)(g0) = f g(g0) := f(gg0) ,

para todos f ∈ C(A) e g, g0 ∈ G.

De fato,

(a) (f ∗ 1)(g0) = (f 1)(g0) = f(1g0) = f(g0).

Como g0 é um elemento arbitrário de G, temos que f ∗ 1 = f , para

todo f ∈ C(A).

(b) [f∗(g1g2)](g0) = (f g1g2)(g0) = f [(g1g2)g0] = f [g1(g2g0)] = (f g1)(g2g0)

= (f ∗ g1)(g2g0) = (f ∗ g1)
g2(g0) = [(f ∗ g1) ∗ g2](g0).

Sendo g0 ∈ G arbitrário, temos que f ∗ (g1g2) = (f ∗ g1) ∗ g2, para

todos g1, g2 ∈ G e f ∈ C(A).

Conseqüentemente, temos que I(A) também admite uma G-ação (à di-

reita).

(4) Se A é abeliano, segue de (1) e (3) que C(A) e I(A) são ZG-módulos (à

direita). É no caso em que A é abeliano que estamos interessados. De

fato, no Teorema 3.3.1 da seção seguinte, nos restringimos a A = Z.

Recordemos que, considerando A um grupo (abeliano) multiplicativo, uma

derivação de G em I(A) é uma aplicação

δ : G −→ I(A)

g 7−→ δ(g)
not.
= δg : G −→ A

satisfazendo δ(gg′) =
(
δ(g).g′

)
.
(
δ(g′)

) not.
= (δg)g

′

.(δg′), para todos g, g′ ∈ G.

Assim, dado g0 ∈ G,

δ(gg′)(g0) = [(δg)g
′

.(δg′)](g0) = (δg)g
′

(g0).(δg
′)(g0) = (δg)(g′g0).(δg

′)(g0),

isto é,

δ(gg′)(g0) = (δg)(g′g0).(δg
′)(g0), (3.1)
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e usando para A a notação aditiva (ver Definição 1.2.1 (b))

δ(gg′)(g0) = (δg)(g′g0) + (δg′)(g0). (3.2)

Para uma derivação δ : G −→ I(A), vamos associar a aplicação de G em

A, denotada por δ∗ e definida por

δ∗ : G −→ A

g 7−→ δ∗(g) := (δg)(1) .

Notemos que em geral, δ∗ : G −→ A não é um homomorfismo de grupos,

pois

δ∗(gg′) = δ(gg′)(1) = (δg)(g′).(δg′)(1) = (δg)g
′

(1).δ∗(g′).

Consideremos δ : G −→ I(A) uma derivação (fixada) e δ∗ a aplicação

associada a δ, como antes. Vamos provar uma série de lemas que serão úteis

posteriormente.

Lema 3.2.1. Sejam g ∈ G e h ∈ H . Então, δ∗(gh) = δ∗(g).δ∗(h), em parti-

cular δ∗(h1h2) = δ∗(h1).δ
∗(h2), para todos h1, h2 ∈ H , isto é, δ∗

∣∣
H

: H −→ A

é um homomorfismo.

Demonstração.

Temos,

δ∗(gh) = [δ(gh)](1) = [(δg)h.(δh)](1) = (δg)h(1).(δh)(1)

= (δg)(h.1).(δh)(1) = (δg)(h).(δh)(1)
(3.3)

Como 1 e h são elementos de 1.H e δg ∈ I(A) é constante em 1.H , segue

que (δg)(h) = (δg)(1). Dáı, de (3.3) temos

δ∗(gh) = (δg)(1).(δh)(1) = δ∗(g).δ∗(h).

Definição 3.2.2. Dados δ∗ : G −→ A e Y um subconjunto de A, definimos

EY como o subconjunto de G dado por

EY := {g ∈ G | δ∗(g−1) ∈ Y }.
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Lema 3.2.2. Para todo Y ⊆ A, EY é H-quase invariante.

Demonstração.

Fixemos Y ⊆ A. Por conveniência, vamos denotar EY apenas por E.

Precisamos mostrar que para todo x ∈ G, o conjunto dado pela diferença

simétrica E+Ex éH-finito, isto é, E+Ex ⊆ H.F , onde F é algum subconjunto

finito de G.

Para g ∈ G, temos que g ∈ E + Ex se, e somente se, exatamente um dos

elementos g ou gx−1 pertence a E, ou equivalentemente

g ∈ E+Ex⇔ exatamente um dos elementos






δ∗(g−1)

ou

δ∗(xg−1)

pertence a Y. (3.4)

De fato,

g ∈ (E+Ex) ⇔ g ∈ (E−Ex)∪(Ex−E) ⇔ g ∈ (E−Ex) ou g ∈ (Ex−E).

• se g ∈ (E − Ex) temos que

g ∈ E e g /∈ Ex⇔ g ∈ E e g 6= θx, ∀ θ ∈ E

⇔ g ∈ E e gx−1 6= θ, ∀ θ ∈ E

⇔ g ∈ E e gx−1 /∈ E

⇔ δ∗(g−1) ∈ Y e δ∗(xg−1) /∈ Y.

• se g ∈ (Ex−E), então

g ∈ Ex e g /∈ E ⇔ g = θx, para algum θ ∈ E e g /∈ E

⇔ gx−1 = θ para algum θ ∈ E e g /∈ E

⇔ gx−1 ∈ E e g /∈ E

⇔ δ∗(xg−1) ∈ Y e δ∗(g−1) /∈ Y.

Observemos que

δ∗(xg−1) = δx(g−1).δ∗(g−1), (3.5)
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pois

δ∗(xg−1) = [δ(xg−1)](1) = [(δx)g
−1

.(δg−1)](1) = (δx)g
−1

(1).(δg−1)(1)

= (δx)(g−11).(δg−1)(1) = δx(g−1).δ∗(g−1).

De onde segue que δx(g−1) ∈ A não é trivial, para todo g ∈ E + Ex, pois

se existisse g0 ∈ E + Ex tal que δx(g−1
0 ) = 1 teŕıamos

δx(g−1
0 ) = 1

(3.5)
⇒ δ∗(xg−1

0 ) = δ∗(g−1
0 ).

Assim, δ∗(xg−1
0 ) ∈ Y se, e somente se, δ∗(g−1

0 ) ∈ Y , o que contradiz (3.4).

Agora,

δx(g−1) 6= 1 ⇔ g−1 ∈ {g̃ ∈ G | δx(g̃) 6= 1} := supp(δx) ⇔ g ∈
(
supp(δx)

)−1
.

Desta forma,

g ∈ E + Ex⇒ δx(g−1) 6= 1 ⇒ g ∈
(
supp(δx)

)−1

e portanto, E + Ex ⊆
(
supp(δx)

)−1
.

Logo, para conclúırmos que E + Ex é H-finito, basta mostrarmos que
(
supp(δx)

)−1
é H-finito.

Como δ : G −→ I(A) e x ∈ G, então δx ∈ I(A) = {f : G → A ; f
∣∣
gH

= 1,

exceto para um número finito de classes laterais à esquerda}. Sejam g1H, . . . , gkH

as classes laterais em que δx(giH) 6= 1, i = 1, . . . , k, então

g ∈
(
supp(δx)

)−1
⇔ (δx)(g−1) 6= 1

⇔ g−1 ∈ g1H ∪ . . . ∪ gkH

⇔ g−1 ∈ {g1, . . . , gk}.H

⇔ g ∈ H.{g−1
1 , . . . , g−1

k } = H.F, F = {g−1
1 , . . . , g−1

k } finito.

Então, conclúımos que
(
supp(δx)

)−1
é H-finito. Conseqüentemente, E +

Ex ⊆
(
supp(δx)

)−1
é H-finito e portanto, E := EY é H-quase invariante.

Lema 3.2.3. Sejam h ∈ H e Y ⊆ A. Então, hEY = EY.[δ∗(h)]−1 .
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Demonstração.

Consideremos novamente E = EY = {g ∈ G | δ∗(g−1) ∈ Y } e seja g ∈ G.

Então, g ∈ hE se, e somente se, δ∗(g−1h) ∈ Y . De fato,

g ∈ hE ⇔ g = hθ, para algum θ ∈ E ⇔ h−1g = θ, para algum θ ∈ E

⇔ h−1g ∈ E.

Assim, pela definição de E, temos que g ∈ hE se, e somente se, δ∗(g−1h) ∈

Y .

Pelo Lema 3.2.1,

δ∗(g−1h) = δ∗(g−1).δ∗(h).

Dáı, segue que δ∗(g−1) = δ∗(g−1h).[δ∗(h)]−1.

Logo,

g ∈ hE ⇒ δ∗(g−1h) ∈ Y ⇒ δ∗(g−1) ∈ Y.[δ∗(h)]−1

⇒ g ∈ EY.[δ∗(h)]−1 = {a ∈ G | δ∗(a−1) ∈ Ỹ := Y.[δ∗(h)]−1}.

Assim, hE ⊆ EY.[δ∗(h)]−1 .

Agora,

g ∈ EY.[δ∗(h)]−1 ⇒ δ∗(g−1) ∈ Y.[δ∗(h)]−1

⇒ δ∗(g−1) = y.δ∗(h)−1, para algum y ∈ Y

⇒ δ∗(g−1).δ∗(h) = y, para algum y ∈ Y

⇒ δ∗(g−1h) = y, para algum y ∈ Y (pelo Lema 3.2.1)

⇒ δ∗(g−1h) ∈ Y

⇒ (g−1h)−1 ∈ E

⇒ h−1g ∈ E

⇒ g ∈ hE .

Desta forma, EY [δ∗(h)]−1 ⊆ hE e portanto,

hE = {g ∈ E | δ∗(g−1) ∈ Y [δ∗(h)]−1} = EY [δ∗(h)]−1.

Lema 3.2.4. Sejam Y e Y ′ subconjuntos de A. Então, EY ∩ EY ′ = EY ∩Y ′.
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Demonstração.

g ∈ EY ∩EY ′ ⇔ g ∈ EY e g ∈ EY ′

⇔ δ∗(g−1) ∈ Y e δ∗(g−1) ∈ Y ′

⇔ δ∗(g−1) ∈ Y ∩ Y ′

⇔ g ∈ EY ∩Y ′.

Sejam δ : G −→ I(A) uma derivação e δ∗ : G −→ A a aplicação definida

anteriormente. Vimos no Lema 3.2.1 que δ∗
∣∣
H

: H −→ A é um homomorfismo

de grupos.

Lema 3.2.5. Se N = Ker
(
δ∗
∣∣
H

)
, então e(G,N) > [H : N ].

Demonstração.

Tomemos o subgrupo de A dado por B := Im
(
δ∗
∣∣
H

)
e seja Y ⊆ A um

conjunto de representantes para as classes laterais de B em A. Podemos supor

que (o elemento neutro de A) 1 ∈ Y . Assim, A/B = {yB | y ∈ Y } e

A =
�

⋃

y∈Y

yB.

Consideremos para Y o subconjunto EY = {g ∈ G | δ∗(g−1) ∈ Y }, como

na Definição 3.2.2.

Notemos que EY 6= ∅, pois 1 ∈ Y (o representante da classe 1.B) e

δ∗(1−1) = δ∗(1) = 1 ∈ Y e assim 1 ∈ EY .

A demonstração do lema consiste essencialmente em provarmos que EY , G,

H (com [G : H ] = ∞) e N satisfazem as condições da Proposição 3.1.2.

Notemos inicialmente que, pelo Lema 3.2.2, EY é H-quase invariante.

(a) Claramente, N = Ker
(
δ∗
∣∣
H

)
é normal a H .

(b) Vejamos que hEY ∩ EY = ∅, para todo h ∈ H − N . Para isso, seja

h ∈ H−N = H−Ker
(
δ∗
∣∣
H

)
. Então, h ∈ H ⊆ G e b := δ∗(h) ∈ B ⊆ A,

com δ∗(h) não trivial.

Afirmamos que:

b = δ∗(h) não trivial, implica em Y ∩ Y b−1 = ∅, (3.6)
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pois caso contrário existiria um elemento z ∈ Y ∩Y b−1, o que levaria em

z ∈ Y e z = yb−1, para algum y ∈ Y . Dáı,

zB = (yb−1)B = yB
def. Y
⇒ z = y ⇒ yb−1 = y ⇒ b trivial,

o que é uma contradição.

Conseqüentemente, para b = δ∗(h) 6= 1 obtemos

EY ∩ EY b−1

Lema 3.2.4
= EY ∩Y b−1 = E∅ = {g ∈ G | δ∗(g−1) ∈ ∅} = ∅.

Agora, pelo Lema 3.2.3, EY b−1 = EY [δ∗(h)]−1 = hEY . Logo, para todo

h ∈ H −N , temos hEY ∩EY = EY b−1 ∩ EY = ∅, como afirmado.

Da afirmação (3.6) segue também que os conjuntos

N = Ker
(
δ∗
∣∣
H

)
e {h ∈ H | hEY = EY }

coincidem, isto é, N = {h ∈ H | hEY = EY }. De fato,

h ∈ N = Ker
(
δ∗
∣∣
H

)
⇒ h ∈ H e δ∗(h) = 1

Lema 3.2.3
⇒ h ∈ H e hEY = EY [δ∗(h)]−1 = EY .

Assim, N ⊆ {h ∈ H | hEY = EY }.

Por outro lado, se h ∈ H e hEY = EY , tome b := δ∗(h). Então, EY b−1 =

EY [δ∗(h)]−1

Lema 3.2.3
= hEY = EY e assim EY ∩EY b−1 = EY 6= ∅.

Mas a afirmação (3.6) é equivalente a: EY ∩ EY b−1 6= ∅ implica b = δ∗(h)

trivial.

Assim, h ∈ H e hEY = EY implica que h ∈ H e δ∗(h) é trivial, isto é

h ∈ Ker
(
δ∗
∣∣
H

)
.

Logo, {h ∈ H | hEY = EY } ⊆ N e portanto N = {h ∈ H | hEY = EY }.

(c) H.EY = G. Obviamente HEY ⊆ G, pois EY = {g ∈ G | δ∗(g−1) ∈ Y } e

H é subgrupo de G. Agora, se g ∈ G, então δ∗(g−1) ∈ A =
�

⋃

y∈Y

yB.
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Assim, existem y ∈ Y e h ∈ H tais que δ∗(g−1) = y.δ∗(h) e conseqüente-

mente

δ∗(g−1h−1)
Lema 3.2.1

= δ∗(g−1).δ∗(h−1) = δ∗(g−1).[δ∗(h)]−1 = y ∈ Y.

Dáı, hg = (g−1h−1)−1 ∈ EY e portanto, g ∈ h−1EY ⊆ HEY de onde

conclúımos que HEY = G.

Finalmente, tendo verificado que E = EY , G, H e N satisfazem todas as

condições da Proposição 3.1.2, conclúımos então que e(G,N) > [H : N ].

3.3 Teorema de Swarup

Por toda esta seção, consideramos G um grupo finitamente gerado e de-

notamos por A um grupo abeliano aditivo, com a estrutura de ZG-módulo

trivial.

Vejamos inicialmente, mais alguns resultados.

Proposição 3.3.1. Sejam G e A grupos. Então, C(A) e I(A) são isomorfos

aos módulos CoindGHA e IndGHA, respectivamente. Em particular, se A = Z,

C(Z) ≃ HomZ

(
Z(G/H),Z

) not.
= Z(G/H) e I(Z) ≃ Z(G/H) ≃ Z(H\G).

Demonstração.

Como A é um grupo abeliano, podemos vê-lo como um Z-módulo e como

um ZG-módulo com a G-ação trivial. Por conveniência, como CoindGHA e

IndGHA foram estudados considerando módulos à esquerda, vamos aqui consi-

derar C(A) e I(A) como ZG-módulos à esquerda, bastando para isso tomar a

G-ação à esquerda: g.f := f.g−1.

(1) C(A) ≃ CoindGHA. Temos,

C(A) =
{
f : G→ A ; f

∣∣
gH

é constante, ∀ gH ∈ G/H
}
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e pela Proposição 1.4.4, temos um ZG-isomorfismo

CoindGHA = HomZH(ZG,A) ≃ HomZ

(
Z(G/H), A

)
.

Seja E = {gα | α ∈ J} um conjunto de representantes para as classes

laterais à esquerda de H em G, isto é, G =
�

⋃

α∈J

gαH.

Consideremos f ∈ C(A), então f
∣∣
gαH

é constante, isto é, f(gα) = cα (cα

constante).

Desta forma, definamos

ϕ : C(A) −→ HomZ(Z(G/H), A)

f 7−→ ϕ(f) : Z(G/H) −→ A

de modo que nos elementos básicos gαH de Z(G/H),
[
ϕ(f)

]
(gαH) :=

f(gα) = cα ∈ A e estendemos por linearidade:

[
ϕ(f)

]
(
∑

α∈J

nα(gαH)

)
=
∑

α∈J

nαf(gα).

Observemos que essa soma é finita, pois cada elemento
∑

α∈J

nα(gαH) ∈

Z(G/H) é tal que nα = 0 para quase todo α ∈ J e ϕ(f)(gH) = f(g),

para todo g ∈ G, pois gH = gαH
def. f
⇒ f(g) = f(gα) = ϕ(f)(gαH) =

ϕ(f)(gH).

Temos que ϕ(f) ∈ HomZ

(
Z(G/H), A

)
, isto é, ϕ(f) é um homomorfismo

de grupos abelianos, pois se x =
∑

α∈J

nα(gαH) e y =
∑

α∈J

mα(gαH) ∈

Z(G/H), então

ϕ(f)(x+ y) = ϕ(f)

[
∑

α∈J

nα(gαH) +
∑

α∈J

mα(gαH)

]

= ϕ(f)

[
∑

α∈J

(nα +mα)(gαH)

]

=
∑

α∈J

(nα +mα)f(gα)

=
∑

α∈J

nαf(gα) +
∑

α∈J

mαf(gα)
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= ϕ(f)

[
∑

α∈J

nα(gαH)

]
+ ϕ(f)

[
∑

α∈J

mα(gαH)

]

= ϕ(f)(x) + ϕ(f)(y).

Também temos que ϕ é um homomorfismo de ZG-módulos (à esquerda):

(a) ϕ(f.f ′) = ϕ(f) + ϕ(f ′) visto que, nos geradores,

ϕ(f.f ′)(gαH) = (f.f ′)(gα) = f(gα) + f ′(gα)

= ϕ(f)(gαH) + ϕ(f ′)(gαH)

= [ϕ(f) + ϕ(f ′)] (gαH).

(b) ϕ(g.f) = g.ϕ(f), para todo g ∈ G, pois

• ϕ(g.f)(gαH) = ϕ(f.g−1)(gαH)
def. ϕ
= (f.g−1)(gα) = f(g−1gα) e

•
(
g.ϕ(f)

)
(gαH) = g.ϕ(f)(g−1gαH) = ϕ(f)(g−1gαH) = f(g−1gα).

Consideremos agora

ψ : HomZ(Z(G/H), A) −→ C(A)

φ 7−→ ψ(φ)

onde ψ(φ) é definida por

ψ(φ) : G −→ A

g = gαh 7−→ ψ(φ)(g) = φ(gαH) = φ(gH).

Ainda, temos que ψ é um homomorfismo e é o inverso de ϕ. De fato,

• ψ é um homomorfismo,

• ψ ◦ ϕ = idC(A)

(ψ ◦ ϕ)(f)(g) = ψ[ϕ(f)(g)]
def. ψ
= ϕ(f)(gH)

def. ϕ
= f(g),

• ϕ ◦ ψ = idHomZ(Z(G/H),A)

(ϕ ◦ ψ)(φ)(gH)
def. ϕ
= ψ(φ)(g) = φ(gH).
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Logo, C(A) ≃ HomZ

(
Z(G/H), A

)
(como ZG-módulos) e portanto, da

Proposição 1.4.4, temos que C(A) ≃ CoindGHA.

(2) I(A) ≃ IndGHA.

Para isso consideramos a composição das três aplicações seguintes (já

adaptadas ao fato que A é ZG-módulo trivial):

(1a) O ZG-monomorfismo

ϑ : IndGHA −→ CoindGHA

g0 ⊗ a 7−→ ϑ(g0 ⊗ a),

tal que ϑ(g0 ⊗ a)(g) =





a, se gg0 ∈ H ;

0, c. c.

(
dado na Proposição 1.4.2

(a)
)
.

(2a) O ZG-isomorfismo

ξ : CoindGHA −→ HomZ(Z(G/H), A)

f 7−→ ξ(f),

tal que ξ(f)(gH) = f(g−1) (dado na Proposição 1.4.4 (a)).

(3a) O ZG-isomorfismo ψ : HomZ

(
Z(G/H), A

)
−→ C(A) dado anterior-

mente.

Deste modo, obtemos um ZG-monomorfismo

η = ψ ◦ ξ ◦ ϑ : IndGHA −→ C(A).

Agora, Im(η) = I(A), pois num elemento básico g0 ⊗ a ∈ IndGHA =

ZG⊗ZH A, temos:

(
η(g0 ⊗ a)

)
(g) =

(
(ψ ◦ ξ ◦ ϑ)(g0 ⊗ a)

)
(g) = ψ

(
ξ(ϑ(g0 ⊗ a))

)
(g)

def. ψ
= ξ

(
ϑ(g0 ⊗ a)

)
(gH)

def. ξ
= ϑ(g0 ⊗ a)(g−1)

def. ϑ
=





a, se g−1g0 ∈ H ;

0, c. c.
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isto é,
(
η(g0 ⊗ a)

)
(g) =





a, se g ∈ g0H ;

0, c. c.

Assim, fg0,a := η(g0⊗a) é um elemento de I(A) constante nos elementos

de classe g0H e nulo nos demais elementos.

Claramente, as funções da forma fg0,a, com g0 ∈ G e a ∈ A, geram I(A).

Logo,

IndGHA ≃ Im(η) = I(A),

como queŕıamos mostrar.

(3) Finalmente, se A = Z, temos:

C(Z) ≃ CoindGHZ = HomZH(ZG,Z) ≃ HomZ(Z(G/H),Z)
not.
= Z(G/H) e

I(Z) ≃ IndGHZ = ZG⊗ZH Z ≃ Z(G/H)
Lema 1.4.1

≃ Z(H\G).

Corolário 3.3.1. Seja A um grupo abeliano, visto como ZG-módulo trivial.

Então,

(a) H1(G,C(A)) ≃ Hom(H,A).

(b) Identificando H1(G,C(A)) com Hom(H,A), podemos ver o homomor-

fismo induzido em cohomologia (idG, α)∗ : H1(G, I(A)) −→ H1(G,C(A))

da inclusão α : I(A) −→ C(A) como a aplicação

ρ : H1(G, I(A)) −→ H1(G,C(A)) ≡ Hom(H,A)

[δ] 7−→ δ∗
∣∣
H
,

onde δ : G −→ I(A) é uma derivação representando uma classe de

cohomologia [δ] ∈ H1(G, I(A)).

Demonstração.

(a) Da proposição anterior (ver demonstração, parte (2)) e Proposição 1.5.1,

segue que H1(G,C(A)) ≃ H1(G,CoindGHA).
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Agora, usando o Lema de Shapiro (Proposição 1.6.1), a Proposição 1.2.2

e o Corolário 1.2.1 (visto que A é um ZG-módulo trivial), obtemos

H1(G,CoindGHA)
(i,π)∗

≃ H1(H,A) =
Der(H,A)

P (H,A)
= Hom(H,A),

onde i : H −→ G é a inclusão.

(b) Seja [δ] ∈ H1(G, I(A)) =
Der(G, I(A))

P (G, I(A))
. Como I(A) ⊆ C(A), podemos

ver [δ] como um elemento de H1(G,C(A))
(
[δ] ≡ [α ◦ δ]

)
. Ainda, iden-

tificando H1(G,C(A)) com H1(G,CoindGHA), podemos considerar [δ] ∈

H1(G,CoindGHA). Analisando (i, π)∗ temos que (i, π)∗([δ]) = [π ◦ δ ◦ τ ],

onde τ : F −→ F ′ é uma aplicação de cadeias entre as resoluções

projetivas de Z sobre ZH e ZG, respectivamente. Mas podemos to-

mar F e F ′ como sendo as resoluções bar e τ como a inclusão. Dáı,

(i, π)∗([δ]) = [π ◦ δ ◦ τ ] = [π ◦ δ]
P (H,A)=0

= π ◦ δ.

Agora, (π ◦ δ)(h) = δ(h)(1) = δ∗(h) = δ∗
∣∣
H

(h).

Proposição 3.3.2. Sejam G um grupo finitamente gerado e H um subgrupo

de G de ı́ndice infinito. Então,

e(G,H) = 1 + rankZ(Ker ρ),

onde

ρ = (id, α)∗ : H1(G, I(Z)) −→ H1(G,C(Z))

[δ] 7−→ δ∗
∣∣
H

é a aplicação do corolário anterior.

Demonstração.

Do ZG-monomorfismo natural I(Z) −→ C(Z), obtemos a seqüência exata

curta

0 −→ I(Z) −→ C(Z) −→
C(Z)

I(Z)
−→ 0. (3.7)

Esta seqüência, induz uma seqüência exata longa em cohomologia
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0 −→ H0
(
G, I(Z)

)
−→ H0

(
G,C(Z)

)
−→ H0

(
G,

C(Z)

I(Z)

)

−→ H1
(
G, I(Z)

) ρ
−→ H1

(
G,C(Z)

)
−→ · · ·

(3.8)

Agora,

• H0
(
G, I(Z)

)
≃ H0

(
G, IndGHZ

)
= 0, visto que [G : H ] = ∞ (Proposição

1.4.3).

• H0
(
G,C(Z)

)
≃ H0

(
G,CoindGHZ

) Shapiro
≃ H0(H,Z) ≃ Z.

•
C(Z)

I(Z)
≃
CoindGHZ

IndGHZ
≃

Z(G/H)

Z(G/H)
, onde Z(G/H) = HomZ(Z(G/H),Z).

Assim, obtemos de (3.8) a seguinte seqüência exata curta

0 −→ Z −→ H0

(
G,

Z(G/H)

Z(G/H)

)
−→ Ker ρ −→ 0

Agora, Im(ρ) é um Z-módulo livre, pois é um Z-submódulo de

H1(G,Z(G/H)) que é livre ([9], Proposição 4.5.16) e Z é domı́nio de ideais

principais (Proposição A.4.4) e dáı obtemos (vide Observação 2.3.1 e Pro-

posição A.4.3) que

e(G,H) = rankZH
0

(
G,

Z(G/H)

Z(G/H)

)
= 1 + rankZ(Ker ρ).

Corolário 3.3.2. Seja H um subgrupo de ı́ndice infinito num grupo finita-

mente gerado G. Então,

e(G,H) 6 1 + rankZH
1(G,Z(G/H)).

Observação 3.3.1. A proposição anterior e corolário são válidos por conside-

rar mais geralmente A um corpo primo ou um subanel de Q, ao invés de Z ([15],

3.1)
(
ou ainda um Domı́nio de Ideais Principais ([9], 4.5.17)

)
. O caso A = Z2

foi provado por Andrade-Fanti em [1], Lema 3.2 e a idéia aqui apresentada é

essencialmente a mesma.

Finalmente, o Teorema de Swarup segue por combinar os resultados desta

seção com o Lema 3.2.5.
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Teorema 3.3.1. Sejam G um grupo finitamente gerado e H um subgrupo de

ı́ndice infinito em G. Se e(G,N) = 1, para todo N ⊳H , com
H

N
≃ Z, então

e(G,H) = 1 + rankZH
1
(
G, I(Z)

)
= 1 + rankZH

1
(
G,Z(G/H)

)
.

Demonstração.

Em vista do Corolário 3.3.1 (b), é suficiente mostrar que

ρ : H1
(
G, I(Z)

)
−→ Hom(H,Z)

é o homomorfismo trivial, dáı

Kerρ = H1
(
G, I(Z)

)
e e(G,H) = 1+rankZ(Kerρ) = 1+rankZH

1
(
G, I(Z)

)
.

Se ρ = 0, então não há nada a demonstrar. Caso contrário, existiria µ ∈

H1
(
G, I(Z)

)
=

Der
(
G, I(Z)

)

P
(
G, I(Z)

) tal que ρ(µ) 6= 0, logo µ 6= 0. Mas, µ =

δ + P
(
G, I(Z)

)
, onde δ : G −→ I(Z) é uma derivação.

Seja então δ : G −→ I(Z) uma derivação. Pelo Lema 3.2.5, temos que

e(G,N) > [H : N ], onde N = Ker
(
δ∗
∣∣
H

)
.

Se δ∗
∣∣
H

: H −→ Z é não trivial, isto é, Im
(
δ∗
∣∣
H

)
6= {0}, então pelo Teo-

rema do Isomorfismo
H

N
=

H

N = Ker
(
δ∗
∣∣
H

) ≃ Im
(
δ∗
∣∣
H

)
que é um subgrupo

não trivial de Z, o que implica que
H

N
≃ kZ ≃ Z (k ∈ N∗), de onde conclúımos

que [H : N ] = |H/N | = ∞.

Logo, como e(G,N) > [H : N ], obtemos que e(G,N) = ∞, o que contradiz

a hipótese inicial.

Assim, ρ([δ]) = δ∗
∣∣
H

é trivial para todo δ.

Portanto, pela Proposição 3.3.2 temos que

e(G,H) = 1 + rankZ(Ker ρ) = 1 + rankZH
1
(
G, I(Z)

)
.

Agora, a última igualdade segue da Proposição 3.3.1.
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Corolário 3.3.3. Seja G um grupo finitamente gerado. Se e(G) = 1 e G tem

um subgrupo H ćıclico infinito, então

e(G,H) = 1 + rankZH
1(G,Z(G/H)).

Demonstração.

Seja N ⊳ H , com
H

N
≃ Z. Como por hipótese H ≃ Z, devemos ter

necessariamente N = {1}. Dáı, e(G,N) = e(G, {1}) = e(G) = 1 e o resultado

segue do teorema anterior.

Exemplo 3.3.1.

(1) Consideremos G = Z ⊕ Z e H = Z. Temos que, e(Z ⊕ Z) = 1. Então,

pelo corolário anterior,

e(G,H) = 1 + rankZH
1
(
G,Z(G/H)

)
,

isto é, e(Z ⊕ Z,Z) = 1 + rankZH
1
(
Z ⊕ Z,Z

)
que já sabemos ser igual a

2 (Exemplo 2.3.2 (1)) e assim rankZH
1
(
Z ⊕ Z,Z

)
= 1.

(2) Mais geralmente, se G = Z⊕Z⊕K, onde K é um grupo finito e H = Z,

então

e(G,H) = 1 + rankZH
1
(
G,Z(G/H)

)
,

pois, e(G)
Teorema 2.1.2

= e(Z ⊕ Z) = 1.

Observação 3.3.2.

(1) Como conseqüência do teorema anterior, Swarup em [28] apresentou al-

gumas aplicações para grupos de dualidade de Poincaré.

(2) É interessante observar que quando [G : H ] = ∞, Andrade e Fanti em

[1] definiram um invariante end “E(G,H)”, provaram que E(G,H) 6

e(G,H) e analisaram algumas situações em que E(G,H) e e(G,H) coin-

cidem. O invariante end E(G,H) é dado através de uma fórmula coho-

mológica 1-dimensional (envolvendo cohomologia relativa de grupos):

E(G,H) = 1 + dimZ2

(
H1
(
G,H,Z2(G/H)

)

P
(
G,H,Z2(G/H)

)
)
,
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onde P
(
G,H,Z2(G/H)

)
=
{
δ ∈ P

(
G,Z2(G/H)

)
; δ
∣∣
H

= 0
}
.

Assim, nos casos em que E(G,H) e e(G,H) coincidem (como no Teorema

3.1 e Corolário 3.6 de [1]), obtemos também para e(G,H) uma fórmula

cohomológica (relativa) 1-dimensional.
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Apêndice A

Tópicos de Álgebra Homológica

Em geral, no que segue, R indica um anel com unidade, no entanto, sempre

que nos referimos a RG-módulos, R se restringe a Z ou Z2.

Fazemos aqui uma revisão de conceitos e resultados importantes de Álgebra

Homológica, relativos à teoria de Módulos, necessários para o desenvolvimento

do trabalho. Destacamos as resoluções Padrão e Bar (de R sobre RG-módulos,

tanto à esquerda como à direita), bem como um estudo de posto/rank de

módulos livres sobre anéis comutativos (com unidade). A maioria dos resulta-

dos são apenas enunciados.

Um livro texto inicialmente utilizado (com algumas adaptações) foi [13],

no entanto, para tópicos como, por exemplo, produto tensorial este texto não

é bom e assim utilizamos mais de perto [20]. Isto deve-se ao fato que em [13] o

autor trabalhe com R-módulos, sendo R anel comutativo com unidade, e não

é nosso interesse considerar apenas tais anéis comutativos, pois na definição

de cohomologia de grupos (Caṕıtulo 1), os módulos considerados são módulos

sobre anéis grupos (ZG e Z2G) que não são comutativos quando G não é

comutativo.

Outras referências usadas são [16], [20], [3], [17], [4] e [19].
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A.1 Módulos e Homomorfismos

Definição A.1.1. Seja R um anel com unidade. Dizemos que um conjunto

não vazio M é um R-módulo à esquerda , se M é um grupo abeliano aditivo,

junto com uma aplicação

µ : R×M −→M

tal que para cada α ∈ R e cadam ∈M , associa o elemento µ(α,m) := αm ∈M

satisfazendo as seguintes condições:

(a) α(βm) = (αβ)m,

(b) α(m+m′) = αm+ αm′,

(c) (α + β)m = αm+ βm,

(d) 1m = m ,

para todos α, β ∈ R e m,m′ ∈M .

Observação A.1.1.

(1) De maneira análoga, podemos definir R-módulo à direita, para isto basta

considerarmos uma multiplicação à direita por elementos do anel R.

(2) Em geral definições, exemplos e resultados, são apresentados com maior

ênfase para R-módulos à esquerda, uma vez que a teoria de cohomolo-

gia de grupos (Caṕıtulo 1) é introduzida seguindo [4], que trabalha com

módulos à esquerda. No entanto, resultados similares continuam válidos

se consideramos R-módulos à direita. Assim, em muitas situações dire-

mos simplesmente R-módulo, sem especificar se é à direita ou à esquerda.

(3) Se R é um anel comutativo, todo R-módulo à esquerda M , admite uma

estrutura natural de R-módulo à direita, por definir m ∗ α := α.m, para

todos α ∈ R e m ∈M (e reciprocamente).
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Exemplo A.1.1.

(1) Todo anel com unidade R, admite uma estrutura de R-módulo à es-

querda (à direita) considerando a multiplicação por escalar como sendo

a multiplicação usual do anel. Às vezes denota-se RR (RR) para indicar

R com a estrutura de R-módulo à esquerda (à direita). Por exemplo,

o anel R (dos reais) é um R-módulo (à esquerda e à direita), Zn (visto

como um anel) é um Zn-módulo (à esquerda e à direita) etc. Ainda, se

I é um ideal à esquerda (à direita) de um anel R, considerando em I

a soma induzida da soma de R e a multiplicação à esquerda (à direita)

por escalar definida pela multiplicação de R, podemos ver I como um

R-módulo à esquerda (à direita).

(2) Sejam G um grupo abeliano (que denotamos aditivamente) e R = Z o

anel dos inteiros. Definindo

µ : Z ×G −→ G

(n, g) 7−→ µ(n, g) := n.g,

para todos n ∈ Z e g ∈ G, com 1.g = g, (n + 1).g = n.g + g e −n.g =

−(n.g), para n ∈ N∗, temos que G é um Z-módulo (à esquerda). Em

particular, Zn o grupo das classes de restos módulo n é um Z-módulo (à

esquerda), R é um Z-módulo (à esquerda) etc.

(3) Sejam G um grupo e P(G) = {A | A ⊆ G} o conjunto das partes de G.

Consideremos em P(G) a operação diferença simétrica, que denotamos

por +, isto é, A+B = (A−B)∪(B−A) = (A∩Bc)∪(Ac∩B), ou ainda,

A+B = (A∪B)−(A∩B) = (A∪B)∩(A∩B)c, para todos A,B ∈ P(G).

Observemos que tal operação faz de P(G) um grupo abeliano e portanto

um Z-módulo (à esquerda).

Agora, considerando a multiplicação (à esquerda) por escalar

µ : Z2 × P(G) −→ P(G)
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tal que, 0.A := ∅ e 1.A := A, para todo A ∈ P(G), obtemos para P(G)

uma estrutura de Z2-módulo (à esquerda). Notemos que todo elemento

de P(G) tem ordem 2 e assim “−B = B”. Observemos ainda que em

geral a notação A − B não indica A + (−B) (= A + B), mas sim a

diferença entre os conjuntos.

Definição A.1.2. Um subconjunto N de um R-módulo (à esquerda) M , diz-se

um R-submódulo de M , ou simplesmente um submódulo de M , se

(a) N é um subgrupo de M ,

(b) N é fechado com relação à multiplicação (à esquerda) por escalares, isto

é, para todos α ∈ R e n ∈ N tem-se αn ∈ N .

Lema A.1.1. Sejam M um R-módulo (à esquerda) e F = {Ni | i ∈ I} uma

famı́lia de submódulos de M . Então,
⋂

i∈I

Ni é um submódulo de M .

Seja S um subconjunto arbitrário de um R-módulo (à esquerda) M . Temos

que S está contido em pelo menos um submódulo de M , a saber, o próprio

M . Pelo lema anterior, temos que a intersecção de todos os submódulos de M

contendo S é um submódulo de M . Denotamos tal submódulo por N , isto é,

N =
⋂

i∈I

Ni, onde Ni é um submódulo de M tal que S ⊆ Ni, para todo i ∈ I.

Este submódulo N é chamado o submódulo de M gerado por S. No caso

em que N = M , dizemos que S é um conjunto de geradores de M e que

M é gerado por S.

Definição A.1.3. Seja S um subconjunto de um R-módulo (à esquerda) M .

Um elemento m do R-módulo (à esquerda) M é uma combinação linear

de elementos de S se, e somente se, existe um número finito de elementos

m1, . . . , mk ∈ S tais que

m =

k∑

i=1

αimi, com αi ∈ R, i = 1, . . . , k.
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Definição A.1.4. Consideremos M e N dois R-módulos à esquerda (à direita)

arbitrários. Uma aplicação f : M −→ N diz-se um homomorfismo de

R-módulos , se

(a) f(m+m′) = f(m) + f(m′) e

(b) f(αm) = αf(m)
(
f(mα) = f(m)α

)
,

para todos α ∈ R e m,m′ ∈M .

Exemplo A.1.2. A aplicação deR-módulos f : M −→ N , dada por f(m) = 0,

para todo m ∈ M é um homomorfismo de R-módulos, chamado homomor-

fismo nulo ou trivial .

Definição A.1.5. Um homomorfismo de R-módulos f : M −→ N diz-se

um monomorfismo (epimorfismo) se f for injetor (sobrejetor). Se f for

bijetivo, então dizemos que f é um isomorfismo e que os R-módulos M e N

são isomorfos (M ≃ N).

Proposição A.1.1. Sejam f : M −→ M ′ e g : M ′ −→M ′′ homomorfismos de

R-módulos. Então, h = g ◦ f : M −→M ′′ é um homomorfismo de R-módulos

e,

(a) se h é um monomorfismo, então f também o é,

(b) se h é um epimorfismo, então g também o é.

Definição A.1.6. Consideremos a seqüência (finita ou infinita) de R-módulos

e homomorfismos

· · · −→ X
f

−→ Y
g

−→ Z −→ · · · (A.1)

Esta seqüência é denominada semi-exata
(
exata

)
em Y se

Im(f) ⊆ Ker(g)
(
Im(f) = Ker(g)

)
.

Se a seqüência (A.1) é semi-exata (exata) em todo módulo, exceto nos

módulos extremos (caso existam), dizemos que a seqüência (A.1) é uma se-

qüência semi-exata (exata) .
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Definição A.1.7. Uma seqüência exata de homomorfismos de R-módulos, da

forma

0 −→ X
f

−→ Y
g

−→ Z −→ 0

é denominada seqüência exata curta .

Exemplo A.1.3. Sejam N um submódulo de um R-módulo M e
M

N
o

R-módulo quociente. Consideremos a inclusão i : N −→ M e a projeção

p : M −→
M

N
tal que p(m) = m = m+N . Temos que, Im(i) = N = Ker(p).

Assim, obtemos a seguinte seqüência exata curta

0 −→ N
i

−→M
p

−→
M

N
−→ 0 .

A.2 Complexos de (Co)cadeias

Definição A.2.1. Uma seqüência semi-exata de R-módulos e homomorfismos

da forma (decrescente)

C : · · · −→ Cn+1
∂n+1

−→ Cn
∂n−→ Cn−1 −→ · · · ,

com n ∈ Z, é chamada complexo de cadeias . Os homomorfismos

∂n : Cn −→ Cn−1 são denominados operadores bordos . Tal complexo é

usualmente denotado por C = (Cn, ∂n)
n∈Z

ou simplesmente C = (Cn)
n∈Z

.

O quociente Hn(C) :=
Ker(∂n)

Im(∂n+1)
é chamado módulo de homologia n-

dimensional de C e a coleção H∗(C) = {Hn(C)}n∈Z é denominada homo-

logia de C.

Exemplo A.2.1. Consideremos o seguinte complexo de cadeias

C : · · · −→ C3 = Z
∂3−→ C2 = Z

∂2−→ C1 = Z
∂1−→ C0 = Z −→ · · · ,

onde

∂n(x) =





0, se n é par;

kx, se n é ı́mpar,

para todos x ∈ Z e k ∈ Z, k > 1 (fixo). Assim,
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• se n é ı́mpar, então Ker(∂n) = {0} e Im(∂n+1) = {0} e dáı,

Hn(C) = {0};

• se n é par, então Ker(∂n) = Z e Im(∂n+1) = kZ. Portanto,

Hn(C) =
Z

kZ
≃ Zk.

Definição A.2.2. Uma seqüência semi-exata de R-módulos e homomorfismos

da forma (crescente)

D : · · · −→ Dn−1 δn−1

−→ Dn δn

−→ Dn+1 −→ · · ·

é chamada complexo de cocadeias . Neste caso, os homomorfismos

δn : Dn −→ Dn+1 são denominados operadores cobordos . Notação: D =

(Dn, δn)
n∈Z

ou simplesmente D = (Dn)
n∈Z

. O quociente Hn(D) :=
Ker(δn)

Im(δn−1)
é chamado módulo de cohomologia n-dimensional de D

e a coleção H∗(D) = {Hn(D)}n∈Z é chamada cohomologia de D.

Observação A.2.1.

(1) Observemos que a única diferença entre os complexos de cadeias e co-

cadeias, é a indexação por inteiros, ou seja, um complexo de cadeias é

indexado por inteiros na ordem decrescente enquanto que um complexo

de cocadeias é indexado por inteiros na ordem crescente.

(2) Um complexo de cadeias pode ser visto como um complexo de cocadeias

e reciprocamente. Mais precisamente, dados um complexo de cadeias

C = (Cn)n∈Z e um complexo de cocadeias D = (Dn)n∈Z. Então,

C=(Cn:= C−n)n∈Z e D=(Dn:= D−n)n∈Z serão complexos de cocadeias

e cadeias, respectivamente.

(3) Como a cohomologia de um grupo é a cohomologia de um complexo de

cocadeias especial, nos dedicaremos mais ao estudo de resultados para

complexos de cocadeias. Resultados similares aos apresentados, também

são válidos para complexos de cadeias.
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(4) Dado um complexo de cocadeias C, denotamos Ker (δn) por Zn(C) e

Im (δn−1) por Bn(C).

Definição A.2.3. Sejam

C : · · · −→ Cn−1 δn−1

−→ Cn δn

−→ Cn+1 −→ · · · e

D : · · · −→ Dn−1
eδn−1

−→ Dn
eδn

−→ Dn+1 −→ · · · ,

complexos de cocadeias. Um homomorfismo de grau 0 ou aplicação de

cocadeias f : C −→ D é uma famı́lia de homomorfismos de R-módulos

f = {fn : Cn −→ Dn, n ∈ Z} , tais que δ̃n ◦ fn = fn+1 ◦ δn, para todo n ∈ Z.

Exemplo A.2.2.

(1) Se C é um complexo de cocadeias, a aplicação id : C −→ C, dada pela

famı́lia

id = {idn : Cn −→ Cn, n ∈ Z},

de homomorfismos identidade idn dos módulos Cn, isto é, idn(x) = x,

para todo x ∈ Cn é uma aplicação de cocadeias, denominada homo-

morfismo identidade e denotada por id : C −→ C.

(2) Dados C e D complexos de cocadeias, a aplicação f : C −→ D, tal

que fn : Cn −→ Dn é o homomorfismo trivial para todo n ∈ Z, é

uma aplicação de cocadeias, denominada homomorfismo trivial do

complexo C no complexo D. Denotamos tal homomorfismo por f = 0.

Proposição A.2.1. Seja f : C −→ D uma aplicação de cocadeias. Então,

fn [Zn(C)] ⊆ Zn(D) e fn [Bn(C)] ⊆ Bn(D).

Definição A.2.4. Dada uma aplicação de cocadeias f = (fn) : C −→ D,

temos induzido, para cada n ∈ Z, um homomorfismo

Hn(f) : Hn(C) −→ Hn(D),

tal que a cada x = x+Bn(C) ∈ Hn(C) associaHn(f)(x) := fn(x)+Bn(D). Tal

homomorfismo é denominado homomorfismo induzido n-dimensional

de f .
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Proposição A.2.2.

(a) Consideremos id : C −→ C o homomorfismo identidade. Então, para

cada n ∈ Z, o homomorfismo induzido Hn(id) é o homomorfismo identi-

dade do módulo Hn(C), isto é, Hn(id) = idHn(C).

(b) Sejam C e D complexos de cocadeias. Se f : C −→ D é o homomorfismo

trivial, então Hn(f) : Hn(C) −→ Hn(D) é também um homomorfismo

trivial (de grupos), para todo n ∈ Z.

(c) Se f : C −→ D e g : D −→ E são homomorfismos de complexos de

cocadeias, então Hn(g ◦ f) = Hn(g) ◦Hn(f), para todo n ∈ Z.

Definição A.2.5. Sejam C =
(
Cn, δn

)
n∈Z

e D =
(
Dn, δ̃n

)
n∈Z

complexos de

cocadeias e f, g : C −→ D aplicações de cocadeias. Dizemos que f e g são

homotópicas se, e somente se, existe uma famı́lia de homomorfismo (de grau

−1) h = {hn : Cn −→ Dn−1, n ∈ Z} tal que

δ̃n−1 ◦ hn + hn+1 ◦ δn = fn − gn,

para todo n ∈ Z.

Para uma melhor compreensão da definição anterior, vejamos o diagrama

seguinte:

· · · // Cn−1 δn−1
// Cn δn

//

gn

��
fn

��
hn

xx
xx

{{xxx
x

Cn+1

hn+1
xx

x

{{xxx
x

δn+1
// Cn+2 // · · ·

· · · // Dn−1
eδn−1

// Dn
eδn

// Dn+1
eδn+1

// Dn+2 // · · ·

A famı́lia h é chamada homotopia (ou homotopia de cocadeias), entre

as aplicações de cocadeias f e g e denotamos por f ∼ g.

Proposição A.2.3. Sejam f, g : C −→ D aplicações de cocadeias. Se f é

homotópica a g, então Hn(f) = Hn(g), para todo n ∈ Z.

Definição A.2.6. Dizemos que um complexo de cocadeias C é contrátil se

existe uma homotopia de cocadeias entre idC e a aplicação nula. Tal homotopia

é denominada homotopia contrátil .
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Definição A.2.7. Uma aplicação de cocadeias f : C −→ D é denominada

uma equivalência de homotopia se existe uma aplicação de cocadeias

g : D −→ C tal que g ◦ f ∼ idC e f ◦ g ∼ idD. Neste caso, dizemos que

C e D são homotopicamente equivalentes .

Proposição A.2.4. Se C e D são complexos de cocadeias homotopicamente

equivalentes, então

Hn(C) ≃ Hn(D),

para todo n ∈ Z.

Demonstração.

Se f : C −→ D é uma equivalência de homotopia e g : D −→ C é tal que

g ◦ f ∼ idC e f ◦ g ∼ idD, então pela Proposição A.2.2 (a) e (c), obtemos que

Hn(g) ◦Hn(f) = Hn(g ◦ f) = Hn(idC) = idHn(C) e

Hn(f) ◦Hn(g) = Hn(f ◦ g) = Hn(idD) = idHn(D).

Portanto, Hn(f) é um isomorfismo, para todo n ∈ Z e
[
Hn(f)

]−1
= Hn(g).

A.3 Módulos Livres e Projetivos

Definição A.3.1. Seja S um conjunto qualquer. Um par (F, f), onde F é

um R-módulo e f é uma aplicação do conjunto S no R-módulo F , é chamado

R-módulo livre sobre S se para toda aplicação g : S −→M , onde M é um

R-módulo, existir um único homomorfismo h : F −→ M tal que a relação de

comutatividade h ◦ f = g é válida no seguinte triângulo:

F

∃! h���
�

�
S

f //__________

g ��?
??

??

M
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Exemplo A.3.1.

(1) Considerando S um conjunto unitário, temos que R é um R-módulo livre

sobre S.

De fato, sejam S = {s} e f : S −→ R dada por f(s) = 1. Qualquer que

seja

g : S = {s} −→ M

s 7−→ g(s) = x0 (x0 fixo),

basta definir h : R −→ M tal que h(1) = x0 e h(α) := α.h(1) = αx0,

com α ∈ R. Dáı, (h ◦ f)(s) = h[f(s)] = h(1) = x0 = g(s), ou seja,

h ◦ f = g, e tal h é único.

(2) Zp, p ∈ Z, p > 2 é um Zp-módulo livre, no entanto não é Z-módulo

livre.

O fato de Zp ser um Zp-módulo livre (sobre um conjunto unitário S)

segue diretamente do exemplo anterior.

Agora, temos que Zp não é um Z-módulo livre, pois caso contrário,

existiria S e f satisfazendo a Definição A.3.1, para F = Zp. Tomemos

M = Z e consideremos o diagrama

Zp

���
�

�
S

f //__________

g ��?
??

??
?

Z

Se f(s) = 0, para todo s ∈ S, basta considerarmos g : S −→ Z, com

g(s) 6= 0 para algum s ∈ S. Desta forma, não existe h : Zp −→ Z tal que

h ◦ f = g.

Agora, se f(s) = a 6= 0, para algum s ∈ S, basta tomarmos a aplicação

constante g : S −→ Z, com g(s) = n0 6= 0 (n0 fixo), para todo s ∈ S.

Também não existe h : Zp −→ Z tal que h ◦ f = g, pois se existisse tal

h, teŕıamos

0 = h(0) = h(p.a) = p.h(a) = p.h[f(s)] = p.g(s) = p.n0 6= 0,
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o que é uma contradição.

Portanto, temos que Zp não é Z-módulo livre.

Teorema A.3.1. Se o par (F, f) é um R-módulo livre sobre um conjunto S,

então f é injetiva e a imagem f(S) gera o módulo F .

Teorema A.3.2. (Unicidade) Se (F, f) e (F ′, f ′) são R-módulos livres sobre

um mesmo conjunto S, então existe um único isomorfismo κ : F −→ F ′ tal

que κ ◦ f = f ′.

Teorema A.3.3. (Existência) Dado um conjunto S, sempre existe um R-

módulo livre sobre S.

Segue dos resultados anteriores, que todo conjunto S determina essencial-

mente um único R-módulo livre (F, f). Como a aplicação f : S −→ F é inje-

tiva, podemos identificar S com sua imagem f(S). Dáı, S torna-se um subcon-

junto de F que gera o R-módulo F e podemos considerar f = i : S −→ F como

a aplicação inclusão. Assim, se F é livre sobre S, toda aplicação g : S −→M ,

onde M é um R-módulo arbitrário, se estende a um único homomorfismo

h : F −→ M . Este módulo F sobre R será referido como o módulo livre

sobre R gerado por S.

Definição A.3.2. Um R-módulo M é denominado livre se M é isomorfo a

um módulo livre sobre S, para algum S.

Proposição A.3.1. Se F é R-módulo livre sobre S, então F é isomorfo a uma

soma direta da famı́lia F = {Xs | s ∈ S}, onde Xs é o anel R considerado

como um módulo sobre si mesmo, isto é, F ≃
∑

s∈S

Xs.

Demonstração. [13], Corolário 4.4.

Teorema A.3.4. Todo R-módulo (à esquerda) é isomorfo a um quociente de

um R-módulo livre.
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Demonstração.

Seja M um R-módulo (à esquerda) arbitrário. Tomemos S um subconjunto

de M que gera M e consideremos o R-módulo livre F gerado por S. Dáı, a

aplicação inclusão i : S −→M se estende a um homomorfismo h : F −→M .

Como S = i(S) = h(S) ⊆ h(F ) ⊆ M e S gera M , temos que h(F ) = M .

Logo, h é um epimorfismo.

Portanto, pelo Teorema do Isomorfismo, temos que M ≃
F

Ker(h)
.

Definição A.3.3. Dizemos que um R-módulo (à esquerda) P é projetivo

se, para todo homomorfismo f : P −→ Y e todo epimorfismo g : X −→ Y

de R-módulos (à esquerda), existir um homomorfismo h : P −→ X tal que

g ◦ h = f , no seguinte diagrama

P

f
��

h

~~~
~

~
~

X g
// Y // 0 .

Proposição A.3.2. Todo R-módulo livre é projetivo.

Demonstração.

Seja F um R-módulo livre arbitrário, gerado por um conjunto S ⊆ F .

Consideremos um homomorfismo f : F −→ Y e um epimorfismo g : X −→ Y

de R-módulos (à esquerda), como no diagrama:

F

f
��

X g
// Y // 0

Como g é um epimorfismo e f(s) ∈ Y , para todo s ∈ S, temos que existe

xs ∈ X tal que g(xs) = f(s). Então, definamos k : S −→ X tal que k(s) = xs.

Logo, g[k(s)] = f(s). Como F é um R-módulo livre sobre S ⊆ F , temos

que k se estende a um único homomorfismo h : F −→ X.

S
i //

k
��

F
h

~~~
~

~
~

f
��

X g
// Y // 0
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Agora, seja u ∈ F . Assim, temos que u =

r∑

j=1

αjsj , com αj ∈ R e sj ∈ S,

j = 1, . . . , r. Então,

g[h(u)] =

r∑

j=1

αjg[h(sj)] =

r∑

j=1

αjg[k(sj)] =

r∑

j=1

αjf(sj) = f

(
r∑

j=1

αjsj

)
= f(u),

para todo u ∈ F . Logo, g ◦ h = f e assim temos que F é projetivo.

Observação A.3.1. A rećıproca da proposição anterior, nem sempre é verda-

deira. Por exemplo, Z é Z ⊕ Z projetivo, mas não é Z ⊕ Z livre.

A.4 Posto (Rank) de Módulos Livres

Sabemos que se M é um módulo gerado por S, então todo elemento de

M é uma combinação linear (não necessariamente única) de elementos de S.

Veremos que, quando M é módulo livre sobre S, a unicidade ocorre.

Definição A.4.1. Consideremos F = {m1, m2, . . . , mt} uma famı́lia finita de

elementos de um R-módulo M (à esquerda).

(a) Dizemos que F é linearmente dependente (l.d.), quando existem

escalares α1, α2, . . . , αt em R, não todos nulos, tais que

α1m1 + α2m2 + · · ·+ αtmt = 0 .

(b) Dizemos que F é linearmente independente (l.i.), quando os únicos

escalares α1, α2, . . . , αt, que satisfazem

α1m1 + α2m2 + · · ·+ αtmt = 0 ,

são todos nulos, isto é, α1 = α2 = · · · = αt = 0.

Definição A.4.2. Seja (mi)i∈I uma famı́lia arbitrária de elementos de um

R-módulo M .

(a) (mi)i∈I é linearmente dependente quando existir uma subfamı́lia fi-

nita linearmente dependente.
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(b) (mi)i∈I é linearmente independente quando existir uma subfamı́lia

finita linearmente independente.

Proposição A.4.1. Um R-módulo M é livre sobre um conjunto

S = {mi ∈ I} ⊆M se, e somente se,

(a) a famı́lia (mi)i∈I é linearmente independente.

(b) todo elemento m ∈M é combinação linear da famı́lia (mi)i∈I .

Qualquer famı́lia (mi)i∈I de elementos de M que satisfaz as condições (a)

e (b) anteriores é chamada de base (livre) do R-módulo livre M . Ou equiva-

lentemente,

(c) todo elemento de M pode ser representado unicamente como uma soma
∑
αijmij , com αij ∈ R quase todos nulos, ou seja, exceto um número

finito.

Demonstração. [16], Caṕıtulo I, Proposição 5.2.

Observação A.4.1. Uma base de um R-módulo livre M pode ser infinita.

Exemplo A.4.1.

(1) Se V é um espaço vetorial (sobre um corpo K) e B é uma base de V ,

então V é um K-módulo livre e B é uma base (livre) de V .

(2) Se R é um anel e n é um inteiro, n > 1, o produto cartesiano Rn é um

R-módulo livre. Uma base para Rn é dada por

S = {e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, 0, . . . , 1)}.

(3) Mais geralmente, se R é um anel e I é um conjunto qualquer, conside-

remos o submódulo R(I) de RI de todas as aplicações f : I −→ R tais que
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o conjunto {i ∈ I | f(i) 6= 0} é finito. Temos que R(I) é um R-módulo

livre, tendo por base S, a famı́lia (ei)i∈I definida por

ei(j) =





1, se i = j;

0, se i 6= j.

Notemos que, S é infinito se I é um conjunto infinito.

(4) O corpo Q dos números racionais, considerado como um Z-módulo, não

é livre. Observemos que se r =
a

b
e s =

c

d
são elementos de Q, então eles

são linearmente dependentes. Se r = 0, então 1.r + 0.s = 0. Se r 6= 0,

então (bc)r − (ad)s = 0, com ad 6= 0. Segue que se Q é um Z-módulo

livre, uma base livre de Q tem um único elemento.

Teorema A.4.1. Seja M um R-módulo livre. Se R é anel comutativo com

unidade, então todas as bases livres de M tem a mesma cardinalidade.

Demonstração. [20], Teorema 3.4 ou [3], Teorema 2, Caṕıtulo 2.

Observação A.4.2.

(1) No enunciado do teorema anterior, as bases não precisam ser necessari-

amente finitas.

(2) Se R não é comutativo, o resultado anterior pode não ser verdadeiro ([3],

p. 25).

(3) Em [17], é apresentada a prova do Teorema A.4.1 apenas para o caso em

que R é anel de integridade e M finitamente gerado (Teorema III.2.1).

Definição A.4.3. Seja M um R-módulo livre, com R anel comutativo com

unidade. Chamamos de posto (rank) de M e denotamos rankRM (ou, posto

M), ao cardinal de uma base livre de M . Se M é o módulo trivial, dizemos

que M tem posto 0.
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Observação A.4.3.

(1) Se V é um espaço vetorial sobre K, então rankKV = dimKV .

(2) Pode-se definir posto de um R-módulo livre sempre que o anel R tem

“Número de Base Invariante” (IBN), ou seja, se para todo R-módulo

livre M , duas bases quaisquer de M têm o mesmo cardinal ([20], p. 58).

Proposição A.4.2. Se M é um R-módulo (R anel comutativo) gerado por t

elementos, então M é isomorfo a um quociente de um módulo livre de posto t.

Demonstração. [3], Caṕıtulo 2, Proposição 2.

Proposição A.4.3. Se numa seqüência exata 0 −→ N
f

−→ M
g

−→ L −→ 0

o módulo L é livre, então M ≃ N ⊕ L. Em particular, se R é um anel

comutativo com unidade e 0 −→ R −→ M −→ L −→ 0 é uma seqüência

exata de R-módulos, com L livre, então rankRM = 1 + rankRL.

Demonstração. [17], Proposição II.5.5 e Corolário I, p. 65 ou [3], Caṕıtulo

2, Proposição 3.

Recordemos que um anel comutativo com unidadeR é denominado domı́nio

de ideais principais se:

(a) R é um domı́nio, isto é, R 6= 0 e se r e s são elementos não nulos de R,

então rs 6= 0,

(b) todo ideal I de R é principal, isto é, existe s ∈ R tal que

I = Rs = {rs | r ∈ R} = {sr | r ∈ R} = sR.

Como exemplos de domı́nios de ideais principais, temos:

(1) O anel Z dos inteiros é um domı́nio de ideais principais.

(2) Todo corpo K é um domı́nio de ideais principais.
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(3) K[x] o anel dos polinômios a uma variável com coeficientes em um corpo

K também é um domı́nio de ideais principais.

Proposição A.4.4. Sejam R um domı́nio de ideais principais e L um R-

módulo livre. SeN é um submódulo de L, entãoN é livre e rankRN 6 rankRL.

Demonstração. [20], Corolário 4.19.

Observação A.4.4. A prova da proposição anterior, no caso em que rankRL =

n <∞ é mais simples e pode ser encontrada em [17], Proposição III.3.1.

A.5 Produto Tensorial

A referência principal para esta seção é [20].

Definição A.5.1. Um produto tensorial de um R-módulo à direita M e

um R-módulo à esquerda N , é um par (T, f), onde T é um grupo abeliano

aditivo e f é uma aplicação R-biaditiva de M ×N em T , isto é,

(a) f(m+m′, n) = f(m,n) + f(m′, n),

(b) f(m,n+ n′) = f(m,n) + f(m,n′),

(c) f(mα, n) = f(m,αn),

para todos m,m′ ∈ M , n, n′ ∈ N e α ∈ R, e que satisfaz o seguinte problema

de diagrama universal: para todo grupo U e para toda aplicação R-biaditiva

g : M ×N −→ U

existe um único homomorfismo h : T −→ U que satisfaz a relação de comuta-

tividade h ◦ f = g no seguinte triângulo

T

∃! h���
�

�
M ×N

f //_______

g ��?
??

??

U
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Teorema A.5.1. (Unicidade) Se (T, f) e (T ′, f ′) são produtos tensoriais dos

mesmos R-módulos M e N , então existe um único isomorfismo κ : T −→ T ′

tal que κ ◦ f = f ′.

Demonstração. [20], Teorema 1.3.

Teorema A.5.2. (Existência) Sejam dois R-módulos arbitrários M e N .

Então, existe um produto tensorial de M e N .

Demonstração.

Consiste essencialmente em mostrar que o grupo abeliano T :=
F

L
, onde F

é o grupo livre (Z-módulo livre) que tem por base o conjunto M ×N e L é o

subgrupo gerado pelos elementos dos três tipos:

(m+m′, n)−(m,n)−(m′, n); (m,n+n′)−(m,n)−(m,n′); (mα, n)−(m,αn),

juntamente com a aplicação

f : M ×N −→
F

L

(m,n) 7−→ m⊗ n := (m,n) + L

satisfaz as condições da definição de produto tensorial ([20], Teorema 1.4).

Segue dos dois últimos resultados, que todo par de R-módulosM (à direita)

e N (à esquerda) determina essencialmente um único produto tensorial (T, f).

O R-módulo T é usualmente denotado por

M ⊗R N

e é chamado produto tensorial dos R-módulos M e N .

A aplicação f : M ×N −→ M ⊗RN é denominada aplicação tensorial .

Dados m ∈ M e n ∈ N , o elemento m ⊗ n := f(m,n) ∈ M ⊗R N é

denominado produto tensorial sobre R dos elementos m e n. Como

f(M × N) gera o grupo abeliano M ⊗R N , temos que todo elemento t de

M ⊗R N pode ser escrito na forma

t =

k∑

j=1

mj ⊗ nj ,
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onde mj ∈ M e nj ∈ N , j = 1, . . . , k.

Obviamente estas expressões dos elementos de M ⊗R N não são únicas,

pois (da biaditividade da f) segue que

(m+m′) ⊗ n = (m⊗ n) + (m′ ⊗ n); m⊗ (n + n′) = (m⊗ n) + (m⊗ n′) e

(mα⊗ n) = m⊗ αn,

para todos m,m′ ∈M , n, n′ ∈ N e α ∈ R.

Em particular, tomando α = 0 ou α = −1, obtemos que

0 ⊗ n = 0 = m⊗ 0 e (−m) ⊗ n = −(m⊗ n) = m⊗ (−n).

Observação A.5.1. (Produto tensorial sobre anéis comutativos)

Quando o anel R é comutativo, sabemos (Observação A.1.1 (3)) que todo

R-módulo à esquerda M tem uma estrutura natural de R-módulo à direita

(e reciprocamente). Logo, neste caso o produto tensorial M ⊗R N pode ser

definido considerando M e N como R-módulos à esquerda.

Ainda, f : M × N −→ T = M ⊗R N será uma aplicação bilinear e,

T = M ⊗R N será um R-módulo com α(m ⊗ n) = αm ⊗ n = m ⊗ αn, para

todos m ∈M , n ∈ N e α ∈ R ([13], Caṕıtulo I, Seção 7).

Proposição A.5.1. Seja R um anel (com unidade) com as estruturas naturais

de R-módulos à esquerda e à direita (Exemplo A.1.1 (1)). SeM é um R-módulo

à esquerda e N um R-módulo à direita, então

N ⊗R R ≃ N e R ⊗RM ≃ M.

Demonstração. [20], Teorema 1.12. Notemos que em R ⊗R M , α ⊗ m =

1α⊗m = 1⊗αm e o isomorfismo R⊗RM −→M será dado por 1⊗m′ −→ m′.

Similarmente para N .

Teorema A.5.3. Sejam f1 : M −→ M ′ um homomorfismo de R-módulos à

direita e f2 : N −→ N ′ um homomorfismo de R-módulos à esquerda. Existe

um único homomorfismo (de grupos) M ⊗R N −→M ′ ⊗R N
′, com m⊗ n 7−→

f1(m) ⊗ f2(n).
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Demonstração. [20], Teorema 1.5.

Definição A.5.2. A aplicação M ⊗R N −→ M ′ ⊗R N
′ que associa m ⊗ n a

f1(m) ⊗ f2(n) é denotada por f1 ⊗ f2 e é chamada produto tensorial dos

homomorfismos f1 e f2.

Proposição A.5.2.

(a) Se idM : M −→ M e idN : N −→ N são os homomorfismos idênticos de

R-módulos, então idM ⊗ idN = idM⊗RN : M ⊗R N −→M ⊗R N .

(b) Se M
f1
−→ M ′ g1

−→ M ′′ são homomorfismos de R-módulos à direita e

N
f2
−→ N ′ g2

−→ N ′′ são homomorfismos de R-módulos à esquerda, então

(g1 ◦ f1) ⊗ (g2 ◦ f2) = (g1 ⊗ g2) ◦ (f1 ⊗ f2).

Teorema A.5.4. Sejam M um R-módulo à direita e {Nν | ν ∈ J} uma famı́lia

de R-módulos à esquerda. Então, a aplicação

θ : M ⊗R

∑

ν∈J

Nν −→
∑

ν∈J

(M ⊗R Nν)

m⊗ (nν) 7−→ (m⊗ nν)

é um isomorfismo. Existe um isomorfismo similar se a soma direta é na primeira

variável.

Demonstração. [20], Teorema 2.8.

Teorema A.5.5. Se N é um R-módulo à esquerda e

X
f

−→ Y
g

−→ Z −→ 0

é uma seqüência exata de R-módulos à direita, então a seqüência (de grupos

abelianos)

X ⊗R N
f⊗idN

−→ Y ⊗R N
g⊗idN

−→ Z ⊗R N −→ 0

também é exata (ou seja, o “funtor” ⊗R N é exato à direita. Similarmente

M ⊗R é exato à direita).

Demonstração. [20], Teorema 2.10.
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A.6 O Grupo de Homomorfismos de R-módulos

Sejam M e N dois R-módulos (à esquerda) arbitrários e o seguinte conjunto

HomR(M,N)

de todos os homomorfismos do R-módulo M no R-módulo N .

Consideremos em HomR(M,N) a operação de adição (+), tal que para

todos φ, ψ ∈ HomR(M,N) é associado o homomorfismo

φ+ ψ : M −→ N

definido por (φ + ψ)(m) = φ(m) + ψ(m), para todo m ∈ M . Com esta

operação, HomR(M,N) torna-se um grupo abeliano e assim podemos vê-lo

como um Z-módulo (à esquerda).

Agora, para todos α ∈ R e φ ∈ HomR(M,N), consideremos a aplicação

αφ : M −→ N

dada por (αφ)(m) = α[φ(m)], para todo m ∈M . Se R for um anel comuta-

tivo, então podemos verificar que αφ é um homomorfismo e assim definimos

µ : R×HomR(M,N) −→ HomR(M,N)

(α, φ) 7−→ αφ

de maneira que HomR(M,N) seja visto como um R-módulo (à esquerda).

Definição A.6.1. O grupo abeliano HomR(M,N) é chamado grupo dos ho-

momorfismos de R-módulos e se R é um anel comutativo com unidade, o

R-módulo (à esquerda) HomR(M,N) é denominado módulo de homomor-

fismos do módulo M no módulo N .

Observação A.6.1. Caso R não seja comutativo, podemos garantir apenas

que HomR(M,N) é um grupo abeliano (Z-módulo).

A prova dos resultados seguintes podem ser vistos em [13], lembrando que

em nosso contexto, HomR(M,N) pode ser apenas grupo abeliano, ou em [20]

e [16].
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Proposição A.6.1. Se M é um R-módulo (à esquerda) qualquer, então a

aplicação

ρ : HomR(R,M) −→ M

φ 7−→ φ(1)

é um isomorfismo.

Agora, sejam f : M ′ −→ M e g : N −→ N ′ homomorfismos de R-

módulos (à esquerda) dados arbitrariamente, e consideremos (os grupos abeli-

anos) HomR(M,N) e HomR(M ′, N ′). Definamos a aplicação

h : HomR(M,N) −→ HomR(M ′, N ′)

φ 7−→ h(φ) = g ◦ φ ◦ f ,

para todo φ ∈ HomR(M,N).

O diagrama abaixo nos ajuda a compreender melhor a definição de h:

M
φ // N

g

��
M ′

f

OO

h(φ)
// N ′

É fácil ver que h é um homomorfismo. Tal homomorfismo será denotado

por Hom(f, g).

Em particular, considerando os homomorfismos identidade idM : M −→M

e idN : N −→ N , temos que

Hom(f, idN) : HomR(M,N) −→ HomR(M ′, N) é tal que

Hom(f, idN)(φ) = φ ◦ f

e

Hom(idM , g) : HomR(M,N) −→ HomR(M,N ′) é tal que

Hom(idM , g)(φ) = g ◦ φ.

É usual ainda denotar f∗:= Hom(f, idN) e g∗:= Hom(idM , g).
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Proposição A.6.2.

(a) Se idM : M −→ M e idN : N −→ N são os homomorfismos idênticos,

então

Hom(idM , idN) : HomR(M,N) −→ HomR(M,N)

é o homomorfismo idêntico de HomR(M,N).

(b) Se M ′′ f ′

−→ M ′ f
−→ M e N

g
−→ N ′ g′

−→ N ′′ são homomorfismos de

R-módulos (à esquerda), então

Hom(f ◦ f ′, g′ ◦ g) = Hom(f ′, g′) ◦Hom(f, g).

Corolário A.6.1. Se f : M ′ −→ M e g : N −→ N ′ são isomorfismos de

R-módulos (à esquerda), então

Hom(f, g) : HomR(M,N) −→ HomR(M ′, N ′)

também é um isomorfismo.

Teorema A.6.1. Se M =
∑

µ∈I

Mµ e N =
∏

ν∈J

Nν , então

HomR(M,N) ≃
∏

(µ,ν)

HomR(Mµ, Nν).

Teorema A.6.2. Sejam M um R-módulo (à esquerda) arbitrário e

X
f

−→ Y
g

−→ Z −→ 0 uma seqüência exata de R-módulos (à esquerda),

então a seqüência (de grupos abelianos)

0 −→ HomR(Z,M)
g∗

−→ HomR(Y,M)
f∗

−→ HomR(X,M)

é também exata, ou seja, o “funtor” (contravariante) HomR( ,M) é exato à

esquerda.

Demonstração. [20], Teorema 2.9 ou [13], Teorema 8.7.
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A.7 RG-módulos

Embora, em geral, R esteja indicando um anel com unidade, sempre que

nos referimos a RG-módulos, R indica Z ou Z2.

Definição A.7.1. Consideremos G um grupo multiplicativo, com elemento

neutro 1. Seja RG o R-módulo livre gerado pelos elementos de G (R = Z

ou Z2). Desta maneira, um elemento de RG é expresso unicamente na forma
∑

g∈G

αg.g, com αg ∈ R e αg = 0 para quase todo g ∈ G, ou seja, αg = 0 exceto

para um número finito de elementos g ∈ G.

Assim, podemos definir em RG as operações de adição e multiplicação,

respectivamente, da seguinte forma
(
∑

g∈G

αg.g

)
+

(
∑

g∈G

βg.g

)
=
∑

g∈G

(αg + βg).g

(
∑

g∈G

αg.g

)
.

(
∑

g′∈G

βg′.g
′

)
=
∑

g,g′∈G

(αg.βg′).(gg
′)

Desta forma, RG ganha uma estrutura de anel com unidade, e o denomi-

namos anel grupo.

Notação A.7.1.

(1) 1RG = 1R.1 (unidade do anel grupo RG).

(2) 1R.g := g ∈ RG.

Exemplo A.7.1. Se G = 〈t〉 ≃ Zn, temos que

RG = {α0 + α1t+ · · ·+ αn−1t
n−1 | αi ∈ R, i = 1, . . . , n− 1}.

Observação A.7.1. Dado um grupo G, podemos definir o homomorfismo

ε : RG −→ R

g 7−→ ε(g) = 1,

para todo g ∈ G e estender por linearidade. Temos que, ε é sobrejetor e é

denominado aplicação aumentação .
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Definição A.7.2. Consideremos G um grupo multiplicativo e M um conjunto

não vazio. Uma G-ação à esquerda sobre M é uma aplicação

υ : G×M −→ M

(g,m) 7−→ υ(g,m) := g.m

satisfazendo

(a) 1.m = m, para todo m ∈M ,

(b) (gg′)m = g(g′m), para todos g, g′ ∈ G e m ∈M .

Se M tiver estrutura de grupo aditivo, para que a G-ação (à esquerda)

sobre M preserve tal estrutura, além das condições (a) e (b) deve ser satisfeita

a seguinte condição:

(c) g(m+m′) = gm+ gm′, para todos g ∈ G e m,m′ ∈M .

Observação A.7.2.

(1) Equivalentemente, uma G-ação (à esquerda) sobre M é um homomor-

fismo

υ : G −→ Bij(M)

g 7−→ υ(g)
not.
= υg ,

tal que υg(m) := g.m, onde Bij(M) é o grupo das bijeções de M em M .

Neste caso, dizemos que M é um G-conjunto.

(2) Analogamente, podemos definir uma G-ação à direita sobre um conjunto

não vazio M , isto é, uma G-ação à direita sobre M é uma aplicação

υ : M ×G −→ M

(m, g) 7−→ υ(m, g) := m.g

satisfazendo

(a) m.1 = m, para todo m ∈M ,

(b) m(gg′) = (m.g)g′, para todos g, g′ ∈ G e m ∈M .
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(3) Dada uma G-ação à esquerda sobre um conjunto não vazio M , sempre

podemos definir, a partir dessa G-ação, uma G-ação à direita sobre M ,

para isto, basta considerarmos m.g := g−1.m.

Definição A.7.3. Uma G-ação (à esquerda) sobre M é denominada livre, se

a seguinte condição é verdadeira:

g.m = m, para algum m ∈M se, e somente se, g = 1.

Neste caso M é chamado um G-conjunto livre.

Definição A.7.4. Dada uma G-ação (à esquerda) sobre M , dizemos que ela

é trivial , se para todo m ∈M e todo g ∈ G, tivermos g.m = m.

Proposição A.7.1. Sejam G um grupo e M um conjunto não vazio. Então,

M é um RG-módulo (à esquerda) se, e somente se, M é um R-módulo (à

esquerda) munido de uma G-ação (à esquerda) sobre M . Vale também um

resultado similar para RG-módulos à direita.

Demonstração.

Seja M um RG-módulo (à esquerda). Temos que M é um R-módulo (à

esquerda), considerando α.m = (α.1)m, com α ∈ R e m ∈ M e podemos

definir uma G-ação (à esquerda) sobre M da seguinte forma

g.m = (1R.g)m.

Agora, se M é um R-módulo (à esquerda) e existe uma G-ação (à esquerda)

sobre M , então podemos ver M como um RG-módulo (à esquerda) da seguinte

maneira:
(
∑

g∈G

αg.g

)
.m :=

∑

g∈G

αg(g.m), onde αg ∈ R e m ∈M.

Corolário A.7.1.

(a) M é um ZG-módulo (à esquerda) se, e somente se, M é um grupo abe-

liano munido de uma G-ação (à esquerda).



A.7. RG-módulos 134

(b) M é um Z2G-módulo (à esquerda) se, e somente se, M é um Z2-módulo

(à esquerda) munido de uma G-ação (à esquerda).

Observação A.7.3. Segue dos corolários anteriores que todo Z2G-módulo (à

esquerda) é um ZG-módulo (à esquerda), mas a rećıproca obviamente não é

verdadeira.

Exemplo A.7.2.

(1) Todo R-módulo (à esquerda) M tem pelo menos uma estrutura de RG-

módulo (à esquerda). Para isto, basta considerarmos a G-ação trivial.

Neste caso, dizemos que M é um RG-módulo trivial . Em particu-

lar, todo grupo abeliano (Z-módulo) tem uma estrutura de ZG-módulo

trivial.

(2) Sejam G um grupo e P(G) o conjunto das partes de G. Vimos no Exem-

plo A.1.1 (3), que P(G) é um Z2-módulo (à esquerda). Agora, conside-

rando a multiplicação (à esquerda) por escalar

υ : G×P(G) −→ P(G)

(g, A) 7−→ g.A = {g.a | a ∈ A}

temos que υ é uma G-ação (à esquerda) sobre P(G) e portanto segue do

corolário anterior, que P(G) é um Z2G-módulo (à esquerda).

Proposição A.7.2. Todo RG-módulo à esquerda M tem também uma es-

trutura de RG-módulo à direita (induzida da estrutura anterior), e reciproca-

mente.

Demonstração. Basta considerarmos em M a G-ação à direita m.g := g−1.m

(ver Observação A.7.2 (3)).

Observação A.7.4. ([4], p. 55) Recordemos que o produto tensorial M⊗RN

foi definido quando M é um R-módulo à direita eN é um R-módulo à esquerda

(R anel com unidade). No caso em que R é um anel grupo RG (R = Z ou
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Z2), segue da proposição anterior que faz sentido (mesmo que RG não seja

comutativo) considerar o produto tensorial M ⊗RG N de dois RG-módulos à

esquerda (a relação fica gm⊗ n = m⊗ g−1n, ou ainda, gm⊗ gn′ = m⊗ n′ se

tomarmos n′ = g−1n).

Definição A.7.5. Seja m ∈M , onde M é um G-conjunto.

(a) A G-órbita de m, denotada por G(m), é o seguinte subconjunto de

M :

G(m) = {g.m | g ∈ G}.

(b) O estabilizador de m, denotado por Gm, é o seguinte subgrupo de G:

Gm = {g ∈ G | g.m = m}.

Proposição A.7.3. Consideremos X um G-conjunto livre e E um conjunto de

representantes para as G-órbitas em X. Então, RX, o R-módulo livre gerado

por X, é um RG-módulo livre com base E.

Demonstração.

Seja E = {xλ | λ ∈ Λ} um conjunto de representantes para as G-órbitas

em X. Assim,

RX = R

(
�

⋃

xλ∈E

G(xλ)

)
=
⊕

xλ∈E

R
(
G(xλ)

)
.

Como a G-ação é livre, para cada xλ temos que a aplicação

ϕλ : G −→ G(xλ)

g 7−→ ϕλ(g) = g.xλ

é uma bijeção. Assim, G é equipotente à G(xλ).

Portanto, R
(
G(xλ)

)
≃ RG.

Corolário A.7.2. Seja H um subgrupo de G. Consideremos G como um

H-conjunto livre, onde a H-ação é dada pela multiplicação dos elementos de
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H por elementos de G. Então, RG é um RH-módulo livre com base num

conjunto E de representantes para as classes laterais à direita Hg (órbita de

g ∈ G), isto é,

RG =
⊕

g∈E

(RH)g.

Demonstração. [25], Corolário 1.1.14.

A.8 Resoluções Padrão e Bar para RG-módulos

(à esquerda e à direita)

Definição A.8.1. Sejam R um anel com unidade e M um R-módulo (à es-

querda) arbitrário. Uma resolução de M sobre o anel R, ou uma R-

resolução de M é uma seqüência exata de R-módulos (à esquerda)

F : · · · −→ Fn+1
∂n+1

−→ Fn
∂n−→ Fn−1−→· · ·

a qual satisfaz as seguintes condições:

(a) F−1 = M ,

(b) Fn = 0, para todo n < −1.

De acordo com a definição dada acima, temos que uma R-resolução de M

é uma seqüência exata de R-módulos (à esquerda) da seguinte forma:

F : · · · −→ F2
∂2−→ F1

∂1−→ F0
ε

−→M −→ 0.

Definição A.8.2. A aplicação ε : F0 −→ M é chamada de aplicação au-

mentação . Se cada Fi é livre, dizemos que a resolução é livre. Se cada Fi é

projetivo, dizemos que a resolução é projetiva .

Notação A.8.1. ε : F −→ M denota uma R-resolução de M .
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Observação A.8.1.

(1) Toda resolução livre é projetiva.

(2) Se existir um inteiro n tal que Fi = 0, para i > n, dizemos que a

resolução tem comprimento no máximo n. Neste caso, escrevemos

simplesmente

0 −→ Fn −→ · · · −→ F0 −→M −→ 0 −→ · · · .

Proposição A.8.1. Todo R-módulo (à esquerda) M possui uma resolução

livre (e portanto, também projetiva pela Proposição A.3.2).

Demonstração. [13], Proposição 1.1, p. 124.

Nosso maior interesse são nas resoluções projetivas e livres de M = R (R =

Z ou Z2) sobre o anel RG, que são as utilizadas para definir cohomologia de

grupos. Apresentamos a seguir exemplos de resoluções livres (logo projetivas)

de R sobre RG (Padrão e Bar). As resoluções Padrão e Bar são essenciais para

nosso trabalho.

Exemplo A.8.1.

(1) Resolução Padrão.

Sejam G um grupo e Fn o R-módulo livre (R = Z ou Z2) gerado por Xn,

onde Xn é o conjunto das (n + 1)-uplas (g0, g1, . . . , gn) de elementos de

G.

Consideremos o complexo

· · · −→ Fn
∂n−→ Fn−1 −→ · · · −→ F2

∂2−→ F1
∂1−→ F0

ε
−→ R −→ 0 (A.2)

onde ∂n : Fn −→ Fn−1 é definida por

∂n(g0, g1, . . . , gn) :=
n∑

i=0

(−1)i(g0, . . . , gi−1, gi+1, . . . , gn)

not.
=

n∑

i=0

(−1)i(g0, . . . , ĝi, . . . , gn)
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e ε : F0 −→ R é definida por ε(g0) = 1R, definidas nos geradores e

estendidas por linearidade.

Temos que a G-ação livre sobre Fn é obtida da G-ação livre sobre Xn, que

é dada pela translação à esquerda, isto é, g.(g0, . . . , gn) :=

(g.g0, . . . , g.gn). Assim, pela Proposição A.7.3, temos que Fn = RXn

é um RG-módulo livre com base em um conjunto de representantes para

as G-órbitas em Xn.

Vejamos agora, que o complexo (A.2) é exato.

Consideremos F = Fi, com F−1 = R e hn : Fn −→ Fn+1 definida por:





hn(g0, . . . , gn) = (1, g0, . . . , gn), se n > 0;

hn(1R) = (1), se n = −1.

Neste caso, (A.2) será considerado como um complexo de R-módulos (à

esquerda), pois hn não é aplicação de RG-módulos (à esquerda).

Observemos que,

ε ◦ h−1 = idF−1

h−1 ◦ ε+ ∂1 ◦ h0 = idF0

hn−1 ◦ ∂n + ∂n+1 ◦ hn = idFn
, n > 1,

ou seja, h é uma homotopia entre idF e a aplicação nula.

Logo, ver Proposição A.2.3 e Observação A.2.1, as aplicações induzidas

na homologia coincidem, isto é, idHn(F ) = Hn(idF ) = Hn(0) = 0. Dáı,

para todo n, Hn(F ) = 0 e assim Ker(∂n) = Im(∂n+1). Portanto, o

complexo (A.2) é exato.

Desta forma, (A.2) é uma resolução livre de RG-módulos à esquerda

de R sobre RG, denominada Resolução Padrão .
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(2) Resolução Bar.

Consideremos na resolução anterior, como representante para a G-órbita

de (g0, . . . , gn) o elemento

g−1
0 .(g0, . . . , gn) = (1, g−1

0 .g1, . . . , g
−1
0 .gn) = (1, g′1, g

′
1g

′
2, . . . , g

′
1g

′
2 . . . g

′
n),

onde g′j := g−1
j−1gj, j = 1, . . . , n.

Denotemos um elemento (1, g1, g1g2, . . . , g1g2 . . . gn) de Fn por

[g1|g2| . . . |gn].

Tal notação será denominada notação bar .

Desta maneira, Fn é o RG-módulo livre à esquerda gerado pelos ele-

mentos [g1|g2| . . . |gn], e ∂n
(
[g1|g2| . . . |gn]

)
=

n∑

i=0

(−1)idi
(
[g1|g2| . . . |gn]

)
,

com

di
(
[g1|g2| . . . |gn]

)
=





g1[g2| . . . |gn], se i = 0;

[g1| . . . |gi−1|gigi+1|gi+2| . . . |gn] , se 0 < i < n;

[g1| . . . |gn−1] , se i = n.

Sendo F0 gerado por (1) temos, na notação bar, que F0 é o RG-módulo

livre gerado pelo śımbolo [ ] e assim F0 ≃ RG.

Por exemplo,

∂3

(
[g1|g2|g3]

)
= d0

(
[g1|g2|g3]

)
− d1

(
[g1|g2|g3]

)
+ d2

(
[g1|g2|g3]

)
−

−d3

(
[g1|g2|g3]

)

= g1[g2|g3] − [g1g2|g3] + [g1|g2g3] − [g1|g2] ,

∂2

(
[g1|g2]

)
= g1[g2] − [g1g2] + [g1] e

∂1

(
[g1]
)

= g1[ ] − [ ].

Quando a notação bar é usada, denominamos a Resolução Padrão por

Resolução Bar .
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(3) Resoluções Padrão e Bar para RG-módulos à direita ([19], 11.3.6).

Podemos de forma similar, definir/construir resoluções Padrão/Bar con-

siderando RG-módulos à direita. A resolução Bar à direita será útil no

Caṕıtulo 3 para a prova do Teorema 3.3.1.

• A Resolução Padrão é similar à dada em (1): Fn e ∂n sã definidos de

modo análogo, no entanto, a G-ação agora é dada pela translação à

direita, isto é, (g0, . . . , gn)g := (g0.g, . . . , gn.g).

• Para obter a Resolução Bar, consideremos como representante para a

G-órbita de (g0, . . . , gn) o elemento

(g0, . . . , gn).g
−1
n = (g0.g

−1
n , . . . , gn−1g

−1
n , 1)

= (g′1 . . . g
′
n−1g

′
n, . . . , g

′
n−1g

′
n, g

′
n, 1),

onde g′j := gj−1.g
−1
j , j = 1, . . . , n.

A notação bar [g1| . . . |gn−1|gn] indicará o elemento

(g1 . . . gn−1gn, . . . , gn−1gn, gn, 1) de Fn .

Deste modo Fn será um RG-módulo livre à direita, gerado pelos elemen-

tos [g1| . . . |gn−1|gn] e os operadores bordos ∂n são definidos da seguinte

maneira:

∂n
(
[g1|g2| . . . |gn]

)
=

n∑

i=0

(−1)idi
(
[g1|g2| . . . |gn]

)

= [g2| . . . |gn] +
n−1∑

i=1

(−1)i[g1| . . . |gi−1|gigi+1|gi+2| . . . |gn]+

+(−1)n[g1| . . . |gn−1]gn .

Assim,

• ∂1

(
[g]
)

= [ ] − [ ]g,

• ∂2

(
[g1|g2]

)
= [g2] − [g1g2] + [g1]g2,
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• ∂3

(
[g1|g2|g3]

)
= [g2|g3] − [g1g2|g3] + [g1|g2g3] − [g1|g2]g3.

Verifiquemos para ∂2:

∂2

(
[g1|g2]

)
= ∂2

(
(g1g2, g2, 1)

)
= (g2, 1) − (g1g2, 1) + (g1g2, g2)

= [g2] − [g1g2] + [g1]g2.

Exemplo A.8.2.

(1) Seja G = 〈t〉 ≃ Z. Consideremos a seguinte seqüência

0 −→ RG
∂

−→ RG
ε

−→ R −→ 0 (A.3)

onde ∂ é a multiplicação por (t−1) e ε é a aplicação aumentação, isto é,

∂

(
∑

i

αit
i

)
= (t− 1)

(
∑

i

αit
i

)
=
∑

i

(αit
i+1 −αit

i) =
∑

i

(αi−1 −αi)t
i

e ε

(
∑

i

αit
i

)
=
∑

i

αi .

Então, (A.3) é uma resolução livre de R sobre RG ([4] ou [25], 1.5.3 (2)).

(2) Seja G = 〈t〉 ≃ Zn. Consideremos a seqüência

· · · −→ RG
t−1
−→ RG

N
−→ · · ·

N
−→ RG

t−1
−→ RG

ε
−→ R −→ 0 (A.4)

onde ε é a aplicação aumentação, (t− 1) e N denotam, respectivamente,

a multiplicação por t−1 e 1+ t+ · · ·+ tn−1. Podemos verificar que (A.4)

é uma resolução livre de R sobre RG
(
[4] ou [25], 1.5.3 (3)

)
.

Lema A.8.1. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Se ε : F −→ R

é uma resolução projetiva de R sobre RG, então ε : F −→ R também é

uma resolução projetiva de R sobre RH se consideramos cada Fn como um

RH-módulo com a H-ação induzida da G-ação (por “restrição de escalares”).

Proposição A.8.2. (Unicidade de resoluções a menos de equivalência

de homotopia) Sejam ε : F −→ R e ε′ : F ′ −→ R resoluções projetivas de

R sobre RG. Então, existe uma aplicação de cadeias f : F −→ F ′ tal que

ε′ ◦ f = ε, única a menos de homotopia, e f é uma equivalência de homotopia.
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Demonstração.

Dadas ε : F −→ R e ε′ : F ′ −→ R resoluções projetivas de R sobre RG,

consideremos no diagrama abaixo, f−1 = idR.

F : · · · // F1
∂1 // F0

ε // R //

idR

��

0 // 0 // · · ·

F ′ : · · · // F ′
1

∂′
1 // F ′

0
ε′ // R // 0 // 0 // · · ·

Observemos que para n 6 −1 temos que ∂′n ◦ fn = fn−1 ◦ ∂n, pois

∂′n = ∂n = 0.

Como F ′ é exata, temos que Hn(F
′) = 0, para todo n > −1. Além disso,

Fn é projetivo para todo n > −1. Logo, por [4], Lema 7.4, temos que a famı́lia

f se estende a uma aplicação de cadeias f : F −→ F ′, única a menos de

homotopia e que preserva aumentação, isto é, ε′ ◦ f0 = idR ◦ ε = ε.

Agora, mostremos que f é uma equivalência de homotopia.

Por racioćınio análogo ao feito anteriormente, temos que existe

f ′ : F ′ −→ F , aplicação de cadeias tal que ε ◦ f ′ = ε′.

Dáı, f ′ ◦ f : F −→ F e idF : F −→ F são aplicações de cadeias que

estendem idR.

Logo, pela unicidade em [4], Lema 7.4, segue que f ′ ◦ f ∼ idF .

De maneira análoga, conclui-se que f ◦ f ′ ∼ idF ′.

Portanto, f é uma equivalência de homotopia.

Proposição A.8.3. Sejam ε : F −→ R e ε′ : F ′ −→ R resoluções projetivas

de R sobre RG e T um funtor covariante (contravariante) aditivo. Então, os

complexos T (F ) e T (F ′) são homotópicos.

Demonstração.

Na demonstração da proposição anterior vimos que existem e são únicas,

aplicações de cadeias f : F −→ F ′ e f ′ : F ′ −→ F , preservando aumentação. E

mais, existem homotopias de cadeias h e h′ tais que f ′◦f
h
∼ idF e f ◦f ′ h

′

∼ idF ′.

Consideremos o seguinte diagrama
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· · · // F2
∂2 //

����

F1
∂1 //

����h1~~}}
}}

}}
}

F0

h0~~}}
}}

}}
}

����

ε // R // 0

· · · // F2 ∂2
// F1 ∂1

// F0 ε
// R // 0

Temos que, h ◦ ∂ + ∂ ◦ h = (f ′ ◦ f) − idF . Assim,

T (h ◦ ∂) + T (∂ ◦ h) = T (f ′ ◦ f) − T (idF ).

Se T é covariante, então T (h)◦T (∂)+T (∂)◦T (h) = T (f ′)◦T (f)−idT (F ), ou

seja, T (h) é uma homotopia de cadeia entre T (f ′) ◦T (f) e idT (F ). De maneira

análoga, temos que T (h′) é uma homotopia de cadeia entre T (f) ◦ T (f ′) e

idT (F ′).

Portanto, T (f) é uma equivalência de homotopia entre T (F ) e T (F ′).

Analogamente, se T é contravariante também obtemos que T (f) é uma

equivalência de homotopia entre T (F ) e T (F ′).
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