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RESUMO

Modelos sigmoidais sdo utilizados para descrever curvas de crescimento em
forma de S, constituidos por funcdes reais limitadas, diferencidveis e definidas para
todos os valores reais. Uma funcdo sigmoide € monoténica, diferenciavel, possuindo
um unico ponto de inflexdo e derivada primeira com grafico em forma de sino. Dentre
as varias funcfes sigmoidais existentes, foram apresentadas cinco neste trabalho,
sendo a funcdo Logistica, de Gompertz, de Richards, de Morgan-Mercer-Flodin e de
Weibull. Estudou-se trés aplica¢gdes de func¢des sigmoidais, sendo estas aplicacdes a
analise da Atividade Metanogénica Especifica de Lodos Anaerdbios, a andlise cinética
de transformacdo de fase no estado soélido e a analise do numero de casos
acumulados de infectados de COVID-19 no Brasil durante o periodo de 25/02/2020 a
07/12/2021, sendo esta Ultima aplicacdo sob a hipétese que a taxa de infectados é
proporcional ao numero de suscetiveis e a disseminag&o no virus como uma fungéo

poténcia do tempo.

Palavras-chave: Fungdo Sigmoidal. Atividade Metanogénica Especifica. Lodos
Anaerobios. COVID-19.



ABSTRACT

Sigmoidal models are used to describe S-shaped growth curves, consisting of
limited real functions, differentiable and defined for all real values. A sigmoid function
is monotonic, differentiable, having a single inflection point and a first derivative with a
bell-shaped graph. Among the several existing sigmoidal functions, five were found in
this work, being the Logistic function, of Gompertz, Richards, Morgan-Mercer-Flodin
and Weibull. Three applications of sigmoidal functions were studied, these applications
being an analysis of the Specific Methanogenic Activity of Anaerobic Sludges, a kinetic
analysis of phase transformation in the solid state and the analysis of the number of
accumulated cases of COVID-19 infected in Brazil during the period from 25/02/2020
to 07/12/2021, the latter being applied under the assumption that an infected rate is
proportional to the number of susceptibles and the spread in the virus as a function of

time.

Keywords: Sigmoidal Function. Specific Methanogenic Activity. Anaerobic Sludges.
COVID-109.
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1. INTRODUCAO

Em geral, dados empiricos de crescimento sédo representados em um grafico
de dispersédo de uma variavel dependente como funcéo do tempo t. Além de alguma
flutuacéo aleatoria, o0 crescimento segue uma curva teérica suave nao linear, baseada
em consideragdes tedricas do fendmeno de crescimento em estudo. Essa curva de
crescimento teorica, geralmente é assumida como pertencente a uma conhecida
familia paramétrica de curvas Y = f(t,0) , sendo o principal objetivo a estimacao do
vetor de parametros. Na verdade, cada curva de crescimento pode ser resumida pelas

estimativas de seus parametros.

Para muitos tipos de dados de crescimento, a taxa de crescimento nao diminui
constantemente, mas em vez disso, aumenta até um maximo antes de diminuir
continuamente para zero. Isto é caracterizado por uma curva de crescimento em forma

de S, denominada curva sigmoidal.

Um modelo sigmoidal é constituido por uma fungcdo sigmoidal, em que os
parametros aparecem de forma néo linear e por uma componente aleatoria para a

qual supbe-se uma distribuicdo de probabilidade.

Modelos sigmoidais tém aplicacdes em diferentes areas do conhecimento,
sendo bastante utilizados na andlise de dados de curvas de crescimento em estudos
de epidemiologia, agronomia, quimica, engenharia, redes neurais, ciéncias
biomédicas etc. S&o utilizados para descrever processos cuja relacdo entre uma
variavel resposta Y e uma variavel explicativa x se da segundo uma curva que
apresenta uma taxa de crescimento aumentando a partir de um dado ponto inicial até
atingir o ponto de inflexdo e, em seguida diminuindo até a curva se aproximar,
assintoticamente de algum valor final, denominado em algumas aplicacées por

capacidade suporte.

Nas aplicagcbes os parametros de um modelo ndo linear sdo estimados
empregando-se a metodologia da regressao néo linear. Estatisticamente, um modelo
de regresséo nao linear, descreve alguma quantidade relacionada a distribuicéo de

probabilidades da variavel aleatoria resposta Y como uma func¢do néo linear, isto €
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Yi =f(xl,9)+ &

sendo Y; a i-ésima observacao da variavel resposta correspondente a i-€sima variavel
explicativa xi e um vetor de pardmetros. A variavel explicativa x na maioria das vezes
é o tempo, a funcéo f(x, 8), € o componente deterministico do modelo, que no caso
deste trabalho € uma funcdo sigmoidal e g (componente aleatério) sdo variaveis
aleatorias independentes com distribuicdo normal de média zero e variancia constante
em (RATKOWSKY, 1983), (SEBER e WILD, 2003)

Uma funcao sigmoidal é caracterizada por alguns comportamentos especificos,
como ser crescente em todo o seu intervalo t ou x do dominio, que também deve ser
t = 0. Em seu gréfico, ndo ha pontos extremos, apenas um ponto de inflexdo. Até este
ponto, a derivada de 1% ordem € crescente, mostrando uma taxa de crescimento
aumentando e o grafico tem concavidade voltada para cima. Apés o ponto de inflexdo,
a derivada de 12 ordem é decrescente, indicando que a taxa de crescimento diminui e
o gréfico revela uma concavidade voltada para baixo. Ha também sempre uma
assintota horizontal representando um valor que limita os valores obtidos da variavel
dependente, no eixo y. Estas caracteristicas formam uma curva que parece estar em
formato de “S”. (SEBER e WILD, 2003)

Na Figura 1 esta representada uma curva sigmoidal. O ponto em destaque (t,
y;) € 0 ponto de inflexdo. A linha em a delimita o valor final da assintota. Na curva da
derivada da funcdo sigmoidal, € possivel notar que o ponto onde a derivada é maxima

corresponde exatamente ao ponto de inflexao.

Neste trabalho serdo estudadas as fungbes sigmoidais mais comumente
utilizadas, que sao a fungdes: Logistica, Gompertz, Richards, Morgan-Mercer-Flodin
(MMF) e Weibull. (SEBER e WILD, 2003)

1.1. Modelos de Crescimento Sigmoéide

Uma funcdo sigmoidal é caracterizada por alguns comportamentos, como ser
crescente em todo o seu intervalo t ou X, que também deve ser t > 0. Em seu grafico,

nao ha pontos extremos, apenas um ponto de inflexdo. Até este ponto, a derivada de
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12 ordem € crescente, mostrando uma taxa de crescimento aumentando e o grafico
tem concavidade voltada para cima. Apos o ponto de inflexdo, a derivada de 12 ordem
é decrescente, indicando que a taxa de crescimento diminui e o gréafico revela uma
concavidade voltada para baixo. H4 também sempre uma assintota horizontal
representando um valor que limita os valores obtidos da variavel dependente, no eixo

y. Estas caracteristicas formam uma curva que parece estar em formato de “S”.

Figura 1 - Grafico da Funcéo sigmoidal e sua derivada

y
a s -
Sigmoidal
Derivada
tq ) t

Fonte: (CAPELA, 1999)

Na Figura 1 esta representada uma curva sigmoidal. O ponto em destaque (t;,
y1) € o ponto de inflexdo. A linha em a delimita o valor final da assintota. Na curva da
derivada da fungdo sigmoidal, é possivel notar que o ponto onde a derivada é maxima

corresponde exatamente ao ponto de inflexao.
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1.1.1. Funcéao Logistica

Segundo (GUTFREUND, 1995), a funcéo logistica foi formulada para o estudo
descritivo do crescimento populacional humano. Ele supds que a taxa de crescimento
€ proporcional ao produto do tamanho da populacdo no instante t pela diferenca entre
esse valor e a populacdo maxima. Essa funcdo tem sido largamente utilizada na
descricdo de crescimento populacional de animais, vegetais e microbios. (CAPELA,
1999)

ay _ky(a—y) @
dt a

y=0

Sendo que y = y(t) € o tamanho da populacdo no instante t, e « € o tamanho
maximo que a populacdo pode atingir. A Equacédo (1) é equivalente a seguinte

expressao:

Integrando, obtém-se:

Y
a—-y

In =kt+C

Sendo C a constante de integracdo. Definindo que em t = 0 o tamanho da

populacao seja y0, obtém-se o valor de C:

y0
a—y0

C=1In
Substituindo na equacéao e rearranjando os termos, obtém-se a fungéo logistica
da seguinte forma:

__* (2
y(®) = 1+ Be 7t
t=>0

a > 0,para haver crescimento
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a = valor limitante da assintota horizontal

1.1.1.1. Propriedades da funcédo

Para a funcéo logistica, da Equacao (2), tem-se

I ¢
im——— =q
t-o 1 + ,Be‘Vt

Se t > o, y—>a. O que faz coincide com a definicdo de a apresentada

anteriormente.
Set=0,y= ﬁ. Supondo que a > 0, para haver crescimento:

a

0<
1+p

<a

Desigualdade que é satisfeita se g > 0

A derivada de 12 ordem da func¢éo logistica esta representada na Equacao (3),

que serd sempre positivase y > 0, a > 0 e f > 0, portanto, sempre crescente:

dy  afye™* 3
dy (1+ Be7rt)?2

A derivada de 22 ordem da funcéo logistica esta representada na Equacao (4)

d’y —apy’e™'(1—Be™"") 4)
dt? 1+ perH)3

Esta equacéo se anula para

1—ﬁe‘Vt=00ut=%lnﬁ
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Para este valor de t, a derivada de 32 ordem é diferente de zero, indicando o
ponto de inflexdo, que possui as coordenadas:

t—ll 1_a (5)

Nota-se que a coordenada do ponto de inflexdo sera sempre metade do valor
limitante a, e que as abscissas do ponto de inflexdo serdo negativas para 0 < f < 1,

zero para § = 1 e positivas para § > 1.

O sinal da derivada de 22 ordem dada pela Equacao (4) depende do sinal de

(1 — Be™Y). Para melhor andlise, podemos colocar a expresséo da equacéo de outra
forma. Derivando a (3, temos:

d’y vy

dy
Pl Gl

Se a, f e y séo positivos, a 12 derivada Equacéo (3) € positiva e o sinal da 22

derivada depende somente de a — 2y. Portanto:

d?y
dt?

>Osey<%out<t1

d?%y
dt?

=0sey=-out=t

d?y
dt?

<Osey>%out>t1

Entdo, se t < t; a funcdo logistica tem concavidade voltada para cima, e se t >
t1 tem concavidade voltada para baixo.

Portanto, nota-se que o grafico da fungéo logistica para t > 0, chamado de
curva logistica, tera a forma de S quando a >0, >1ey >0. Se 0 <f <1 seria
necessario que t < 0 para que a curva possua forma de S. Segundo (SEBER e WILD,

2003), o parametro y atua como um parametro de escala em t, e, dessa forma,

. . . d
influencia na taxa de crescimento d—i’.
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1.1.2. Funcéo de Gompertz

Segundo (AGUIAR, S. e RODRIGUES, 1988), em 1825 o biofisico Benjamin
Gompertz prop0s a equacdo em um trabalho sobre mortalidade humana:

(6)
& —kt
I Aye

Esta equacéo diferencial representa a taxa de variagéo da funcdo dependente
do tempo y = y(t). Gompertz em seu trabalho mediu a mortalidade, mas ha diversas

outras aplica¢des, como por exemplo, crescimento. A Equacéo (6) é equivalente a:

dy
y

= Ae kdt + C
A constante de integracdo pode ser obtida no instante t = 0, obtendo y,:

A
C=E+lny0

Substituindo o valor da constante e rearranjando, temos que:

y =qe P (7)

A
Ondeazyoei,ﬁzgeyzk

1.1.2.1. Propriedades da fungéo

Para a funcéo de Gompertz - Equacéo (7) -, podemos aplicar o limite:

) _Be-Vt
lim ae e =a

t—oo

Sabe-se que y = a corresponde a uma assintota horizontal que, assim como

na funcéo logistica, representa um valor limitante paray.

Quando t = 0, temos que y = ae~#. Como este valor na origem deve estar

entre 0 e a, ou seja, 0 < ae P < @ ou 0 < e P < 1, entdo deve-se ter g > 0.
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A derivada de 12 ordem da funcéo de Gompertz é:

% = Byye™"* ©
Esta equacédo é sempre crescente se y > 0, poisa >0e 8 > 0.
A derivada de 22 ordem da funcdo de Gompertz é:
d*y 9)

Frin —py*ye "' (1 — Be™")

A derivada de 22 ordem se anula para:
1
1—Be " =0-t= ;ln/j

Para este valor de t, a 32 derivada é diferente de zero. Entdo, a funcdo de
Gompertz possui um ponto de inflexdo em que as suas abscissas serdo negativas

para 0 < f < 1, zero para f = 1 e positivas para > 1, e as ordenadas:

1 B (10)
t; = ;ln,[i’ ey, =ae ! =0,368a

Analisando a 22 derivada da funcdo de Gompertz, coma >0,>0ey > 0,0
sinal da derivada depende apenas do fator (1 — fe*"), que é positivo para t > t,,

negativo para t < t; e zero para t = t,. Portanto:

d?y
F>0$€ t<ty
d2
d—tz=Ose t=1t;
d2
d—tz<Ose t>t

A funcdo de Gompertz tem concavidade voltada para cima se t < t; e para
baixo se t > t;. Assim, nota-se que quando t > 0, o grafico da funcdo de Gompertz
tem a forma de um S para a >0, f > 1 e y > 0. Como neste caso a ordenada do
ponto de inflexdo Equacao (10) é maior que a/2, ndo existe simetria em torno deste

ponto.
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1.1.3. Funcéao de Richards

A funcéo de Richards é definida pela EDO:

dy ky (11)
E_mam(a y™)

Onde y pode ser o peso de um organismo no tempo t, e a, k € m sao
constantes. Essa equacdo é na realidade uma generalizacdo da funcédo Logistica
gquando m = 1. Aplicando o limite na Equacao (11) tendendo a zero, chegamos na

equacdo de Gompertz.

Remanejando a Equacéao (11), temos:

dy _ kdt 40
yar—ym  mam "
Integrando e considerando m > 0, obtém-se:
@ (12)

y t=>0

T (4 Be 018’

Sendoﬁz%, y=k &§=m.

1.1.3.1. Propriedades da fungéo

Aplicando o limite na Equacéao (12), obtemos tlim y = a. Ou seja, neste caso a

também é uma assintota horizontal que limita o crescimento de y. A funcdo de

. a
Richardsemt =0 vale y = RPN

A ordenada tem origem entre 0 e a, para § > O:

a

0<—(1+ﬁ)1/6<a

As derivadas de 12 e 22 ordem da funcéo de Richards séo:
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t
d’y _aBy® (2)- B (14)
_ 2 —_Tf L=yt -yt 6) 2 _P oyt
- s ¢ AFpe)eTAFe™)

A funcéo de Richards sera sempre crescente se a derivada de 12 ordem for

positiva. Como a > 0 e > 0, deve-se obter% > 0.

A derivada de 22 ordem anula-se para:

B

1——e =0
68

Ou seja, t = %ln% e nesse instante a funcdo tem um ponto de inflexdo, ponto

em que a derivada de 32 ordem ndo se anula.
As coordenadas desse ponto de inflexdo sao:

1 B a (15)

t1=;lng €y1=m

Considerandoy >0 e § > 0, se 0 < 8 < 1, o ponto de inflexdo sera para t <
0, 0 que nédo é desejavel em funcdes sigmoidais. Ja se f > 1, o ponto de inflexdo sera
parat > 0. A derivada de 22 ordem sera positiva antes do ponto de inflexao e negativa
depois. Assim, o gréfico da funcéo de Richards quando t > 0 tera a formade S se a >
0,>1,y>0¢e 6§ >0.

A interpretacdo de y considera que ele atua como um fator de escala no tempo
t e, para valores fixos de §, age como um parametro de velocidade. (SEBER e WILD,
2003)

De acordo com a Equacéo (15), a ordenada do ponto de inflexao para « fixo é
uma variavel que depende de §, tornando assim a funcao flexivel. Essa ordenada do
ponto de inflexdo é uma proporcéo (1 + 6)Y/¢ de a, fazendo com que & controle a
forma da curva. Entretanto, nota-se que y, varia de ae™!, pois, aplicando limite a

Equacéao (15):

lim(1 + N =e e lim (1 + NS =1
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1.1.4. Funcao de Morgan-Mercer-Flodin
Em um estudo do fenémeno de saturacao, (HILL, 1912) sugeriu a funcao:

atd (16)
Cy+el

y

Sendo y a fracdo de saturacdo, a a fragdo méxima de saturacdo, x a
concentracdo, § a ordem cinética da fracdo de saturacdo em relacdo a x quando x se
aproxima de zero, e y uma constante do sistema. Essa funcao vale zero quando x =
0.

Entretanto, segundo (MORGAN, MERCER e FLODIN, 1975), a curva descritiva
da funcao geral de saturacdo deve interceptar o eixo das ordenadas em um ponto de
acordo com os dados experimentais, e ndo obrigatoriamente em y = 0. Sugeriram,
entdo, uma modificacdo da Equacgéo (16) com uma translacéo do eixo das ordenadas,

obtendo a Equacéo (17):

B +at? (17)
oy +td

Onde B é ovalor de y parat = 0. Os autores mostraram que diversas respostas
biol6gicas complexas nos animais em crescimento e maduros obedecem a cinética
de saturacdo em relacdo a quantidade de nutriente. Quando a Equacéo (17) € aplicada
ao fendbmeno nutricional, pode-se utilizar: y é a resposta observada do organismo,
como ganho de peso, concentracao de plasma de metabdlitos etc. a é o valor maximo
de resposta do organismo, a assintota horizontal. t é a quantidade de nutriente e 8 é
o valor da resposta quanto t = 0. § € a ordem cinética da resposta em relacédo a t

quando t se aproxima de zero e y € uma constante de nutricao.



21

1.1.4.1. Propriedades da funcédo

Aplicando o limite na Equacao (17), temos gimy = a. Assim, a é a resposta

maxima dos valores de y. Para t = 0 o valor da funcdo é y = 8, que deve estar

compreendidoem 0 < 8 < a.
As derivadas de 12 e 22 ordem da funcdo de Morgan-Mercer-Flodin séo:

dy yé(a-— pHtd-1 (18)
dt (v +t9)2

d’y  y8(a— Bty +tO)(y(6 — 1) — (6 + Dt°) (19)
dt> (y + t9)*

A derivada de 12 ordem sera positiva se y§ > 0, pois a > . lgualando a

derivada de 22 ordem a zero, tem-se:

t5:)/(6_1)
6+1

Que, para § > 1, da o ponto de inflexdo de coordenadas:

(y(c? - 1))”‘5 (8 —1) +B(S +1) (20)
1= e Y1 =

6+1 28

A ordenada desse ponto de inflexdo quando a e 8 séo fixos depende apenas
de 6. Como «a é o valor limitante de y e, parat = 0, y = 8, pode-se interpretar § como
um parametro que permite maior flexibilidade e define a forma da curva da funcéo de

Morgan-Mercer-Flodin.

Aplicando as restricbes 0 <f <a, y>0 e § >1, a fungcdo de Morgan-
Mercer-Flodin serd sempre crescente, tera forma de S com concavidade da curva

voltada para cimade t = 0 até t = t;, e apds isso, concavidade voltada para baixo.

Observa-se também que a ordenada do ponto de inflexao varia de g a #. Ou

seja,
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_a+f a—-p
= 26

Desde que § > 1,tem-separad - 1,y, = B, e,parad - o, y; = “zﬂ

1.1.5. Fungéo de Weibull

A partir da distribuicdo probabilistica de Weibull, (RATKOWSKY, 1983) obteve
a funcéao de Weibull:

y=a—(a—pRe "’ t>0 (21)

1.1.5.1. Propriedades da funcéao

Aplicando o limite na funcdo de Weibull, tem-se tlim y =a, sendo y = ¢ uma

assintota horizontal que limita o valor de y. Para t = 0, y = 8, que deve estar entre

0<p<a.

As derivadas de 12 e 22 ordem da funcdo de Weibull estdo apresentadas a

sequir:
d 22
D (- pyyoeiter @)
dZ (23)
d_t)zl = (a— B)ysto-2e77°(5 — 1 — y5t%)

A derivada de 22 ordem é sempre positiva se o produto y = § for positivo, ja que
(a —B) >0 e, nessas conducgdes, a funcdo de Weibull é crescente para t > 0. A
derivada de 22 ordem anula-se para 0s casos a seguir, com a restricdo de que § > 1:

1/8

6—1
§—1—yst° =0 t—_(—)
y ou 5

Como a derivada de 32 ordem da funcdo de Weibull ndo se anula para este

valor, entdo existe um ponto de inflexdo com as coordenadas:
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1/8

6—1 _(E)
= |— = —_ - o
ty [ s ] e yhv=a—(a—pe

(24)

A ordenada da Equacao (24) para a e S fixos varia com §, e, portanto, § é o
responsavel pela flexibilidade da fung&o, assim como nas func¢des de Richards e
Morgan-Mercer-Flodin. Aplicando o limite e fazendo § = 1 e § —» c em y; da Equacgéo

(24), obtém-se que essa ordenada varia entre f e a — (a — f)e1.

Analisando o sinal da derivada de 22 ordem da fung&o permite concluir que o

gréafico da funcéo de Weibull possui a forma de S.

No estudo da cinética de transformacao de fase no estado sélido, nota-se que
€ complicado trabalhar diretamente com os valores de velocidade de transformacéo,
ja que seria necessario determinar os valores de composicdo dos reagentes e
produtos em cada instante. O que é possivel se fazer é estudar a variacao de alguma
propriedade fisica do material com o tempo e tentar ajustar essa variacdo a algum

modelo cinético, empiricamente.

Por exemplo, a dureza y pode ser considerada como uma propriedade fisica

gue varia com o tempo na equacao de Johnson-Mehl-Avrami, mostrada a seguir:

=e7’ . y=a—(a—pe "

Onde B € o valor inicial da dureza, a é o valor da dureza quando o processo é
finalizado, ¢ indica o tipo de nucleacéo e y é uma constante de velocidade. Nota-se

que essa fungéo é a Equacéo (21).
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2. OBJETIVOS

2.1. Objetivo Geral

O objetivo deste trabalho foi realizar um estudo detalhado sobre as func¢oes
sigmoidais mais utilizadas em problemas de crescimento: Logistica, Gompertz,
Richards, Morgan-Mercer-Flodin (MMF) e a funcéo tipo Weibull. Sdo apresentadas
suas propriedades, principais caracteristicas e trés aplicacdes de interesse em
Engenharia e Epidemiologia.

2.2. Objetivos Especificos

Avaliar a aplicabilidade das funcdes sigmoidais em estudos de atividade
metanogénica especifica, cinética de processos do estado solido e na modelagem de

casos acumulados de COVID-19 no Brasil.
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3. METODOS

No desenvolvimento deste este trabalho foram utilizados alguns modelos de
funcBes sigmoidais e foi testador qual mais se adaptava as aplicacdes mencionadas.
A escolha do melhor modelo foi realizada de acordo com o que obtivesse melhor
coeficiente de determinacdo — R2 —, assim como menor valor para a soma dos

quadrados dos residuos, quando aplicavel.

As simulacdes dos céalculos foram feitas utilizando a linguagem de programacéo
R, utilizando o software “R x64 4.1.2”, e com estas simulacdes foi possivel obter os
resultados numéricos e visuais, pelos gréficos plotados. As linhas de programacao
estdo disponiveis nos anexos deste trabalho.
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4. FUNCOES SIGMOIDAIS

4.1. Fungéo Logistica

A funcao Logistica possui as caracteristicas apresentadas a seguir, e €
representada pela Figura 2. (CAPELA, 1999)

* expressao para a fungéo: y = t=0

1+Be-vt’
» condi¢des para ser sigmoidal em crescimento: « >0, f§ >1ey >0
* valor maximo: y = «

« valor na origem: y, = ﬁ

* ponto de inflexao: t; = %lnﬁ e Vv, =%
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Figura 2 - Grafico da Funcéo Logistica
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Fonte: Autor

Pode-se concluir que para valores fixos de a e 8, 0 inicio da funcdo no eixo
vertical ndo muda, a abscissa do ponto de inflexdo varia com o inverso de y, e a

ordenada permanece sempre a mesma, a meia altura de @, como podemos ver na

Figura 2.

4.2. Funcao de Gompertz

A funcdo de Gompertz possui as caracteristicas apresentadas a seguir, e €
representada pela Figura 3. (CAPELA, 1999)

* expressao para a fungéo: y = ae P t>0
 condi¢des para ser uma sigmoidal em crescimento: a >0, f>1ey >0

* valor maximo: y = «a
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- valor na origem: y, = ae #

« ponto de inflexdo: t; = ilnﬂ e y, =ae’ !

Figura 3 - Gréfico da Funcao de Gompertz
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Fonte: Autor

Observando-se as coordenadas do ponto de inflexdo, conclui-se que, também
na funcdo de Gompertz, para valores fixos de 8 a abscissa do ponto de inflexado varia
com o inverso de y e a ordenada se mantém, para a fixo, sempre na mesma altura. A

influéncia do parametro y no comportamento da funcdo € mostrada na Figura 3.

4.3. Funcao de Richards

A funcdo de Richards possui as caracteristicas apresentadas a seguir, e é
representada pela Figura 4. (CAPELA, 1999)



- t>0

* expressao para a fungao: y = (1+[3e—‘1’t)1/5'
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* condi¢des para ser sigmoidal em crescimento: « > 0, > 1,y >0ed§d >0

* valor maximo: y = «

* valor na origem: y, =

* ponto de inflexdo:t; = %ln%

%
(1+p)1/®

_ a
¢ Vo= g

Figura 4 - Gréfico da Funcéo de Richards
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Fonte: Autor

Observando o gréfico na

Figura 4, da funcéo de Richards, plotado com o mesmo valor na origem, valor

maximo e mesma ordenada no ponto de inflexdo, variando apenas o parametro y para

mostrar sua influéncia na abscissa.
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4.4. Funcéo de Morgan-Mercer-Flodin

A funcdo de Morgan-Mercer-Flodin possui as caracteristicas apresentadas a

seguir, e é representada pela Figura 5. (CAPELA, 1999)

[?y+0d:‘S
y+ts '’

>0

* expressao para a fungéo: y =

* condi¢bes para ser uma sigmoidal em crescimento: 0 < f <a, y>0ed >1
e valor maximo:y = a
* valor na origem: y, = f8

y(5—1))1/5 ey _ a(5-1)+B(5+1)

* ponto de inflex&o: t; = ( 571 0= 25
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Figura 5 - Gréafico da Funcédo de Morgan-Mercer-Flodin
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Fonte: Autor

Observando o grafico plotado na Figura 5, vé-se trés conjuntos de dados com
um mesmo valor na origem, valor maximo e y, mostrando apenas a flexibilidade da

funcdo de Morgan-Mercer-Flodin devido ao parametro §.

4.5. Funcao de Weibull

A funcdo de Weibull possui as caracteristicas apresentadas a seguir, e é

representada pela Figura 6. (CAPELA, 1999)

* expressao para a fungéo: y = a — (a — ,B)e‘yts, t=>0

» condicdes para ser sigmoidal em crescimento: a > 0,0 < f <a,y >0ed > 1
* valor maximo: y = «

+ valor na origem: y, = f8

_1\1/6 _(8-1
* ponto de inflexdo: t; = (%) e yo=a—(axa—pe ( 1 )
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Figura 6 - Grafico da Funcéo de Weibull

Fonte: Autor

Observando o gréafico plotado da Funcao de Weibull, notamos os trés conjuntos

de dados propostos com parametros de valor maximo, valor na origem e § constantes,

variando apenas y para ver como o parametro influencia na flexibilidade da funcao.
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5. APLICACOES

5.1. Atividade Metanogénica Especifica de Lodos Anaerdbios

Em um processo de digestdo anaerdbia, um processo bioldgico natural que
ocorre na auséncia de oxigénio molecular, a populacdo bacteriana realiza a
fermentacdo da matéria organica, que resulta em um biogas composto na maior parte
de metano e didxido de carbono. A busca detalhada pela explicacdo dos processos é
bastante complexa, e, por isso, busca-se um parametro chave que forneca as
informacBes necesséarias para analise, em lodos anaerdbios, da Atividade
Metanogénica Especifica - AME (BERTOLINO, CARVALHO e AQUINO, 2008),
(AQUINO, CHERNICHARO, et al., 2007), (PENNA, 1994), (SOTO, MENDEZ e LEMA,
1993).

A determinacdo da AME é feita em laboratorio, avaliando a capacidade das
bactérias metanogénicas em converter substrato organico em biogas, medindo a taxa
maxima de conversado de substratos especificos em metano por unidade de biomassa,
dado essencial ao processo. (FLORENTINO, BISCARO e PASSOS, 2010)

Para o teste da AME, é utilizada a quantidade de biomassa ativa expressa em
gramas de Solidos Volateis Totais (gSVT) e de substrato, expressa em gramas de
Demanda Quimica de Oxigénio (gDQO). Apds a definicdo destes parametros, é
seguido o protocolo do Programa de Pesquisa em Saneamento Basico (PROSAB)
para a realizacao deste teste, e assim pode-se avaliar a producédo de metano ao longo
do periodo do teste. O monitoramento continuo da producédo de metano nos frascos
no teste possibilita a obtencdo de dados que correlacionam o tempo (t) em horas e a

producédo cumulativa de metano (PCM) em mLy,, como representado graficamente
na Figura 7. A determinacédo da AME, em mLcy,/gSVTh, € feita utilizando a razéo entre
a taxa maxima de producéo de metano, em mlLcy, /h, € a quantidade inicial de

biomassa, em gSVT, presente no teste. (FLORENTINO, BISCARO e PASSOS, 2010)
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Figura 7 - Curva tipica de producdo cumulativa de metano (mL) na avaliagdo AME (Penna (1994))
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Fonte: (FLORENTINO, BISCARO e PASSOS, 2010)

Para a determinacdo da AME em gDQOy,/gSVTd, sua unidade usual, utiliza-
se a conversao de mLcy, €m gDQO¢y,/d por meio das equagées (25) e (26), sendo
Vcu, 0 volume de metano produzido, em L; T a temperatura operacional do reator, em
°C; K(T) o fator de correcdo para a temperatura operacional do reator, em gDQO/L;
P a pressdo atmosfética em atm; K a DQO correspondente a um mol de
CH, (64 gDQO/mol); R a constante universal dos gases (0,08206 atm.L/mol.°K).
(FLORENTINO, BISCARO e PASSOS, 2010).

v _ DQOc, (25)
KM
v — P (26)
®=rzm+1)

Em um teste da AME, (PENNA, 1994) analisou um lodo anaerébio com
25,16 gSTV /L, utilizando um frasco de 0,650 L, a concentragéo de solidos volateis no
substrato foi de 2,47 gSTV /L e a concentracdo de DQO testada foi de 2,64 gDQO/L,
mostrado na Tabela 1. (FLORENTINO, BISCARO e PASSOS, 2010)
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Tabela 1 - Producao cumulativa de metano (mL) na avaliacdo Atividade Metanogénica Especifica de
lodos anaerdbios

. Metano . Metano . Metano

Dias acumulado (mL) Dias acumulado (mL) Dias acumulado (mL)
0,000 0.0 0,963 81.5 2.480 303.5
0,021 0,0 1,005 86,5 2911 3475
0,042 0,0 1,078 97.5 3,036 365,5
0,083 1.5 1,120 102,5 3.161 385,5
0,125 3.5 1,169 109.5 3,349 401,5
0,170 6.0 1,211 116.,5 3453 412,0
0,208 8.0 1,253 121.5 3,880 4345
0,250 10,5 1,295 126,5 3932 440,5
0,295 14,5 1,395 140,5 4,015 4475
0,337 17,5 1,475 1525 4,098 454 4
0,382 21,0 1,871 201,5 4,202 460,5
0,445 28.0 1,954 2140 4,306 468.5
0,522 37.0 2,037 227.5 4,667 481,5
0,876 73.0 2,203 257.0

0,918 77.0 2,286 2700

Fonte: (PENNA, 1994)

5.1.1. Ajuste de Func¢des Sigmoidais

As funcdes sigmoidais podem ser utilizadas para descrever a producdo
cumulativa de metano na avaliacdo da AME de lodos anaerdbios. Como pode ser
observado na Figura 8, que representa um exemplo de uma funcdo sigmoidal, nota-
se que esta € crescente em todo o intervalo de tempo, ndo ha pontos extremos de
maximos e minimos relativos, mas h& o ponto de inflexao, que indica onde ocorre a
maior taxa de variacdo da funcdo sigmoidal. Até chegar neste ponto de inflexdo, a
curva possui concavidade para cima, e, portanto, derivada segunda positiva; no ponto
de inflexdo, apresenta derivada segunda nula; ap6s o ponto de inflexdo, a funcao
apresenta concavidade para baixo, com derivada segunda negativa; na sequéncia, a
funcéo cresce pouco e segue em uma assintota horizontal, f(t) = a. (FLORENTINO,
BISCARO e PASSOS, 2010)
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Figura 8 - Representacdo de uma funcéo sigmoidal f(t), de sua derivada df(t)/dt e o ponto de inflexdo
P(t;, f(t)
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Fonte: (FLORENTINO, BISCARO e PASSOS, 2010)

Para poder determinar a taxa maxima de variacdo de producdo de metano
utilizando a estimativa do ponto de inflexdo de modelos de regressdo néao-linear
ajustados aos dados observados, foram utilizadas as funcdes sigmoidais Logistica, de
Gompertz, Richards, MMF, Weibull e Boltzmann, ja apresentadas anteriormente. O
grafico que representa os resultados pode ser visto na Figura 9. (FLORENTINO,
BISCARO e PASSOS, 2010)

Figura 9 - Ajuste dos principais modelos de funcdes sigmoidais a producao cumulativa de metano

sem inibicédo
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Fonte: (FLORENTINO, BISCARO e PASSOS, 2010)
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Na Figura 10 sé&o apresentadas as estimativas e erros padrées aproximados
para 0s parametros e a soma dos quadrados dos residuos para os modelos de
regresséo ndo-linear. (FLORENTINO, BISCARO e PASSOS, 2010)

Figura 10 - Estimativas dos parametros, erro padrédo aproximado e soma dos quadrados dos residuos
para modelos de regresséo nao-linear

Estimativa dos Erro padrio Soma de quadrados
Modelo . . .
parimetros aproximado dos residuos
& =515.70 3.98
3 =195
Boltzman f?) 0,01 3993
y=099 0,02
4=-593.50 824
a = 53240 730
3 =279 ,
Weibull ’?) 1,40 5772
y=0.17 0,00
d=172 003
u‘.'i' = 573,30 11.41
p=-078 0,07
Richards . ' 745,7
¥ =0,60 0,03
d=-029 0,05
a = 685,00 20.36
3 =429
MMF € 1,80 960,10
y=T744 0,20
&=1,90 0,05
a =529,20 591
Gompertz ,5’ =415 0,08 13434
¥ =080 0.02
& = 47290 7.32
Logistico  f=21,52 1.83 7288.6
¥ =147 0.06

Fonte: (FLORENTINO, BISCARO e PASSOS, 2010)

Para a escolha do melhor ajuste, foi considerado como critério de decisao do

autor a sigmoide com o menor valor de soma de quadrados dos residuos, portanto, a
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funcdo de Boltzmann, em que § = —593,50; 8 = 1,95; y = 0,99; a« = 515,70. O ponto
de inflexdo desta curva é (1,95;218,95), ou seja, t; = 1,95d e y = 218,95 mL. Entao,

a taxa maxima de variacao da producdo de CH, € % = 149,87 mL. Assim, estima-se

o0 maximo da AME. (FLORENTINO, BISCARO e PASSOS, 2010)

AME = 93,35mLcy, /gSVT.d

Utilizando as equacdes (25) e (26), pode-se fazer a conversao de unidades,
resultando em 0,240 gDQO0cy, /gSTV.d (FLORENTINO, BISCARO e PASSOS, 2010)

Na Figura 11 foi plotado um gréfico que permite observar os dados
experimentais, o modelo de Boltzmann aplicado e a banda de confianca. E possivel
observar que o modelo de Boltzmann se aproximou bastante do conjunto de dados,
com uma banda de confianga muito préxima. Isso indica que o modelo se adaptou

bem, e pode representar a realidade.
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Figura 11 - Plotagem de grafico de atividade metanogénica especifica de lodos anaerdébios
destacando os pontos experimentais, aplicando Boltzmann e comparando com a banda de confianca
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Fonte: Autor

5.2. Processos Cinéticos do Estado Sdlido

De maneira geral, modelos de crescimento para a analise de processos
cinéticos do estado solido utilizam as fun¢des de MMF e Johnson-Mehl-Avrami (JMA),
sendo esta ultima baseada na ja estudada distribuicdo de probabilidade de Weibull,
com a mesma equacao final da fungdo de Weibull. Estas fun¢des de crescimento
podem ser aplicadas a diversos estudos de fendbmenos biolégicos e quimicos,
destacando-se na cinética de transformacdo de fase no estado solido. (CAPELA,
MAGNANI, et al., 2001)
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As funcdes de JMA e MMF séo apresentadas a seguir nas equacoes (27) e
(29), e suas reparametrizacdes com g = k% nas equacdes (28) e (30). (CAPELA,
MAGNANI, et al., 2001)

JMA y=a—(a—pe " @7)
y = a — (C{ —_ B)e_(kt)s (28)
MMF _,_ =8B (29)
y= 1+ ytS
e a—pf (30)
Y= T (ke)®

Estudando a cinética de transformacéo de fase no estado sélido, nota-se que
ndo é possivel obter diretamente a velocidade de transformacdo, uma vez que para
isto seria necessario determinar a composicdo dos reagentes e produtos a cada
instante. Assim, utiliza-se algum modelo cinético empirico relacionando a variacédo de
alguma propriedade fisica y do material como funcdo do tempo t. (CAPELA,
MAGNANI, et al., 2001)

Para este trabalho, a propriedade fisica y considerada foi a variagéo isotérmica
da microdureza da liga Cu-3% Al-5% Ag com o tempo t, descrevendo a variagcao
isotérmica utilizando as fun¢ées de MMF e JMA. (CAPELA, MAGNANI, et al., 2001)

Para as simulacdes, o modelo de regressao com erro aditivo ficou na forma y =
f(t,q) + e;, onde f é a funcdo do modelo (MMF ou JMA), e g é o vetor dos parametros,
sendo q = (a,b,g,d),ouq = (a,b,k,d). O método dos minimos quadrados consiste
em encontrar o valor q de estimativas de parametros que minimiza a soma dos
quadrados dos residuos dos valores experimentais em relacdo aos ajustados. Devido
ao fato de ser uma funcdo nao-linear, os valores ndo podem ser obtidos
explicitamente, necessitando do método iterativo de Gauss-Newton. (CAPELA,
MAGNANI, et al., 2001)

As medidas de variacao de dureza da liga Cu-3% Al-5% Ag com o tempo estéo

apresentadas na Tabela 2:
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Tabela 2 - Medi¢Ges de variacdo de dureza D (HV) da liga Cu-3% Al-5% Ag em relacao ao tempo t
(minutos) em cinco temperaturas

t D t D
300eC 3508C  4009C  450°C  5000C
1 76,5 1 75,4 83,3 75,3 75,4
3 76,8 3 75 83,9 75,5 75,7
16 76,4 5 76,5 83,2 76,5 77,4
50 77 8 76,8 83,8 76,9 84
100 77,1 12 75,1 84,3 77,8 87,7
115 77,5 16 76,4 85,5 78,1 89,9
145 77,6 20 75,5 84,8 78,5 92,5
160 77,9 25 75,4 85,4 797 96,7
280 77 30 76,2 85,8 80,1 100,1
335 80 35 74 86 80,1 100,3
340 80,7 10 76,1 87,4 84,6 105,3
370 81,6 50 75,8 88,9 87,2 108,9
415 81,9 60 76,7 89,2 90 110,2
500 85 80 75,5 92,1 903 110
520 88 100 75,9 97 91,3 110,3
535 90,4 120 76,5 110,3 96,7 109,8
550 93,8 150 77 117,3 100,6 110,1
600 95,1 180 78 124,3 105 1098
650 96,6 210 77,3 123,2 109,4 110,3
700 97,6 250 77,5 122,8 110,4 109,7
800 98,9 300 78,6 122,3 109,1 110,9
1000 99,1 350 79,8 122,6 110,4 110,5
1200 99,4 400 81,2 121,9 109,8 110,8
1400 99,2 500 94,3 122,4 110,2 109,4
1700 98,5 600 105 122,1 111,1 110,2
800 109,5 123,1 110,6 111,2
1000 111,5 121,4 110,2 110,9
1200 110 122,4 111 110,6

1500 111,2 121,6 109,2 109,8
2000 113,3 122,3 110,8 111,3

Fonte: (CAPELA, MAGNANI, et al., 2001)

Com os dados, foi possivel obter as estimativas para os parametros das
funcbes de JMA e MMF utilizando o método de Gauss-Newton, e as estimativas da

variancia de seus erros experimentais. Os resultados estdo na Tabela 3 e Tabela 4:



Tabela 3 - Estimativas dos parametros da funcao de JMA e estimativa da variancia (s2)

Temperatura 2C i B ¥ k & s*
300 99,014 77,17 1,109E-13 0,0018 4,72 1,12
350 111,01 76,08 6,239E-15 0,0019 5,22 1,08
400 122.5 84,9 3,725E-08 0,0083 3,57 1,65
450 110,64 75,91 0,001443 00,0084 1,37 1,99
500 110,45 74,37 0,01677 0,04 1,27 1,04

Tabela 4 - Estimativa dos pardametros da funcdo de MMF e estimativa da variancia (s2)

Fonte: (CAPELA, MAGNANI, et al., 2001)

Temperatura 2C i p y k B 5
300 99,5 77,39 1,439E-18 0,00198 6,6 1,47
350 111,48 76,17 7,.56E-20  0,00202 7,096 1,07
400 122,63 85,4 4,83E-13 0,00921 6,05 247
450 111,57 76,59 1,59E-04 0,011 1,94 3,13
s00 110,33 75,72 3,24E-02  0,0529 1,95 1,76

Fonte: (CAPELA, MAGNANI, et al., 2001)
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Os valores de erros relativos das estimativas dos parametros, definidos pela

razao entre o erro padrédo da estimativa e a estimativa, estdo na Tabela 5:



Tabela 5 - Estimativa dos erros relativos em porcentagem do modelo de MMF e JMA

Temperatura Parametro  NMF IMA
o 0,81 0,6
B 0,67 0,57
3ooec ¥ 843,85 404,31
k 2,02 1,64
& 9,56 10,23
o 0,7 0,41
B 0,44 0,34
350eC ¥ 1170,85 347,32
k 1,49 1,08
& B, 76 B, 73
o 0,39 0,31
B 0,56 0,54
4002C ¥ 686,38 197,12
k 2,06 1,82
& 11,72 8,95
o 0,65 0,42
B 0,93 0,93
4508C ¥ 93,75 54,55
k 5,81 4,31
& 10,41 8,32
o 0,32 0,23
B 1,28 1,27
5008C ¥ 54,63 32,11
k 4,61 3,65
] B,62 7,32

Fonte: (CAPELA, MAGNANI, et al., 2001)
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Comparando os residuos obtidos com as equacdes que utilizam y (equacdes

(27) e (29)) com as que utilizam k (equacdes (28) e (30)), nota-se que as formas que

utilizam k possuem erros relativos extremamente reduzidos.

Simulando os dados de processos cinéticos do estado sélido em uma rotina em

R, obtemos a Figura 12:
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Figura 12 - Plotagem de grafico da variacdo da dureza da liga Cu-3%AIl-5%Ag
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Fonte: Autor

Com esta simulacéo apresentada na Figura 12, podemos observar e comparar
o comportamento dos dados experimentais com a aplicagdo do modelo de Weibull, e
a banda de confianca. Pode-se concluir que o modelo consegue se adaptar bem ao

conjunto de dados, devido a banda de confianca estar com variacdo de até 5%.
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5.3. Pandemia da COVID-19 no Brasil

Em dezembro de 2019, a cidade de Wuhan, na China, anunciou o primeiro caso
conhecido de infeccdo pelo coronavirus da sindrome respiratoria aguda grave 2
(SARS-CoV-2), que causa a doenca COVID-19. Em 30 de janeiro de 2020, a
Organizacdo Mundial da Saude (OMS) classificou o surto da doenca como

Emergéncia de Saltde Publica de Ambito Internacional®.

Em 11 de marco de 2020, o surto da doenca foi declarado como pandemiaZ.
Desde entdo, mais de 270 milhdes de casos e mais de 5,7 milhdes de mortes foram
confirmadas em todo o mundo até dezembro de 2021.

O primeiro caso de COVID-19 no Brasil foi detectado em 26 de fevereiro de
2020, em um homem de 61 anos que voltou de uma viagem na Italia®. A primeira morte
pela doenga no pais foi no dia 12 de marcgo de 2020%. Até junho de 2020, foram mais
de 17 milhdes de casos e 472 mil mortes confirmadas no pais (MINISTERIO DA
SAUDE, 2021).

A vacinag¢do no pais comecou em 17 de janeiro de 2021, com a vacina da
Sinovac, produzida em parceria com o Instituto Butantan, tendo sido aplicadas 112
doses neste dia (OUR WORLD IN DATA, 2021). Os primeiros brasileiros totalmente
vacinados com as duas doses estdo datados a partir do dia 06 de fevereiro de 2021.
O Instituto Butantan considera que, apés a segunda dose de sua vacina, leva cerca
de duas semanas a um més até o organismo criar a resposta imune. Apds isso, 0
individuo pode ser considerado efetivamente vacinado (INSTITUTO BUTANTAN,
2021).

1 EPIDEMIA de coronavirus: OMS declara emergéncia global de satde. R7, 2020. Disponivel
em: <https://noticias.r7.com/saude/epidemia-de-coronavirus-oms-declara-emergencia-global-de-
saude-03022020>. Acesso em: 6 de jun. de 2021

2 OMS declara pandemia de coronavirus. G1, 2020. Disponivel em:
<https://g1.globo.com/bemestar/coronavirus/noticia/2020/03/11/oms-declara-pandemia-de-
coronavirus.ghtml>. Acesso em: 6 de jun. de 2021

3 CORONAVIRUS: primeiro caso é confirmado no Brasil. O que fazer agora? Veja, 2020.
Disponivel em: <https://saude.abril.com.br/medicina/coronavirus-primeiro-caso-brasil/>. Acesso em: 6
de jun. de 2021

4 PRIMEIRA morte por coronavirus no Brasil aconteceu em 12 de margo, diz Ministério da
Saude. G1, 2020. Disponivel em:
<https://g1.globo.com/bemestar/coronavirus/noticia/2020/06/27/primeira-morte-por-coronavirus-no-
brasil-aconteceu-em-12-de-marco-diz-ministerio-da-saude.ghtml>. Acesso em: 6 de jun. de 2021



https://noticias.r7.com/saude/epidemia-de-coronavirus-oms-declara-emergencia-global-de-saude-03022020
https://noticias.r7.com/saude/epidemia-de-coronavirus-oms-declara-emergencia-global-de-saude-03022020
https://g1.globo.com/bemestar/coronavirus/noticia/2020/03/11/oms-declara-pandemia-de-coronavirus.ghtml
https://g1.globo.com/bemestar/coronavirus/noticia/2020/03/11/oms-declara-pandemia-de-coronavirus.ghtml
https://saude.abril.com.br/medicina/coronavirus-primeiro-caso-brasil/
https://g1.globo.com/bemestar/coronavirus/noticia/2020/06/27/primeira-morte-por-coronavirus-no-brasil-aconteceu-em-12-de-marco-diz-ministerio-da-saude.ghtml
https://g1.globo.com/bemestar/coronavirus/noticia/2020/06/27/primeira-morte-por-coronavirus-no-brasil-aconteceu-em-12-de-marco-diz-ministerio-da-saude.ghtml
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Em 23 de janeiro de 2021, iniciou-se a vacinagao no pais com a segunda vacina
disponivel no pais, a vacina da AstraZeneca/Oxford, produzida em parceria com a
Fundacdo Oswaldo Cruz. Estas duas vacinas foram as Unicas aplicadas no pais
durante o periodo deste estudo, ndo sendo feitas distingbes de fabricante ao
contabilizar a quantidade de imunizados, devido ao fato de ambas terem se provado
100% eficazes na reducédo das mortes pela doenca nos estudos de fase 3 realizados
(BLOG CORONAVIRUS SES - MG, 2021).

O modelo classico SIR (Suscetivel-Infectado-Removido) e suas extensdes tém
sido utilizados para estudar o efeito de diferentes fatores sobre o processo de
transmissao da epidemia de COVID-19. No entanto, a aplicacdo de tais modelos
exige a compreensao dos processos de transmissao e controle da doenca em plena
pandemia. Assim, existe espaco para modelos menos complexos e mais robustos,
baseados na curva de crescimento de casos, sem a necessidade de hip6teses
epidemioldgicas muito detalhadas (AFERNI, 2020; WU, 2020).

Com o objetivo descrever a evolugdo da COVID-19 supfe-se que a taxa de

variacdo do numero de infectados seja dada pela equacéo diferencial

dl (31)
_—= f— 8_1
- = B(K — Dot

sendo | o numero de infectados, B a taxa de crescimento e K é uma constante

denominada capacidade suporte. A funcéo 5t9~1 descreve a componente de

disseminacé&o do virus como funcdo do tempo, sendo § uma constante adimensional.
A resolucéo da Equacéo (31), apds uma parametrizacdo conveniente dada por g6 =

a® resulta em

I=K—(K—I)e @?® (32)
sendo lo 0 numero inicial de infectados, K, a e 6 parametros a serem estimados pelo
ajuste da equacao aos dados empiricos.

A Equacdo (32) expressa uma funcdo sigmoidal, equivalente a fungédo de
Weibull definida na Equacgéo (21).
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Como a pandemia da COVID-19 ainda ndo cessou, sdo apresentados

resultados referentes a curva epidemioldgica de 25/02/2020 a 07/12/2021.

A curva de crescimento dada pela média mével de 7 dias do niumero de casos
diarios € mostrada pela Figura 13. A média movel, além de indicar a tendéncia,

também é uma ferramenta para suavizar as flutuacbes acentuadas pelo registro

impreciso e irregular do numero de casos diarios.

Na curva da média movel diaria de casos foi ajustado um modelo constituido
pela soma de duas curvas de crescimento de Weibull, com um coeficiente de
determinacdo R?=0.9279. Observa-se ainda que, a partir do 225° dia (06/10/2020), a

curva de crescimento 2 passa a ser predominante.

Figura 13 - Ajuste da soma de duas curvas de crescimento de Weibull a média mével de 7 dias de
casos diarios
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Fonte: Autor

O numero de casos acumulados ao longo do periodo considerado € mostrado

na Figura 14. Nesta curva nota-se a presenca de dois pontos de inflexdo, ou seja, a
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curva epidemioldgica caracteriza-se por um crescimento sigmoidal bem definido até
alcancar a saturacao proximo do 225° dia e por outro crescimento sigmoidal apds esse
dia.

O fato de serem observados dois regimes de crescimento pode estar
relacionado as medidas de contingenciamento a circulagcdo do virus e a subsequente
flexibilizacdo ou, até mesmo o surgimento de novos focos de propagacdo ou mutacdes
mais contagiosas. Um fator importante a ser considerado € a influéncia da vacinacéo

no nimero de casos de contaminacao.

O modelo de regressao definido pela soma de duas funcBes de Weibull foi
ajustado adequadamente ao conjunto de nimero de casos acumulados de infectados
como funcéo do tempo, obtendo-se um coeficiente de determinacéo R?= 0.9999.
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Figura 14 - Ajuste da soma de duas funcées sigmoidais de Weibull ao nUmero de casos acumulados
de COVID-19 no Brasil, de 25/02/2020 a 07/12/2021
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No periodo analisado, que a propagacao da doenca segue uma dinamica na
qual a taxa de infeccdo é proporcional ao nimero de suscetiveis, disseminando-se
segundo uma lei de poténcia como funcdo do tempo. Devido a presenca de mais de
um regime de crescimento, o estudo sugere que os melhores resultados de ajuste
poderdo ser obtidos com a utilizacdo de modelos formulados pela soma de duas ou

mais funcdes de crescimento de Weibull.
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6. CONCLUSAO

Foi realizado um estudo detalhado sobre as fun¢des sigmoidais mais utilizadas
em problemas de crescimento: Logistica, Gompertz, Richards, Morgan-Mercer-Flodin
(MMF) e a funcdo tipo Weibull, apresentadas suas propriedades, principais

caracteristicas e trés aplicacfes de interesse em Engenharia e Epidemiologia.

Entre as varias funcbes sigmoidais existentes, verificou-se que o modelo
sigmoidal de Boltzmann foi 0 mais adequado para o caso da Atividade Metanogénica
Especifica de Lodos Anaerébios, e o0 modelo de Weibull para o caso da cinética de
transformacao de fase no estado solido e dos casos acumulados de COVID-19. No
caso da Atividade Metanogénica Especifica e da analise cinética de transformacao de
fase no estado solido foi ajustada uma Unica fungcdo sigmoidal, o que caracteriza um

anico regime de crescimento.

Para o numero de casos acumulados de infectados de COVID-19 no Brasil, sob
a hipotese que a taxa de infectados é proporcional ao numero de suscetiveis e a
disseminacao no virus como uma funcéo poténcia do tempo, foi obtido que o nimero
de infectados depende do tempo segundo uma funcao de Weibull. Porém neste caso,
para o periodo analisado de 25/02/2020 a 07/12/2021, foram observadas duas curvas
de crescimento sobrepostas e 0 modelo de ajuste mais adequado foi composto pela

soma de duas funcdes de Weibull.
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ANEXO A — AME de Lodos Anaerdobios com Funcéo de Boltzmann

#Modelo de Boltzmann

#Fornecer valores iniciais de Al, A2,x0 e dx

#x0 é o ponto de inflexdo

## Leitura dos dados ##
dados<-read.table(file="ame.txt",header=T,sep="\t",dec=",")
x<-dados$Dias
y<-dados$ml

## FuncOes##
F<-function(x,A1,A2,x0,dx)((A1-A2)/(1+exp((x-x0)/dx))+A2)

Hrrririroo\ /2| Ores NiCiaig ittty

Al1=-78.143

A2=516.017

x0=1.949

dx=0.996

# Hxx ek #
## Minimos quadrados: ##
F.nls<-nls(y~F(x,A1,A2,x0,dx),start=list(A1=A1,A2=A2,x0=x0,dx=dx))
library("gpcR")
# R2 pelo pacote gpcR
R2<-Rsq(F.nls)
# Calcula intervalo de confianca dos parametros
IC<-confint(F.nls)
#Calcula os residuos
#residuos<-summary(F.nls)$resid
print("Parametros do modelo de Boltzmann")
print(coef(F.nls))
print(R2)
print("Intervalos de Confiang¢a")
print(IC)
print("Resumo estatistico")
print(summary(F.nls))
print("Soma de quadrado dos residuos (menor melhor)")

sqr <- deviance(F.nls)
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print(sqr)
## Gréfico ##
#Ajustar a escala dos eixos#
ymax<-500
xmax<-5
plot(y~x,xlim=range(0,xmax),pch=16,ylim=range(0,ymax),xlab="Tempo/dias",ylab="",
main="",cex.main=1.0,xaxp=c(0,xmax,10),yaxp=c(0,ymax,10))
title(ylab=expression("Metano acumulado/ml"), line=2.2, cex.lab=1)
F.prev<-predict(F.nls,newdata=list(x=seq(0,xmax,length=500)),se.fit=T)
lines(F.prev~seq(0,xmax,length=500),lwd=2,col="red")
uplC<-F.prev+qt(.975,summary(F.nls)$df[2])*summary(F.nls)$sigma
loIC<-F.prev-qt(.975,summary(F.nis)$df[2])*summary(F.nIs)$sigma
lines(uplC~seq(0,xmax,length=500),col="blue")
lines(lolC~seq(0,xmax,length=500),col="blue")
legend("bottomright", legend=c("Experimental”, "Modelo de Boltzmann","Banda de confian¢a"),
lty=c(NA,1,1), col=c(1,"red","blue"), lwd=2, bty="n", pch=c(16,NA,NA))

legend(x=0,y=500,legend="Atividade Metanogénica Especifica de lodos anaerdbios",bty="n")

ANEXO B — AME de Lodos Anaerobios com Funcgéo de Weibull

#Modelo de Weibull
#Fornecer valores iniciais de a, b,c e d

## Leitura dos dados ##

x<-dados$Dias
y<-dados$mi
## FuncOes##
#F<-function(x,a,b,c,d)(a+(b-a)*exp(-c*x"d))
#Funcdo com reparametrizacdo beta=a-b:
F<-function(x,a,beta,c,d)(a-beta*exp(-c*x"d))
graxekkkkk\falores iniciais: linearizagcdo +manipulate******+xxiig
a=530
#b=2.5
beta=530

¢c=0.16
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d=1.8

e * * #

## Minimos quadrados: ##
#F.nls<-nls(y~F(x,a,b,c,d),start=list(a=a,b=b,c=c,d=d))
F.nls<-nls(y~F(x,a,beta,c,d),start=list(a=a,beta=beta,c=c,d=d))

library("gpcR")
# R2 pelo pacote qpcR
R2<-Rsq(F.nls)
# Calcula intervalo de confianca dos pardmetros
IC<-confint(F.nls)
#Calcula os residuos
residuos<-summary(F.nls)$resid
print("Parametros do modelo de Weibull")
print(coef(F.nls))
print(R2)
print("Intervalos de Confianca")
print(IC)
print("Resumo estatistico")
print(summary(F.nls))
print("Soma de quadrado dos residuos (menor melhor)")
sqr <- deviance(F.nls)
print(sqr)
## Grafico ##
#Ajustar a escala dos eixos#
ymax<-500
xmax<-5
plot(y~x,xlim=range(0,xmax),pch=16,ylim=range(0,ymax),xlab="Tempo/dias",ylab="",
main="",cex.main=1.0,xaxp=c(0,xmax,10),yaxp=c(0,ymax,10))
title(ylab=expression("Metano acumulado/ml"), line=2.2, cex.lab=1)
F.prev<-predict(F.nls,newdata=list(x=seq(0,xmax,length=500)),se.fit=T)
lines(F.prev~seq(0,xmax,length=500),lwd=2,col="red")
uplC<-F.prev+qt(.975,summary(F.nls)$df[2])*summary(F.nls)$sigma
lolC<-F.prev-qt(.975,summary(F.nls)$df[2])*summary(F.nls)$sigma

lines(uplC~seq(0,xmax,length=500),col="blue")

55



56

lines(lolC~seq(0,xmax,length=500),col="blue")
legend("bottomright", legend=c("Experimental”, "Modelo de Weibull","Banda de confian¢a"),
lty=c(NA,1,1), col=c(1,"red","blue"), Iwd=2, bty="n", pch=c(16,NA,NA))
legend(x=0,y=500,legend="Atividade Metanogénica Especifica

de lodos anaerobios",bty="n")

ANEXO C - Processos Cinéticos do Estado Sélido com Funcéo de
Weibull

#Modelo de Weibull

#Fornecer dados ti e Di

#Fornecer valores iniciais de a, b,c e d

## Leitura dos dados ##
dados<-read.table(file="cinetica.txt",header=T,sep="\t",dec=",")
x<-dados$t2
y<-dados$D2

## FuncOes##
F<-function(x,a,b,c,d)(a-(a-b)*exp(-(c*x)"d))

HrrtirkrRt\ /g Ores INICiaiS*FH+kttins

a=99

b=77

c=0.0018

d=4.72

FroeRideddAd Rk * #
## Minimos quadrados: ##
F.nls<-nls(y~F(x,a,b,c,d),start=list(a=a,b=b,c=c,d=d))
library("gpcR")
# R2 pelo pacote gpcR
R2<-Rsq(F.nls)
# Calcula intervalo de confianca dos parametros
IC<-confint(F.nls)
#Calcula os residuos
residuos<-summary(F.nls)$resid

print("Parametros do modelo de Weibull")
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print(coef(F.nls))
print(R2)
print("Intervalos de Confianca")
print(IC)
print("Resumo estatistico")
print(summary(F.nls))
print("Soma de quadrado dos residuos (menor melhor)")
sgr <- deviance(F.nls)
print(sqr)
#i# Grafico ##
#Ajustar a escala dos eixos#
ymin<-70
ymax<-120
Xxmax<-2000
plot(y~x,xlim=range(0,xmax),pch=16,ylim=range(ymin,ymax),xlab="Tempo/minutos",ylab="",
main="",cex.main=1.0,xaxp=c(0,xmax,10),yaxp=c(ymin,ymax,10))
title(ylab=expression("Dureza/HV"), line=2.2, cex.lab=1)
F.prev<-predict(F.nls,newdata=list(x=seq(0,xmax,length=500)),se.fit=T)
lines(F.prev~seq(0,xmax,length=500),lwd=2,col="red")
uplC<-F.prev+qt(.975,summary(F.nls)$df[2])*summary(F.nls)$sigma
loIC<-F.prev-qt(.975,summary(F.nis)$df[2])*summary(F.nls)$sigma
lines(uplC~seq(0,xmax,length=500),col="blue")
lines(lolC~seq(0,xmax,length=500),col="blue")
legend("bottomright", legend=c("Experimental”, "Modelo de Weibull","Banda de confian¢a"),
Ity=c(NA,1,1), col=c(1,"red","blue"), Iwd=2, bty="n", pch=c(16,NA,NA))
legend(x=100,y=122,legend=expression("Variacdo da dureza da liga Cu-3%Al-5%Ag"~-~350*degree*C),bty="n")

#legend(x=100,y=120,legend=expression(300*degree*C),bty="n")



