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Configuracdo do sistema que descreve o comportamento
de uma particula de massa desprezivel orbitando um
corpo  central  (u), onde  p,=m/(m +m,),
u,=m,/(m, +m,) sendo m, a massa do planeta, m, a
massa do satélite, r, a distancia entre p, e a particula, r,
a distancia entre p, e a particula, (x,y) as coordenadas
no sistema rotacional e (&,m) as coordenadas da particula
no sistema inercial.
Curvas de velocidade zero para um valor da razdo de
massa satélite/planeta igual a 0.2 e com o valor da
constante de Jacobi igual a 3.9
Curvas de velocidade zero para um valor da razdo de
massa satélite/planeta igual a 0.2 e com o valor da
constante de Jacobi igual a 3.0.
Pontos de equilibrio Lagrangianos triangulares L4 € Ls,
para um sistema onde se tem um corpo central pu; e um
satélite p,, visualizados no sistema de referéncia
rotacional.
Pontos de equilibrio Lagrangianos L;, L, e Lj,
conhecidos também como coplanares e sdo pontos de
equilibrio instaveis.
Descreve 0 movimento de uma particula no sistema
rotacional que possui uma pequena excentricidade, ao
redor do ponto de equilibrio L.
Ampliagéo da regido de girino da Figura 2.5a.
Orbita de ferradura que libra em torno dos pontos de

equilibrio no sistema de referéncia rotacional com p, .
Essa integracao foi obtida para p,=10"°.

Ampliacdo da Figura 2.6a.
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Variagdo do semi-eixo maior em funcdo da variacdo
angular para uma razdo de massa satélite/planeta igual a
10°,

Variacdo do semi-eixo maior em funcdo da variacdo
angular para uma razdo de massa satélite/planeta igual a
10°,

Variagdo de a x tempo para p, =107°,

Variagdo de e x tempo para p, =10"°.

Comportamento que uma particula descreve préximo ao
ponto de equilibrio Ls; pode ser a soma de dois
movimentos. (MURRAY; DERMOTT, 1999).
Configuracdo de dois satélites ao redor de um corpo
central em relacdo a uma origem fixa arbitraria O, onde

f, e f,s30 0s vetores posicdo dos respectivos satélites
com relacéo ao corpo central. As trés massas possuem 0s

vetores posicéo |51, |52 e I5p em relacdo a origem P.

ConfiguracBes de equilibrio estavel, onde os circulos
pretos correspondem as configuracbes de equilibrio
estaveis. Pode se observar a existéncia de uma simetria
com relacdo a um eixo horizontal imaginario.
Configuracdo de equilibrio instavel, onde os circulos
brancos correspondem as configuragfes de equilibrio
instaveis.

Para 0 caso em que N <6 em que 0S espagamentos entre
0s satélites sdo idénticos, se obtém configuragdo de
equilibrio instavel. A partir de sete satélites igualmente
espacados essa configuracdo torna-se estavel.
Configuracdo de equilibrio instavel. Essa configuracdo
foi obtida inserindo inicialmente um satélite a esquerda

do corpo central e os satélites posicionados a direita.
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Embora exista uma simetria com relagdo a um eixo
horizontal imaginario, as separac@es angulares entre eles
N&o séo as mesmas.

Configuracao de equilibrio instavel, estando os satélites
igualmente posicionados.

Essa figura descreve o movimento de trés satélites
posicionados em pontos de equilibrio estaveis Sy, S e Ss.
Observa-se que para o dado valor da intensidade de
perturbacdo, os satélites passam a descrever Orbitas
diferentes, nesse caso tem-se dois satélites descrevendo
uma Orbita de girino ao redor dos seus pontos de
equilibrio, enquanto o terceiro executa uma pequena
oscilacdo ndo periodica. (SALO; YODER 1988).

Nesta figura observa-se que os satélites passam a
descrever um movimento caético ao redor de suas
posicdes iniciais para intensidade de perturbacéo igual a
dois. (SALO; YODER 1988).

Nessa figura verifica que dois dos satélites passam a
descrever uma orbita de “ferradura” (amplitude maior de
oscilacdo) ao redor dos seus pontos estaveis, engquanto
que o terceiro satélite passa a ter uma amplitude de
oscilacdo maior, quando comparada com a Figura 3.7,
essa oscilacao € estavel. (SALO; YODER 1988).
Variagdo de a x tempo para trés satélites que estdo
posicionados em uma configuracdo de equilibrio do Tipo
.

Variacdo de 6 x a dos satélites que estdo posicionados
em uma configuracdo de equilibrio do Tipo la, para N =
2 satelites.

Variagdo de 6 x a dos satélites que estdo posicionados

em uma configuracdo de equilibrio do Tipo I, para N =
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2 satelites.

Variagdo de 6 x a dos satélites que estdo posicionados
em uma configuracdo de equilibrio do Tipo la, para N =
3 satelites.

Variagdo de 6 x a dos satélites que estdo posicionados
em uma configuracdo de equilibrio do Tipo I, para N =
3 satélites.

Variacdo de 6 x a dos satélites que estdo posicionados
em uma configuracdo de equilibrio do Tipo I, para N =
3 satelites.

Variagdo de 6 x a dos satélites que estdo posicionados
em uma configuracdo de equilibrio do Tipo Ill, para N =
3 satélites.

Variagdo de r x tempo para (P;) estando satélites e
particulas em Orbita circular por um periodo de 500 anos
Ampliagcdo da Figura 4.8a, onde verificamos o
comportamento de (P;) por 20 anos.

Variacdo de r x tempo para (P,) estando satélites e
particulas em orbita circular por um periodo de 500 anos.
Ampliacdo da Figura 4.8c, onde verificamos o
comportamento de (P,) por 20 anos.

Variagdo de e x tempo para as particulas por um periodo
de 500 anos.

Variagdo de 6 x a para as particulas por um periodo de
500 anos.

Posicionamento inicial de uma particula coorbital aos
satélites que estdo na configuracdo N = 2 do Tipo II.
Ampliacdo da Figura 4.12a por um periodo de 20 anos.
Variacdo de r x tempo para (P;) que estd em Orbita

circular por um periodo de 500 anos.
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Variagdo de r x tempo para (P,) que esta em Orbita
excéntrica por um periodo de 500 anos.

Posicionamento inicial de particulas coorbitais aos
satélites que estdo na configuracdo N = 3 do Tipo Il.
Variacdo da excentricidade em funcéo do tempo.
Ampliacéo da Figura 4.15a.

Variacgdo de r x tempo para (P,) em orbita circular. Ar =
2,23 x 10™. Configuragao do Tipo II.

Variacgdo de r x tempo para (P,) em orbita circular. Ar =
4,4 x 10™. Configuracéo do Tipo I1.

Variacdo de r x tempo para (P;) estando os satélites em
orbita excéntrica. Ar = 4,8 x 10™. Configuracdo do Tipo
.

Particula na posicéo inicial.

Variacgdo da particula por um periodo de 0 a 0,24 ano.
Variagéo da particula por um periodo de 0,24 a 0,30 ano.
Zoom da Figura 4.17c.

Variacdo da particula por um periodo de 0,24 a 0,38 ano.
Variagdo da particula por um periodo de 0,24 a 0,42 ano.
Trajetdria da particula por uma 6rbita completa
Ampliagéo da Figura 4.18a.

Variacdo radial em funcéo do tempo.

Particula na posicéo inicial.

Variagéo da particula por um periodo de 0 a 0,30 ano.
Zoom da Figura 4.20b.

Variagdo da particula por um periodo de 0 & 0,34 ano.
Variacgdo da particula por um periodo de 0 a 0,42 ano.
Trajetoria da particula por uma 6érbita completa.
Ampliacéo da Figura 4.21a.

Variagao radial em funcéo do tempo.

Particula na posicéo inicial.
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Variagdo da particula por um periodo de 0 & 0,30 ano.
Zoom da Figura 4.23Db.

Variagéo da particula por um periodo de 0 & 0,34 ano.
Variacgdo da particula por um periodo de 0 a 0,42 ano.
Trajetoria da particula por uma orbita completa.
Ampliacdo da Figura 4.24a.

Variacdo radial em funcéo do tempo.

Particula posicionada a 30° dos satélites, em um tempo
t=0.

Particula logo apds o encontro com Pan; t = 0.65 ano.
Particula descrevendo uma O&rbita completa entre os
satélites.

Variacdo radial em funcéo do tempo.

Ampliacédo da Figura 4.28a.

Trajetoria da particula por uma 6rbita.

Ampliacéo da Figura 4.29a.

Variagao radial em fungéo do tempo.

Visualizacdo dos pontos de equilibrio Lagrangianos e do
movimento da particula em forma de ferradura.

Variacdo do a em funcéo de 6 das particulas.

Sistema de referéncia rotacional com Pan.

Sistema de referéncia rotacional com Pan.

Variacdo do a em funcdo de ©dos satélites e de
particulas posicionadas nos pontos de equilibrio e
proxima a eles.

Variacdo do a em fungdo de 6 dos satélites e das
particulas nos pontos e proximo aos pontos de equilibrio.
Sistema de referéncia rotacional com Pan.

Variacdo do a em fungdo de 6 dos satélites e das
particulas nos pontos de equilibrio e ao redor dos pontos.

Variacdo do a em funcdo do tempo para os satélites que
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estdo posicionados na configuragéo do Tipo la.

Variacdo do a em fungdo do tempo para as particulas que
estdo posicionadas entre os satélites Pan e S;.

Variacdo de r em funcdo do tempo para as particulas que
estdo inicialmente com uma excentricidade igual a zero.
Ampliagéo da Figura 4.41a.

Variacdo de r em funcéo de 0 das particulas.

Variacdo de a em funcédo de 6 das particulas.

Variacdo angular em funcéo do tempo das particulas.
Ampliacdo da Figura 4.44a.

Variacdo radial em funcdo do tempo para as particulas
coorbitais aos satélites.

Ampliacéo da Figura 4.45a.

Variacdo radial em funcdo do tempo para (P,).
Ampliacéo da Figura 4.56a.

Variacdo radial em funcéo do tempo para (P,) e a direita
uma ampliacdo dessa configuracéo.

Variacdo periddica da excentricidade em funcdo do
tempo para as particulas que estdo inicialmente em uma
orbita circular.

Variacdo do a em funcdo de 6 para o caso circular. A
direita temos uma ampliacdo dessa configuragéo.
Variacdo do a em funcdo do tempo dos satélites que estdo
posicionados na configuragdo de equilibrio do Tipo II.
Variagdo angular em funcdo do tempo para as duas
particulas.

Variagao radial em fungéo do tempo.

Variacdo radial em fungdo do tempo. A figura a direita é
uma ampliacdo dessa configuracao.

Configuracdo inicial dos satélites de raios diferentes.

Confinamento das particulas entre os satélites por um



FIGURA 4.55 -

FIGURA 4.56 —-

FIGURA 4.57 -

FIGURA 4.58a —

FIGURA 4.58b —

FIGURA 4.58¢ -

FIGURA 4.59 -

FIGURA 4.60 —

FIGURA 4.61 -

FIGURA 4.62 -
FIGURA 4.63 -
FIGURA 4.64 -
FIGURA 4.65 -
FIGURA 4.66 -
FIGURA 4.67 -
FIGURA 4.68 —
FIGURA 4.69 —

periodo de 500 anos de integracéo.

Variacgdo angular das particulas em funcdo do tempo
Variacdo do semi-eixo maior em funcdo do tempo para
os satélites que sdo posicionados na configuracdo do
Tipo la.

Variagdo angular dos satélites em funcdo do semi-eixo
maior.

(P3) esta posicionada inicialmente a 67°, Sat, estd a
47,361° e Sat; esta a 94,722°. Essa figura mostra o inicio
do movimento da particula entre os satélites, para o caso
circular.

(Ps) completa uma orbita entre os satélites estando Sat, a
48,858° e Sat; a 93,549°. (P3) tem uma variagdo angular
de aproximadamente 44° e Ar=2,4 X 10,

A particula possui uma variacdo angular de
aproximadamente 15° e Arigual a 1,3 x 10™. Sat, est4 a
57,407° e Satz a 72,890°.

Variacdo radial da (P;) em funcdo do tempo.
Excentricidade da particula igual a 10™.

Variacdo radial da (P,) em fungdo do tempo.
Excentricidade da particula igual a 10™.

Variacdo radial da (P3) em fungdo do tempo.
Excentricidade da particula igual a 10™.

Variacéo radial da (P1) em fungédo do tempo.

Variacdo radial da (P,) em fun¢édo do tempo.

Variacgéo radial da (P3) em funcdo do tempo.

Variacdo da excentricidade da (P1) em fungédo do tempo.
Variagédo da excentricidade da (P,) em fungéo do tempo.
Variacdo da excentricidade da (P3) em fungédo do tempo.
Configuracdo inicial do sistema.

Confinamento radial das particulas coorbitais a satélites
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que sdo posicionados inicialmente na configuracdo de
equilibrio do Tipo la.

Confinamento azimutal das particulas.

Variacgdo radial em funcdo do tempo dos satélites.
Variacao angular em funcdo do tempo dos satélites.

Variagéo radial em funcéo do tempo de (P,).

Zoom da Figura 4.73a.

Variagéo radial em fungéo do tempo de (Py).

Zoom da Figura 4.74a.

Variacdo radial em funcdo do tempo de (Ps).

Zoom da Figura 4.75a.

Variacdo radial em funcéo do tempo de (P,).

Zoom da Figura 4.76a.

Variacdo radial em funcéo do tempo de (P,).

Zoom da Figura 4.77a.

Variacdo radial em funcdo do tempo de (Ps).

Zoom da Figura 4.78a.

Variacdo da excentricidade em fungdo do tempo para as
particulas que inicialmente estdo em érbita circular.
Posicionamento inicial dos satélites e das particulas.
Variacdo do semi-eixo maior em funcdo do tempo dos
satélites que sdo posicionados inicialmente na
configuracgéo do Tipo Il.

Variacdo do semi-eixo maior em fungdo da variagdo
angular dos satélites.

Variacdo do semi-eixo maior em funcdo do tempo das
particulas confinadas entre os satélites.

Variacdo radial em funcéo do tempo de (P,) que possui
uma excentricidade igual a zero.

Variacdo radial em funcdo da variagdo angular de trés

particulas coorbitas aos satélites.
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Variacgdo radial em funcéo do tempo para a particula com
excentricidade inicial igual a 10™.

Ampliacdo da Figura 4.86a.

Variacgdo radial em funcdo do tempo para a particula com
excentricidade inicial igual a 10™.

Ampliacéo da Figura 4.87a.

Variacdo radial em funcéo do tempo para a particula com
excentricidade inicial igual a 10,

Ampliacdo da Figura 4.88a.

Variagdo radial em funcdo do tempo da particula (P,).
Ampliacdo da Figura 4.89b.

Variacao radial em funcdo do tempo da particula (Py).
Ampliacdo da Figura 4.90a.

Variacao radial em funcdo do tempo da particula (P3).
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RESUMO

Pequenos satélites podem ser os responsaveis pela variedade de estruturas encontradas
nos anéis planetarios estreitos. Os anéis da Falha de Encke e o anel F de Saturno
apresentam estranhas caracteristicas, denominadas de aglomerados e “kinks”, que
podem estar relacionadas com esses pequenos satélites. Com o intuito de analisar o
comportamento de particulas pertencentes a um anel sob o efeito desses satélites foram
numericamente simulados varios sistemas possuindo dois e trés satélites. Nessas
simulacBes os satélites, com mesma razdo de massa, foram inicialmente localizados
em posicoes de equilibrio determinadas por Salo & Yoder (1988). Os resultados
mostraram que, dependendo da excentricidade das particulas e dos satélites, o anel
pode apresentar variacGes azimutal e radial ao longo de toda a sua extensdo. Embora
essas variagcdes possam explicar os aglomerados encontrados nos anéis, as simulacées
numéricas também evidenciaram a caracteristica temporaria dessas estruturas,
principalmente quando o achatamento do corpo principal (planeta) foi incluido. Para o
caso dos anéis da Falha de Encke a inclusdo desses pequenos satélites, como proposto
por Ferrari & Brahic (1997), pode causar a destruicdo dos anéis em aproximadamente
200 anos. Foi verificado que o sistema anel F-Prometeu-Pandora é extremamente
sensivel as condicges iniciais, algumas particulas podem permanecer em oOrbitas de
ferradura por um curto periodo de tempo para determinadas condigdes iniciais. Esse
resultado estd de acordo com os trabalhos recentes que mostram que os dois satélites
Prometeu e Pandora tém um movimento caotico.

Complementares a esse estudo foram obtidos os pontos de equilibrio para as particulas
e para os satélites (com massas diferentes). Essa andlise foi baseada no problema
circular restrito de trés corpos. Os resultados mostraram que dependendo do tamanho

dos satélites e da quantidade desses, essas posicbes de equilibrio podem sofrer



consideraveis alteracdes. Essas posicdes podem auxiliar na localizacdo de possiveis

pequenos satélites imersos nos anéis planetarios estreitos.

PALAVRAS-CHAVE: Satélites coorbitais, aneis planetarios, dindmica do sistema

solar.
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CAPITULO 1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

1.1  INTRODUCAO

Nesse capitulo iremos apresentar, de modo sintetizado, alguns trabalhos sobre
particulas coorbitais a planetas, satélites e estruturas de anéis planetarios. Este estudo
se fez necessario para que possamos entender melhor a dinamica e o comportamento

de anéis planetérios.

Na busca de compreender a estrutura fisica e a estabilidade dos anéis de Saturno,
Maxwell (1890) (trabalho que resultou na obtencdo do prémio Adams) elaborou um
modelo matematico para tentar explicar este sistema. Maxwell verificou que a
estabilidade dos anéis sO seria possivel se eles fossem compostos por pequenas
particulas, o que era contra a teoria proposta anteriormente por Laplace, que acreditava
que os anéis tinham a forma de um disco sélido.

A partir dai, outros modelos foram elaborados com o objetivo de estudar, de
modo sistematico ndo somente a estabilidade dos anéis, mas também a dindmica e os
possiveis mecanismos de confinamento que ocorrem com as particulas dos mesmos.

Um dos primeiros estudos a respeito de mecanismo de confinamento de
particulas de anéis por um satélite foi elaborado por Dermott e Murray (1981). Nesse
trabalho, os autores analisam o problema restrito de trés corpos (particula, satélite e
planeta), onde a massa da particula é negligenciada e a massa do satélite € bem menor
que a massa do planeta. O movimento da particula pode ser visualizado no sistema de
referéncia rotacional com o satélite. Como resultado, conseguiram verificar
numericamente que o comportamento da particula esta diretamente relacionado a
posicdo inicial e, entre outros, com a razdo de massa entre o satélite e o planeta,
verificando que quanto maior for o satélite menor sera a capacidade de confinar
particulas. Dentre as possiveis Orbitas que a particula pode descrever, afirmam os
autores, € uma Orbita que tem um formato de girino ao redor dos pontos de equilibrio
Lagrangianos L4 e Ls (ou seja, uma Orbita de girino), sendo esses pontos estaveis e

obtidos através de uma modelagem matematica do problema restrito de trés corpos
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onde considera a particula com velocidade e aceleracdo iguais a zero, e a outra érbita
que a particula pode descrever, no sistema rotacional, ¢ uma 6rbita que tem um
formato de ferradura em torno dos pontos Lagrangianos Ly, Ls e Ls. Esse estudo sera
detalhado no capitulo 2 desse trabalho.

Com o objetivo de estudar o movimento de satélites coorbitais Yoder et al.
(1983), elaboraram uma teoria analitica para a funcdo perturbadora levando em
consideracdo a existéncia de uma ressonancia orbital 1:1. Esse estudo foi aplicado para
um par de satélites coorbitais de Saturno 1980S1 e 1980S3 (Jano e Epimeteu). Como
resultado da integracdo numeérica desse trabalho, os autores obtiveram a separacédo
angular entre esses satélites e as Orbitas que esses satélites descrevem no sistema de
referéncia rotacional. Verificaram também que os efeitos da excentricidade e
inclinacdo nos satélites geram uma rapida variacdo nas coordenadas polares desses
satélites. O efeito, nas coordenadas polares, da excentricidade dos satélites foi
comprovado em nossas simulacdes.

Com o0 objetivo de estudar o encontro de satélites Petit e Hénon (1986)
elaboraram um estudo numérico sobre a dindmica que ocorre quando os dois satélites
estdo em “closest approach”. O problema pode ser expresso em termos de um
parametro de impacto sendo esse definido como a diferenca entre os raios da Orbita
circular, inicial e final, dos satélites. Por exemplo: consideremos um satélite m,, que
possui um raio inicial r; e um outro satélite m,, que possui um raio inicial r,. Depois
do encontro os satélites passam a ter um raio orbital final diferente, a diferenca entre r,
e r, € denominada de pardmetro de impacto. Os autores obtiverem varias Orbitas para
diferentes valores do pardmetro de impacto e puderam comparar seus resultados
numéricos para o caso limite, quando o parametro de impacto é muito pequeno ou
muito grande, com teoria de perturbacdo existente na literatura. O conceito de encontro
é definido pelos autores como sendo a distancia entre os dois satélites. Faz-se
importante ressaltar que o encontro ndo esta ligado a colisdo entre os corpos, embora
isso possa ocorrer. Para estudar essa dindmica os autores analisaram o problema de
trés corpos verificando analiticamente, através de expansdes algébricas, que quando o
parametro de impacto é grande ocorre apenas uma pequena deflexdo na érbita dos

satélites. Para 0 caso em que o parametro de impacto é pequeno verifica-se que 0s
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satélites passam a descrever uma Orbita do tipo ferradura. Petit e Hénon (1986)
verificaram que seu modelo numérico era compativel para os casos limites. Eles
puderam observar uma riqueza nas 6rbitas descritas pelos satélites quando o parametro
de impacto é diminuido, entre elas observaram a formacéo de “loops”, ou seja, Orbitas
que possuem simetrias em relacdo a um dos eixos do sistema de Orbitas tipo ferradura,
e até colisdo entre os satélites.

Um estudo sobre a dindmica de multiplos satélites coorbitais ao redor de um
corpo central foi elaborado por Salo e Yoder (1988) no qual obtiveram, de modo
numérico, configuracbes de equilibrio, sendo a estabilidade verificada ao inserir uma
pequena perturbagdo nas equacdes do movimento. Através desse estudo eles puderam
obter a separacdo angular entre os satélites e varios tipos de configuracdes. Para o caso
de satélites coorbitais igualmente espacados, a configuracdo de equilibrio torna-se
instavel de 2< N <6, enquanto que para 2<N <8, onde N representa 0 nimero de
satélites, se obtém uma configuracdo de equilibrio estavel onde a separacdo maxima
entre os satélites € de 60°, para N >7, onde a configuracdo é igualmente espacada,
tem-se também uma configuracéo de equilibrio estavel e para o caso de N >9 todas as
configuragcOes tornam-se estaveis. Um estudo mais detalhado a respeito desse trabalho
encontra-se no capitulo 3.

Com o intuito de estudar a estrutura de um anel planetario gerada por um
pequeno satélite os pesquisadores Spahn, Scholl e Hertzsch (1994) simularam para um
grande numero de particulas (anel) as regibes que podem se formar devido a
perturbacdo de um pequeno satélite imerso nesse anel. Nesse estudo, os autores
analisaram a influéncia gravitacional em uma dimenséo, verificando que o satélite
pode gerar uma densidade superficial de massa em certas localizagOes, e em duas
dimensbGes estudaram as componentes radial e azimutal das particulas. Eles
conseguiram obter, numericamente, trés regides diferentes formadas pelas particulas:
a) regides de ondas, b) falhas limitadas pelas ondas e ¢) formacédo de um anel coorbital
a um pequeno satélite. Com esse resultado, foi possivel explicar as diferentes
estruturas existentes na falha de Encke. No estudo da densidade superficial de massa
verificaram regiGes onde existe uma maior concentragdo de particulas, verificaram

também que o satélite Pan, coorbital ao anel central da falha de Encke, seria o
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responsavel pela continua presenca de particulas coorbitais a esse satélite. Com relacéo
as regides onde sdo produzidas as ondas, concluiram que para a existéncia de tal
fenbmeno é necessario que o satélite possua um raio maior que 10 km.

Namouni (1999) elaborou um trabalho em que estudou a interagdo secular que
ocorre entre objetos coorbitais. Trés tipos de familias de 6rbitas foram obtidos, através
de simulagdes numéricas do problema de trés corpos, onde os satélites estdo em
ressonancia 1:1: a) oOrbita de ferradura, b) Orbita passageira, ou seja, Orbita que passa
perto da regido onde o satélite se encontra e c) érbita de satélites retrogrados. O autor
verificou que as duas Ultimas Orbitas s6 existem quando a excentricidade relativa dos
dois objetos (diferenca entre a excentricidade dos objetos) é maior que 10°°. Namouni
(1999) obteve oérbitas de transicao entre as diferentes familias, que somente ocorre em
trés dimensdes, devido a variacdo secular da excentricidade e do argumento do
pericentro. Como resultado mostrou-se que existe uma coneccdo entre a Orbita de
ferradura e Orbitas de satélites retrogrados.

No proximo capitulo iremos apresentar um estudo a respeito do mecanismo de

confinamento que pode ocorrer entre particulas coorbitais a satélites.
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CAPITULO 2 MECANISMO DE CONFINAMENTO

2.1 PROBLEMA CIRCULAR RESTRITO PLANAR DE TRES CORPOS.
Nesse capitulo temos como objetivo fazer uma breve introducdo ao problema
circular restrito de trés corpos, de modo a compreender o comportamento descrito por

uma particula sendo perturbada por dois corpos.

2.1.1 Introducéo

O problema circular restrito de trés corpos foi estudado por varios pesquisadores,
entre eles, Euler, Hamilton e Laplace. Todos com o objetivo de obter analiticamente
uma solucdo para esse problema. No entanto isso ndo ocorreu, sendo a solucdo
analitica para esse sistema impossivel. Assim, mesmo ndo se tendo uma solucdo
analitica, podemos obter, através de algumas consideracdes, informacfes uteis a
respeito desse sistema, como por exemplo, regiGes onde a particula poderd ou nédo

estar confinada.

2.1.2 Equag0es do movimento

Podemos obter analiticamente as equacdes do movimento de uma particula P, de
massa desprezivel, movendo-se ao redor de um corpo central p, e perturbada por um
satélite u,, que descreve um Orbita circular ao redor do centro de massa desse sistema
Figura 2.1. E importante ressaltar que a particula ndo perturba o movimento dos

corpos, mas sente a influéncia deles em seu movimento.
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Figura 2.1 - Configuracdo do sistema que descreve o comportamento de uma particula

de massa desprezivel

orbitando um corpo central

onde

w=m/(m +m,), u,=m,/(m +m,) sendo m, a massa do planeta, m, a

massa do satelite, r, a distancia entre p, e a particula, r, a distancia entre

u, € a particula, (x,y) as coordenadas no sistema rotacional, (&,n) as

coordenadas da particula no sistema inercial e O a origem do sistema.

Consideramos, para facilitar, a distancia entre o corpo central e o satélite, que €

fixa, igual a um; u=G(m,+m,)=1e o movimento médio (n) igual a um, onde G ¢ a

constante de gravitagao universal.

Podemos assim escrever as componentes das equacdes do movimento da

particula de massa desprezivel, em relacdo ao sistema de referéncia inercial, como

sendo (MURRAY; DERMOTT, 1999).

@Eul élr;&"‘uz &2;&

r

n-n, M
il e

1 r-2

(2.1)

(2.2)

(2.3)
(2.4)
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As equacdes do movimento também podem ser escritas no sistema de referéncia
rotacional. Para isso escrevemos as coordenadas do corpo central e do satélite em

relagdo ao centro de massa, (x,,y,)=(-u,.0) e (x,,y,)=(u,,0). Reescrevemos as

equacoes (2.3) e (2.4) da forma

2 =(x+p,) +y? (2.5)

r?=(x—p, ) +y? (2.6)
Os dois sistemas de coordenadas podem ser relacionados através de uma matriz

de rotagdo, que nos fornece as componentes das equacfes do movimento da particula

no sistema rotacional dadas pelas equacdes (2.7) e (2.8).

& 2ng= Y @2.7)
OX
ouU
e 2n&e= — (2.8)
oy
onde U é chamado de “pseudopotencial”, sendo escrito como:
2
U=n—(x2+y2)+ﬁ+ﬁ (2.9)
2 r

O “pseudopotencial” é de grande importancia em nosso estudo, pois através dele
podemos analisar as posicdes de equilibrio, determinando assim possiveis regides de

confinamento da particula.

2.1.3 A integral de Jacobi
Informacdes a respeito do sistema podem ser obtidas através da Unica constante
de integracdo que se obtém do problema de trés corpos, sendo essa denominada de

constante de Jacobi, C;. Para obter a C; multiplicamos a equagdo (2.7) por %, e a

equacao (2.8) por e somando as duas temos:

i e O g Y g AU (2.10)
OX oy dt

Integrando a equacéo acima temos:
&+ W =2U-C, (2.11)
ou seja, verificamos que a constante de Jacobi estd diretamente relacionada a

velocidade da particula e ao pseudopotencial.
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A constante de Jacobi pode ser utilizada para obter as curvas de velocidade zero
(C.V.Z.). Quando a velocidade € igual a zero 2U =C; ou
C, :nz(x2+y2)+2[“711+l:—22j (2.12)

Através da equacdo (2.12), para um determinado valor da constante de Jacobi,
podemos obter em um plano x-y regifes onde a particula pode estar confinada,
podendo assim analisar 0s possiveis movimento dessa particula.

Para ilustrar geramos, com o auxilio do software Mathematica as (C.V.Z.), para o

caso em que u, =02, e C; =39 e C, =37. As diferentes regides de confinamento da

particula estdo representadas nas Figuras 2.2a e 2.2b. Essas curvas foram obtidas
utilizando a equacéo (2.12). As regides escuras sao regides proibidas, onde a particula
né&o pode orbitar.

Figura 2.2a - Curvas de velocidade zero para um valor da razdo de massa
satélite/planeta igual a 0.2 e com o valor da constante de Jacobi igual a
3.9.
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Figura 2.2b - Curvas de velocidade zero para um valor da razdo de massa
satélite/planeta igual a 0.2 e com o valor da constante de Jacobi igual a
3.7.

Ao analisarmos as figuras acima observamos que a medida que a energia do
sistema diminui a regido escura também diminui, aumentando assim a area onde a

particula pode se movimentar livremente.

2.1.4 Localizacdo dos pontos de equilibrio
Podemos obter no problema circular restrito e planar de trés corpos pontos de
equilibrio que somente podem ser visualizados no sistema de referéncia rotacional.
Nesses pontos de equilibrio temos como nulas a velocidade e a aceleracdo da particula.
A partir da definicdo de r, e r,, das equacdes (2.5) e (2.6), e usando o fato que
u, +u, =1 temos:
W+, =X +y  +uu, (2.13)
assim U, da equagéo (2.9), pode ser reescrito como:

1 n%r? 1 nr?) 1
U=p,| =+—1 [+, —+—2 |- =pu,n? 2.14
ul[rl 5 J Hz(rz 5|5 Me (2.14)

Lembrando que a aceleracdo e a velocidade da particula sdo iguais a zero,

podemos reescrever as equacdes (2.7) e (2.8) como:
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N _on Vo _,,
ox or ox or, oX

(2.15)
oy _dUon auoan_,
g on oy or, oy
A solucdo trivial da equacéo (2.15) é:
d_dl_, (2.16)
or, o,

Com a qual se obtém r, =r, =1, sendo que n=1. As equacdes (2.7) e (2.8) podem

ser escritas

(X"‘Hz)z"'yz =1

(2.17)
(X_Hl)z + y2 =1
onde se obtém duas solucGes que sdo dadas pelas equacdes (2.18) e (2.19)
1
X == —H, (2.18)
2
y= i? (2.19)

Assim podemos obter os primeiros pontos de equilibrio L4 € Ls como mostra a

Figura 2.3. Estes pontos sdo denominados pontos de equilibrio triangulares.

Figura 2.3 - Pontos de equilibrio Lagrangianos triangulares L, e Ls, para um sistema

onde se tem um corpo central p; e um satélite p,, visualizados no sistema

de referéncia rotacional.
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Outra solucdo é obtida fazendo y=0 nas equacdes (2.15). Ao fazermos isso

estamos obtendo os pontos de equilibrio localizados ao longo do eixo x. Esses sdo 0s

pontos de equilibrio colineares, denominados de Lj, L, e Lz. O ponto L, fica entre as
massas u, € p,, L, fica situado & direita de p, e L, fica no eixo x negativo, a

esquerda de p, Figura 2.4.
Hy
K,
- @ b
L3 I—1 LZ
Figura 2.4 - Pontos de equilibrio Lagrangianos Ly, L, e L3, conhecidos também como

coplanares e sdo pontos de equilibrio instaveis.

A estabilidade dos pontos de equilibrio foi verificada quando um pequeno
deslocamento € introduzido na posicao inicial da particula alterando as equagfes do
movimento. Através de manipulacdes algébricas foi concluido que L4 e Ls sdo pontos
de equilibrio estaveis e L;, L, e Lz pontos de equilibrio instaveis, ou seja, na
configuracdo estavel a particula passa a descrever um movimento oscilatrio em torno
da posicao inicial enquanto na instavel a rbita passa a ter um movimento aleatorio, ou

seja, ndo € possivel prever o comportamento que a particula ira descrever.

2.2 TIPOS DE CONFINAMENTO.

Existe na literatura dois tipos de mecanismo que podem confinar o0 movimento de
uma particula de um anel planetario. Um deles é o mecanismo de pastoriamento.
Nesse mecanismo dois satélites localizados externamente e internamente ao anel
confinam as particulas do anel através de torques de mesma intensidade e sinais
contrérios. Esse € o caso de Cordélia e Ofélia que pastoreiam o anel € de Urano. O
outro mecanismo de confinamento é devido a perturbacdo de um pequeno satélite
imerso no anel fazendo com que as particulas descrevam, em um sistema de referéncia
rotacional, uma orbita do tipo ferradura ou do tipo girino. Exemplo fisico desses tipos
de Orbitas sdo as érbitas dos asterdides troianos, que libram em torno dos pontos de
equilibrio L4 e Ls descrevendo uma érbita tipo girino e dos satélites Jano — Epimeteu
(YODER, et al., 1983). A descoberta do satélite Pan de Saturno, imerso na falha de
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Encke, confinando as particulas do anel central em uma Orbita tipo ferradura,
confirmou essa teoria (SHOWALTER, 1991).

2.2.1 Orbitas de girino e ferradura

Como base para o estudo das érbitas de girino e ferradura foi analisado o artigo
de Dermott e Murray (1981).

Na seccdo 2.1 estudamos o problema circular restrito de trés corpos e obtivemos
as equacgdes do movimento que sdo dadas pelas equacgOes (2.7) e (2.8), obtendo
também uma expressdo para a energia do sistema que é dada pela integral de Jacobi.
Foram obtidos também pontos de equilibrio Lagrangianos sendo trés pontos instaveis e
dois pontos estaveis.

Com o objetivo de obter uma orbita de girino, utilizamos simulacBes numericas
das equacbes completas do movimento do problema restrito de trés corpos, na

vizinhanca do ponto de equilibrio L, considerando n, =0.001 para o caso de uma

particula e de um satélite orbitando Saturno sem considerar efeito de nenhuma forca
dissipativa. O resultado pode ser observado na Figura 2.5a e na figura 2.5b que é uma
ampliacdo desse sistema. As condicdes iniciais estdo descritas em Murray e Dermott
(1999). O nome girino vem da forma alongada da Orbita, sendo essa descrita em torno
de L4 Essas orbitas também podem ser visualizadas no ponto Ls. Consideramos
importante ressaltar que nessa simulacdo o satélite e a particula comecaram com uma

pequena excentricidade, ou seja, em uma Orbita quase circular.

* 1,=0,001
- Particula

1,0 T T T
0,84 \
0,6
0,4
0,2

0,0

T T T T T T T
04 05 0,6 0,7 0.8 09 10

Figura 2.5a - Descreve 0 movimento de uma particula no sistema rotacional que possui

uma pequena excentricidade, ao redor do ponto de equilibrio L.
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Particula

0,4 05

Figura 2.5b - Ampliacdo da regido de girino da Figura 2.5a.
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Um outro tipo de érbita pode ser obtido quando aumentamos a separacao radial

inicial da particula com relacdo aos pontos L, e Ls, essa Orbita € denominada de

ferradura, devido ao formato que ela apresenta no sistema rotacional.

E interessante ressaltar que existe uma relagdo entre a orbita de ferradura ou

girino descrita pela particula com a curva de velocidade zero, embora seja importante

fixar que a curva de velocidade zero ndo é o caminho orbital da particula, como

veremos mais adiante. A Orbita tipo ferradura é apresentada na Figura 2.6a.

LT 10°
«  Particula

T T T T T
-1,0 -0,5 0,0 05 1,0

Figura 2.6a - Orbita de ferradura que
libra em torno dos pontos de equilibrio
no sistema de referéncia rotacional com

u,. Essa integracdo foi obtida para

u,=10"°.

. uz:10'6

0,04

Figura 2.6b - Ampliacdo da Figura

2.6a.

«  Particula
T
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Podemos discutir algumas propriedades e caracteristicas das Orbitas de girino e de
ferradura.

Através de um estudo semi — numérico, Dermott e Murray (1981) chegaram a
conclusdo gque o confinamento de uma particula, devido a presenca de um satélite que
descreve uma Orbita de ferradura, esta diretamente relacionada a razdo de massa entre
0 satélite e o corpo central. Para esse tipo de oOrbita quanto menor for essa razéo de
massa maior serd a capacidade de confinamento das particulas e mais estavel serd a
Orbita descrita pelas mesmas. Em contra partida para uma 6rbita do tipo girino foi
observada que quanto menor for essa razdo de massa menos extensa radialmente sera a
Orbita da particula.

As Figuras 2.7a e 2.7b mostram o movimento de uma particula que descreve uma

oOrbita de ferradura, para diferentes valores de n,. O grafico é plotado em funcéo da

separacdo angular (6°) pelo semi-eixo maior (a).

- Particula que esta sendo perturbada

- Particula que esta sendo perturbada
por um p,=10°

por um uZ:lOZ

T T T T T T T T
142000 4 B 134000 4
140000 4 B 133900

-~ 138000+ T ’é‘ 133800 o

3
" 136000

133700 4

o] m

133600 4

B
.-
NI
S 38
3 3
8 3

133500 4

Semi-eixo mai
Semi-eixo maior (K

130000 133400 o
128000 o -1 133300 o

126000 B 133200 o

0 50 100 150 o 200 250 300 350 0 40 80 120 1690o 200 240 280 320 360
Figura 2.7a - Variagdo do semi-eixo Figura 2.7b - Variagdo do semi-eixo
maior em funcdo da variacdo maior em funcdo da variacdo
angular para uma razdo de massa  angular para uma razdo de massa

satélite/planeta igual a 107, satélite/planeta igual a 10°®

Uma outra caracteristica existente na érbita de ferradura é o grafico da variacao
do semi-eixo maior em funcgéo do tempo e da excentricidade em funcgédo do tempo.

A Figura 2.8 mostra a variacdo de a x t para p,= 10° estando a particula
posicionada a aproximadamente 300 km do semi-eixo maior do satélite, nao

considerando em nossas simulagdes nenhum tipo de forga dissipativa. Nessa figura
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podemos observar uma variacdo subita do semi-eixo maior. Essa variacdo se da
quando a particula encontra o satélite, sentindo a perturbacdo do mesmo e mudando

assim seu semi-eixo maior. A Figura 2.9 mostra, para p,= 10° a variacdo de e x

tempo. Observamos nessa figura uma pequena oscilacdo da excentricidade. Os picos
apresentados no grafico estdo relacionados justamente com a minima aproximacéo que

ocorre entre a particula e o satélite.

1339004 f\/\
w [ 1
i

}
133800 |

t
133700 |
133600 -

1335004 |

Semi-eixo maior (km)

133400 +

1333004 |

0
D

T
0,0 0,5 1,0 15 2,0
Tempo (anos)

Figura 2.8 - Variagdo de a x tempo para p, =107°.
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Figura 2.9 - Variagao de e x tempo para p, =107°,

2.2.2 Orbitas de ferraduras e girino e a curva de velocidade zero
A partir da curva de velocidade zero, como citado anteriormente, pode-se obter
regides proibidas, ou seja, regides onde a particula ndo pode estar. Essa curva também

pode ser obtida em torno do ponto de equilibrio L, Figura 2.10. Verifica-se que a
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particula descreve um movimento que é a soma de dois outros movimentos, o
movimento do epiciclo (pequena elipse) e 0 movimento do epicentro (a elipse maior).
O movimento da pequena elipse aparece devido ao fato de se estar considerando a
particula com uma pequena excentricidade orbitando ao redor do centro guiado como

mostra a Figura 2.10, extraida de Murray e Dermott (1999).

X

i

Figura 2.10 - Comportamento que uma particula descreve préximo ao ponto de
equilibrio L; pode ser a soma de dois movimentos. (MURRAY;
DERMOTT, 1999).

A curva de velocidade zero descrita pela Figura 2.10, para o caso circular, tem
uma forma alongada com uma variagéo angular de aproximadamente 30°.

Pode-se estudar o comportamento de tal curva na vizinhanga dos pontos de
equilibrio triangulares por meio de uma translacdo da origem do sistema e uma rotacao
de 30° e realizando também uma expansdo em torno da nova origem do sistema.

Como por exemplo, utiliza-se como ponto de partida o ponto de equilibrio L,

tendo esse ponto as seguintes coordenadas:

1 V3
X=E—Hz € y=7 (2.20)

A translacédo da origem ¢é realizada fazendo a seguinte substituicéo:
x—{%—uzjjtx e y—>§+y (2.21)

nas equacoes:
RF=(+p )4yt e = (x—p ) +y° (2.22)

fazendo isso se obtém as seguintes equacgdes
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r2=x2+y?+x+y/3+1 (2.23)
r2=x2+y?—x+yJ3+1 (2.24)

A rotacéo de 30° em torno do eixo z é realizada fazendo a seguinte substituicéo:

X_,éx-jL% e y_>_% gy' nas equagdes (2.23) e (2.24) obtendo as

equacdes abaixo

> =x?+y?+2y'+1 (2.25)

r2 =x2+y2+y'—x'/3+1 (2.26)
Utilizando a equacdo da energia para 0 caso em que a velocidade é igual a zero e

escrevendo em termos das coordenadas temos:

C; =1-p, —3u,x+2- pz)y'+x'2+y'2+2((1_r—“2)+%J (2.27)
1 2

onde os termos acima de segunda ordem de p, foram desprezados. I1sso pode ser feito

porgue se considera a razdo de massa satélite/planeta muito pequena.
Realizando uma expansdo em termos das novas coordenadas, a equagéo (2.27)

torna-se mais simplificada, conforme mostra a equacéo (2.28)

C, =3, +%p2x'2+3y'2 (2.28)
Definindo:
C, =3+ (2.29)

onde y é uma quantidade pequena, sendo igual a (-1) nos pontos L, e L.
Assim, igualando a equagdo (2.28) com (2.29), devido ao fato de C,; ser

considerado uma constante, obtemos a equagéo (2.30)

X' y'2 ~
(@/9)a+7) " (u,/3)2+7) - (2.30)

Uma andlise da equacéo (2.30) possibilita ver que a curva de velocidade zero é

uma elipse centrada no ponto de equilibrio L, com a'= (2/3)(1/1+ y) e b'=/(u,/3)1+7)
onde a' representa 0 semi-eixo maior e b' representa 0 semi-eixo menor. Como

a'/b'=1/2,/3u, verifica-se que a elipse torna-se altamente alongada quando p, — 0.
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Pode-se estudar a relacdo existente entre a curva de velocidade zero e a érbita
descrita pela particula para o caso onde p, <<p¥? <<u¥® <<1. Considera-se que a
excentricidade da particula é bem proxima a zero e assim pode-se negligenciar o
movimento que o epiciclo realiza em torno do centro guiado.

Existe uma relacdo matematica entre a forma das curvas de velocidade zero com

0s pontos de equilibrio e valores da constante de Jacobi que é dada pelas equacgdes

abaixo

C, ~3+3"°u3®-10p,/3 (2.31)
C, ~3+3%u2*-14p,/3 (2.32)
C, ~3+p, (2.33)
C. ~3-p, (2.34)
C. ~3-u, (2.35)

Essas equacOes também podem ser caracterizadas pela quantidade y definida na
equacao (2.29) onde
~1<y<+1 (2.36)
sendo y=-1 corresponde aos valores da constante de Jacobi nos pontos triangulares.
O ponto de equilibrio estavel L; estd associado a y=+1 e nesse caso a curva formada

é uma ferradura que pode ser escrita como:

C; =3+&u, +O(u,) (2.37)
onde.
0<g<3¥ (2.38)

Nesse caso, quando & =0 obtemos o valor da constante de Jacobi correspondente
ao ponto L, quando & =3"* obtemos os valores correspondentes a L; e L,. Portanto os
valores de &,y servem para parametrizar o formato da curva de velocidade zero.

Como n=1e utilizando a solucdo particular da energia da equacéo (2.14) tem-se:
_ oty M, 2 2
U =22 42540 + 1,0 — I, (2.39)
r-l 2
A velocidade pode ser expressa em coordenadas polares, podendo ser relacionada

com a pseudoenergia e com a constante de Jacobi, como mostra a equacéo abaixo
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v =&+ (8 =2u —C, (2.40)
Como considera-se p, <<1 pode-se escrever a origem do sistema de coordenadas
centrada no corpo principal, ou seja em p,, ndo precisando fazer uma distingdo entre r
er.
Pode-se escrever a Orbita da particula bem préxima a uma orbita circular de raio

r, assim tem-se
r=1+3ar (2.41)

onde &r <<1. Nessas circunstancia |4¢<<‘r€ﬂl exceto na volta proxima aos pontos de
equilibrio onde temos =0 e &= 0. Portanto:

Ve rée _g& (2.42)

Utilizando esse mesmo tipo de aproximacao pode-se simplificar a expressao para

2U da equacéo (2.39)

2U =3+35r% +p,H (2.43)
onde
2
H=—+r, -4 (2.44)
IF2

Usando o fato de que v* =2U -C,, temos:
%Srz 343502 +,H —C, (2.45)

considerando v*=0, a curva de velocidade zero pode ser definida e obtida pela
equacao abaixo

0=3+35r2,, +u,Hey, —C (2.46)

i
onde o subscrito C.V.Z. indica a curva de velocidade zero e ndo a Orbita da particula.

Fazendo C,; constante pode-se obter uma relagdo que é dada pela igualdade entre as
equacOes (2.45) e (2.46). Assim obtém-se a equacdo (2.47)

4
Srz = (28rc.v.z.)2 +§“2(Hc.v.z. -H ) (2-47)

Para os movimentos em Oérbita de girino e de ferradura considera-se:

Hey, —H ~8r e u,dr <<r?, logo tem-se:
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dr=26r;, , (2.48)

Para o caso da orbita de ferradura a igualdade se faz entre as equacgbes (2.37) e
(2.45), obtendo a equacéo (2.49)

Sr = 2\/%%/3 =201, , (2.49)

Para a Orbita de girino utilizam-se as equacdes (2.29) e (2.45), obtendo a equacéo
(2.50)

Com isso consegue-se obter a largura da érbita de ferradura ou de girino que uma
particula descreve no sistema rotacional, estando essa particula confinada devido a

presenca de um pequeno satélite.

No proximo capitulo iremos apresentar a dinamica que ocorre quando existe N

satélites coorbitais, orbitando ao redor de um corpo central.
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CAPITULO 3 DINAMICA DE SATELITES COORBITAIS

3.1 INTRODUCAO
Esse capitulo tem-se como finalidade estudar o trabalho de Salo e Yoder (1988),

onde foi descrito o movimento de N satélites coorbitais (2 < N <9) ao redor de um

corpo central. Foram obtidas, como solucdo, configuracfes de equilibrio dos satélites,
ou seja, regides onde os satélites estariam fixos no sistema de referéncia rotacional,
desde que ndo houvesse nenhuma perturbacdo que nédo fosse a interacao gravitacional.

Essas configuracbes de equilibrio podem ser obtidas de modo analitico para o
caso N =2 e para N >2 sdo obtidas de modo numerico. As equagdes do movimento
foram escritas em coordenadas polares e em termos da separacdo angular entre 0s

satélites (®). Elas estdo apresentadas de modo detalhado para o caso N =2 podendo

ser generalizadas para uma configuracdo de mais satélites. No modelamento
matematico considerou-se 0 movimento dos satelites em torno do corpo central como
sendo planar e circular e como sendo idénticas as massas dos satélites. Considerou-se
também que o corpo central possui uma massa muito maior que as dos satélites e que a
interacdo mUtua entre os corpos de origem gravitacional € a Unica atuante no sistema.

Como resultados Salo e Yoder (1988) obtiveram varias configuracGes de
equilibrio, estaveis e instiveis. A estabilidade foi verificada quando inseriram nas
equacdes do movimento uma pequena perturbacdo inicial.

Para o caso de satélites coorbitais igualmente espacados, a configuracdo de
equilibrio torna-se instvel para N <6 Figura 3.4. Enquanto que para 2 <N <8 existe
uma outra configuracdo de equilibrio estavel Figura 3.2 onde a separagdo maxima
entre os satélites é de 60°. Para N >7, onde a configuracdo é igualmente espacada,
temos também uma configuragéo de equilibrio estavel e para o caso de N >9 todas as

configuracdes tornam-se estaveis.
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3.2 ASEQUAGOES DINAMICAS SIMPLIFICADAS

Iremos apresentar as equagdes do movimento para 0 caso em que temos dois
satélites orbitando ao redor de um corpo central, levando em consideracdo além da
atracdo gravitacional que o corpo central exerce sobre os satélites, a interacao
gravitacional mutua entre eles, com o intuito de obter a separacdo angular entre os
satélites.

Este problema ja foi estudado por varios pesquisadores entre eles Brown e Shook
(1964), Murray e Dermott (1999) que obteve a funcéo perturbadora para dois satélites
ao redor de um corpo central, e uma generalizacdo das equacfes do movimento para
varios satélites pode ser vista no trabalho de Salo e Yoder (1988). Um estudo sobre
essa configuracdo também pode ser vista na dissertacdo de mestrado de Mourdo
(2001).

Consideremos o sistema de referéncia como mostra a Figura 3.1, sendo m, e m,

as massas dos respectivos satélites e m, a massa do corpo principal, estando os

satélites descrevendo uma o6rbita circular ao redor de m,.

Figura 3.1 - Configuracédo de dois satélites ao redor de um corpo central em relacdo a

uma origem fixa arbitraria O, onde F e F,sdo os vetores posicdo dos
respectivos satélites com relacdo ao corpo central. As trés massas
possuem 0s vetores posicao |51, Iﬁjz e ﬂip em relacdo a origem.

Podemos escrever as equacfes do movimento dos corpos em relacdo a origem O

utilizando a segunda Lei de Newton e a Lei da Gravitagdo Universal. Assim temos:
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mP% :GLmlmP£13+ mzmpﬂéJ (3.2)
r r,
P
ml%: G[mlmzﬁs—mpm1 Elsj (3.2)
A I,
P
ng‘:G(— mlmZ%—umZEZSJ (3.3)
A r,
onde G é a constante gravitacional e
Pl=r =0y + 22 [Bl=r,=(¢+y2+22)? (3.4)

A aceleracdo dos satélites em relacdo ao corpo central sdo dadas pelas equacgdes
(3.5) e (3.6)

Ao g & (35)
R B & (36)
Substituindo as equagdes (3.1), (3.2) e (3.3) nas equagdes acima temos:
P
A F P
@‘:Gm{g—r—éj—Gr—g(mﬁml) (3.7)
2 1
P
A F P
8}: Gml(E—r—lsj—Gr—g(mer mz) (3.8)
1 2

Com o intuito de simplificar as equacOes obtidas acima, foram definidos:
=M +Mp € pp, =M, + M.

Feito isso, podemos reescrever as equacoes (3.7) e (3.8)

P
A F P
%:sz[E—r—gJ—Gr—gul (39)
2 1
O
A F P
%L: Gml(E_r_lgj_Gr_zguz (3.10)
1 2
As aceleracOes relativas podem ser escritas como gradiente de uma funcéo
escalar
0~ 0~ 0
Rov (U, + FlZ):[a_Xll +gl]+a—zlkj(ul +F1,) (3.11)

0+~ 0 ~ 0 r
%:vz(uz‘*":zl):[a |+6'y2 J+522 kJ(Uz"'le) (3-12)
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onde:

u, =62, u,=ctz

1 r-2
F, =G%—szﬁr'—§ (3.13)
e
=G _Gm, fh (3.14)

A r,
sendo F,, e F,, denominadas fungdes perturbadoras.

As equagdes (3.13) e (3.14) podem ser reescritas em termos das coordenadas
polares onde o produto escalar entre os vetores posicdo £ e f, é dado pela equagio

(3.15) e a distancia entre eles pela equacéo (3.16)

EPZ = |E||E_|COS(91 —0,) € (3.15)

Az\/rl2 +r17 —2r,r,c08(6,—0,) (3.16)

Fo = Gm{l 110056, - 6,) ez)} (3.17)
A r;

F, Gml[l— r, cos(6’22 —6’1)] (3.18)
A r

E importante relembrar que o estudo realizado se aplica ao caso de dois satélites
orbitando um corpo primario, sendo a generalizacdo possivel de se fazer.

Depois da obtencdo das equacBes do movimento, ndés podemos continuar nosso
estudo retornando ao artigo de Salo e Yoder (1988), com o objetivo de obter a
separacdo angular entre os satélites e as possiveis informagfes que esse sistema nos
oferece.

Para simplificar podemos descrever o movimento dos corpos em coordenadas
polares, como mostra Brown e Shook (1964), tendo esses corpos a mesma massa.

Para m, temos:

i[rlz&jzaF_n (3.19)
dt\*t dt ) o8,

e
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d2r do.\* Gu, oF
dtzl_rl[ dtlj S (3.20)
1 1

e para m, temos:

i(rzz&j:@ (3.21)
datl 2 at ) oo,

e

2 2

4n —fz(dezj -tz Ta (3.22)
dt dt r, o,

onde as equacOes (3.19) e (3.21) estdo relacionadas com a componente angular da
aceleracéo e as equac0es (3.20) e (3.22) com a componente radial.

E importante ressaltar que a fungdo perturbadora F, ndo é diretamente
proporcional a funcgdo perturbadora F,;, iSso ocorre devido a existéncia de uma ndo —
simetria no sistema que esta relacionada a parte indireta da funcdo. Com o intuito de
simplificar os calculos numéricos, faremos uma aproximacéo, ou seja, F, ~F,, essa
aproximacdo pode ser feita em relacdo ao semi-eixo maior e a0 movimento medio dos
satélites, sendo eles a, e n,(SALO; YODER, 1988).

Sabemos que o satélite m, possui uma Orbita circular ao redor do corpo central
com uma velocidade angular média n,, assim temos:

de, 2=n
n. = [ —

-1 _ 3.23
°dt T, (3.23)

onde T, e o periodo orbital do satélite m , que é o mesmo de m, ao redor do corpo
principal.
Utilizando a terceira de Kepler

B Ar?

u

T, as (3.24)

e utilizando a equacéo (3.23) e a (3.24) e realizando algumas manipulacdes algébricas

obtemos a equagdo (3.25)
N =28, 2 (3.25)
No problema circular restrito de trés corpos o terceiro corpo possui massa

desprezivel, logo ndo afeta o0 movimento dos outros dois corpos, contudo em nosso
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estudo isso ndo ocorre devido ao fato dos dois satélites possuirem massas iguais, assim
teremos que considerar uma pequena variacao radial e no movimento médio dos
satélites.

A velocidade angular de m, pode ser escrita como:
do,

E = no + Snl (326)
e para m,
% =N, +9n, (3.27)
Derivando n, da equacdo (3.25) em relacéo a a,, obtemos:
da, = —2— % _ (3.28)
3 ,U% a&é
lembrando que:
%
1_a* (3.29)
N
podemos reescrever a equacao (3.28) da forma
2 dn
da. =<2 3.30
=5 (3:30)

A variagdo da distancia radial (da,) dos satélites com relagéo a Saturno devido a
uma perturbacdo no seu movimento médio é descrita pela equacdo (3.30). Assim
podemos escrever que r, é dado por a, acrescido desta perturbacdo, semelhante para
r,, COmo mostra as equacoes (3.31) e (3.32)
r,=a,+da, +9r, (3.31)
r, =a,+da, +dr, (3.32)

Substituindo a equacéo (3.30) na equacéo (3.31) temos para m,

= a{l—%%}ﬁiq (3.33)

0
Substituindo a equacéo (3.30) na equacéo (3.32) temos para m, a equagéo (3.34)

r, :a{l—g%JH‘WZ (3.34)

0
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Pode-se escrever as equacfes do movimento para os satélites em termos dos
valores médios do semi-eixo maior e da velocidade angular média, levando em
consideragdo uma pequena variagdo na distancia radial e na velocidade devido a
interacdo matua entre os satélites. No caso de m,, a variacdo ocorre devido a presenca
de m, e para m, esse deslocamento ocorre devido a presenga de m, .

Para obtermos as equagOes de m, iremos substituir as equagdes (3.33) e (3.26)
nas equagdes (3.19) e (3.20). Desprezando os termos superiores de segunda ordem em

dn, e r, obtemos:

1,d d oF
—=a:—(dn, )+ 2a,n, —(dr, )= —2 3.35
S S lon )+ 2an, S (or) - (3:35)
e
2a, d? d? ) oF
— =20 (8n,)+—(8r,)—3n28r, = —2 3.36
3 no dt2( l) dt2( 1) 0 1 arl ( )

Para se obter as equacdes para m, substituimos as equagfes (3.34) e (3.27) nas

equacOes (3.21) e (3.22). Desprezando os temos superiores de segunda ordem em dn,

e r, temos:
1,d d oF
—=~a:—(on,)+2a,n,—(dr, )= —=2 3.37
3 Odt( 2) 0 Odt( 2) 862 ( )
e
24a, d? d’ ) oF
- =22 _(6n,)+—(dr,)-3n6r, = —2 3.38
3 no dt2 ( 2) dt2 ( 2) 0 2 arz ( )

Com o objetivo de obter a separacdo angular entre os satélites m, e m,, iremos
analisar as equacdes do movimento que estdo relacionadas com a parte angular, sendo
desprezada a parte radial.

A funcéo perturbadora para os satélites estava inicialmente escrita em termos de
r,r,e (6, —0,), podendo agora ser escrita em termos de a,, a, € (8, —6,).

Definindo ® como sendo a separacdo angular entre os satélites podemos escrever
a distancia entre os satélites em termos de ® como
N =a; +a; —2a,a,cosd
A =2a2(1-cosD) (3.39)
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Sabendo que
(1-cos®) = 2sen?(d/2)
Podemos reescrever a equacéo (3.39)

N =43} senz(%j (3.40)

As equacgoes das fungdes perturbadoras (3.17) e (3.18) em termos do a,, A e @

Sa0:

Gm 1
F. . =—2 —cos® 3.41
¥ g, |:2|sen(CD/2)| €08 } (3.41)
e

Gm
F -2 —cosd 3.42
2 a, {2|sen(<1>/2)| cos } (3.42)

Substituindo a equacgédo (3.41) na equacdo (3.35) e levando em consideracdo

somente a parte radial obtemos:

—laj d(3n,) _Gm, —cosd (3.43)
37 dt a, | 2sen[®/2]
Sabendo que:
d?e, d?*(e,-0,)
= 3.44
dt? dt? (3.44)
e como m,F,, =m,F,, obtemos:
2
_1d CZD = G(mlij)i( —COS(D] (3.45)
3 dt a; oD\ 2sen(d/2)
Definindo
2 ml + mZ
172 3.46
o= (3.46)

e multiplicando (3.46) por n temos:

e%n? = [MJné (3.47)
mP

Da terceira lei de Kepler temos



nfai=Gm, = nZ=Gm,/a}
Substituindo a equacao (3.48) na equacéo (3.47) temos

e2n? = (m, +m,)G
0 2

Substituindo a equacao (3.49) na equacéo (3.45) obtemos a equacédo abaixo

1d°® , , 0 1
————=g’nj —| =—————Cos D
3 dt oD | 2Jsen(®/2)

Multiplicando a equacdo (3.50) por d®/dt e igualando a zero temos:

—cosd)]dgzo
dt

1d’®dd , , 0

3 dt 86(2|sen(®/2)

Integrando a equacéo (5.51) obtemos:

2
Cz—i(dﬁj —-&’n} 1 oso
6\ dt 2sen(®/2)
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(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

onde C é uma constante de integracdo que esta relacionada com a energia do sistema.

Definindo:

X =

)
sen—
2‘

e sabendo que:
cos® =1-2sen?(d/2)
podemos substituir a equacéo (3.53) em (3.54) obtendo a equacéo (3.55)
cos® =1-2x°
Substituindo a equagao (3.55) na equacéo (3.52) temos:

2
C= _E(dﬁj —gzng(i—u ZXZJ
6\ dt 2X

Definindo E =C -¢°n’ obtemos:

2 2.2
E :_l(dﬂj _E Moy gxe]
6\ dt 2X

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

Uma andlise da equacgdo (3.57) nos possibilita ver que o primeiro termo dessa

equacao pode estar associado a energia cinética do sistema. Podemos observar que a
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constante E serd definida como sendo uma quantidade negativa, pois trabalhamos com
0 modulo de x no segundo termo.

Reescrevendo a equacéo (3.57) obtemos:
JeE= | X do (3.58)

x+° Eg (1+4x3) at

definindo uma fungdo R(x) da forma:

R(x)=x— AlL+ 4x3) (3.59)
onde:
2,2
A=-‘°’220 (3.60)
assim
X dd

J-6E = |—_ = .61

°F =R at (3.61)

Integrando a equacéo (3.61) obtemos a equacéo (3.62)

@ b
(t, —t, N-6E = j{ﬁ] do (3.62)

A equacdo acima representa a evolugdo temporal de um par de satelites coorbitais
orbitando um corpo central para um dado valor da constante E.

Isolando d®/dt da equagéo (3.61) temos:

%) _ JZ6E, /RT(XB (3.63)

Quando fazemos dd/dt=0 obtemos a minima (&, ) ou a maxima (@, )
separacdo angular entre os satélites. Para que isso ocorra se faz necessario que
R(x)=0 e ao fazermos isso obtemos as raizes desse polindmio, ou seja, Xy, X, € X3, para
um dado valor de A.

Para auxiliar na resolucédo de equacéo (3.59) iremos definir:
sena = (3A)%2 (3.64)
Entdo para R(x,)=0 encontramos

 — sen(c/3)

=) (3.65)
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Portanto a separagdo angular minima pode ser lembrada a partir da equacao
(3.53)

@, . =2arcsen(x,) (3.66)
Existindo também mais duas raizes
sen(g+120°j

X, = W (3.67)
sen(z —120°j

X, = W (3.68)

A estabilidade dos pontos é verificada derivando a equagdo (3.57) e lembrando
que d?’®/dt? =0 e dd/dt=0

2.2
9VED 14 450) [ X g ou (3.69)
dx| 2x do
2,2
e7n {_iﬁgx}ﬁ:o (3.70)
2 X do
Para que a igualdade seja valida é necessario que:
1\
x=|3 =0.5 (3.71)

De onde encontramos Azé, x, =sen30° ou seja @, =+60°, que sd0 0S pontos

de equilibrio estaveis Lagrangianos L, e Ls. Outro ponto corresponde a separacao
maxima entre os satélites @, == (0 que implica x = 1) e d®/dt =0, substituindo
esses valores na equacao (3.57) obtemos:

2 N2
S5e’ ng

E=- e A=0.2 (3.72)

Assim obtivemos os pontos de equilibrio para dois satélites de mesma massa que
orbitam ao redor de um corpo central.

De modo numérico pode-se obter, para (N >2), outras configuracdes de
equilibrio, sendo isso realizado por Salo e Yoder (1988). Esse estudo sera discutido na

préxima seccdo.
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3.3 CONFIGURACOES ESTACIONARIAS.

Através de simulacGes numéricas Salo e Yoder (1988) obtiverem trés tipos de
configuragdes estacionarias, ou seja, trés configuracGes diferentes de pontos de
equilibrio. Essas configuracfes estdo relacionadas com a posicdo inicial dos satélites.

Elas séo definidas como: Tipo I, Tipo Il e Tipo IlI.

Tipo la.
Nessa configuracdo tem-se 2 < N <8 satélites posicionados em uma configuracao
de equilibrio estavel. A separacdo angular entre os satélites nessa configuracéo é < 60°

Figura 3.2.

Tipo Ia

N=2 N=3 N=4 N=5 N=6 N=7 N=38

Figura 3.2 - Configuracdes de equilibrio estavel, onde os circulos pretos correspondem
as configuracdes de equilibrio estaveis. Pode se observar a existéncia de

uma simetria com relacdo a um eixo horizontal imaginario.

Tipo Ib.
A configuracdo de equilibrio apresentada nesse sistema é instavel para o caso
7 <N <8. Os satélites estdo posicionados por toda érbita existindo uma simetria, com
relacdo ao eixo X, entre as separacOes angulares dos satélites. Neste caso ndo se tem

uma separacao entre os satélites maior que 60° Figura 3.3.
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Tipo Ib

Figura 3.3 - Configuracdo de equilibrio instdvel, onde os circulos brancos

correspondem as configuracdes de equilibrio instaveis.

Tipo Il.
Os satélites estdo posicionados de modo que a separacdo angular seja a mesma
entre eles. Esta configuragdo e considerada de equilibrio instavel para 2<N <6. A

partir de N >7 esta configuracdo torna-se estavel Figura 3.4.

Figura 3.4 - Para 0 caso em que N <6 onde 0s espacamentos entre os satélites séo
idénticos, se obtém configuracdo de equilibrio instavel. A partir de sete

satélites igualmente espacados essa configuracdo torna-se estavel.

Tipo Illa.
Esta configuracdo é denominada de N —1. Nesta configuracdo tem-se um satelite
posicionado de modo fixo a 180° do corpo central e 0s outros satélites posicionados de
maneira oposta ao primeiro, enquanto os outros satélites sdo posicionados do lado

direito da drbita. Essa configuracdo é de equilibrio instavel Figura 3.5.
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Tipo Illa

Figura 3.5 - Configuracdo de equilibrio instdvel. Essa configuragdo foi obtida
inserindo inicialmente um satélite a esquerda do corpo central e os
satélites posicionados a direita. Embora exista uma simetria com
relacdo a um eixo horizontal imaginario, as separacdes angulares entre

eles ndo sdo as mesmas.

Tipo Il1b.
Também é uma configuracdo N -1, sendo que o que difere da configuracdo Tipo
Illa é que para N =7 a separacdo angular entre os satélites ndo ¢ a mesma. Essa
configuragdo também é de equilibrio instavel Figura 3.6.

Tipo IIIb

Figura 3.6 - Configuracdo de equilibrio instavel, onde os satélites ndo possuem uma
mesma separagdo angular.

A Tabela 3.1 nos fornece a separacdo angular entre cada satélite posicionado nas

diferentes configuracdes de equilibrio.
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Tabela 3.1 - Separacdo angular entre os satélites (SALO; YODER, 1988).

N Tipo Posicéo N Tipo Posicéo N Tipo Posicdo
2 [ 150.000° 165.732° 292.036°
210.000° 194.268° 337.933°
2 1 90.000° 224.281° 7 Illa 19.791°
270.000° 260.591° 61.385°
3 [ 132.639° 6 1 30.000° 110.668°
180.000° 90.000° 180.000°
227.361° 150.000° 249.332°
3 1 60.000° 210.000° 298.615°
180.000° 270.000° 340.209°
300.000° 330.000° 8 I 78.506°
3 11 41.235° 6 11l 0.000° 114.408°
180.000° 40.520° 142.522°
318.765° 88.044° 167.770°
4 [ 119.824° 180.000° 192.230°
161.322° 271.956° 217.230°
198.678° 319.480° 245.592°
240.176° 7 [ 89.724° 281.494°
4 1 45.000° 125.187° 8 Ib 46.151°
135.000° 153.722° 95.643°
225.000° 180.000° 132.327°
315.000° 206.278° 164.513°
4 11l 0.000° 234.813° 195.487°
60.000° 270.276° 227.673°
180.000° 7 Ib 30.275° 264.358°
300.000° 85.822° 313.846°
5 [ 109.138° 134.599° 8 I 22.500°
147.340° 180.000° 67.500°
180.000° 225.400° 112.500°
212.660° 274.179° 157.500°
250.861° 329.727° 202.500°
5 Il 36.000° 7 1 25.716° 247.500°
108.000° 77.144° 292.500°
180.000° 128.572° 337.500°
252.000° 180.000° 9 I 20.000°
324.000° 231.428° 60.000°
5 11l 23.046° 282.856° 100.000°
74.373° 334.284° 140.000°
180.000° 7 I1lb 22.063° 180.000°
285.627° 67.967° 220.000°
336.954° 119.609° 260.000°
6 [ 99.409° 180.000° 300.000°
135.719° 240.392° 340.000°

A obtencédo da estabilidade de cada configuracdo de equilibrio foi feita atraves
da inclusdo de uma perturbacdo infinitesimal nas equagcfes do movimento. Esses
pontos de equilibrio sdo obtidos partindo da mesma forma idealizada (estabilidade dos
pontos Lagrangianos) do capitulo 2. Os pontos triangulares Lagrangianos L, e Ls aqui

sdo visualizados no primeiro grafico que aparece na Figura 3.2 (tipo la).



64

Para a obtencdo dos outros pontos, os autores utilizaram uma pequena
perturbacdo obtendo os autovalores dessa matriz que estdo relacionados as freqliéncias
que os satélites possuem, relacionadas a energia de cada configuracdo, podendo assim
obter as posicdes de cada satélite. Esse mecanismo, como citado anteriormente, foi
verificado atraves de simulacdes numéricas.

Faz-se necessario ressaltar que em nosso trabalho ndo estamos diretamente
interessadas em obter esses pontos de equilibrio, mas sim em estudar o comportamento
de uma particula estando esta posicionada proxima aos satélites que se localizam nas

posicOes de equilibrio. Essa andlise sera feita através de simula¢Ges numéricas.

34 SIMULACOES PARA SATELITES COM MASSAS IGUAIS.

Salo e Yoder (1988) fizeram seus estudos para 0 caso onde as massas dos
satélites sdo as mesmas em todas a configuracGes, obtendo assim as Figuras 3.7 - 3.9, e
posteriormente, buscando uma aplicacdo real para esse trabalho, simularam o
comportamento dos satélites Jano e Epimeteu, que possuem massas diferentes.

Apresentaremos entdo, um estudo detalhado desses resultados verificando as
possiveis configuracOes que os satélites, de massas iguais, podem descrever no sistema
rotacional quando é inserida uma pequena perturbacdo nesse sistema.

Salo de Yoder (1988) integraram as equacdes completas do movimento, ou seja,
sem fazer aproximacg0es, como por exemplo: levar em consideracdo 0s termos maiores

de segunda ordem em 3&n.e &r. que estdo relacionados com uma variagdo na posic¢ao e

velocidade dos satélites (i representa 0 niUmero de satélites)

Através da simulacdo numérica eles obtiveram autovalores que estdo ligados a
energia do sistema, que esta ligada a obtencdo dos diferentes tipos de configuracbes de
equilibrio.

No caso da configuracdo de equilibrio estavel, quando se insere uma pequena
perturbacdo, os satélites passam a descrever uma Orbita em torno dos seus pontos de
equilibrio, o que também verificamos quando estudamos o caso mais simples (P. C. R.
3 — Corpos) que sdo os pontos de equilibrio Lagrangianos, enquanto que nha

configuracdo instavel isso ndo ocorre, adquirindo o satélite um movimento aleatério.
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A perturbacdo que é inserida no sistema, conforme os autores, é dada pela razéo

entre a energia total (E) e a energia potencial obtida para cada tipo de configuracéo.

E_,T (3.73)

Onde T é a energia cinética e V, é a energia potencial da configuracdo de
equilibrio estavel Tipo I.

Os autores decidiram por estudar a configuracédo de equilibrio do Tipo | com uma
energia potencial V, devido ao fato dessa ser a configuracdo que mais possui satélites
em localizagdes de equilibrio estaveis. Eles também decidiram dar um enfoque maior
na discussao ao problema de N=3 satélites de mesma massa.

A obtencdo dos varios tipos de Orbitas que os satélites podem descrever ao redor
dos pontos de equilibrio sdo feitas através do aumento da intensidade da perturbacéo,

ou seja, do aumento da razdo E/V,. Essas configuracbes podem ser visualizadas

através das Figuras 3.7, 3.8 e 3.9.

o
52 ¢ * E/VI=1.695
S

Figura 3.7 - Essa figura descreve 0 movimento de trés satélites posicionados em
pontos de equilibrio estaveis S;, S, e S;. Observa-se que para o dado
valor da intensidade de perturbacdo, os satélites passam a descrever
Orbitas diferentes, nesse caso tem-se dois satélites descrevendo uma
Orbita de girino ao redor dos seus pontos de equilibrio, enquanto o
terceiro executa uma pequena oscilacdo ndo periddica. (SALO; YODER,
1988).
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E/NI=2.0

Figura 3.8 - Nesta figura observa-se que o0s satélites passam a descrever um
movimento caotico ao redor de suas posi¢des iniciais para intensidade
de perturbacdo igual a dois. (SALO; YODER, 1988).

E/VI=4.0

Figura 3.9 - Nessa figura verifica que dois dos satélites passam a descrever uma oOrbita
de “ferradura” (amplitude maior de oscilacdo) ao redor dos seus pontos
estaveis, enquanto que o terceiro satélite passa a ter uma amplitude de
oscilacdo maior, quando comparada com a Figura 3.7 (SALO; YODER,

1988). Essa oscilacdo é estavel.
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Pode-se observar a formagdo de uma Orbita periodica, para E/V, =1.695, no caso
dos satélites localizados proximo aos pontos de equilibrio S; e S; enquanto que o
satélites que estdo proximo a S, possuem uma libracdo nédo periédica ao redor de sua
Orbita. Para E/V, =2.0 pode se observar que os satélites passam a descrever um
movimento caotico. No entanto quando E/V, = 4.0 os satelites que estdo proximos a S;
e Sz passam a descrever uma Orbita periddica no formato de “ferradura” e o satélite

préximo a S, descreve uma pequena Orbita ao redor de sua posicao inicial.

O valor méaximo da perturbacdo utilizada pelos autores foi 4.0, pois a partir desse

valor as Orbitas dos satélites tornavam-se muito complicada.

No préximo capitulo iremos apresentar nossas simulacdes numeéricas para 0 caso

de 2 e 3 satélites que estdo em configuracao de equilibrio estavel e instavel.
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CAPITULO 4 SIMULACAO NUMERICA E RESULTADOS

41 INTRODUCAO

Nesse capitulo temos como objetivo apresentar nossos resultados numeéricos,
obtidos para o problema N satélites (N = 2 e N = 3) orbitando ao redor de um corpo
central, incluindo uma particula coorbital a esses satélites. Consideramos em nossas
simulagdes satélites com massas idénticas, com massas diferentes tendo a particula
massa desprezivel. Os pontos de equilibrio das particulas, para o caso circular e planar,
foram obtidos quando os satélites estavam na configuragdo de equilibrio do Tipo | ell.

No programa principal foram escritas as equagdes do movimento completas para
o problema de N-corpos orbitando ao redor de um corpo central, que esta representada
de maneira geral pela equacdo (4.1), onde m € a massa do i-ésimo corpo, f, sua posicao
no sistema inercial. Como arquivos de saida temos as componentes da posicdo dos
corpos no sistema de referencia rotacional e inercial. N6s obtemos também a variagdo
dos elementos orbitais: semi-eixo maior e excentricidade de todos 0s corpos que estéo
sendo integrados. Como condigdes iniciais de integracdo insere-se o valor do semi-
eixo maior dos corpos, a massa e a posi¢ao angular dos mesmos. E importante ressaltar
gue o programa foi elaborado de tal modo que a excentricidade ndo esta limitada a
pequenos valores, podendo assim assumir valores maiores que 10™. Devido a esse fato
n&o vimos a necessidade da inclusdo do centro guiado nas equacfes do movimento que
é vélido apenas para pequenas excentricidades (~10") (MURRAY; DERMOTT, 1999).
Esse programafoi elaborado por Neto (2000)

Nossas simulagbes foram realizadas para o anel central da falha de Encke que
possui um semi-eixo maior igual a 133.589 km e uma largura de aproximadamente 20
km (FERRAI; BRAHIC, 1997). Esse anel possui imerso um pequeno satélite
denominado Pan, descoberto por Showalter et al. (1991) e possui um semi-eixo maior
de 133.583 km. A raz&o de massa satélite/planeta é da ordem de 10™ e os corpos tém
excentricidade de aproximadamente 10 (SPAHN et al ., (1993)).

T g ¢ Mmm A, . .
mr, =NU ondeU:%Ga aL, (jri,i=12,...i- ésima) (4.2)

i1 j=1
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Na seccdo 4.2 iremos apresentar uma simulacdo em que os satélites possuem
massas iguails por um periodo de integracdo de 500 anos. Observamos um
comportamento semelhante Variacdo de a x q para os satélites e para as particulas.das
particulas quando estdo coorbitais a satélites nas configuragdes do Tipo | e Il, como
por exemplo, avariacdo radial em funcdo do tempo, para 0 caso circular e excéntrico.

Na seccdo 4.3 apresentamos como a particula descreve seu movimento no
sistema rotacional, para a configuracdo do Tipo la, com dois satélites em Orbita
circular e excéntrica. Para outras configuracbes estudadas o comportamento é
semel hante.

Os pontos de equilibrio das particulas para satélites de massas sdo apresentados
na seccéo 4.4.

O estudo para satélites de massas diferentes esta apresentado na sec¢do 4.5 e 0s

pontos de equilibrio das particul as séo apresentados na seccéo 4.6.

42 SATELITES DE MESMA MASSA POR UM PERIODO DE INTEGRAGAO
DE 500 ANOS

As simulagdes foram realizadas para dois e trés satélites que estdo posicionados
nas configuracdes de equilibrio do Tipo I, Tipo Il e Tpo Ill, considerando o caso
circular e excéntrico. Os valores das excentricidades utilizados s30 da ordem de 10,
10 e 10 O valor do semi-eixo maior das particulas inicialmente foi fixado a 15 km
do semi-eixo maior inicial dos satélites. Esse valor inicia do semi-eixo maior parte do
estudo de Murray e Dermott (1981), em que a largura de confinamento de uma
particula no anel Central, para o caso circular, € de 30 km. O comportamento das
particulas e dos satélites é visualizado no sistema que rotaciona com o movimento

medio do satélite Pan e através da variacéo de alguns dos seus elementos orbitais.

4.2.1 Comportamento dos satélites
A Tabela 4.1 mostra a variagdo do semi-eixo maior e a variagdo angular dos

satélites, para cadatipo de configuracéo.
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Tabela 4.1 - Variagdo angular e do semi-eixo maior dos satélites por um periodo de

500 anos de integracéao.

Tipola Tipolla Tipola Tipolla Tipolll

(N=2) (N=2) (N=3) (N=3) (N=3)
Dapan 4,0x10°km|2,0x 10°km|4,0x 10° km [4,0x 10* km | 1,4 x 10"km
Dq Pan ~0° ~0° ~0° ~0° ~0°
Dag; 1 4,0x 10" km|2,0x 10°km|4,0x 10* km [4,0x 10* km [ 5,7 x 10"km
DQsat 1 0° 0.375° 0° 1,8x10°° 91,05°
Dasa 2 * * 4,0x 10" km|3,0x 10 km| 5,3 x 10km
DOsat 2 * * 0° 1,8x10°° 77,90°

E importante relembrar que Pan é o satélite que esta fixo no sistema rotacional,

por isso ndo visualizamos sua variagdo angular em funcéo do semi-eixo maior (a), mas

essa variagao se torna possivel quando observamos a variagdo a X tempo Figura4.1.

133584,0 1

Pan
Sat,

133583,6 1

133583,2

133582,8

Semi-eixo maior (km)

133582,4

Sat

133582,0

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Tempo (anos)

Figura 4.1 - Variacdo de a x tempo para trés satélites que estdo posicionados em uma

configuracéo de equilibrio do Tipo l1la.

As figuras a seguir mostram a variacéo do a x q dos satélites para cada tipo de

configuracdo (Tipo la, Tipo lla e Tipo Illa). Essas pegquenas variagcdes sdo, da ordem

de 10 km.
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Pan
Sat,

133583,0000 -

‘E 133582,9999

133582,9998 -

133582,9997

Semi-eixo maior (k

133582,9996 -

-50 [ 50 100 150 200 250 300 350 400
q°

Figura 4.2 - Vaiacdo de q x a dos satélites que estdo posicionados em uma

configuracéo de equilibrio do Tipo la, paraN = 2 satélites.

Pan
Sat,

133583,0015
133583,0010 o
.~ 133583,0005
£ J

<
" 133583,0000

o E
£ 132582,9995
1 : :
Q - -
5 1335829990 1
£ 133582,9985
3 ]
133582,9980 -
133582,9975 -
—— T
50 0 50 100 150 200 250 300 350 400
@

Figura 4.3 - Variacdo de q x a dos satélites que estdo posicionados em uma

configuracdo de equilibrio do Tipo lla, paraN = 2 satélites.

Pan
sat,
Sat
133583,0000 o . . -
—_
S
< 133582,9999 . . -
s
©
£
2 133582,9998 | . . -
°
£
)
) 133582,9997 - . . -
133582,9996 . . -
—

T T T T T T T T T T T 1
-50 0 50 100 150 200 250 300 350 400
o

Figura 4.4 - Variagdo de q x a dos saélites que estdo posicionados em uma
configuragdo de equilibrio do Tipo la, paraN = 3 satélites.
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Pan
Sat,
Sat,

133583,0000

133582,9999 -

133582,9998 -

133582,9997 o

Semi-eixo maior (km)

133582,9996 -

L B e L B h m e e e e ey s
-50 0 50 100 150 200 250 300 350 400

q

Figura 4.5 - Variacdo de g x a dos satélites que estdo posicionados em uma

configuracdo de equilibrio do Tipo Ila, paraN = 3 satélites.

Pan
Sat,
Sat

133583,6+

133583,5-

133583,4
— 133583,3
X 1335832
S 133583,1]
© 4
€ 133583,0
£ 1335820 I I
= 133582,8:
g 4
§ 13358274

133582,6-

133582,5

133582 4+——F———T—T—T—T—T—T—T—T—T—T—T—— T

50 0 50 100 150 200 250 300 350 400
q°

Figura 46 - Variagdo de g x a dos satélites que estdo posicionados em uma

configuracdo de equilibrio do Tipo Illa, paraN = 3 satélites.

4.2.2 Comportamento dasparticulas para o caso Circular

Verificamos para o caso circular, o confinamento das particulas entre os
satélites que estdo posicionados em configuracBes de equilibrio por um periodo de
integracdo de 500 anos. O confinamento s6 ndo € observado na configuracdo de
equilibrio do Tipo Illa paraN = 3 satélites. 1sso ocorre devido a variagdo do semi-eixo

maior dos satélites préximos aos pontos de equilibrio dos mesmos, Figuras 4.6 e 4.1.
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Para exemplificar, apresentamos nossos resultados para N = 2 satélites

posicionados na configuracdo Tipo la, onde a particula (P;) esta posicionada

inicialmente a 30° de Pan e a particula (P,) a 180° de Pan Figura4.7. Pode-se verificar

a variagdo radial em fungdo do tempo Figura 4.8a — 4.8d, a variagéo da excentricidade

em fungdo do tempo Figura 4.9 e a variacdo angular em fungdo do tempo Figura 4.10

para(P,) e (P,).

Saty

P:

9
Corpo Pan
Central

Figura 4.7 - Posicionamento inicial das particulas coorbitais aos satélites que estdo na

configuracdo N = 2 satélitesdo Tipo la.
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1,00008 4
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0,99998
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0,99992 4
0,99990
0,99988
0,99986

fagcddadeluaota Y R SR P
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0 100 200 300 400 500
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Figura 4.8a - Variagdo de r x tempo
paa (P;) estando satélites e
particulas em Orbita circular por um

periodo de 500 anos.

1,00014 T T T
1,00012 4

1,00010 4
1,00008 4
1,00006 4
1,00004 4
1,00002 4
1,00000 4
0,99998 4

r

0,99996 4
099994 4
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LRI B i e e e e
012 3 45 6 7 8 9 101112 13 14 15 16 17 18 19 20
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Figura 4.8b - Ampliacdo da variacéo
radial em funcdo do tempo por um

periodo de 20 anos.
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1,00010 . ]
1,00008 ]
1,00006 ]
1,00004 1 ]
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0,99998 ]
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0,99994 ]
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0,99990 4 . . ]
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Figura 4.8c - Ampliacéo da figura4.8a, onde verificamos o comportamento de (P,) por

20 anos.
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0,000001 + -
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Figura4.9 - Variagdo de e x tempo paraas particulas por um periodo de 500 anos.
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Figura4.10 - Variacdo de q x a para as particulas por um periodo de 500 anos.

4.2.3 Comportamento da particula em oOrbita Excéntrica

Quando incluimos a excentricidade, da ordem de 10* e 107, nas érbitas das
particulas continuamos a observar o0 confinamento das mesmas entre os satélites que
estdo em configuragcdes de equilibrio. O confinamento ndo € observado mais uma vez
na configuracd N = 3 do Tipo Illa e para valores iguais e superior a 10°%, ocorrendo
1SSO para todos os tipos de configuragoes.

Para exemplificar, smulamos para dois satélites que estdo na configuracéo do
Tipo lla coorbitais a uma particula (P;), que esta posicionada inicialmente a 90° dos
satélites, como mostra a Figura 4.11, para o valor da excentricidade igual a 1 x 10™.
Como resultado observamos um aumento da variagéo radial, que para o caso circular
era da ordem de 2,34 x 10* Figuras 4.12a e 4.12b, para 4,41 x 10 Figuras 4.13a e

4.13b devido a existéncia da excentricidade da particula.
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Corpo
Central .

Saty

Figura 4.11 - Posicionamento inicial de uma particula coorbital aos satélites que estdo

na configuracdo N =2 do Tipo lla.
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Figura 4.12a - Variagdo de r x tempo
para (P;) que esta em Orbita circular

por um periodo de 500 anos.
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Figura 4.13a - Variagéo de r x tempo
para (P;) que estd em oOrbita excéntrica

por um periodo de 500 anos.
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Figura 4.12b - Ampliagdo da figura

(4.124) por um periodo de 20 anos.
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Figura 4.13b - Ampliacdo da figura

(4.13a) por um periodo de 20 anos.
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4.2.4 Comportamento da particula para satélites em orbitas excéntricas

Ao incluirmos excentricidade somente nos satélites continuamos a observar o
confinamento das particulas, entre os satélites, para valores da excentricidade iguais a
10* e 10" sendo observado também, uma variagdo periddica da excentricidade das
particulas em funcdo do tempo.

Como exemplo apresentamos resultados para a configuracdo N = 3 satélites do
Tipo Il, onde a particula (P,) esté posicionado entre Pan e Sat,, a particula (P,) entre
Sat, e Sat, e aparticula (P;) entre Sat, e Pan Figura4.14.

A vaiagd da excentricidade das particulas em funcdo do tempo para
excentricidade dos satélitesigual a1 x 10 é mostrada na Figuras 4.15ae 4.15b.

Sat; P

& Pan

P, o

Corpo
Central

Sat,
Ps

Figura 4.14 - Posicionamento inicial de particulas coorbitais aos satélites que estéo na

configuracdo N =3 do Tipo lla.
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Figura 4.15b - Ampliacéo da Figura

Variacéo
excentricidade em fungdo do tempo.

Figura
4.15a
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Na Figuras 4.16a — 4.16¢c comparamos a variagdo radial em funcdo do tempo,
para a configuragéo descrita acima, para 0 caso circular, particula em orbita excéntrica

e satélite em orbita excéntrica.

1,00012 4
1,00008
1,00004

. 1,00000 |

0,99996 4

0,99992
-.4 L ad b as ar A e ad A R L WS s aa WS
0,99988 T T T T
0 20 40 60 80 100
Tempo (anos)

Figura 4.16a - Variacdo de r x tempo para (P;) em 6rbita circular. Dr = 2,23 x 10,
Configuracéo do Tipo lla.

T . = T
1,0002
1,0001
= 1,0000+
0,99994
0,99984

T T T T T T T

20 40 60

0

T T 1
80 100
Tempo (anos)

Figura 4.16b - Variacgo de r x tempo para (P;) em 6rbita excéntrica. Dr = 4,4 x 10,
Configuracéo do Tipo lla.
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1,00024

1,00016

1,00008

1,00000

0,99992

0,99984 -

099976

0 10 20 30 -zlt—(;mpzo(an:;) 70 80 20 100
Figura 4.16c - Variacdo de r x tempo para (P,) estando os satélites em oOrbitas

excéntricas. Dr = 4,8 x 10™. Configuracdo do Tipo lla.

Os trés gréficos mostram que a inclusdo da excentricidade da ordem de 10
influencia na variagdo radial em funcéo do tempo. Para o caso onde a particula esta em
uma orbita excéntrica Figura 4.16b observamos uma oscilacdo radial da particula antes
do encontro com os satélites mudando assim sua variacdo e sendo a fregliéncia dessa
oscilagdo constante devido ao fato da variagdo da excentricidade ser praticamente
constante. Quando incluimos um satélite em Orbitas excéntricas Figura 4.16¢
continuamos a observar uma oscilagéo radial antes do encontro com o satélite e logo
apos o encontro, porém a freqiéncia com gue essa oscilagdo acontece ndo é a mesma
devido a variagdo da excentricidade que o satélite gera na particula. E para 0 caso
circular Figura 4.15a, ndo observamos oscilacdo radial no comportamento da particula,

apenas avariacdo radial devido ao encontro com os satélites.

Assim, para esse primeiro estudo concluimos que por um periodo de integracéo
de 500 anos e para valores da excentricidade iguais a 10 e 10®, as particulas
permanecem confinadas entre os satélites. Quando incluimos excentricidade vimos
uma oscilacdo radial, que esta relacionada a existéncia da excentricidade, no
comportamento da particula. Para 0 caso de um satélite em Orbita excéntrica a
oscilacdo torna-se diferente devido a variag@o da excentricidade. A Unica configuracéo
gue ndo confina as particulas € ado Tipo Illa para N = 3 satélites, que esta relacionada

avariacdo da posicdo inicia dos satélites.
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43 UMA ORBITA COMPLETA DA PARTICULA

Nessa parte de nosso trabalho iremos discutir e apresentar nossos resultados para
o0 comportamento de particulas coorbitais a satélites, com o intuito de analisar
graficamente e de modo mais preciso suas possivels trgjetérias para Orbitas circular e
excéntrica.

As condic¢des iniciais s8o semelhantes a do caso descrito anteriormente, se
diferenciando apenas no fato de estarmos interessadas no estudo da trgjetéria por
apenas uma Orbita que a particula descreve entre os satélites.

Assim verificamos que as particulas permanecem confinadas entre os satélites
para o caso circular com valores da excentricidade iguais a 10 e 10 e para 0 caso
planar. Esse confinamento foi mantido em todos os Tipos de configuracdo dos
satélites, inclusive para a configuracdo do Tipo Illa para N = 3 satélites. A trgjetdria
descrita pelas as particulas ndo se altera com 0 aumento do nimero de satélites e sendo
assim iremos apresentar nossos graficos para uma particula (P;) confinada entre dois
satélites (Pan e Sat,), que estdo em uma configuracdo de equilibrio do Tipo la com
uma separagdo angular de 60°, e estando (P;) posicionada inicialmente a 30° dos
satélites. Com o intuito de simplificar a compreensdo de nossos resultados iremos
apresentar de modo separado a evolucéo da trajetéria da particula para 0s casos: i)
Satélites e particula em orbitas circulares; ii) Particula em oérbita excéntrica, com
vaores da excentricidade iguais a 10 e 10'%; iii) Satélites em érbitas excéntricas com

valores daexcentricidade iguaisa10™* e 1073,

4.3.1 Satéliteseparticulaem orbitascirculares

As figuras abaixo mostram, para o caso circular, a trgjetoria da particula ao longo
do tempo descrita no sistema de referéncia rotacional com Pan.

Nas Figuras 4.17a— 4.17f temos a evolucdo da particula para um periodot =0 at
= 0,65 ano.
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Figura 4.17a - Particula na posicéo

inicial.

*  Pan
10 T T T T T T *  Sat,

Figura 4.17c - Variagéo da particula
por um periodo de 0,24 40,30 ano.
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Figura 4.17e - Variagéo da particula

por um periodo de 0,24 40,38 ano.
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Figura 4.17b - Variacdo da particula

por um periodo de 0 a 0,24 ano.
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Figura 4.17d - Zoom da Figura
4.17c.
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Figura 4.17f - Variacd da particula
por um periodo de 0,24 40,42 ano.
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Figura4.18a- Trajetdriada particula por uma érbita completa.
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Figura4.19 - Variacéo radial em funcdo do tempo.
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4.3.2 Particulaem orbita excéntricaigual a10™ e 107

Particula com excentricidade iqual a10™

As Figuras 4.20a — 4.20e mostram a evolucdo da particula desde sua posi¢éo

inicial (t = 0) até o encontro com Pan, que se da depois de 0,65 ano.

*  Pan
*  Sat,
P,
0,9
0‘85
o
0,1
Figura4.20a- Particulanaposicdo inicial.
«  Pan « Pan
P P
Figura 4.20b - Variacdo da particula Figura 4.20c - Zoom da Figura
por um periodo de 0 a 0,30 ano. 4.20b.
«  Pan
P, « Pan
Pl
Figura 4.20d - Variagio da particula Figura 4.20e - Variacdo da particula

por um perfodo de 0 &0,34 ano. por um periodo de 0 a 0,42 ano.
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Figura4.21a: Trgjetoria da particula por uma Orbita completa.
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Figura 4.22 - Variagao radial em func¢&o do tempo.



85

Particula com excentricidade iqual a 107

Novamente podemos verificar através das Figuras 4.23a — 4.23e a evolugdo da
particula desde sua posic¢éo inicial (t = 0) até o encontro com Pan, que ocorre depois de
0,65 ano.

—— P,
« Pan
10 T T T T T T T T T T T © Sat,

08—

0,6+

> 04

0,2

00+

T T T T T T T T T T T
0,5 0,6 0,7 0.8 0,9 10
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05 0,6 0,7 038 0,9 1,0 0,999 1,000

Figura 4.23b - Variagdo da particula Figura 4.23c - Zoom da Figura
por um periodo de 0 &0,30 ano. 4.23b.
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Figura 4.23d - Variagdo da particula Figura 4.23e- Variacdo da particula

por um periodo de 0 a 0,34 ano. por um periodo de 0 20,42 ano.
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Figura4.24a- Trgetoria da particula por uma Orbita compl eta.
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Figura4.25 - Variacéo radial em funcédo do tempo.
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4.3.3 Satélitesem 6rbitasexcéntricasiguaisa 10* e 10

Satélite com excentricidade iqual a10™

As Figuras 4.26a — 4.26b mostram a evolucédo da particula desde sua posicéo

inicial (t = 0) até o encontro com Pan, que se da depois de aproximadamente 0,65 ano.

* Pan
P,
10 T T T T T T T T T T T ¢+ Sat
T v T T T

084 < 0,04 4

0,64

0,24

0,0

T T T T T T T
0,9992 0,9996 1,0000 1,0004

T T T T T T T T T T T
05 0,6 0,7 08 0,9 1,0
X

Figura 4.26a - Particula posicionadaa  Figura 4.26b - Particula logo apds o

30° dos satélites, em um tempot = 0.  encontro com Pan; t = 0,35 ano.

Pan
10 T T T T T T T T T T T * Sat)

0,8 .

0,6 4 -

0,24 -

0,04 . -

05 0,6 0,7 08 0,9 10

Figura4.27a- Particula descrevendo uma 6rbita completa entre os satélites.



88

> 0,02 1 —
| —=

0,004

T T T T T
0,9989 0,9996 1,0003

Figura4.27b - Ampliacdo daFigura4.27a

1,0002

iy

S

T T T T T T T T T
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Figura 4.28a - Variacdo radid em Figura 4.28b - Ampliacdo da Figura

funcéo do tempo. 4.28a

Satélite com excentricidade iqual a 10

Para essa Ultima configuracéo iremos apresentar a Orbita completa descrita pela
particula Figura 4.29a sua ampliacdo, para melhor visualizarmos sua trgjetéria

préximaaPan Figura4.29b, e avariacdo radial em fungdo do tempo Figura4.30.
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—P, P,
«  Pan * _Pan

10 T T +_ Sat

0,6

0,2

0,0

Figura 4.29a - Trgetéria da Figura 4.29b - Ampliagdo da
particula por uma orbita. Figura4.29a.

Tempo (anos)

Figura4.30 - Variacéo radial em funcdo do tempo.

Assim, podemos concluir a respeito do comportamento das particulas coorbitais
a satélites, que por um periodo de integracdo de 500 anos €las permanecem confinadas
entre os satélites nas configuragdes d Tipo la e lla. Verificamos que a inclusdo da
excentricidade gera nas particulas uma variagdo radial em funcdo do tempo. Essa
variagdo tem forma diferente quando a excentricidade é incluida somente na ¢rbita da
particula e de quando a excentricidade é incluida somente na Orbita do satdlite. A
variacdo radial também pode ser observada no sistema de referéncia rotacional Figuras
4.20b e 4.26h.
Na proxima sec¢do iremos apresentar os pontos de equilibrio que obtivemos
para as particulas coorbitais aos satélites, por um periodo de 500 anos de integracao.
Esse estudo foi aplicado para 0 anel central da falha de Encke com satélites de raio de

10 km nas posi¢desdo Tipo la ella.
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44  NOVOSPONTOSDE EQUILIBRIO DASPARTICULAS

Um outro resultado gque obtivemos foi a obtencéo dos pontos de equilibrio das
particulas em orbita circular e planar, coorbital a dois e trés satélites, para 0 caso onde
os satélites tém mesma massa e estdo posicionados na configuragcdo do Tipo la e Tipo
[la, por um periodo de 500 anos de integracao.

Os pontos de equilibrio foram obtidos de modo numérico a partir do modelo do
problema circular restrito de trés corpos, no qual € possivel verificar através de um
grafico do semi-eixo maior em fungdo do tempo os picos de maximo e de minimo das
particulas que estdo relacionados com a aproximagdo da particula aos pontos de
equilibrio Lagrangianos. Assim partindo dessa idéia e com o intuito de obtermos os
pontos de equilibrio para as particul as posicionadas entre dois e trés satélites em orbita
circular, plotamos o gréfico da variagéo radial em funcdo do tempo para identificarmos
guando ocorrem as variacdes que identificam os pontos de equilibrio. Em sguida
plotamos o grafico da variagdo angular em fungdo do tempo para obtermos para aquele
dado instante de tempo a posicdo angular das particulas. Em seguida posicionamos as
particulas no mesmo semi-eixo maior dos satélites, nessas posicoes de equilibrio, e
integramos 0 nosso sistema verificando o comportamento que as particulas passam a
descrever em termos da variagao dos seus elementos orbitais.

Com intuito de melhor compreender, o estudo descrito acima, consideremos a
configuragcdo descrita pela Figura 4.31 que descreve o comportamento de uma
particula de massa desprezivel, no sistema rotacional que passa préxima aos pontos de
equilibrio L, Ls e L;. Na Figura 2.8 verificamos a variacdo do semi-eixo maior em
funcé@o do tempo o0 qual nos mostra claramente os pontos de maximo e de minimo das
particulas e em seguida temos a Figura 2.7a que mostra a variacdo do semi-eixo maior

em funcéo da variacdo angular da particula.
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Figura 4.31 - Visualizagdo dos pontos de equilibrio Lagrangianos e do movimento da

particulaem formade ferradura.

4.4.1 Configuracdo de equilibrio do Tipo la para dois satélites e duas particulas
por um periodo de 500 anos de integr acao
Nessa configuracdo obtivemos quatro pontos de equilibrio para as particulas
realizando o procedimento descrito anteriormente, onde o primeiro ponto esta a 30° de
Pan, que estafixo a0° e os restantes estéo, com relagcdo a Pan, a 107°, 210° e 313°.
A Figura 4.32 mostra a variagdo do semi-eixo maior das particulas em funcédo

davariacéo angular.

Ponto de Equilibrio do Satélite
Ponto de Equilibrio da Particula

—71r . r - 1 - 1 1 - 1 1 - T 7
133584,8 | E

133584,4 —
133584,0 —
133583,6 | -
133583,2 i

-4 L] L - -
133582,8 —

133582,4 -

Semi-eixo maior (km)

133582,0 B
133581,6 B

133581,2 —

T T T T T T T T T T T T T T T
50 100 150 200 250 300 350 400
qO

o -

-50

Figura4.32 - Variagéo do a em funcdo de q das particulas.
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Os pontos de equilibrio podem ser melhor visualizados através do gréfico do

sistemarotacional com Pan Figura4.33.

Pan
+  Sat,

Pontos de equilibrio
1,0 . T T T T

0,5 4

0,0 -

-1,0

T T T
-1,0 -0,5 0,0 05 1,0

Figura4.33 - Sistemade referénciarotacional com Pan.

4.4.2 Configuracdo de equilibrio do Tipo Il para dois satélites e duas particulas
por um periodo de 500 anos deintegracao

Nessa configuragdo obtivemos dois pontos de equilibrio das particulas o

primeiro se localiza a 0° e 0 segundo esta a 270°, do satélite Pan, como pode ser

visualizado na Figura 4.34 que mostra o comportamento dos satélites e das particulas

no sistemade referénciarotacional .

e Pan
= Sat,
Pontos de equilibrio

T T T T T T T T T T T T T T T T T
1,0 - - 4

0.8 4 ]
0.6 - ]
0.4 - ]
02 ]
0.0 4 ]
02 ]
0.4 ]
-0,6 ] ]
-0,8 _- _-
1.0 . ]

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
10 -08 -06 -04 02 00 02 04 06 08 10

X

Figura4.34 - Sistemade referénciarotacional com Pan.
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A Figura 4.35 nos mostra a variacdo do semi-eixo maior das particulas e dos

satélites em funcdo da variagdo angular. Nessa figura apresentamos particulas que

estdo nos pontos de equilibrio e as que libram em torno dedes.

Ponto de Equilibrio dos Satélites

Ponto de Equilibrio das Particulas
T | T T T T T

133584,8
133584,4—-
133584,0—-
133583,6—-
133583,2—-
133582,8—-

133582,4

Semi-eixo maior (km)

133582,0
133581,6

133581,2

-50

T T T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350

o

q

400

Figura 4.35 - Variacdo do a em funcdo de qdos satélites e de particulas posicionadas

nos pontos de equilibrio e préximaa el es.

4.4.3 Configuracéo de equilibrio do Tipo la para trés satélites e trés particulas

por um periodo de 500 anos deintegracao

Para a configuracdo estavel em que temos trés satélites coorbitais a trés

particulas em Orbita planar e circular obtivemos os seguintes pontos de equilibrios das
particulas: 0°, 91,1°, 156,3°, 203,6° e 268,8° com relacdo a0 satélite Pan. Assim

inserindo particulas nesses pontos de equilibrio € no mesmo semi-eixo maior dos

satélites, podemos visuaizar o comportamento das particulas e dos satélites analisando

avariagao radial em funcdo davariagdo angular.
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- Pontos de Equilibrio dos Satélites

- Pontos de Equilibrio das Particulas
1834571 T T T T 1

133584,0 E

133583,5 A

133583,0 ||

133582,5 4

Semi-eixo maior (km)

133582,0 .

133581'5 T T T T T T T T T T T T T T T T T
-50 0 50 100 150 200 250 300 350 400

qo

Figura4.36 - Variacdo do a em funcdo de g dos satélites e das particulas nos pontos e

préximo aos pontos de equilibrio.

4.4.4 Configuracdo de equilibrio do Tipo |la para trés satélites e trés particulas
por um periodo de 500 anos deintegracao

Nessa configuracdo instavel denominada Tipo |la temos trés particulas coorbitais
a trés satélites, e obtivemos trés pontos de equilibrio para as particulas estando esses
pontos posicionados a 60°, 120° e 300°, com relagcdo ao satélite Pan que esta fixo no
sistema rotacional posicionado a0°.

O sistema rotacional, com os satélites e as particulas, para essa configuracéo esta
representado na Figura4.37. A variacdo do semi-eixo maior em func¢éo do tempo para
as particulas e os satélites nos pontos de equilibrio é constante. A variagdo angular das

particulas nos pontos de equilibrio, e proximas a eles, € mostrada na Figura 4.38.
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Sistema Rotacional com Pan, por um Periodo de 500 anos = Pan
°  Sat,
107 T T T T T T T ] Sat
0,9 . - 1 2
0,84 i P,
0.7-] ] P,
0,6 3
0,54 Py
0,4
0,34
0,2
0,1
0,0
> 0,14
0,24
0,3
0,44
0,54
-0,6
073
-0,84
0,9
-1,0 T T T T T T T T T
-1,0 05 0,0 05 1,0

Figura 4.37 - Sistema de referénciarotacional com Pan.

« Ponto de Equilibrio dos Satélites
Ponto de Equilibrio das Particulas
1 1 1 1 1 T 7

133584,0 —

133583,6 -

133583,2 -

133582,8 -

Semi-eixo maior (km)
[ ]
L ]

133582,4 -

133582,0

o
Figura 4.38 - Variacdo do a em funcéo de g dos satélites e das particulas nos pontos

de equilibrio e ao redor dos pontos.

O estudo do problema de 2 e 3 satélites posicionados nas configuracdes de
equilibrio proposto por Salo e Y oder (1988) nos possibilitou obter de modo numeérico
pontos de equilibrio das particulas coorbitais a esses satélites a partir da idéia do
problema circular restrito de 3 corpos. A estabilidade também pode ser verificada
guando posicionamos particulas proximas a tais pontos, com um deslocamento inicial
de aproximadamente 5°, verificando que algumas particulas passam a girar em torno
dos pontos de equilibrio inicial, e outras néo.

A localizacdo de pontos de equilibrio para particulas coorbitais a hipotéticos
satélites, que orbitam os anéis planetérios, pode gjudar a explicar vérias das estruturas

encontradas nesses anéis.
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45 SIMULACOES PARA SATELITES DE MASSAS DIFERENTES POR UM
PERIODO DE 500 ANOS

Como proposto em nosso plano de pesquisa inicial iremos aterar o raio dos
satélites, mantendo como constante a densidade dos mesmos, com 0 objetivo de
estudar como as particulas, que estéo coorbitais a eles, irdo se comportar. Esse estudo
foi realizado para o caso circular e excéntrico, para dois e trés satélites posicionados
nas configuracdes de equilibrio como proposto por Salo e Yoder (1988). O valor da
excentricidade utilizada foi de 10™. As configuragdes de equilibrio obtidas foram para
0 caso onde os satélites tém massas iguais.

Nossas simulacdes foram realizadas para um satélite de raio igual a5 km e com
uma densidade igual a 1,2 g/cm’ o que nos fornece uma massa igual a 6,283 x 10™ kg.
Em nossas simulacdes tivemos o objetivo de realizar o estudo do comportamento
buscando uma configuracdo em que as particulas ficassem confinadas pelos satélites.
Para tal propdsito, consideramos varios valores de semi-eixo maior das particulas. Para
iSSO posicionamos os satélites em suas posi¢des iniciais, como proposto por Salo e
Y oder (1988), e em seguida posicionamos as particulas a 15 km do semi-eixo inicial
dos satélites, e fomos diminuindo passo-apasso 0 semi-eixo maior das particulas até
gue obtivéssemos o confinamento destas.

A seguir iremos apresentar nossos resultados obtidos para essa configuragéo.

4.5.1 Satélitesposicionados na configuracdodo Tipo la

Nessa configuracdo os satélites estdo em um semi-eixo maior igual a 133.583
km, (P,) esta posicionada em um semi-eixo maior igual a 133.591 km, e (P,) a 133.592
km, todos os corpos estdo em um mesmo plano e em oOrbita circular ao redor de um
corpo central Figura4.7. O corpo que esta como referéncia no sistema girante é Pan,
que tem uma massa igual a 5,026 x 10™ kg e o segundo satélite tem uma massaigual a
6,283 x 10" kg. Nosso estudo serd feito analisando ndo somente o comportamento das
particulas, mas também dos satélites.

Nas Figuras 4.39 e 4.40 verificamos a variagdo do semi-eixo maior dos satélites

em fungdo do tempo e das particulas.
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Figura 4.40 - Variagdo do a em
funcéo do tempo para as particulas
que estdo posicionadas entre 0s
satélites Pan e Sat ;.

A variacéo do semi-eixo maior dos satélites é da ordem de 4,0 x 10* km, sendo

interessante ressaltar que para esse periodo de integracéo a variagdo dos dois satélites é

idéntica a variac8o gque ocorre nessa mesma configuracdo quando temos satélites de

mesmamassa Tabela4.1.

A variacdo radid da particula em funcdo do tempo pode ser visuadizada na

Figura4.41.
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Figura 4.41a - Variagd de r em
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1,000024
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0,99998

0,99996 4

0,999944
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Figura 4.41b - Ampliacdo da Figura
4.41a

funcdo do tempo para as particulas
que estdo inicialmente com uma

excentricidade igual a zero.
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A Figura 4.42 mostra de modo mais compreensivel o confinamento radial e

azimutal das particulas entre os satélites.

1,000104 -

1,00008 1 1

1,00006

R
1

1,00004 - b
1,00002 4 : o
1,00000 v
0,99998 - o

0,99996 + : —

SR,
1

0,99994 L

0,99992 1 1

0,99990 4 —

T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Figura4.42 - Variagéo der em funcéo deq das particul as.

Esse confinamento também pode visualizado através da variacdo do semi-eixo

maior em funcdo deq, Figura4.43.

-

133595 -

1 f
133590 _1

133585 oA

133580 R

Semi-eixo maior (km)

133575 - ‘ J 1

133570 —T77—7—7—
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T

Figura4.43 - Variagdo de a em funcéo de q das particul as.

Por Ultimo podemos andlisar a variagdo angular em funcdo do tempo, Figuras
4.44a e 4.44b.
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Figura 4.44b - Ampliagcdo da
Figura4.44a

Quando incluimos excentricidade na particula igual a 10, mantendo as mesmas

condicdes descritas anteriormente para o caso circular verificamos que os satélites tém

0 mesmo comportamento visualizado na Figura4.39 e uma variacdo radia em funcéo

do tempo das particulas que pode ser visuaizadanas Figuras 4.45 e 4.45a.
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Figura 4.45a - Variagdo radial em

funcdo do tempo para as particulas

coorbitais aos satélites.
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Figura4.45b - Ampliacéo da Figura

4.45a

Simulamos também o caso onde a excentricidade dos satélites é igual a 10°. O

resultado verificado, de modo geral, foi semelhante ao caso estudado para satélites de

mesma massa, ou sgja, aém de termos o confinamento das particulas verificamos que

os satélites tém a mesma variagdo do semi-eixo maior em funcéo do tempo, Figura

4.42. Veificamos também que a excentricidade do satélite gera uma variagcéo

periddica nas particulas sendo estas visualizadas através do grafico de r em fungdo do
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tempo como mostram as Figuras 4.46a — 4.46b e através do grafico da variacdo da

excentricidade da particula em funcdo do tempo, Figura4.47.

5
T —
10002 - _
10001 - _
_ 10000 _
09999 - _
0,098 - _
T T e a0 ao | a0 | s
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Figura4.46a- Variacao radial em funcéo do tempo para (P,).
—P

Tempo (anos)

Figura4.46b - Ampliacdo daFigura4.46a
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Figura 4.46¢ - Variacéo radial em funcéo do tempo para (P,) e a direita uma ampliacéo

dessa configuragéo.
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Figura 4.47 - Variagdo da excentricidade em funcdo do tempo para as particulas que

estdo inicialmente emuma orbitacircular.

4.5.2 Satélites posicionados na configuracdo do Tipolla.

A simulacéo foi realizada para dois satélites coorbitais a duas particulas
buscando obter um semi-eixo maior em que segja possivel observar o confinamento
das particulas. Faz-se importante ressaltar que para esse caso excéntrico o que irda
diferenciar serd a variagdo radial em funcédo do tempo das particulas, pois no primeiro
caso a excentricidade inicial € inserida nas particulas o que gera uma variagdo radial
semelhante a observada na Figura 4.45, e no segundo caso excentricidade € inserida
nos satélites 0 que gera uma variagcdo na excentricidade como observada na Figura

4.47 gerando uma variacdo radial semelhante a observada nasFiguras 4.46a — 4.46b.
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Com esse intuito verificamos que & particulas permanecem confinadas a partir
de um semi-eixo maior igual a 133.593 km.
Para o caso circular a Figura 4.48 mostra o confinamento angular e azimutal das

particul as.
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\
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Figura 4.48 - Variacdo do a em funcdo de q para o caso circular. A direita temos uma

ampliagdo dessa configuracéo.

Verificamos que os satélites descrevem comportamentos diferenciados
proximos aos pontos de equilibrio sendo que Pan, que tem raio de 10 km, tem uma
variaco da ordem de 2,0 x 10" km, ou sgja, 0 mesmo observado na configuracgo dos
satélites para massas iguais conforme aTabela 4.1, e Sat; que tem um raio de 5 km

tem uma variacdo de 2,4 x 10™*km, como mostraa Figura4.49.

Pan
Sat,
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33583,015 — :
133583,010 —
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Figura 4.49 - Variacdo do a em funcdo do tempo dos satélites que estéo posicionados

na configuracdo de equilibrio do Tipo lla.
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Outra forma de se visualizar o confinamento € através do grafico da variagéo

angular em funcéo tempo Figura 4.50.
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Figura4.50 - Variagdo angular em funcéo do tempo para as duas particulas.

Como citado anteriormente, o efeito da excentricidade causa um efeito maior na
variagdo radial em funcdo do tempo das particulas, assm para 0 caso em que
incluimos inicialmente excentricidade nas particulas podemos visualizar esse
comportamento através da Figura 4.51 e quando a excentricidade € incluida nos

satélites a variagao que passa a ser gerada na particula é observada na Figura4.52.
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Figura4.51 - Variacéo radial em funcdo do tempo.
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Figura 4.52 - Variacdo radia em funcéo do tempo. A figuraadireita € umaampliacdo

dessa configuragao.

4.5.3 Tréssatélites posicionados na configuracao do Tipo la.

Nés iremos considerar a configuracdo onde temos trés satélites que inicialmente
estdo posicionados nos pontos de equilibrio da configuragdo do Tipo la. Na primeira
simulacéo consideramos a existéncia de um satélite com um raio de 10 km e dois

outros satélites com raios de 5 km cada, como mostra a Figura4.53.

Pan (r = 10 km)

P>

S (r=5km)
o,

P1

Ps

S, (r=5km)

Figura 4.53 - Configuracdo inicial dos satélites de raios diferentes.
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Para essa configuracéo verificamos que a particula (P;) foi confinada a partir de

um semi-eixo maior de 133.593 km; as particulas (P,) e (Ps) foram confinadas em um

semi-eixo maior igual a 133.586 km como mostraa Figura4.54.
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Figura 4.54 - Confinamento das particulas entre os satélites por um periodo de 500

anos de integracéo.

Esse confinamento também pode ser verificado através do grafico da variagdo

angular em funcao do tempo.

o

Figura4.55 - Variagdo angular das particulas em fung¢éo do tempo.

—T 77— T
0 100 200 300 400 500
Tempo (anos)

A Figura 4.54 nos mostra o confinamento das particulas entre os satélites e uma

amplitude de oscilacdo em termos do semi-eixo maior ao decorrer do tempo, no

entanto a Figura4.55 nos possibilita ver a existéncia de picos de maximo e de minimos

navariagéo angular das mesmeas.
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Com o intuito de explicar a figura acima, apresentamos nas Figura4.56 e 4.57 o

comportamento que os satélites realizam em funcdo do tempo e angularmente.

Pan

133583,

=
T

133582,9

133582,8+

Semi-eixo maior (km)

133582,74

— T
0 100 200 300 400 500
Tempo (anos)

Figura 4.56 - Variagdo do semi-eixo maior em funcdo do tempo para os satélites que

s80 posicionados na configuragdo do Tipo la.

Pan
Sat,
1335833 T T T T T T T Sat

133583,2
133583,1

1335830 I |_

133582,9

Semi-eixo maior (km)

133582,8

133582,7

Figura 4.57 - Variagdo angular dos satélites em func¢éo do semi-eixo maior.

Pan, o satélite de raio de 10 km, tem uma amplitude de oscilacdo
aproximadamente de 0,046 km, e os outros satélites tem uma variagcdo de
aproximadamente 0,358 km.

Verificamos assim que os satélites ndo permanecem em suas posicOes iniciais
apesar de uma pequena variagdo, ou sga, ha diferenca na posicdo dos pontos de
equilibro obtidos por Salo e Yoder (1988). O movimento dos satélites € responsavel
pela variacdo da amplitude radia angular das particulas. Uma sequéncia do
movimento da particula e do movimento dos satélites por um periodo de 62 anos é

apresentada. Essa sequiéncia é visualizada na Figura4.58.
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qo
Figura 4.58a - (P;) esta posicionada Figura4.58b - (P;) completa uma orbita
inicialmente a 67°, Sat, esta a 47,361° e  entre os satélites estando Sat, a 48,858°
Sa; esta a 94,722°. Essa figura mostrao e Sat; a 93,549°. (P;) tem uma variagao

inicio do movimento da particulaentre os  angular de aproximadamente 44° e

T . _ _4
satélites, para o caso circular. Dr=2,4x10".
Pl
Sat,
T T e T T T T T Sat,
1,00006 - 4
1,00004 <
1,00002 4
= 1,00000 -
0,99998 4
0,99996 4
0,99994 4 " .
— 7T T T T T
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Figura 4.58c - A particula possui umavariagdo angular de aproximadamente 15° e
Drigua al1,3x 10, Sat, estda’57,407° e Sat; a72,890°.

Para essa configuracdo, e estando as massas dos satélites distribuidas como
mostra a Figura 4.53, verificamos que devido a sincronia existente no comportamento
descrito pelos satélites em torno de suas posicdes iniciais, as particulas passam a
apresentar radialmente picos de maximos e de minimos e variagdes angulares
mantendo o confinamento.

A simulagdo descrita acima € para 0 caso circular. Quando incluimos a
excentricidade na Orbita das particulas, esta irA provocar uma variagdo radial no

comportamento das particulas, como mostram as Figuras 4.59, 4.60 e 4.61.
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Figura 4.59 - Variacdo radia da (P;) em funcdo do tempo. Excentricidade da particula

igual 210,
(—

P, 1,00014 { T T T T T T

1‘000”1 T T T T l
1,00008 -
1,00010~
1,00005~
J 1,00002 -
1,00000~ -
0,99995= 0,99996 —
0,99990
1 099990
0, T T T T T T T T T T 1
0 100 200 300 400 500 ——F —
Tempo (anos) 0 10 20 30 40 50 60 70

Tempo (anos)

Figura 4.60 - Variacdo radia da (P,) em funcdo do tempo. Excentricidade da particula

igual a10™.
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Figura 4.61 - Variacdo radia da (Ps;) em funcdo do tempo. Excentricidade da particula
igual a10™.

Ao incluirmos excentricidade somente no satélite verificamos uma variagcéo

radial em fungdo do tempo das particulas e uma variagdo da excentricidade das
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mesmas. As Figuras 4.62, 4.63 e 4.64 nostram a variacdo radia e as Figuras 4.65,

4.66 e 4.67 avariagdo da excentricidade em funcéo do tempo.
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Figura 4.62 - Variacéo radid da (F;) em

funcdo do tempo.
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Figura 4.63 - Variacdo radid da (F;) em

funcdo do tempo.
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Figura4.64 - Variagéo radia da (F3) em

funcdo do tempo.
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Figura 4.65 - Vaiacdo da excentricidade
da (P1) em funcéo do tempo.
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Figura 4.66 - Vaiacdo da excentricidade
da (P2) em funcéo do tempo.
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Alterando a configurag&o inicial das distribui¢cbes de massa dos satélites, como

mostra a Figura 4.68, obtemos um comportamento diferente das particulas e dos
satélites.

P2

Pan P

Ps

Figura4.68 - Configuracdo inicial do sistema.

A particula (P;) é confinada a partir de um semi-eixo maior igual a 133.588 km
enquanto as particulas (P,) e (P;) sdo posicionadas em um semi-eixo maior igual a
133.590,50 km. As Figuras 4.69 e 4.70 mostram o confinamento radial das particulas e

o confinamento angular pelo periodo de 500 anos.

133592

00,0
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133588

133586
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133580
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Q
) 1335784

133576

133574

—T 7T 71—
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Figura 4.69 - Confinamento radial das particulas coorbitais a satélites que sdo

posi cionados i nicial mente na configuracéo de equilibrio do Tipo la.
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Figura 4.70 - Confinamento azimutal das particulas.

O comportamento dos satélites pode ser visualizado pelasFiguras 4.71 e 4.72.
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Figura4.71 - Variagdo radial em funcéo do tempo dos satélites.
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Figura4.72 - Variagdo angular em funcéo do tempo dos satélites.

Sat, e Sat, tém uma variacdo radia que é de 0,314 km. Pan permanece constante.
A variacdo angular do Sat; é de 23,888° e para Sat, € 47,637°. Novamente ocorre a
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variagdo radial da amplitude das particulas devido a variacdo de maneira sincronizada

entre os satélites, porém verificanos uma periodicidade no comportamento dos

satélites o que nos possibilitara posteriormente obter seus novos pontos de equilibrio.
Ao incluirmos excentricidade na particula obtemos uma variagdo radial das

mesmas em funcdo do tempo que é visualizada pelasFiguras 4.73, 4.74 e 4.75.

—
0 100 ;Z?ﬂpo (anZUSD) 400 500
Figura 4.73a - Vaiacdo radid em Tempo (anos)
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Figura 4.74a - Variacdo radial em Tempo (anos)
funcéo do tempo de (P,). Figura4.74b - Zoom da Figura4.74a
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Figura 4.75a - Variagdo radial em o o)
funcédo do tempo de (Ps).

Figura4.75b - Zoom da Figura4.75a
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Com a inclusdo da excentricidade nos satélites, a variacdo radial das particulas
pode ser visualizada pelas Figuras 4.76, 4.77 e 4.78 e a variagdo da excentricidade e
visualizada pelaFigura4.79.
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Figura 4.76a - Variagdo radial em _ _
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Figura 4.77b - Variacdo radia em Figura4.77b- Zoom daFigura4.77a
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Figura 4.79 - Variagdo da excentricidade em funcdo do tempo para as particulas que

inicialmente estdo em orbitacircular.

Para trés satélites posicionados inicialmente na configuracdo do Tipo la
verificamos numericamente que a combinacdo no posicionamento entre dois satélites
de raio igual a 5 km com um satélite de raio de 10 km pode resultar na obtencéo de
outros pontos de equilibrio dos satélites graficamente Figura4.72. Com o intuito de se
obter a largura de confinamento de particulas entre os satélites, verificamos uma
variagdo na largura de confinamento, ou seja, para 0 caso em que tinhamos todos os
satélites com mesma massa 0 confinamento ocorria para 0 semi-eixo maior da
particula igual a 30 km, apartir do momento em que variamos a massa verificamos
gue a largura variou, isso ocorreu de modo geral para todas as particulas devido a
distribuicdo de massa dos satélites nas suas posicles iniciais, Figura 4.54 e Figura

4.69, sendo esse resultado esperado para o problemacircular restrito de 3 corpos.
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4.5.4 Tréssatélites posicionadosna configuracdodo Tipolla
Nessas simulacbes posicionamos os satélites de massas diferentes na
configuragdo inicial do Tipo lla, como mostraaFigura4.80.

P, Pan

Sa;

Ps Sat,

Figura4.80 - Posicionamento inicid dos satélites e das particulas.

As Figuras 4.81 e 4.82 mostram a variagdo do semi-eixo maior em fungéo do

tempo e avariacdo do semi-eixo maior em funcéo da variagéo radial dos satélites.
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133582,4

T
0 100 200 300 400 500
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Figura 4.81 - Variagdo do semi-eixo maior em funcdo do tempo dos satélites que séo

posicionados inicialmente na configuracdo do Tipo lla.
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Figura 4.82 - Variagédo
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do semi-eixo maior em funcdo da variagdo angular dos

O confinamento de (P;) e de (P,) foi obtido a partir do semi-eixo maior igual a

133.585 km, e para (P5) apartir de 133.590 km como mostra a Figura4.83.
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Figura 4.83 - Variagdo do semi-eixo maior em funcdo do tempo das particulas

confinadas entre os satélites.

Para 0 caso circular temos o comportamento radial em funcéo do tempo para
(P,) visualizado pelaFigura4.84.
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Figura 4.84 - Variagdo radial em funcdo do tempo de (P;) que possui uma

excentricidade igual azero.

Na Figura 4.83 observamos novamente variagdes de méximo e de minimo do

semi-eixo maior das particulas, essas variagdes sao decorrentes, como explicado

anteriormente, do movimento dos satélites ao redor dos pontos de equilibrio. Para

visualizar essa variacdo plotamos também a gréfico do semi-eixo maior em funcdo da

variagdo angular das particulas, Figura4.85.
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Figura 4.85 - Variacdo radia em funcdo da variacdo angular de trés particulas

coorbitas aos satélites.

Ao incluirmos excentricidade nas particulas a variacéo radia em funcdo do

tempo das mesmas pode ser visualizada pelas Figuras 4.86, 4.87 € 4.88.
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Figura 4.86a - Variacdo radia em
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Figura 4.88a - Variacdo radia em
funcdo do tempo para a particula com

excentricidadeinicial igual a10™.

118

1,0002

1,0001

1,0000

0,9999

T T T — T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tempo (anos)

Figura 4.86b - Ampliacdo da Figura
4.86a

—rl

T T T T T T T T T
1,00015 ] 1

1,00010 -

1,00005 =
1,00000 =
0,99995 -
0,99990 |
0,99985
s e L T e B e e e |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tempo (anos)

Figura 4.87b - Ampliacdo da Figura
4.87a

T T T
20 40 60 8 100 120 140 160 180 200
Tempo (anos)

Figura 4.88b - Ampliagdo da Figura
4.88a



119

A variagdo radia das particulas e a variagdo da excentricidade das particulas
podem ser visualizadas pelas Figuras 4.89, 4.90, 4.91 e 4.92, para 0 cas0 em a

excentricidade € inserida apenas na Orbita dos satélites.
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Figura 4.89a - Variacéo radial en  Figura4.89b - Ampliacdo da Figura4.89a.

func&o do tempo da particula (P,).
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Figura 4.90a - Variagdo radial em Figura 4.90b - Ampliacdo da Figura 4.90a.
funcéo do tempo da particula (P,).
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Figura 4.91a - Variacdo radia em
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funcdo do tempo da particula (Ps). 4.91a
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Figura4.92 - Variacédo da excentricidade em funcéo do tempo das particulas.

Na configuracdo do Tipo lla verificamos o confinamento das particulas e
obtivemos novos pontos de equilibrio para o caso onde existem dois satélites de raio
igual a5 km, e um satélite deraio igual a 10 km.

De modo geral, quando diminuimos a massa dos satélites diminuimos a largura
de confinamento das particulas, e que dependendo da distribuicBo das massas,
conseguimos obter uma nova configuracdo de equilibrio para os satélites. Verificamos
gue a excentricidade da particula ndo possui uma variagcdo periodica obtida para o caso
em que os satélites tém a mesma massa e quando a excentricidade € incluida
inicialmente nos satélites. E por ultimo, mostramos que devido a variagdo dos satélites
em torno dos pontos de equilibrio temos periodos em que a particula sofre uma maior
variacdo radial enquanto diminui angularmente.

Uma combinacéo de satélites pequenos nos anéis estreitos pode ser a explicacéo

paravarias das estruturas observadas nesses anéis.
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46 PONTOS DE EQUILIBRIO DAS PARTICULAS PARA SATELITES DE
MASSAS DIFERENTES

Nessa seccdo iremos obter para a configuragdo em que temos satélites de massas
diferentes, os pontos de equilibrio das particulas coorbitais a eles, por um periodo de
integracdo de 300 anos. Esse estudo sera aplicado para a configuragdo em que temos
dois e trés satélites nas configuracdes do Tipo la, Ib, [la e [Ib com raio igual a5 e 3
km. Um satélite de raio igual a5 km nos fornece uma massa igual a 6,283 x 10'* kg e,
um satélite de raio igual a 3 km nos fornece uma massa igual a 1,335 x 10 kg para
uma densidade igual a 1,2 g/cm’. Esse estudo foi aplicado para o anel central da falha
de Encke onde consideramos além de Pan, outros satélites coorbitais aele.

A maneira em que esses pontos foram obtidos € andloga ao apresentado na
seccao 4.4.

Nessa seccdo aém dos pontos de equilibrio iremos apresentar as Orbitas que as

particulas descrevem ao redor desses pontos.

4.6.1 Configuracdodo Tipo la paradoissatélites
Raio do satélite hipotético (S;) igual a5 km

A Figura 4.93 mostra as posices de equilibrio dos satélites (Pan e S), das

particulas e as curvas que €elas descrevem ao redor dos pontos.

e Pan

- Sl

« Pontos de Equilibrio das Particulas
T T ) v ) v ) v ) v ) v ) v T T
133584,5 —

133584,0 1
133583,5
133583,0 1

133582,5

Semi-eixo maior (km)

133582,0 1

133581,5 -

T N B e e E e S B e L E
-50 0 50 100 150 200 250 300 350 400
qO

Figura 4.93 - Variacdo do a em funcéo de q das particulas e dos satélites. Pan (raio de
10km) e S, (raio de 5 km).



Raio do satélite hipotético (S,) igual a3 km
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A Figura 4.94 mostra a variagd do semi-eixo maior em funcdo da variacéo

angular para os satélites e particulas tendo um satélite (Pan) deraio igual a 10 km e um

outro satélite hipotético (S;) deraioigua a3 km.

*  Pan
- Sl

- Pontos de Equilibrio das Particulas

133584,54
133584,04
133583,5+4

133583,0 - C £]

133582,5-

Semi-eixo maior (km)

133582,04

133581,5+4

T T T T T T T T T T T T
-50 0 50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 4.94 - Variacdo do a em funcéo de q das particulas e dos satélites. Pan (raio de

10km) e S, (raio de3 km).

Nd&s observamos que os satélites permanecem na configuracdo inicial do Tipo la,

ou sga, Pana0° e S; a60°, mesmo quando alteramos suas massas

A Tabela 4.2 apresenta a posicdo angular dos satélites e das particulas para

satélitesderaioigual al1l0, 5e3 km.

Tabela 4.2 - Variagdo angular de dois satélites e das particulas a medida que diminuo o

raio do satélite hipotético.

Raio dos Satélites 10 km
Posi¢do Angular dos Satélites Posicdo Angular das Particulas
0° 30°
60° 107°
210°
Raio dos Satélites 10e5km
Posi¢do Angular dos Satélites Posicdo Angular das Particulas
0° 42.30°
60° 84.00°

185.00°
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301.90°

Raio dos Satélites

10e3km

Posicdo Angular dos Satélites

Posicdo Angular dasParticulas

0° 48.65°
60° 73.70°
300.40°
180.00°
Continuacdo da Tabela4.2.

4.6.2 Configuracdodo Tipo lla paradoissatélites

Raio do satélite hipotético (S;) igua a5 km.

A Figura 4.95 mostra 0 comportamento das particulas e dos satélites, quando

esses estdo com uma separacao angular de 180° tendo um satélite com raio de 10 km e

outrocom 5 km deraio.

= Pan
Sl
e Pontos de Equilibrio das Particulas

133584,5

133584,0

133583,5

133583,0

133582,5

Semi-eixo maior (km)

133582,01

133581,5

q°

Figura 4.95 - Variacdo do semi-eixo maior em fungdo da posicéo angular para satélites

e particulas.

Raio do satélite hipotético (S;) igual a3 km

A variagdo do semi-eixo maior em fungdo de q pode ser visualizada através da

Figura 4.96, onde mandemos o raio de Pan com 10 km e alteramos o radio do satélite

hipotético de 5 km para 3 km.
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= Pan

1
e Pontos de Equilibrio das Particulas
T T T T T T T T T T T
133584,5

133584,04

133583,54
133583,04 hd .
133582,54

133582,04

Semi-eixo maior (km)

133581,54

e e S B S m s e e e e L E e
-50 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Q@

Figura 4.96 - Variagcdo do semi-eixo maior em funcdo da posi¢éo angular para satélites

e particulas.

Nd&s observamos que para essa configuracdo os satélites ndo se deslocam da sua
configuragdo inicial mesmo quando alteramos a massa. A Tabela 4.3 apresenta a

posicdo angular dos satélites e das particul as para diferentes massas.

Tabela 4.3 - Variacdo angular de dois satélites e das particulas a medida em que

diminui o raio do satélite hipotético.

Raio dos Satélites 10km
Posicdo Angular dos Satélites Posicdo Angular das Particulas
0° 90°
180° 270°
Raio dos Satélites 10e5km
Posicdo Angular dos Satélites Posicdo Angular dasParticulas
0° 62.100°
180° 297.917°
Raio dos Satélites 10e3km
Posicdo Angular dos Satélites Posicdo Angular das Particulas
0° 60.43°
180° 299.58°




125

4.6.3 Configuracdodo Tipolaparatréssatélites

Vimos na sec¢do (4.5) que os satélites (N = 3) podem ter comportamentos
diferentes devido somente a distribuicdo de massa desses satélites. Assim para a
obtencdo dos novos pontos de equilibrio das particulas € necessario obter
primeiramente os novos mntos de equilibrio dos satélites. A Tabela 4.4 mostra os
pontos de equilibrio dos satélites para essa configuragcdo quando todos possuem
mesma massa e quando ateramos as massas dos satélites, aém das posicbes de
equilibrio das particul as.

Raio dos satélites hipotéticos S, e S, igua a5 km

A Figura4.97 mostra o comportamento angular das particulas e dos satélites.

Configuragéo de equilibrio dos satélites
Pontos de equilibrio das particulas

133584,5
133584,0
133583,5 1

133583,0 .

133582,5 4

Semi-eixo maior (km)

133582,0

133581,5

T S e S e s s e e e p s
-50 0 50 100 150 200 250 300 350 400
q°

Figura4.97 - Variagéo dea x q das particulas e dos satélites.

Raio dos satélites hipotéticos S, e S, iqual a3 km

A Figura4.98 mostra o comportamento angular das particulas e dos satélites.
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Configuragdo de equilibrio dos satélites

Pontos de equilibrio das particulas
T T T T T T T T T T T T T T T
133584,5 4 -

133584,0 o E

133583,5 o

133583,0 -

133582,5 4

Semi-eixo maior (km)

133582,0 1 -

133581,5 -1

— T T T T T T T T T T T T T
-50 0 50 100 150 200 250 300 350

qo

400

Figura 4.98 - Variagdo dea x q das particulas e dos satélites.

Tabela 4.4 - Variacdo angular de trés satélites e das particulas a medida que diminuo o

raio de dois satélites.

Raio dos Satélites 10km
Posicdo Angular dos Satélites Posicdo Angular das Particulas
0° 23.35°
47.361° 88.68°
312.639° 180.00°
271.32°
336.65°
Raio dos Satélites 10e5km
Posicdo Angular dos Satélites Posi¢do Angular dasParticulas
0° 40.891°
58.079° 81.585°
301.920° 180.00°
278.415°
319.100°
Raio dos Satélites 10e3km
Posicdo Angular dos Satélites Posicdo Angular dasParticulas
0° 40.28°
59.590° 73.22°
300.416° 180.00°
286.78°
311.70°
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Verificamos que para essa configuracdo existe uma variagao da posi¢éo angular
inicial dos satélites, o que nos faz de inicio obter os novos pontos de equilibrio dos

satélites para a obtencéo dos pontos de equilibrio das particulas.

4.6.4 Configuracdodo Tipollaparatréssatélites

Os pontos de equilibrio das particulas foram obtidos a partir da obtencdo dos
novos pontos de equilibrio dos satélites, devido ao fato descrito anteriormente (4.6.3).

A Tabela 4.5 mostra a variagdo angular dos satélites edas particulas devido a
variacdo da massa dos satélites.

Raio dos satélites hipotéticos S, e S, igua a5 km

A Figura 4.99 mostra o comportamento angular das particulas e dos satélites para

aconfiguragdo que inicialmente erado Tipo lla.

< Configuragbes de equilibrio dos satélites
Pontos de equilibrio das particulas

T T 1 T T T+ T 1
133584,5 .

133584,0 1 -

133583,51 -
133583,0 1 . » @ . 1 . -
133582,5 -

133582,0 -

Semi-eixo maior (km)

133581,51 -

L e s B o o e B e B B
-50 0 50 100 150 200 250 300 350 400

q

o

Figura4.99 - Variagdo dea x q das particulas e dos satélites.

Raio dos satélites hipotéticos S, e S, igua a3 km

A Figura4.100 mostra o comportamento angular das particul as e dos satélites

paraa configuracdo que inicialmente erado Tipolla.
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* Configuracdo de equilibrio dos satélites
Pontos de equilibrio das particulas

)

133584,5

133584,0

133583,5

133583,0

133582,5

Semi-eixo maior (km)

133582,0

133581,5

T —
-50 0 50 100

T
150

—T—
200
o

L L
250 300 350 400

Figura4.100 - Variagcdo dea x q das particulas e dos satélites.

Tabela 4.5 - Variagdo angular de trés satélites e das particulas a medida que diminuo o

raio de dois satélites.

Raio dos Satélites 10km
Posicdo Angular dos Satélites Posicdo Angular dasParticulas
0° 60°
120° 180°
240° 300°
Raio dos Satélites 10e5km
Posicdo Angular dos Satélites Posicdo Angular dasParticulas
0° 40.809°
58.118° 81.620°
301.918° 180.000°
278.41°
319.100°
Raio dos Satélites 10e3km
Posicdo Angular dos Satélites Posicdo Angular dasParticulas
0° 48.30°
59.581° 73.21°
300.419° 180.000°
286.778°
311.68°

Para concluir os resultados que obtivemos nesse capitulo, com relacdo a

simulacdes onde temos satélites de massas diferentes e os pontos de equilibrio, iremos

apresentar alguns gréaficos que mostram o movimento dos pontos de equilibrio dos

satélites e das particulas devido a variagcdo da massa dos mesmos.
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Na configuragcdo do Tipo la e lla para dois satélites verificamos que esses
satélites, mesmo quando alteramos suas massas, ndo se deslocam das suas
configuracOes inicias que foram as obtidas por Salo e Yoder (1988) para massas
iguais. Nessas configuracdes os satélites estdo posicionados nos pontos de equilibrio,
gue para o problema de 3 corpos sdo conhecidos como os Lagrangianos, L, e Ls.
Quando ateramos a massa dos satélites verificamos gque os satélites continuam nesses
pontos, porém observamos o deslocamento angular das particulas em direcéo a esses
pontos Lagrangianos observando também que a medida que diminuimos a massa dos
satélites as particulas tendem a se aproximarem mais. A Figura 4.101 mostra o
comportamento dos satélites que estdo na configuracéo inicial do Tipo la, os pontos de
equilibrio Lagrangianos e o comportamento dos pontos de equilibrio das particulas
guando todos os satélites tém um raio igual a 10 km e uma massa da ordem de 5,7 X
10" kg. A Figura 4.102 mostra o comportamento dos satélites que estdio na
configuragdo inicial do Tipo la, os pontos de equilibrio Lagrangianos e o
comportamento dos pontos de equilibrio das particulas quando temos um satélite de
raio igual a 10 km e uma massa da ordem de 5,7 x 10" kg e o segundo satélite tem
raio igua a 5 km com uma massa de 6,283 x 10' kg. A Figura 4.103 mostra o
comportamento dos satélites que estdo na configuracéo inicial do Tipo la, os pontos de
equilibrio Lagrangianos e o comportamento dos pontos de equilibrio das particulas
quando temos um satélite de raio igual a 10 km e uma massa da ordem de 5,7 x 10" kg

e 0 segundo satélite tem raio igual a5 km com umamassa de 1,335 x 10™ kg.
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R =R,=10 km - Pontos de Equilibrios
¢ Lagrangianos

*  Satélites
133582,0 ~——F———F———71——— 71— —T——T—

133582,2 - ]
133582,4 - ]
133582,6 ]
1335828 i

133583,0 4

133583,2 4 .

133583,4 -1

Semi-eixo maior (km)

133583,6 4 -

133583,8 1 -1
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o

Figura 4.101 - Mostra a variagdo angular dos pontos de equilibrio dos satélites, das
particulas e mostra os pontos de equilibrio Lagrangiano L, L; e Ls,

paraa configuracdo em gue os dois satélites tem um raio de 10 km.

R =10kmeR,=5km - Pontos de Equilibrios
Lagrangianos

Satélites
1335820 ++4+—FTF—T—T——FT—— T T—T—T—T—"—T—
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133582,6 ]
133582,8 - ]
1335830 1 - c - . . . ]
1335832 ]

133583,4 1 -1

Semi-eixo maior (km)

133583,6 4 -

133583,8 .

133584,0 -—7——T—F—TF—F—7F—"—TF——F——T——T
0 40 8 120 160 200 240 280 320 360
q

o

Figura 4.102 - Mostra a variagdo angular dos pontos de equilibrio dos satélites, das
particulas e mostra os pontos de equilibrio Lagrangiano L, L; e Ls,
para a configuragdo em que um satélites tem um raio de 10 km e o

outro 5 km.
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R1 =10km e R2 =3 km Pontos de Equilibrios

e Lagrangianos

Satélites
1335820 —m—4——J———7—"V—— 77— J—— 71— 77—

133582,2 1
133582,4
133582,6

133582,8

133583,0
133583,2 1

133583,4 —

Semi-eixo maior (km)

133583,6

133583,8 1
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Figura 4.103 - Mostra a varlagao angular dos pontos de equilibrio dos satélites, das

particulas e mostra os pontos de equilibrio Lagrangiano L4, Ls € Ls,

para a configuracdo em que um satélites tem um raio de 10 km e o

outro 3 km.

A configuracdo do Tipo Ila, para dois satélites, quando temos dois satélites de

raio igual a 10 km, onde temos um satélites de raio igual a 10 km e outro igual a5 km

e gquando temos um satélite de raio de 10 km e outro de 3 km sdo mostradas nas

Figuras (4.104, 4.105 e 4.106).

=R.=10 km - Pontos de Equilibrio
e Lagrangianos

Satélites

133582,0

T
133582,2
133582,4 -
133582,6 -

133582,8

133583,0
133583,2

133583,4

Semi-eixo maior (km)

133583,6

133583,8

133584,0 ~——F———F——F——F——F——T——T——
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o

q

360

Figura 4.104 - Variagdo angular dos pontos de equilibrio dos satélites, das particulas e

0s pontos de equilibrio Lagrangiano Ly, Lz e Ls, para a configuracéo do

tipo Ila em que todos os satélites tem um raio igual a10 km.
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R =10e R =5km - Pontos de Equilibrio
1 2 .
* Lagrangianos
Satélites
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Figura 4.105 - Variag8o angular dos pontos de equilibrio dos satélites, das particulas e
0s pontos de equilibrio Lagrangiano L, L3 e Ls, para a configuracéo do
tipo lla em gue temos um satélite de raio igual a 10 km e outro igual a5

km.

R =10eR, =3km  Pontos de Equilibrio
® Lagrangianos
Satélites
T T T T T T T T T T T T T

1250004 .

130000 -

135000 .

140000 - -

Semi-eixo maior (km)

145000 -
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Figura 4.106 - Variagao angular dos pontos de equilibrio dos satelites, das particulas e
0s pontos de equilibrio Lagrangiano Ly, L; e Ls, para a configuracéo do
tipo Ila em que temos um satélite de raio igual a 10 km e outro igual a3

km.

Quando temos trés satélites coorbitais, de massas diferentes, vimos que para

obter os pontos de equilibrio das particulas era necessario obter antes os novos pontos
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de equilibrio dos satélites. Assim verificamos que para trés satélites que estavam
inicialmente nas configuragdes do Tipo | e Il (SALO; YODER, 1988) uma variacéo
periddica das suas posicles inicias ao redor dos seus novos pontos de equilibrio. Esses
novos pontos estdo proximos dos pontos Lagrangianos Ls e L, e a medida em que
diminuimos a messa dos satélites mais préximos dos Lagrangianos eles vao chegando.
I sso ocorre com relagéo aos pontos de equilibrio das particul as.

Para ilustrar iremos apresentar 0 comportamento dos pontos de equilibrio e das
particulas para o caso em que temos trés saélites na configuragdo do Tipo | tendo eles
massas iguais e diferentes. A Figura 4.107 mostra 0 comportamento das particulas e
dos satélites quando todos os satélites tém um raio igual a 10 km. A Figura 4.108
mostra 0 comportamento das particulas e dos saélites quando um satélite tem um raio
igual a 10 km e os outros tém raio igua a 5km. A Figura 4.109 mostra o
comportamento das particulas e dos satélites quando um satélite tem um raio igual a 10

km e os outrostémraio igual a3 km.

R, =R,=10km +  Pontos de Equilibrio
1 .
Lagrangianos

* Satélites

133820 —r—V——F—m—F—V—F—"T—"TF—"—T"—T"—T—"—T
133582,2 4
133582,4 i
133582,6 4
133582,8 4
133583,0 ¢ + o o . . . PR -

133583,2 1

133583,4 1

Semi-eixo maior (km)

133583,6 4

133583,8 E

3384 0+——"p7-"+—v—FFF -
0 40 80 120 160 200 240 280 320 360
qO

Figura4.107 - Variacdo dea x q paraos satélites e para as particulas.
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R =10 km e R,=5 km Pontos de Equilibrio
s Lagrangianos
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Figura4.108 - Variagdo dea x g paraos satélites e para as particulas.
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e Lagrangianos
* Satélites

T T T T

133582,0

133582,2

133582,4

133582,6

133582,8

133583,0

133583,2

133583,4

Semi-eixo maior (km)

133583,6

133583,8

133584,0

T T T T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350

Figura4.109 - Variacdo dea x q paraos satélites e para as particulas.

Assim verificamos que quando alteramos a massa dos satélites, eles tendem a
orbitar em torno dos novos pontos de equilibrio, sendo esses os conhecidos do
problema de 3 corpos L, e Lg e que os pontos de ejuilibrio das particulas também

tendem a se aproximarem dos pontos Lagrangianos L, Ls e L.
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CAPITULO 5 - APLICACAO PARA O SISTEMA: ANEIS DA FALHA DE
ENCKEE ANEL F

5.1 FALHA DE ENCKE

A Fadha de Encke se situa a aproximadamente 133.600 km de Saturno, ela
apresenta em suas bordas ondulacfes provocadas pelas perturbacbes gravitacionais de
um pequeno satélite coorbital ao anel central dessa falha. A andlise de imagens obtida
pela sonda espacial VVoyager em 1981 foi suficiente para determinar a posicdo do novo
satélite confirmando sua existéncia, mas ndo foi capaz de visuaizé&lo devido a
impossibilidade da sonda fotografar objetos que tenham um raio igual ou menor que
10 km. As informagdes derivadas do trabalho de Cuzzi e Scargle (1985) foram
relacionadas por Showalter (1991) com um modelo cinemético semelhante ao das
ondas formadas atras de um barco em movimento, formando um “rastro”. Embora
esse modelo ndo levasse em conta qualquer efeito coletivo das particulas do anel
(resultando em uma determinacdo da drbita sujeita a uma série de incertezas), a andlise
das ondas nas bordas da falha evidenciou a existéncia de um satélite ainda nédo
observado, que foi denominado Pan.

A descoberta de Pan veio confirmar a teoria proposta em 1981 por Demott e
Murray, que sugere o confinamento de particulas de anéis devido a existéncia de um
pequeno satélite coorbital aesse sistema. Este anel esta localizado naregido central da
falha em um semi-eixo maior de 133.583 km e possui uma largura, obtida através das
imagens da Voyager, de aproximadamente 20 km. Um outro anel também foi
visualizado na falha de Encke localizado perto da borda interna em um semi-eixo
maior de 133.483 km. Este anel se caracteriza por ser incompleto possuindo uma
estrutura semelhante a encontrada no anel central, ou seja, formagdes de aglomerados

de particulas (figura (5.2)).
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Figura 5.1: Imagem obtida pela sonda espacial Voyager em 1981 mostra o anel

central dafalha de Encke e suas estruturas irregulares.

Figura 5.2: Esta imagem mostra o anel interno da falha de Encke, pondendo se

visualizada umaregido mais brilhante.

Alguns pesquisadores como Ferrari e Brahic (1997) acreditam que o0s
aglomerados de particulas visualizados no anel central so decorrentes da presenca de
satélites, cujo raio pode variar de 3 a 2 km, coorbital a Pan. Esses satélites estariam
posicionados a 80° ou a 250° de Pan. Essas posi¢des foram obtidas a partir da andlise
de imagens. Neste estudo pretendemos verificar numericamente como seria o
comportamento das particulas e dos satélites quando incluissemos esses satélites

hi potéti cos nas posi ¢cdes mencionadas por Ferrari e Brahic (1997).
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Nas simulagdes realizadas para 0 anel central ndo consideramos a influéncia do
achatamento de Saturno e verificamos que satélites com raios iguais a 2 e 3 km néo
sdo capazes de confinar particulas entre os satélites a uma largura de 20 km, largura
essa que foi visualizada pela sonda Voyager 1. No entanto quando incluimos um
satélite de raio igua a 8 km, coorbita a Pan, observamos a variagdo angular dos
satélites inseridos inicialmente a 80° ou a 250. A libragdo na Orbita dos satélites fez
com que as particulas, que foram inicialmente posicionadas a 10 km do semi-eixo
maior dos satélites, tivessem uma variagdo angular e radial (figuras (5.3) e (5.4)). A
simulagdo numérica foi realizada para um periodo de 200 anos. A particula (P,), mais
proxima aos satélites, sofre uma variacdo na sua largura chegando a uma variacéo
maxima de aproximadamente 34 km e uma variacdo minima de 20 km. A particula
(P,) também sofre uma variagdo na largura de sua Orbita, no entanto € menor,

(Da,, =20km e Da,,, =18km), do que (P,) devido ao fato de estar mais afastada dos

satélites. Esses resultados poderiam explicar regides nos anéis em que se tem uma

maior concentracdo de particulas do gque outras regides, sendo esse comportamento
diferenciado ao longo do tempo.

Pan [1+1 0 krmi)
Tl |1+

.................
=30 o k1 oo 30 m =0 am -0 um

as

Figura 5.3: Variacdo do semi-eixo maior (em km) das particulas, coorbital aos

satélites de massas diferentes, em funcgéo do angulo g (em graus).
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Figura 5.4: Variacdo do semi-eixo maior das particulas e dos satélites em funcéo do
tempo.

Para o0 andl interno da falha de Encke, ssmulamos mantendo a configuracéo dos
satélites e das particulas descrita anteriormente para o anel central alterando apenas a
configuracdo do anel interno, de modo que preservassemos a configuragdo do anel
central. As simulagbes mostraram que quando incluimos um satélite de raio menor que
3 km no anel interno e uma particula posicionada a 2 km do semi-eixo maior dos
satélites, esse satélite ndo confina a particula (figura (5.5)). Como visto no caso do
anel central o satélite de raio de 3 km comega, a partir de aproximadamente 100 anos,

a perturbar o comportamento das particulas e dos satélites no anel central figura
(5.5a)).
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Figura 5.5: Variacdo de a x t para as particula e satélites que representam os anéis da
falha de Encke.
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Figura 5.5a: Ampliacdo do comportamento dos satélites coorbitais no anel central. O

satélite do anel interno tem um raio de 3 km.

Para 0 caso em que posicionamos satélites de raio igual a5 km no anel interno, e
uma particula a 3 km do semi-eixo maior do satélite, observamos que as particulas ndo
permanecem confinadas (figura (5.6)), e observamos que esse satélite passa a
influenciar o comportamento dos outros satélites que estdo situados no anel central da
faha(figura(5.6a)).
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134800 Sat, (r=5km)

© P

3

134600 4
134400 4
134200 4
134000 4
133800 4

g
133600 -] - - |

Semi-eixo maior (km)

133400 T T T T T T T T T
0 50 100 150 200
Tempo (anos)

Figura 5.6: Variacdo de a x t para as particula e satélites que representam os anéis da
falha de Encke. O satélite do anel interno tem um raio de 5 km.
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Figura 5.6a: Ampliacdo do comportamento dos satélites e das particulas posicionados

no anel central.

Para que a configuracdo do anel central sgja mantida e a0 mesmo tempo
observarmos particulas no anel interno, simulamos, inserindo na regido do anel
interno, 5 particulas que estdo separadas iniciamente a 2 km. Como resultado
obtivemos a figura (5.7). Essa figura nos mostra o confinamento de particulas no anel
central e particulas no anel interno, sendo que esse ndo teria ao longo do periodo de

200 anos um comportamento periodico.
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Figura 5.7: Comportamento dos satélites e das particulas que estdo posicionados no
anel central da falha de Encke estando os satélites separados a 80°, e 0 comportamento
das particulas posicionadas no semi-eixo maior do anel interno. Essa simulagdo foi
realizada por um periodo de 200 anos em que todos possuem uma excentricidade
inicia igual a10™.
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Assim, com relacdo ao anel interno, podemos propor que esse anel sgja um anel
temporério, pois nenhum dos mecanismos até agora por noés conhecidos foi capaz de
atuar sobre as particulas fazendo com que elas permanecam confinadas por uma
largura de 20 km (imagem da Sonda Voyager), ou que sga um anel que tenha
variagdes ndo periodicas no decorrer do tempo, podendo assim ter estruturas diferentes
as visualizadas pelas sondas.

52 ANEL F

O anel F possui outras caracteristicas interessantes além das observadas nos
anéis da falha de Encke. Esse anel possui aglomerados de particulas, dobras e em
algumas regides pode-se observar a formacéo de anéis entrelacados (figura (5.8)). O
anel F se localiza a aproximadamente 140.219 km de Saturno e possui uma largura
varidvel de 50— 500 km.

Esse anel ainda possui dois satélites préximos a sua Orbita, Prometeu e Pandora
(figura (5.9)). Pandora se localiza a 141.712,63 km de Saturno tendo uma
excentricidade de 0.0042 e um raio de aproximadamente 55 x 45 x 35 km. Prometeu
localiza-se a 139.377,35 km de Saturno com uma excentricidade de 0.0024 e um raio

de aproximadamente 70 x 50 x 40 km (Murray e Dermott (1999)).

Figura 5.8: As diferentes estruturas observadas no anel F, como por exemplo, os

aglomerados de particulas e os entrel acamentos que ocorre no anel.
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Figura 5.9: Os satélites que possuem uma orbita proxima ao anel F séo os satélites

Prometeu (interno ao anel) e Pandora (externo ao anel).

Nas simulagbes propomos a existéncia de dois satélites de raio igual a 3 km
coorbitas a duas particulas que foram posicionadas no semi-eixo maior do anel F
sendo essas particulas e satélites perturbados também por Prometeu e Pandora. A
tabela (5.1) mostra as condic¢des inicias da simulagdo numeérica. Os elementos orbitais
de Prometeu e Pandora foram extraidos de (Murray e Dermott (1999) e Murray et al.
(2000)).

Tabela 5.1: CondicBesiniciais dasimulacdo numérica.

Semi-eixo Excentricidade| Massa(kg) | Argumento do
maior (km) pericentro
Prometeu 139.377,35 0,0024 1,4 x 10 228°
Pandora 141.712,63 0,0042 1,3 x 10 57°
S 140.219 0,0028 1,335 x 10 0°
S 140.219 0,0028 1,335 x 10" 60°
P, 140.221 0,0028 0 30°
P, 140.221 0,0028 0 180°
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Os satélites hipotéticos que foram inseridos no anel F estdo posicionados com
uma separacdo angular entre eles de 60° sendo (S;) o satélite que estara “fixo” no
sistema girante. No instante T = O (dia) podemos observar a configuracdo inicial desse

sistemaatraves dafigura(5.10).
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Figura5.10: Configurac&o inicid dos satélites e das particulas no anel F.

Para um periodo de 30 dias observamos um deslocamento de Prometeu e
Pandora no sistema girante. 1sso ocorre devido ao fato dos satélites (S)) e (S,) estarem
inicidmente em uma posicdo de equilibrio “estavel”, embora saibamos que essa
estabilidade sO € valida para a configuracdo em que todos os satélites estejam em um
mesmo semi-eixo maior, e as particulas terem praticamente 0 mesmo movimento

medio de (S,). A figura(5.11a) mostra no sistema girante essa configuragao.
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Figurab5.1l1a: Configuracdo do sistemagirante com (S;) paraum periodo de 30 dias.



Figura5.11b: Ampliacéo dafigura(5.11a), onde selocalizam (S;) e (P,).
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Aumentamos o0 periodo de integracdo para 365 dias e observamos que as

particulas continuam confinadas entre os satélites hipotéticos mesmo observando uma

variagdo na posicao de (S,) (figura (5.12b)). E importante lembrar que como fixamos

(S) ndo somos capazes de observar a sua variagdo no sistema girante embora essa

possa ser observada no gréfico dea x tempo (figura (5.13)).

Figurab.12a:

Sistema Girante com S,

2

1,04

0,54

0,04

>

-0,5

-1,0

1

»nT o

Prometeu

T——Pandora

X

T T T T T T T T T T T T T T T T TN
-2 -10 -08 -06 -04 -02 00 02 04 06 08 10 12

Configuracéo do sistemagirante com (S;) paraum periodo de 365 dias.



Figura5.12b: Ampliacéo dafigura(5.12a), onde selocalizam (S;) e (P,).
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Figura5.13: Variacdo a x tempo dos saélites hipotéticos.

Para um periodo de 1.825 dias, 0 equivalente a 5 anos, continuamos a observar
o confinamento das particulas entre os satélites, mesmo continuando a existir uma
variagdo na posicdo dos satélites hipotéticos (figura (5.14)). Resultados recentes
(Goldreich e Borderies (2002), Giuliatti Winter e Winter (2002)) mostraram que 0
movimento dos satélites Prometeu e Pandora é cadtico, portanto, dependendo da
posicdo em que coloquemos os satélites hipotéticos ou até mesmo as particulas
poderemos observar outra estrutura no anel causada pela influéncia de Prometeu e
Pandora. Para explicarmos melhor isso realizamos uma simulacdo com as condicoes
inicias da tabela (5.1) aterando apenas a posicdo das particulas que estavam a 30° e
180° passando agora a 15° e 120° e integramos por um periodo de 1.825 dias. As
figuras (5.15) e (5.16) mostram as configuracBes dos satélites hipotéticos e das
particulas. Embora esse sistema seja perturbado por Prometeu e Pandora resolvemos
excluir Prometeu e Pandora para que pudéssemos verificamos o comportamento das
particulas que sdo posicionadas inicialmente a 30° e 180°, a figura (5.17) mostra o
comportamento das particulas entre os satélites no sistema girante, € um
comportamento do semi-eixo maior em funcdo do tempo para os satélites hipotéticos

pode ser visualizado nafigura (5.18).
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Figura 5.15: Comportamento das particulas e dos satélites hipotéticos no sistema

girante estando as particulas posicionadas inicialmente a 30° e 180°.
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Figura 5.16: Comportamento das particulas e dos satélites hipotéticos no sistema

girante estando as particulas posicionadas inicialmente a 15° e 120°.
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Figura 5.17: Comportamento das particulas e dos satélites hipotéticos no sistema
girante quando ndo consideramos a perturbacdo de Prometeu e Pandora por um
periodo de 1.825 dias.
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Figura 5.18: Variacdo do semi-eixo maior em funcdo do tempo para os satélites

hipotéticos quando excluimos a perturbacdo de Prometeu e Pandora.

Para um periodo de integracdo de 3.750 dias, ou seja, 10 anos verificamos para o
sistema em que temos Prometeu, Pandora, 2 satélite hipotéticos e 2 particulas, com as
condicBes inicias descritas pela tabela (5.1), que os satélites ndo confinam mais as
particulas devido ao fato desses ndo se encontrarem mais em uma configuracdao de

equilibrio, porém permanecem pelo tempo de integracdo de 10 anos no semi-eixo



maior do anel F (figura (5.19)), que por sua vez tem uma largura que varia de 50 a 500
km.
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Figura 5.19: Variacdo do semi-eixo maior em fungdo do tempo, por um periodo de
integracdo de 3.750 dias.

A variacdo da excentricidade em funcdo do tempo para os satélite hipotéticos,

Prometeu, Pandora e para as particulas sdo mostradas nas figuras (5.20a), (5.20b),
(5.20c) e (5.20d).
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Figura 5.20a: Variacdo da excentricidade em funcdo do tempo para os satélites
hipotéticos.
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Figura 5.20b: Variacdo da excentricidade em funcéo do tempo para Prometeu.
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Figura 5.20c: Variagéo da excentricidade em fungédo do tempo para Pandora.
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Figura 5.20d: Variacdo da excentricidade em funcéo do tempo para as particulas.



53 ACHATAMENTO

Nessa seccdo iremos apresentar o potencial perturbador devido ao achatamento
do corpo central (Roy (1988) e Hamilton (1993)) e a variagdo que este potencial causa
nos elementos orbitais. Posteriormente iremos inserir essa perturbacdo nas equacdes
do movimento e integrar para o caso do anel Central da falha de Encke, onde supomos
a existéncia e um satelite de raio de 8 km coorbital a Pan, com uma separacao angular
entre os satélites de 80° e com excentricidade igual a 1 x 10 e para o anel F onde
suponhamos a existéncia de dois satélites coorbitais as particulas do anel, para o caso
em que ndo consideramos a influéncia de Prometeu e Pandora e para 0 caso em que a
perturbacdo desses dois satélites € considerada. As simulacGes sem a influéncia do

achatamento para esses anéis foram apresentadas e discutidas nas seccdes (5.1) e (5.2).

Consideremos um corpo de massam’ em Orbita planar e circular ao redor de um
corpo central (M.) e que M, >>m’. O potencial do corpo central (U), devido a sua ndo
esfericidade, pode ser expresso como (Roy, 1988 e Brouwer e Clemence, 1961):

u :%{15}1{%}“&(5%6)], (5.1)

n=2
onde un=Gm'M_, G € a constante da gravitagdo universal, r é a distancia de (m’) ao
corpo central, R, € o raio do corpo central, J, sdo constantes e Pn(send) séo 0s
polindmios de Legendre de ordem n e & € a declinacdo da particula em relagdo ao

corpo central.

O potencial perturbador R é expresso como sendo:

R=U-U,=U —%:
(5.2)

=_EiJn£%JnPn(sen6).

r n=2

Expandindo os polinémios de Legendre até n=2 podemos obter o potencial

perturbador expresso pela equagéo (5.3)

R=E!J2(%J P,(sen )+ J{%} Ps(senéi)]. (5.3)



Sabendo que:

P,(send)= %(3sen ?5-1),

(5.4)
P, (sen 6)=%(53en38—3sen 5)
Logo
R Y1 R, ) 1
R _%[J{TDJ §(3sen2 8—1)+ J{T"J E(Ssen38—3sen 8)] (5.5)

E importante lembrar que para o caso do planeta Saturno o potencial R n&o inclui

termos de ordem impar em J,, (Brouwer e Clemence, 1961).

A disténcia de (m’) ao corpo central pode ser escrita em termos dos elementos
orbitais da forma,

_ai-¢?)

= , 5.6
l1+ecos f (56)

onde e é a excentricidade do corpo, a 0 semi-eixo maior de (m’) e f a anomalia
verdadeira e

send = senisen(f + o), (5.7)

onde i é aiinclinacdo e » é 0 argumento do pericentro.

Substituindo as equagdes (5.6) e (5.7) na equacao (5.5) obtemos:

J,R? 3
R—,u{é 2 s [Ej [l—%sen2i+%sen2ic052(f +a))}}

2 a® \r)[3
o (5.8)
J;R
,u{ ;4” (?j K—?sen2 i —gjsen(f +ao)—gsen2 isen3(f +a))}seni}

A anomalia verdadeira pode ser transformada para anomalia média M através da
relacdo descrita abaixo
df a’ 2\%
—=—(1-e%)2 5.9
dM  r? ( ) (59)
Através de algumas manipulacGes algébricas podemos separar a funcdo

perturbadora R em quatro partes



3wd,RE (11 . _3
R, :E ;3 : (E—ESQHZ |)(1—e2) % ) (5.10)
R, =0, (5.11)
J.R? _
R, _ 3B senl(l—ﬁsen |j efl-¢?) 7 senw (5.12)
2 a* 4
e

R, :EMJ23R" [Ej {[l—isenz ijlil—(ij (1—e2)_%:|+£sen2 icos2(f +(;))}. (5.13)
2 a r 3 2 a 2

A equacdo (5.10) é uma funcdo perturbadora secular de primeira ordem, a
equacdo (5.11) secular de segunda ordem, a (5.12) é uma funcdo perturbadora de
longo-periodo e a (5.13) de curto periodo (Roy, 1988).

Negligenciando os termos de curto periodo podemos obter a variagdo média dos
elementos orbitais fazendo R = R; Hamilton (1993).

5.
»
R
8-t

Assim verifica-se que 0 semi-eixo maior, excentricidade e inclinacdo permanece
constante devido a perturbacdo de J, (dentro da hipdtese adotada), enquanto os

elementos angulares o e Q variam linearmente no decorrer do tempo.



NOs temos agora 0 objetivo de obter a variacdo de o devido ao efeito de J, para
0 anel Central da falha de Encke e anel F de saturno. Nesse estudo iremos considerar o
semi-eixo maior médio do anel Central da falha de Encke e do anel F e
consideraremos também como sendo circular e planar suas érbitas ao redor de Saturno.
As tabelas abaixo mostram as condic¢0es inicias que utilizamos para obtencdo de w.

Para o anel central da falha de Encke iremos fazer uma aproximacao

considerando, como semi-eixo maior (a), excentricidade (e) e movimento médio o do
satélite (n) Pan (tabela (5.2)). Para o anel F iremos considerar o semi-eixo maior,
excentricidade e movimento médio como sendo de um satélite hipotético (S;) de raio
igual a 3 km (tabela (5.2)).
(Duvida sera que tem algo a ver se eu fizer de Prometeu e Pandora?)

Tabela 5.2: Condic6es iniciais utilizadas para obter o argumento do pericentro.

Satélites| a (km) J, de e o, (°) n Raio de

Saturno Saturno (km)

Pan | 133.583 | 0.016298 | 0.0001 0 228804.0 (°/ano) 60.330

S: 140.219 | 0.016298 | 0.0028 | 60 579.808 (°/dia) 60.330

Para o anel central da Falha de Encke obtemos através da equacdo (5.18) o valor
de 2281.83 (°/ano) e para um periodo de 50 anos a variacdo secular do argumento do

pericentro pode ser visualizada através da figura (5.20).
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Figura 5.20: Numeros de voltas do argumento de pericentro do satélite Pan por um

periodo de 50 anos.




Para o satélite hipotético (S;) encontramos a velocidade do argumento do
pericentro igual a 5.24807 (°/dias) e para um periodo de 3.750 dias, o equivalente a 10

anos, a variacdo secular do argumento do pericentro pode ser visualizada atraves da

figura (5.21).

50

]

40

30

20

M° de Voltas do

10

500 10001500 200025003000 3500

Tetmpo (diag)

Figura 5.21: Numeros de voltas do argumento de pericentro do satélite hipotético (S;)

por um periodo de 3.750 dias que se localiza no anel F.

5.3.1 Simulagdes com J, para o anel central da falha de Encke

As condicdes iniciais em que incluimos o efeito de J, foram semelhantes as
utilizadas na secc¢éo (5.1), diferenciando apenas no tempo de integracdo que na sec¢ao
(5.1) foi de 200 anos e agora integramos para 50 anos e estamos considerando o efeito
de J,.

Nossos resultados mostraram uma variacdo da excentricidade em funcdo do
tempo e do semi-eixo maior em funcdo do tempo, o que ndo havia sido observado
quando ndo levdvamos em consideracdo o efeito de J,. A figura (5.22) nos mostra a
variacdo do semi-eixo maior em funcdo do tempo para uma configuracdo sem J, e a

figura (5.23) levando em consideracéo o efeito de J,.
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Figura 5.22: Variacdo do semi-eixo maior em funcéo do tempo para a configuracdo do

anel Central sem o efeito de J,.
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Figura 5.23: Variacdo do semi-eixo maior em funcé@o do tempo para a configuracéo do

anel Central com o efeito de J,.

Nos observamos também que a excentricidade varia constante sem J, e que agora
com o efeito de J, tornou-se oscilante essa variagdo foi observada tanto para os

satélites quando para as particulas (figura (5.24) e figura (5.25)).
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Figura 5.24: Variagdo da excentricidade em funcdo do tempo para os satélites

localizados no anel central.
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Figura 5.25: Variacdo da excentricidade em funcdo do tempo para as particulas

localizadas no anel central.

Assim podemos concluir para o anel central da falha de Encke que o efeito do
achatamento de Saturno ndo causa somente uma variacdo secular, mas também gera
uma variacao de curto periodo devido aos termos periddicos que surgem na integracéo
numérica das equacgdes completas do movimento, ou seja, existe uma combinacao
entre os termos seculares e de curto periodo, ndo podendo assim esses (de curto
periodo) ser desprezado, pois, vimos que ele afeta de modo consideravel a

configuragédo existente nesse anel, como mostra a figura (5.23) onde vimos que as



particulas ndo mais permanecem coorbitais aos satélites como acontecia antes sem o
efeito do J, (figura (5.22)).

5.3.2 Simulagbes com J, para o anel F
Como vimos na seccdo (5.2) a configuracdo em que o anel F esta localizado é
uma regido caodtica (ndo sei se esta certo o que estou afirmando), pois temos 0s

satélites Prometeu e Pandora perturbando o anel.
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CAPITULO 6 DISCUSSAO

6.1 COMENTARIOS GERAIS

O estudo numérico do problema N - corpos possibilitou verificar que a particula
pode permanecer confinada entre N satélites (N igual a 2 e 3) estando esta particula
posicionada a 15 km do semi-eixo maior dos satélites, por um periodo de integracdo de
500 anos, exceto para a configuracdo de equilibrio do Tipo IlI.

Para o caso circular verificamos que a largura da érbita de ferradura para os
casos onde temos 2 e 3 satélites pode ser obtida através do problema circular restrito
de 3 corpos estudado por Dermott e Murray (1981). O confinamento se manteve
quando incluimos excentricidade da ordem de 10° e 10, sendo que para valores igual
ou superior a 10 ndo houve confinamento.

Incluimos em nosso trabalho o estudo dos pontos de equilibrio para o caso de 2
e 3 satélites nas configuracdes estaveis e instaveis, em que os satélites tém a mesma
razdo de massa.

Para o0 caso em que temos satélites com massas diferentes (Pan com raio=10
km, Sat. com raio = 5 km e densidade de ambos iguais a 1,2 g/cm®) verificamos que
para a configuracdo N = 2, estavel e instavel, os satélites, por um periodo de 500 anos,
permanecem nas configuracdo de equilibrio proposta por Salo e Yoder (1988), no
entanto ha uma diminuicdo na largura de confinamento das particulas. Para o caso N =
3, estdvel e instavel, os satélites ndo mais permanecem nas posi¢es de equilibrio
inicias, mas sim passam a realizar uma érbita em torno dos pontos de equilibrio para o
caso em que as massas estdo distribuidas de modo em que exista uma simetria e um
equilibrio de forcas entre os satélites. Assim, quando os satélites estdo com uma
largura radial maxima observamos que a orbita da particula confinada entre eles passa
a ter uma largura radial minima.

Nos realizamos um estudo das configuracfes de equilibrio proposta por Salo e
Yoder (1988) alterando a massa dos satélites e verificamos que para dois satélites as
configuracdes do Tipo la e lla sdo as mesmas, ou seja essa configuracdo de equilibrio
por um periodo de integracdo de 500 anos para satélites de massas diferentes é

mantida. No entanto verificamos que para trés satélites de massas diferentes, que
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inicialmente sdo posicionadas nas configuracdes de equilibrio do Tipo la e lla, ha o
movimento desses satélites em torno dos novos pontos de equilibrio para a
configuracdo onde o satélites mais massivo se encontra entre os outros dois satélites
menos massivo separado pela mesma distancia radial. Esses novos pontos, para os dois
Tipos de configuracdo dos satélites, se aproximam, a medida em que diminuimos a
massa dos satélites, dos “Lagrangianos” L, (60°) e Ls (300°) (obtidos no problema
circular restrito de 3-corpos) enquanto 0 mais massivo se encontra posicionado a 0°.

Outro estudo por nos realizado foi a obtencdo dos pontos de equilibrio das
particulas coorbitias aos satélites para o caso circular, quando consideramos as massas
dos satélites iguais e posteriormente quando alteramos suas massas. Nesse estudo
verificamos a existéncia dos pontos de equilibrio sendo alguns estaveis e outros
instaveis, onde essa instabilidade pode ser estudada, numericamente, quando
deslocamos inicialmente a particula de sua posicdo de equilibrio inicial e analisamos
as curvas que ela ira descrever ao redor ou ndo dos pontos de equilibrio. Quando
alteramos as massas dos satélites observamos, de modo geral para as configuracdes de
dois e trés satélites, um deslocamento dos pontos de equilibrio no sentido de se
aproximar dos pontos de equilibrio “Lagrangianos” mais préximos, seguindo assim a
mesma tendéncia do comportamento dos satélites de massas diferentes.

Assim, mesmo sabendo que os pontos Lagrangianos L4, L3 e Ls foram obtidos
para o problema de 3 corpos, concluimos para o caso em que alteramos as massas dos
satélites uma tendéncia dos satélites e das particulas se deslocarem para esses pontos
de equilibrio, isso pode gerar nas estruturas dos anéis regides em que poderdo existir
aglomerados de particulas ou mesmo satélites nessas posi¢cdes de equilibrio.

O estudo para os anéis da falha de Encke, Figuras 5.1 e 5.2, sobre o
comportamento das particulas quando incluissemos satélites nas posicdes propostas
por Ferrai e Brahic (1997) foi realizado e apresentado no capitulo 4. Nossos resultados
mostraram ser possivel a existéncia de um satélite nas posicdes de 80° e/ou 240° de
raio igual a 8 km coorbital a Pan verificando que esse satélite hipotético coorbital a
Pan passa a descrever um comportamento ao redor do ponto de equilibrio, para o caso
em gue o posicionamos a 80° esse comportamento se da ao redor de L4, gerando uma

variagdo do semi-eixo maior em funcgdo do tempo de modo a alterar a largura do anel.
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Quando incluimos um satélite de raio maior que 3 km, posicionado no anel interno,
observamos que esse passa a perturbar os satélites que estdo no anel central (Pan + S,)
e as particulas dos mesmos. Assim com o intuito de manter a configuragdo do anel
central (Pan + S;) incluimos um anel com raio menor que 3 km no anel interno e
verificamos que esse ndo confina as particulas desse anel, como o visto no anel central,
e que a estrutura desse anel é bastante irregular devido ao comportamento das
particulas que sentem o efeito dos satélites do anel central.

No anel F observamos que devido ao movimento dos satélites Prometeu e
Pandora ser caético, 0s anéis também passam a descrever um comportamento nao
previsivel e que mesmo com a existéncia de um satélite imerso no anel néo
verificamos confinamento por um periodo superior a 5 anos. Assim é possivel que as
estruturas observadas nesses anéis sejam estruturas temporarias causadas pela
perturbacdo dos satélites Prometeu e Pandora.

E finalmente, quando incluimos o efeito do achatamento de Saturno sobre os
anéis e sobre os satélites que estdo imersos nesses anéis observamos que as
perturbagdes seculares, que geram uma variagdo no argumento do pericentro, e as
perturbacGes periddicas, que fazem com que haja uma variagdo na excentricidade e no

semi-eixo maior, fazem com que a estrutura dos anéis seja modificada.
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