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RESUMO

O Teorema de Borsuk-Ulam classico afirma que: “Se f : S — IR" é uma aplicacao
continua, entdo existe um ponto x em S" tal que f(z) = f(—=z), ou equivalentemente
f(z) = f(A(x)), onde S" indica a esfera unitéria n-dimensional e A : S" — 5"
€ a aplicacao antipodal”. Se pensamos na superficie terrestre como uma esfera,
0 caso n = 2 pode ser ilustrado dizendo-se que em cada instante, existe sem-
pre um par de pontos antipodais na superficie da Terra com mesma temperatura
e pressao barométrica (supondo que a temperatura e a pressao variam continua-
mente na superficie). Este trabalho € baseado no artigo “Some generalizations of
the Borsuk-Ulam Theorem” de Vendrusculo, Desideri e Pergher (2011), [8], e tem
como principal objetivo apresentar um estudo de uma versao fraca do Teorema de
Borsuk-Ulam associada a grupos topoldgicos. Diz-se que {(X,T); G}, onde X é um
espaco topologico equipado por uma involugao livre T' e G € um grupo topoldgico,
“satisfaz uma versao fraca do Teorema de Borsuk-Ulam”, abreviadamente, “satis-
faz WBUT”, se, para cada aplicagdo continua f : X — G, temos que o conjunto
{r € X; f(x)- f(T(z))"' € 2G} é diferente do vazio, onde f(7'(x))"' é o simétrico
de f(T(z)) em G e 2G = {g € G; g = g~'}. Neste trabalho, relacionamos essa
condi¢ao fraca com a condicao geral de “satisfazer o Teorema de Borsuk-Ulam”
(ou “satisfazer BUT”) dada também pelos autores; apresentamos alguns exemplos;
considerando G = T? (toro), detalhamos a demonstracdo de um resultado que es-
tabelece um critério algébrico para que {(X,T); T?} satisfaga a condigdo WBUT e
de um resultado que da uma equivaléncia entre a versao fraca WBUT para triplas
{(S,T); T} e a condigdo BUT para {(S,7);R*}, sendo S uma superficie fechada.
Por fim, apresentamos um invariante topolégico obtido da versdo WBUT. Tal inva-
riante, por nds definido, é similar ao obtido da condigcdo BUT e apresentado pelos

autores citados.

Palavras-chave: Teorema de Borsuk-Ulam, Versdo Fraca do Teorema de Borsuk

Ulam, Involugéo Livre, Grupos Topoldgicos , Superficie.






ABSTRACT

The classical Borsuk-Ulam Theorem states that: “If f : S™ — IR" is any continu-
ous map, then there exists a point x in S such that f(x) = f(—x), or equivalently
f(z) = f(A(x)), where S™ denotes the n-dimensional unit sphere and A : S™ — S™ is
the antipodal map”. If we think of the Earth’s surface as a sphere, the case n = 2 can
be illustrated by saying that at every instant there is always a pair of antipodal points
on the Earth’s surface with the same temperature and barometric pressure (assum-
ing that the temperature and pressure vary continuously in the surface). This work
is based on the article “Some generalizations of Borsuk-Ulam Theorem” by Ven-
drasculo, Desideri and Pergher (2011), [8], and has the main purpose of presenting
a study of a weak version of the Borsuk-Ulam Theorem associated with topolog-
ical groups. It is said that {(X,T); G}, where X is a topological space equipped
with a free involution T' and G is a topological group ‘satisfies a Weak version of
the Borsuk-Ulam Theorem”, abbreviatedly, “satisfies WBUT” if, given any continu-
ousmap f: X — Y, theset{r € X; f(z)- f(T(x))"" € 2G} is non empty, where
f(T(z))~" is the symmetric of f(T(x)) in G and 2G = {g € G; g = g~'}. In this
work, we relate this weak condition with the more general condition of “satisfying the
Borsuk-Ulam Theorem” (or “satisfying BUT”) also given by the authors; we present
some examples; considering G = T? (torus), we detail the proof of a result that
establishes an algebraic criterion for {(X,T); T?} satisfy the condition WBUT, and
of a result that gives an equivalence between the weak version WBUT for triples
{(S,T); T?} and the condition BUT for {(S,T); IR}, where S is a closed surface and
T is a free involution on S. Finally, we present a topological invariant obtained from
the WBUT version. Such invariant, defined by us, is similar to that obtained from the

BUT condition and presented by the cited authors.

Keywords: Borsuk-Ulam Theorem, Weak Version of Borsuk-Ulam Theorem, Free

Involution, Topological Groups, Surfaces.
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Introducao

O Teorema de Borsuk-Ulam na sua versao classica foi conjecturado por Stanislaw
Ulam e provado por Karol Borsuk. Trata-se de um teorema bastante importante da
Topologia Algébrica que tem sido objeto de varias pesquisas e possui muitas variagoes
e generalizacoes.

Seja S™ a esfera unitaria n-dimensional. O famoso e classico Teorema de Borsuk-
Ulam, afirma que, “se f : S™ — IR" € uma aplicacao continua, entao existe um ponto
x em S" tal que f(x) = f(—x)”. Note que a condicao f(z) = f(—x) é equivalente
a f(zr) = f(A(x)) se consideramos a aplicagdo antipodal A : S — S™ definida por
A(z) = —z, para todo z € S™. Se pensamos na superficie terrestre como uma esfera,
o caso n = 2 do teorema pode ser ilustrado dizendo-se que em cada instante, existe
sempre um par de pontos antipodas na superficie da Terra com mesma temperatura
e pressdo barométrica, considerando f : S* — IR? dada por f(z) = (ts,ps), onde t,
indica a temperatura e p, a pressdo no ponto x (pressupondo que a temperatura e a
pressdo barométrica variam continuamente na superficie terrestre). Se consideramos
a linha do equador como um circulo, o caso n = 1, pode ser ilustrado na afirmacao
que sempre existe um par de pontos antipodas no equador da Terra com a mesma
temperatura. Note que no teorema acima, temos envolvida uma tripla {(S™, A); IR"}.

Esta dissertacao é baseada no artigo “Some generalizations of the Borsuk-Ulam
Theorem” de Vendruasculo, Desideri e Pergher (2011), [8], e tem por objetivo apresentar
um estudo do mesmo, em especial abordar uma versao fraca do Teorema de Borsuk-
Ulam, associada a grupos topolodgicos, dada pelos autores.

A dissertacao esta dividida em trés capitulos. O primeiro capitulo contempla alguns
pré-requisitos importantes para o desenvolvimento dos demais, dentre eles destacamos:
Espagos de Recobrimento, Apresentagoes (por geradores e relagoes) dos Grupos Fun-
damentais das Superficies Fechadas, em que o Teorema de Seifet-Van Kampen desem-
penha papel imprescindivel, e o Homomorfismo de Hurewicz (homomorfismo entre o
Grupo Fundamental de um espaco topologico X e o primeiro Grupo de Homologia
Singular de X). E atil também para apresentar algumas notacoes utilizadas aqui. As
referéncias principais para esse capitulo foram Lima (2006), [4], Massey (1991), [5], e
Kosniowski (1980), [3]. O leitor familiarizado com esses assuntos nao precisa se deter
a esse capitulo.

No segundo capitulo, inicialmente enunciamos o Teorema de Borsuk-Ulam, apre-
sentamos a prova para n = 1 e n = 2 e damos uma ideia da prova para n > 2. Em
seguida, exibimos uma “generalizacao do Teorema de Borsuk-Ulam” como apresentada
em Vendrisculo, Desideri e Pergher (2011) que consiste em considerar, no lugar de
(S", A), um par (X,T), onde X é um espago topologico e T' é uma involucio livre
sobre X (ou seja, uma aplicacdo continua 7' : X — X tal que que T'oT = Idx e
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T(x) # x, para todo x € X), e substituir o espago IR" por um espago topologico Y
qualquer. Nessas condigoes, diz-se que uma tripla {(X,T); Y} satisfaz o Teorema de
Borsuk-Ulam, ou abreviadamente, satisfaz “BUT” se, dada qualquer aplicacao continua
f: X — Y, existe pelo menos um ponto x de X de modo que f(z) = f(T(x)). Na
sequéncia ¢é feita uma anélise da condicao BUT no caso especifico em que o espaco
topologico Y = IR?. Finalizando esse capitulo é apresentado, para cada espaco Y, um
invariante topolégico denotado por BUT(Y), vindo da condicao BUT por analisar as
triplas {(S™, A); Y}, para todo nimero natural n.

O ultimo capitulo tem como objetivo apresentar uma “versao fraca do Teorema de
Borsuk-Ulam” associada a grupos topologicos, dada no artigo referido. Neste caso,
considera-se espagos topologicos Y que sejam “grupos topolégicos”, que vamos indicar
por G. Notemos que se Y = G é um grupo topologico, uma tripla {(X,T); G} satisfaz
BUT se, e somente se, para cada aplicacao continua f : X — G, existe x € X tal
que f(z) = f(T(x)), ou equivalentemente, que f(z)- f(T(x))"" = e, onde e indica o
elemento neutro de G e f(T'(x)) "' & o simétrico de f(T'(x)) em G. A versdo fraca é moti-
vada nessa nova forma de ver a condi¢do BUT. Diz-se que uma tripla {(X,7T); G} satis-
faz uma versao fraca do Teorema de Borsuk-Ulam, abreviadamente, satisfaz “WBUT”,
se, para cada aplicacdo continua f : X — G, temos que F~'(2G) # (), com F sendo
a aplicagdo equivariante de (X,T) em (G,4) definida por F(x) = f(z) - (f(T(z)))™},
i : G — G a aplicacdo inversdo i(g) = g e 2G = {g € G; ¢* = e}. Considerando
G = T?, o toro bidimensional, apresentamos a prova detalhada de um resultado que da
um critério algébrico para que triplas do tipo {(X,T); T*} satisfacam a versio fraca.
Nesta prova, o Teorema de Hurewicz é bastante ttil. A demonstracdo segue na direcao
de um resultado similar para BUT (apresentado no capitulo anterior), porém exige
técnicas mais sofisticadas. Apresentamos também a prova de um resultado (dado pelos
autores), que d4 uma equivaléncia entre a versao fraca WBUT para triplas {(S,T); T*}
e a condicio BUT para as triplas {(S,T);IR?}, onde S ¢ uma superficie fechada e T
¢ uma involugao livre sobre S. Vale observar que a demonstracao usa um teorema de
Gongalves (2006), [2], que caracteriza as triplas {(S, T); IR*} que satisfazem BUT. Essa
caracterizacao envolve caracteristica de Euler, apresentacao dos grupos fundamentais
das superficies e uma correspondéncia de subgrupos de indice dois (do grupo funda-
mental) com determinadas sequéncias em Zy. Por fim, apresentamos um invariante
topologico (na categoria de grupos topologicos) obtido da versao fraca do Teorema de
Borsuk-Ulam e exibimos alguns exemplos e resultados. Tal invariante, por nés definido,
é similar ao que foi obtido da condicao BUT e apresentado pelos autores citados acima.



1 Preliminares de Topologia Algébrica

Neste capitulo apresentamos pré-requisitos que sao importantes para melhor en-
tendimento dos capitulos 2 e 3, que sao os principais dessa dissertacao. Serve também
para se familiarizar com certas notagoes utilizadas. Dentre os assuntos abordados aqui
destacamos: Espacos de Recobrimento, Apresentacoes dos Grupos Fundamentais das
Superficies Fechadas (obtidas via o Teorema de Seifet-Van Kampen) e o Homomorfismo
de Hurewicz. O leitor conhecedor desses assuntos pode omitir essa parte. As princi-
pais referéncias utilizadas foram Lima (2006), [4], Massey (1991), [5], e Kosniowski
(1980), [3].

1.1 Alguns conceitos e resultados da Teoria de Gru-
pos

Definig¢ao 1.1.1. Dados um grupo G e um conjunto X # (), uma a¢cdo a esquerda
de G sobre X ou uma G-ag¢ao a esquerda sobre X ¢ uma aplicagao

p: GxX — X
(9.2) — g-x
tal que as sequintes condigcoes sao satisfeitas:

(1) para todo x € X, e-x =z, onde e indica o elemento neutro de G;

(11) para quaisquer x € X e g1,92 € G, (9192) - © = g1(g2 - ).

Neste caso, dizemos ainda que G atua ou opera a esquerda sobre X e que X
¢ um G-congunto a esquerda. Quando X € um espaco topoldgico munido de uma
acao a esquerda, dizemos que X € um G-espaco a esquerda.

Similarmente define-se G-conjunto e G-espaco a direita.

Se X € um G-espaco a direita e um G-espaco a esquerda, dizemos simplesmente
que X € um G-espaco e que G atua ou opera sobre X.

Definicao 1.1.2. Seja X um G-espacgo a esquerda. Dizemos que G opera transiti-
vamente a esquerda sobre X ou que X é um G-espaco a esquerda homogéneo
se, para quaisquer elementos x,y € X, existe um elemento g € G tal que

g-r=4y.
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20 Preliminares de Topologia Algébrica

Definicao 1.1.3. Considere X um G-espaco a esquerda. Dizemos que a agao de G €
propriamente descontinua sobre X se cada ponto v € X possui uma vizinhanca U
tal que, para todo g € G, com g # e, tem-se

g-UNU =0,

onde g-U={g-z; xe€U}.

Em particular, se consideramos a a¢io de G ={f: X — X; f é homeomorfismo}
em X, dada por f-x = f(x), e essa acao € propriamente descontinua, dizemos que
G € um grupo propriamente descontinuo (de homeomorfismos). Notemos que,
neste caso, o elemento neutro de G € a aplicacao identidade de X.

Definicao 1.1.4. Seja X um G-espaco a esquerda. Para cada v € X, o conjunto
G(z) ={g-x; g € G} € chamado drbita de x e o subgrupo G, ={g € G; g-x =z}
¢ denominado subgrupo de isotropia ou subgrupo estabilizador de x.

Proposicao 1.1.1. Seja X um G-espaco a esquerda.
(i) Se G opera transitivamente sobre X, entio G(x) = X, para todo x € X.

(73) Para cada x € X, existe uma bijegdo

p: — — G(x)
}—>

G
(ou p(Gy - g) = x-g, se a agao € a direita). Assim, — e G(x) tém a mesma
cardinalidade. ’

Demonstracgao:
(7) A prova é imediata.

(1) A aplicacdo ¢ estd bem definida, pois, para quaisquer gi,go € G tais que
g1 - Gy = go - Gy, temos que g, 'g; € G, ou seja,
(95'01) -z ==
e, portanto, g; - x = go - .
Temos que  é injetora, uma vez que, para quaisquer gi, g € G tais que g, - =
go - X, segue que
(97 '92) - = 1,
ou seja, g7 'g2 € G, e, entdo, g1 - Gy = go - G
Claramente, ¢ é sobrejetora.

Logo, ¢ é bijetora. ]
X
Definicao 1.1.5. Considere X um G-espaco a esquerda. O conjunto rel constituido

. X 4
por todas as orbitas G(x) é chamado de espago de orbitas. — serd considerado como

espago topoldgico munido com a topologia quociente, ou seja, munido da topologia mais

fina tal que a projecao candnica p : X — — seja continua. Tal topologia é dada por

G

X
T = {W C 5; p_l(W) € aberto de X}.
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Proposicao 1.1.2. Seja X um G-espaco a esquerda. Se, para todo g € G, a aplicacao
fo 1 X = X tal que fy(z) = g-x € continua, entdo a projecdo canonica p : X — rel

¢ uma aplicacao aberta. Em particular isso vale se G € um subgrupo do grupo dos
homeomorfismos de X em X.

Demonstracao: Considere U um aberto de X,

P (p(U)) = {z€X; p()€pU)}

{z € X; G(x) = G(y), para algum y € U}
{reX; x=g-y, paraalgumy e U e g € G}
{reX;xzeg-U, ge G}

Ug-U.

geG

Como U é um aberto de X, entdo ¢g-U = f,(U) é um aberto de X, para todo
g € G (ja que f, é de fato um homeomorfismo com inversa fg_l). Logo, p ' (p(U)) é um
aberto de X. Pela definicao da topologia quociente, obtemos que p(U) é um aberto de

X
ek Portanto, p ¢ uma aplicacao aberta. [ |

Observacao 1.1.1. Todas as definicoes anteriores, bem como a proposicdo acima,
possuem versoes andlogas para G-espaco a direita.

A seguir, recordamos brevemente alguns conceitos e resultados bésicos da Teoria
dos Grupos.

Definicao 1.1.6. Fizado um elemento g num grupo G, a aplica¢ao

T qg-x- g_1
¢ um automorfismo de G, chamado a congugagao por g. Se H é um subgrupo de G,
sua imagem por esse automorfismo € o subgrupo

g-H-g'={g-2-g7" v€ H}

que € isomorfo a H, chamado subgrupo conjugado de H.
A classe de conjugacdo de H em G ¢ o conjunto {g-H -g'; g € G}.
Um subgrupo H de G diz-se normal quando g- H - g~ = H, para todo g € G.

Observacao 1.1.2. A definicao de subgrupo normal € equivalente a dizer que
g-H- g7 CH, para todo g € G.

Definicao 1.1.7. Se H é um subgrupo normal de um grupo G, entao

G

— =19 H, G

7 =19 H; g€ Gl

onde g- H ={g-h; h € H}, com a operacio (¢1 - H)(g2 - H) = g19o - H € um grupo
chamado grupo quociente.

Definicao 1.1.8. Seja G um grupo. O comutador de dois elementos g,h € G,
usualmente denotado por [g,h], ¢ dado por [g,h] = g-h-g~ ' -h™'. O conjunto dos
comutadores G' = {g-h-g~*-h™"; g, h € G} é um subgrupo de G denominado subgrupo
comutador. Tal subgrupo é também denotado por [G : G.
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Observagao 1.1.3. (i) Pode-se verificar que G' é um subgrupo normal de G.

(17) Se G € um grupo abeliano, entao o seu subgrupo comutador é o subgrupo trivial

€ 0 grupo quociente Vel ¢ isomorfo a G. De fato, tome g, h € G quaisquer, como

G € abeliano, o comutador
lg.hl=g-h-g7 h=g-g7  h-hTl=e,

portanto, G' = {e}. Assim, dado g € G, o elemento do grupo quociente
g-G" = g-{e} pode ser identificado com g € G.

Teorema 1.1.1. (Teorema do Isomorfismo) Sejam G e L dois grupos e ¢ : G — L
— ¢(G), definido por

um homomorfismo. Entdao, existe um isomorfismo ¢ :

¢lg - Ker(p)) = #(g), onde Ker(p) = {g € G;¢(g)
elemento neutro de G, e o(G) ={¢(g);9 € G}.

Ker(p)
= eg}, com eg denotando o

{0,1,...,n — 1} das classes de restos

Exemplo 1.1.1. Considere os grupos Z. e Zn, ,
(n € Z), dada por ¢(x) = T, € um

modulo n, para n > 1. A aplicacio ¢ : 7 — Z,
homomorfismo, pois

ety =r+y=T+7=px)+o(y).

Entao, pelo Teorema do Isomorfismo, temos que 7 = Z,, uma vez que
_ n
Ker(p) ={z € Z; p(z) =0} =nZ e p(Z) = Zy,.
Lema 1.1.1. Considere A um grupo abeliano denotado aditivamente e G um grupo
multiplicativo. Se ¢ : G — A é um homomorfismo, entdo existe um unico homomor-

fismo ¢ : o — A tal que o diagrama abaizo é comutativo

G—% . A

G ¢
G
G . /
onde q : G — — € o homomorfismo candnico, dado por q(g9) = g-G'.

G/

Demonstragao: Note que G’ C Ker(¢), pois ¢(ghg *h™") = ¢(g) + o(h) — ¢(g) —
¢(h) = 0. Além disso, como Ker(¢) é normal, podemos considerar o grupo quociente

G
m e temos que a aplicagéo q . a — W’ dada por q(g . G/) =4qg- KBT(¢),
estd bem definida. Note ainda que g é, também, um homomorfismo.
~ G
Pelo Teorema do Isomorfismo, existe um isomorfismo ¢ : Ker(@) — ¢(@G), tal que
er

¢ (g- Ker()) = ¢(g).
Defina ¢ = j o 50 q: o — A, onde j: ¢(G) — A é a aplicagao inclusao. Entao

b(g-G)=(jodoq) (g-G)=dlg)
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e o diagrama seguinte comuta

G i Ker(¢)
Observe que ¢ é ‘um homomorfismo, pois é composta de homomorfismos.
A unicidade de ¢ é garantida pela comutatividade do diagrama e pelo fato de ¢
ser sobrejetora, pois se ¢, : o — A fosse um outro homomorfismo nas condicdes da
hipotese, teriamos ¢, (g - G') = ¢1(q(9)) = ¢(9) = d(g- G"). u

Usando as mesmas ideias da demonstracao do lema anterior, pode-se mostrar a
seguinte proposicao:

Proposicao 1.1.3. Considere A e G dois grupos. Se A € abeliano, ¢ : G — A € um
homomorfismo e H é um subgrupo normal de G tal que H C Ker(¢), entao eciste um

inico homomorfismo ¢ : T — A tal que o diagrama abaizo é comutativo

G—2 .4
€¢
H

G
onde q: G — T ¢ 0 homomorfismo candnico, dado por q(g) = g- H.

Definicao 1.1.9. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. O normalizador de H
em G é o conjunto

N(H)={9€G; g-H-g~' = H}.
Observagao 1.1.4. N(H) é o maior subgrupo de G que contém H como subgrupo
normal. Além disso, H € um subgrupo normal do grupo G se, e somente se, N(H) = G.

1.2 O Grupo Fundamental

Sejam X um espaco topologico e xg, ;1 € X.

Definicao 1.2.1. Um caminho em X com ponto inicial xy e ponto final x1 é uma
fungao continua o : I = [0,1] — X tal que a(0) = z9 e a(1) = 1. Se xy = 1, dizemos
que a € um lagco baseado em xq ou um caminho fechado com ponto base x.

Definicao 1.2.2. Seja o : I — X um caminho com ponto inicial x¢ e ponto final x1. O

caminho inverso de o, denotado por o™, é o caminho com ponto inicial x1 e ponto
final xo, definido por o' : I — X tal que o *(t) = a(1 —t), para todo t € I.

Definicao 1.2.3. Considere a, B : I — X dois caminhos em X tais que
a(0) = zg, a(l) = B(0) = x; e B(1) = z3. Definimos o caminho produto
axf: 1 — X da sequinte maneira:

a(2t), se

IN
~
IA

(ax B)(t) =

N = O
— N~

B2t —1), se
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Definicao 1.2.4. Dizemos que 0s caminhos o e 3, com ponto inicial xo e ponto final
1, sao homotopicos e denotamos por a ~ [, se existir uma aplicagao continua

H:Ix1I— X tal que

{H(t,O):a(t); H(t,1) = B(t), Vtel;
H(0,s) =z9; H(l,s) =1, Vsel.

Neste caso, dizemos que H é uma homotopia entre o e (3 (relativamente a

{0, 71}).

Pode-se verificar que a “relagao de homotopia” no conjunto de lagos em X baseados
em xg ¢ uma relagao de equivaléncia.

Definicao 1.2.5. Denotamos por [a| a classe de homotopia de um lago a: I — X,

assim
o] ={p:1—X; B éumlaco e f ~ a}.

Considere o conjunto das classes de homotopia de lacos em X baseados em xq e
denotemos por

(X, z0) = {[a] ; « € um laco baseado em o} .
Sejam [a] e [5] elementos de 111 (X, xo), definimos em 11,(X, zo) a operagao

o] [8] = a = B].

Pode-se mostrar (vide Massey (Cap.11, 1991), [5]) que esta operagao fornece uma es-
trutura de grupo em I11(X, xg), onde o elemento neutro € [c,], com ¢z, : I — X sendo
o caminho constante em xqy. Este grupo é chamado de grupo fundamental de X
com ponto base xy ou grupo de Poincaré de X com ponto base xg.

Exemplo 1.2.1. Se X = {xz¢} (espaco unitdrio), entdo II1(X,x0) = {[cs]} (grupo
trivial).

Definicao 1.2.6. Um espaco topologico X é chamado conexo por caminhos se, para
quaisquer dois pontos xo, r1 € X, existe um caminho o : I — X ligando xo a x1 , isto

-

¢, a(0) =zg e a(l) = x;.

O resultado seguinte nos mostra que o grupo fundamental de um espago conexo por
caminhos independe do ponto base. Assim, no caso em que o espaco X é conexo por
caminhos é usual denotar o grupo fundamental de X simplesmente por I1;(X).

Proposicdo 1.2.1. Se X é um espaco conexo por caminhos, entao 111 (X, zq) € iso-
morfo a I11(X, z1), para quaisquer xo,z1 € X.

Demonstracao: Como X é conexo por caminhos, existe um caminho v : 1 — X
ligando zg a 1. Seja a um lago em X baseado em zy. Usando o caminho 7 e o laco «
definimos a aplicacao:

Y28 Hl(prO) HI(I*XWII)

.
[a] = [y xaxn].
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Note que a aplicagdo ¢ estd bem definida, pois, para [a], [8] € I1;(X, z), temos
que

[d=B=a~B=y xaxy~y % Bxy=> [y xaxqy] =y *Bx19]
A aplicacao ¢ é bijetora, pois a aplicagao v,

’QUI Hl(X7l’1) — Hl(X7l’0)
B] = [y*Bxr7]

é a inversa de o, ja que
(wo)([p]) = w(W([p])) = w(lyx pxr7)) = [y xyxpxy~"x9] = [p],
para todo [p] € I, (X, z1), e, similarmente,
(W op)([a]) = v(w([a]) = [a],

para todo [a] € II; (X, zo).
Além disso, a aplicacdo ¢ é um homomorfismo de grupos. De fato, se
[a], [8] € T11(X, z), segue que

p(la] - 8]) = (o B)) = [y raxfxq]
= [fy*l*oz*czo*ﬁ*ﬂ = [yfl*a*fy*fyfl*ﬁ*fy]
= [y lraxq]- [y xBxq] = o(la]) - o([6]).
Portanto, ¢ ¢ um isomorfismo. |

Queremos determinar o grupo fundamental de S*, o circulo unitario. Podemos ver
S' como S' = {(x,y) € R?* 2* +y*> =1} C IR? ou como um subconjunto (subgrupo)
de C*, S* = {cos(2nt) + i sen(27t),t € R}.

Definicdo 1.2.7. Seja ¢ : I — S' um caminho.  Considere a aplicacdo
p =exp: R = S, dada por p(t) = e*™ = cos(2nt) + i sen(27wt). Um caminho
o:1— 1R, tal que poc = o, ¢ chamado um levantamento do caminho o a reta
real. Similarmente, se F': I x I — St ¢ uma homotopia, uma aplicacio F : I xI — IR,
tal que po F' = F, é chamada um levantamento da homotopia F'.

27rzt

Observacao 1.2.1. A aplicacio p : IR — S* dada por p(t) = satisfaz

p(t)=1teZ,

uma vez que €2 =1 = ¢°

t=—-keZ.

se, e somente se, t +k =0, com k € Z, o que equivale a

Proposicao 1.2.2. (i) Se o : I — S' ¢ um caminho em S* com ponto inicial 1,
entao existe um inico levantamento o : I — IR com ponto inicial 0.

(i) Se F: I x I — S* ¢ uma homotopia tal que F(0,0) = 1, entdo existe um tinico
levantamento F : I x I — IR tal que F(0,0) = 0.
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Demonstracao (Ideia): Nao apresentaremos aqui a demonstracdo deste resul-
tado. A ideia da prova em (i) consiste em dividir  em subintervalos adequados, com
0=ty <t <..<t,=1,edefinir continuamente o nos subintervalos [t;, t;;1] usando
o e inversas locais de p. Para (i7) divide-se I x I em sub-retangulos [t;, t;+1] X [s;, S;41]
e aplica-se 0 mesmo raciocinio em (7). (De fato, esse resultado é um caso particular
da situacao mais geral para espacos de recobrimento dada pela Proposicao 1.3.1 e cuja
prova la estd mais detalhada). |

Definicao 1.2.8. Seja o um caminho fechado em S* com ponto base 1. Pela proposicao
anterior existe eratamente um levantamento a de o com ponto inicial 0. Temos que
a(l) € Z, pois p(a(l)) = (poa)(l) = a(l) = 1. O nidmero inteiro a(1) é chamado
grau de a. Nesse caso, usamos a notagdo grau(cw).

Proposicio 1.2.3. Sejam a e 8 dois caminhos fechados em S* com ponto base 1.
Entao, a ~ [ se, e somente se, grau(a) = grau(p).

Demonstracao: (=) Sejam ae Bos levantamentos de « e 5 em IR, respectivamente,
tendo ponto inicial 0. Como o ~ (3, existe K : I x I — S* uma homotopia tal que

K(t,0) =al(t); K(t,1)=p(t), Vtel,
{ K(0,s)=1=K(1l,s), Vsel.

Pelo item (71) da Prop~osi§éo 1.2.2, existe um unico levantamento K:IxI—TR
tal que K(0,0) =0e po K = K. Entao,

p(K(1,s)) =K(1,s) =1, Vs eI,

2mit — 1 implica que t € Z.

e, portanto, I?(l,s) € Z, para todo s € I, pois p(t) = e
Como I?(l, —) é continua e I & conexo, entao [?(1, —) deve ser uma funcao constante,
isto é, existe kg € Z (fixo) tal que I~((1, s) = ko, para todo s € I. Notemos que I~((t, 0)
e K (t,1) sdo levantamentos de « e (3, respectivamente. Pela unicidade garantida na
Proposicao 1.2.2,

a(t) = K(t,0) e B(t) = K(t,1).

Assim,

grau(a) = a(l) = K(1,0) = ko = K(1,1) = B(1) = grau(pB).

(<) Suponhamos que grau(a) = grau(f), ou seja, a(1) = B(1) = z; € Z C IR,
onde a e Eséo os levantamentos de « e 3, respectivamente. Pelo item (i) da Proposigao
1.2.2, &(0) = 0 = B(0), uma vez que a(0) = 1 = S(0).

Definimos a aplicacao H : I x I — IR tal que

H(t,s)=(1—s)a(t)+s B(t).
Temos que H é uma homotopia entre os caminhos a e E (em IR) pois,

{ H(t,0) =a(t); H(t,1)=p(t), Vtel;
H(0,s) =0; H(l,s)=mz, Vsel.
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Dai, po H : I x I — S* & uma homotopia entre os caminhos fechados o e 3 em S*,
pois po H é continua, ja que é composta de funcoes continuas, e

(po H)(t,0) = p(H(t,0)) = p(a(t)) = alt), Vt € I
(po H)(t,1) =p(H(t, 1)) = p(B(t)) = B(t), Vte
(po H)(0,s) =p(H(0,s)) =p(0) =p(a(0)) =a(0) =1, Vs € [
(poH)(1,s) =p(H(1,s)) =p(a(l)) =a(l) =1, Vs €]
Logo a ~ f3. [ |

Teorema 1.2.1. O grupo fundamental do circulo unitdrio é ciclico infinito, isto €,
I, (SY) ~ Z.

Demonstracao: Seja

0: My(Sh1) — Z
0

lo] = 9([a]) = grau(a).

Pela proposicao anterior, 0 esta bem definida e é injetora, pois
a~ [ < grau(a) = grau(f).

Note que O é sobrejetora, pois para todo n € Z, o caminho fechado v : I — S!
dado por (t) = e*™" para todo t € I, tem como levantamento o caminho v:I—=>1R
tal que J(t) = nt, para todo t € I e (po7)(t) = p(nt) = e*™™ = ~(t). Assim,

() =~(1) = n.

Provemos que 0 ¢ um homomorfismo de grupos. Considere [al,[0] € I, (S 1).

Se a e [ sdo, respectivamente, os levantamentos de a e § com ponto inicial 0, entao
podemos ver que o caminho definido por

é o levantamento de « * 8 com ponto inicial 0, pois po g = «a * 3, como podemos ver
abaixo:

p(a(2t)) = a(2t), 0
(pog)(t) = B ~ 1
pla(l) + 52t = 1)) = a(l)- 2t = 1) = 52t = 1), 3

(usamos aqui que p : IR — S* é um homomorfismo e que a(1) = 1). Além disso,
g(0) = a(0) = 0. Assim,

d([a] - [8]) = d([a = B]) = g(1) = @(1) + B(1) = d([a]) + A(3)).
Portanto, 0 é um isomorfismo. [ |

Teorema 1.2.2. Sejam X e Y espacos topoldgicos com pontos xg € X e yg € Y.
Entdo, H1<X X Y, (l‘o, y0)> = Hl(X, 1'0) X HI(K yo)
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Demonstracao: Consideremos as projecoes

pr: X XY — X e p: X XY — Y
(r,y) — p(z,y) =2 (z,y) — palz,y) =y.

Se a = (a1, a) € um laco em X x Y baseado em (xg, ), entdo p; o = ay é um
laco em X baseado em xg e py 0o @ = ap € um laco em Y baseado em yq. Definimos

h: (X XY, (v0,90)) — (X, 20) x IL1(Y,%0)
[a] — ([proal,[p2oa]) = ([ai], [a2]).

Temos que h ¢ um homomorfismo de grupos. De fato,
h(la] - [B]) = h([a = B]) = ([p1 o (a B)], [p2 o (% B)]) .

Como a * 3 = (ag * 1,9 * B2), entdo py o (a* B) = a1 x 1 = (p1 o) *x (p; o f) e,
analogamente, py o (% 3) = (pa 0 ) * (p2 0 3). Assim,

(o] - [8]) = ([(pr o @) * (pr o B)], [(p2 0 @) * (p2 0 B)]) -

Por outo lado,

hled) - h([B]) = ([preal,[p2oal)-([p1o ], [p2of])
= ([proal-[piof][p2oal-[pyof])
= ([(poa)*(propf)],[(p20a)x(p2oB)]).

Logo,
h([a] - [8]) = R([e]) - h([5]).

Vamos verificar que h é um isomorfismo exibindo a aplicacao inversa de h.
Sejam 7 e ap lagos em X e Y baseados em x e y, respectivamente. Consideremos

a: I - XxY
t = alt) = (ai(t), a(t))

assim, a é um lago em X X Y baseado em (xg, o).

Defina
g: i (X, o) x Oy (Y,90) — I (X XY, (z0,%0))

([aa]; [as]) = o]

entao, g é a aplicacao inversa de h, uma vez que

(g o h)([a]) = g(h(la])) = g([p1 o o], [p2 0 a]) = g([an], [az]) = [a]

(h o g)([an], [aa]) = hlg([enl, [e2])) = hl[a]) = ([pr o o], [p2 0 @) = ([an], [a2]).

Logo, h é um isomorfismo com h™! = g. ]

Exemplo 1.2.2. Considere T? o toro bidimensional. O toro T? pode ser definido como
o lugar geométrico tridimensional formado pela rotagao de uma circunferéncia de raio
r, em torno de uma circunferéncia de raio R e podemos identificar T> = S x S*. Logo,
pelo teorema anterior e o Teorema 1.2.1,

I, (T?) =TI, (S* x S*) = 1, (SY) x I, (SY) 2 Z x Z.
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A cada aplicacao continua f : X — Y, pode-se definir um homomorfismo “induzido”
no grupo fundamental, como mostrado abaixo.

Definicao 1.2.9. Sejam f : X — Y wuma aplicacao continua entre dois espac¢os
topologicos X eY ea : I — X um lago em X baseado em xq. Desse modo, a aplicag¢ao
foa: I =Y ¢éunm lagco em Y baseado em f(xg). Assim, tém-se bem definida a
aplicacao
foo Th(X,@o0) — IL(Y, f(x0))
[a] = [foal
Esta aplicacao é chamada homomorfismo induzido por f em Il;.

Observacao 1.2.2. Vejamos que realmente f; € um homomorfismo.
De fato, dados [, [p] € I11(X, o), temos que

fillal-18]) = fillaxpl) = [folaxP)] = [(foa)x(fop)]
= [foal-[fop] = fla])- fu(lB]).

Proposicao 1.2.4. (i) Se f: X =Y eqg:Y — Z sdo aplicagdes conlinuas entre
dois espagos topologicos, entdo (go f)y = gy o fy.

(17) Se Id: X — X € a aplicagao identidade, entio Idy : 111 (X, xg) — II1(X, 20) € 0
homomorfismo identidade.

Demonstracao:

(1) Considere o homomorfismo induzido da aplicagdo go f : X — Z. Para todo
[a] € II1(X, ), segue que

(9o flla]) =lgo foal. (D)
Como fy([o]) € ILi(Y, f(z0)), entdo g;(fi([a])) € I11(Z, g(f(x0))). Dai,
9:(fs([a])) = g:([f e a]) = [go foal. (IT)

De (I) e (II), segue que (go f); = gs © fy.
(i7) Dado [a] € II1 (X, z), Idy([a]) = [Id o o] = [a]. |

Teorema 1.2.3. (Invaridncia topoldgica) Sejam X e Y espagos topoldgicos conexos
por caminhos. Se X é homeomorfo a'Y, entdo I11(X) € isomorfo a I1;(Y).

Demonstracao: Como X ¢ homeomorfo a Y, existe um homeomorfismo
f:X — Y. Assim, usando a inversa de f, segue que f o f=1Idx e fo f' = Idy.
Pela proposicao anterior, temos que

(Idx);= (flofli=fi'ofy e (dyv)y=(fof )= fiof ",
assim, f; : II;(X) — II;(Y) (ou, mais precisamente, f; : I, (X, z9) — II1(Y, f(x0))) &

um isomorfismo. [ |

Defini¢do 1.2.10. Seja S" = {(z1,...,xn41) € R 2f 4. a2, = 1} a esfera
unitdria n-dimensional. A aplicacdo continua A : S™ — S", definida por A(x) = —z,
¢ chamada aplicagao antipodal ou aplicacao antipoda.
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St .y
Exemplo 1.2.3. II;(IRP') & Z, onde RP* = a1 € 0 espaco projelivo, que € 0 espaco
quociente de S obtido pela identificacdo de cada par de pontos diametralmente opostos.
De fato, temos que RP' é homeomorfo a S*, jd que a aplicacio

h: RP' — St

T — 2

estda bem definida e é um homeomorfismo.
Logo, pelos Teoremas 1.2.3 e 1.2.1, seque que

I, (RP') = 1T, (%) >~ 11, (S1) = Z.

Definicao 1.2.11. Sejam X e Y espacos topoldgicos e f e g aplicagoes continuas de
X em Y, dizemos que f € homotdpica a g relativamente a um subconjunto A
de X e denotamos por f ~ g, se existe uma funcdao continua H : X x I — 'Y, tal que,
para todo x € X, temos

{ H(x,0) = f(x); H(z,1) = g(z), Ve e X;  (I)
H(a,t) = f(a) = g(a), Ya € A, Vt € I.

Se apenas (I) é satisfeita, dizemos simplesmente que f é homotdpica a g. A
fun¢ao H é chamada homotopia entre f e g.

Definicao 1.2.12. Sejam X e Y espacos topoldgicos e f : X — Y uma aplicacao
continua. Dizemos que [ é uma equivaléncia homotopica ou uma equivaléncia
de homotopia se existir g : Y — X uma aplicagdo continua tal que fog:Y — Y
€ homotopica a aplicacao identidade Idy e go f : X — X € homotdpica a aplica¢io
identidade Idyx. A aplicagao g € chamada inversa homotopica de f.

Se existe uma equivaléncia homotdpica entre dois espagos topoldgicos X e'Y, dize-
mos que X € homotopicamente equivalente a Y ou que X tem o mesmo tipo de
homotopia de Y e denotamos por X ~ Y.

Observacao 1.2.3. Se X e Y sao espacos topologicos homeomorfos, entao X ~ Y.

Exemplo 1.2.4. R e {zo}, com xy um ponto qualquer em R, tém o mesmo tipo de
homotopia, uma vez que para a funcao constante f: R — {xo}, existe g : {x0} — IR,
dada por g(xo) = o (inclusio), tal que fog ~ Idy, e go f ~ Idg, pois existem as
aplicacoes continuas Hy : IR x I — IR, dada por

1
z, se 0 <t < —;
Hy(z,t) = ! 2
To, se = <t <1,
2
e Hy: {xo} x I — {x0}, dada por Hy(xo,t) = o, que salisfazem

{ Hi(z,0) =z = Idr(x); . { Hy(9,0) = 29 = Idz0y(20);
Hy(,1) = zo = g(x0) = g(f(x)) Hy(xo,1) = zo = f(9(20))-
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Lema 1.2.1. Sejam X e Y espacos topologicos conexos por caminhos e f,g: X —Y
aplicacoes continuas tais que f € homotopica a g. Considere H : X X I — Y uma
homotopia entre f e g. Seja v : 1 — Y definido por ~(t) = H(xo,t). Entdo, v é um
caminho em Y ligando f(xo) a g(zo) e induz um isomorfismo

Yo LY, f(zo) — Hl(lY,g(xo))
[B] = [ =B
tal que gy = ;o f4, isto €, o diagrama abaizo é comutativo

(Y, f(20))

/ lw
g
I (X, ) ————T1(Y, g(0))
onde fy e gy sao 0s homomorfismos induzidos de f e g, respectivamente.

Demonstracao: Considere a homotopia H e o caminho v(t) = H(z,t). Como H
é uma homotopia entre f e g, entdao H é continua e

(B0 = e X5 (20~ o0~ o
H(z,1) =g(z), Vx € X, v(1) = H(xg,1) = g(xp),

assim, v € um caminho em Y ligando f(xo) a g(zo). O fato que v induz um isomorfismo
segue da demonstracao da Proposicao 1.2.1.

Seja [a] € II;(X,xp). Precisamos verificar que g5 = 7 o fy, ou seja,
gs([e]) = (7 o fi)([a]). Para isso, basta ver que

lgoal =[x (foa)xn].
Queremos obter uma homotopia L entre g o a e v~ ' % (f o a) * v. Considere

K : I x I —Y definida por K(t,s) = H(«a(t),s). Temos que K é continua e

K(t,0) = H(a(t),0) = (f o a)(t), Vt € I;
K(t,1) = H(a(t),1) = (goa)(t), Vt € I;
K(0,s) = K(1,s) = H(xg,s) =(s), Vs € I,

logo, K é uma homotopia entre f o« e g o a relativamente a 7(s). Deformando K,

(1-s)
2

onde para t € [0, } a homotopia L parte de v '(0) = v(1) = g(wo) e vai até

1-— 3
7_1(1 —s) =(s). Agora, para t € {( 5 S), (SZ q temos a seguinte composi¢ao
1-— 3
[( 25),(81 . [0,1] S Y
. (4t + 25 — 2) (4t + 2s — 2)
_— e —— S
(3s+1) (3s+1)
. (s +3) . .,
Finalmente, para ¢ € 1 , 1| a homotopia L parte de y(s) e vai até g(zo) tal que
( . 1
v (2t), se O§t§§;
1 3
(7 e (Foa) e = (fom)d—2), se L <1<
3
v(4t —3), se — <t<1.
\ 4
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Obtemos que a homotopia L é dada por

71 (2t), se 0<t< (1;8);
(4 + 25— 2) (1—s) (s +3)
L(t,s)={ K="= <t<
(t,) ( Gs+1) 7)) ¢ T StET
y(4t — 3), se <SZ3>§t§1,
€ Ccomo
¢ ( 1
7H(2t), se 0§t§§;
1
L(t,0) = § K(4-2,0)=(foa)4t—2), se 5 <t<
v(4t — 3), se %Stﬁl;
\
= (Y (foa)x)(t), VEe T,
L(t,1) = K(t,1)=(goa)(t), VL€ I
L L(0,5) = 77'(0) = g(z0) = (1) = L(1,s), Vs € 1,

segue que L é uma homotopia entre goa e v # (f o) *y relativamente a g(z), assim
[goa] = [y % (f oa)x7], como desejado. |

Teorema 1.2.4. (Invaridncia homotdpica) Sejam X e Y espagos topoldgicos conexos

por caminhos. Se X tem o mesmo tipo de homotopia de Y, entao I1(X) € isomorfo a
I (Y).

Demonstracao: Como X ~ Y, entao existem f: X — Y eg:Y — X apli-
cagoes continuas tais que fog ~ Idy e go f ~ Idx. Sejam yg € Y, 2y = g(yo) e

fi (X, zo) = IL(Y, f(z0)) € g5 : ILi(Y, f(20)) = I (X, g(f(z0))) os homomorfismos
induzidos de f e g, respectivamente.

Considere v um caminho ligando yy a f(x¢) e 0 um caminho ligando zq a g(f(zo)).
Pelo lema anterior,

(fog)i=o(ldy); e (gof)y=o0y0(ldx);.

Assim, os diagramas abaixo sao comutativos

(Y, o) SR 1L (Y, vo) I, (X, 20) (e IT; (X, )
lgu i LW lfu } l"ﬁ
I (X, ) L (Y, f(zo)) (Y, f(w0)) I (X, g(f(%0)))-

Pela Proposicao 1.2.4, temos (fog); = fiogs, (9o )y = gs0 fi, (Idy)s = Idm, vy
e (Idx)s = Idm, (x,z), entao

fi0.gs =y 0 Idm, vy, (1)

gﬁ o fﬁ = O'ﬁ O ]dnl(X,mo)‘ (II)

De (I), obtemos que f; é sobrejetora, pois, para todo [5] € II;(Y, f(z)), existe

of € 11y o) tal que al) = uma vez que, pelo lema anterior é um 1somor-
[a] € I1i (Y, yo) tal que y4([a]) = [B], que, pelo 1 ior, 7y € um i
fismo . Assim,

18] = (% © Tdmyve))([a]) £ (i 0 g) (),
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portanto, existe g;([a]) € I1; (X, zo) tal que fi(g:([])) = [5].

De (II), segue que f; é injetora, uma vez que, para quaisquer [a], [5] € II; (X, zo)
com fy([a]) = fu([8]), segue que g;(fy([a])) = gp(f([8))), assim oy([a]) = o:([3]), entio
la] = [5], pois, também pelo lema anterior, oy é um isomorfismo.

Logo, f; ¢ um isomorfismo. |

Definicao 1.2.13. Um subconjunto A de um espaco topoldgico X é um retrato por
deformacao de X se eristem uma aplicacio v : X — A e uma homotopia
F: X x1I — X tais que r(a) = a, para todo a € A, F(z,0) = z, F(z,1) = r(x),
para todo x € X, e F(a,t) = a, para todoa € A et € I.

Teorema 1.2.5. Se A € um retrato por deformacao de um espaco topologico X, entdo
a aplicagdo inclusao i : A — X induz um isomorfismo iy : 111 (A, a) — I, (X, a).

Demonstracao: Mostremos que o homomorfismo 4y é bijetor.

Como A é um retrato por deformacao de X, entao existem uma aplicacaor : X — A
e uma homotopia F' : X x I — X tais que r(a) = a, para todo a € A, F(z,0) = «x,
F(z,1) = r(x), para todo =z € X, e F(a,t) = a, para todo a € Aet € I. Assim,
ior ~ Idy, uma vez que F(z,0) = Idx(z) e F(z,1) = r(z) = i(r(z)), para qualquer
x € X. Note, ainda, que F' é uma homotopia relativa a A. Fixando a € A, temos que
ior ~ Idx (relativamente a {a}). Assim, dado [§] € II;(X,a), temos que (ior) o ~
Idx o f = (3, de onde segue que

(iyory)([8]) = [ioro 8] "2 [g],

ou seja,
Z'jj (¢] T‘ﬂ = [dl'h(X,a)-

Para qualquer [a] € TI;(A,a), temos que (r oio «a)(t) = «ft), para todo t € I.
Assim,
(ry 0 iz)([a]) = [roioa] =[a],
ou seja,
Ty 0ty = Idm, (a,a)-

Logo ry é a aplica¢ao inversa de 4. Assim, ¢ é bijetora e, portanto, 74 é um
isomorfismo. [

Definicao 1.2.14. Um espaco topologico X € dito ser contrdtil se existe um ponto
xo € X tal que {xo} € um retrato por deformacao de X.

Definicao 1.2.15. Dizemos que um espaco topoldgico X é stmplesmente conexo se
ele € conexo por caminhos e I11(X) = {1}, onde 1 indica a classe de homotopia do
caminho constante.

Exemplo 1.2.5. A esfera unitdria n-dimensional S™, para n > 2, e IR? sdo simples-
mente conexos, pois, quaisquer dois caminhos fechados da esfera com o ponto base em
comum sdo homotdpicos. O mesmo verifica-se para o IR:. Assim, todos os caminhos
fechados tanto na esfera, quanto em R?, sdo homotdpicos ao caminho constante (que
tem a classe de homotopia representada por 1). Portanto, 11,(S™) = {1}, para n > 2,
e I, (IR?) = {1}.

Corolario 1.2.1. Se X € um espaco contrdtil, entao X € simplesmente conexo.
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Demonstragao: Note que X é conexo por caminhos, uma vez que por X ser
contratil, existe rg € X tal que {xo} é um retrato por deformacao de X. Assim
existem as aplicagoes continuas 7 : X — {xo} e F': X x I — X, tais que r(z) = xy,
para todo z € X, F(z,0) =z e F(x,1) = r(z), para todo = € X, e F(xg,t) = xo, para
todo t € I. Defina v, : I — X por v,(t) = F(x,t), para todo x € X. Entao, 7,(0) =z
e v.(1) = o, para todo = € X, assim, existe um caminho ligando zy a qualquer ponto
de X e, portanto, X é conexo por caminhos.

Como {zp} é um retrato por deformagdo de X, temos, pelo Teorema 1.2.5, que
iy I ({xo}) — I (X) € um isomorfismo, onde i : {xo} — X é a aplicagdo inclusdo.
Logo, I (X) =1L ({zo}) = {1}.

Portanto, X é simplesmente conexo. |

1.3 Espacos de Recobrimento

Nesta secao consideramos todos os espacos topologicos mencionados como sendo
conexos e localmente conexos por caminhos.

Recobrimento e levantamento de caminho e de homotopia

Defini¢ao 1.3.1. Seja X um espago topoldgico. Um espago de recobrimento (ou
simplesmente, recobrimento) de X ¢ um par ()N(,p), onde X ¢é um espaco topologico
ep: X — X ¢ uma aplicacao continua e sobrejetora, tal que, todo x € X possui uma
vizinhanga aberta U de X (conexa por caminhos), com

p ) =JW

ler’

onde V; sao abertos (conexos por caminhos) de X, dois a dois disjuntos (componentes),
e ply, : Vi = U € um homeomorfismo, para cada |l € T.
Usaremos a notacgao ()?,p, X) para indicar que ()?,p) é um recobrimento de X.
O conjunto U é dito vizinhanc¢a distinguida ou vizinhanca elementar ou,
ainda, admissivel de x e p é chamada de projecao de recobrimento.

Exemplo 1.3.1. Considere o circulo unitdrio S*, entdo (IR,p,S') ¢ um espaco de
recobrimento, onde
p=exp: R — S!
t — exp(t)=e

2mit

De fato, sem perda de generalidade, podemos supor que os abertos de S' sio da
forma U = {e"™; t € (a,b) C I =10,1]}. Temos V := I Nexp '(U) = (a,b) e
exp *(U) € a unido disjunta dos abertos V 4+ n, onde V +n = (a +n,b +n), para
todo n € 7Z. Logo, cada v € X possui uma vizinhanca distinguida. Observe que a
aplicagio exp € um homomorfismo de grupos entre (R, +) e (S',-), pois

2mi(t+s) 2mit | 2mis

exp(t+s)=e =e e“™ = exp(t) - exp(s).
Ainda, como a aplicacao  exponencial €  continua,  sobrejetora e
explyin 1 V +n — U é um homeomorfismo, seque que (IR,p,S') é um espaco de

recobrimento.
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Exemplo 1.3.2. Considere o toro bidimensional T> = S* x S*, como visto no Exemplo
1.2.2. Entéo, (IR?, h,T?) ¢ um espaco de recobrimento, com

h: R* — T
(s,8) = h(s,t) = (exp(s), exp(t).
Podemos supor que os abertos de T? sdo da forma
U = {(exp(s),exp(t)); (s,t) € (a;b) x (¢;d) C I x I}

e de modo andlogo ao exvemplo anterior, conclui-se que (IR*, h,T?) ¢ um espago de
recobrimento do toro.

Teorema 1.3.1. Seja X um G-espaco a esquerda. Se a ac¢ao do grupo G € pro-

priamente descontinua de homeomorfismo, entao a aplicacao canédnica p : X — rel €

uma projecao de recobrimento.

Demonstragao: De acordo com a Proposicao 1.1.2 e sua demonstracao, p é
X
uma aplicacdo aberta, isto é, para cada aberto U de X, p(U) é um aberto de ek
ep ' (p(U) = |Jg-U,ondeg-U=g(U)={g-u=gu); ueU}.

geG
X
Sejam z € e € X tal que p(z) = 2.

Tome (por hipétese) uma vizinhanca aberta propria U de x (ou seja, tal que
g-UNU = 0, para todo g € G — {e}). Mostremos que pl,v : g-U — p(U) é
um homeomorfismo, para cada g € G.

Notemos que se g e h sao elementos de G distintos, entao g-UNh-U = (), uma vez
que g 'h-UNU = 0.

Dado u € U, temos que u e g - u pertencem a mesma orbita, para todo g € G, e
assim p(g - U) = p(u), de modo que pl|,.i é sobrejetora.

A aplicacdo p|,y também é injetora, pois se p(g - u) = p(g - v), com u,v € U e
g-u# g-v (ouseja, se g-u e g-v sao elementos distintos que estdo na mesma orbita),
entdo existe h € G com g-u = h(g-v), dai g-UNhg-U # 0, o que é uma contradigao.

Como p|, é aberta e continua, segue que p|,y é um homeomorfismo, para cada
g € G. Entao, p é uma projecao de recobrimento. ]

Teorema 1.3.2. Seja ()Z',p,X) um espacgo de recobrimento, entao p € uma aplica¢ao
aberta.

Demonstracao: Considere U um aberto qualquer de Xexe p([})

Como p é uma projecao de recobrimento, entao existe uma vizinhanca aberta U
de z, tal que p ' (U) = U V;, onde os V; sao abertos de )?, dois a dois disjuntos, e

jeJ

plv, - V; = U éum homejomorﬁsmo, para todo j € J.

Tome 7 € p~'(x) N U, assim 7 € p 1(U), pois p(z) = 2 € U. Logo, T € V;, para
algum £k € J.

Assim, Vi N U ¢ um aberto de V; que contém . Como ply, ¢ um homeomorfismo
sobre U, segue que p(Vi, N U) = ply, (Vi NU) é um aberto de U. Por U ser um aberto
de X, obtemos que p(V; N 17) ¢ um aberto de X. Mas, x = p(¥), entao

zep(Vi,nU) cC p),

assim, p(U) é um aberto de X. Logo, p é uma aplicagio aberta. |
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Definicao 1.3.2. Sejam ()N(,p,X) um recobrimento e a : I — X um caminho em X.
Um caminho o : I — X € chamado um levantamento de o se po a = «, isto é, se
o diagrama sequinte comula

X
Tk
j E N

Seja F: I x I — X uma homotopia, uma aplica¢ao F:IxI— X ¢éum levanta-
mento da homotopia F sepo F = F, isto ¢, se o diagrama abaizo comuta

Observacao 1.3.1. Nole que na se¢ao anterior foi dada a definicao de levantamento
de caminho e homotopia para o caso particular em que X = S*, X =R e p = exp
(Definigao 1.2.7).

Os dois resultados abaixo (na sequéncia) serdo importantes para a demonstragao
da préxima proposicao sobre levantamento de caminhos.

Teorema 1.3.3. Seja M um espaco métrico compacto com métrica d. Dada uma
cobertura aberta {A;; j € J} de M, existe um nimero real 6 > 0 (chamado de nidmero
de Lebesgque de {A;; j € J}) tal que qualquer subconjunto de M de didmetro menor
que 0 estd contido em um conjunto A;, para algum j € J.

Demonstragao: Como M é compacto, podemos assumir que J é finito. Para todo
r e MejeJ, seja

filz) = d(x, M = Aj) = inf d(z,y),

yGM—A]‘

onde d é a métrica de M. Temos que f; é continua, uma vez que d é continua.
Defina

f(z) = max fi(z),
assim f é continua.

Por M — A; ser um conjunto fechado, entdo f;(z) = 0 se, e somente se, v € M — A;.
Dai, f(x) = 0 se, e somente se, z € M — Aj;, para todo j € J. Portanto, como
{Aj; j € J} é uma cobertura de M, obtemos que f(z) # 0, para todo z € M, assim,
f(z) > 0, para todo x € M.

Como M é compacto e f é continua, segue que f(M) é um subconjunto compacto
de IR (mais precisamente, de (0, +00) C R).

Logo, existe um nimero real 6 > 0 tal que f(z) > 9, para todo x € M.

Seja S um subconjunto qualquer de M com didmetro menor do que 0. Tome
x € S, assim f(x) > 0, ou seja, fr(xr) > I, para algum k € J, e, entdo, x € Aj.
Como o diametro de S é menor do que § e fy(z) = d(z,M — Ay) > 0, com z € Ay,
concluimos que S esta contido em Ay, pois se existir g € S tal que zg ¢ Ay, temos
d(x,x0) > d(xz, M — Ag) > 9§, com z,z9 € S, o que contradiz o fato do diametro de S
ser menor que o. |



Espagos de Recobrimento 37

Lema 1.3.1. Seja ()N(,p, X) um espaco de recobrimento. Dados quaisquer caminhos
aq, o : I — X tais que poary = podia, temos que o conjunto W = {t € I; a;(t) = as(t)}
€ vazio ou € todo o I.

Demonstracao: Seja W = {t € I, a;(t) = ay(t)}. Provemos que W é um
conjunto aberto e fechado.

Tome t € I qualquer. Se t € W (e, portanto, W # ), temos a;(t) = ax(t) e, por
hipotese, (poay)(t) = (po asz)(t) = x. Como p é uma projecao de recobrimento, entao
existe uma vizinhanca U de z e

p (U) =V

jeJ

onde V; sao abertos conexos por caminhos e dois a dois disjuntos. Além disso,
plv, : V; = U é um homeomorfismo, para cada j € J.
Assim, a;(t) = as(t) € Vi, para algum k € J e, entao,

tea (Vi)nay (Vi) C W,

uma vez que, para todo s € a; (Vi) Nay (Vi) temos a;(s), da(s) € V. Como ply, é
um homeomorfismo e, pela hipotese, (poay)(s) = (poas)(s), segue que a;(s) = as(s),
ou seja, s € W. Observe que a; ' (V;) Nay ' (Vi) é um aberto, pois, pela continuidade
de a; e am, temos a intersecao de dois abertos.

Logo, W & aberto.

Agora, se t nao estd em W, entdo a;y(t) # as(t). Sem perda de generalidade,
podemos supor que a;(t) € Vi e ay(t) € Vi, uma vez que, se a;(t),as(t) € Vi (o
mesmo k), concluiremos que a;(t) = az(t) e t € W, o que é um absurdo. Logo,

tea'(Vi)na (Vo) cWe=X —W,

pois, para todo s € a; (V1) Nay'(Vz), temos que @;(s) € Vi e ay(s) € Vi, assim
a1(s) # as(s), uma vez que, V; e V, sdo disjuntos e, portanto, s € W€ Observe que
a; (Vi) Nas '(Va) é um aberto pela continuidade de a; e deo.

Portanto, W€ é aberto, assim W é fechado.

Como [ é conexo e W é um conjunto aberto e fechado de I, segue que W = I ou
W = 0. [

Proposigao 1.3.1. Seja ()A(/,p,X) um recobrimento. Entdo:
(1) Se xy € X ez = p(To), temos que, para qualquer caminho o« @ I — X com

onto inicial Zo existe um unico caminho o : I — X com ponto inicial ) tal que
2
poa = .

(ii) Se F:IxI— X com F(0,0) =g e %o € X com zo = p(Ty), existe uma tinica
homotopia F : I x I — X tal quepo FF'=F e F(0,0) = .
Demonstracgao:

(1) Se o caminho « estd contido em uma vizinhanca distinguida U, entdo, con-

. .. 1 . ,~ o~ 1
siderando a vizinhanga V}, (em p (U) = U VJ> que contém Ty, & := (ply, ) o«
jer
é o tnico levantamento de o, com ponto inicial x.
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Agora, se o nao estd numa vizinhanca distinguida U, entao podemos expressar
a como o produto de um nimero finito de caminhos, onde cada um dos quais
estd contido em uma vizinhanca distinguida e, entao, basta aplicar o argumento
anterior a cada um destes caminhos. Seja {U;; i € I} uma cobertura aberta de
X por vizinhancas distinguidas, entdo, por a ser continua, {a ' (U;); i € I} é
uma cobertura aberta do espaco métrico compacto I. Pelo Teorema 1.3.3, existe
0 > 0 tal que qualquer subconjunto de didmetro menor que 0 estd contido em

1
um conjunto o (U;), i € I. Escolha um niimero inteiro n de modo que — < 4.

1 1 2 n—1
Divida o intervalo I em subintervalos J = {O, —} , {—, —} s [( ),1}. Note
n|’ |n'n n
que cada subintervalo .J tem didmetro menor do que 6, logo J C o *(U;), para
cada i, e, portanto, a(J) C U;. Assim, como antes mencionado, podemos definir

~ . . 1
a, sucessivamente, sobre estes subintervalos, comecando em [0, —1.
n

A unicidade de & é garantida pelo Lema 1.3.1, uma vez que, se existe o tal
que pod = a = poa, com &(0) = To = a(0), segue que W = {t € I,
a(t)=a'(t)} =1 e, entdo, &' = Q.

(7i) Segue de modo andlogo aos argumentos feitos em (i), dividindo I x I em sub-
retangulos [s;_1, s;] X [tj_1,t;]. |

Teorema 1.3.4. Sejam ()N( p, X) um recobrimento e 62,5: I — X dois caminhos em
X que tém o mesmo ponto inicial e tais que (poa)(l)=(poB)(1). Sepoa ~pof,
entao o ~ ﬁ eae ﬂ tém o mesmo ponto final.

Demonstragao: Seja 7y = a(0) = 3(0).
Como poa ~ po B, entdo existe uma homotopia H : [ x I — X entre poa e po 57
assim

H(t,0) = (poa)(t); H(t,1) = (po B)(t), Vi € I;
H(0,5) = (poa)(0) = p(a(0)) = p(zo), Vs € I;
H(1,5) = (po B)(1) = p(B(1)), Vs € I.
De acordo com o item (i) da proposi¢do anterior, existe um tnico levantamento
H:1x1I— X tal que H(0,0) = Z. Logo,

p(H(t,0)) = H(t,0) = (po@)(t) = p(a(t))

p(H(0,5)) = H(0,5) = p(To) = p(czy(5))-
Pela unicidade no item (i) da proposi¢ao anterior, segue que H(t 0) = a(t) e
H(0,s) = cz,(s) = Zo. Analogamente, obtemos que H(t 1) = B(t) e H(1,s) = B(1).

Portanto, H é uma homotopia entre o e 5, assim o ~ 5
Além disso, a(1) = H(1,0) = 3(1). |

Lema 1.3.2. Se ()Af,p,X) ¢ um espaco de recobrimento, entio os conjuntos p~'(x),
para todo x € X, tém o mesmo numero cardinal.
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Demonstracao: Sejam zg,z; € X. Escolha um caminho o : I — X tal que
a(0) =xzp e a(l) = .
Defina
pr p(z0) = pH(m)
f() — &(1),

onde & : I — X é o levantamento do caminho « tal que pod = o e a(0) = Zo, existente
pela Proposicao 1.3.1.

A aplicacio ¢ estd bem definida, pois a(l) € p '(zy), uma vez que
(poa)(l) =p(a(l)) = a(l) = z1.

Defina, analogamente,

N
fl — Oé_1<].),

onde a=' : I — X é o levantamento do caminho o~ (0 caminho inverso de «)
tal que poa~! = a ' e a=1(0) = ;. Similarmente, ¢ estd bem definida, ja que

a~1(1) € p~ (o).
Além disso, a aplicacdo ¢ é a inversa de ¢ e, portanto, ¢ é bijetora. |

Definicao 1.3.3. Seja ()?,p, X) um espago de recobrimento, o nimero cardinal comum
dos conjuntos p~*(z), com x € X, denotado por |p~'(x)|, é chamado de nimero de
folhas do recobrimento. O conjunto p~*(z) é chamado fibra de ()N(,p, X) no ponto
x € X. Dizemos que o recobrimento ¢ de n folhas se |p~*(z)| = n e de infinitas folhas
se [p~(z)] = 0.

A Classe de Conjugacao associada a um Recobrimento

Proposicao 1.3.2. Seja ()N(,p,X) um recobrimento. Para quaisquer vy € X e
Ty € p Yx0), 0 homomorfismo induzido py - (X, 20) — I (X, 20) € ingetor. Se
X € conezo por caminhos, entio py(I11(X, 7)), para T € p~*(z¢), descreve toda a classe

de conjugagio do subgrupo py(11; (X, zo)).

Demonstragao: Sejam [d], [3] € I1;(X, %) tal que py(la]) = pu([g]), entdo, pela

definicdo de py, temos [po a] = [po f]. Assim, poa ~ po 3, e, portanto, pelo Teorema

1.34, @ ~ (3, uma vez que a(0) = zo = 5(0) e (po a)(1) = xo = (po B)(1). Logo
[a] = [E] e, entao, py ¢ um homomorfismo injetor.

Considere T, T € p~ (), existe em X um caminho ~, com origem T e fim em T,
pois X é conexo por caminhos. Entao, v = p o7 é um caminho fechado em X, com

ponto base xg, pois 7(0) = (po7)(0) = p(Z) = zg e ¥(1) = (po7)(1) = p(Zo) = wo. Dado

(8] € T, (X, T), pela Proposicio 1.2.1, [8] = [ * & x5 '], para algum [a] € I, (X, Z).
Logo, como py ¢ um homomorfismo e p oy € um caminho fechado,

p(B) =  w(Feav]) = [poGraxi)
= [poR) x(pod)*(poF™")] = [podl [pod] -[po7 ]
= hlew@-n = dem@) o

onde § = [y] = [po 7] € (X, x0) e 0" = [y'] € II1(X, ). Assim,
Pﬁ(Hl()?a:f)) =0 'pﬁ(Hl()?,:fo)) oL
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Reciprocamente, seja H = § - pu(Hl()N(,fo)) - 6~! um subgrupo conjugado
de ps(IL (X, 7o) em IL(X,zg), com § € II;(X,zp). Suponhamos § = [7] e seja
' = [y7']. Levantando o caminho fechado v ! a partir do ponto Ty, obtemos um

caminho v~ em X, cujo ponto final chamaremos de 7,. Entdo, Z; € p~'(z¢) e o cami-

-1 ~
nho 7 := (’y*l> , em X, comeca no ponto r; e termina em xy, com po 5y = 7. Pelo
que verificamos anteriormente, isto nos da que pu(Hl()?,El)) =9- pﬁ(Hl()?, To)) - 67"
e, portanto, H = py(I1;(X, 7)), com 7; € p~ ! (). [

Proposicao 1.3.3. Sejam (X',p,X) um recobrimento, o, : I — X dois caminhos
que comegam em x e lerminam em y e a,B: 1 — X seus respectivos levantamentos,
a partir de um ponto T € X. A fim de que a(1) = (1), € necessdrio e suficiente que

[ax 871 € pp(I11 (X, ).
Demonstracao: Sabemos que a e @: sao levantamentos de a e 3, respectivamente,
que comegam em z, isto é, @(0) =z = 5(0).

(=) Suponhamos a(1) = B(1) = §. Entdo, a * ' ¢ um laco em 7 e é um
levantamento de a % 371, pois po (@ * B7) = a * f~'. Consequentemente, [a* 371] €

pﬁ(Hl()N(,%)), pois existe [a * 8~1] = [a x 57] € I (X, %) tal que

s 57 = [po (ax 5-1)] = py(la  51)) € p(IL(X, 7).
(<) Vamos admitir que [a * B € pﬁ(Hl()?,':E)) C II;(X,x). Assim, existe
7] € (X, 7) tal que [a* B8] = p([7]) = [p o 7], portanto, o levantamento 7 do
caminho o * 371, a partir do ponto T, é um caminho fechado.
Considere os caminhos a, E . I — X, definidos por a(s) = 5 <§> e

2
~ 1
B(s) =7 (1 — g) Estes caminhos comecam em 7 e terminam no mesmo ponto 7 (5)
e sao os levantamentos de a e 3, respectivamente. De fato:
t 1
al2-), seogfg—,
- [t [t 2 272
(pod)t) = (ped) (5 ) = (axf7) (5 ) = . _
2= -1 —<-<1
(1), whstsn
B a(t), se0<t<1,
T BN t—-1), sel<t<2
= o)
e
(pop)t)=(poy) (1-5) = (axf7){1-3
t t 1
al21—-= , 5601 — = < -,
2 27 2
B t 1 t
2(1-2) -1 —<1-=-<1
(D)), whei-tsn

a2—-1t), sel<t<2,
- B —t)=p8(t), se0<t <1,

= B().
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- (1 ~ .
Observe que (1) =7 (§> = (1), como desejado. |
Corolario 1.3.1. Considere ()N(,p, X) um recobrimento e o : I — X um caminho
fechado com ponto base x. Seu levantamento & : I — X, a partir do ponto T € p~*(x),

¢ um caminho fechado se, e somente se, [a] € pﬁ(Hl()?,f)).

Demonstracao: A demonstracdo é imediata, basta usar a proposicao anterior,
tomando 8 = ¢,, o caminho constante em x. [ |

Corolario 1.3.2. Seja ()?,p,X) um recobrimento, com X conezo por caminhos. Fixa-
do um ponto xo € X, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) Para algum T € p~ (o), o subgrupo pﬁ(Hl()?, To)) C 111 (X, x) € normal;

(17) Os subgrupos pﬁ(Hl()?,f)) C I (X, z0), quando T percorre p~*(x¢), sGo normais
e iguals entre Si;

(13i) Dado um caminho fechado o : I — X, com ponto base xy, ou todos os levanta-
mentos de o a partir dos pontos T € p~'(xg) sio fechados ou nenhum é.

Demonstracao: Tendo em vista o Corolario 1.3.1, a condigao (#i7) acima equivale
a dizer que

[a] € p(I1(X,Z0)) & [o] € p(IL(X, 7)), VT €p ' (To).

Mas isso significa que os subgrupos p;(Il; (X, 7)) sdo todos iguais, quando 7z varia na
fibra p~*(z). Dai, como esses subgrupos constituem uma classe de conjugacdo, eles
sao iguais se, e somente se, um deles é normal, e, portanto, todos sao. [ |

Definicao 1.3.4. Considere ()?,p,X) um espaco de recobrimento, com X conezo por
caminhos. Quando pﬁ(Hl()N(,fo)) é um subgrupo normal de 111(X, xq), para algum
To € p'(wo), dizemos que ()?,p,X) é um espago de recobrimento regular (ou
simplesmente, recobrimento regular).

Observagao 1.3.2. Note que, de acordo com a definigao acima e o Coroldrio 1.3.2,
quando X € conexo por caminhos e uma qualquer das condigoes referidas no Coroldrio
1.3.2 € satisfeita, entao (X,p, X) € um recobrimento reqular.

Proposicao 1.3.4. O niumero de folhas de um recobrimento ()?,p7X), com X conezo
por caminhos, € igual ao indice de py(I1; (X, Zy)).

Demonstracao: Dado um laco v em X baseado em xy, considere ¥ o levanta-
mento do laco v em X, comecando em Zo. Tome 18] € pﬁ(l_[l()?, Tg)), assim existe o
levantamento E de S tal que [E} € Hl()?,'fo) elpo B] = [8]. O caminho produto E* 5
¢ 0 levantamento do caminho produto 8 * 7, onde (3 * 7)(1) = 3(1). Logo, podemos
definir a aplicacao

14 (X, o)
ps(IL (X, Zo))
(X, 50)) - D] = 5(1)

que é uma aplicagio bijetora (para facilitar no uso da Proposi¢ao 1.3.3, consideremos
aqui as classes laterais & esquerda py(II;(X,7o)) - [y]). De fato, considere

¢ p~* (o)
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H= pﬁ(Hl()N(, To)). Observe que, para todo Z € p~!(xp), existe um caminho @ na fibra
p*(z0) tal que @(0) = Zp e a(1) = T, uma vez que X é conexo por caminhos, onde &
é o levantamento de um lago o de X baseado em xg. Assim, ¢(H - [a]) = a(l) = T e,

I (X
entdo, ¢ é sobrejetora. Além disso, para quaisquer H - [y], H - [2] € I(T’xo), com

O(H - [11]) = ¢(H - [12]), segue que 71 (1) = 42(1), onde 5 e 45 sdo os levantamentos de
71 € 72, Tespectivamente. Pela Proposicao 1.3.3, obtemos que [y, * 75 '] € H, ou seja,
(V1] - [72] ' € H, ou ainda, H - [y1] = H - [»] e, portanto, ¢ ¢ injetora. |

Corolario 1.3.3. Se X ¢ um espaco conero por caminhos, entao todo recobrimento
(X,p, X) de duas folhas € regular.

Demonstragao: Basta usar a proposicao anterior e o fato que todo subgrupo de
indice dois é normal. |

Corolario 1.3.4. Seja X conexo por caminhos. A projecao de recobrimentop : X — X
¢ um homeomorfismo se, e somente se, 0 homomorfismo induzido p; € um isomorfismo.

Demonstracao: (=) Segue do fato que o grupo fundamental ¢ um invariante
topologico (Teorema 1.2.3).

(<) Da hipotese geral, ()z,p, X) é um recobrimento. Assim, p : X — X é continua
e sobrejetora.

Agora, se py : Hl()?,fo) — I1; (X, zp) é um isomorfismo, concluimos que ()?,p,X)
¢ um recobrimento de uma folha, uma vez que pﬁ(l_[l()?, To)) = 11 (X, o).

Mostremos que p é injetora. Sejam I, T € X tais que p(T1) = p(7s) =z € X.
Como ()A(/ ,p, X) é um recobrimento de uma folha, existe uma vizinhanca distinguida
U, de x tal que

pil(Ux) = V;E?

onde V, é um aberto (conexo por caminhos) de X, contendo Fo, e plv, : Vo = Uy é um

homeomorfismo. Mas 71, %2 € V, e dai, de p|y, (Z1) = p|v, (Z2), segue que T = T».
Assim, p é bijetora (e continua). Ainda, pelo Teorema 1.3.2, p é aberta, de onde

segue que p & um homeomorfismo. [

O Teorema Fundamental do Levantamento

Sejam X e Y espacos topologicos comx € X ey € Y. Anotagao f: (X, z) — (Y,y)
indica uma aplicagdo f: X — Y com f(z) =v.

Definicao 1.3.5. Sejam ()N(,p, X) um recobrimento, xo = p(Zy), Y um espago topoldgico
(conexo e localmente conexo por caminhos) e f: (Y, yo) = (X, x¢) uma aplica¢io con-
tinua. Uma aplicagio continua f : (Y,y0) — (X, 7o) € dita um levantamento de f
se o diagrama abaixo comuta

) (X, %)
/ Lp
(Y %0) (X, o)

Ou seja, po f = f.
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Lema 1.3.3. Sejam ()N(,p,X) um recobrimento, Y um espago topoldgico (conezo e lo-
calmente conexo por caminhos) e f;: (Y,yo) — (X, Zo), para i € {1,2}, levantamentos

de f:(Y,yo) = (X, x0)

(X, %)
f1.f2
(Y, 90) /(X7L$0)'

Se fi(yo) = f2(yo), entdo f1 = fo.

Demonstracao: Vamos considerar W = {y € Y; fi(y) = fa(y)}. Anéalogo ao
que fizemos na demonstracao do Lema 1.3.1, prova-se que W é um conjunto aberto e
fechado de Y, uma vez que po f1 = f =po f.

Como Y ¢é conexo e W é um conjunto aberto e fechado de Y, temos que W =Y
ou W = (). Mas W =# (), pois, de acordo com a hipotese, yo € W. Assim, W =Y e,
portanto, fi = fo. [ |

Corolario 1.3.5. Sejam (X,p, X) um recobrimento e h : (X,%y) — (X,%o) uma
aplicagao continua tal que po h = p. Se h(xy) = z1, para algum z, € X, entdo h € a
aplicacao identidade em X.

Demonstragao: Como poh =p=poldg, onde Idg é a aplicacao identidade de

X, eh(z) =2 = Idg(x1) segue, do lema anterior, que h = Id3. |
Observacao 1.3.3. Se o diagrama abaizo comuta
(Xv f0)
]
p
/
(K yO) (X> 'CEO)

isto €, po f: f, entao, para todo o] € I11(Y,y0), seque que

pe(File]) = pe([Foal) = o Foa] L7 [f o a] = fi([al),

ou seja, py o fﬁ = fi. Assim, o diagrama abaizo é comutativo

_ Hl()?a %/U)
% Lm
f
H1<Ya yo) : Hl(X, 950)-

Teorema 1.3.5. (Teorema Fundamental do Levantamento) Sejam (X ,p, X) um
recobrimento, Y um espago topoldgico (conezxo e localmente conexo por caminhos) e
[ (Y, 2) = (X, 30) uma aplicacio continua. Dado o € p~'(x0), a fim de que f possua
um levantamento f : (Y,yo) — (X, %), € necessdrio e suficiente que f;(IL(Y,v0)) C
py(IL (X, Zo)).

Demonstragio: (=) Se existe f : (Y, y0) — (X, 7o) continua, tal que po f = f,
entao, pela observacao anterior, o diagrama abaixo é comutativo

_ Hl(j(vrw%/())
b
Hl(Y, 3/0) i Hl(X> 950)-
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Assim, para todo [a] € I (Y, yo), temos que f([a]) = ps(fs([a])) € ps(I11 (X, Zo)).

(«<=) Suponha que f;(Ili(Y,y0)) C ps(I11 (X, Zo)). Definimos f : (Y,y0) — (X, Zo),
por ]?(yo) = Tp e, para y € Y arbitrario, tomamos um caminho « : I — Y, ligando yq
a y. Consideramos a : [ — X o levantamento de foa:I — X apartir do ponto xg e
definimos f(y) = a(1) = f o a(1).

Mostremos que festé bem definida. Se 5 : I — Y é outro caminho ligando yq a
y, entdo a * ' & um caminho fechado com ponto base y,. Note que (f o a)(0) =
f(a(0)) = f(yo) = o, entdo tomando o caminho produto dos caminhos (f o a) e
(f o B)7, temos que

(foa)*(foB) ™ =folaxp™)

¢ um caminho fechado com ponto base xy = f(yo), cuja classe de homotopia pertence
a imagem de f; e, portanto, por hipdtese, esta em pﬁ(Hl()?, Tp)), ou seja,

[(foa)«(fop) ] =[folaxp)] e fIL(Y,5)) C py(IL(X,T0)).

Assim, pela Proposicao 1.3.3, temos que os dois caminhos a e E, que sao os levanta-
mentos de f o« e fo 3, respectivamente, a partir de Ty, sao tais que a(1) = S(1).
Temos que po f = f, pois

(po Ny) =p(fy)) =p@) = (pea)1) = (fea)(l) = f(a(l)) = f(y) e
(po F)(wo) = p(f(y0)) = p(@(0)) = (po @)(0) = (f ° @)(0) = f(a(0)) = f(yo)-

Resta apenas mostrar que fé continua em qualquer ponto arbitrario y € Y. Aqui
usaremos que Y é localmente conexo por caminhos. Seja V' uma vizinhanca de f(y)
em X. Podemos supor que p|y é um homeomorfismo sobre uma vizinhanca U de f(y)
em X, pois p é uma projecao de recobrimento. Seja W uma vizinhanca de y € Y,
conexa por caminhos, tal que f(W) C U (isto é valido pois Y é localmente conexo por
caminhos).

Afirmamos que fv(W) C V, o que dara a continuidade de fno ponto y. Sabemos
que f(y) ¢ ponto final do caminho & em X que comeca em Ig, com poa = f o q,
onde o é um caminho em Y, comecando em y, e terminando em y. Dado w € W,
tomamos um caminho § em W, comegando em y e acabando em w. Como p|y é um

homeomorfismo sobre U, existe um caminho 3 em V, comecando em f ( ) e acabando
em um certo ponto v € V, isto ¢, B()—v Compoﬁ fop.
Entao a ﬂ ¢ um caminho em X que comeca em T tal que

po(@xf)=(pod)x(pof)=(foa)x(foB)=fo(axp),

ou seja, a x 5 ¢ um levantamento de f o (a * () a partir de Zo.
Como o caminho a * 3 liga 1o a w_em Y, segue-se da definicao de f que

Flw) = @+ B)(1) = B(1) = v e, portanto, J(w) =v € V. |

Corolario 1.3.6. Sejam ()N(,p,X) um recobrimento e Y simplesmente conexo. Toda
aplicagio continua f: (Y, yo) — (X, z0) admite um levantamento f : (Y,yo) — (X, &),
para qualquer Ty € p~*(x0).

Demonstragao: Como Y é simplesmente conexo, entao Y é conexo por caminhos
e I, (Y,y) = {1}. Dai, obviamente, f;(II;(Y, o)) C pﬁ(Hl()z,a%)). Portanto, pelo
Teorema Fundamental do Levantamento, existe um levantamento f: (Y, y0) — ()? ,T0),
para qualquer Ty € p~ ' (wp). [ |
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Involucao Livre e Recobrimento

Definicao 1.3.6. Dizemos que uma aplicacio continua T : X — X € uma tnvolugao
se para todo x € X, temos que T'(T'(z)) =z (ou T oT = Idx). Uma involugao T é
dita livre ou sem ponto fizo se T(x) # x, para todo © € X. Denotamos por (X, T)
um par, onde X ¢ um espago topoldgico equipado com uma involucao livre T : X — X.

Exemplo 1.3.3. A aplica¢io antipodal A : S™ — S™ dada por A(x) = —x (Defini¢ao
1.2.10) é uma involugao livre, uma vez que (Ao A)(x) = A(—x) =x e A(x) = —x # x,
para todo r € S".

Observacao 1.3.4. Note que uma involucao T : X — X € uma aplicagao aberta.
De fato, T o T = Idx, assim T = T~'. Para todo aberto U de X, obtemos que
T(U) =T YU) ¢ um aberto de X, pois T é continua.

Proposicao 1.3.5. Seja (X, T) um par, onde X é um espago topoldgico conezo
equipado com uma involucao livre T : X — X. Consideremos em X a relagao determi-

X
nada pela particao {{x,T(z)};x € X} e denotemos por T 0 espago quociente de X por
X
essa relagao. Sejap: X — T o aplicagao quociente definita por p(z) =7 = {z,T(z)}.

X
Se X for um espaco de Hausdorff, entdo (X,p, ?> € um recobrimento de duas folhas.

X
Demonstracao: Considere T = {z,T(z)} € T Como X é um espago de Haus-

dorff, entao existem U e V vizinhancas disjuntas de = e T'(x), respectivamente.

Por T ser uma aplicagao continua, existe uma vizinhanga W de = tal que T(W) C V.
Defina B B B
U=UnW e V=T()

os quais sdo disjuntos e abertos em X, uma vez que U é uma interseccio de dois
abertos e, assim, T'(U) é um aberto, pois 7' é uma aplicagdo aberta. Além disso,
TWU)=TUNW)CVelUCU, assim, como U e V sao disjuntos, obtemos que U e

V sao disjuntos.
— — X
Portanto, p(U) = {{y.T(y)}; y€ U} ¢ um aberto de T aue contém T e

p(U) = p(V), uma vez que, p(y) =7 = {y, T(y)} = {T(T(y)), T(y)} = T(y) = p(T(y)),
} = U UV, de onde

para todo y € X. Ainda, p~'(p(U)) = {y; ply) € p(U)

é a quociente dada por

= —

segue que p(U) é um aberto de T pois a topologia em

S| <

m aberto de X.

o=

X - — —_
{A C T p '(A) é aberto em X} ep tpU)=UUV &

Além disso, as restricoes
plg: U = p(U) e ply: V= p(V) =p0)

sao homeomorfismo, pois p é continua, sobrejetora e aberta e as restricoes de p sao
injetoras. Vejamos que p|; € injetora: para quaisquer z,y € U com p|g(z) = plg(y),

segue que

{2,T(2)} = p(x) = ply) ={y, T(¥)},
ou seja, * =y ou x = T(y). Mas se x =T(y), entdo x € V,assimz € UNV, o que é
uma contradigao, pois U NV = (). Entdo, z = y. Analogamente, p|y- ¢ injetora.
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X X — X
Logo, (X,p, T) ¢ um recobrimento. Como, dado T € i existe p(U) aberto de T
contendo T, com p~(z) € UUV = p ! (p(U)), onde U e V sdo abertos disjuntos, obte-

mos que o nimero cardinal comum dos conjuntos p~'(Z) é dois, portanto, (X,p, 7)

é um recobrimento de duas folhas.

Homomorfismos e Isomorfismo de Recobrimentos

Defini¢do 1.3.7. Sejam (Xi,p1, X) e (Xo,p2, X) dois recobrimentos de X. Um
homomorfismo de (Xl,pl,X) em (XQ,pQ,X) é wuma aplicacio continua
I ()?1,551) — ()?2,352) tal que py o f = p1. Dizemos que [ : ()?1,351) — ()?2,552)
€ um tsomorfismo quando f for um homeomorfismo tal que ps o f = py, isto equivale
a dizer que f ¢ um homomorfismo e eziste um homomorfismo ¢ de (Xa, T2) em (X1, 71)
tal que o f e f oy sao aplicagoes identidades. Neste caso, dizemos que (Xl,pl,X) e
(5(:2,}?2, X) sao isomorfos.

Definicao 1.3.8. Um automorfismo é um isomorfismo de um recobrimento sobre
si mesmo. Os automorfismos de espagos de recobrimento sao chamados de transfor-
magoes de recobrimento. Denotamos por G(X | X) o conjunto dos automorfismos
do recobrimento ()?,p,X), que € um grupo com relacaGo a operacao composicao de
aplicagoes, denominado grupo de automorfismos do recobrimento.

Observacao 1.3.5. Dado um recobrimento ()?,p, X), seque do Coroldrio 1.3.5, que
todo automorfismo h € G(X | X) diferente da aplicacio identidade, nao possui ponto
firo. Assim, se h € G(X | X) € uma involugao diferente da identidade, entio h é

X
livre. Considerando o recobrimento de duas folhas (X,p, T)’ wisto na Proposicao

X
1.3.5, temos G (X ‘ T) ={Id, T}, com T involucao livre sobre X.

Observacao 1.3.6. Dado um recobrimento ()N(,p,X), 0 grupo G()N( | X) é um grupo
propriamente descontinuo de homeomorfismos. De fato, tome p : X = Xa Projecao
de recobrimento e seja v € X e U uma vizinhan¢a distinguida aberta de p(x). Assim,
p H(U) = U Vj, onde V; sao abertos de X. Logo, © € V},, para algum k € J.

jes

Considere h € G()A(C | X), com h # Ids, assim h(z) # x, para todo x € X, pois se
h(xo) = o, para algum xy € X, pelo Coroldrio 1.3.5, teriamos h = Ids.

Como p(h(z)) = p(x), uma vez que p o h = p, seque que h(x) € Vi, para algum
le J. Além disso, Vi, NV, =0, pois como os V;, para todo j € J, sao disjuntos, entao
podemos ter Vi, = Vi ou Vi, NV, = 0, mas se Vi, = V|, temos que x,h(x) € Vi, com
p(x) = p(h(x)) e, dai, h(z) = x, jd que p aplica Vi homeomorficamente sobre U.

Note que h(Vy) C Vi, uma vez que h(x) € V], para todo x € Vy, logo, Vi Nh(V}) =0
e, portanto, a a¢ao de G()N( | X) € propriamente descontinua.

Proposicao 1.3.6. Sejam (yl,pl,X) e ()?2,]?2,)() dois espacos de recobrimento, com
Xy conezo por caminhos. Todo homomorfismo [ : (X1,71) — (X2, T2) € uma projecao
de recobrimento, de modo que f € sobrejetora.
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Demonstracao: Sejam r; € )N(h Ty = f(T1) e ;g = p1(T1) = pao(T2). Para
todo caminho « : [ — )~(2 comecando em Ty, podemos tomar oy = ps © o, que ¢ um
caminho comecando em zy. Considerando a : [ — )?1 o levantamento de «g relativo
ao recobrimento p;, a partir de Z, segue que p; o @ = «ap com a(0) = z;. Entdo,
foa:I— X, & um levantamento de ap relativo a p, baseado em x5, uma vez que

p2o(foa) p2of=p1 poa=ay e (foa))=f(a0))=f(T) =7

Logo,
p2o(fod)=ar=proa
assim, pelo Lema 1.3.3, f o & = a. Em particular, f(a(1)) = a(1).

Como )?2 é conexo por caminhos, qualquer um de seus pontos é da forma «(1),
onde « é um caminho que comeca em 5. Logo, f é sobrejetora.

Tome um ponto arbitrario T, € )N(Q. Vamos considerar uma vizinhanca conexa U
do ponto xy = p2(T2), que seja vizinhanga distinguida em relacao as projecoes p; e po.
Observe que )?1, )?2 e X sao localmente conexos por caminhos. Tome V' a componente
conexa de p, ' (U) que contém . Vamos mostrar que V é uma vizinhanga distinguida
de 7 (relativamente a f : X, — )22) Temos

pr(U) = U Uy

Ael’

uma reuniao de abertos disjuntos onde, para cada A, p| 7, ¢ um homeomorfismo sobre

U. Se, para algum )\, temos f((A]/A)ﬂV # (), entao, como o conexo f([j}\) est4 contido no
subconjunto de p; '(U), do qual V & uma componente conexa, segue-se que f(l?,\) cV
e dai, flz = (paly) o (p1lg, ), logo f é um homeomorfismo de Uy sobre V. Portanto,
tomando

LU:{A;f(ﬁA)ﬂV#@}

vemos que Lo # (), pois f é sobrejetora e que
V) =JUx A€ Lo

E ainda, f |(7A ¢ um homeomorfismo sobre V', para cada A € Ly, assim V é uma

vizinhanca distinguida de T, € X, relativamente a f e, portanto, (Xl,f, )N(Q) ¢ um
recobrimento. [

Corolario 1.3.7. Sejam ()?bpl,X) e ()?g,pg,X) dois recobrimentos, com X, conezo
por caminhos. Um homomorfismo f : (X1,71) — (X, T2) € um isomorfismo se, e
somente se, fy:I11(Xq,21) = I1;(Xa, f(21)) € sobrejetor.

Demonstragao: (=) Suponha que f é um isomorfismo de recobrimentos, entao
f ¢ um homomorfismo que ¢ um homeomorfismo, assim, pela proposicao anterior, f
¢ uma projecao de recobrimento. Logo, como f é um homeomorfismo, pelo Corolario
1.3.4, segue que f; é um isomorfismo e, em particular, f; é sobrejetor.

(<) De acordo com a proposi¢ao anterior, f é uma projegao de recobrimento, uma
vez que f é um homomorfismo de recobrimentos. Provemos que f é um isomorfismo.

Como f; € um homomorfismo sobrejetor e, pela Proposicao 1.3.2, f; é injetor, segue
que f; ¢ um isomorfismo. Pelo Corolario 1.3.4, obtemos que f ¢ um homeomorfismo.

Portanto, f é um homomorfismo que é um homeomorfismo e, assim, f é um iso-
morfismo de recobrimentos. [
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Proposicao 1.3.7. Considere os espacos de recobrimentos ()N(hpl,X) e ()N(Q,pQ,X).
Dados 0s pontos T, € X, e Ty € )?2 com p1(T1) = po(T2) = xg, temos os homomorfis-
mos induzidos (p1); : 111 (X1, %) — I(X, z0) e (p2)s 11, (Xo, T) — (X, x0). A fim
de que ezista um homomorfismo f : (X1,71) = (Xs, %) € necessdrio e suficiente que
(p1)s(I1 (X1, 21)) C (p2)s(I11 (X2, 72)).

Demonstracao: (=) Se existe o homomorfismo f, como f é um levantamento de
p1 em relagao a projegao de recobrimento py, pois ps o f = p1, segue, do Teorema Fun-
damental do Levantamento (Teorema 1.3.5), que (p1)(I1; (X1, 71)) C (p2)s(I11(X2, Z2)),
uma vez que Tp € p_*(z0).

(<) Se (p1)u(H1()?1,51)) C (p2>ﬁ(l_[1(5(:2,f2)), entdo do Teorema Fundamental do
Levantamento (Teorema 1.3.5), existe um levantamento f : (X, 7;) — (X, 72), onde

p20f = p1. Como f ¢ continua, seque que f é um homomorfismo entre os recobrimentos
(X1>p1>X)e (X27p27X)‘ u

Corolario 1.3.8. Considere os espacgos de recobrimentos ()zl,pl, X)e ()N(Q,pg, X). Da-
dos 0s pontos T; € )?1 e Ty € )?2 com p1(T1) = po(T2) = xg. Existe um isomorfismo
f entre (X1,p1, X) € (Xa,p2, X), com f(%1) = T se, e somente se, (pl)ﬁ(Hl()?l,ﬁl)) =
(pg)u(Hl()N(Q,fg)). Em particular, se (X,p,X) é um recobrimento regular e
T1, 79 € pNao), entio existe f € G(X | X) tal que f(F1) = To.

Demonstracao: (=) Usando a proposi¢ao anterior, obtemos que

(p1)s(I1(X1,71)) € (p2): (I (X, T2)).

Como f é um isomorfismo, considerando a f~' obtemos a inclusdo contraria e, assim,
a igualdade. N _

(<) Pela proposicao anterior, existe um homomorfismo f : (X1,71) — (X2, Z2),
uma vez que (p1);(IL;(X1,71)) C (p2)s(IL1 (X2, Z2)). Analogamente, existe um homo-
morfismo qg: (Xg,rfg) — (Xl,jfl), pOiS (plf)vli(Hl<X17§512/) D) (pQ)u(Hl(Xg,fg))

Entao, pelo Corolario 1.3.5; go f : (Xy,71) — (Xj, 1) coincide com a aplicagao
identidade de Xy, pois (g o f)(71) = g(72) = 71 = Idg (71) e

pro(gof) e p2o f=p1.
Analogamente, fog : ()}2, To) — ()N(Q, T9) coincide com a aplicacao identidade de Xo,
pois fixa Z,. Logo, f é um isomorfismo, com g = f~ _

Notemos que se (X,p, X) é um recobrimento regular, entdao p;(II;(X,z,)) =
py(IL (X, 72)) (vide Corolario 1.3.2 e Observagao 1.3.2) e, assim, o resultado segue
dos argumentos anteriores. ]

Definicao 1.3.9. Se ()?,p,X) ¢ um recobrimento com X simplesmente conezo, dize-

mos que (X,p, X) é um espago de recobrimento universal (ou simplesmente, re-
cobrimento universal).

Teorema 1.3.6. (i) Se ()?hpl,X) e ()?Q,pg,X) sao espacos de recobrimento uni-
versal de X, entdo tais espacos sao isomorfos.

(ii) Se (X1,q,X) € um espago de recobrimento universal e (X5, p, X) um recobri-
mento, entGo eriste um homomorfismo de recobrimentos f : (X1,71) — (Xo,Z2)
tal que (X1, f, Xs) € um recobrimento.
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Demonstracgao:

(i) E imediato, uma vez que, como II;(X;) = {1} e II;(X5) = {1}, temos que
(p’})ﬁ(ﬂl(Xl,fl)) = (pg)ﬁ(Hl(Xg,%g)), assim, pelo Corolario 1387 (Xl,pl,X) e
(X3, p2, X) sao isomorfos.

(7i) Sejam Ty, To € T em X1, Xo e X, respectivamente, tais que q(z1) = p(T2) = xo.
Como, por hipotese, Hl()z) = {1}, entao qﬁ(Hl(Z,fl)) C pﬁ(Hl()z,fg)).
Usando o Teorema Fundamental do Levantamento (Teorema 1.3.5), temos a exis-
téncia de uma aplicacao continua f : ()?1, T1) — ()?2, T9) tal que po f = ¢, assim,
f é um homomorfismo (de recobrimentos). Pela Proposi¢ao 1.3.6, segue que
()?1, 1, )?2) é um espaco de recobrimento. |

Definicao 1.3.10. Sejam ()?,p,X) um recobrimento e x € X. Dada qualquer classe
[a] € I (X,2) ex € p '(x), pela Proposi¢io 1.3.1, existe um tinico levantamento do
caminho o, & : I — X, comecando em T, assim po a = a. Definimos T - [a] = a(1).
Temos, entao, a aplicacao

) x L(X,a) = pia)
(@, [a]) = - [o] =a(l)
que defini uma a¢do & direita de I1,(X,x) sobre a fibra p~'(x).

Proposicao 1.3.8. Considere ()?,p,X) um recobrimento, com X conezo por cami-
nhos. O grupo 11,(X,x) opera transitivamente ¢ direita na fibra p~'(x), para cada
x € X. O subgrupo de isotropia de cada ponto T € p~'(z) € py(11, (X, T)).

Demonstragio: Sejam [a] € I1;(X,2) e ¥ € p '(z). Usando a acio a direita
de I1,(X, x) sobre a fibra p~'(z) definida anteriormente, temos que, 7 - [a] = 7 se, e
somente se, o levantamento do caminho « a partir de x, é fechado.

Portanto, pelo Corolério 1.3.1,

7o) =7 < [a] € p(IL(X, 7). (1)

Assim, o subgrupo de isotropia de cada ponto Z € p~*(z) é

—~

_ SN >
I (X, 2)7 ={[o] € IL(X,x); T-[o] =7} = p(I11 (X, 7)).

Vejamos que a acao é transitiva. Como X & conexo por caminhos, para quaisquer
T,y € p '(x), vai existir um caminho &, comecando em T e terminando em 7. Seja
a = poa, entdo a é um caminho fechado em X com ponto base = (que tem & como
levantamento e @(0) = 7). Claramente, temos

7-[o] =a(l) =y,

ou seja, y pertence a 6rbita de ¥ e, entdo, II; (X, z) opera transitivamente a direita na
fibra p~!(x). [

Proposicao 1.3.9. Sejam ()N(,p, X) um recobrimento e f € G()N( | X), entao, para
qualquer ponto T € p*(z) e qualquer [a] € TI,(X,x), temos f(T - [a]) = f(Z) - [a],
onde f(Z) € p'(x), isto é, cada elemento f € G()? | X) induz um automorfismo do
conjunto p~'(x), considerado como um I1,(X, x)-espaco a direita.
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Demonstragio: Considere a acio de IT;(X,z) em p~'(x),

pHe) x IL(X,2) = p(x)
(7,[a]) = T-la] =a(l)

(com a levantamento de «, comec¢ando em ).

Seja [a] € IL(X,z) e 7 € p'(z). Como f € G(X | X), entao
f i (X,%) = (X, (7)) ¢ um homeomorfismo tal que po f = p. Tome & o levan-
tamento de a, a partir do ponto z. Temos que 7 - [a] = a(1) e, entao,

f(@-[a]) = fla(1)). (D)

Mas, f o @ é um levantamento de « que comeca no ponto f(Z), uma vez que
pOfO&pof::ppO&: a. Assim,

f@)-la] = (foa)(1) = fa(1)). (1I)

Portanto, de (I) e (II), segue que f(Z - [a]) = f(Z) - [a]. |

Observacao 1.3.7. (i) Se ()?,p,X) é um recobrimento reqular,  dados
To, 71 € p (xo), existe sempre um automorfismo f 1 (X,To) — (X, 1), tal

que f(zo) = 71 (vide Coroldrio 1.3.8). Isto equivale a dizer que G(X | X) atua
transitivamente & esquerda na fibra ao considerar a acao f-xTo = f(Tg) = Z;.

A transitividade acima, além de necessaria, € suficiente para que ()?,p,X) seja
um recobrimento reqular, pois ela implica que se a € um levantamento do caminho
fechado <o, os demais levantamentos de o tem a forma f o a, com
f € GX | X), logo todos sao caminhos abertos ou sdo todos fechados con-
forme & o seja. Assim, seque do Coroldrio 1.3.2, item (iii), que ()?,p,X) é um
recobrimento reqular.

(17) Sabemos que dado um recobrimento ()?,p,X), temos que I1;(X,x¢) opera
transitivamente & direita na fibra p~'(xo), sendo que o subgrupo de isotropia
de T € p~Hxo) € igual a py(I1)(X,%)). Vimos que a agio de o] € T (X, xo)
sobre ¥ € p~(xo) € representada por T - [a]. E ainda, T - [a] = a(1), onde
a: 1 — X é o levantamento do caminho a, a partir de x. Por outro lado,
pelas  Proposigoes  1.3.7 e 132, a exmisténcia de wum homomorfismo
[ (X,x9) — (X,71), com f(Zy) = Ty, onde Ty = Ty - [a, nos diz que
p:(IL (X, %)) C py(IL (X, 21)) = (] py(I1,(X, 7)) - [o]. Em particular, se
(X, 7o) = (X,T1) € um automorfismo, usando f~ obtém-se a inclusio con-
traria e, portanto, a igualdade. Assim,

f € um automorfismo < pﬁ(Hl()?,io)) = [a]™! -pﬁ(Hl()?,fo)) - o
& [a] € N(ps(I11(X, %)) (0 subgrupo normalizador).

Em particular, para cada o] € N(pﬁ(Hl()?, Tg))), existe um unico automorfismo
[ (X, %) = (X, f(%0)) tal que f(Zo) = Ty - [a].

Proposicao 1.3.10. Seja ()?,p, X) um recobrimento. Existe um isomorfismo de

N(ps(Th (X, %o)))

—— ,pamcadafoe)?.
p:(IL (X, %))

grupos entre G(X | X) e
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Demonstracao: Defina a aplicacao

v Np(IL(X,7)) — G(X|
[a] = o([a])

onde f: (X,%o) — (X, f(Zo)) ¢ um automorfismo tal que f(Zo) = Zo - [a], 0 que existe
conforme o item (i) da Observagao 1.3.7, pois [a] € N(p;(I1;(X, Zo))).

Sejam ¢([a]) = f e p([B]) = g, temos Ty - [a] = f(Zo) e Zg - [B] = g(Tp). Usando a
Proposicao 1.3.9, teremos,

(f 0 9)(@0) = flg(20)) = f(Zo - [B]) = f(Zo) - [6] = (Zo - [a]) - [B] = Zo - [ * f].

Assim, pela defini¢do da fungao ¢, (f o g) = ¢([a* 5]) e ¢ € um homomorfismo de

grupos, pois ¢([a] - [8]) = p([o B]) = f o g = ¢([a]) o @([5]).
Notemos que se ¢([p]) = Idx, entdo

To - [p] = 2o & [p] € pﬂ(Hl()?vzifO))'

Assim, pﬁ(Hl()N(,EO)) ¢ o nucleo de ¢.

Vejamos que ¢ é sobrejetora. Dado f € G(X | X), com f(Zo) = Z;. Sabemos
que IT; (X, z¢) opera transitivamente em p~'(2), entdo existe [a] € I, (X, x), tal que
T1 = %o - [a]. Dai, como f é um automorfismo, temos, pela Observagao 1.3.7, que
[a] € N(pﬁ(Hl(f(,%O))). Como f(Zy) = 1 = Zo - [a], segue, da definicdo da aplicagao
o, que f = p([a]) e, portanto, f é sobrejetora.

Logo, o Teorema do Isomorfismo (Teorema 1.1.1) fornece o isomorfismo no

_ N(p(IL(X,
quociente, ou seja, @ : (s ( 1(~ on)))
pﬂ(Hl(Xw%'O))

? (lo] - ps(IL (X, ) ) = ¢(la)). =

— G(X | X) ¢ um isomorfismo, onde

Corolario 1.3.9. Considere ()?,p,X) um recobrimento reqular. FEntao, existe um

~ I (X
isomorfismo entre G(X | X) e 1<—L$3).
py(IL (X, Zo))
Demonstracao: Se o recobrimento ()ip, X) é regular, entdo pﬁ(Hl()z, Tg)) € um
subgrupo normal de II; (X, xy). Dai,

Np(I(X.50)) = {lo] € IM(Xx0); [o] - py(I (X, 50)) - o] = p(IL (K. 7)) |
= HI(X, ZIJO)

e assim, o resultado segue da proposicao anterior. [ |

Corolario 1.3.10. Seja ()A(C,p, X) um recobrimento universal. Entao, existe um iso-
morfismo entre G(X | X) e II1(X,zg) e a ordem de 11, (X, zo) é o nimero de folhas do
espaco de recobrimento universal.

Demonstragao: O isomorfismo segue do corolario anterior e do fato que

Agora, considere G = II;(X,zg). Temos, pela Proposicao 1.3.8, considerando a
acao de G em p~'(x), que o subgrupo de isotropia Gz, = pﬁ(Hl()z, To)) = {1}, para
cada T € p~*(z0).
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Como a acdo de G na fibra p~'(z,) é transitiva, segue, pela Proposicio 1.1.1, que
a orbita G(Z) = p (7). Ainda pela Proposicio 1.1.1, |G(Zo)| =

)| = [P

e, assim,

G
Gz,
= ‘Hl(XJFo)\- [ |

52
Exemplo 1.3.4. II;(IRP?) & Z,, onde RP* = 0 indica o plano projetivo, que € o

espaco quociente de S* obtido pela identificacio de cada par de pontos diametralmente
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oposto. De fato, como consequéncia da Proposi¢cao 1.3.5, temos que (S ,p, RP? = n ),

onde p(z) = T = {x,—x}, é um recobrimento de duas folhas, uma vez que S* é um
espaco de Hausdorff e a aplicacdo antipodal A : S* — S* € uma involucdo livre.

Pelo Ezemplo 1.2.5, S* € simplesmente conexo, logo, pelo coroldrio anterior,
existe um isomorfismo entre G(S* | RP?) = {Id, A} (pela Observagdo 1.3.5) e II; (IRP?)
e ‘Hl(]R]Pﬂ)} = |p_1(x0)‘ = 2. Portanto, 11, (IRP?) = Z,.

Proposicao 1.3.11. Seja X um espaco topoldgico que possui um espago de reco-
brimento uniwversal e H um Subgrupo de TI1 (X, zg). Entao existe um espago de re-
cobrimento (X p, X) tal que py(IL (X To)) = H e, portanto, Hl()N(,EO) ~ H, para
Tg € p_l(x ), uma vez que py € um homomorfismo injetor.

Demonstracao: Seja (Y, ¢, X) um espacgo de recobrimento universal de X, assim,
II,(Y) = {1}. Pela Proposicao 1.3.8, sabemos que II; (X, z() opera transitivamente a
direita de ¢ ' (zo). Além disso, pelo Corolario 1.3.10, G(Y | X) = I1, (X, o).

Tome H C II;(X, x9) e fixe y € ¢ '(x9). Seja G o subgrupo de G(Y | X) definido
como segue

pe G da] € Hs o(y) =y-[a].

Temos que, G; = H, uma vez que para a aplicagdo ¢ : G; — H dada por
Y(¢) = [a], onde [a] vem da relagdo acima, é um isomorfismo. De fato, 1) é sobreje-
tora pela definicao de GG; e ¥ € um homomorfismo, pois dados @1, py € G1, existem

], [an] € H tais que p1(y) = y-[aa] e p2(y) = y-[ae]. Dai, (p1092)(y) = ¢1(p2(y)) =
o1(y - [a2]) = e1(y) - [az] = [ 1] - [a] (onde usamos aqui a Proposi¢ao 1.3.9). Logo,
W(p10ps) = [aq]-ae] = ¥(p ) (pa). Além disso, 1 é injetora, pois, dados 1, @2 € Gy
com ¥ (1) = ¥(2), ou seja, [a1] = [a], onde [au], [as] € H sao tais que ¢1(y) = y-[o]

e pa(y) =y - [an], segue que, v1(y) = p2(y). Pelo Lema 1.3.3, obtemos que ¢ = ps.
Como G é um subgrupo de G(Y | X), entao, pela Observagdo 1.3.6, G é um
grupo propriamente descontinuo de homeomorfismos de Y. Logo, pelo Teorema 1.3.1,

a projecao canonica r : Y — — é uma projecao de recobrimento.

Gy
Agora, para todo ¢ € G, temos que q o ¢ = ¢, assim, para todo y € Y, segue que

q(v-y) =qlp(y)) = q(y), ou seja, ¢ é constante em cada orbita, de modo que ¢ induz
- . Y .
uma aplica¢do continua p : e — X tal que p(G1(y)) = q(y), e portanto o diagrama a
1

seguir é comutativo

Y

\
r
p

Y
€
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G

logo, usando o Teorema 1.3.6, ()?,p,X) ¢ um recobrimento, onde X = o Dai, pela
1

Y
Temos que (Y, ¢, X) é um recobrimento universal e (Y, r, — | é um recobrimento,

Proposicio 1.3.8, I1; (X, 29) opera transitivamente & direita em p~' ().

Seja To = r(y) € p '(zo), usando a Proposi¢do 1.3.8, segue que o subgrupo de
isotropia de Ty € p~ (o) é (X, 70)z, = pﬁ(Hl()?,fg)). Assim, basta mostrar que
I (X, 20)z, = H.

~ -~ - Y ~

De fato, tome [a] € I1; (X, z¢)z,, entao Zg - o] = o = a(1), onde a : I — o= X

é um levantamento de a comegando em Ty, a partir da proje¢ao p. Como a(l) = Zy,

segue que [a] € I1; (X, Zp). Considerando um levantamento 5 : I — Y de a que comeca
em ¥, a partir da aplicacdo r, temos que r o § = a, assim

=por

qogq: porogzpo&:a,

ou seja, B;é um levantamento do caminho a que comega em y, via proje¢ao q. Logo,
y - [a] = B(1), assim, como r(5(1)) = r(y) = Ty, uma vez que, pelo Corolario 1.3.1,
f é um lago baseado em y, segue que existe ¢ € Gy tal que p(y) = B(1) e Gy opera

transitivamente em 7 '(zy). Portanto, existe ¢ € G tal que y - [a] = ©(y) e, do

isomorfismo G4 L H, obtemos que [a] € H.

Por outro lado, para [a] € H, segue que existe ¢ € G tal que y - [a] = p(y), onde
qgop =gq, pois G; C G(Y | X). Note que, considerando a : [ — X um levantamento
de o comecando em T, a partir da projecdao p e um levantamento B I =Y de a que
comeca em ¥, via projecao r, obtemos que

To =r(y) = r(B(1)) = a(l) = Zo - [a],

ou sefa ] € T (X, 20z,
Logo, I1; (X, z9)z, = H e, portanto, p;(I1; (X, Zy)) = H. n

1.4 O Teorema de Seifert-Van Kampen

O contetdo abordado nesta secao, bem como as figuras aqui ilustradas, é baseado
em Kosniowski (1980), [3|, e é de grande importancia para a obtengdo dos grupos
fundamentais das superficies fechadas, conforme os resultados expostos no final da
préxima segao.

Suponha que desejamos determinar o grupo fundamental de um espacgo topologico
X conexo por caminhos, tal que

X =U; UUs,

onde U; e U, sao abertos, nao-vazios e conexos por caminhos, com grupos fundamentais
conhecidos. O Teorema de Seifert-Van Kampen afirma que, se U; N Uy é conexo por
caminhos, entdo, dado zy € U; N Uy, I11(X,20) é determinado a partir dos grupos
fundamentais de Uy, Uy e Uy N Us.

Para a prova do Teorema de Seifert-Van Kampen, utilizaremos o conceito de
“apresentacao de um grupo” que descreveremos brevemente na sequéncia.
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Definicao 1.4.1. Seja S um conjunto e considere os elementos de S como sendo
stmbolos nao-comutativos. Uma palavra em S € uma expressao da forma

(1)1.;(2) o Is(n)

n 9

_ €
w =T,

onde x; € S e €(i) = £1, para todo 1 = 1,....m en € I'. A palavra vazia (aquela
que nao aparece simbolos) serd denotada por 1. Uma palavra é dita reduzida se ela
nao contém x' sequido por x™ ou vice-versa, para algum x € S. Toda palavra pode ser
transformada em uma palavra reduzida por deletar pares v'z™" ou 2~ 'z" (com x € 9)
se eles aparecem na palavra. O produto de duas palavras w e w' € definido escrevendo
0s stmbolos de w e, em sequida, os de w', ou seja, por justaposicao das palavras.

2

Por conveniéncia, indicamos z!' por z, z'z! por 2%, 7'z~ por #72? e assim por

diante.

Definigao 1.4.2. Sejam S um conjunto cujos elementos sao simbolos nao-comutativos
e F(S) o conjunto de todas as palavras formadas por elementos de S. Considere as
sequintes operagoes sobre o conjunto F(S):

(1) inserir zz ! ou x7 e em uma palavra, com x € S;

1

(ii) retirar xox~ ou 2w de uma palavra, com x € S.

Dizemos que duas palavras w e w' sio equivalentes se w' puder ser obtida de w
através de um ndmero finito de operacoes dos tipos (i) e (ii). Isto dd uma relagio
de equivaléncia sobre F(S). E, claramente, toda palavra é equivalente a uma palavra
reduzida.

Por um abuso, denotemos a classe de equivaléncia que contém a palavra w por w
mesmo. F definimos o produto de duas classes de equivaléncia das palavras w e v por
wv, que aqui estd denotando a classe de equivaléncia da justaposicao das palavras w e
.

Pode-se verificar que o conjunto de todas as classes de equivaléncia em F(S) com
a operacao de justaposicao de palavras, constitui um grupo multiplicativo, onde o
elemento neutro € a classe de equivaléncia da palavra vazia e o elemento inverso de
w = mi(l)... x;(") ew = :1:;5(”)... xfe(l). Este grupo é chamado de grupo livre gerado
por S.

Quando S € um conjunto finito com n elementos, chamamos o grupo livre gerado
por S de grupo livre em n geradores.

Definigao 1.4.3. Sejam S um conjunto (em que os elementos sao vistos como simbolos
nao-comutativos) e F(S) o conjunto de todas as palavras formadas por elementos de
S. Tome R um subconjunto de F(S). Considere as sequintes operagoes nas palavras:

1 1

(1) inserir xx™ ou x” x em uma palavra, com x € S;

Y ou 27z de uma palavra, com x € S;

inserir v ou v~ em uma palavra, com r € R;

)
(i4) retirar zo~
(iid)

)

(iv) retirar v ou r~' de wma palavra, com r € R.
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Dizemos, agora, que duas palavras w e w' sao equivalentes se w' puder ser obtida
de w por um niumero finito de operagées dos tipos (i), (i), (i) e (iv), o que define,
também, uma relacdo de equivaléncia sobre F(S). Como anteriormente, denotemos
por w a classe de equivaléncia que contém a palavra w.

O conjunto de todas as classes de equivaléncia em F(S), definidas pela relagao
anterior, constitut, também, um grupo com a operacao de justaposi¢cao de palavras.
FEste grupo é chamado de grupo com apresentagao (S; R) e é denotado por (S | R).

O conjunto S € chamado conjunto dos geradores e o conjunto R € dito conjunto
dos relatores (ou relagdes) do grupo em questdo.

Observacao 1.4.1. (i) O grupo com apresentagao (S | 0) é exatamente o grupo livre
gerado por S.

(1i) Em alguns casos, € mais apropriado escrevermos o conjunto de relatores R do
grupo (S| R) como um conjunto de relagées, ou seja, o conjunto {r;r € R} €
reescrito como {r = 1;r € R}.

Exemplo 1.4.1. O grupo ({z} | {z"}) = ({z} | {«" =1}), n € N, n > 2, é composto
pelas classes 1,x,2°%,....2" L, uma vez que a palavra ™, com m > n oum € Z*, é
equivalente a palavra ¥, com p = m(mod n), p = 1,....,n — 1. Este grupo é, entdo,
isomorfo a ZLn,.

Definicao 1.4.4. Dizemos que um grupo G tem uma apresentagao (X;R) se G
é isomorfo ao grupo (X | R), onde X é o conjunto de geradores (cujos elementos sao
simbolos nao-comutativos) e R é o conjunto de relagoes.

Exemplo 1.4.2. O grupo G = ({z} | 0) é composto pelos elementos

que € isomorfo a 7, uma vez que a aplicacao f : (G,-) = (Z,+), definida por " — n,
onde x° =1, é um isomorfismo.

Assim, como o grupo fundamental da S* € isomorfo a Z, entdo o grupo I1,(S*) tem
uma apresentacao do tipo ({z};0).

Exemplo 1.4.3. Pelo Ezemplo 1.3.4, II;(IRP?*) = Z,. Logo, como vimos no
Ezemplo 1.4.1, II;(RP?) = ({z} | {2® = 1}), ou seja, I1;(IRP?) tem uma apresentagdo
({z}: {«*}).

Exemplo 1.4.4. Consideremos o grupo G = ({a,b} | {aba™'b~" = 1}). Pela relagio
aba b7 =1, seque que ab = ba, pois

ab = aba™'b"'ba = (aba"'b")ba = ba,

assim, concluimos que a"b° = b"a®, para todos r,s € Z. Portanto, qualquer palavra
g=a"b"a"b"...a"b" € G, com k € IN, pode ser reescrita como

g=a"b",

k k
onde n = an em = Zmi. Além disso, a funcao ¢ : (G,-) — (Z x Z,+), definida

i=1 i=1
por

g=2a"b" — (n,m)



56 Preliminares de Topologia Algébrica

¢ um isomorfismo.
Como o grupo fundamental do toro € isomorfo a 7Z X 7, seque que
IL(T%) = ({a,b}|{aba™ 0" =1}), ou seja, II,(T?) tem wma apresentagio

({a,b}; {aba™'b71}).

Vamos retornar, agora, ao objetivo desta secao. Seja X um espaco topologico que
é a uniao de dois abertos, nao-vazios e conexos por caminhos, U; e U;. Suponhamos
que U; N Uy é nao-vazio e conexo por caminhos. Escolha um ponto base xy € U; N Us.
Considere 1, 9,11 € 1 as aplicacoes inclusoes representadas no diagrama a seguir

U NU, —2 U,

N E

U,— 2 X
Note que o diagrama acima é comutativo, pois, para todo z € U; N Us,

V1(p1(x)) = 7 = a(pa(T)).

Pela Observagao 1.3.3, temos que o diagrama abaixo é comutativo
(p1)g

1, (Uy N Uy, x0) I, (U1, x0)

(wz)ul l(m)u
(2)4

Hl(UQ,xO) H1<X,$0).

Suponhamos que os grupos fundamentais de U; N Us, Uy e U, sao conhecidos e suas
apresentacoes sao dadas por:

Hl(Ul N UQ,SL’Q) = <S ’ R>, H1<U1,$0) = <Sl ’ R1> [§] Hl(UQ,CIJQ) = <52 | R2> .

Se s € 5, entdo (¢1)i(s) € M1 (Un, o) e (p2)i(s) € Ii(Uz, o). Sejam “(p1)y(s)” e
“(p2)(s)” as representagdes de (¢1)s(s) e (v2)4(s) como palavras nos geradores Sy e Sy,
respectivamente, e defina o conjunto de relagoes

Rs = {*(¢1)s(s) = ‘(w2)s(s); s € S}.
Agora estamos em condicoes de enunciar o Teorema de Seifert-Van Kampen.

Teorema 1.4.1. (Teorema de Seifert-Van Kampen) Nas hipdteses anteriores, o
grupo 111 (X, xg) € isomorfo ao grupo definido pelo conjunto de geradores Sy U Sy e o
conjunto de relagoes Ry U Ry U Rg.

A prova do Teorema de Seifert-Van Kampen consiste essencialmente de duas partes,
uma relacionada com geradores e a outra com relacées do grupo fundamental, e sera
consequéncia dos varios resultados a seguir.

O primeiro resultado é basico, envolve apenas homotopia de caminhos, e é 1til para
a Proposicao 1.4.1.

Lema 1.4.1. Sejam X um espaco topoldgico conexo por caminhos, f: 1 =1[0,1] - X
um caminho e 0 = tog < t; <ty < ... <t, = 1. Considere, para cada i = 1,...,n, 0
caminho f; : I — X definido por

t — fi(t) = f((1 =)ty + tt;)

entao f~ fi* fax...x fp.
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Demonstracao: Observe que f; ¢ um caminho comecando em f(¢;_1) e terminando
em f(t;).

Faremos a prova por inducao sobre n. Note que o caso n = 1 ¢ imediato.

Vamos analisar o caso em que n = 2. Seja 0 =ty < t; <ty = 1, temos

(
1
A2t), 0<t <5
(fix fo)(t) = ] 2
fo2t=1), 5 <t<1
\ 2
( 1
f2tt), 0<t<;
B 1
f@-20h+2t 1), S <t<1
\
A aplicagao F : [ x I — X dada por
1
f(1—s)2tty +st), 0<t<—;
F(t,s) = ) 9
JUA=s)(t + (2t = 1)(1 = t1)) + st), 5 St<1,

f), 0<t<?t
F(t,1) = 1 21 = f(t),
5 <

F(0,s) = f(0)e F(1,s) = f((L =s)(t1 + 1 —t1) +s) = f(1). Assim, f ~ f1 * fo.

Tomemos n > 2 e suponha que o resultado é valido para os inteiros menores que n.
Considere 0 =tp < t; < ... <t,; <t, =1 Parag:I — X tal que g(t) = f(tt,_1),
temos que ¢g(0) = 0 e g(1) = f(t,—1). Considerando g e f,, segue, do caso anterior,
que f ~ gx* fn, umavezqueO:t0<tn 1 < t, :1.

t tho [
Como 0= > < L < .. < 2 < = 1, obtemos, por valer para n — 1,
que n—1 tn—l tn 1 tn—l
g~ g1*ge*x..xgh 1, (I)
1—1)t,_ tt; .
onde gi(t):g<( ; JHios +t ) = f((1—=t)ticr +tt;) = fit), i =1,....,n — 1.
n—1 n—1
Dali,
0]
frgxfu~Ngrxgex. kg% fn=fixfox..xf,q1%xf,
como desejado. [ ]

Proposicao 1.4.1. Considerando as hipdteses anteriores, o grupo I1;(X, o) € gerado
por

(¥1)s (1L (Uy, ) U () (T11 (U, 20)).-
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Demonstracao: Sejam f: I — X um laco em X baseado em 2o € UyNUs e 6 0
niimero de Lebesgue da cobertura aberta {f~!(U;), f~*(Us)} do compacto I, existente
pelo Teorema 1.3.3. Isto significa que se tg,t1,ts,...,t, € uma sequéncia de ntimeros
reais com 0 =tg <t; <ty <..<t,=1let; —t;_1 <0, entdo f([t;, t;11]) esta contido
em U1 ou UQ.

Podemos supor que f(t;) € Uy N Us, para todo i = 1,...,n, pois, por exemplo, se
f(t;) € Uy e f(t;) ¢ Us, entao f([ti—1,t:]) e f([ti,tiv1]) estdo ambos contidos em Uy,
logo, podemos agrupar os dois intervalos em [¢;_1,%;11], de modo que

f(ltic, tiva]) = f([tima, 6] U [t tiga]) = f([tioa, 6]) U f([ti, tia]) C U,

ou seja, f([ti—1,ti+1]) estd inteiramente contido em U;. Neste caso, podemos excluir o ¢;
da sequéncia e renumeré-la. Se continuarmos o processo, obtemos que f(t;) € Uy NUs,
para todo i =1,...,n.

Para todo ¢ = 1, ...,n, considere os caminhos

to= filt) = fI(L = t)tig + )

entdo, pelo Lema 1.4.1, f ~ fi * fo % ... x f,, ou seja, [f] = [f1 * fo * ... * f,]. Note que
cada f; ¢ um caminho que esta contido em U; ou Us,.

Escolha, para ¢ = 1,2,...n — 1, caminhos ¢; : I — X tais que ¢;(0) = xo,
¢i(1) = f(t;) e, como U; N Uy é conexo por caminhos, podemos tomar ¢; de modo
que, para cada i, ¢;(t) € Uy NUsy, para todo t € I, como representado na figura a seguir.

Sejam, também, gy e g, tais que qo(t) = ¢,(t) = o, para todo t € I.

Figura 1.1: Teorema de Seifert-Van Kampen, geradores.

Entao,

f] = [qo*fl*Q1_1*QI*fZ*QEll*'--*Qn—l*fn*qrjl]l
= lgoxfixqg ] -[a*foxagy |- (g1 * faxa, ],

onde cada [g;_1 * f; * ¢; '] é a classe de equivaléncia de lacos em X baseados em x
(como mostra a figura anterior para o caminho g 0 fo0¢q; ! representado pelo traco em
vermelho contido, neste caso, em Us) que estd inteiramente contido em U; ou Us.
Portanto, [g;_1 * fi * ¢; '] € um elemento de (¢1)(I1;(Uy, z0)) ou (¢9); (I (Us, z0)).
Entao, cada elemento [f] de II;(X, z¢) pode ser escrito como produto de imagens de
elementos de IT; (Uy, zo) ou II; (Us, zg), por (11); ou (1P2)y, respectivamente. |
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Corolario 1.4.1. Nas hipdteses iniciais, o grupo I11(X,z9) € gerado por
(¢1)5(S1) U (¥2)4(S2), onde Sy e Sy sao os geradores de 11;(Uy,xg) e I1;(Us, xo),
respectivamente.

Demonstracao: A prova segue imediatamente da proposicao anterior, uma vez
que S7 e Sy sdo os geradores de I1;(Uy, xg) e I1;(Us, xg), respectivamente. [ |

Observacao 1.4.2. Para facilitar a notagao, adotemos (como em Kosniowski (1980,
p.185 — 186), [3]) a convencgdo de escrever s ao invés de (¢;)y(s), para todo s € S;,

Jj=1,2. Assim, se f : I = U;, denotamos a composta I — U; ﬁ X também por f.
Neste sentido, seque, do coroldrio anterior, que o grupo 111(X, xy) € gerado por S;U Sy,
onde Sy e Sy sdo os geradores de 11, (Uy, xo) e 111 (Us, xg), respectivamente.

Lema 1.4.2. Supondo as hipoteses anteriores, o conjunto dos geradores S; U Sy de
I, (X, zo) satisfaz as relagoes Ry, Ry e Ryg.

Demonstracao: Como (), : 1I;(Uj, ) — 1I1(X, zp) é um homomorfismo, para
Jj € {1,2}, entdo qualquer relacao satisfeita pelos elementos de S; em II;(U;, o) é
também satisfeita pelos elementos (¢;)3(S;) de II1(X, z9). Logo, pela convengao que
fizemos acima, os elementos de S; U Sy em II; (X, z¢) satisfazem as relagoes Ry e Rs.
Se s € S C 111 (U NUs, xp), entdo

((Y1)s 0 (pr)e)(s) = ((P2)g © (P2)s)(s),

uma vez que 11 0 91 = 1y 0 . Se uma palavra em S; representa (¢;)s(s) entao
a mesma palavra em S; representa ((¢;); o (¢;)1)(s) em I (X, z0), de modo que
“(p1)8(s) = “(¢2)i(s)’. Logo, os elementos de S devem, também, satisfazerem a re-
lacao Rg. [ |

O teorema a seguir garante que as relagoes Ry, Ry e Rg sao as tnicas em IT; (X, o).

Teorema 1.4.2. Nas hipdteses anteriores, se os elementos de Sy U Sy em I1; (X, x¢)
satisfazem uma relagao, entao tal relacao é uma consequéncia das relagoes Ry, Ry e
Rgs.

Demonstracdo: Suponha que a5 as?... az(k) = 1 é uma relacdo entre os elemen-

tos de Sy U Sy em 1I;(X, x9), onde €(i) = £1 e oy € Sy(;), para i = 1,2,.... k, sendo
A7) € {1, 2}.

Para cada i € {1,2, ..., k}, escolha um caminho fechado f; em U,(; com ponto base
xo tal que [f;] = af(i). Entdo, oy = [fi], se e(i) =1, e a; = [f; '] = [fi] !, se (i) = —1.
Defina o caminho f : I — X por

f(t) = filkt —i+1); (Z;U StS%, i=1,2,..k
Note que
(1-8G—1) tj 0 1 k-1 k
(1) = ASAC AT =< <. . < ——<-=
1i(t) f( i ty) e V=rsgses s

assim, usando o Lema 1.4.1, segue que f ~ f1* fo*...x fr. Como f e f; sdo caminhos
fechados com ponto base x(, temos que

1 =1A]-[f2] - U] (D
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Como o{Maf? .. o™ = 1 ¢ [fi] = af?) obtemos que [f] = 1, ou seja, f ~ Cg.

Entao, seja F': I x I — X uma homotopia entre f e c,,, assim
F(t,0) = f(t); F(t,1) = cy(t), Vtel,
F(0,s) = F(1,8) = zo; Vsel.

Pela continuidade de F' e por X = U; UU,, com U, e Uy abertos, temos a cobertura
aberta {F~1(U,), F~'(U;)} do compacto I x I, assim, pelo Teorema 1.3.3, existe um
ntmero de Lebesgue 0 > 0 tal que qualquer subconjunto de didmetro menor que d esté
contido em um dos conjuntos F~(U;), com j € {1,2}.

Considere os niimeros reais

O=ty<ti<ta<..<tp,=1 e 0=s53<s51<8<...<s,=1

1 2 k—1
{Ea Ea 7T} g {t17t27"'7tm71}

(tz — ti_l)Q + (Sj - Sj_1)2 < (52, VZ,]

tais que

(o que é possivel).

Assim, se R; ; denota a regido retangular [t;_1,t;] X [s;_1,s;] em [ x I, entao F(R, ;)
estd contido em U; ou em U, uma vez que a diagonal de R;; ¢ menor do que ¢ e,
entdo, R,; C F~'(U,) ou R;; C F~'(Us), para todos i e j.

Para cada i e j, seja a;; : I — X um caminho com ponto inicial em z( e ponto
final em F(t;,s;), com a;; em Uy ou em U, ou em Uy N Uy, se F(t;,s;) esta em U; ou
em Us; ou em U; N Usy, respectivamente. Note que tal escolha é possivel, pois Uy, U; e
U, N U, sao conexos por caminhos.

Se F(t;,s;) = %o, entao tomemos a; ; = Cyy-

Defina os caminhos b; ; e ¢; ; por

b@j(f) = F((l — t)ti_l + tt“ Sj) € Ci’j(t) = F(tl, (1 — t)Sj_l + tSj)

assim, b;; ¢ um caminho ligando o ponto F(t;,_1,s;) ao ponto F(t;,s;) e ¢;; € um
caminho ligando o ponto F'(t;,s;_1) ao ponto F(t;,s;).

xIro

Figura 1.2: Teorema de Seifert-Van Kampen, relacoes.
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Como 0 = ty<ti<ta<..<tp,=1,80=0¢e b%()(t) = F((l — t)ti—l —f—ttz,O)
f((L —1t)ti_q +tt;), pelo Lema 1.4.1, temos que f ~ by g * bog * ... % by, 0, assim

[f] = [b170 * b270 X ... bm,O]- (II)

Além disso, segue do Lema 1.4.1 que [cy,] = [b1,, % bop * ... % by ), POiIS 5, =1 €

bin(t) = F((1 = t)t; 1 + thiys,) ="

Cmg((l — t)ti_l + ttz) = Xy-
A aplicacao H : I x I — X dada por:

1
Opara0§t§§,

H(t, S) = F((l — S)((l — Qt)ti_l +2ttz) +Sti_1, (1 — S)Sj_l +S((1 - 2t)8j_1 +2t8j>)

1
oe,paraﬁgtgl,

H(t,s) = F((1=s)t;i+s((2—2t)t;_1+(2t—1)t;), (1—5)((2—2t)sj_1+(2t—1)s,) —s5;)

¢ uma homotopia entre b; ;1 * ¢; j € ¢;_1; * b; j, uma vez que

)
1
F((l — 2t)tz_1 + 2tti,8j_1), se 0 S t S -
H(t,0) 1 2
F(t;, (2 —2t)s;—1 + (2t — 1)s;), se 5 <t<1,
? |
bij—1(2t), se 0 <t < 5;
1
¢ (2t — 1), se§§t§1,
(bij—1 % cij)(t),
( 1
F(ti—, (1 —2t)s;_1 + 2ts;), se0<t< —;
H(t,1) ’ ’ ) 2
F(<2 — 275)151,1 + (2t — 1)151, Sj), se 5 <t< 1,
( 1
Cifl,j(Qt)p se 0 S t S 5,
) 1
bi,j(2t—1>, se 5 Sté 1,
\

(i1 % biy)(t),
H(O, S) = F((]_ - S)ti_l -+ Sti—h (1 - S)Sj_l + SSj_l) = F(ti_l, Sj_1>

H(l, S) = F((l — S)tz + Sti, (1 — S)Sj + SS]‘) = F(t“ Sj).
Note que H(I x I) esta contido em Uy ou em U, ou em Uy N Uy, pois F(R,; ;) estéa
contido em U; ou em Us ou em U; N Us, respectivamente.

Vamos, agora, definir caminhos fechados f; ; e g; ; com ponto base em x, por
fii=ai_1,;*bj*xa e
4, — Wi—1y 0,J i,

_ —1
j Gij = Qij—1 * Cij * Qy ;
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Temos

_ -1 —1
fij—1%9ij = Qi1,j-1 % bjj1 % @y 1 % Qjj1 % Cij*a;;

= @11 % bij_1 % Cij * a;;

by, j—1%Ci,j~Ci—1,5%bi -1
~ Aim1,j—1 % Cim1,5 % b j * a;;
—1

= ai—l,j—l * Ci—l,j * (li__le * ai—l,j * bz,] * ai,j
Gi-1,5 * [fijs

ou seja, fij—1* gi;j ~ gi—1; * fij, € essa equivaléncia é dentro de Uy, Uy ou Uy N Uy, se
F(R; ;) C Uy, Uy ou Uy N Uy, respectivamente. Assim,

[fij—1] - [9i5] = lgi-14] - [fis),

portanto,
[fij1] = [gi-1,4] - [fig] - [905] 7" (111)
Expressemos cada um dos elementos em (III) como palavras em S; ou Sy, de modo a
obter uma relacao
fogaal = g1y “Ufig] - “lgag) ™" (IV)
dentro de II; (Uy, z9) ou I1; (Us, o), respectivamente. Esta relac¢do, portanto, deve ser

uma consequéncia das relacao R ou Rs.
2 k—1
,E = ti(2)7---7 —_— = ti(k—l)a onde 2(1)72(2),, Z(k) - 1) S

S h - T = tz
uponha que 2 (1) 2

{1,2,...,m — 1}, entdo
-1 -1
fLO * f270 I fi(l),O = a070 * bl,O * al,O * 1.0 * b270 * &270 X ...k ai(l)_m
-1
*bi(1),0 * @;7)

= xb1g*byg*...xb *a)

= Q0,0 * 01,0 % 02,0 * ... * 0j(1),0 * Ay(1) o
e analogamente, obtemos

fi(1)+1,0 * f¢(1)+2,0 * Lk fi(2),0 = az( 0 % bz(1)+1 0 * b 1)42,0 * -

fi(k—2)+1,0 * fi(k—2)+2,0 kK fi(k—l),o = Q4(k—2),0 ¥ bi(k—2)+1,0 * bi(k—2)+2,0
*... % b,-(k_lm * ai_(,i_lm
fi(k—l)-i—l,o * fi(k—l)+2,0 * .ok fmo = Aj(k—1),0 ¥ bi(k—l)—‘rl,O * bi(k—l)+2,0
...k Dy o ¥ a;ﬁo.
Entao,
] Ll - i) © [blo*bzo* % by 0]

= [aoo *xbig* ... ¥ by O*a(}) * Qi(1),0 * Di(1)41,0 * ...k
bi(2),0 * ai_(;m Lk Qy(—1) ,0 % Di(k—1)41 % ... % b % amlo]
= [ago * b1 * ... ¥ bi1y0 * ai_( 1.0 o) * laiy,0 * b 1)41,0 * ... %
bi(2),0 * “;(;),o] e [@ie—1),0 * Digg—1)41 % o K b % amTO],
POiS app = Czy = Amyo, UMa vez que ago(l) = F(ty, s0) = F(0,0) = zp e amo(l) =
F(tm,s0) = F(1,0) = f(1) = z,. Logo,

il = [fiol - [f20] - - [ficyol
o] = [ficwsro) - [fiy+20] - - [fi) ol

Fir] = Uiteezrenol - Lie—ys20) - o - Uieiyo]
k] = [fik—1)+10] - [fik—1)420] = - - [fmy0)-
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Como cada f; ¢ um caminho fechado em Uy(;) com ponto base zy, podemos usar as
relagoes Ry(;) para expressar os elementos mencionados anteriormente como palavras
em S)(;), assim temos uma relagao

O‘i(l) _ [fl] _ <[f170]’ . ‘[fz,o]’ S ‘[fi(1),0]’
ag(z) = [fZ] = ‘[fi(l)Jrl,O], ’ ‘[fi(1)+2,0]7 Tt ‘[fi(2),0],
az(k) = [fil = ‘[fi(k—1)+1,0y ) é[fi(k—1)+2,0]7 S [fmol

que é consequéncia das relagoes Ry(;). Portanto,

a =V o™ = [fo) - [faol - o [fmo) (V)

é uma relacao que é uma consequéncia de R e Rs.
Por (IV), podemos reescrever (V) como

a = (fgoa] - ‘[fial - “loral ™) - Cloral - ‘ol - [g2a] ") - ov
(L[Qm—l,l}7 : ‘[fml]? : ‘[gm,l]_lj)

dando uma relacao que é uma consequéncia de R e Rs.
—1 —1 —1
Note que gp1 = a0 * co,1 * A1 = Co1 = Czg € Gm,1 = Q0 * Cm1 * Ay = Gy = Cagy
. . -1 -1
de modo que ‘[go1]" = 1 € ‘[gm1] = 1. Além disso, ‘[g;1]""" - ‘[gi1] = 1 se ‘[gi1]
e ‘[gi1]’ sdo expressos como palavras em S; ou S;. Entretanto, se g;; ¢ um caminho
em U; N Us, entdo é possivel que uma das palavras ‘[g;1] ™" ou ‘[g;1] seja expressada
como uma palavra em S; e a outra como uma palavra em S5. Neste caso, a relagao
[9ia)~" - “[gia) = 1 é consequéncia da relagdo Rg. Logo, obtemos a relagio

a="fi1l - “Ifer] - [fmal

como uma consequéncia das relacoes Ry, Ry e Rg. Analogamente, concluimos que

a="[fro]" - [fo2 - Ufmal,

que é uma relacao que é uma consequéncia de Ry, Ry e Rg.
Continuando o processo acima, obtemos que

a="[finl[fan] - [fnn],

que é uma relacao que é uma consequéncia de R, Ry e Rg.

Dai, como f;, = a;—1 * bip, * a;ﬁ = C4,, chegamos a relagao

a =" finl - Uanl oo Ul = leao] - lewo] - - o] = “emo]

como consequéncia das relagoes especificadas.
Assim, a relacao inicial é consequéncia das relacoes R;, Ry e Rg, 0 que prova o
teorema. [

Demonstracao do Teorema 1.4.1: Do Coroléario 1.4.1 e da Observacao 1.4.2,
obtemos que IT; (X, xy) é gerado por S;USs e, do Lema 1.4.2 e do Teorema 1.4.2, segue
que o conjunto de relacoes ¢ Ry U Ry U Rg, 0 que prova o teorema.
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Corolario 1.4.2. Nas hipdteses iniciais, se Uy N Uy é simplesmente conexo, entao
I, (X, xo) € um grupo definido pelo conjunto de geradores S; U Sy e o conjunto de
relagoes Ry U Rs.

Demonstracdo: Segue do Teorema de Seifert-Van Kampen (Teorema 1.4.1),
usando que IT, (U; N Us, zg) = {1}. [ ]

Exemplo 1.4.5. Se X ¢ a Figura 8 (visto como um subespaco de IR?), entdo o grupo
fundamental de X € um grupo livre com dois geradores. De fato, indiquemos por
X = ay xas (0 conjunto que representa a Figura 8, representado na figura abaizo, em
que cada a; indica um dos circulos tangentes em xq, 1 = 1,2).

a;

a
Figura 1.3: Figura 8.

Sejam a1 e ag caminhos fechados em X com ponto base xy, cujos tracos repre-
sentam (uma vez) ay e ag, respectivamente, nas direcoes indicadas na figura acima,
entdo 114 (X, zg) € um grupo livre com geradores [ e [as]. Aqui podemos considerar
Uy =X —{p2} e Uy =X —{p1}, onde p; é um ponto qualquer sobre a;, com p; # o e
1=1,2.

1.5 Superficies Fechadas e Grupo Fundamental

Nesta secao, inicialmente, abordamos brevemente as superficies fechadas, suas ca-
racteristicas de Euler e orientacoes. Concluimos a secao apresentando o grupo fun-
damental de cada superficie via apresentacao de grupos. As principais referéncias
utilizadas sao Massey (1991), [5], Zieschang, Vogt e Goldewey (1980), [9], e Kosniowski
(1980), 3]

Superficies Fechadas e o Teorema da Classificagao das Superfi-
cies Fechadas

A fonte de todas as figuras apresentadas nesta subsecao ¢ Massey (1991), [5].

Definicao 1.5.1. Um espaco topoldgico de Hausdorff X €é dito uma n-variedade ou
uma variedade n-dimensional se cada ponto de X possui uma vizinhanca aberta
homeomorfa ao disco aberto n-dimensional,

D" = {x € R |la < 1}.

O espaco X € chamado de mn-variedade com bordo se cada ponto possui
uma vizinhanca homeomorfa a um conjunto aberto do semiespaco euclidiano
H" = {(21,...,z,) € R"; x,, > 0}.

Dizemos que uma n-variedade ¢ fechada se ela for compacta e nao tiver bordo.

Uma variedade bidimensional recebe o nome de superficie.
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Exemplo 1.5.1. Sao exemplos de superficies:
(i) A esfera (S?);

(i) O toro bidimensional (T?). Jd vimos que o toro T? pode ser definido como
T? = S' x S' (Ezemplo 1.2.2), porém T? pode ser definido, também, como o
espago quociente de [0, 1] x [0, 1] pela relagao de equivaléncia que identifica (z,0)
com (x,1) e (0,y) com (1,y), para todos z,y € [0,1];

2

(iii) O plano projetivo (IRP?). Lembremos que RIP* = SZ (Exemplo 1.3.4);

(i) A faiza de Mobius aberta. A faiza de Mobius aberta pode ser descrita da sequinte
maneira: tome X = {(z,y) € R?*; —10 < x<10e —1 <y < 1}, a faira
de Mébius € formada pelo espaco quociente de X pela identificacao dos pontos
(10,y) e (=10, —y). Observe que os bordos do retdngulo correspondente a y = 1
ey = —1 foram omitidos, isso pois, se essa omissao nao fosse feita, entdo nao
teriamos uma variedade, uma vez que tal espaco seria uma variedade com bordo,
que € a faira de Mdobius fechada;

(v) A garrafa de Klein (K*). A garrafa de Klein pode ser definida como o espaco
quociente de [0,1] x [0, 1] com a relacdo de equivaléncia que identifica (z,0) com
(z,1) e (0,y) com (1,1 —y), para todos x,y € [0, 1].

Lema 1.5.1. Seja (S,T) um par, onde S é uma superficie e T é uma involu¢ao livre

sobre S. Se S € uma superficie fechada, entao T ¢ uma superficie fechada.

S
Demonstragao: Sabemos, pela Proposicao 1.3.5, que (S,p, T) ¢ um recobri-

mento de duas folhas, onde p : S — T é a aplicacao quociente, assim, para todo

S
T=A{z,T(x)} € T existe uma vizinhanca distinguida U de T tal que

p N (U) = ViUV,

onde Vi e V3 sdo vizinhancas disjuntas de = e T'(z), respectivamente. Além disso,
Pl Vi = U e ply, : Vo = U sao homeomorfismos.

Como S ¢ uma 2-variedade (superficie), entao existe uma vizinhanca W de x contida
em V; que é homeomorfa ao disco aberto D? = {x € IR?; ||z| < 1} e, assim, p(W) é uma
vizinhanca de T contida em U que é homeomorfa a D?, pois ply, ¢ um homeomorfismo

S . .
e, portanto, — é uma 2-variedade (superficie).
Sendo S uma superficie fechada, entdao S é compacta, assim, como p é continua e

sobrejetora, segue que T = p(S) é compacta.

S
Portanto, T é uma superficie fechada. [ |

Definicao 1.5.2. Sejam Sy e Sy duas superficies disjuntas, Dy C Sy e Dy C Sy dois
subconjuntos fechados homeomorfos ao disco fechado D’ = {(z,y) e R* |(z,y)|| <1}
Considere S, =S; —int(D;), i = 1,2, e h : 9Dy — 9Dy um homeomorfismo. A soma
conexa de S| e Sy, denotada por Si#Ss, € o espaco quociente de S} US,, obtido por
identificar os pontos x e h(x), para todo x € 0D, (que é claramente uma superficie).
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Notemos que as superficies fechadas, apresentadas no exemplo anterior, podem ser
representadas por um diagrama poligonal plano, incluindo o “poligono de dois lados”.
As arestas sao etiquetadas com letras e setas. Cada par de letras iguais corresponde
a lados a serem identificados. Podemos, entao associar a cada representacao poligonal
uma palavra (forma canonica) feita de sequéncia de letras obtida ao se percorrer o
poligono em sentido horario ou anti-horario. Ao passarmos por uma aresta, anexamos
o expoente -1 a sua letra se estivermos em sentido contrario a orientacao da seta. Para
as superficies fechadas, vistas no Exemplo 1.5.1, temos as seguintes representagoes:

Superficie Palavra
Esfera aa" !
Toro aba bt
Plano projetivo aa
Garrafa de Klein | abab™

a b a b
Figura 1.4: Representacdo das superficies fechadas 52, T?, RP? e K.

Mais geralmente, pode-se obter a partir da soma conexa (vide Massey (1991, p.15),
[5]) que

Superficie Palavra
—T;-T —T;—T ;T
Soma conexa de n toros arbyaj by “asbea, by ...anbpa,, b,
Soma conexa de n planos projetivos a1a1A203...0n Gy,

As n-variedades conexas, n > 2, sao divididas em dois tipos: orientaveis e nao-
orientéveis. Vamos considerar aqui apenas o caso n = 2 (ou seja, superficies) e abordar
esses dois tipos de maneira mais intuitiva, sem se preocupar muito com a precisao
matematica.

Definicao 1.5.3. Considere um caminho fechado em uma superficie S, P um ponto do
caminho e 1 um vetor “normal” & superficie S em P. Diremos que o caminho reverte
a orientacdo se, ao deslocarmos sobre tal caminho o vetor normal (obtendo uma familia
de vetores normais a S, um para cada ponto do caminho) ao retornar ao ponto inicial
P o vetor normal obtido estard com a mesma direcao do vetor inicial, mas com sentido
contrario. Um caminho fechado em S que nao tem essa propriedade serd chamado um
caminho que preserva a orientacao. Dizemos que uma superficie S € orientdvel se
todo caminho fechado em S preserva a orientacao, caso contrdrio, se existir ao menos
um caminho fechado em S que reverte a orientacdao, dizemos que S € nao-orientdvel.

Exemplo 1.5.2. S% e T? sio superficies orientdveis. A faiza de Mdébius aberta é
nao-orientdvel.
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Lema 1.5.2. (i) A garrafa de Klein é uma superficie homeomorfa a soma coneza
de dois planos projetivos;

(ii) A soma conexa de um toro e um plano projetivo é homeomorfa a soma coneza
de uma garrafa de Klewn e um plano projetivo;

(1ii) A soma conexa de um toro e um plano projetivo é homeomorfa & soma conexa
de trés planos projetivos;

(iv) A soma conexa de um toro e uma garrafa de Klein é homeomorfa & soma coneza
de quatro planos projetivos.

Demonstracao:

(1) Apresentamos uma justificativa geométrica da prova deste item de acordo com
Massey (1991, p.13), [5]. Dados dois planos projetivos, podemos considerar que
os mesmos sejam representados por aa e bb, respectivamente.

a b i b
C C
a b
a b
(a) Retira-se um disco aberto de cada (b) Identifica-se cada bordo
plano projetivo; resultante da retirada dos abertos;
d
a \\b a
\“‘
.\\
d
(c) Executa-se um corte: (d) Finaliza-se identificando os

lados b's.
Figura 1.5: K? ~ RP?#IRP?.

(7) Seja S uma superficie qualquer. Vamos primeiro analisar a soma conexa de um
toro e a superficie S e, posteriormente, uma soma conexa de uma garrafa da Klein
com a superficie S. Depois vamos considerar S como sendo uma faixa de Mobius
aberta e finalmente S = RIP2.

Podemos representar o toro como aba'b~', o retangulo com lados opostos iden-
tificados, como na figura a seguir. Para formar a soma conexa de um toro T? e a
superficie S, primeiro recorte o disco sombreado do diagrama a seguir
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b A B'
Figura 1.6: Representacao do toro menos um disco.

e corte um buraco na superficie S que seja homeomorfo a D?, assim a soma conexa
do toro com a superficie S é feita identificando o bordo do disco retirado do toro
com o bordo do buraco retirado da superficie S.

Agora, ao invés de identificar o toro inteiro em um passo, podemos fazé-lo em duas
etapas. Primeiro vamos colar apenas a parte do toro que é a imagem do retangulo
ABB'A’ sob a identificacdo. Assim, neste estagio, formamos a soma conexa de S
com um tubo aberto ou um cilindro. Mas tal tubo aberto é homeomorfo a uma
esfera com dois discos cortados nela. Como a esfera é o elemento neutro da soma
conexa, entao o espaco resultante da primeira etapa é homeomorfo a superficie S
inicial com dois buracos. Na segunda etapa, ligamos os bordos desses dois buracos
com um tubo (formado pelo restante do toro). Se S for a faixa de Mdobius aberta,
o resultado do final das duas etapas, com o toro, ¢ ilustrado na figura a seguir,
onde F'M indica a faixa de Mdbius aberta:

Figura 1.7: FM#T?

Agora, a soma conexa de uma garrafa de Klein K? e a superficie S é feita de modo
analogo ao que fizemos com o toro, a tinica diferenca vai ocorrer na segunda etapa
das identificacbes, pois, representando a garrafa de Klein por abab™!, como na
figura a seguir,

b A B'

Figura 1.8: Representacao da garrafa de Klein menos um disco.
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podemos observar que as letras a’s tem orientacoes opostas, assim apos fazer os
passos analogos ao que fizemos no caso do toro e considerando S a superficie, o
que muda é que na segunda etapa ao colar o tubo ele ficara “torcido”.

Na figura seguinte, ilustramos a soma conexa de S com uma garrafa de Klein,
quando S é a faixa de Md&bius aberta.

Figura 1.9: FM#K?.

Afirmamos que, se S é a faixa de Mobuis aberta, entdao a soma conexa de um
toro e a superficie S ¢ homeomorfa & soma conexa de uma garrafa de Klein e a
superficie S. Para ver isto imagine que podemos cortar cada um desses espacos
topologicos ao longo das retas AB (indicadas nas Figuras 1.7 e 1.9). Em cada
caso, o resultado é a soma conexa de um retangulo e um toro, com os dois lados
do retangulo sendo identificados com uma torcao e, assim, os dois espacos sao
homeomorfos.

A . B

Figura 1.10: Soma conexa de um retangulo (com dois lados identificados) e T?.

(idi)

Agora, obtemos o plano projetivo IRP* por colar o bordo de um disco no bordo
de uma faixa de Mobius aberta.

Como a soma conexa de um toro com uma faixa de Mobius aberta é homeomorfa
a soma conexa de uma garrafa de Klein com uma faixa de Md&bius aberta, entao,
sao, também, homeomorfos os espacos obtidos desses por colar um disco sobre os

bordos da faixa de M&bius aberta, obtendo, assim, que T?#IRP? ¢ homeomorfo
a K?#IRP2.

Por (ii), temos o homeomorfismo
T?#RP? ~ K*#IRP?.
Pelo item (i), K* ~ RP*#IRP?. Dai,

T?#RP? ~ K*#IRP? ~ RP?#RP*#IRP?.
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(iv) Novamente por (i),
T?#K? ~ T?#RP*#IRP?.

Pelo item (i),
T?#K? ~ T?#RP?*#RP? ~ RP*#RP?*#RP?#IRP>
de onde segue o resultado. ]

Definicao 1.5.4. Uma triangulacao de uma superficie compacta S consiste de uma
familia finita de subconjuntos fechados {Ti,...,T,,} que cobrem S e uma familia de
homeomorfismos ¢; = T, — T;, i = 1,...,n, onde cada T, é um tridngulo em R?. Os
subconjuntos T; sao chamados de “tridngulos”. Os subconjuntos de T; que sao as ima-
gens dos vértices e as arestas do triangulo T, por ¢; também sao chamados de “vértices”
e “arestas”, respectivamente. Finalmente, é exigido que quaisquer dois tridngulos dis-
tintos, T; e T}, sejam disjuntos, ou tenham um tnico vértice em comum, ou tenham

uma aresta inteira em comum.

Observagao 1.5.1. Toda superficie compacta S possui uma triangula¢ao (vide Massey
(1991, p.16), [9]).

Teorema 1.5.1. (Teorema da Classificacdo das Superficies Fechadas) Seja S
uma superficie fechada. Entao, S é homeomorfa a uma esfera, a uma soma conezxa de
toros ou a uma soma conexa de planos projetivos.

Demonstracao (Ideia): Neste trabalho nao serd apresentada a demonstragao
deste teorema, vamos nos limitar a dar uma ideia da prova. Uma demonstracao pode
ser encontrada em Massey (1991, Teorema 5.1, p.9-18), [5].

(1) Ja vimos que sdo exemplos de superficies fechadas: a esfera, o plano projetivo,
o toro, a soma conexa de toros ou a soma conexa de planos projetivos e que tais
superficies podem ser obtidas como o espaco quociente de uma regiao poligonal em que
os lados do poligono sao identificados aos pares.

(2) Usando o fato que toda superficie compacta S admite uma triangulagao, mostra-
se que S é homeomorfa ao espaco quociente de uma regiao poligonal em que os lados
do poligono sao identificados aos pares. Para tanto se usa a técnica de “recortes” e
“colagens”.

(3) Uma vez concluido que toda a superficie S pode ser obtida como o espaco quo-
ciente de uma regiao poligonal cujos lados do poligono sao identificados aos pares,
mostra-se (considerando essa forma de ver S) que S é homeomorfa a uma das super-
ficies citadas no item (1), a saber, a esfera ou a uma soma conexa de toros ou a uma
soma conexa de planos projetivos, o que conclui a prova do teorema. |

Usando o Lema 1.5.2 e o Teorema da Classificacao das Superficies Fechadas, obte-
mos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 1.5.1. Qualquer superficie fechada orientdvel é homeomorfa a esfera ou
a soma conexa de toros. Qualquer superficie fechada nao-orientdvel ¢ homeomorfa a
soma conexa de um plano projetivo ou uma garrafa de Klein e uma superficie fechada
orientdvel.
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Caracteristica de Euler e Genus

Definicao 1.5.5. Sejam S uma superficie fechada, {11, ...,T,,} uma triangula¢iao de S
e

v= numero (total) de vértices de S;
e= numero de arestas de S;
n= numero de tridngulos.

Entao, o numero
X(S)=v—e+n
¢ chamado a caracteristica de Fuler da superficie S.

Observacao 1.5.2. Pode-se verificar que a caracteristica de Euler depende apenas de
S e nao da triangulacdo escolhida e que € um invariante topologico.

Exemplo 1.5.3. A figura a sequir apresenta uma triangulacao para cada uma das
superficies: esfera (a); plano projetivo (b) e toro (¢) e a partir delas podemos obter
as caracteristicas de FEuler (A ilustracao € uma adaptagao de figuras encontradas em
Massey (1991), [5]).

a

a

(a) x(5*)=58-168+112=2

() X(RP?) = 29-84+56 = 1

\ (c) x(T?)=28-84+56 =0

a

Figura 1.11: Uma triangulacio e a caracteristica de Euler de S? IRP? e T

Proposicao 1.5.2. Sejam S, e Sy duas superficies fechadas. As caracteristicas de
FEuler de S1 e Sy e da soma conexa S1#S, estao relacionadas pela formula

X(S1#S2) = x(S1) + x(S2) — 2.

Demonstracao: Considere {T1,...,T,,} e {T1,...,T,,} triangulagoes de S; e Sy,
respectivamente. Sejam x(S;) = v; —e; +ny e x(S2) = vg — €3 + n2. Uma vez que,
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para a soma conexa das superficies é necessario remover o interior de um triangulo em
cada uma das triangulacoes e identificar os bordos destes tridngulos removidos, temos

X(Sl#SQ) = (Ul + vy — 3) — (61 + 69 — 3) + (’I’Ll —+ ng — 2)
= X(S1) +x(S2) — 2

de onde segue a prova. |

Por meio da proposicao anterior e considerando o Exemplo 1.5.3 e o Teorema da
Classificacao das Superficies Fechadas (Teorema 1.5.1), obtemos o seguinte:

Superficie Caracteristica de Euler
Esfera 2
Soma conexa de n toros 2-2n
Soma conexa de n planos projetivos 2-n
Soma conexa de um plano projetivo e n toros 1-2n
Soma conexa de uma garrafa de Klein e n toros -2n

Observacao 1.5.3. Podemos observar que a caracteristica de Euler de uma superficie
orientdvel é sempre par, enquanto que para uma superficie nao-orientdvel pode ser par
ou impar.

Teorema 1.5.2. Sejam S; e Sy duas superficies fechadas. Entao, S1 e Sy sao homeo-
morfas se, e somente se, suas caracteristicas de Euler sao iguais e ambas sao orientdveis
ou nao-orientdveis.

Demonstracao: (=) Segue do fato que a caracteristica de Euler ¢ um
invariante topologico (como ja observado anteriormente) e que a orientabilidade é
preservada por homeomorfismo.

(<) Admita que x(S;) = x(S2). Suponha que S; ndo é homeomorfa a S,. Vamos
analisar separadamente quanto as orientacoes das superficies.

Considere Sy e S, orientaveis. Pela Proposicao 1.5.1, S; é homeomorfa a esfera ou
a soma conexa de toros e So € homeomorfa a esfera ou & soma conexa de toros, entao:

(a) se uma delas é homeomorfa & esfera, suponha S; ~ S? entdo, como S; e S,
nao sao homeomorfas, Sy é homeomorfa a soma conexa de n-toros, com n # 0,
assim teriamos (considerando o fato que a caracteristica de Euler é um invariante
topologico) 2 = x(S1) = x(S2) = 2—2n, ou seja, n = 0, o que nos da um absurdo;

(b) caso contrario, devemos ter ambas homeomorfas & soma conexa de toros, digamos
que S; é homeomorfa a soma conexa de n-toros, com n # 0, e Sy é homeomorfa &
soma conexa de m-toros, com m # n e m # 0, pois S; e Sy nao sao homeomorfas.
Entao, 2 — 2n = x(S1) = x(Sg) = 2 — 2m, ou seja, n = m, o que nos da um
absurdo.

Logo, S; é homeomorfa a S,.

Consideremos, agora, S; e Sy nao-orientaveis. Pela Proposicao 1.5.1, S; é homeo-
morfa & soma conexa de um plano projetivo ou uma garrafa de Klein e uma superficie
fechada orientavel e Sy é homeomorfa a soma conexa de um plano projetivo ou uma
garrafa de Klein e uma superficie fechada orientavel. Analisemos os casos:
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(a)

se S; ¢ homeomorfa & soma conexa de um plano projetivo com uma superficie
fechada orientéavel, entao

X(S1) = x(RP*3#5%) = x(IRP?) + x(S*) —2=1+2-2=1

ou
X(S1) = y(RP?#T24.. #T?) = 1 — 2n.

Assim, como estamos supondo que S; nao é homeomorfa a Sy, Sy é homeomorfa
a soma conexa de um plano projetivo e uma esfera (que pode ocorrer se Sy for
homeomorfa & soma conexa de um plano projetivo com n-toros, n # 0), ou a soma
conexa de um plano projetivo e m-toros, com m # 0 e n # m, ou a soma conexa
de uma garrafa de Klein com uma superficie fechada orientavel. Entao, teremos
X(S2) =1 (que pode ocorrer s6 quando S; for homeomorfa & soma conexa de um
plano projetivo e n-toros, n # 0), ou x(S) = 1 — 2m, ou x(Sy) = x(K*#5?%) =
X(K?) + x(S?) — 2 =0 ou x(S2) = Y(K*#T?#...#T?) = —2m. Agora,

(1) se x(Sg) = 1, para S; sendo homeomorfa & soma conexa de um plano pro-
jetivo e n-toros, n # 0, entao 1 — 2n = x(S;) = x(S2) = 1, isto ¢, n =0, o
que nos da uma contradicao;

(17) se x(Sg) =1 — 2m, entao teremos 1 = x(S1) = x(Se) =1 —2mou 1 —2n =
X(S1) = x(S2) =1 — 2m, ou seja, m = 0 ou n = m, 0 que é um absurdo;
(73i) se x(S2) =0, entdo 1 = x(S1) = x(S2) =0ou 1 —2n = x(S1) = x(S2) =0,

isto é, n = 2 o que nos da uma contradicao;

(1v) se x(S2) = —2m, entdo obtemos 1 = x(S;) = x(S3) = —2m ou 1 — 2n =
1 1

X(S1) = x(S2) = —2m, ou seja, m = —g5 OUn—m= 7, 0que ¢ um absurdo.
Logo, S; e S, sao homeomorfas;

se S; ¢ homeomorfa & soma conexa de uma garrafa de Klein com uma superficie
fechada orientavel, entao

X(S1) = X(K*#5%) =0 ou x(S1) = X(K*#T?#..#T%) = —2n.

Assim, como S; e Sy nao sao homeomorfas, Sy é homeomorfa & soma conexa de
uma garrafa de Klein e uma esfera (que so ocorre se S; for homeomorfa & soma
conexa de uma garrafa de Klein com n-toros, n # 0), ou a soma conexa de um
garrafa de Klein e m-toros, com m # 0 e n # m, ou a soma conexa de um
plano projetivo com uma superficie fechada orientavel. Entao, teremos x(Sz) = 0
(para S; sendo, necessariamente, homeomorfa & soma conexa de uma garrafa de
Klein e n-toros, n # 0), ou x(S2) = —2m, ou x(Sy) = x(RP?’#S5?) = 1 ou
X(S2) = X(RP*#T?#...#T?) = 1 — 2m. Notemos que

(1) se x(Sy) = 0, para S; sendo homeomorfa & soma conexa de uma garrafa de
Klein e n-toros, n # 0, entao —2n = x(S1) = x(S2) = 0 e, assim, n =0, o
que é um absurdo;

(1) se x(S2) = —2m, entdao 0 = x(S1) = x(S2) = —2m ou —2n = x(S;) =
X(S2) = —2m, ou seja, m = 0 ou n = m, o que nos da um absurdo;
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(737) se x(Sz) =1, entdo 0 = x(S;) = x(S2) =1 ou —2n = x(S;) = x(Sy) = 1 e,
assim, n = —5 0 que também ¢é um absurdo;
(iv) se x(S2)

=1—2m, entdo 0 = x(S1) = x(S2) =1 —2m ou —2n = x(S;) =
1 1

X(S2) =1 —2m, isto &, m = 5 oum=—n=c,oque ¢ uma contradicao.
Logo, S; é homeomorfa a S,. [ |

O resultado seguinte relaciona o nimero de folhas de um recobrimento com a ca-
racteristica de Euler.

Teorema 1.5.3. Sejam Sy e Sy duas superficies fechadas, x(S1) e x(S2) as caracteristi-
cas de Euler das respectivas superficies e k > 1, k € Z. Entao, (S1,p,Ss) € um espago
de recobrimento de k folhas se, e somente se, x(S1) = kx(S2) e uma das sequintes
condigoes € satisfeita:

a) S1 e Sy sao orientdveis;
b) Si €Sy sdo nao-orientdveis;
c) Sy € orientdvel, Sy € nao-orientdvel e 2 | k.

Demonstracao: Vide Zieschang, Vogt e Goldewey (1980, Teorema 3.4.2, p. 79),

19]. |
Exemplo 1.5.4. Considere S; sendo o tritoro e Sy o bitoro, assim x(S;) = —4 e
X(S2) = =2, como x(S1) = 2x(S2) € S; e Sy sao orientdveis, entio, pelo teorema

anterior, (S1,p,S2) € um recobrimento de 2 folhas.

Teorema 1.5.4. Seja S uma superficie fechada. Se a caracteristica de Fuler x(S) é
impar, entao S nao possui nenhuma involucao livre.

Demonstragao: Tome S uma superficie fechada com caracteristica de Euler im-
par e suponha que exista 7" : S — S uma involugao livre. Como S é Hausdorff,

S
pela Proposicao 1.3.5, segue que (S,p, T) é um recobrimento de duas folhas, onde
S
p:S— T é a aplica¢do quociente tal que p(x) =7 = {z,T(x)}, para todo = € S.

S
Assim, pelo Teorema 1.5.3, temos que x(S) = 2y (T)’ de modo que x(S) é par.

Mas, por hipotese, x(S) é impar, o que nos da uma contradicao. [ |

Definicao 1.5.6. Se uma superficie S € soma conexa de n-toros ou n-planos projetivos,
dizemos que S € de genus n. Enquanto que a esfera é dita de genus 0.

Facilmente verifica-se, para uma superficie fechada S, a seguinte relagdo entre o
genus g e a caracteristica de Euler de S:

1
(1) g= 5(2 — x(S)), no caso orientavel;

(77) g =2 — x(S), no caso nao-orientavel.
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Grupo Fundamental das Superficies Fechadas

Veremos, agora, as apresentacoes dos grupos fundamentais das superficies fechadas.
Para esta parte seguimos mais diretamente Kosniowski (1980), [3]. A fonte das figuras
apresentadas aqui é, também, essa referéncia (com pequenas adequagoes).

Vamos usar o Teorema de Seifert-Van Kampen (Teorema 1.4.1) para calcular o
grupo fundamental das superficies fechadas, por dar uma apresentacao para cada grupo
(por meio de geradores e relagoes).

Recordemos que, pelo Teorema da Classificacdo das Superficies Fechadas (Teorema
1.5.1), se S é uma superficie fechada, entdo S é homeomorfa a esfera, ou a soma conexa
de toros ou a soma conexa de planos projetivos.

Teorema 1.5.5. Seja S uma superficie fechada.
(i) Se S é homeomorfa a esfera, entao I1;(S) = {1} = ({1} | 0).
(17) Se S € homeomorfa a soma conexa de n-toros, entao
I5L(S) = ({A1, Ag, ...y Ao} | {[A1, Aa]. [A2n_1, Agn] = 1})
onde [A;, Airq] = AZ-AHIAZ-_IA;D para todo 1.
(1ii) Se S é homeomorfa & soma conexa de n-planos projetivos, entdo

I(S) = ({Ay, Ay, ..., Ay} | {AZAZ. A2 =1}).

Demonstracgao:
(1) E imediato.

(i) Suponhamos, inicialmente, S = T?. Vamos representar o toro T?, como o espaco
obtido pela identificagdo das arestas opostas, a; e ag, da regiao quadrada (que
referimos, simplesmente, como quadrado) abaixo:

az

.

’ aq g A dq

L 4

2
(3]

Figura 1.12: Representacao do toro bidimensional.

Seja y o centro do quadrado que representa o toro. Considere U; = T? — {y} e
Uy = T? — (a; U ay) (ou seja, U, é o interior do quadrado). Note que Uy, Us e
U, NU, sao abertos e conexos por caminhos, assim, podemos usar o Teorema de
Seifert-Van Kampen (Teorema 1.4.1), uma vez que T? = U; U U.

Tome x(y e x; os pontos indicados na figura abaixo. Considere C' um circulo de
centro y passando por g e d o segmento ligando xg a z;.
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a;
a1 > *1
C
a y
14 . b ay
Xo
Vel B
1 i 1
aj

Figura 1.13: Determinacao do grupo fundamental de um toro.

Observe que as arestas do quadrado depois de identificadas representam uma
Figura 8 (Exemplo 1.4.5) no T?.

a;

a,

Figura 1.14: Figura 8 em T

Indiquemos por B = aj*as (0 conjunto que representa a Figura 8 no toro). Temos
que B é um retrato por deformacao de Uy, pois existem as aplicacoes continuas

r: Uy - B
N r, ser € B,
p(z), sex el — B,

onde p: U; — B — B ¢ a projecao radial em torno de y, e

F: UyxI — Uy

(.8) { x, sex € B,
’ (1 —t)z +tp(x), sex el — B,
com F(z,0) =z, F(x,1) = r(x), para todo x € Uy, e F(z,t) =z, se x € B. Por-
tanto, pelo Teorema 1.2.5, a aplicacao inclusao ¢ : B — U; induz um isomorfismo
iy« II1(B, x1) — II;(Uy, z1). Logo, se a; e ay sdo caminhos fechados em U; com
ponto base x1, cujos tragos representam (uma vez) a; e ag, respectivamente, nas
dire¢des indicadas no quadrado, entao I1; (Uy, z1) é um grupo livre com geradores
[a1] e [ag]. Seja 6 um caminho em U; que liga xy a 21 e que corresponde ao seg-
mento d (isto é, 0 : I — d é um homeomorfismo). Entao, II;(U;, z) é um grupo
livre com geradores [6* ay x 0~ '] e [§ % ap * 6], que denotamos, abreviadamente,
por A; e Ay, respectivamente.

Note que Us é contratil, pois {xo} é um retrato por deformacao de U,, uma vez
que para a aplicacao continua r : Uy — {xo} temos r(x) = xg, para todo x € Us, e
como U; é conexo por caminhos, existe o caminho o, : I — U tal que a,(0) = x e
a, (1) = xg, para todo = € Us. Logo, existe a aplicagao continua F': Uy X I — U,
dada por F(z,t) = a,(t), com z € Uy — {xo}, e F(xo,t) = x¢, para todo t € I.
Assim, F(z,0) = a,(0) =z, F(z,1) = a,(1) = 2y = r(z), para todo = € Uy, e
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F(zg,t) = xg, para todo t € I. Portanto, pelo Corolario 1.2.1, U é simplesmente
conexo e, entdo, [1;(Us) = {1}.

Além disso, o circulo C' é um retrato por deformacao de U; N Us. Assim,
pelo Teorema 1.2.5, iy : II1(C,z9) — II1(Uy N Uy, z) é um isomorfismo, onde
1: C — U NU; é a aplicacao inclusao. Portanto, se v € um caminho fechado
em U; N Uy com ponto base xg, que percorre (uma vez) o circulo C' na diregao
indicada na figura que representa o toro, entao Il;(U; N Us, o) é um grupo livre
gerado por [v].

Pelo Teorema de Seifert-Van Kampen (Teorema 1.4.1), T1;(T?, ) ¢ gerado por
{A1, Az}, o qual satisfaz a relacao “(v1)s([v])'= ‘(¢2):([7])"-

Mas, em Uj, temos

[pro9] = [F*xarxag*xay *ayt*671

= [6xar*0 " xdkap*xd xdxa; k0 xSxay %07
6% a6 [Tk an 3 xart x5 5+ a5+ 571,

de modo que
(e1)s(V]) = ALAATT AT = [Ay, Ay).

Por outro lado, em Us,
(p2)i([V]) = 1.

Logo, [A1, As] = 1 e, portanto,

I1,(T? zo) = ({A1, Ao} | {[A1, Ao] = 1}).

Note que IT;(T?, z¢) = Z x Z.

Suponhamos, agora, que S seja a soma conexa de n-toros, n > 2. Este caso é uma
generalizacao do anterior. Considere S representada pela regiao poligonal de um
poligono de 4n-lados, com os lados identificados aos pares, como na figura abaixo
(item (1)). Tome Uy =S —{y} e Uy =S — (a1 U...Uay,), como representado pela
regido poligonal na figura a seguir (item (2)), com y o centro da regido poligonal.
Sejam x( e x1 os pontos apresentados na figura (item (2)), d o segmento ligando
o a x1 e C o circulo com centro y passando por xg.

(1) 2

Figura 1.15: Determinacao do grupo fundamental da soma conexa de n-toros.
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Anélogo ao caso anterior, obtemos que II; (U, x1) é gerado por [au], [a], ..., [en)],
onde aq, s, ..., aig, sao caminhos fechados em U; com ponto base x1, cujas ima-
gens sao representadas pelos circulos aq, as, ..., as,, respectivamente, nas direcoes
indicadas no poligono que representa S. Seja 6 um caminho em U; que liga x( a
x1 e que corresponde ao segmento d. Entao, IT; (Uy, xg) € um grupo livre com ge-
radores [0xay %01, [0xagxd 1], ..., [0*aa, 6 '], que denotamos por A, Ay, ..., Agy,,
respectivamente. Além disso, de acordo com o caso anterior, I1;(Uy) = {1}, uma
vez que Us é contratil, e I1; (U N Us, xp) é um grupo livre gerado por [y], onde
é¢ um caminho fechado em U; NU, com ponto base xq, que corresponde ao circulo
C na figura.

Pelo Teorema de Seifert-Van Kampen (Teorema 1.4.1), II;(

1(S, o) € gerado por
{A1, Ag, ..., Aoy}, 0 qual satisfaz a relagdo ‘(¢1):([7])'= ‘(2)4([7])’

0
)
Mas, em U;, temos

[pron] = [0 %y * o *a] g’ * ...k Qo1 * Qop %y 4 ¥ Qg %0 Y]
=[6xar*6 T xdkap 0 Tk xar xS POk xS xSk xI!
$0 k Qo1 ¥ 0 Lk O x g k6 Tk kgl k0 PO kg x 6]
=[6xar*6 [0 xag*x 6 [k art * 60k agt * 6. [0 % g1k
[0 % qugn * 60 * agl ¥ [0 x g k6

e, assim,

Co)s((V)) = ALA AT A L Agn 1 A As 1 AGy = [Ar, Al [Agn1, Asyl.

Agora, em U,
(p2)e(V]) = 1.

Logo, a relagao é equivalente a [A;, Ay]...[A2, 1, A2,] = 1 e, portanto,
Hl(S, .1'0) - <{A1, -"7A2n} ‘ {[Al,AQ]...[Aanl,AQn] - 1}> .

(4ii) Suponhamos, inicialmente, que S = IRP? o plano projetivo. Vamos representar o
plano projetivo IRP?, pelo poligono de dois lados (e sua regido interior) etiquetado
por aa, como apresentado na figura abaixo (item (1)).

a a

a a
ey )
Figura 1.16: Determinacao do grupo fundamental de um plano projetivo.

Sejam y o centro do poligono que representa o IRP? e z, e z; pontos como
apresentados na figura acima (item (2)). Considere C' o circulo de centro y que
passa por xg e d o segmento que liga xy a x1.



Superficies Fechadas e Grupo Fundamental 79

Tome U; = RP?* — {y} e Uy = RP? — a. Como Uy, Uy e U; N U, sdo abertos e
conexos por caminhos e IRP? = U;UU,, podemos aplicar o Teorema de Seifert-Van
Kampen (Teorema 1.4.1).

Observe que a identificacao das arestas opostas no poligono de dois lados que
representa o plano projetivo, resulta numa curva no IRP? que vamos indicar,
também, por a. A curva a representa um circulo em RP? e este é um retrato
por deformacao de U;. Logo, se a é um caminho fechado em U; com ponto base
x1, que corresponde a curva a, entao I1; (Up, x1) € um grupo livre gerado por [«].
Seja 6 o caminho que liga xy a x1 em U, que corresponde ao segmento d, entao
I1,(Uy, 79) é um grupo livre com gerador [ * a x § '], o qual denotamos por A.

Note que, analogo ao que foi feito com o toro, U, é contratil (uma vez que {zo} é
um retrato por deformacgao de Us) e o circulo C' é um retrato por deformacao de
Uy NUs,. Assim, I1;(Usz) = {1} e I, (U; N Us, xp) & um grupo livre gerado por [v],
onde v é um caminho fechado em U; NU; com ponto base z(, que indica o circulo
C na figura que representa o IRP?, isto é, que percorre (uma vez) o circulo C' de
acordo com a direcao indicada.

Pelo Teorema de Seifert-Van Kampen (Teorema 1.4.1), o grupo II;(IRP?, z,) é
gerado por {A} e satisfaz a relagdo ‘(¢1):([7])'= “(v2)5([7])".

Mas, em Uy, temos

[pror] =[0xaxaxd | =[0xa*xd ' xdxaxd =0 a*xd [d*ax*xd']

e, assim,
(o) = AA = A%

Enquanto em Us,
(p2)s([V]) = 1.

Logo, de “(¢1)3([7])= “(¢2):([7])’, obtém-se A* = 1. Portanto,
I (RP?, z0) = ({A} | {4* =1}).

Suponhamos, agora, S sendo a soma conexa de n-planos projetivos. Este caso é
uma generalizacao do anterior. Considere S representada pela regiao poligonal
com os lados identificados como na figura a seguir (item (1)) e y o centro da
regiao poligonal. Tome Uy =S —{y} e Uy =S — (a1 U...Ua,). Sejam zy e x; 08
pontos apresentados na figura abaixo (item (2)), d o segmento ligando xy a x; e
C' o circulo com centro y passando por xz.

a
3
as B
Y
a, -
a; a;
X1
a
a?’l
dp s
-
~
(D

Figura 1.17: Determinagao do grupo fundamental da soma conexa de n-planos proje-

tivos.
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Anélogo ao caso anterior, obtemos que II; (U, z1) é um grupo livre gerado por
(1], [@a], ..., [an], onde aq, o, ..., s30 caminhos fechados em U; com ponto
base 1, representados por aq, as, ..., a,, respectivamente, nas diregoes indicadas
no poligono que estabelece S. Seja 0 um caminho em U; que liga z¢ a x; e que
corresponde ao segmento d. Entao, I1;(U;, xo) é um grupo livre nos geradores
[6 % ap* 01, [6 % ay* 071, ..., [0 % a, * 6], que denotamos por A;, A, ..., A,
respectivamente. Além disso, andlogo ao caso anterior, II;(U) = {1}, uma vez
que U é contratil, e II;(U; N Uy, xp) é um grupo livre gerado por [v], onde v é
um caminho fechado em U; N U; com ponto base xg, que indica o circulo C' na
figura que representa S.

Pelo Teorema de Seifert-Van Kampen (Teorema 1.4.1), TI;(S, o) é gerado por
{A1, Ay, ..., Ay} e satisfaz a relacao ‘(¢1)5([v])= ‘(¢2):([7])-

Em Ul,
[p109] = [0*aq*ay*...%a,*ay*d "]

= [0rar*0 " xdxar x0Tk k0 T HI Kk k6 TR kT

%0 % o * 01

= [0xar*6 [ *ay*6 . [0k x5 [0 % ay, * 071
e, assim,
Em UQ,

(p2)s([7]) = 1.

Portanto,

Hl(S, Io) = <{A1, 7An} ’ {A%Ai = 1}>,
uma vez que, de ‘(¢1)3([7])’= ‘(¢2):([7])’; obtemos a relagao, A}...A% = 1. [

Outra forma de apresentacao do Grupo Fundamental das Super-
ficies Fechadas nao-orientaveis

Vamos exibir uma outra forma de apresentacao do grupo fundamental das super-
ficies fechadas ndo-orientéaveis, seguindo Massey (1991), [5], inclusive como fonte das

figuras. As técnicas usadas sao similares as da subse¢ao anterior e o Teorema de
Seifert-Van Kampen (Teorema 1.4.1) continua sendo de grande importancia.

Como K? ~ RP*#IRP? (Lema 1.5.2), segue dos célculos que fizemos anteriormente
que
I (K?) = ({Ay, Ay} | A7A3 =1).

Mas temos, também, a seguinte apresentacio para I1; (K?),
I, (K*) = ({A, B} | {ABAB™' = 1}).

De fato, vamos representar a garrafa de Klein K2, como o espaco obtido pela identifi-
cagao das arestas a; e as do quadrado dado na Figura 1.18 (item (1)).
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an ay

"y - Xy | Xy

arA vral a; v

d
x L.
L .55 X .

a, ¥ 1 das 4]
(1) (2)

Figura 1.18: Determinacao do grupo fundamental da garrafa de Klein.

Tome xy ¢ x1 os pontos indicados na figura acima (item (2)). Sejam y o centro do
quadrado que representa a garrafa de Klein, C' um circulo de centro y passando por xg
e d o segmento ligando x( a ;.

Considere U; = K*—{y} e Uy = K*—(a;Uay) (ou seja, Us é o interior do quadrado).
Note que Uy, Uy e U; N U, sdo abertos e conexos por caminhos e K2 = U; U U,, assim,
podemos usar o Teorema de Seifert-Van Kampen (Teorema 1.4.1).

Observe que as arestas do quadrado depois de identificadas representam uma Figura
8 em K2,

i | a,

Figura 1.19: Figura 8 em K.

Assim, analogo ao caso do toro, II; (U, z1) é um grupo livre com geradores [ay] e
[ag], com ay e ay caminhos em Uy que correspondem a a; e ag, respectivamente. Logo,
considerando o caminho ¢ ligando zy a x; que representa d no quadrado, temos que
I, (U, 29) é um grupo livre de geradores [§ * ag * 6~ '] e [6 * ap * 6], que denotamos
por A e B, respectivamente.

Mais ainda, anédlogo ao toro, II;(Uy) = {1} e II;(U; N U, o) é um grupo livre
gerado por [y], onde 7 é um caminho que representa o circulo C' (considerando a
dire¢ao indicada), uma vez que U, é simplesmente conexo e o circulo C' é um retrato
por deformacao de U; N Us.

Pelo Teorema de Seifert-Van Kampen (Teorema 1.4.1), I1;(K* x4) é gerado por

{A, B} e satisfaz a relagao “(1):([7])'= ‘(2):([7]) -
Mas, em Uy,

[pro9] = [0*arxag*agxayt x5}
= [xar %6 " xdxagxd T x0kay %0 P xSxayt x5!

= [0xar*x6 [0*apx 6 [*ay*6 [ *xay’ x6 ]

e, assim, ‘(¢1)3([y])’ = ABAB™".

Em U, “(¢2)4([7])" = 1.
Logo, ABAB™! = 1. Portanto,

I, (K%, 29) = ({4, B} | {ABAB™" = 1}).
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Usando que RP?#IRP? ~ K? e T?*#IRP? ~ RP*#RP?*#IRP? (Lema 1.5.2), pode-
mos concluir que se uma superficie fechada S é a soma conexa de n-planos projetivos,
entao,

e quando n for impar, S é homeomorfa a soma conexa de um plano projetivo com

n—1 )
- I‘ -
5 Or08;

e quando n for par, S ¢ homeomorfa & soma conexa de uma garrafa de Klein com

(n — 2)
-toros.
2

Com essas consideragoes, o resultado seguinte nés da uma outra apresentacao para
o grupo fundamental das superficies fechadas nao-orientaveis:

Proposicao 1.5.3. Seja S uma superficie fechada nao-orientdvel de genus n (ou seja,
S € a soma conexa de n-planos projetivos).

(a) Se n for impar, entdo S é homeomorfa a soma conexa de um plano projetivo e
. .. n—1
uma superficie fechada orientdvel de genus m =

, € assim,

I, (S) = <{A,A1,A2, vy Ao } | {A%[AL, Ag).. [Agp_1, Aom] = 1}>,
onde [A;, Air1] = AiAiHA;lA;rll, para todo 1 € {1,...,2m — 1}.
(b) Se n for par, S é homeomorfa & soma conexa 6256 uma garrafa de Klein e uma
n—
2
I, (S) = <{A, B, A1, Ay, ..., Aoy} | {ABAB ™Ay, Ag]...[Agp 1, Ao = 1}>,
onde [A;, Airq] = AZ-AiHAi_lA;ll, para todo i € {1,...,2m — 1}.

Demonstragao: Por S ser a soma conexa de um plano projetivo (ou uma garrafa
de Klein) com a soma conexa de m-toros, podemos considerar S a regiao poligonal de
um poligono de 2n-lados, com os lados rotulados e identificados como na Figura 1.20,
item (1) (ou item (2)), em que 2m+1 = n, ou seja, 2n = 4m+1em (1) (e 2n = 4dm+4
em (2)).

superficie fechada orientdvel de genus m = , € assim,

Aopm-1

Aom

Aom-1
a
b a 2m
2)

Ao
(25 om-1
(1)

Figura 1.20: Determinagio do grupo fundamental da soma conexa de IRP? (ou K?)
com a soma conexa de m-toros.
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Agora, raciocinando de modo analogo ao que foi feito anteriormente (na prova do
Teorema 1.5.5), obtém-se os resultados afirmados em (a) e (b). [

Observacao 1.5.4. Em Kosniowski (1980, Te0.26.1, p.202), [5], é dada uma prova do
cdlculo de 114 (S, zg), por considerar S na forma mais geral

S = S?#nT #nIRP?.

1.6 Introducao a Homologia Singular

A principal referéncia para os conceitos e os resultados de Homologia Singular
apresentados nesta secdo ¢ Massey (1991), [5].

Considere I o espaco constituido por um tinico ponto e I" = I x ... x I (n fatores,
n > 0) n-cubos unitarios, onde I = [0, 1].

Definicao 1.6.1. Um n-cubo singular em um espago topoldgico X, onde n > 0, é
uma funcao continua T : " — X.

Observacao 1.6.1. Os 0-cubos singulares podem ser identificados com pontos de X e
0s 1-cubos singulares com caminhos em X.

Denotemos por Q,(X) o grupo abeliano livre gerado pelo conjunto de todos os
n-cubos singulares em X. Um elemento qualquer de @, (X) tem uma expressio unica
como uma combinacdo linear finita com coeficientes inteiros de n-cubos em X, ou seja,
se ¢ € Qn(X), entdo ¢ = T} + ... +n, T, com ny € Z e T}, sendo n-cubos singulares,
k=1,..r.

Definicao 1.6.2. Um n-cubo singular T : I" — X ¢é degenerado se eriste um inteiro
k, 1 <k <mn, tal que T(x1,x2,...,z,) ndo depende de xy.

Observacao 1.6.2. Um 1-cubo singular T : I — X € degenerado se, e somente se, T’
€ uma funcao constante. Os 0-cubos singulares nunca sao degenerados.

Defini¢ao 1.6.3. Denotemos por D, (X) o subgrupo de Q,(X) gerado pelos n-cubos
Dy (X)
o grupo das m-cadeias cubicas singulares de X, ou apenas, o grupo das n-
cadeias singulares de X.

. Este dltimo é chamado

singulares degenerados e por C,,(X) o grupo quociente

Observagao 1.6.3. (i) Se X = 0, entio Q,(X), D,(X) e C,(X) sdo grupos
triviais, para todo n > 0.

(1) Se X é um espago constituido por um inico ponto, entao exriste um tunico n-cubo
singular em X, para todo n > 0. Este n-cubo singular é degenerado para n > 1.
Assim, C,(X) = {0}, para n >0, e Co(X) é um grupo ciclico infinito.

_ QX)) Q(X)

191) Para todo espago topologico X, Co(X) = =

= Qo(X).

(1v) Notamos que para qualquer espago X, C,(X) é um grupo abeliano livre sobre o
conjunto de todos os n-cubos nao degenerados de X (ou mais precisamente, suas
classes laterais modulo D,(X)). Por um abuso, denotamos, muitas vezes, um
elemento u + D, (X) € C,(X), com u € Q,(X), simplesmente por u.
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Seja T : I" — X um n-cubo singular em X. Para i = 1,2,...,n, defina os (n — 1)-
cubos singulares
AiT, BlT : In_l — X

dados por
AiT(Il, ceey xn—l) == T(l’l, ey Li—1, 0, Liyeeny xn—l)

BiT(ZEl, ceey ZL‘n_l) = T(ZEl, ey L1, 1, Ly enny ZEn_l).

A;T & chamado a i-face da frente e B,T é chamado de ¢-face de tras de T.
Estes operadores satisfazem as seguintes identidades, onde T': I — X é um n-cubo
singular,comn >1lel <i<j <

AAT = Aj AT
B;B;T = B;_B;T
AzB]T = Bj_lAiT
BZAJT = Aj_lBZ'T

uma vez que

AZ‘AjT(.Il,...,(L’n_g) == AjT(]Jl,...,Ii_ho,l’i,...,l’n_g)

= T(.Il, ceey Li—1, O, Liy ooy Tj—2, O, Lj—1yeeey In_g)
= AiT(xh vy i1y Ly oeey Tj—2, 07 Lj_1yey xn—2)

= Aj_lAiT<l'1, ...,l’n_g)

AiBjT(.fL'l,...,.an_g) = BjT(ZEl,...,.Ti_bo,.fﬂi,...,l'n_g)

= T(l’l, vy L1, 07 Liyeovy Lj—2, 17 Lj—1y-y xn—?)
= AiT(l'l, ey Lj—1, Ly ovy Tj—2, 1, Tj—1yey xn72)
= Bj,lAiT(.Tl, ceey QZn,Q)

os demais casos sao analogos.

Defini¢ao 1.6.4. Vamos definir um homomorfismo 0, : Qn(X) — Qn_1(X), com
n > 1, por definir nos elementos bdsicos (0s n-cubos singulares). Mais precisamente,
dado T : I" — X um n-cubo singular qualquer, onde n > 0,

n

(T) = Z(—l)i(AiT — BT).

i=1
Tal homomorfismo é denominado operador bordo.
Pode-se verificar as seguintes propriedades dos operadores bordos:
(1) Op_100, =0, n>1;
(17) Op(Dp(X)) € Dp—1(X), n> 0.

Definicao 1.6.5. Considere o homomorfismo 0, : Qn(X) — Qn-1(X), com
n > 0. Como consequéncia de (ii), 0, induz um homomorfismo C,(X) — C,_1(X),
que vamos denotar, também, por O,. Note que 0, : Cp(X) — C,_1(X) € tal que
On(T + Dp(X)) = 0,(T) + D, _1(X).
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Chamamos o nicleo de 0,, de grupo dos n-ciclos singulares de X e o denotamos
por Z,(X), assim

Z,(X) = {u € Co(X); du(u) =0} (n > 0).

E chamamos a imagem de 0,1 de grupo dos n-bordos singulares de X, que serd
denotado por B,(X), ou seja,

Bn(X) = an—f—l (Cn-i-l(X))-

Ainda, como 0,100, = 0, B,(X) C Z,(X) e podemos considerar o grupo quociente

tal grupo € chamado o n-ésimo grupo de homologia singular de X (com coefi-
cientes em 7)) ou Z-grupo de homologia singular n-dimensional de X.

Qn(X)
D (X)

Observagao 1.6.4. Considerando u' + D,(X) € C,(X) = , Vemos que

W+ Do(X) € Zn(X) & 0,(u') € Dy (X),

pois Op(u' + D, (X)) = 0 se, e somente se, O,(u') + D,—1(X) = 0 se, e somente se,
3n(u/) € anl(X)
Qn(X)

Por outro lado, dado v+ D,(X) € C,(X) = DX’ v+ Dp(X) € By(X) =

On+1(Cri1(X)) se, e somente se, existe u+ Dy 1(X) € Cpy1(X) tal que
v + Dn<X) == an+1(u + Dn+1(X>> = an+1(u> + Dn(X>

ou seja, se, e somente se, v — Opi1(u) € Dy (X), para algum u € Qpi1(X).

Zn(X

B EX; ¢ da forma p = (u' + D, (X)) + B.(X), com
u + Dy(X) € Z,(X), ou equivalentemente, 0,(u') € D, _1(X). Novamente, por um
abuso de notagao, vamos denotar um elemento desse tipo simplesmente por u'+ B, (X).
Assim, se usarmos essa nota¢ao mais simplificada,

Um elemento p € H,(X) =

p=1u+ B,(X) € H,(X) se 0,(u) € D,_1(X).

Proposicao 1.6.1. Considere X, X € ', o conjunto de componentes conexas do

espaco topologico X. Entao, H,(X) é naturalmente isomorfo a soma direta dos grupos
H, (X)), para todo A € T.

Demonstragao: Note que cada n-cubo singular encontra-se inteiramente em uma
componente conexa. Assim, (),,(X) pode ser escrito com uma soma direta

Analogamente,

Dn(X) = Z Dn<X)\)7

Ael
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passando o quociente temos

Qn(X)
Ch(X) = = Cn(Xy).
Ainda, se um n-cubo singular estd inteiramente contido na componente conexa
X, entao as suas faces estao, também, inteiramente contidas em X,. Segue que a

aplicagao 0, : Cp(X) — C,_1(X) leva C,(X)) em C,_1(X,). Portanto, temos as
seguintes decomposicoes em somas diretas

Zn(X) = ZZn<X/\) e Bu(X)= ZBn<X/\)

el el

e, dai, H,(X) =Y  H,(X)). |

Ael

Definig¢ao 1.6.6. (Homomorfismo Induzido) Se f : X — Y € uma aplicagcdo continua,
com X e Y espagos topoldgicos, definimos uma aplicagio f3 @ Qn(X) — Qn(Y), nos
geradores, por fy(T) = foT, para todo n-cubo singular T. FEsta aplica¢io estd bem
definida e é um homomorfismo.

Se T é um n-cubo singular degenerado, entao fy(T') também o é. Dat, f; aplica
D, (X) em D,(Y) e induz um homomorfismo de C,,(X) em C,(Y) que vamos denotar
pelo mesmo simbolo

fi: Co(X) = Cp(Y), n>0,
tal que fy(u+ D, (X)) = fy(u) + Dy (Y'), para todo u = anTk € Qn(X), n>0.

k=1
Notemos que o sequinte diagrama é comutativo

Qu(X) — (V)
lan lan
Q1 (X) — = Q1 (V)

ou seja, Op o fy = fy 00y, para n > 0. Isto seque do fato que f;(AT) = Ai(fy(T)) e
fi(BT) = Bi(fy(T)). Por exemplo, A;fy(T)(x1,....,xn-1) = Ai(f o T)(z1,...,20-1) =
(fOT)({L‘l, ey Li—1, 0, Liyeeny :L'n—l) = f(T(ZL'l, ey L1, 0, Xy, ...ZL‘n_l)) :f(AZT(I'l, ceey xn—l))
= (fo AT)(z1,...,xn-1) = fi(AT) (21, ..., 2n-1).

Logo, o diagrama a sequir também € comutativo

C(X) L Co(Y)
lan lan
It
ot (X) Crua (V)

dai, fy leva Z,(X) em Z,(Y) e B,(X) em B,(Y), para todo n > 0 e, assim, induz o
homomorfismo nos grupos quocientes, denotado por f, e dado por

e H,(X) — H,(Y)
u+ By(X) —  fi(u) + B,(Y).

para todo u = Z ne Ty € Z,(X). Tal homomorfismo é referido como homomorfismo
k=1
induzido por f em homologia.
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Lema 1.6.1. Sejam X, Y e Z espacgos topologicos, g : X — Y e f:Y — Z aplicagcoes
continuas e considere a aplicacao composta foqg: X — Z. Entao

feog.=(fog)
onde f., g« € (fog)« sdo os homomorfismo induzidos de f, g e f o g, respectivamente.

Demonstracao: Segue do fato que f; 0o gy = (f o g); e da forma em que f, foi
definida. Para ver que f; 0 gy = (f o ¢);, tome T um n-cubo singular em X, entdo

(fi o g )(T) = fu(gs(T)) = fs(goT) = fogoT = (f o g)(T).
Pela defini¢ao de f,, g. e (f o g)., segue a prova. |

Teorema 1.6.1. Sejam [ e g duas aplicagoes continuas de X em Y. Se f e g sao
homotdpicas, entao os homomorfismos induzidos f. e g. de H,(X) em H,(Y) sao
quais, para n > 0.

Demonstragao: Seja F' : [ x X — Y uma homotopia entre f e g tal que
F(0,2) = f(z) e F(L,x) = g(x).

Vamos definir, inicialmente, uma sequéncia de homomorfismos

¢n : Qn(X) — Qn-i—l(Y)a n Z Oa

como segue. Para cada T : I" — X n-cubo singular (elemento bésico), definimos o
(n + 1)-cubo singular ¢,(T) : I"™ — Y por

¢n(T)(l'1, -'-7$n+1) = F(l’l, T(.I’Q, PN xn+1))

(e estendemos ¢,, naturalmente ao grupo Q,(X)).
Note que, para todo (z1,...,x,) € I", temos

A10n(T) (21, ooy y) = Op(T)(0, 21, ..., zp) = F(O,T(x1,...,2,)) = f(T(x1,....2,))
= (foT)(z1,....xn) = (fi(T))(@1, ..., x5);

Bion(T) (21, oy n) = Oon(T) (1, 21, oy ) = F(L,T(21,....2,)) = g(T(x1,...,2,))
= (goT) (@1, ...,xn) = (gs(T)) (1, ..., Tn);

Az‘gbn(T)(fL’l, ceey In) = ¢n(T)($1, ey L1, 0, Ly euny ZL’n>
= F(x1,T(x2, ..., 71,0, ..., 7))
= F(xl, AiflT((%Q, ceny .Tn))
= </>n71(Az'71T)(3317 o $n)§

Bngn(T)(l’l,,l’n) = gzﬁn(T)(xl,...,xi_l,l,xi,...,xn)
F(xy,T(xg,...;xi-1, 1,24, .0, 7))
F(.Z'l, Bi,lT(:L’Q, PN l'n))

= (ﬁnfl(BiflT)(xlu-“vxn)-

Assim, A16,(T) = f(T), Biou(T) = go(T), Aidu(T) = 6u1(AirT) € Biu(T) =
¢n—1(Bi—1T)-



88 Preliminares de Topologia Algébrica

Dali,
Onr1(¢n(T))= Z(—l)i(Az-d)n(T) — Bign(T))
=1 il
= —(A41¢,(T) = Bin(T Z (Aidn(T) — Bign(T))

n+1

= —(/i(T) — g(T +Z ) ¢n-1(AisT — B;_1T)

= —f(T) +gi(T +Z 7 gt (AT — B;T)

= —f(T) + gy(T) — ¢n71( (1)),

ou seja, para todo T' € Q,,(X), temos

—[i(T) + g4(T") = Ons1(6n(T)) + n—1(n(T)).

De onde segue que, para todo u € Qn(X), (—fi + ¢5) (1) = Ops1(dn(w)) + Pn_1(0n(uw)).
Observe que se T' & um n-cubo singular degenerado, n > 0, entdo ¢,(T) é um
(n 4 1)-cubo singular degenerado. Portanto,

Cbn(Dn(X)) - Dn+1(Y)

e, entao, ¢, induz um homomorfismo
¥n : CTL(X) — Cn+1<Y)7 n > 07
tal que @, (u+ Dp(X)) = ¢n(u) + Dyi1(Y) (ou simplesmente, p,(u) = ¢,(u)) e segue
a relacao
_fti + gy = an-&-l O ©n + ®n—1© an (I)

Para n = 0, estamos considerando C_1(X) = C_1(Y) = {0}, de modo que 9y é o
homomorfismo nulo e ¢_; : C_1(X) — C_1(X) também é o homomorfismo nulo.

Dai, dado u € Z,(X), ou seja, u € C,(X) tal que 9,(u) = 0, da equagao (I),
obtemos que

—fi(u) + g5(w) = Onp1(pn(u) + n-1(0n(u)) Onr1(epn(u))
assim, — fy(u) + gs(u) € B,(Y) e, portanto, fi(u) = fi(u) + B,(Y) = g4(u) + B,(Y) =
g«(u). |
Observacao 1.6.5. Os homomorfismos p,, apresentados na demonstragao do teorema
anterior constituem o que chamamos de uma “aplicacdo de cadeia” entre fy e gy.

O (u)=0

Observagao 1.6.6. Usamos Massey (1991), [5], como referéncia para esta se¢ao porque
ja vinhamos utilizando esse livro em quase todas as secoes anteriores. Mas vale o0b-
servar que € mais usual, na literatura, definir os grupos de homologia singular de um
espaco X por considerar os “n-simplexos singulares” de X, ou seja, aplicacoes continuas
¢ 0o, = X, onde

Op = {(to,t1, oty) € R Ztk =1ety, >0, Vk € {0, ,n}} .

k=0

Nota-se que o, e I" sao homeomorfos e pode-se verificar que as duas formas de
definir os grupos de homologia singular coincidem.
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1.7 Homomorfismo de Hurewicz

O resultado principal desta se¢io (Teorema de Hurewicz) afirma que, para um
espaco topologico conexo por caminhos, o grupo fundamental determina completa-
mente o primeiro grupo de homologia singular (ele é o grupo fundamental do espago
“abelianizado”). Para esta se¢do, usamos Massey (1991), [5], porém na demonstragao
do teorema mencionado seguimos, também, as ideias apresentadas em Bredon (1993),
[1], adaptadas aqui.

Vamos considerar o grupo fundamental como um grupo multiplicativo e o primeiro
grupo de homologia singular como um grupo aditivo.

Para qualquer espaco topologico X e qualquer ponto base zy € X, definimos uma
aplicacao

hx : I (X, z9) — Hi(X)

da seguinte forma, dado [f] € I1;(X, z¢), onde f : I = [0,1] — X é um caminho fechado
com ponto base xg, podemos considerar f como um l-cubo singular e, portanto, f
determina um elemento de C(X). De f(0) = f(1) = o, obtemos

01(f)(0) = (=1) ((Arf = B1f)(0)) = (=1)(f(0) = f(1)) = 0,

pois I° = {0} e Ay f, Bif : I — X sao tais que A;f(0) = f(0) e B, f(0) = f(1).
Assim, f é um ciclo. Definimos, entao, hx([f]) como sendo a classe de homologia do
ciclo f, isto é, hx([f]) = f + Bi(X).

Se g : I — X é um outro caminho fechado com ponto base x( tal que g ~ f,
entao existe uma homotopia H : [ x I — X entre f e g e, portanto, H € Q(X).
Além disso, A1 H (z) = H(0,2) = zo (um 1-cubo degenerado), B1H(z) = H(1,z) = xy,
AyH(z) = H(2,0) = f(z) e BoH(z) = H(z,1) = g(z), dai

O (H)(x) = (1) (ALH — BiH)(x)) + (A H — BoH) () = (f — 9)(2),
e, portanto, f + B1(X) = g+ B1(X), o que prova que hx esta bem definida.

Teorema 1.7.1. A aplicacao hx : 111(X,x¢) — H1(X), definida acima, é um homo-
morfismo.

Demonstracao: Sejam [f],[g] € TI;(X,x), onde f,g : I — X sdo caminhos

fechados com ponto base xy. Sabemos que [f] - [g] = [f * ¢, onde
f(2t) se0<t<1-

(f9)(t) = o2

g(2t—1), se§§t§1.

Agora defina um 2-cubo singular 7" : I? — X por considerar

flxy 4+ 2x9), se x1 + 2x9 < 1;

_ 25 — 1
(w1, 25) (M) e ms 42w > 1,
xl-i-l

ou seja, a funcao T foi escolhida de modo que ela seja constante ao longo dos segmentos
de retas mostrados na figura a seguir (note que na regido x; +2xs > 1 os segmentos sao
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tomados de forma a estabelecer uma correspondéncia entre os conjuntos {0} x {—, 1]

2
e {1} x [0, 1]).

9

1 ;

9 f~~z; + 229 > 17

1 ™~ ﬁ""‘-—-.______.-‘

o H*"“'-.. R«

2 Ny “-\_\‘\H g

f J:\:‘:\\\ ™

\::\:\ = L T+ 2.1‘2 < 1
0 1 Ty
/

Figura 1.21: Um 2-cubo singular.

Considerando x € I,

1
flz), 0<oz< =
AT(2) = T(0.2) = @ 0se2s — (frg)(@)
g2z —1), §§x§1
BT(z) = T(l,2) = { f(lgjzg‘f)): gig (g 1”” =0) = g(v);
flz), 0<z<1
z+1
flx+2), 2<—1(". )
B =T () tsecosesy T
onde ¢, indica o caminho constante em z(, que é um 1-cubo singular degenerado.
Assim,
2
(D)) = Y (-1 (AT = BT)(x))
i=1
= (1) (AT = BiT)(x)) + (AT — BoT)()
= (f+9—(f*9) = cx) (@),
para todo x € I, ou seja, f+ g — (f *g) — czy = 02(T) € B1(X) e, consequentemente,
f+9+Bl(X):(f*9)+CmO+Bl(X):f*9+Bl(X)a (@
uma vez que ¢, é degenerado, isto é, ¢, € D1(X), e B1(X) C QI(X). Disto segue
que. Dy (X)
hx((f)) +hx(lg) = f+Bi(X)+g+BiX) = [+g+Bi(X) £ frg+By(X)
= hx ([f = g]) = hx([f]-lg])

e, assim, hx é um homomorfismo. [ |
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Definigao 1.7.1. O homomorfismo hx : I1;(X, xo) — H1(X) €, muitas vezes, referido
como homomorfismo de Hurewicz.

Proposicao 1.7.1. Considere X e Y espacos topoldgicos conexos por caminhos e
hx : TI1(X,z9) — H1(X) e hy : [11(Y,y0) — H1(Y) os homomorfismos de Hurewicz
de X eY, respectivamente. Seja ¢ : (X, x0) — (Y, y0) uma func¢do continua, entio o
diagrama abaixo € comutativo.

Hl(Xa xU) H1<Y7 yO)

b

Hy(X) - Hy(Y).

Pt

Demonstracao: Tome [f] € II;(X, ), sendo f : I — X um caminho fechado
com ponto base zy. Sabemos que ¢, : H1(X) — H(Y') é o homomorfismo induzido tal
que p.(u' + B1(X)) = ¢y (u') + B1(Y), onde v indica um elemento qualquer de Z;(X).

Temos que

pe(hx (1)) = u(f + Bi(X)) = 4() + Bi(Y) = (o f) + Bi(Y).

Por outro lado, vendo ¢4 como o homomorfismo induzido no grupo fundamental,

hy (p([f])) = by ([p o f]) = (p o [) + Bi(Y).
Portanto, hy o ¢y = . o hx. |

Teorema 1.7.2. (Teorema de Hurewicz) Se X ¢é wum espago topoldgico
conexo por caminhos e xyg € X, entao o homomorfismo de Hurewicz
hx : IL(X,z9) — Hi(X) é um epimorfismo e seu nicleo é o subgrupo comuta-
dor TI1 (X, xg)" de 111(X, z0). Consequentemente, %
Hl(X, IL‘())
Hl(X, ZE())/
[ ap =[] - T (X, x0)" € [[a]] := a+ Bi(X).

>~ Hy(X), mais precisa-

mente, hx : — Hy(X) tal que hx([o]w) = [[o]], € um isomorfismo, onde

Hl(X,fBO)
Hl(XaxO)/
dada por ¢([a]) = [a] - [[1(X,20)" = [a]w. Como Hi(X) é um grupo abeliano e
hx : I1(X,z9) — Hi;(X) é um homomorfismo, entdo o subgrupo comutador
I,(X,20) < Ker(hx) e, pelo Lema 1.1.1, existe um unico homomorfismo
E . Hl(Xa ZE())
X Ty
HI(X7:E0)/

Demonstracao: Seja ¢ : II1(X,z9) — a aplicacdo quociente

— H;(X) tal que o seguinte diagrama é comutativo

hx

IT; (X7 »’Uo)

e
Hl(X xo)
Hl(X xg)'

ou seja, hx([alw) = hx([a]) = a + By(X).

Vamos construir a inversa ¢ : Hy(X) — ———= de hx. Para cada z € X,

H,(X)

tome A\, : I — X um caminho tal que A\,(0) = xg
o caminho constante c,.
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Seja f : I — X um l-cubo singular (um caminho nao necessariamente fechado) e
considere o caminho produto f definido como

F=Xo * F* X4,

entao fA'é um lago em X baseado em z, que obtemos utilizando as fungoes A
Defina, inicialmente,

) H1<X7$0)
¢- Cl(X) - Hl(X,HCo)/

Foo= ) I 20) = [fla,

~ ~ ~ I (X
onde [f] é a classe de homotopia de f em II; (X, zo) e [f]a € sua projecao em 1(—7%)7
HI(X7 IO),

Q1(X)
Dy(x) ~ )

lembrando que f, aqui, esta de fato indicando o elemento f+D;(X) €
Note que, para todos f,g € C1(X), com g(0) = f(1), temos

W+9) = g = oo (F+9)  Ahgw]

= :)\f(o) x fx g% )\;(11)] "

— :)\f(o) * [ % )\]7(11) * Af(1) * g * )\g_(ll)} "
Ao A Mo 196 NG|

- . 1
= >‘f(0) * f * /\f(l)} b : |:/\g(0) * g x /\g(l)] "

~

= [ ]ab' g]ab
= () -vl9),

A~

ou seja, ¢ é um homomorfismo.

Além disso, B1(X) C Ker(y) = {n € C1(X); ¥(n) = [czy]ar}. De fato, mostremos,
primeiro, que (1) € Ker(y), para T um 2-cubo singular qualquer. Com efeito,
dado T : I? = X, 05(T) = —(A\T — B\T) + AyT — B,T. Considerando os caminhos
fyg,h,l I — X tais que f(x) = AT (x) = T(x,0), g(x) = BiT(z) = ( x),
h(z) = ByT(z) = T(z,1) e l(x) = AT (z) = T(z,0), temos que 05(T) = f+g9g—h —1,
onde f,g,h,l € C1(X).

S 4
! (1) =nh(1
1(1) = h(0) G
[ A L g
f.
1(0) = £(0)

f f(1) = g(0)

Figura 1.22: Um 2-cubo singular cujo bordo é f+g—h — .
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Notemos que f(1) = g(0), g(1) = h(1), (1) = h(0) ¢ 1(0) = £(0), de modo que
podemos considerar o caminho produto f* g h ™' %171, que sera um caminho fechado

com ponto base f(0). Observe agora que

) 1
P T = Aoy S+ Ay # Ao+ 95 A+ (Ao # s Ay

* ()\I(O) x [ * )\l_(ll))l

= Aj) * [ * A;(ll) % Ag(0) * g * A;(ll) * Ay * b x A;(lo)
* N1y * Ly )\l(é)

= )\f(o)*f*g*h l_l*A;(lo)

Dali,
D(B(T)) = W(f+g—h—1) = 9(f)-(g) - (W(h)™H- (¥(1) ™
= PGl Bl 0 = [Fegent=T]
— [)\f(o) x f kg h st % )\;(10)] » = [Cuolabs
ou seja,

$(02(T)) = [Calar = 1,

pois fxgxhtxl™! ~ Cy(0), visualizemos, isto, apenas geometricamente, note que
Im(T) = T(I*) C X e o traco (imagem) do caminho fxg*h **[~! (em X) corresponde
a imagem (por T') do caminho formado pelas arestas do quadrado I?. Como {(0,0)}
¢ um retrato por deformacio de I? (podemos usar a retracio r : I? — {(0,0)} dada
pela projegdo radial em torno de {(0,0)}, como na figura abaixo), entdo os caminhos
frgxhtxle (o), em X, sao homotopicos.

h

(0.0) f

Figura 1.23: {(0,0)} é um retrato por deformacio de I2.

Logo, se v € Bj(X), entdo v = 0y (anTk) = anag(Tk), onde

n(Ty) = —(A1Ty — B1Ty) + ATy, — BTy e, assim, ¥(v) = H(w(32<Tk>>>nk — 1,
entdo, By (X) C Ker(y). =
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Usando a Proposicao 1.1.3, uma vez que ¢ ¢ um homomorfismo e By(X) C Ker(v),
Hl (X> .ZU())

m tal que o dia-
1 , Lo

obtemos que existe um tinico homomorfismo 1 : H,(X) —

grama a Seguir comuta
1/J|Zl(X) H1 ()(7 l‘o)
Hl (X7 CCO),

N

1(X)

-

By (X )
onde ¢ : Z1(X) — Hi(X) ¢ a aplicagdo quociente dada por ¢(f) = f+ Bi(X), de modo
que o homomorfismo 1 é dado por

N

1

Hi(X) =

r

¥ (Z g fr + B1(X)> = [T @)™ = Al - 7l

k=1

Observe que, se f: I — X é um laco em X baseado em xg, entao
(¢ 0 hx) ([flan) = &(f + Bu(X)) = d(f) = [Aao * [+ A5 ] = [Flab,
uma vez que ), foi escolhido como o caminho constante em x, assim,

EOE =1Id T (X,zq) - (I)

I (X,z0)’

A correspondéncia x — ., leva 0-cubos singulares (jA que os 0-cubos singulares
sdo identificados com os pontos de X) em 1-cubos singulares e, assim, estende a um
tunico homomorfismo

A Co(X) = Cy(X)

T '
por tomar )‘Z};:lnkwk =\ (Z nk$k> = Z”k’)‘mk-
— k_

Note que, se f é um 1-cubo singular, entao

(x o) () = Tix (1flw) = nx (I7])
= hy [Af(o) s f * A;(ll)])

()‘f(O) * f * )\;(11)) —+ Bl (X)
= M) +f = Ay + Bi(X)
= f—i—()\f )\f )+Bl(X)
- f )\al +Bl(X)

onde f = Xo,(s) € Zy(X), Ji que O (f = Xayn) = () = 0 (M) = F(1) = £(0) =
(—=f(0 )+xg—|—f(1) zo) = 0. Dai, se u = fi + fo € C1(X), entao

(hx o) (u) = (hxot) (fi+f2) = hx @(f)-¥(f2))
x (V(f1)) + hx ((f2))
Ji— )‘81(f1) + Bl(X) + fo— )‘31(f2) + Bl(X)
fit f2= (Rovn) + Aau(ry) + Bi(X)
Ji+ fa = Xoy(fitf2) + B1(X)
= u— Ay + Bi(X),
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de fato isto vale para todo u € C1(X).
Assim, se u é um ciclo,

(hx o) (u+ Bi(X)) = hx(¥(u)) = u— Aoy + B1(X) = u+ Bi(X),

uma vez que J1(u) = 0 (note que u+D;(X) € Z1(X) se, e somente se, 01 (u) € Dy(X) =
{0}, de onde segue que 0;(u) = 0). Portanto,

EX OE:[dHl(X)- (H)

— I (X -1 —

De (I) e (IT), segue que_hX : % — H(X) é_um isomorfismo e hX1 = 1.
Note que da igualdade hx o ¢ = hx e do fato que hy é um isomorfismo, obtém-se
que Ker(hy) = Ker(q) = II1(X, xo)". |

Exemplo 1.7.1. (i) Como Z, Z X 7 e Zs sao grupos abelianos, temos, pela Obser-
vagao 1.1.3 (item (ii)) e pelo teorema anterior, que

Hy(S") =2 11,(S") 2 Z,
Hy(T?) = 11,(T?) 2 Z % Z,

1

H, <SZ> = H,(RP') = II, (RP') = Z,
2

H, (SZ) = Hy(IRP?) = I1,(IRP?) = Z,.

(17) Se X € a Figura 8 (Ezemplo 1.4.5), entdo

Hi(X) 2 (Z+7) 27 x Z.






2 O Teorema de Borsuk-Ulam para
espacos topologicos gerais

Neste capitulo, na primeira se¢ao, apresentamos o Teorema de Borsuk-Ulam na sua
versao classica. Na segunda secao, exibimos uma generalizacao do Teorema de Borsuk-
Ulam dada por Vendriscolo, Desideri e Pergher (2011), |8]. Mais especificamente, é
feita uma abordagem quando o espaco topologico Y & IR®.. E por fim, na terceira
se¢ao, apresentamos (com base na referéncia citada) um invariante topologico vindo da
generalizacao do Teorema de Borsuk-Ulam.

2.1 O Teorema de Borsuk-Ulam

Baseado em Massey (1991), [5], vamos apresentar detalhadamente, nesta segio, a
prova do Teorema classico de Borsuk-Ulam para os casos n = 1 e n = 2 e dar uma
ideia da prova para o caso em que n > 2.

Definigao 2.1.1. Seja 5" = {(z1,22,...,0p41) € R"; 2+ a3+ .. +25 =1} a
esfera unitdria n-dimensional em IR" ™. Sejam n,m € IN, dizemos que uma aplicacdo
f: 8" — S™ preserva pontos antipodais se f(—x) = —f(x), para todo x € S™.

Observacao 2.1.1. Se indicarmos por A a aplicacao antipodal tanto para a esfera S™
como para S™ (Definicdo 1.2.10), entao uma aplica¢io f : S™ — S™ preserva pontos
antipodais se Ao f = fo A, de modo que o diagrama abaizo é comutativo.

f

gn gm
Al jA
gn T gm

Lema 2.1.1. Ndo eziste aplicacio continua f : S™ — S" 1, n > 1, que preserva pontos
antipodais.

Demonstracao: Cason = 1: Considere uma aplicacdo continua f : S' — S°,
onde S° = {x eR; 2? = 1} = {—1,1}. Suponha que f preserva pontos antipodais,
ou seja, para todo x € S*, segue que f(—z) = —f(z).

Note que f é sobrejetora, uma vez que, dado x € S*, se f(x) = 1, temos que
f(=z) = —=f(x) = —1, e, de modo anélogo, se f(z) = —1, entao f(—x) = —f(z) = 1.
Disso, conclui-se que f(S') = {-1,1} = S°.

Como f é continua e sobrejetora e S* é conexo, segue que f(S) = S° é conexo, o
que é uma contradicio. Logo, ndo existe aplicacdo continua f : S' — SY que preserva
pontos antipodais.

97
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Caso n = 2: Suponha que exista uma aplicacao continua f : S — S que preserva
pontos antipodais.
Consideremos a aplicacao antipodal A : S" — S", para n = 1,2. Lembremos que a

aplicacdo antipodal A é uma involugdo livre (Exemplo 1.3.3). Como S™ é um espago

de Hausdorff, obtemos, pela Proposicao 1.3.5, que (S",pn, 7) é um recobrimento de

n

duas folhas, onde p,, : S" — " é a aplicagdo quociente p,(x) = T = {z, —z}, para
todo x € S". )
Conforme mencionado no Exemplo 1.3.4, o espaco quociente T ¢ o plano projetivo
IRP? e, de acordo com o Exemplo 1.2.3, Zl & o RP! que é homeomorfo a S*.
2 gt .
Seja g : T tal que ¢g(T) = f(z).
Temos que g estd bem definida, pois dados =,y € S—z, se T = 7, entdo x = y ou

x = —y. Assim, f(z) = f(y) ou f(z) = f(—y) = —f(y). Disto, temos que

9(@) = f(z) = {f(z), = f(@)} ={f), —fW)} = fly) = 9(¥).

Além disso, o diagrama abaixo comuta
f

S? St
) |
. s

A A

uma vez que, para todo x € 5'2, temos

(pro f)(@) =pi(f(2)) = f(z) = 9(T) = g(p2(2)) = (g © p2)().
Mais ainda, a aplicacdo g é continua, pois, como f e p; sdo continuas, para todo
1

aberto U de SZ’ temos que (p; o f)"'(U) = f H(p1(U)) é um aberto em S?. Pela

comutatividade do diagrama,

3 (g7 (U)) = (g 0 po)  (U) “" 2 (py o 1) H(U)

2

& um aberto de S%. Como py : S* — T ¢ uma aplicacio quociente, g~ '(U) é um
2
aberto de —.

Consideremos o homomorfismo induzido no grupo fundamental

52 St

S? St
Sabemos que II; (Z) > Zs e 114 (Z =~ 7. (vide Exemplos 1.3.4 e 1.2.3). Entao,

a menos de isomorfismo, ¢y : Zy — Z é o homomorfismo trivial, j4 que Z nao tem
nenhum subgrupo de ordem dois.
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Agora, considere a : [ = [0,1] — S? um caminho tal que a(0) = zo e a(1) = —x,
para algum z, € S. Entdo, foa : I — S' é um caminho tal que

(foa)(0) = f(zo) e (foa)(l)= f(—z0) = —f(w0).
M) pois
(p1o foa)(0)=pi(f(zo)) = f(wo) = p1(—f(20)) = (pro foa)(l).

1
Se denotamos por cyroy 0 caminho constante no ponto f(zo) € e temos que

=2

Consequentemente, [p; o foal € Iy (

[p1ofoal # [Cf(xo)]' ()
De fato, se [p1 o f o a] = [cgo5], como [c5] = [p1 0 ¢4(y)], entdo
[p1ofoal= [Cf(;fo)] = [p1o Cf(xo)}-

Ou seja, py o foa ~p1ocpay. Por (foa)(0) = f(z0) = cru)(0) e (profoa)(l) =
f(xo) = p1(f(m0)) = (P1 © Cfap))(1), 0 Teorema 1.3.4 garante que f oo ~ cfuy) €
—f(xo) = (foa)(1) = cp@y) (1) = f(x0), 0 que é um absurdo.

2

Por outro lado, note que ppoa : [ — a1 é um laco baseado em T;, uma vez que

(p2 0 @)(0) = pa(w0) = Ty = p2(—20) = (p2 © )(1)
52

e, portanto, [ps o o] € II; (Z,x_o).

Ainda,

_ @)
gellp2oal) = lgopaoal " [pro foa] # [eggyl.

Mas isso nos d4 uma contradi¢ao, uma vez que, como observado anteriormente, g; é o
homomorfismo trivial.

Portanto, nio existe aplicacdo continua f : S*> — S! que preserva pontos antipodais.

Caso n > 2: A prova deste caso usa grupos de cohomologia e produto cup, tal prova
pode ser encontrada em Massey (1991, Teo.2.4, p.397), [5]. |

A partir do lema anterior podemos provar o Teorema classico de Borsuk-Ulam:

Teorema 2.1.1. (Teorema de Borsuk-Ulam) Dada qualquer aplicagdo continua
f:8" = R", n>1, existe um ponto x € S™ tal que f(z) = f(—x).

Demonstracao: Seja f : S — IR" uma aplicacao continua. Suponha que, para
todo x € S", f(x) # f(—x).

Considere a aplicacao continua F : S™ — S™! definida por

f@) = f(=x)

o == ol

Observe que, para todo x € S",
SR @) f@) - fn)
P = T = @l ~ @ = f=ol

ou seja, F' preserva pontos antipodais, contradizendo o lema anterior. Portanto, existe
x € S" tal que f(z) = f(—x). |

—F(x),
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2.2 Generalizacao do Teorema de Borsuk-Ulam

O objetivo, nesta secdo, é apresentar uma generalizagdo do Teorema de Borsuk-
Ulam, dada em Vendriscolo, Desideri e Pergher (2011), [8].

Dado um espaco topologico X, recordemos (Definicao 1.3.6) que uma aplicagao
continua 7" : X — X é uma involucao sobre X se T'oT' = Idx e a involucao é livre se
T(z) # x, para todo x € X.

Note que, como ja vimos anteriormente, A : S — S™ é uma involugao livre
e o Teorema de Borsuk-Ulam (Teorema 2.1.1) nos diz que, considerando a tripla
{(S", A);IR"}, para toda aplicacdo continua f : S™ — IR", existe um ponto = € S"
tal que f(x) = f(A(z)). Isto motivou a generalizacdo para a condicdo de “satisfazer
o Teorema de Borsuk-Ulam”, abreviadamente referido como condi¢ao “BUT”, que sera
abordada aqui, com destaque para a prova de um resultado dado pelos autores men-
cionados que fornece um critério algébrico para uma tripla {(X,T);IR?} satisfazer
BUT.

Defini¢ao 2.2.1. Sejam (X,T) um par, onde T € uma involucao livre sobre X, e
Y um espago topoldgico qualquer. Dizemos que {(X,T);Y} satisfaz o Teorema
de Borsuk-Ulam (abreviadamente, satisfaz BUT- Borsuk-Ulam Theorem) se, dado
qualquer aplicacao continua f : X — Y, existe pelo menos um ponto x € X de modo

que f(z) = f(T(x)).
Exemplo 2.2.1. Como observado anteriormente, {(S™, A);IR"} satisfaz BUT.

Nesta secio, vamos considerar Y = IR? e apresentar uma condigdo para {(X,T), IR?}
satisfazer BUT.

Definigao 2.2.2. Considere (X,T) e (Y,S) dois pares, onde T e S sio involugdes sobre
X eY, respectivamente. Dizemos que uma aplicagao continua f: (X, T) — (Y,S) é
uma aplicaga@o equivariante se, para todo x € X, temos f(T(x)) = S(f(x)), ou seja,

foTl =Sof.

Observagao 2.2.1. Sejam (X,T), (Y,S) e (Z,P) trés pares, onde T, S e P sao
involugoes sobre X, Y e Z, respectivamente. Se f : (X, T) — (V,S) e
g  (Y,S) — (Z,P) sao aplicagées equivariantes, entdo a aplicagio composta
gof (X, T) — (Z,P) é uma aplicacao equivariante. De fato, como composta de
aplicacoes continuas € continua, temos que g o f € continua. Além disso, para todo

re X,
foT=Sof

(go N(T(x) = g(f(T(2)))

go

- 9(S(f(x)))
=" P(g(f(x))) = P(fog)()),

de onde seque que go f € uma aplicacao equivariante.

n

Lema 2.2.1. Sejam (X,T) e (S',A) dois pares, onde T ¢é uma involucdo livre
sobre X e A € a aplicacdo antipodal sobre S'. Existe uma aplicacio equivariante
g: (X, T)— (S, A) se, e somente se, {(X,T);R*} ndo satisfaz BUT.

Demonstracgao: (=) Por hipotese, existe uma aplicacdo equivariante
g: (X,T) = (S'A), assim goT = Aog. Considere j : S* — IR? a aplicacdo
inclusdo e f:= jog: X — IR% Entdo, f é continua. Além disso, para todo z € X,

F(T(x)) = (j o g)(T(x)) = j(9(T(x))) “"=" j(A(g(x))) = A(g(x)) = —g(x).
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Por outro lado,
f(@) = (G og)(x) = g(x),

para todo z € X.

Logo, f(T(x)) # f(z), para todo z € X, e, portanto, {(X,T);IR?} nio satisfaz
BUT.

(<) Se {(X,T);IR?} nao satisfaz BUT, entdo existe uma aplicacio continua
f: X — IR? tal que f(x) # f(T(z)), para todo x € X. Assim, a aplicacdo con-
tinua ¢ : X — S, dada por

M) = ) = @) T
estd bem definida e
o(T(x)) f(T(x)) — f(T(T(x))) f(T(x)) — f(=z)
| f(T'(z)) = f(T(T(x))) | | f(T'(z)) = fz) |l
x)— f(T(x
- T T R A
Logo, g ¢ uma aplicacao equivariante. [

Lema 2.2.2. Sejam (X,T) e (Y,S) dois pares, onde X e Y sdo espagos de Haus-
dorff conexos e T e S sao involucoes livres sobre X e Y, respectivamente. Considere

X Y
g: (X, T) — (Y,S) uma aplicagao equivariante e p: X — — eq:Y — ] as apli-

T
cacoes quocientes. Entao, g induz uma aplicacao continua q : T — 5 de tal forma
que o diagrama abaizo € comutativo
X g Y
| I
X 3 Y
T 5

Demonstracao: As aplicacoes quocientes p e ¢ sao dadas por

plx)=7={z,T(x)} e qly) =y=1{y,SW)}

Pela Proposicao 1.3.5, p e ¢ sao projecoes de recobrimento. Tome a aplicagao

Y
g: X — 3 definida por

9(x) = (gog)(x) = g(x) = {g(x), S(9(x))}-

Como, por hipdtese, g é equivariante, segue que goT' = S o g e, entao,

g(x) = {g(x), 9(T(x))},

para todo x € X.
Note que g é continua, uma vez que ¢ e g sao continuas, e g ¢ constante nas classes
de equivaléncia determinadas por T, pois

9(T(x)) = {9(T(2)), g(T(T(x)))} = {9(T(x)), 9(2)} = g(x), V& € X,
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- X Y
Assim, ¢ induz a aplicacao g : T — ] definida por

9(z) = g(x).
Observe que
(gog)(x) =g(z) =7(z) = (gop)(x),
ou seja, o diagrama abaixo comuta

X Y

\
P q
X Y

T 9 S’

Q

Y
Além disso, g é continua, pois, para todo aberto U de g como ¢ o g é continua,

(o g) " (U) é um aberto de X. Pela comutatividade do diagrama acima, temos que
(Gop) ' (U) = (g09)""(U)

¢ um aberto de X. Mas (gop) (U) =p (g *(U)) e, como p: X — % é a aplicacao

quociente, segue que g~ (U) é um aberto de ; |

Definicao 2.2.3. Um elemento g de um grupo multiplicativo G € chamado um ele-
mento de tor¢ao se eriste um inteiro positivo m tal que g™ = 1, onde 1 denota o
elemento neutro do grupo e g™ indica o produto de m cdpias de g. Um grupo é chamado
grupo de tor¢ao (ou periddico) se todos os seus elementos sao elementos de tor¢ao.
E um grupo € dito grupo livre de torgcao, se o seu unico elemento de torcio € o
elemento neutro.

Observagao 2.2.2. Notemos que se G € um grupo aditivo, um elemento g € G € de
torcao se existe um inteiro m > 0 tal que mg = 0.

Exemplo 2.2.2. Todo grupo G ciclico infinito (em particular, o grupo Z) é um grupo
livre de torcao, uma vez que g" = 1 se, e somente se, g =1, onde g € G e m € um
inteiro positivo (considerando aqui G multiplicativo).

Vejamos a seguir o resultado que da um critério algébrico para uma tripla
{(X,T); IR*} satisfazer BUT.

Teorema 2.2.1. Seja (X,T) um par, onde X é um espaco de Hausdorff conexo por
caminhos e T € uma involucao livre sobre X. Fize um ponto a € X e considere

X
o homomorfismo induzido no grupo fundamental p; : 11,(X,a) — 1L (7@)’ onde

S]]

X
=pla) ep: X — T é a aplicagiao quociente. Seja hyx : I1(X,a) = Hy(X)
o homomorfismo de Hurewicz, onde Hy(X) € o Z-grupo de homologia (singular)

X
1-dimensional de X. Se ezistir [a] € 1 (Tﬁ) — py(ILi(X, a)), tal que h%([a])

X
¢ um elemento de torcao de H, (?), entdo {(X,T);IR*} satisfaz BUT (sendo e

um lago em T baseado em 6).
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Demonstracdo: Suponha, por contradicdo, que {(X,T);IR*} ndo satisfaz BUT.
Usando o Lema 2.2.1, segue que existe uma aplicacdo equivariante
F:(X,T)— (S', A), ou seja, F continua satisfazendo F(T(z)) = A(F(x)) = —F(x),
para todo z € X. 1

S
Considere a aplicacdo quociente ¢ : S' — R qy) =7 =A{y, Aly)} = {y, v},
para todo y € S*.

Pelo Lema 2.2.2 e sua demonstracao, segue que F' induz a aplicacao continua
- X St
F:T%Idadapor

F(@) ={F(z), F(T(x))},
onde T = p(x) = {z, T(x)}. Além disso, o diagrama abaixo comuta
F
S S o

l

7 St
__F 9

A

N[ <

ou seja, go F' = F op.

X
Considere [a] € II; (T,E) —ps(II1 (X, a)) tal que h%([a]) ¢ um elemento de tor¢ao

X
de H; T/ que existe pela hipotese (com a um lago em — baseado em d).

Tome z = F(a), entao

_ oF=Fop — -
z=q(2) =q(F(a)) "' =" F(p(a)) = F(a).
De acordo com a Proposicao 1.7.1, temos que o diagrama abaixo ¢ comutativo

I (X, @) —— (5", 2)

) I
X F St
(o) ——m (%)

() —rn (%)

X
Sendo h%([a]) um elemento de torcao do grupo abeliano H; (?), que vamos

denotar aqui aditivamente, existe r € IN* tal que r (h%([a])> = 0. Como F, é um

homomorfismo, segue que

r (P (hg (o)) =F. (r (hx (D)) = F.0 =0,

— Sl 1
e assim, F, <h%([oz])) ¢ um elemento de tor¢ao de H (Z) Mas H; <—> ~ 7

(Exemplo 1.7.1) é um grupo livre de tor¢ao, logo

F. (hy(la)) =0. ()
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X
Pela Proposicao 1.3.1, para o lago @ em —, onde a(0) = @ = (1), temos que existe

a

um levantamento a: I — X tal que a(0) =a e poa =q.

Sabendo que p(a(l)) = a(l) = a = p(a) = p(T(a)),
a(l) =T(a). Se a(1) = a, entao [a] € 11;(X, a), assim

segue que a(l) = a ou

[a] = [poa] € py(I11(X, a)),

X
o que contradiz a hipotese, pois tomamos [a] € II; (Tﬁ) — py (I1;(X, a)). Logo,
a(l) =T(a).
Como F' & equivariante, o caminho Foa : I — S* é tal que

(Foa)(0)=F(a(0)) =F(a) =2 e (Foa)(l)=F(a(l))=F(T(a)) =—-F(a)=—=z.

Escolha um gerador [y] € M;(S*,2) = Z (Teorema 1.2.1) e seja p : I — S* um

Sl
caminho, tal que u(0) =z e u(l) = —z, e [go u] seja um gerador de IT; (Z’ z) =7
(Exemplo 1.2.3). Dai,

a([V]) =lgov] = [(qgop) * (qou)] =[gopu] +gopul =2 [gopu]. (11)

Considere o caminho (Foa)*pu ' : I — S', entdo

(Foa)xpu)(0)=(Foa)0)=z=pn""(1)=((Foa)u )1),

ou seja, [(Foa)*u '] € I(S', z). Como [y] é gerador de I1,(S*, 2) = Z, segue que,
para algum m € Z, temos

(Foa@)*p™]=m[]
entdo, por gz ser um homomorfismo,

(I

g:([(F o @) p™)) = gs(m 1)) = m qx((7]) © 2m [go p).

Por outro lado,

G((Fod)xp™]) = [go((Fod)xp )] = [(qoFod)*(qou ")
= lgoFoa]l—lgou,

uma vez que g o i~ tem a orientacdo contraria a de ¢ o p.
Portanto,

lgo Fod] —[gou] = 2m [go ),
isto é,
[qoFoal=02m+1) [gop]

Sl
Z,E) = Z, entdo [go Foal = 2m + 1) [go ]
corresponde a um elemento impar em Z pela identificagdo. Logo, [go F o a] # 0.

Além disso, pela Observagao 1.1.3 (item (i7)) e pelo Teorema de Hurewicz (Teorema
1.7.2), temos que hs é um isomorfismo, assim, hg ([go F o al) # 0.

A A

Como [q o p] é gerador de II; (
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Por outro lado,

ha(goFodl) ™= ha([Fopod)) "= ha([Foal) = ha (Fula)

h Ofu :F* Oh‘l
T

= 7 F(hx(e)) 2 o

sl
A

o que nos leva a uma contradicao.

Logo, {(X,T);IR?} satisfaz BUT. u

Corolario 2.2.1. Seja (X, T) um par, onde X € um espago de Hausdorff conexo por
caminhos e T € uma involucao livre sobre X. Se I11(X) é um grupo de tor¢ao (que
inclui o caso em que X = S%, a esfera unitdria bidimensional), entio {(X,T);IR*}
satisfaz BUT.

- . X N
Demonstragao: Escolha um ponto base a € X e sejam p : X — T a aplicacao

quociente e @ = p(a).

T
de recobrimento de duas folhas tendo como grupo de automorfismos de recobrimento

X
G <X ‘ T) = {Id, T}. De acordo com a Proposigio 1.3.4, segue que p;(I;(S")) tem

X
Pela Proposicao 1.3.5 e pela Observacao 1.3.5, temos que (X,p, —> ¢ um espaco

indice dois e, portanto, py(I1;(S')) é normal, assim (X,p, ?) ¢ um recobrimento

regular. Logo, pelo Corolario 1.3.9,

I, (%)

pL(X.a)  *

X
Assim, existe [a] € Iy (?,a) —py(IL (X, a)). Como o subgrupo quociente tem or-

dem dois, segue que a classe de [a]® no quociente é nula, o que equivale a
o]? € py (T (X, a).

Por hipotese, II;(X,a) é um grupo de torcdo, entdo, para todo [f] € II;1(X,a),
existe r € IN* tal que []” = 1, onde 1 indica a classe do caminho constante ¢, em
X. Dai, (p4([5]))" = ps([5]") = ps(1) = 1, ou seja, py([f]) é um elemento de torgao e,
portanto, p;(I1;(X,a)) é um grupo de tor¢do. Assim, como [a]* € py(I1;(X, a)), existe
n € IN* tal que

e portanto, [a] € um elemento de torgao de Iy i a ). Por h¥ ser um homomorfismo,

X
segue que h%([a]) é um elemento de tor¢ao de H; <T>

Logo, pelo Teorema 2.2.1, {(X,T);R?} satisfaz BUT. |

Corolario 2.2.2. Consideremos X e Y espacos de Hausdorff conexos por caminhos,
T : X — X uma involucdo livre ¢ S : Y — Y uma involucao que possui pelo menos

X
um ponto fizo. Se existe [ € Iy <T> — (p1)s(IL (X)) tal que h%([a]) € um elemento
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X
de tor¢cao em Hy (T)’ sendo (p1); 0 homomorfismo induzido da aplicagdo quociente
X
P X — T entdo {(X xY, T x S);IR?*} satisfaz BUT, onde Tx S : X xY — X xY ¢é
a involugdo produto definida por (T'x S)(z,y) = (T(x),S(y)), para todo (xz,y) € X xY.

Demonstracao: Note que 7' é uma involucgao livre, entdo T'(x) # z, para todo
r € X, assim

(T < S)(x,y) = (T(x), S(y) # (2,y), V(z,y) € X XY,

ou seja, T' x S é um involugao livre sobre X x Y.

Tome a € X e @ = p1(a). Seja c € Y tal que S(c) = ¢ (que existe por hipotese).
Considere as aplicagoes quocientes

Y X xY
Y — X xY
Pa:¥ =g € PrAXY T TS

e seja (a,c) = p(a,c).
Defina as aplicacoes

b (X,T) — (X xY,TxS) e ¢q: (XxY,TxS) — (X,T)
r — (x,¢) (x,y) — =x.

Temos que ¢. e ¢ sao aplicacoes equivariantes, uma vez que ¢. e ¢ sao continuas e

¢e(T(2)) = (T(x),¢) =" (T(x),5(c)) = (T x )(x,¢) = (T x 5)(¢e())

e
q((T'x S)(z,y)) = ¢(T(2),5(y)) = T(x) = T(q(z, y))-
Pelo Lema 2.2.2 e sua demonstracao, ¢. e ¢ induzem as aplicacoes continuas
5'X_>X><Y _'XXY_>X
T TS ¢ TS T
T o 67) = 9u(@) = (2,0) () = () =aley) =7
tais que os seguintes diagramas sao comutativos
X—% . XxY Xxy—"* X
Plj LP Pl Lm
X X xY X xY X
T b TxS T xS [ T
ou seja, po ¢, = ¢, op; e p;oq=gop. Deonde segue que

pio(@e)s = (P)so () e (p1)sogqs =qyops

Notemos que,

@0 6)(®) =7(0.(7) =7 ((,0)) ==

~—
~—

ou seja, q o EC ¢ a aplicagao identidade de

elis
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T
X .
em H (T) (dado pela hipdtese).

De acordo com a Proposicao 1.7.1, temos o diagrama comutativo abaixo

X _ (@)1 X XY ——
0 (Fo)— o (2 )

hXL LhXxY
T TxS

X (o) X xY
H, | — H .
1(T) 1(sz)

Como (¢,), & um homomorfismo e h%([a]) ¢ um elemento de tor¢ao de H; T)’

X xY
T xS

X
Tome [a] € TI; (—,a) — (p1);(I1: (X, a)) tal que h%([a}) é um elemento de torgao

temos que (,), (h%([a}» é um elemento de tor¢ao de H; ( ) Assim,

hXXY O(ac)ﬁ:(ac)*oh

hiey ([.00]) = hyy (@)(le]) 77 = (@) (hy (o))

TxS TxS

=<

X xY
TxS )

Provemos que [¢, o a] ¢ py(I1}(X x Y, (a,c))). Se [¢, 0 a] € py(ILL(X x Y, (a,c))),
entdo existe [y] € I} (X x Y, (a,c)) tal que

¢ um elemento de torcao de H; (

pi([]) = [6c 0 0]

Assim, como go ¢, = [d%, temos

o] = (1ay) (&) = @odJle) = [@edoa]l = g(d.0a)
= a0 E poiab)) € ()(L(X.a).
o que nos da uma contradigdo pela maneira como consideramos [a].  TLogo,

[6c0a] & py(ThL(X < Y, (a,0))).
Portanto, existe [¢, o a] € II; (?—ig,@) — (I (X x Y, (a,c))) tal que

XxY
E ;< S)' Usando o Teorema 2.2.1,

obtemos que {(X x Y, T x S);IR?} satisfaz BUT. |

hxxy ([¢. 0 a]) é um elemento de torgdo de H, (

Observagao 2.2.3. (i) Relativo a um par (X XY, T x S), onde T' é uma involugao
livre sobre X, podemos ver que se Z é um espago topologico tal que {(X,T); Z}
satisfaz BUT e S tem um ponto fizo, entao {(X x Y,T x S); Z} satisfaz BUT.
De fato, suponha que S(c) = ¢, para algum ¢ € Y. Para toda aplica¢iao con-
tinua f : X XY — Z, considere a aplicagao continua ]7: X — Z, dada por
f(z) = f(x,c). Uma vez que {(X,T);Z} satisfaz BUT, existe xo € X tal que

f(zo) = f(T(x0)). Dai, para (xo,c) € X XY,

S(e)=c

f(T(wo)) = f(T(x0),¢) "= " f(T(x0), S(c))
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e assim, {(X x Y, T x S); Z} satisfaz BUT. Entretanto, se S é uma involu¢ao
livre sobre Y, ou seja, sem ponto fixo, entao nao temos nenhum modo topoldgico
(natural) que leva a provar que {(X XY, T x S); Z} satisfaz BUT, mesmo quando
{(Y,S); Z} também satisfaca BUT (como observado em Vendriscolo, Desideri e
Pergher (2011), [8]).

(ii) Poderiamos provar o Coroldrio 2.2.2 usando o raciocinio feito em (i), pois da
hipdtese do coroldrio e do teorema anterior, seque que {(X,T);IR?} satisfaz BUT
e ainda, por hipdtese (do coroldrio), S tem um ponto fizo c. Logo, como em (i),
conclui-se que {(X x Y, T x S);IR*} satisfaz BUT.

Na sequéncia exibimos um exemplo que mostra que se nao exigimos no Corolario
2.2.2 que a involucao S tenha ponto fixo (ou seja, se S for uma involugao livre) e valer
as demais hipoteses do corolario, entdo a tripla {(X x Y, T x S); IR?} pode nao satisfazer
BUT.

Exemplo 2.2.3. Considere (S*, A) e (S, A), onde A ¢ a aplicacio antipodal em

cada esfera. Sabemos, por considerar (X,T) = (5%, A) no Coroldrio 2.2.1 (e sua
2
demonstracao), que existe [a] € 11, Z,E) — (p1)3(I11(S%, @) tal que hs([a]) é um
A
2
elemento de tor¢ao de Hy (SZ) e que {(S?, A); IR*} satisfaz BUT.

Temos, claramente, que S == A : S* — S ndao tem ponto fizo.
Mostremos que {(S* x S*, Ax A);IR*} ndo satisfaz BUT. De fato, tome a aplicagio

g=jogq: S*x S — IR?
(z,y) = y

onde q : 5% x S' — S* ¢ a aplicacio projecio na sequnda coordenada e j : S* — IR? é
a aplicagao inclusio. Temos que g é continua e, para todo (z,y) € S* x S*,

9(z,y) =y # —y = g(—z, —y) = g(A(z), A(y)) = 9((A x A)(z,y)),
assim, {(S% x S*, A x A);IR?*} ndo satisfaz BUT.

2.3 Um invariante topolégico vindo da generalizacao
do Teorema de Borsuk-Ulam
Dados n < m, com n,m € IN, considere a aplicacao inclusao
j: (8" A) = (8™ A),
onde A indica a aplicagao antipodal em cada esfera. A aplicacao j é equivariante, pois
J(A(2)) = j(=2) = —z = A(x) = A(j(x)), Vo € 5"

Lema 2.3.1. Considere Y um espago topologico e (S™, A), (S™, A) e (SP, A) trés pares,
onde A indica a aplicacao antipodal em cada esfera.

(1) Se {(S",A);Y} satisfaz BUT, entao {(S™,A);Y} satisfaz BUT, para todo
m>n;
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(17) Se {(S", A); Y} nao satisfaz BUT, entao {(S?, A);Y} nao satisfaz BUT, para
todo p < n.

Demonstracgao:

(7) Admita que {(S™, A); Y} satisfaca BUT. Vamos supor que exista m > n tal que
{(S™, A); Y} nao satisfaz BUT. Entdo existe uma aplica¢do continua g : S™ — Y
tal que g(x) # g(A(x)), para todo x € S™.

Como m > n, segue que a aplicagao inclusao j : (S™, A) — (S™, A) esta bem
definida e temos que jo A= Ao j.

Assim, a aplicacao composta go j : S™ — Y é continua e, para todo x € S™,
9(j(2)) = g(z) # g(A(z)) = g(A(j(2))) = 9(J(A(x)))

Logo, existe goj : S™ — Y continua tal que (goj)(x) # (9o j)(A(x)), para todo
x € 8", e assim, {(S", A); Y} nao satisfaz BUT, o que contradiz a hipotese.

Portanto, {(S™, A); Y} satisfaz BUT, para todo m > n.

(ii) E consequéncia de (i), pois se {(SP, A); Y} satisfaz BUT, para algum p < n,
entao, por (i), necessariamente, {(S™, A); Y} satisfaz BUT, o que nos da uma
contradicao. [ ]

Com base no lema anterior, considerado os pares (S™, A), n > 0, fica consistente a
seguinte definicao:

Definicao 2.3.1. Dado um espaco topoldgico Y, dizemos que
(i) BUT(Y) = o0, se {(S", A); Y} nao satisfaz BUT, para todo n € IN;
(1) BUT(Y') =n, sen é o menor numero natural tal que {(S™, A); Y} satisfaz BUT.

Exemplo 2.3.1. BUT({zo}) = 0, para qualquer espaco unitdirio Y = {x¢}, pois
{(S°, A); {x0}} satisfaz BUT, onde S° = {—1,1}, uma vez que a inica aplicacio con-
tinua f : S° — {x0} € a constante e, assim, f(x) = f(A(z)), para todo v € S°.

Exemplo 2.3.2. BUT(IR") = n, para todo n > 1, pois {(S" ', A);IR"} nao satisfaz
BUT, ji que existe a aplicacio inclusio j : S™' — IR" satisfazendo j(x) = x #
—x = j(—x) = j(A(x)), para todo x € S"*. Porém, {(S", A);R"} satisfaz BUT, pelo
Teorema de Borsuk-Ulam (Teorema 2.1.1).

Exemplo 2.3.3. Se Y ¢ um espaco com pelo menos dois pontos, entdo BUT(Y) > 1,
pois {(S°, A); Y} ndo satisfaz BUT. De fato, tome Y contendo {a,b}, com a # b.
Ewiste, por exemplo, a aplicacdo continua f : S° — Y, dada por f(1) =a e f(—1) =b
tal que f(x) # f(A(z)), para x € {—1,1}. Assim, {(S°, A);Y} ndo satisfaz BUT.

Exemplo 2.3.4. Se' Y € um espaco com pelo menos dois pontos, munido da topologia
discreta, entdo BUT(Y) = 1, em particular BUT(S®) = 1. Com efeito, pelo exemplo
anterior BUT(Y) > 1 e, para toda aplicacio continua f : S' — Y, temos que f(S')
¢ conexo, pois S é conero. Mas os tnicos conexos de um espaco discreto sdo 0s
conjuntos com um tnico ponto e o vazio, assim, f(S') = {x¢}, com 2o € X. Logo,

para todo v € S*, f(z) = xo = f(A(x)) e, portanto, {(S*, A);Y} satisfaz BUT.
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Exemplo 2.3.5. Para Y = {a,b} com a topologia cadtica T = {0,Y}, temos
BUT(Y) = oo, pois, podemos tomar, para todo n > 0, um subconjunto P C S", tal
que PUA(P) = S" e PNA(P) =0, assim existe uma aplicagcao continua f : S =Y,
onde f(P) ={a} e f(A(P)) = {b}. Dai, seque que f(x) =a # b= f(A(x)), sex € P,
ou f(x) =b# a= f(A(x)), se x € A(P). Logo, f(x) # f(A(x)), para todo x € S™.
Portanto, {(S", A); Y} nao satisfaz BUT.

Exemplo 2.3.6. BUT(S™) > n, para todo n € IN, uma vez que, para a aplica¢cdo
identidade Idgn : S™ — S", tém-se Idgn(z) = x # —x = Idgn(—2x) = Idg-(A(x)), para
todo x € S", e assim, {(S™, A); S™} ndo satisfaz BUT.

Proposicao 2.3.1. Sejam Y e W espacos topologicos. Se existe uma aplicacao con-
tinua e injetora h : Y — W (em particular, se Y € um subespago de W), entdo

BUT(Y) < BUT(W).

Demonstracao: Note que se BUT (W) = oo, entao, claramente, BUT(Y) <
BUT(W).

Suponha que BUT(W) = m.

Seja f : S™ — Y uma aplicacao continua qualquer e considere a aplicagao composta
ho f:S8™ — W. Temos que ho f & continua, pois h e f sdao continuas.

Como {(S™, A); W} satisfaz BUT, entao, para a composta h o f, segue que existe
xo € S™ tal que

h(f (o)) = h(f(A(20)))-

Por h ser injetora, segue que f(zg) = f(A(xo)). Assim, {(S™, A); Y} satisfaz BUT.
Logo, BUT(Y) < BUT(W). n

Corolario 2.3.1. BUT(Y) € um invariante topoldgico.

Demonstracao: Sejam Y e W espacos homeomorfos e f : Y — W um homeo-
morfismo. Pela proposi¢do anterior, BUT(Y) < BUT(W), uma vez que f é con-
tinua e injetora. Mas f~! : W — Y, também, é continua e injetora e, portanto,
BUT(W) < BUT(Y). Logo, BUT(Y) = BUT(W). [

Exemplo 2.3.7. BUT(S" — {P}) = n, onde P = (0,0,...,0,1). De fato, temos que
S™ — {P} e R"™ sao homeomorfos (pela projecio estereogrdfica). Logo, pelo Exemplo
2.3.2 e pelo Coroldrio 2.3.1, seque que BUT(S™ — {P}) = n.

Observacao 2.3.1. BUT(Y') ndo € um invariante homotdpico. Tome, por exemplo,
Y = {x0} (zg um ponto qualquer de R) e W = IR. FEsses espacos tém o mesmo tipo
de homotopia (vide Exemplo 1.2.4), mas BUT ({zo}) =0 <1 = BUT(IR), como visto
nos Exemplos 2.3.1 e 2.3.2.



3 Versao fraca do Teorema de
Borsuk-Ulam

Neste capitulo, apresentamos uma versao fraca (Weak) do Teorema de Borsuk-Ulam
(referida como WBUT), dada por Vendrusculo, Desideri e Pergher (2011), [8], usando
triplas {(X,7); G}, com (X, T) um par, onde X é um espaco topologico equipado por
uma involucao livre 7', e G um grupo topoldgico.

O capitulo estd dividido em quatro secoes. Na primeira secao, apresentamos a
definicao da versao fraca WBUT, relacionamos tal condicao com a condicao BUT
abordada no capitulo anterior e ilustramos com alguns exemplos. Na segunda secao,
analisamos o caso especifico em que o grupo topolégico é o toro bidimensional T,
apresentamos a prova detalhada de um resultado que da um critério algébrico para
{(X,T); T?} satisfazer WBUT (dado pelos autores). Na se¢io seguinte, considerando
superficies fechadas S equipadas de involucao livre, apresentamos um resultado que da
uma equivaléncia entre a versdo fraca WBUT para as triplas {(S, T'); T?} e a condicdo
BUT para {(S,T),IR?}. Por ultimo, na quarta secio, apresentamos um invariante
topologico (na categoria de grupos topologicos) obtido da versao fraca WBUT e apre-
sentamos alguns exemplos e resultados. Este invariante, por nés definido, é similar ao
que foi dado pelos autores citados acima, para a condigao BUT e abordado no capitulo
anterior.

3.1 Definicoes e Exemplos

Definicao 3.1.1. Seja G um conjunto nao vazio munido de uma operacao, que vamos
denotar multiplicativamente. Dizemos que G € um grupo topoldgico se:

(a) (G,-) € um grupo;
(b) G € um espago topoldgico;

(¢) a operacao (g1,92) — g1-go de G X G em G € uma aplica¢o continua do espago
produto G x G no espaco G;

1

(d) a aplicagao inversao i : G — G, dada por i(g) = g, € continua.

Exemplo 3.1.1. O grupo Zs, das classes de restos modulo 2, é um grupo topoldgico.
De fato, temos que Zy = {0,1} € um grupo aditivo e podemos considerar Zs como
um espago topoldgico (Zs,T), tomando a topologia discreta T = P(Zsy), das partes de
Zy. E ficil ver, considerando em Zq X Zsy a topologia produto (que serd a topologia
discreta associada a esse conjunto), que as aplicacées h : Ly X Ly — Zs, dada por
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MZ,y) =T+7, ei: Ly — Lo, dada por i(T) = —T (que neste caso é a aplicagao
identidade), sao continuas.
Mazis geralmente, todo grupo com a topologia discreta € um grupo topologico.

Exemplo 3.1.2. (Toro bidimensional) Consideremos o toro visto como o espago quo-
ciente
T2 — [Oa 1] X [07 1]

onde a relagio de equivaléncia ~ identifica (x,0) com (x,1) e (0,y) com (1,y), para
todos z,y € [0,1] (Exemplo 1.5.1, (ii)). Vamos indicar a classe de equivaléncia de um
elemento (z,y) por (x,y). Assim,

']I‘2:{(x,y); nggleogygl}.

Note que

1. (2,0) = (z,1) e (0,y) = (1,y), para todos z,y € [0, 1];

r=0 ou z=1
2. (2,y) = (0,0) & e ;
y=0 ou y=1

3. Mais geralmente,

(1,91) = (T2, ) S x1—22 =1k eyy —yo =1+ ko,
com ky, ko € Z (congruéncia mdodulo 1).
Em T? temos bem definida a operacio adicdo (mod 1), indicada pela aplicacio
f:T*xT? = T?, dada por f <($1,y1), ($27y2)) = (z1, 1)+ (22,42) = (21 + 2, 41 + ¥2)-

33 31 1
Temos, por exemplo, que (— ) + ( ) = (— 0). Com esta operacio, T? é um

47 4 474 2’
grupo aditivo, onde o elemento neutro ¢ (0,0) e o simétrico de um elemento (z,y) € T?
¢ o elemento (1 —x,1 —vy). Isto é, —(z,y) = (1 —x,1 —y).
Podemos ver T? como um espaco topoldgico com a topologia quociente, tomando em
[0,1]%[0, 1] a topologia usual de IR?. Dessa maneira temos que a aplicacio f dada acima

e a aplicacdo inversao i : T> — T?, dada por i ((:c,y)) =—(z,y) =(1—x,1—y), sao
continuas.
Logo, T? € um grupo topoldgico.

Ressaltamos que o toro bidimensional é a tnica superficie compacta que admite
estrutura de grupo topologico (vide Lima (2006, Exemplo 18, Cap.5, p.179)).

Observe que dado um grupo topologico GG, a aplicagao inversao ¢ : G — G é uma
involucdo, ja que (i04)(g) = i(i(g)) =i(g7") = (¢7')"! = g, para todo g € G.
O lema a seguir (item (2)) nos mostra uma outra forma de ver quando uma tripla

{(X,T);Y} satisfaz BUT, se consideramos ¥ = G um grupo topologico. A versao
fraca, que é uma extensao da propriedade BUT, foi motivada por esse resultado:

Lema 3.1.1. Sejam (X,T) um par, onde T é uma involugdo livre sobre X, e G um
grupo topologico. Entao:
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(1) Para toda aplica¢io continua f : X — G, a aplicagio F : (X, T) — (G,1),
definida por F(z) = f(x) - (f(T(x)))™", € equivariante.

(2) A tripla {(X,T); G} satisfaz BUT se, e somente se, para cada aplica¢io continua
f: X = G, temos que F'({e}) # 0, onde F : (X,T) = (G,i) € a aplicacio
equivariante, definida em (i), F(z) = f(z)-(f (T(z)))"", e e ¢ o elemento neutro

de G.
Demonstracgao:

(1) Dada f : X — G, considere a aplicacao F : (X,T) — (G,i), definida por
F(z) = f(z)- (f(T(z)))"". A aplicacio F é continua, pois f e T sio continuas
e a operacao em (G e a inversao sao aplicacoes continuas. Além disso, para todo
r e X,

F(T(z)) = f(T(x))- (f(T(T@))" "= f(T(@) (fx)
= (f@-(f(T@)™ = (F)

Logo, F' é equivariante.

(2) Seja {(X,T);G} satisfazendo BUT, entdo, para qualquer aplicagdo continua
[+ X — G, existe zp € X tal que f(xg) = f(T(x0)), e dai multiplicando
(em G) pelo inverso de f(7T'(z)), obtemos

e = f(z0) - (f (T(0)))" = F(x0)-

Assim, existe zo € X tal que F(z¢) = e. Logo, F~'({e}) # 0. Reciprocamente,
considere uma aplicagdo continua f : X — G. Tome F : (X,T) — (G,i) a
aplicagao equivariante dada por

F(z) = f(a)- (f (T(2)))"", Yz € X.

Por hipotese, F'({e}) # @, ou seja, existe 2, € X tal que

F(zo) = f(xo) - (f (T(20)))”" = e Logo, f(xg) = f(T(z0)) e, portanto,
{(X,T); G} satistaz BUT. |

Dado um grupo topolédgico G, seja

2G = {gEG; 92:e}z{g€G; gil:g}:{geG; i(g) =g},
onde e indica o elemento neutro de G. Note que e € 2G, assim 2G # ().

Definicao 3.1.2. Considere (X,T) um par, onde T' é uma involu¢ao livre sobre X, e
G um grupo topoldgico. Dizemos que {(X,T);G} satisfaz o Teorema de Borsuk-
Ulam Fraco ou satisfaz uma versao fraca do Teorema de Borsuk-Ulam, abre-
viadamente, satisfaz WBUT (Weak Borsuk-Ulam Theorem) se, para qualquer apli-
cagio continua f: X — G, temos que F'(2G) # 0, com F : (X,T) — (G,i) sendo a
aplicacio equivariante definida por F(z) = f(z) - (f (T(z)))™".

Lema 3.1.2. Sejam (X,T) um par, onde T € uma involugao livre sobre X, e G um
grupo topologico.
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(i) Se {(X,T); G} satisfaz BUT, entio {(X,T); G} satisfaz WBUT.

(i7) Se 2G = {e}, entdo {(X,T); G} satisfaz BUT se, e somente se, {(X,T);G}
satisfaz WBUT.

Demonstracao:

(1) Se {(X,T); G} satisfaz BUT, pelo Lema 3.1.1, para qualquer aplica¢do continua
f: X = G, temos que F~'({e}) # 0, onde F : (X,T) — (G,i) é a aplicagdo
equivariante dada por F(z) = f(x)- (f (T(x)))"". Assim,

F(2G) 2 F'({e}) # 0.
Logo {(X,T); G} satisfaz WBUT.

(17) Se {(X,T);G} satisfaz WBUT, entdo, para qualquer aplicacdo continua
f: X — G, temos que F7'(2G) # 0, onde F : (X,T) — (G,i) é a apli-
cacao F(z) = f(z)- (f(T(x)))”". Como 2G = {e}, segue que F*({e}) # 0 e
assim, pelo Lema 3.1.1, {(X,T); G} satisfaz BUT. A prova da outra implicacao
é garantida pelo item (7). [

Exemplo 3.1.3. Paran impar, a tripla {(nT?,4); IR*} ndo satisfaz BUT e nem satisfaz
WBUT, onde nT? indica a soma conexa de n-toros, i é a aplicacdo inversio de nT? e
IR? € wisto como grupo topoldgico com a adicdo usual.

De fato, considere nT?, com n impar. Vamos inserir a superficie nT? em R3, de
modo que haja interseccdao dos planos xOy, xOz e yOz com a superficie nT?, dividindo-
a em oito partes simétricas, como representada na figura a sequir, para n = 3:

*Z

Figura 3.1: A superficie 3T? inserida em IR®.

Consideremos a aplicacdo inversio de nT? C IR?,

1 nT? — nT?
(x,y,2) — (—z,—y,—2).

Assim, (nT?,i) € um par, onde i € wma involugio livre sobre nT?, pois se
i(r,y,z) = (x,y,2), entio (—x,—y,—z) = (x,y,2z), de onde seque que
(z,y,2) = (0,0,0). Mas (0,0,0) ¢ nT? levando em conta a maneira como inseri-
mos nT? em IR,
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Defina f : nT? — IR? por f(x,y,2) = (x,y). Tal funcio é continua e satisfaz
flx,y,2) # fi(z,y,2)), para todo (x,y,z) € nT?, pois se f(z,y,z) = f(i(z,y,2)),
para algum (z,y,2) € nT?, obtemos que (z,y) = (—x, —y), ou seja, v =y = 0. Logo,
(0,0,2) € nT?, o que é um absurdo pelo modo como nT? foi inserido em IR3.

Portanto, {(nT?,4);IR*} ndo satisfaz BUT, quando n for impar.

Como 2IR? = {(0,0)}, pelo item (ii) do Lema 3.1.2, seque que {(nT?4);IR*} tam-
bém nao satisfaz WBUT, para n impar.

Exemplo 3.1.4. A tripla {(S°, A); Zy} satisfaz WBUT, mas nao satisfaz BUT, onde
SO = {—1,1} € visto como um espago topoldgico com a topologia discreta, A é a apli-
cacdo antipodal sobre S° e Zy € o grupo topoldgico como referido no Exemplo 3.1.1.
Notemos que 27y = {T € Zy - i(T) =7} = {0,1} = Zy e que toda aplicacio f : S° — Zs
€ conlinua.

Temos que {(S°, A); Zy} ndo satisfaz BUT, pois, por exzemplo, para a aplica¢do
continua f : S® — Zy definida por f(—=1) =0 e f(1) =1, segue que f(z) # f(A(x)),
para todo © € S°.

Vejamos que {(S°, A); Zy} satisfaz WBUT. Isto seque do fato que 2Zy = Zo, pois,
para toda aplicacio continua f : S° — Zs, ao considerar a aplicacdo equivariante
F: (8% A) = (Zy,1) dada por F(z) = f(z)-(f(A(x))) ", temos F~1(2Zy) = F~H(Z,) =
SO £ .

De modo similar ao que foi observado no final do exemplo anterior, obtém-se:

Exemplo 3.1.5. Se G é um grupo topologico com 2G = G, entdo, para todo par
(X,T), onde T € uma involugao livre sobre X, temos que {(X,T); G} satisfaz WBUT.
Em particular, vale para G = Zg X ... X Ly (n cdpias).

Defini¢ao 3.1.3. Sejam (X1,T) e (Xa, P) pares com T e P involugédes livres sobre
X e X, respectivamente. Dizemos que (X1,T) e (Xa, P) sao equivalentes se existe
um homeomorfismo f : (X1,T) — (Xo, P) equivariante.  Em particular, se
T,P: X — X sdo duas involugées livres sobre X, (X,T) e (X, P) sao equivalentes se
existe um homeomorfismo f: (X, T) — (X, P) equivariante. Isto nos dd uma relagao
de equivaléncia no conjunto de todas as involucoes livres sobre X e, portanto, podemos
considerar o conjunto quociente, que vamos denotar por Inv(X). Assim,

Inv(X) ={[T]; T ¢ involucao livre sobre X},

onde [T] = {P: X — X; P ¢é involugao livre sobre X e os pares (X,T) e (X, P) sao
equivalentes} indica a classe de T.

Note que podemos ter Inv(X) = (. Por exemplo, se X é uma superficie fechada
com caracteristica de Euler impar, entao X nao possui nenhuma involucao livre,
como visto no Teorema 1.5.4. Note ainda, que ao considerar um par (X,7) estamos

supondo necessariamente a existéncia de uma involucao livre 1" sobre X, de modo que
[T] € Inv(X) e, assim, Inv(X) # 0.

O resultado seguinte nos mostra que ser BUT ou WBUT ¢ invariante nos espagos
equivalentes.

Lema 3.1.3. Sejam (X1,T) e (Xs, P) dois pares, onde T e P sdo involugoes livres
sobre X, e Xy, respectivamente. Se (X1,T) e (Xo, P) sdo equivalentes, entao
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(7)

(i)

para cada espago topoldgico Y, temos que {(X1,T); Y} satisfaz BUT se, e somente
se, {(Xa, P); Y} satisfaz BUT.

para cada grupo topoldgico G, temos que {(X1,T); G} satisfaz WBUT se, e so-
mente se, {(Xa, P); G} satisfaz WBUT.

Demonstracao: Em cada caso, (i) e (i¢), vamos provar apenas uma das impli-
cagoes, a outra ¢ analoga.

(4)

Suponha que {(X;,T);Y} satisfaz BUT, entdo, para toda aplicacdo continua
fi: Xy =Y, existe x € Xy tal que fi(z) = f1 (T(x)).

Considere f : Xy — Y uma aplicacao continua. Como (X;,7) e (Xo, P) sao
equivalentes, existe um homeomorfismo g : (X;,7) — (Xz, P) que é equivariante,
assim, goT'= P o g.

Tome a aplicacdo composta f; = fog : X; — Y. Por valer a propriedade
BUT para {(X;,7T);Y}, para a aplicacdo continua f;, existe z; € X; tal que

fi(z1) = (fog)(x1) = (fog) (T(x1)) = fi(T(x1)), entdo
Flo(n) = f(g(T(x1)) =" f(P(g(1))),

ou seja, existe g = g(z1) € Xy tal que f(xg) = f(P(z9)). Como isto vale
para uma aplicacao continua qualquer f : Xy — Y, conclui-se que {(X,, P);Y'}
satisfaz BUT.

Se {(X1,7);G} satisfaz WBUT, entdo, para toda aplicacdo continua
fi: X1 — G, temos que F; '(2G) # 0, onde Fy : (X1, T) — (G,i) é a aplicacio
equivariante dada por Fy(z) = fi(z) - (fi (T(z))) " ei: G — G é a aplicacio
inversao.

Como (X1,T) e (X2, P) sao equivalentes, existe um homeomorfismo
g : (X1,T) — (Xy, P) que é equivariante, assim, T o g~' = g~' o P, pois
golT =Pog e géum homeomorfismo.

Seja f : Xy — G uma aplicacao continua. Tome a aplicacao composta
fi=fog: X — G e considere a aplicacio F' = Fyog ' : (X3, P) — (G,1).
Note que F' é equivariante, uma vez que é composta de aplicagoes equivariantes
(Observagao 2.2.1), e

F(z) = Fi(g ' (z)) = filg™ (@) - (F(T(g7 ()

Além disso, F~'(2G) = (Fy ogfl)_1 (2G) = (go FT1)(2G) = g (FT'(2G)) # 0,
pois F1(2G) # 0.
Logo, {(XQ, P); G} satisfaz WBUT. |
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3.2 Versao fraca do Teorema de Borsuk-Ulam asso-
ciada ao toro bidimensional

Nesta secao, apresentamos a prova detalhada de um teorema que da uma condigao
algébrica para que uma tripla {(X,T); T?} satisfaca WBUT, onde o grupo topolégico
G ¢ o toro bidimensional T2, considerado com a sua estrutura aditiva (mod 1).

Teorema 3.2.1. Seja (X, T) um par, com X um espago de Hausdorff conexo por cami-

X
nhos e T uma involugao livre sobre X. Se existe [a] € T1; <T> —py (IL(X)) tal que

X X
h%([a]) é um elemento de torcao de Hy (T)’ comp: X — T e aplicacao quociente
X
e h% o homomorfismo de Hurewicz de L entdo {(X,T); T?} satisfaz WBUT.

Demonstracao: Os argumentos seguem na direcao da prova do Teorema 2.2.1,
porém exigem técnicas mais sofisticadas. A fim de facilitar o entendimento da prova
descrevemos a seguir os principais passos:

(i) Tomar um subconjunto especial K C T? tal que i : K — K & uma aplicagdo

equivariante e considerar a aplicagao q : K — —.

_ K
(2¢) Analisar os geradores de II; (K, (xo,y0)> e II; (—,,q((wo,yg)>), onde
i

44
_ K .
g 1 (K, (xo, y0)> — 1L (7, q ((aco, yo))> em funcao dos geradores.

(#44) Supor, por contradicdo, que {(X,T); T?} ndo satisfaz WBUT. A partir dai

construir uma aplicagdo equivariante g : (X,T) — (K,i) que induz uma aplicagao
X K

g:— — —.

g T .

i
(iv) Finalmente, tomando o elemento [«] da hipdtese, obter, por um lado, que

11
(xo,%0) = ( ), bem como o comportamento do homomorfismo induzido

7, <h% ([a])) =0 (onde h¥ ¢ 0 homomorfismo de Hurewicz) e, por outro lado, usando o

argumento de soma algébrica das poténcias dos geradores em uma palavra (elemento de
K /-

IT; (—,, q <(x0,y0)>) ), obter que g, (h%([oz])) =# 0. Tendo, assim, uma contradicao.
i

De onde segue que {(X,T); T?} satisfaz WBUT.
Vamos entao a prova do teorema:
() Consideremos o toro bidimensional,

T? = {W, r,yel = [0,1]}

visto como grupo topologico aditivo, como no Exemplo 3.1.2.
Determinemos inicialmente 2T?. Temos

oT? = {m e T? i ((:E,@/)) = (%?/)},

onde i : T? — T? ¢ a aplicacdo inversdo dada por i ((x, y)) =—(z,y)=(1—x,1—y).
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Assim, i ((x, y)) = (z,y) se, e somente se, (z,y) = —(x,y), ou equivalentemente,

20 =0 ou 2x=1

(x,y) + (z,y) = (0,0) & (2z,2y) =(0,0) & e
20=0 ou 2y=1
1
:0 = —
x ou T =g
~ e
y=0 ou y=

Sejam os seguintes subconjuntos de I x I: A =

e (ore (G0
[ERERGRE!

&

(0.0) (% ’0)

Figura 3.2: Representacao de T? e alguns subconjuntos especiais.

Considere os subconjuntos (correspondentes) em T? (apés identificacoes):

Z:é:{(x,i);xel},ﬁzgz{ﬁxe]} gs{ L EI}

C =
_ D 3 — 1 1 3
D = = = Sy)iyel E Ccp<?
(e x o  ([C) st
3 V.1 31\, 3\.1_ _3 1 1< 3
1Y) r=Y=] By =rt=y 4’y’4— =7
seja K =AUBUCUD.
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A

W
il

&
A
A
0

5
o

\&\\
A
; |lI=ll

e

A1y
Wy

Y

£y
7755
22X

o
AR
i,

i
W,
ky

e

%
RS

.

=

-
siaas
25

17
s
///.-‘5‘—'

S

Figura 3.3: O subconjunto K no toro bidimensional.

Observe que K ¢ invariante pela aplicacio i : T*> — T?, isto é, i(K) = K, pois

1 — 1 — .
dado (x, 4_1) € A, temos que 17 ((:c, Z)) = <1 —x, Z) € B, assim, i(A) C B C K.

Analogamente, i(C) C D. De fato vale i(A) = B e i(C) = D (e também, i(B) = A e
i(D) = C, uma vez que i o i = Id2).
Assim, podemos considerar a aplicacao “restricao de ¢ ”, ¢ : K — K. Note que o0s

elementos de 2T? ndo pertencem a K, entdo i <(£C, y)) # (z,y), para todo (z,y) € K,
e, portanto, ¢ € uma involucao livre sobre K.

—_— 11 K
Considere (xg,y0) = (Z’Z) e ¢ : K — o aplicacdo quociente

q ((x,y)) = {(x,y),z’ <(x,y))} Note que 7 ((Io,y0)> = (2, 2) e (zo,10) € ANCNE.

(it) Para a prova serd importante conhecer melhor o homomorfismo

A ) B () )

Notemos que E C K e i(E) = E, uma vez que os elementos de £ sio da forma

1 3 1 3 1< <3 1 < <3 )
— — r,— | ou |z, — ara — <z < —e — —, € suas imagens
47y ? 47y ? 74 74 7p 4— —4 4 —y—47 g

3 1 3 1
por ¢ sao (Z’ 1-— y>, (Z’ 1— y), (1 -z, Z) ou (1 —x, Z)’ respectivamente, onde
1

1 _
Z—lgl—xgZeZ§1—y§Z,queséoelementosdeE.

Podemos ver, usando o Teorema de Seifert-Van Kampen (Teorema 1.4.1), que
Iy (K, (xo,y0)> ¢ um grupo livre nos geradores a, b, c,d e e, que podem ser repre-
sentados pelos lagos cujas imagens sao A, B,C,D e E, respectivamente (a menos de

ponto base, nos casos de B e D, considerando que K é conexo por caminhos).
Como a aplicacao inversao ¢+ : K — K é um homeomorfismo, segue, pela

Observagao 1.2.3 e pelo Teorema 1.2.4, que 44 : II; (K, (o, yo)) — II; <K,i ((:I:O,yo)>)
é um isomorfismo, em que i4(a) = b, iz(c) = d e i;(e) = e (além disso, i4(b) = a e
iy(d) = ¢), a menos de isomorfismo.
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Observe que o subconjunto E de K é Hausdorff conexo e il : E — E também é

E
uma involucao livre. Considere o espago quociente —, pela Proposicao 1.3.5, segue que
i

— E
(E, ql%, —,) ¢ um recobrimento de duas folhas.
i

K /-
Notemos que II; (—,,q ((a:o,yo))) ¢ um grupo livre em 3 geradores que vamos
7

indicar por @,y e z, um representado por um laco cuja imagem é A, outro por um

laco cuja imagem é C' e um é obtido de um “caminho fechado” em — ligando (z, 3o)
i

ai ((:Bo, y0)> (ja que i(A) = B,i(C) = D e uma “metade” de E é identificada com a

outra).

Vamos analisar as imagens por g; dos geradores a, b, c,d e e de II; (K, (zo, y0)>.

Tome o) um lago em K baseado em (z¢,%0) cuja imagem ¢ E e tal que [o)] = e

(um dos geradores de II; <K, (o, yg)> j& mencionado anteriormente). Seja u: I — K

um caminho tal que pu(0) = (zo,v0), 1(l) =i ((:co,yo)) e z = [g o u| seja um gerador
K /-

de II; (—., q ((azo, yo)>). Na figura abaixo ilustramos essa situagao em que, primeiro,
i

identificamos apenas (¢, o) a i ((xo, y0)> via aplicacao g.

(20.90) =i ((J'O- yo))

qofp

,H

i ((J:O Yo )) /
\q\

(o, yc‘)’) (0. y0) =i ((-1'0- yo))

q © 4 (duas voltas)
Figura 3.4: Analisando gy(e).

Entao, temos

g(e) = g([an]) = [goau] = [gopu] [qgop] = [gopu® = 2%

Agora, seja ap um lago em K baseado em (2, 7o) cuja imagem é A e tal que [ap] = a

<0utr0 gerador de II; <K , (o, yo)) ) Como observado anteriormente, podemos con-
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K
siderar & = [q o ao] = ¢s([]) = ¢s(a) como um gerador de I (7, q ((xo,y0)>).

. i ((.ro. yo))

(ro.0) =i ({
A a2
(0. o)

q 0 Qg

L0, Yo ))

Figura 3.5: Analisando g4(a).

Considere, agora, oz um laco em K baseado em z'((xo,yo)) cuja imagem ¢é B

e tal que [ag] corresponde ao gerador b em II; (K,z' ((xo,yo))>. Note que, para

ser mais preciso em fun¢ao do ponto base, o gerador de II; (K, (xo,y0)> é da forma

b= [i*as*p '], onde 4 é um caminho em K ligando (z¢, o) a i ((xo,y0)>, como ja

mencionado.
|
5 i ((-ro_- yo)) -
E (;_1’0_ E/O) =7 ((1‘0. 'yo))
A H
(-—TU- ;UU) q O g=q 0 o qou

Figura 3.6: Analisando g4(b).

Assim,
(b)) = qllnxasxp™]) = fgolpragxp )]
= lgop)x(goas)x(gopu )] = lgop lgoas]gop™]
= [gopullgoas][gop]” = zxz
uma vez que g oy " tem orientagao oposta a de go e [qo as] = [g o az], ja que ¢

identifica a imagem de A com a imagem de B.
Analogamente, obtemos g;(c) = y e ¢;(d) = zyz"".
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K
Desse modo, II; (—,, q ((mo, yo)>) ¢ um grupo livre nos geradores x,y e z, onde
i

gla) = x

¢(b) = zxz !

@(c) = y ()
¢(d) = zyz !

¢(e) = z2.

A abordagem seguinte sera ttil no final da prova desse teorema. Dada uma palavra
F em um grupo livre que tem uma letra u (gerador), vamos denotar por s(u) a soma
algébrica das poténcias de u que ocorrem em JF. Assim,

se Felly (K, (o, y0)> ¢ uma palavra nas letras a, b, c,d e e, seque que (I1)
K/

@(F) €I <—,,q <(x0,y0)>) ¢ uma palavra nas letras ¢,y e z,
i

com s(x) = s(a) + s(b), s(y) = s(c) + s(d) e s(z) = 2s(e). De fato, de acordo com
o que foi observado em (I), as poténcias de  que aparecem em ¢;(F) sdo as que vem
de @ e de b. Como g¢4(a) = z e q;(b) = zzz"", segue que cada poténcia de a (ou b)
em (I) corresponde a uma tnica poténcia de & em ¢y(F), assim a soma algébrica das
poténcias de & em ¢;(F) ¢ igual a soma algébrica das poténcias de a ¢ de b em F, ou

seja,
s(x) = s(a) + s(b).

Analogamente, conclui-se que

s(y) = s(c) + s(d).

Quanto as poténcias de z em g(F), considerando que ¢4(b) = zxz™", ¢4(d) = zy=
e qe) = z?, que na soma as poténcias de z originadas de b e de d se cancelam e que
cada e da origem a poténcia 2 na letra z, segue que, em g;(F),

s(z) = 2s(e).

(#4i) Vamos supor, por contradicdo, que {(X,T); T?} nao satisfaz WBUT. Entao
existe f : X — T? uma aplicacio continua com F~'(2T?) = (), onde
F:(X,T)— (T2,i) é a aplicacdo equivariante dada por F(z) = f(z) - (f (T(z)))~".

Como F~(2T?) = 0, segue que ndo existe z € X tal que F(z) € 2T% Consequente-
mente, F' aplica X em T? — 2T?, assim, podemos considerar a aplicacio equivariante

F:(X,T)— (T? —2T?i).

-1

Observe que T? — K é unido disjunta de quatro discos abertos, cada um tendo como
centro um dos elementos de 2T2. Denotemos estes discos por Dy, Ds, D3 e D,. Entao,
considerando p; : D; — {r;} — K a “projecio radial” em torno de r; € 2T%, [ = 1,2, 3,4,
podemos definir a aplicacdo (continua)

h: T?-2T? — K

(. y) H{ (

Temos que h : (T?—2T?,7) — (K,
pois

, se ) €K,
6 D, — {Tl}, [ = 1,2,3,4.

¢ uma aplicacao equivariante, isto é, hoi = ioh,
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e se (z,y) € K, entdo i ((:c, y)) € K e assim, pela defini¢do de h,

R0 () =i () =1 (n (@)

e se (x,y) € Dy —{r}, | = 1,23, 4 pode-se verificar (vide ilustrado a seguir,
para dois casos particulares, com (z,y) € Dy — {rs} e (z,y) € D1 — {r}) que

(@) e en (@) =1 (0 (@)

D, ‘ D | D, IDI | D3 /,’ ]
D (z ((l q))) :'.i (})4 ((lt/])) P, (z? (z q))) = l(pl((:rsy))) /Dl i ((l U))
D2 o i ((i‘-.ltf)) . v h ’ / o
2 (l; q)‘ I:.' 2 //«
D, Dy ((l :f')) D D, (l‘l,[":;)/‘ jpl((l 1,1)) D D,

Figura 3.7: Projecoes p;’s.

Dai, se (z,y) € D; — {r;}, para algum [ € {1,2,3,4},

n(# (@) =2 (1 () = (e (@) ) = (1 (00))-

Além disso, h é uma equivaléncia homotdpica, pois existe a aplicacao inclusao
j: K — T?—2T? de modo que hoj ~ Idg (na verdade, hoj = Idg) e joh ~ Idp_yp>.
De fato, existem as homotopias

H: KxI — K
((z,9),t) = (2,y)

Hy: T?—2T%?2x7T — T?—2T?

T =
S —~
N— S~—
— (@)
N~— SN—
I
—~| —
8| R
< <
N~— S~—
T
=
>=
= /X
N
—~ \.H
Il =
|\
N——
Il
—~
=>=
O
<
S~—
/N
—~
8
NS
SN—
N——
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Hl(@,9),0) = { i ( (%y): ZZ % i [l; —{n} =h ((x,y)) =(joh) ((x,y))

—
8
<
~—

N—

y), se (r,y) € K
(J;?y)’ se (J;?y) € Dl - {rl}

= Idz o ((2,9)

paral=1,2,3,4.
Considere a aplicagao

g=hoF:(X,T)— (K,i),

onde h e F' sao as aplicagoes referidas anteriormente. Temos que g é equivariante, pois
é a composta de aplicacoes equivariantes (Observacao 2.2.1), ou seja, goT =i o g.

X
Tome a projecao p : X — T tal que p(z) = {z,T(x)}. Pelo Lema 2.2.2 e sua
X K
demonstracao, g induz a aplicagao continua g : T — — definida por
1

9(7) = {g9(2),9(T(2))} = {g(x),i(9(x))},

com T = p(z), tal que o diagrama abaixo é comutativo

X g K
)| l
X . K
T 7

isto ¢, gog=7gonp.
Escolha um ponto base inicial v € X. Como K é conexo por caminhos, podemos
considerar (a menos de isomorfismo) que o ponto base correspondente g(v) € K seja

—_— 11
g(v) = (%0, 90) = (Z, 1)
De acordo com a Proposicao 1.7.1, temos o diagrama comutativo abaixo

() 2 (L ()
l’”f
(3) (%)

onde hx e hx indicam os homomorfismos de Hurewicz de T respectivamente.
T L 1

k3

K
Observe que H; (—) = 7 X Z x Z, uma vez que, pelo Teorema de Hurewicz
i

(Teorema 1.7.2), temos que

I, (?q <($0>y0)>>/ 0 (5) |
1L (%Q <($o,y0)>> !

12

K
ou seja, Hy (—) ¢ o grupo abelianizado de IT; (
i

com trés geradores.

K - ) .
—.,q ((Io, yg)> que é um grupo livre
i
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X
(iv) Tome, por hipdtese, [a] € II; (?,U) — py(II1(X, v)) tal que h%([a]) é um
X
elemento de tor¢ao de H, (?) . Como g, é um homomorfismo, segue que g, <h% ([a]))

K
¢ um elemento de torcao de H; (—) =7 X7 x 7. Por Z X Z X Z ser um grupo livre
i

de torcao, entao,

7. (hy(la])) = 0. (111

X
Por outro lado, como o é um laco em T tal que a(0) = 7 = «a(l), pela

Proposigdo 1.3.1, existe um caminho o : [ — X tal que poa = a e a(0) = v.
Dai, como p(a(1)) = a(1) =7 = p(v) = p(T'(v)), segue que a(1) = v ou a(l) = T'(v).
Se a(1) = v, temos que [a] € II; (X, v), assim

o] = [pea] = py((a]) € p(Th (X, ),

o que contradiz a hipotese. Logo, a(1) =T
Consideremos o caminho goa = (ho F)oa : I — K. Temos que

(g 0a@)(0) = g(a(0

~—
~—
I
Q
—
<
~—
I
—~
8
e
<
(=)
~—

(90@)(1) = g(@(1)) = g(T() "= i(g(v)) = i ((@o, o) )
Podemos tomar, como ja vimos anteriormente, o caminho p : I — K tal que
1(0) = (z0,90), p(1) =i (W) e gop seja um lago em ? representando z, ou seja,
[qo ] = z. Entdo, (goa)*p ' : I — K é um caminho tal que

((goa)xp)(0) = (go@)(0) = (zo,y0) =" (1) = ((goa) = ")(1),

assimn, [(g 0 @)+ p~"] € Ty (K, (o, o) ).
Como II; (K, (:cg,yo)) tem geradores a, b, c,d e e, entdo F = [(goa) * '] é uma

palavra nas letras a, b, c,d e e, assim,

a(F) = g5 ([(go @) x 1) (IV)

é uma palavra nas letras x,y e z, por (II). Além disso,

g ([(goa)xp™']) =lgo((goa)xu )] =[gogoa] [gou] " =[gogoal 2!, (V)
uma vez que z = [q o ji.

De (IV) e (V), obtemos

@(F)=lgogoal 27",

ou equivalentemente,

[gogoal =qg(F) = (VD)

Se a soma algébrica das poténcias de e em F é sy(e) = n € Z, entdo,
como ja observado anteriormente, a soma algébrica das poténcias de z em
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¢(F) € sqm(z) = 2n.  Dai, considerando a palavra dada pelo elemento
[qogoal € T, <§,q (W)), segue de (VI) que a soma algébrica das potén-
cias de z em [g o g o @] é Sigogoa)(2) = 2n + 1. Assim, S[gegea)(2) # 0.

Como H, <§ & 7 x Z x Z é um grupo abeliano (indicado aqui multiplicativa-

mente) e hx é um homomorfismo, entao
1

v o) = (o) ™ iy 0) ™ ang0)

= (S[qogo&](w)a S[gogod) (Y), 21 + 1) ,
de modo que a coordenada de hx ([go goal) correspondente ao hx (z)-fator é nao nula

e, assim, hx ([go goal) # 0.
Mas isso nos da uma contradigdo com o que obtemos em (III), pois terfamos,

g«oh x =h g ogy
T 7

g.(hx(e)) =" bk @a)) = ha(goa) "= hi(fgopoa)

=T bk (fgogodl) # 0.

Portanto, {(X,T); T?} satisfaz WBUT.

11
Observe que se nao tivéssemos considerado g(v) = (xg,y0) = (Z’ Z_L)’ ou seja, se
g(v) = (w1, wy), com (wy, ws) um outro elemento qualquer em K entdo, (wy,ws) € E

ou (wy,ws) ¢ E. Se (wy,ws) € E, como i((wl,w2)> € E, poderiamos tomar um

caminho direto em E de (wy,ws) a i ((wl,w2)>, assim valeria as mesmas condicoes

utilizadas anteriormente. Se (w1, w;) ¢ E, entdo tomariamos um caminho A em K que
passe por duas arestas consecutivas do quadrado F, ligando (wi,ws) a i ((wl,w2)>,

como representado na figura a seguir:

C Dl ,
(w1, wa) [ ((wl’ wz))
B . E
A
A . —
('EUL'UFQ) l (('wla U‘QJ)

Figura 3.8: Caminho em K ligando (wy, ws) a i ((wl, wg)).

Ou seja, [q o \] seria uma palavra que tem pelo menos uma letra z e, assim, como
o interesse é apenas nas poténcias de z, a prova seguiria de modo analogo ao que
fizemos. |
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Corolario 3.2.1. Consideremos X e Y espacos de Hausdorff conexos por caminhos,
(X, T) um par, onde T € uma involugao livre sobre X, e S :Y — Y ¢ uma involugao

X
que possui pelo menos um ponto fizo. Se existe [a] € 114 (T) — (p1)s(IL1 (X)) tal que

>=

X
%([a]) ¢ um elemento de tor¢ao de Hy (T)’ sendo (p1)y 0 homomorfismo induzido

X
da aplicacao quociente p1 : X — T entio {(X x Y, T x S); T?} satisfaz WBUT, onde
T x S é a involugdo produto (T x S)(x,y) = (T(x),S(y)), para todo (x,y) € X x Y.

X
Demonstracao: Se existe [a] € II; (T) — (p1)s(I1; (X)) tal que h%([a]) é um

X
elemento de torcao de H; (T)’ entao, similarmente ao que foi feito na demons-
tracdo do Corolario 2.2.2, tomando ¢ € Y tal que S(c¢) = ¢, obtém-se um elemento

B.0a] € I, ()}'}Sfﬁ) — py (I (X % Y, (0,0))) tal que hger (3, © al) ¢

X xY

TxS
{(X xY,T x S); T*} satisfaz WBUT. |

um elemento de torcao de Hl( ) Dai, pelo Teorema 3.2.1, segue que

3.3 Condicao de equivaléncia entre BUT e WBUT
para superficies fechadas

O objetivo principal desta sec¢ao é provar um resultado que d4 uma equivaléncia en-
tre a versao fraca WBUT para triplas {(S,T); T?} e a condi¢do BUT para {(S,T); IR*},
sendo S uma superficie fechada, apresentado no artigo ja referido no inicio do capitulo.
Para a prova ¢ necessario um resultado de Gongalves (2006), [2]|, que caracteriza as
triplas {(S,T),IR?} que satisfazem BUT.

Inicialmente (como uma informagao adicional) apresentamos um resultado para su-
perficies fechadas relacionado a condicao BUT, que foi também abordado em Gongalves
(2006), [2].

Proposicao 3.3.1. Considere (S,T) e (S*, A) dois pares, onde S é uma superficie
fechada equipada com uma involucdo livre T e A € a aplicacdo antipodal sobre S*.

(1) Se {(S,T);IR?} ndo satisfaz BUT e g : (S,T) — (S*, A) ¢ uma aplicacio equiva-
1

riante (que existe pelo Lema 2.2.1), entdo a aplica¢do induzida g : T — i (como

S St
no Lema 2.2.2) tem a propriedade que o homomorfismo gy 1 <—) — 11 (—)

T A
Sl

m () s s
induz um isomorfismo I ,ondep:S — —eq: St — =
p(IL(S))  qs(IL(S1)) T A

sao as aplicagoes quocientes.

g . . ) _ S st

(17) Reciprocamente, se uma aplicagdo continua q T — 0 é tal que

7. (ps(I1(S))) € q(I11(S") e o homomorfismo induzido por G, no quociente
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St
mE) (%)
ps(IL(S))  — qu(ILi(S1))
riante g : (S,T) — (S*, A) e, portanto, {(S,T);IR*} ndo satisfaz BUT.

€ um isomorfismo, entao existe uma aplicacao equiva-

Demonstracgao:

(1) Observamos inicialmente que, de acordo com a Proposi¢ao 1.3.5 e pela Observagao
1

1.3.5, temos que (Sl, q, —) é um recobrimento de duas folhas tendo como grupo

A
Sl
de automorfismos de recobrimento G (51 Z) = {Id, A}. Pela Proposigao
1.3.4, segue que g;(I1; (S")) tem indice dois e, portanto, g;(II;(S")) ¢ um subgrupo

. St . :
normal. Assim, (S', ¢, = ) é um recobrimento regular. Usando o Corolario

A
gl I, %
I) = Ud Aje %(Hl((sP))

m (%)
G (s

1.3.9, existe um isomorfismo entre GG (Sl e, assim,

De modo analogo, para a aplicagcao quociente p, obtém-se que

Sl
Como II; (Z) >~ 7, segue de (1) que g4(T1,(S")) = 2Z.
Considere g : (S,T) — (S*, A) uma aplicacio equivariante, que existe pelo fato
de que {(S,T);R?} ndo satisfaz BUT (Lema 2.2.1). Pelo Lema 2.2.2, g induz a
1

aplicagao continua g : T — a1 tal que o diagrama abaixo comuta

9
-7 . g1

S

.

S 7 St

T A’

E, portanto, o seguinte diagrama, também, é comutativo
3y (8) ————1IL,(5")

o
0 (3) ()

Como a imagem de py(I1;(S)) por g esta contida em g(I1;(S")), pois

3:(n(111(S))) = g:(g:(TL (S))) € (IL(S)) = 2Z

temos, entdo, a existéncia do homomorfismo induzido nos quocientes
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onde tal homomorfismo é dado, indicando os grupos abelianos aditivamente, por

¢ _ S
]+ py(T(8)) = 7, ([]) + (T2 (57)) = [g © p] + g5(TT1(S")), com p: T — = um
laco. Assim, para mostrar que o homomorfismo ¢ é um isomorfismo, devemos
I (7)

ps(IL(8S))

provar que a classe nao nula de

()

gs(TL(S"))

¢ levada, por ¢, na classe nao nula de

(5
Py (IL(8S))
Fixe um ponto base sy € S. Seja A : I — S um caminho tal que \(0) = s¢ e

Vamos exibir, primeiro, um representante para a classe nao nula de

S

A1) = T(sp), assim po X : [ — T ¢ um laco baseado em 5, uma vez que a
aplicacdo quociente p identifica sy com T'(sp).

Observe que [p o A ¢ p(Ii(S,s0)), pois se [p o A € py(IIi(S, s0)), entao
existiria [5] € IIi(S, so) tal que [po A] = p([5]) = [po B]. Dai, poX ~pof
e, como A(0) = sy — B(0) e (po N)(1) = 55 = p(so) = (p o B)(1), segue do
Teorema 1.3.4, que A ~ e A(1) = 5(1). Entao, s = (1) = A1) = T'(so),
o que ¢ uma contradicao do fato de T ser uma involugao livre. Logo,

S
[po Al €Il (T’S_O) —py(I11(S, s0)), ou seja, [po A] é um representante da classe

1 (7)
nao nula de ——L/_,
p:(I1(8))
— —g0 1
Queremos, agora, analisar gy([po A]) = [gopo )] 9P [qogo N eIl (%)

Note que g o A & um caminho em S' ligando o ponto g(sq) ao ponto
9(T(s0)) = A(g(s0)) = —g(so), pois g é uma aplicagao equivariante.

Tome um gerador [y] € I1;(S*, g(sg)) = Z e escolha y : I — S' um caminho
tal que ©(0) = g(so) e u(1) = —g(sp), de modo que [g o ] seja um gerador de
1

S S
Hl (Z,Q(SO)) = 7. Dai,

(7)) = lgev] =[(gop) * (gow)] =lgoul +[gou =2[gopu.
Considere o caminho (go \) * ' : I — S*, entdo

((goA) *p1)(0) = (g0 A)(0) = g(so) = p~ (1) = ((g o A) x ™ )(1),
ou seja, [(g 0 A) * p~'] € I (S, g(s0)). Como [y] & gerador de I11(S", g(s0)),
segue que, para algum m € Z, temos
[(goX) * '] =m []
dai,
a([(goN) * p7']) = qu(m [7]) = m ¢:([7]) = 2m [g o p].
Por outro lado,

@([(goN)*pu™']) = [go((goN)xu™)] = [(gogoX)=(qgopu")
= [gogoA] —[goul,
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ja que g o ! tem a orientacdo contraria a de g o p.
Assim, devemos ter
[gogo Al —lgoul =2m [gopu
0 que equivale a,
@([go ) =lgogo] = (2m+1) [gopul,
ou seja, a imagem da classe de g o A pela aplicacao ¢; ¢ um multiplo impar do

Sl
gerador de II; (Z,s_o). Dati,

G([poX)=[gopo "= [gogoN = (2m+1) [gou] #0

I (%)
~7

e, portanto, g,([po A]) ¢ um representante da classe ndo nula de ————— = Z,.
: g5(I11(5))

I (%) N L <%>

Lo8 D L(S)  g((sY)

¢ um isomorfismo, como desejado.

1

. . S
Para a reciproca, considere uma aplicagao continua g : T — T tal que

7:(p(IL(8))) € (I (SY)).

Pelo Teorema Fundamental do Levantamento (Teorema 1.3.5), existe uma apli-
cacdo continua g : S — S* tal que o seguinte diagrama comuta

Sl

, |

q

S St
ST 5

isto 6, gop=gqog.
Mostremos que g é equivariante, ou seja, g(7'(z)) = A(g(z)) = ), para todo
e,

—9(@
x € S. Tome um elemento qualquer x € S, temos que p(z) =7 € ;
9(@) =9(p(x)) = q(9(x)) = {g9(x), —g(x)}.

Alem disso, g(T'(x)) = g(p(T'(z))) = q(9(T(x))) = {9(T(x)), —g(T(x))}.
Como @ = {z,T(x)} ={T(T(x)), T(x)} = T(x), segue que
(

{9(x), =g(2)} = 9(x) = g(T(2)) = {9(T(x)), —9(T(x))}

9(z
assim, g(x) = g(T(z)) ou g(x) = —g(T'(x)), para todo x € S.
(T

Vamos supor que g(zg) = g(T(x)), para algum z, € S. Analogo ao que foi
feito anteriormente para g(so) e g(T'(so)), tome ¢ um caminho em S ligando
a T(x¢). Entdo, go o é um lago em S' baseado em g(xg) = ¢(T(0)), assim,
[goo] € (S, g(xo)).

assim,

Considere um gerador [y;] € I;(S', g(z0)) = Z. Entdo, [go o] = r [y,
para algum r € Z. Seja u; : I — S' um caminho tal que p;(0) = g(xo) e
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1 —
p1(1) = —g(zo) e [qo 1] seja um gerador de I, (%,g(xo)) = 7. Raciocinando

de modo analogo ao que foi feito anteriormente com o caminho v, obtém-se
:([n]) = 2 [g o m].
Dai, usando que [g o o] = r [y1], obtemos

gs([g o a]) = qs(r [m1]) = 2r [q o ],

1
ou seja, g(lg o o]) € IL (—) ¢ um inteiro par sob a identificacdo de

A
m(%)

st A
qy (H1(51))

Iy = 7 e, consequentemente, sua classe em

A
nula. (II)

Por outro lado, considerando p o o, de modo anélogo ao que fizemos com o
caminho po A, conclui-se que [poa| & ps(I1; (S, z¢)), assim, [po o] é um represen-
s

Zo serd

tante da classe nao nula de = Zo. Como, por hipétese, o homomor-

6] ()
. _ s S\ I (F (%
fismo induzido por g, : ITy ?) — 1L (I)’ pﬁ(HE(S>)) - g (11, (S1))

(0] + ps(TI1L(S)) — G4([p]) + @:(T11(S")) € um isomorfismo, temos que

tal que

I [Gopoa] =g(lpooal)

()

¢;(TL(SY)

g([goo]) =lgogoo]

¢ um representante da classe nao nula de = Zs, o que contradiz o

obtido em (II).

Logo, g(z) # ¢(T(x)), para todo x € S, e, portanto, necessariamente
g(x) = —g(T(x)), para todo x € S. Assim, g é equivariante e, pelo Lema 2.2.1,
{(S,T); IR?} nio satisfaz BUT. |

A classificacio das triplas {(S,7);IR*} que satisfazem BUT apresentada por
Gongalves (que serd utilizada aqui na prova da equivaléncia entre BUT e WBUT)
envolve a caracteristica de Euler de superficies e uma correspondéncia entre subgrupos
de indice dois de TI;(S) e certas sequéncias em Zs.

Proposicao 3.3.2. Considere {ay,as,...,as} o conjunto dos geradores de 11;(S), com
S uma superficie fechada. Tome os sequintes conjuntos:

H = {H CIIi(S); H é um subgrupo de indice dois};
F = A{[f:1(S) = Za; [ é homomorfismo nao trivial};
S = {o:{ai,as,...,as} = Zo; ¢ é uma aplica¢ao nao trivial}.

Entao, existe uma correspondéncia biunivoca entre quaisquer dois dos conjuntos H,
FeS.
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Demonstracao: Tome H € H, entdo H ¢ um subgrupo normal de I1;(S), uma vez
que H tem indice dois. Assim, temos definido o homomorfismo canénico

p: 1L (S) — H;(IS), dado por p([a]) = [a] - H.

I, (S)
CH

Por H ter indice dois, existe um isomorfismo ¢ : — 7 e, assim, temos o

homomorfismo nao trivial p = go p: [1;(S) — Zo.
Defina, entao

Note que, para todo f € F, temos que f : II1(S) — Z, é sobrejetor, uma vez
que f é um homomorfismo nao trivial. Assim, f(II;(S)) = Z,. Pelo Teorema do

~ IL(S
[somorfismo (Teorema 1.1.1), existe um isomorfismo f : 1(5) — f(IT11(S)), ou seja,

Ker(f)
L(S) oy | ovo. Ker(f) 6 um subgrupo de indice doi
Ker(f) 9. Logo, Ker(f) é um subgrupo de indice dois.
Podemos definir, entao
v F — H
f = Ker(f).

Observemos que

(Y o 0)(H) = p(I(H)) = ¢ (p) = Ker(p) = H,

ou seja, 1 o = Idy, de onde segue que ¥ é sobrejetora. Notemos, também, que ¢ é
injetora, pois

o) = vle) = Ker(7) = Kertg) = { 1)~

assim, f = g.
Logo, 1) € uma aplicacao bijetora, com 9 : H — F sendo a sua inversa.
Tomemos, agora, f € F e considere a aplicacao

n: F — S
f = f‘{al ----- as}

,,,,, o} indica a restricao de f nos geradores de I (S).

Temos que 7 estd bem definida e é injetora, uma vez que ay, ..., a; sao os geradores
de II;(S).

Sabemos que, para cada superficie S, o grupo fundamental de S tem uma apresen-

tacao da forma
Hl(S) = <{a17 "'7as} | {T = 1}>’

onde r é uma relagdo que define I1;(S). Assim, um elemento genérico £ € I1;(S) tem a
forma
5 t11 ton t12 ta2 t tin _ton

= ts,1 5,2 Ls,
=Qy Ay ...a>ta] Ay A Ay Ay AT

ondencNet,p,€Z,coml<i<sel<k<n.
Para cada ¢ € S, considere a aplicacao

f¢ : Hl(S) — Zg,



Condicao de equivaléncia entre BUT e WBUT para supertficies fechadas 133

definida nos geradores por fys(a;) = ¢(a;) e “estendida por linearidade” de modo que

f¢(§) = (tl,l + ...+ tlvn)qb(al) + (t271 + ...+ tgjn)gﬁ(ag) + ...+ (ts,l + ...+ tsm)gb(as).

Pela maneira em que se tomou f,, segue que a aplicagao fy estd bem definida e ¢ um
homomorfismo.
O homomorfismo f; é nao trivial, pois ¢ é nao trivial, e, para a relagao r, f¢(7") =

fo(1) = 0. Assim, para todo ¢ € S existe f, € F tal que n(f¢) (fo)l{ar,..asr = @,
logo n é sobrejetora.
Portanto, n é uma bijecao entre F e S. |

De acordo com a proposigao anterior, cada subgrupo H de indice dois de II;(S) é
identificado com um homomorfismo nao trivial f; : II;(S) — Zy e este, por sua vez,
é identificado com uma aplicagdo ¢ : {ai,...,as} — Zo tal que ¢(a;) = ¢;, onde §; é
0 oule s éonimero de geradores de I1;(S). Assim, os subgrupos H de indice dois
de I1;(S) sao caracterizados pelas sequéncias nao nulas (1, ds, ..., d,), onde &; & 0 ou 1,
sendo s o nimero de geradores de I1;(S). Como existem 2° — 1 sequéncias nao nulas,
segue que existem 2° — 1 subgrupos de indice dois de I1;(S).

Queremos enunciar o teorema de Gongalves (2006), [2], que caracteriza as triplas
{(S,T);IR?} que satisfazem BUT e cuja demonstracdo omitiremos aqui.

Notemos que, para cada par (Sy, H), onde Sy é uma superficie fechada e H é um
subgrupo de indice dois de T1;(Sy), podemos associar um par (§ f) onde S é uma
superficie e T & uma involugao livre, como segue: pela Proposi¢ao 1.3.11 existe um
espago de recobrimento (S q,Sp) tal que gy(IL (S)) = H. Como H tem indice dois,
entdo H é normal, assim (S q,So) é um recobrimento regular. Dai, pelo Corolario 1.3.9,

I3 (So)
¢:(IL1(5))
recobrimento (S q,Sp) é recobrimento de duas folhas e, de acordo com a Observagao

temos que G(§ | Sp) = & 7. Além disso, a Proposigao 1.3.4 garante que o

1.3.5, G(S | So) = {Id, T, com T sendo uma involugdo livre. Logo, obtemos uma
involugao T : S — S associada ao par (Sp, H). Esta involugdo T' assim obtida é
chamada de involugao canodnica sobre a superficie associada ao par (Sp, H).

Proposicao 3.3.3. (Gongalves (2006), [2], Prop.2.4, p.120) Seja (S, T) um par, onde
S ¢ uma superficie fechada e T € uma involucao livre sobre S. Entdo, essa involucdo é
equivalente a uma involucao candnica.

Observacao 3.3.1. Usando uma linguagem um pouco mais formal, a proposi¢ao an-
terior nos garante que (S,T) € equivalente (Defini¢do 3.1.3) a um par (S,T), com T

§>pﬁ (Hl(S))), ondep:S — §

uma involugdo candnica associada ao par (So, H) = - T

S
¢ a aplicagao quociente e H = py (I1;(S)) € um subgrupo de indice dois de II; (T)

Teorema 3.3.1. (Gongalves (2006), [2], Teor.2.5, p.120) Seja (S,T) um par, onde S é
um superficie fechada e T ¢ uma involugdo livre sobre S. Entdo, {(S,T);IR?} satisfaz
BUT se, e somente se, uma das sequintes condicoes € satisfeita:

(1) S € orientdvel e sua caracteristica de Euler é congruente a 2 (mod 4);



134 Versao fraca do Teorema de Borsuk-Ulam

(i) S € nao-orientdvel, sua caracteristica de FEuler é congruente a 2 (mod 4) e T é
equivalente a uma das involugoes candnicas que corresponde a subgrupos de indice

S _
dois de 11; (T) que sao identificados pelas sequéncias da forma (1,99, 03, ...,,),
_ S
onde §; €0 ou 1 er € o nuimero de geradores de 11y (T)’

(131) S € nao-orientdvel, sua caracteristica de Euler é congruente a 0 (mod 4) e T é
equivalente a uma das involucoes canénicas que corresponde a subgrupos de indice

S _
dois de 11; (?) que sdo identificados pelas sequéncias da forma (1,09, 03, ..., 0,),

_ S
onde d; €0 oul er é o numero de geradores de 11y (T)

A demonstracao do resultado acima pode também ser encontrada em Morita (2014),
6]

Agora estamos em condicoes de abordar o resultado que é o objetivo central desta
secio. Na prova deste resultado consideramos T? como um grupo topolégico multi-
plicativo. Vale observar que na secio anterior tomamos T? como um grupo topologico
aditivo (Exemplo 3.1.2). As duas formas de ver o toro sao equivalentes no sentido de
que vistos como espagos topologicos sao homeomorfos e como grupos sao isomorfos via

0,1 0,1 A , _
a aplicacdo ¢ : S* x S* — 0.1 x[0,1] tal que ¢ (e’ e*™) = (s,1).
Proposicao 3.3.4. Seja S uma superficie fechada para o qual Inv(S) # 0. Se (S,T)
¢ um par, onde T é uma involucdo livre sobre S, entdo {(S,T); T*} satisfaz WBUT se,
e somente se, {(S,T);IR?} satisfaz BUT.

Demonstragdo: (=) Considere {(S,T);T?} satisfazendo WBUT. Entdo,
para toda aplicacdo continua f; : S — TZ, temos que F;'(2T?) # 0, onde
Fy 2 (S,T) = (T2,4) é a aplicacao equivariante dada por Fy(z) = fi(z) - (f1 (T(x)))"".

Suponha que {(S,T);R*} ndo satisfaca BUT, entdo existe uma aplicacdo continua
f:S — IR? tal que

fe) # f(T(@), Yz ES. (n

Tome a funcio ¢ : R? — B, dada por

1 €T
——(—T ) vreR?
9(x) 16(16+Hx\|)’ reRs

1
onde B é a bola aberta de centro (0,0) e raio 6 ||l é a norma usual em IR?
1 1
Note que g estd bem definida, pois 16 + ||z|| > ||z, assim < , daf
16 + [l ]

9@l 1( d ) L al] < o] = 2
D=ll=——— )| = Izl < ——|lz|| = —,
g 16 \ 16 + ||z 16(16 + [[z]) 16][2] 16

ou seja, g(x) € B.
Além disso, g € um homeomorfismo. De fato, g é bijetora, pois:
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(i) g é injetora, uma vez que, se z,y € IR? sio tais que g(r) = g(y), entdo

i ) - )
16 \16 + ||| /)~ 16 \16 + ||y| )’

ou seja, * = 4 . Dali, HL ’ = HL e, portanto,
16+ =] 164 [ly| 16 + ||z| 16 + |y
16]|z|[ + ll=([llyll = 16[lyll + llyll]=]]
e dai,
]l = [lyll-
Logo, substituindo em g(z) = g(y), obtemos que
1 T 1 Y
16 \16 + ||lz|| ) 16 \16 + ||=|| } ’
assim, r = y.
(71) Vejamos que g é sobrejetora. Para todo y € B, existe x = l—zﬁ” € IR? tal que
6 1Y
16
16 = 1 T
Yy 76— Il 76— |lll
ISR EEY (= N =
T lll) T 16 \ 16+ 28 | 716 | ol 60]
16 16

ou seja, g é sobrejetora.
Note que a funcao inversa de g é dada por
¢g': B —» IR?
16y

y o
16 — Iyl

Como g e g~' sdo continuas, segue que g é um homeomorfismo.
Considere T? = S* x S*, com S o circulo unitario. Pelo Exemplo 1.3.2, (IR?, h, T?)
¢ um espaco de recobrimento do toro, onde

h: R* — T°
(5,t) = h(s,t) = (™, e*™).

Além disso, (IR?, h, T?) é um recobrimento universal, pois I1;(IR?) = {1}.
Temos que a composta das aplicacoes,
s—L-R?—2LBc R
@ ="hlgogo f:S— T? ¢ uma aplicacio continua.
Vamos considerar aqui T? = S'x S* como sendo um grupo topologico multiplicativo.
Note que, neste caso,

2T? = {h(s,t) € T? h(s,t) = (h(s,t))"", com (s,t) € R?}
{h(s,t) € T? (62“5,62”“)2 = (1,1), com (s,t) € R*}.
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Mas,
(ezm's>2 -1 e2Tis _ 1 o 27 — _1
(62”3,62””)2 =(1,1) < e & ' e '
(6271.7;15)2 —1 627T’Lt =1 ou eQﬂ"Lt ——
assim, 2T2 = {(1,1); (—1,1); (1, —1); (=1, —1)}.
Seja F': (S,T) — (T 2 ,i) a aplicacdo dada por F(z) = ¢(z) - (¢ (T(z)))”". En-

T
{) 2()), assim

é equivalente

tao, F1(2T?)

p(z) = (0

(. De fato escreva (g o f)(x) = ((g o f)i(z)
M) (¢

(g
p2mi(90f)2 ) Observe que F(x) = p(z)- (¢ (T(x

e}
)
p(z) = F(z) ¢ (T(2)).
Vamos analisar as possibilidades para F(z) € 2T%
1. Se F(z) = (1,1), entdo terfamos

)

(627fi(90f)1(90)’ 627ri(90f)2(%‘)) =(1,1) - (627”'(90f)1(T($))’ 627Fi(90f)2(T(90)))

assim
e2mi(gof)i(x) — 2mi(gef)i(T(z)) o p2milgof)2(z) — S2mi(gof)2(T(x))

ou seja, (go f)i(x) = (g0 fh(T(2)) +kie (9o fla(z) = (g0 f)a(T(2)) + k2, com
kl, kg € 7. Dai,
(9o f)z) = (g0 /)T (x)) + (ki k2).

Se (ki, k2) = (0,0), entdo, como g é injetora, temos que f(x) = f(T(x)), mas isto
contradiz (I). Agora, se (ky,k2) € ZxZ—{(0,0)}, teremos (go f)(z) ¢ B, o que
nao é possivel. Logo, F(z) # (1,1).

2. Se F(z) = (—1,1), entao

(627ri(90f)1(%‘)7 627Ti(90f)2(96)) = (-1,1)- (627ri(gof)1(T(ﬂv))7 627Ti(90f)2(T($))>
= (67”'7 60) . (€2ﬂ(90f)1(T(93))7 627fi(9°f)2(T(96)))

assim,

e2mileei(@) — 2mi(geM(T@)+3) o (2rilgof)2(@) — p2milgef)2(T(@)

ou seia, (90 () = (90 P(T(@) + 5+ s ¢ (90 Paw) = (g0 NalT(@) + s
com ks, ky € Z. Dali,

(@0 9)) = (g0 DTN+ (54 kauka),

assim, (go f)(x) ¢ B, o que é um absurdo. Portanto, F'(x) # (—1,1).

3. Se F(xz) = (1,—1), entdo, andlogo ao que fizemos em 2, obtemos

(g0 1)) = (g0 ))(T(x)) + @%1+%)

com ks, kg € Z, assim (go f)(z) ¢ B, o que ndo é possivel. Assim F'(x) # (1, —1).
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4. Se F(x) = (—1,—1), entdo, analogo aos casos anteriores, obtemos

(@0 0)@) = (g0 DT + (54 kg ks )

com kr, ks € Z, assim (go f)(x) ¢ B, o que é um absurdo. Logo, F(x) # (—1,—1).

Portanto, de 1 a 4, segue que nio existe € S tal que F(z) € 2T? e, consequente-
mente, F~1(2T?) = 0.

Logo, existe ¢ : S — T? continua, tal que F~*(2T?) = @ onde F': (S,T) — (T?,i) ¢
a aplicagdo equivariante dada por F ( ) = o(z)- ((T(x))) ™", contradizendo a hipotese.
Assim, {(S,T);R?} satisfaz BUT.

(<=) Vamos considerar {(S,T);IR?} satisfazendo BUT. Entdo, pelo Teorema 3.3.1,
uma das condig¢oes abaixo é satisfeita:

(i) S é orientavel e sua caracteristica de Euler é congruente a 2 (mod 4);

(77) S é nao-orientavel, sua caracteristica de Euler é congruente a 2 (mod 4) e T é
equivalente a uma das involugoes canonicas que corresponde a subgrupos de indice

S _
dois de II; (T) que sao identificados pelas sequéncias da forma (1, d9, 03, ..., 0,),

_ S
onde §; ¢ 0 ou 1 e r é o nimero de geradores de II; (T)

(i43) S & nao-orientavel, sua caracteristica de Euler ¢ congruente a 0 (mod 4) e T é
equivalente a uma das involugoes canonicas que corresponde a subgrupos de indice

S _
dois de II; <T> que sao identificados pelas sequéncias da forma (1, ds, 3, ..., 0,.),

_ S
onde d; ¢ 0 ou 1 e r é o niimero de geradores de 1I; (T)

Analisamos separadamente os casos mencionados.

Caso (7): Como S é uma superficie fechada, entdao, pelo Lema 1.5.1, T é uma
S
superficie fechada. Por S ser orientavel e x(S) = 2 — 4k, k € IN, obtemos que T tem

caracteristica de Euler impar, uma vez que, pela Proposi¢ao 1.3.5, (S,p, T) ¢ um

recobrimento de duas folhas, entao, segue do Teorema 1.5.3 que

S
Assim, a superficie fechada T ¢ ndo-orientavel (Observagao 1.5.3).

Como o genus de T ¢ impar, pois
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S
entao, pela Proposicao 1.5.3, o grupo fundamental de T tem uma apresentacao dada
por

I (ﬁ) = ({a, a1, 0z, ..., a2m} | {&?a1, az)...[@2m—1, Q2] = 1}),

T

n—1 Co
onde m = 7 a,aq,...,as, aqui indicam as classes de lacos em T e,
em especial, a = [a], com a um lago que reverte a orientagao (em funcao da nao

orientabilidade de ;) .

S . .
Observe que p;(II;(S)) = II;(S), onde p : S — = ¢ a aplicacdo quociente,
jA que, pela Proposi¢ao 1.3.2, py ¢ um homomorfismo injetor e, obviamente,
Py 4 (S) — py(I1:(S)) é sobrejetor.
Como a ¢ a classe de um laco que reverte a orientagao e I1;(S) é formado por classes
de lacos que nao revertem a orientacao, devido & S ser orientavel, entao

aeth () - pE). s we p (I (S) = 0(S).

S S
Considere o homomorfismo de Hurewicz h% 1L (T) — H; (T) Observe que

(ai) = hs(aiy1) =0,

s

T
. : . S

para todo i € {1,2,...,2m — 1} (estamos usando aqui, para o grupo abeliano H; 7 )

a notacdo aditiva). Entdo, da relacio o[aq, as)...[@zm, @am—1] = 1 em II; (?) , segue

que
0 = h%(l) h%(a2[a1,a2]...[a2m_1,b2m])
= hg(e?) +hg(lar, az]) + ... + he ([@2m—1, azm])
Qh%(a).

Assim, hs (at) € um elemento de tor¢ao em Hy (;) ,com o € I (;) —p (IL (S)).

Portanto, pelo Teorema 3.2.1, obtemos que {(S, T); T?} satisfaz WBUT.
Caso (i7): Se S é uma superficie ndo-orientavel com x(S) = 2 (mod 4), entdo, analo-
S
g0 a0 caso (i), T ¢ uma superficie fechada com caracteristica de Euler impar. Assim, T

¢ nao-orientavel com genus impar e, entao, pela Proposicao 1.5.3, o grupo fundamental

de T tem uma apresentacao da forma

S

I, (T) = ({a, a1, a2, ...,a2m} | {&®[ay, az)...[a2m—1, G2m] = 1}).

. L . S - .
Considere a aplicacao quociente p : S — T temos entdo um homomorfismo (nao

wial) o1 (S o TE) o
trivial) ¢ : II; <T) — m = Zo.

Por hipoétese, T' é equivalente a uma involucao candnica que corresponde a um

. . S . . :
subgrupo de indice dois de II; (T) que é identificado com uma sequéncia da forma



Um invariante topologico vindo da versao fraca do Teorema de Borsuk-Ulam 139

(1,0, 03, ...,0,), com &; sendo 0 ou 1, de modo que (vide a correspondéncia dada na
Proposigao 3.3.2) p(a) = 1,¢(ay) = da, p(as) = 03, ..., p(@am) = 0, (com 7 = 2m + 1,

S
neste caso) e {a?, ay,as, ..., azm} ¢ o conjunto de geradores de II, T
S _
Temos que a € II; (T) — py (ILi(S)), pois se a € py (II;(S)), entdo p(a) =0, o

que é uma contradigao.
Além disso, usando a relacio do grupo a?[ay, az)...[@zm—_1, @am] = 1, segue que

0= h%(l) = h%(aQ[al,az]...[azm_l,az,n]) = Qh%(a)

S
ou seja, h%(a) é um elemento de tor¢ao de H; <?

Portanto, pelo Teorema 3.2.1, obtemos que {(S, T); T?} satisfaz WBUT.
S
Caso (7i2): Se S & uma superficie nao-orientavel com x(S) = 0 (mod 4), entao T é
uma superficie fechada e ndo-orientéavel, uma vez que, x(S) = —4k, para k € IN. Como

S
(S,p, T) é um recobrimento de duas folhas, segue do Teorema 1.5.3, que

e T é nao-orientavel.

Temos que o genus de T é par, pois
S
=2 - — | =2(1+k

- S .
e, entao, pela Proposicao 1.5.3, o grupo fundamental de T tem uma apresentacao da

forma
S -1
Hl T = <{a,,6,a1,a2,...,a2m} ‘ {aﬁa,@ [al,az]...[azm_l,bzm} = 1}>,
n—2
de m = .
onde m 5 .
Usando os mesmos argumentos do item (i¢), obtemos que a € II; (?) —py (I, (S))

S
e é tal que h%(a) é um elemento de tor¢ao de H; (?) Assim, do Teorema 3.2.1,
concluimos que {(S, T); T?} satisfaz WBUT. |

3.4 Um invariante topolégico vindo da versao fraca
do Teorema de Borsuk-Ulam

Nesta secao, veremos que, similarmente ao que foi apresentado para BUT, podemos

também falar de um invariante vindo da versao fraca WBUT, uma vez que um resultado
analogo ao Lema 2.3.1 vale para WBUT.
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Lema 3.4.1. Considere G um grupo topoldgico e (S™, A), (S™, A) e (S?, A) trés pares,
onde A € a aplicacao antipodal em cada esfera.

(1) Se {(S™, A); G} satisfaz WBUT, entao {(S™, A); G} satisfaz WBUT, para todo

m>n;

(i7) Se {(S™, A); G} nao satisfaz WBUT, entao {(S?,A); G} ndo satisfaz WBUT,
para todo p < n.

Demonstracgao:

(7) Por hipotese {(S™, A); G} satisfaz WBUT. Vamos supor que {(S™, A); G} nao
satisfaca WBU'T, para algum m > n, entao existe uma aplicacao continua
g:S™ — G tal que F7'(2G) = 0, onde F : (S™ A) — (G,i) é a aplicacio
equivariante dada por F(z) = g(z) - (g(A(x))) ™"

Como m > n, segue que a aplicacdo inclusao j : (S", A) — (8™, A) esta bem
definida e temos que j é equivariante. Assim, obtemos a aplicacao continua
goyj:S"—G.

Considere a aplicacdo composta F o j : (S", A) — (G,7). Observe que F ojé
equivariante, pois é composta de aplicacoes equivariantes, e para todo x € S",
temos

(Foj)(z) = F(j(x)) = g(j(@)) - (g (AG)) "
AT g(G(@) - (GA@)) T = (g @) - (9o f)(A) ™"
Além disso, (F o j) '(2G) = j7HF1(2G)) = 0, uma vez que F~'(2G) = 0.

Portanto, existe a aplicacio continua go j : S™ — G tal que (F o j)"'(2G) = 0,
onde Foj: (S" A) — (G,i) é a aplicagdo equivariante dada por (F o j)(z) =
(go)(x)-((go ) (A(x))~". Assim, {(S™, A); G} nio satisfaz WBUT, o que nos
d& uma contradicao com a hipotese.

Logo, {(S™, A); G} satisfaz WBUT, para todo m > n.

(ii) E consequéncia de (i), pois se {(S?, A); G} satisfaz WBUT, para algum p < n,
entdo, por (i), necessariamente, {(S", A); G} satisfaz WBUT, o que nos da uma
contradicao. [ ]

Com base no lema anterior, considerado os pares (5", A), n > 0, fica consistente a
seguinte definicao:

Definicao 3.4.1. Dado um grupo topologico G, dizemos que
(1) WBUT(G) = oo, se {(S", A); G} nao satisfaz WBUT, para todo n € IN;

(1) WBUT(G) = n, se n é o menor nimero natural tal que {(S", A); G} satisfaz
WBUT.

Lema 3.4.2. (i) WBUT(G) < BUT(G), para todo grupo topoldgico G;

(i) Se G € um grupo topoldgico em que 2G = {e}, entdo BUT(G) = WBUT(G).
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Demonstracgao:

(1) Segue do fato que satisfazer a condigdo BUT, para grupos topolégicos, implica
em satisfazer a condicdo WBUT (vide Lema 3.1.2).

(41) E consequéncia do fato que se 2G' = {e}, entdo {(S™, A); G} satisfaz BUT se, e
somente se, {(S", A); G} satisfaz WBUT (vide Lema 3.1.2). |

Exemplo 3.4.1. (i) Se G = {e}, entao WBUT ({e}) = 0 = BUT({e}), onde {e}
indica o grupo topoldgico trivial, uma vez que, 2({e}) = {e} e BUT({e}) = 0
(vide Ezemplo 2.3.1).

(1) WBUT(IR") =n = BUT(IR"), considerando o grupo topoldgico aditivo IR", pois
2IR" = {0} e BUT(IR") = n (vide Fxemplo 2.3.2).

Exemplo 3.4.2. Se G ¢ um grupo topoldgico com pelo menos dois elementos, munido
da topologia discreta, entao WBUT(G) < 1 = BUT(G), uma vez que, WBUT(G) <
BUT(G) e BUT(G) = 1 (vide Exemplo 2.3.4).

Exemplo 3.4.3. WBUT(Z,) = 0 < 1 = BUT(Zy), onde Zy = {0,1} (¢ o grupo
topoldgico aditivo com a topologia discreta), pois, pelo Ezemplo 3.1.4, {(S°, A);Zs}
satisfaz WBUT e, pelo Exemplo 2.3.4, BUT(Zsy) = 1.

Generalizando, para todo grupo G contendo dois elementos (com a topologia dis-
creta), seque que WBUT(G) = 0 < 1 = BUT(G), uma vez que, 2G = G e assim,
para toda funcio f : S° — G continua, temos que F1(2G) = F~YG) # 0, onde
F:(S° A) = (G,i) € a aplicagio equivariante dada por F(z) = f(x) - (f(A(z))) "

Exemplo 3.4.4. WBUT(T?) < 2, onde T? ¢ o toro bidimensional. De fato, sabemos,
pelo Teorema de Borsuk-Ulam, que {(S*, A);R?} satisfaz BUT, assim, de acordo com
a Proposicio 3.3.4, {(S?, A); T?} satisfaz WBUT, pois S* é uma superficie fechada e
Inv(S?) # 0, jd que [A] € Inv(S?), com A a aplicacio antipodal sobre S>.

Proposicao 3.4.1. Se existe uma aplicagcao continua h : H — G que € um homomor-
fismo injetor, onde H e G sao dois grupos topoldgicos, entao WBUT (H) < WBUT(G).

Demonstracao: Note que se WBUT(G) = oo, entao, claramente, WBUT(H) <
WBUT(G).

Suponha que WBUT(G) = m.

Seja f : S™ — H uma aplicacao continua e considere a aplicacdo composta
ho f:S8™ — G. Temos que ho f é continua, pois h e f sd3o continuas.

Como {(S™, A); G} satisfaz WBUT, entdo, para a composta h o f, segue que
F7'2G) # 0, onde Fy : (S™,A) — (G,i) ¢ a aplicacdo equivariante dada por
(@) = (ho f)(@) - ((ho f)(A())".

Por F;1(2G) # (), temos que existe b € S™ tal que F;(b) € 2G, ou seja,

(o f)(B) - ((ho F(A®) ™" = h(£(b) - (A(f(A®D)))) " € 2G.
Como h é um homomorfismo, segue que
B (f(0)- (F(A®)) ") = h(f(0) - h (F(AD) ") = h(f() - (h(F(A(D)))) " € 2G. (T)

Seja F : (S™A) — (H,i) a aplicacdo equivariante, definida por
F(z) = f(z)- (f(A(z)))™". Assim, de (I), segue que

h(F(b)) € 2G,



142 Versao fraca do Teorema de Borsuk-Ulam

entdo, h(F(b)) = h(F (b))~ = h(F(b)™'), uma vez que h é um homomorfismo. Por h
ser injetora, obtemos que F(b) = F(b)*. Logo, F(b) € 2H e dai, F~*(2H) # .
Portanto, {(S™, A); H} satisfaz WBUT. Assim, WBUT(H) < WBUT(G). |

Em particular, segue da proposi¢ao anterior que se H é um subgrupo topologico de
G, entao WBUT (H) < WBUT(G).

Corolario 3.4.1. WBUT(G) é um invariante topoldgico (na categoria de grupos
topoldgicos).

Demonstracao: Sejam H e G dois grupos topolégicos. Suponha que exista um
homomorfismo f : H — G que é um homeomorfismo (e, portanto, f é um isomorfismo).
Pela proposicao anterior, WBUT(H) < WBUT(G), uma vez que f é continua e f é
um homomorfismo injetor. Mas f~' : G — H, também, é continua e f~' é um
homomorfismo injetor e, portanto, WBUT(G) < WBUT(H). Assim, WBUT(H) =
WBUT(G). [

Observagao 3.4.1. WBUT(G) nao é um invariante homotdpico (na categoria de gru-
pos topoldgicos). Para ver isto, considere como na Observacao 2.3.1 para BUT, os
grupos H = {0} (subgrupo trivial) e G = IR.
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