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 � ��������� !��" #������� ���� �	� �������$��� ����� ���� � ����� �� ����������� ��

%&'� ��� �� �	��� ������� �	����

%(� ���� 
�����	� �� )���� *
� +�������� � )���� ���
�� ,��������� ��� ������
 �� �	���


�� ����� �� ,��� - %����� % ��� ���� ����
������
 ����	������ .��� �����

 !	�� )���� ��� �� ��	�� �� �� ���������������� �� ���� �����/�� ��0 ���� � �	 
���

�������� �� ���0��� ��������� �������� ��� ����� ������	�� ������ �� ������
����� � � ���
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�� �	�� �� ����� 	� $ ����� ����� ����� ���� ���
	�� � %
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��� ������	�� 
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� 
����� ����������� (τ, θi) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� ������ ����������� (t, xi) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� ���������	 ����������� (τ̄ , ψ, θa) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������������	 �����������  xμ! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������	����� �" ��� �� ������ 
��#� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� $�� 
��#� ������	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

%�&������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

'�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

$�����) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �� ������ ���	� ��� 
��#� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� �� ������ ���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� *�� +������	�� 
��#�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

��� ���������� $���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� -��� ��������	�� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� .�� '�����/����	 $���0 .�1���2���3� ���	� � � � � � � � � � � � � ��

����� 4�&���� ��������	�� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��( �� ������ �� � 5#������ ���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �
���� ���	
�� �����
�
�� ��

��� +������	� �� �� ������ ���	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� 6��3�1�3� ���	���� '�/������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������ 4�/������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� 78#������ �" 6����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� %��������� '������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �
���� ������� �����
�
�� ��

��� ������/�� ��#�	� �#������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��	��� 9���	�� 4������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,
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� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ���� ����	
��	� �� �� �	���� ���
	�� �� ������ �����	�	�� ��

��� �� �� �
���� ������
� ��� � ���
���� Λ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������ �
�����
�� 
� �� �
����  ����
!
�" � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� #������
� $%�
��  �!
�
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �&

����� ���������	���
� '�!�� 
� ��� #������
� $%�
�� (
�
� � � � � � � � �)

����� *%%�
���
�� �� ��� #����+ �" ,����� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���%��� �������
�	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-

� ��	�� �	���� �� ���	
	�� ��

&��  �%��������
��� �� ��� (�����. 	��/% � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

&�� * '���
�	 0% �1��%��2 �� 3������� �%
�4� ,
��� � � � � � � � � � � � � ��

&���� ������
�� 5�!�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

&���� ,
��� �����	�� 5�!�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

&�� 3������� �%
�4� 6��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �&

&���� ������
�� 5�!�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �&

&���� ,
��� �����	�� 5�!�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �7

8��
�
�" σ = ±1 5�!�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �7

8��
�
�" σ = ±2 5�!�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ����	�� �	��� � !��	�� �"

7�� ��������� ����������
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &-

7�� ���
�
� $%������ ��� ,
��� �9/��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

7�� �1��%���2 ������ ��� ������ ,
��� �9/��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � &�

7���� 3���
1  �%��������
�� �� ��� ��������� ����������
�� � � � � � � &�

7���� �� ������ ,
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

7���� �� ������ ,
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

7�� ��������� :�!��
��� �%
�4� ,
��� �9/��
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

7�� ����
�����" ��������; ��� � ����
��� ���/�
�� � � � � � � � � � � � � � � � &7

# $�
�!�	�� �"

)�� �� �
����  ����
!
�" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 7-

)�� �%
�4� ��� ��������� :�!��
��� �9/��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 7�

%	&�	�'���(� ��
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��� ��	� ��� �� ���
 ����� ��� ��� ����� ������ �� �� ����	��� �������
�

������� ����� ��
����A,B,C,M,N,O, ... 	�� ���	 ��� ���������� ���	
������ (0, ..., 4)�

����� ��
���� a, b, c, i, j, k, ... 	�� ���	 ��	�� ������� ���	
������ (1, 2, 3)�

�	��� ��
���� α, β, γ, μ, ν, ρ, ... 	�� ���	 ���	 ���������� ���	
������ (0, ..., 3)�

��� ���	�� �������	� �� ���	 
�������� �� (+1,−1,−1,−1��

 ������
 ��
���� �	� �����
�

��� ����
 �� ����� �� ����� �� �� ����!�
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�	���� ���	��� �� ���� �����

���������	�
��� 	�� ����
	� ���	�
�
��� �� 	��� 	�� �	��
���� � �	���� �	� �� ��	��
���

	�����
�� �� ��� 
������
��� ���������	�
��� � ��� ��
��	�� ����� P � ��� �
���	�
� �����
� ����
	� ���	�
�
��� ��
� �������� �������� ��	� ��� �������� � ����
	� ���	�
�
�� ����

�� ����
����� 	� 	� ��	�� �������� � �	����� 	 	�� ��������	��� �� �	�� �����
������

�� ��
��
���� ��������� ����� 
� �� ��	��� �� ����	�� ��
��	�� 	� ��� �
���	�
� ����� �

��	���
���  �!����� ����� 	�� �������
�	� 	�� �����
����	� ��
������ ��	�� 	� ����	"�
��

�����
��� ��
��	�� ���	�
�
�� 	
�� �� �� �����

��� �������
�	� 
��
�	�
��� 	�� ���	��� �� ��� ����
�� 	� ��� ��	��� ��	��� !���� 	

���	����	� ������ �	�	����� #��� ��	��� ������ lP $ �	���	��� ���!� ��� ��
� ��	���

	� 
� !��� ���!�� ���!� �� 	� ��� ��������� � 	 ��! ����
��� ����������� �� %�	����

��	�
��� ��!� !������ ��	�
�� 
� ��	��
�	� �� %�	���� �	���� ������ �� ��� ���������

��
� ��	�� ��	� ��� ��	��� ������� �� ���� ���	����	� ��	�� ���	��� �� 
�� ���� ���	
�


��	�
	�� ����� ��� �����	�� �
���	�
�� ���
�� ��� �
��"������ ����
�� ��	� ��� ��	���

��	���� &
��� 
� ���
�	�� ����
	� ���	�
�
�� 	 ������ !
�� �����	�� ����� 	 '�����( ������

��� 
��	�
	��� ��%�
������ � ���� ������ ��	�� ����� �� 
��
�	�� ��	� �
���� ��� '�����(

�������� ���� �� ������ ��!�� �� ��� 	��
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����������� ωa �� ��� ���� ����������� ����� S4


ω1 = cos θ1

ω2 = sin θ1 cos θ2

ω3 = sin θ1 sin θ2 cos θ3

ω4 = sin θ1 sin θ2 sin θ3

���!�

����� ��� ��"����� ������ θa ��� ��#� ��� ��������� $�����
 0 ≤ θk < π ��� k = 1, 2� ���

0 ≤ θ3 < 2π� %��� ��� �� ������ ��������&�� �� �� ��������� ������ �� �����������

����� ������ 	��
������ (τ, θi)

%�� '��� ��������&����� ���� �� ��� ����� �� ��'�� ��

χ0 = l sinh(τ/l) ; χp = ωpl cosh(τ/l) ; p = 1, ..., 4, ���(�

���� −∞ < τ < ∞� %��� ��������&����� ��������� ��$��� ��� �� )����� )��� ������
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ds2 = dτ2 − l2 cosh2(τ/l)dΩ2
3, ���,�
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dΩ2
3 = dθ21 + sin2 θ1dθ

2
2 + sin2 θ1 sin

2 θ2dθ
2
3.
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������ �� l �� τ = 0 ��� �0��� ����� �� ��� ��'���� �� τ = ∞� %�� ���������
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�������� −π/2 < T/l < π/2� 
����� �	������ �	 �������� �� ������ ����� ���� �		��������

���� ���� � ����� �	
����  ��� ���� ��� �		�������� ��� ���� ���
��� ����� ��� �	�


ds2 =
1

cos2(T/l)

[
dT 2 − l2dΩ2

3

]
. ��!�

��� �"����	� ��	�� �� �����������# ������ �� �� ��� ���������� �� ��� ������ ����������

������� ��� ���� ��	������ � ���� ������� �	 ��� �������� ��$� ��� ���	 ���� ��	������ ����

������� �	 ��� ��������

ds̃2 = dT 2 − l2dΩ2
3. ��%&�

���� ���� �"����	� ��������� �"����# �� ��$� ��� ������ ��������� 	� ��� ������  �

������� ��� '���	�� ������
 �� ����� �� ��� ��#
��	��� ����	�� I± ��� �����������
�# T = ±π/2�

(����� �) '���	�� ������
 �	� ��	��� �		��������� ��� �������� ����� ��� θ1 = const�
��� �	��� ��� �	��� �	�� ��� ����������� �# θ1 = π ��� θ1 = 0 �����������#� ���
�	��*	���� ����� ��� τ = const� ��� ����	���� ��� ��� ���� ��	������ ���� �	����� ���
����	�� I+ ����� τ = ∞� ��� I− ����� τ = ∞� +�� ���� ��	������ ��� �������� �	 ����
����	�����

+� ���� �	���� �� ����� �	 ��� � �����
����� ��,������ ������� ��� �� ������ �����

��� ��� -���	���� ������ ��� ��#
��	��� ��������� 	� -���	���� ����� �� ���� ���� ��

�������� 	������� ���������# �	��� ���� ������ ������ �	 ��� ��	�� ������ ��	����� ����

��� �	��� ���� ������ ��� ������ ���� ������# I+� ���� �	��������# �� �.������ �� �� ������
������ ����� �� �������� 	������� �� I+ ���� ����#� ���� ������������ ����	�� ��	
 ��� ����
��		� �� ��� ���

������ ����� ��� 	
�
�� ������ ��� ���
��� �����		� ��������� ��� 	�� �� ���� ��� 	
��� �����

�



����� ������ 	

������� (t, xi)

��� ������ 	

������� ��� ������ ��

χ0 = l sinh
t

l
− 1

2

(xi)2

l
e−

t
l

χi = xie−
t
l , i = 1, ..., 3. ������

χ4 = l cosh
t

l
− 1

2

(xi)2

l
e−

t
l

��� −∞ < t <∞ � −∞ < xi <∞� �� ��� 	

������� �� ���� ������ ���� �� �
��

ds2 = dt2 − l2e−2 t
l δijdx

idxj . ������

�
� �� �� ��� 	

�������� �� ��	�
�� t = const. ��� �� ��� ���� �� 	
���	�
�

��	
� exp (−2t/l)� ������ �� �����
����
� t→ −t �� ������� 	������ 


ds2 = dt2 − l2e2 t
l δijdx

idxj , ���� �

���	� ���	��!�� � ���	� �� �"�����
� ��� �"�
������ ��	
� exp(2t/l)� #$� �� �� ��%

���
���& ����
�� '��
��� 
 �� ��
!�� 	

�������� �� ������ 	

������� 
��& 	
���

�� �
� ���� 
� �� ����
��� χ0 = χ4 
� �� �&���!
�
�� ������ ��� �� �$� 
 �� ��	 ��

− χ0 + χ4 = l exp (−t/l) < 0. ����(�

�
 	��	$��� �� )���
�� �������� �� ��� ���
�$	� �� *�$����%���� 	

��������

U =
r/l − exp (t/l)

2
; V =

2

exp (t/l) + r/l
; (r2 = δijx

ixj), ����+�

���� ������� �����
�� ���

r/l = 1/V + U ; exp (t/l) = 1/V − U. ����,�

-� 	�� ��� �� ��� 	

������� ���	��!� �� ����
� V > 0� ��� 
����� r = 0 	
����
���


 UV = −1� �� ��� �$�� �����& ��� �� �$$�� �$�� �����& t → ±∞� ��� V = 0 ���

UV = −1� �����	����&� ��� ������ �����& r →∞ 	
�����
��� 
 UV = 1� ��� ����	

�� ��� 	

������� ��.

ds2 =
4l2

(1− UV )2
[
dUdV − (1 + UV )2dΩ2

2

]
, ����/�

���� �����	���
 ��� ��
� ���� ��� ����	� ������
	��� �� �����	� �� ��	� �
 ����	������� ������
�

����� ���� ������ �� �	�� 	
 	
	����� ��
��
	���
 �� ��� ������
 �
�� ��� �

�� �����
 �� ��� ���
�

������
�

0



�����

dΩ2
2 = dθ21 + sin2 θ1dθ

2
2.

����� ��� ��	�
���	����
 U → −U � V → −V ���
 ����� ��	��
 ���	��	��� ��	�

	����
 �
 �� 	�� 	� 	�	����� �������	���� �� ��� ������ V < 0� ���� ���
 ����� �


��

���� �� ��
����� ��� 
�	�� dS4 ����������

��� ���� 
��� �
 �� ��� ���
 ������ ���� 	 ������� ��	��� �� �
� ��� ��	�
���	�

����
�

U = tan

(
ϕ− ζ
2

)
; V = tan

(
ϕ+ ζ

2

)
, � �!"#

����� �	��
 ��� �� $����� 
�	�� ���� ��� ���	�� ��	�� |ζ ± ϕ| < π� ��� ������	�

��	��	 �
 ���
����� �� %����  �&�

'�����  �&� ��� �	
��� ����
 	�� t = const� ��� 	
������� ������ I− �����
����
 ��

t = −∞� ��� ��	���	� �
 t =∞� ��� 
���� ���� �
 �� r = 0 	�� ��� ����� ���� �� r =∞�

����� ����	
��� ���	������ (τ̄ , ψ, θa)

��� ���������� �������	��
 	�� ��
������ ��

χ0 = l sinh(τ̄ /l) coshψ

χi = lωi sinh (τ̄ /l) sinhψ

χ4 = l cosh(τ̄ /l),

� �!(#

����� −∞ < τ̄ <∞ 	�� 0 ≤ ψ <∞� ���
 �������	��
 �	�	����)� ��� ������ �������

�� ��� ���������

cos θ1 cosh(τ̄ /l) ≥ 1. � � *#

!*



��� ���� ������� �	
�� ��� ���

ds2 = −dτ̄2 + sinh2 (τ̄ /l)[dψ2 + sinh2 ψdΩ2
d−2]. ������

��� ������� τ̄ = const. 	�� ��� ����������	�� ���������� H3� ��� ������ ��	��	�

�� ���� �����	��� �� ���� �� ����� �� �

!����� �� " ��� #�������� �����	��� ��� �������� ��� �	�� ����� τ̄ = const.$ �����
	�� ����������� ���� �� ��� ����� ���� 	�����

����� �����	
����� �		�������� �xμ�

���� ��� � �����	��� 	�� ��	���� �� ��������� ��� �������	���� ��%����� � ���

���������$ ����������� �� ��� �&�	��� �����$ � ��� '��
��
� ��	��� ���� ��%������

�� ��(�� ��

χμ = Ωxμ ; χ4 = −lΩ
(
1 +

σ2

4l2

)
������

�����

Ω =
1

1− σ2/4l2 , σ2 = ημνx
μxν ������

	�� xμ �	
�� (	���� �� ��� '��
��
� ��	�� ����� ��� ��%����� �� �	��� )� ���� ���

���	���$ ��� ���� ������� �	
�� ��� �����	� ���"

ds2 = Ω2ημνdx
μdxν . ���� �

����� �����	��� ���� �� ���� 	��� ��� ������� ��	������ ��� �����	��� � ����

��� �� ��	� ��� �������� �����	��� ������� �� ���� �����	��� 	�� (��� �����	� � ���

�����	��� � ��� ����	�* ���� �� +	�����	� �����	���� !� ���� ��	��$ ���� 	�� ���	�

� �	
� ��� ����	���� ������ ��	� �� 	�� ���� � ����� �� ��� ������� �������

��



��� ������	�
��� �� �� �� �
���� �����

��� �� ������ 	
��� �	 	����� �� ������	�� 	
��� �� ��� 	��	� ���� ���� ���� ���

���������	 	
���	 ��� ������� 	������� ���� �� ��� ����� �� ��
���� ���	 	���

������ ��� 	��� 	�� �� ��� ���	�������	 �� ��� 
��	���� �� ��� ��	�������� ���	���� ��

��� 	����� ����
� ���	�� �� ��� ����� �� �� ��� ��� 
����		 �� !�� ����
 �����������

"##� #$� $%&� ���� �� ���� �

�� �� �� ��� �� ������ ����
 SO(4, 1) ��� ������ ��� 
�		����

����	 ��� ��� ��'����� 
�������	� ���	 ��	� ������� ��� ���������� �	��� ����	 "#(� $(&

��� ��� ����� ���� Λ→∞ ���	� ��	��� �	 ������ ��� ������ 	�
���� ����� "$)&�

����� �
� ����� ������	�
���

*�� �� ��� �������� ��� �����	 �� 	���� �����������	 ��	 �� 	�� ��� ��� +������ ����


��� �� �������� �	 � ��� ������ �	��� ���� �� !�����, ����
� -� �	 ������� �� �����

���� ��� +������ ����
 �

���	 �	 ��� ���� �� ��.���� ����� 	
���� �����	� ��� +������

����	��������	 ��� �������� �	��� ���	 ���� ��� !�����, ����	��������	� /��� ���

��� 
����		 �� 0������ ��� ����1 �� ��� !�����, ����
 �	� �� �� ���
�� �� � ���


����	� ��� �����	� ��� ��	��� ��� ��
��� �� ��� ������� ���	�� ��
��	��������� �� ��� ��

���� �� ��� ���	 ��� ��

��� ��� �	 ���� � ����� ��
��	�������� �� ��� 2������3 +���


�� ��� ����	���	

Λ =

⎛
⎜⎝

coshλ sinhλ ax

sinhλ coshλ at

0 0 1

⎞
⎟⎠ ,

������

sinhλ =
1

[1− v2/c2]1/2 ; coshλ =
v/c

[1− v2/c2]1/2 , 4$�$(5

v �	 ��� ������ �  ������� ������� ��� ��������� ����	� c �	 ��� 	
��� �� ����� ��� ax� at

��� ��� ��
�����	 �� �  ����� ��
��	������ ��� ����	������	 �� 	
������� ������ ���

��� ������ �	��� ���� c→∞� ��� 
�� ���	 ��
��	�������� ����	���	 ��

Λ→

⎛
⎜⎝

1 0 ax

0 1 at

0 0 1

⎞
⎟⎠ ,

����� �	 � ��
��	�������� �� ��� ����	������ ����
 �� ��� ����	���	 ��� �� �	 ��� �

��
��	�������� �� ��� +������ ����
� /��� ��� �� �

���� � 	�������� ����	�������� ����

����� �� �������	
�� ��� ���� ����	 c� ����� �� ��� �� ��� ���������� ���� �� ��� 
� �� ����

	������� ������������ �� �������� ��	 	� ������ ���
���

#$



������� �� c

C =

⎛
⎜⎝

c 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎠ ,

������� 	
� ������	��� 	� bx = cax ��� 	
�� 	��� 	
� ����	 c→∞ 	
� ������ ��

CΛC−1 →

⎛
⎜⎝

1 v bx

0 1 at

0 0 1

⎞
⎟⎠ ,

�
��
 �� 	
� ���������	� ��������	�	��� �� 	
� ������� ������� �
�� �� � ���� �������

�
��� �� �� ����	 	��� 	
� ���������	� ������	����	��� �� 	
� ����� G �� ����	 ��	���

� ��������	�	��� �� 	
� ������ ����� G′ ��	�� 	
� ����	� ��� ������� �� 	
� �� ��		��

���� �� 
� � 	� ���� ���� ��������	���� �� 	
� ������	��� ��� ������	��� 	� ��	���

	
� ������� ������� !� 	
� ��������� �� ���� ��� 	
� ������� �����	��� �� � ���	���	����

���������

"�	 G �� � "�� ����� ��	
 Xi #i = 1, ..., n$ 	
� ������	��� ��� bi 	
� ������	��� �� 	
�

������ �
� ������	��� ��	���% 	
� �����	�	��� ����	����&

[Xi, Xj ] = ckijXk , #'�'($

��	
 ckij 	
� �	���	��� ����	��	�� )�� ���� � ��� �������� ������ 	���������	��� 	� 	
�

������	��� ����� 	
� ��	��� U j
i  	� ��	��� 	
� ��� ������	���&

Yi = U j
iXj . #'�'*$

!� 	
�� ������� �� 
� � 	� ������� 	
� ������	��� 	
� �����	�	��� ����	���� ��� 	
�

�	���	��� ����	��	�

ai = U i
jb

j ; [Yi, Yj ] = Ck
ijYk ; Ck

ij = U l
iU

m
j c

n
lm(U

−1)kn . #'�'+$

!� 	
� ��	��� U �� ��	 �������� 	
� ����� �	���	��� ������� ���
����� ��	 �� U ��

�������� 	
� ����� �	���	��� ���� �
���� ��� �� ���� ��	��� � ��� ����� �� �����	 �� 	
�

	���������	���� ,������� 	
� ��	��� U ��������� �������% �� ��� ������	�� ε > 0 ��

	
� ��������� ��%

U j
i = uji + εwj

i , #'�'-$

��� ������� 	
�	 	
� ��	��� U �� ��	 �������� �
�� ε ���� 	� �����	% ��	 �	 �� ��������

�
�� ε �� ����� .���	������% �� ��� ����� 	� ������ 	
�	 	
� ��	����� u ��� w ��� ��

/0



������� ��

u =

(
Ir×r 0

0 0p×p

)
; w =

(
vr×r 0

0 Ip×p

)
, n = r + p 	
���

����� v �� ���� ������� ���� �� � ��������� ���������� ������� �� �� ��� ������ ��������

�� ����� ��� �������� u ��� w �� ��� �������� ����� �� ����� �� ��� ��� ��������� �������

���  ��������� �� ��� ��� ���� ����� ��� ������������ ��� ����� ��� �� ��!�� ����������

���"������� ��� ���  ��������� X ��� Y � ����� ������� ��� �������������� 	
�
#� ���

���� ��� ���� ������ �� ��� ����� ���  ��������� ��

Y 1
α = Xα + ε

r∑
β=1

vβαXβ , 	
��$�

Y 2
μ = εXμ 	
��
�

����� ��� !��� ���� �� ���  ���% �������� α, β, ... = 1, ..., r �� ���� �� ����� ��� ��������

�� ��� !��� ����% �� 	
��� ���� ��� ������ ���� μ, ν, ... = r+1, ..., p �� ���� ��� ��� ������

����%� ��� ���������� �� ���  ���� ���� ���� � ��

aα1 = bα + ε

r∑
β=1

bβvαβ , 	
����

aμ2 = εbμ, 	
��&�

���� ���� �� ��� ����� ε→ 0 �� ���� ��!���� ���� ���  ���� G ���� �������� �� ��� ��� ����

��!�� �� ���  ��������� Xα� ���� �� ��� �� �� ������ � ������������

'��� �� ���  ��� �� ����� ��� ���������� ���� ���� ����� �� ���� ��!���� (� ��

��� ���������� �� ��� ����� ε → 0� �� ���  ��� �� %��� ��� ��� ���� ���� �� ε� ���

����������� ��������� ��� �� ��������� ��

[Y 1
α , Y

1
β ] =

r∑
γ=1

cγα,βY
1
γ +

1

ε

n∑
μ=r+1

cμα,βY
2
μ +O(ε), 	
��)�

����� O(ε) ���������� ��� ������ ����� ��� ��� �������� ������ �� ε� �� ����� �� ������ �

!���� ����� �� ��� ����������� �������� ���� ε  ��� �� *���� �� ���� ���� ����

cγα,β = 0, 	
��+�

����� ����� ���� ���  ��������� Xα ���� � ��� ���� �� G� �� ��� �� ����!�� ���� ���

��������� 	
��+� �� ��� ���� ��������� �� ���� ��� ��� ����� ε → 0 �� ������ ,��� ����

$&



���������� ��	 �	
 ������	 ��������� �� ��	 ����� ���	 ��	 ���	�

Cγ
α,β = cγα,β , C

μ
α,β = cμα,β = 0, ������

Cγ
α,μ = 0, Cμ

α,ν = cμα,ν , ������

Cγ
μ,ν = Cρ

μ,ν = 0 ������

��� ���� ��	� ������� ��	 ������ ��	�����

C l
ijC

m
kl + C l

jkC
m
il + C l

kiC
m
jl = 0, ���� �


���� �� ��	 ��������� �� �	 � !�	 "��#� $� ��	 	�� �� ��	 #���	�� 
	 ���	 � �	


"��# G′ 
���� �� ��� ������#� �� ��	 ������� "��# G� ��� 
��� ��	 ���	 ���	������

%�	 "��# G 
�� ��������	� 
��� �	�#	�� �� � ��"��# S ⊂ G ���� �� �#���	� �� ��	

"	�	������ Xα� %�	 �	������� ������ ���
 ���� �� 	&���� � �	
 ��"��# S′ ⊂ G′ ����
�� ������#� �� S� %�	 �	������� ������ ��� ������ ���� ���
 ���� �� 	&���� � �	
 "��#

A ⊂ G′ 
���� �� ��������� ��� ��	�����

'�
� 
	 
��� ���	 � ��#�	 �� 	&��#�	� 
��� ��	 ��(	����	 �� �����" ��	�� ��	

�	)������ �� ��	 ����������� #���	��� %�	 �
� 	&��#�	� ��	* ��	 ����������� �� ��	

�������� "��# �� ��	 ����������� "��# ��� ��	 ����������� �� ��	 !��	��+ "��# �� ��	

,����	� "��#�

���������

%�	 "	�	������ �� ��	 ��������� "��# �� 3 ���	����� Ji (i = 1, 2, 3) ������� ��	 ��"	���

[Ji, Jj ] = εijkJk. ����-�

%� ���	 	�	������" ���	 	&#������ �	� � 
���	 ��	 ��"	��� �� ��	 ����

[J1, J2] = J3 ; [J2, J3] = J1 ; [J3, J1] = J2. ������

.	 ��	 "���" �� �������� ��	 "��# 
��� �	�#	�� �� ��	 ��"��# "	�	���	� �� J3� /�����

�	�	)�	 ��	 ���	� �
� "	�	������ ��

I3 = J3 ; I1 = εJ1 ; I2 = εJ2. ������

0� ��	 ����� ε→ 0� ��	 ��"	��� ������ ��������� ��

[I1, I2] = 0 ; [I2, I3] = I1 ; [I3, I1] = I2. ������

%��� �� ��	 ��"	��� �� ����������� ��� ��������� �� ��	 1����	�� #���	� .��� ��##	��

"	��	�������� �� ���� 	&��#�	 ��� �	 ��	������ �� ��	 �����
��" 
��* %�	 "	�	����� ���
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��� ��������	 ���
�� ��� z ���	 �	 
�������� �
�� ��� ���������	 ��� ��� x ��� y ���	

��� ��	������ �� �� �������	������� 	� ���� ���� ���� ����	������	 �� ��� ����� x− y� ���
��������� 
	�� �� ���	 ��������� ��	 ��� ����� ������� ��� ���	 x ��� y�

�������

��� 	���� ������� �	 ��� ��������� �� ��� ������� ���
� ���� ��	��� �� ��� ��������	�

���	 ���
� �	 	������ �� ��� ���������	 Lαβ �α, β = 0, ..., 3� ���� 	���	�� ��� �������

[Lab, Lcd] = δbcLad + δadLbc − δbdLac − δacLbd ��� !�

[La0, Lbc] = δabL0c − δacL0b ��� "�

[La0, Lb0] = Lba, ��� #�

����� (a, b, ... = 1, 2, 3)� $������ ��� ���������	 ��

Lab = Lab ; Ta = εLa0 ��� %�

���� ε = 1/c� &�� ���� ��� ����� ε→ 0 �� ������ ��� �������

[Ta, Lbc] = δacTb − δabTc ; [Ta, Tb] = 0 ��� '�

���� �	 ��� ������� �� ��� (������ ���
� ��������� ��� 3)�����	����� ��������	 ��� ���

����	���������	 ������� �������� �����	 �� ������*� ��*����� �� ����� �����	���	� +�

���	 ���� �� 	�� ���� ������ ��� ����� ����� ��� *������ �� ����� ���	 �� ������� ���

	������� ���
� �� 	����� ������*��� ������	 �� ��� 	������� ���
� �� ��� &��������

������	� , 	������ ��������� ����	 ��� -�����. ���
� �� ��� ��� ���������
	

(������ ���
� ���� ���
��	 ��� ����	������	 �� 	��������

��� �� �����	 �
��� �� �	��


+� ���	 	������ �� ���� ��
	 �� 	��� �� �������� ���������	 �� ��� �� /����� 	���� ���

	����������� ���������	� ������ �� � ������ 	������ ��� �� �����
��� ������	�� +� ���	

���������	 �	 ��		���� �� ��������� ��� 	��
�
�� 	����������	 ������� ��� -�����. ���

��� �� /����� ���
�	� ���� �� ��� ����� �� 	�
�� 	��
������
	��� ��� ����������� ����	

�� �
��������� ���������	 �� �� /����� ���
�� �	 ��	� ��� �����	��������	 ��� ���������

����� Λ→ 0� �� �� ��
�� �� 01�2�

����� �� �����	 �
���

/���	 ���� ��	���� 	���� 
�*��
�� R ��� ��������� 	�������� ���	 ����	 ���� ����

�� ����� ��� �����
� ��		���� �
���� �� 3������ *����	 ����������	 �� ��� 	�������

1"



������� �	
��  �	������ ��� ��� ����	�� ����� 	� ���� ��� ���� ��� ��� 
��� �� R

����� �	������	 ���� M �	�� ���� ���� ���
����� 	� ��� ���� �	���� �������  ��

�������� ����� 	� ��� !�	���" ����� P = L � T � ��� ���	#$	���� ���$��� %������

��� &������ ����� L = SO(3, 1) �$ ��� %��	� ����� �� ������	��� T � '�� �����

��� ����	�	
��� 	� M �$ 	�� ����� ��	���$ �� %� 	$���	(�$ �	�� M �  � ���� ���

�	������	 ���� 	� � ����������� ���� ��$�� P � ������ 	� ��� )���	��� ����

M = P/L.

*��� ���� �� ���
�$ ������ $� +	���� �$ ��	#$� +	���� ����� �� ��� ���� ���� �	��

������� ���� ���
���� ,���	�	
� �$ ����	
� ���
������� -� �� �
� �	$ %������

����� ����� �� %� $�(��$ � �����#������� 	� ��� ����$�#����	$�� ����� E4,1 � E3,2�

.�	�� ����$	���� (χA) = (χ0, χ1, χ2, χ3, χ4) ���� ���� ��	���

ηABχ
AχB ≡ (χ0)2 − (χ1)2 − (χ2)2 − (χ3)2 − (χ4)2 = − l2

�$

ηABχ
AχB ≡ (χ0)2 − (χ1)2 − (χ2)2 − (χ3)2 + (χ4)2 = l2.

'�	�� ��� �	������	 ����	� �� %� ημν = diag(+1,−1,−1,−1) �$ ��	�� s = η44� ��

�� ���$� %��� ���� �	������������ /�� s = −1 �� �
� $� +	���� ���� dS4 �����

����	� 	� 	�$���$ ���� ��� ����$�#����	$�� ����	� ηAB = $	� (+1,−1,−1,−1,−1)�
 � �� ��� �������� ����� ��� ���������� ����� SO(4, 1)� '�� ��� s = +1 ���#

������$� �� ��	#$� +	���� ���� AdS4�  �� ����	� 	� 	�$���$ ���� ��� ����	� ηAB 0

(+1,−1,−1,−1,+1) �$ 	�� �������� ����� 	� SO(3, 2)� 1��� ����� �� �����������

	� ��� ����� ��� �23�4

dS4 = SO(4, 1)/L e AdS4 = SO(3, 2)/L.

1��	$��� ��� ����� ��	���$ 	�  ��	��	�� %��$�� �	�� ��� ���������$��� $� +	���� ��

��	#$� +	���� ���� � %�� ����� �$ ��� &������ ����� L � ��� (%��� '���� ����� ��

�����	��� �� ��� 5	����	� �)��	��� �	����� �� ������� ���
	$�$ ��� ��� ��������	��

������� Λ �$ ��� $� +	���� �$	�� l �� �����$ %�

Λ = −3s
l2
. ,��63�

 � ����������	� ����$	���� ,����� �	�� ����	� ,���7�� ��� 8��	���9�� �������	�� ����

��� ����

Γλ
μν =

[
δλμδ

σ
ν + δλνδ

σ
μ − ημνηλσ

]
∂σ[lnΩ(x)], ,��62�

���� ���� �	 
�� ����
�� ������� �� ������
����

2�



��� ��� ���	��� ���
�� �


Rμ
νρσ = −

Λ

3
[δμρgνσ − δμσgνρ] . �����

�������� ��� ����� ���
�� ��� ��� 
����� ��������� ���

Rμν = −Λ gμν and R = − 4Λ. ������

��	 
��	����� ��	� �	�	 ��� �	 ����	� �������	 ����	�� ���
	 ��� �	����	 �������	� �
����


������	�

����� ��� ��	�
����� ������

��	 ����	��� ����� �� � ���
	���	 ���� ������ ��	 � �������� ���� �

����� ��� ��	

�������� �� ��	 ���
	 ��� ��	 	 ����	�
	 �	��		� �	�	�	�
	 ����	� �� �	����	 ��	�	���

!���� ��	�	 �� � ���� �� ��	 ����	��� ����� ���� �� �	��������	 ��� ��	 �����	�	��� �� ��	

���
	���	� ���� ���� �� ������� 
���	� ��	 ������������ ��� 
�� �	 	���	� 
��������	 ��

��� 
��������	� ���� ����	�� �� "����	�� �	������� ��� ��� ���	�� �	�������	� ���� �	


�� ����# �� $%�&� ��	 ���	 #���� 
��	 �� �	��������
 #��	����
� �� ��	 '���
��( �����

P � )� �� ��������� ����
���	� ���� *��#���#� ���
	 M � �	��� ��� ����	��� ������ ��	

'���
��( ����� �� 
������
�	� �� ��	 �	������	
� �����
� �� +��	��, ����� L = SO(3, 1)

��� ��	 ������������ ����� T � ��	 ���� ��	 �
�� ��������	�� �� M � )� ��
�� *��#���#�

���
	 �� �� �����	�	��� ���
	 ���	� P � �
������ �� �� ��	  ����	�� M ≡ T = P/L� ��	
�������
	 �� M ���	� P �	-	
�� ��	 	��
������� ��	 +��	��, �������� ��	� ��
���� ��	

������ �� �������� ��� ��	 �������
	 ���	� ������������ ��#	� ��	 �������� �� ��� ���	�

����� �� ��	 ���
	� ���� �� ��	 ����� ������ �� 	��
������ ��	�	 T �� �	��������	 ��� ��	

	 ����	�
	 �	��		� ��� ������ �� ��	 ���
	���	� .�
	 	��������	� ��	�	 �������� �	 ��	

����� �� ����� ��	 ����	��� ����� �� �	 ����	� ��� ������	 ����	� ���
	�� )� /���	����


��������	� χA� ��	 �	�	������ �� ��0���	����� ��������������� ��	

JAB = ηAC χ
C ∂

∂χB
− ηBC χ

C ∂

∂χA
, ����1�

��	�	 ������� ��	 
���������� �	�������

[JAB, JCD] = ηBCJAD + ηADJBC − ηBDJAC − ηACJBD. ������

)� �	��� �� ��	�	�������
 
��������	� {xμ}� ��	� �����	 ��	 ����

Jμν ≡ Lμν = ημρ x
ρ Pν − ηνρ xρ Pμ ����2�

%3



���

J4μ = −s
(
l Pμ +

s

4l
Kμ

)
, �����	


���

Pμ =
∂

∂xμ
and Kμ =

(
2ημνx

νxρ − σ2δμρ
) ∂

∂xρ
�����	

�� ����������� ��� �������� �� ����������� ��� ���� �������� ��������������

�� s = −1(+1)� ���� ���� ��� �� ��� ������	�� ����� ���� SO(4, 1)(SO(3, 2))�  ��
�������� Jμν ���� �� ��� !����" ��#���� SO(3, 1) ��� Jμ4 ��$��� ��� �����������

�� ��� ����������� ����������� ������� %� ���� �� ��� ������� �������������� 
�

��� ��� �&�������� ��� ���� �������� �� ��� ����������� ��������'

[Jμν , Jρσ] = ηνρJμσ + ημσJνρ − ηνσJμρ − ημρJνσ, ����(	

[J4μ, Jνρ] = ημνJ4ρ − ημρJ4ν , ���)*	

[J4μ, J4ν ] = −sJμν . ���)+	

��� �,������ �����	� �� �� �#����� ���� ������ ������ �� ��������� ���� � ��& ��

����������� ��� ���� �������� �������������  �� ������� ��������� �� ����� �
�

���������� �� 
������� #� ��� ����� �� ��� ������������ ��������� -���������� �� � "��

������������ ��������� ��� �
� ������ ��� ����� ��� ������� ����� ������	 ������� ��

.��/�
�/� ����� M 
��� -�����0 P �� ������� �����

��� �����	�
�� �
�
�

%� ���� �������� 
� 
��� ������ ��� ��1���� ���������� ������ �� ��� �
� �� �����

������  � ���� ���� �� �� �������� �� ��/� ���� ���,���� ���$������� �� ��� ��������

��� ��������� %� ����� ���$������� � 
� �� ����� �� ��/� ���� ������� ��� �
� ���������

c ��� l� ��� ��� ���� ��������� �� ��� ���$������� ��� �� ��� ������� �� ��� ������

���� 
� �� ����� �� ��/�� �� ��� ������� �� ��� ����#��� ��� ���������� ������� ��

��� ���������� �� ��� ��� ����������� ����� ��� 2+�3�

����� ���� �������
�	� ����	��

 � ����� ��� ����� �l→∞	 �� ���������� �� 
��� ��� �������� �� ��� �����
��� 
��

Jμν ≡ Lμν = ημρ x
ρ Pν − ηνρ xρ Pν , ���)�	

���

Πμ ≡
Jμ4
l

= s

(
Pμ + s

1

4l2
Kμ

)
. ���)4	

+(



��� �������	�
 Lμν 
��� ��� �	���� ��	�� ������ 	� ����	�
�� 
���� ��� ���� 
���
��

��� �	�������	� ������	�

[Lμν , Lρσ] = ηνρLμσ + ημσLνρ − ηνσLμρ − ημρLνσ. ������

��� 	���� �	�������	� ������	�
� ���� ��
��� � ��� ����
���!��� 
���	�� ��� ������� �


[Πμ, Lνρ] = ημνΠρ − ημρΠν , ����"�

[Πμ,Πν ] = − s

l2
Lμν . ������

#	� l→∞� ��� �������	�
 Πμ ������ �	 ��� 	������� ����
����	�
 ��� ��� �� $����� ��	��

�	������
 �	 %	�����& ��	�� P = L�T � �	������� ���� ��� �	��'����	�
 	� ��� ���� ��

��� ��	��� ��� �� $����� 
���� ����
�	��
 �	 ����	�
�� 
����

M = P/L,

����� �
 ����
���!� ����� 	������� ����
����	�
�

����� ��� ��	
������� ������ ������������ ��
��

��� (���	�)*		�� 
���� ���  � �	�
������ �
 ��� �	� ������!�
��� ����� 	� �� $�����


����� ��� ��������� ����������
��� 	� ���
 
���� �
 ���� ��� ���!����� �
 �	� ��	  ����
�

�� �
 ��������� ��	� �� $����� 
����� ��� �+��� 	� ��� ���!����� ������
 �,�������� �� ���

����
����	�
 �������	�
� ��� ���-���� ����'����	� 	� ��� �������	�
 �� ���
 ��
� �
.

Lab ≡ Jab , La0 ≡ Ja0/c , Ta ≡ sJa4/cτ , T0 ≡ sJ04/τ, ����/�

����� a, b, ... = 1, 2, 3 ��� ������
 �� ��� ���� �� ��� τ = l/c �
 ���� �	�
���� ������ ���

��	��

� ���
� ����'����	�
 �� ��� �������	�
 �	���
�	��
 �	 �	���� ��� ���������
 ωαβ �


	 ����� ωab → ωab0 ωa0 → cωa00 ωa → εcτωa� � ω0 → ετω0� ��� ����	�
 ��� � 
	� ��

���	 ��� ����'��� ��	�� ���������
� ��� ���
� ��� � �����
�	������� ��� ���� �� ��

�1



����� �� ����� ��	�
��	 ��������� ��

[Lab, Lde] = δbdLae + δaeLbd − δbeLad − δadLbe, ������

[Lab, Ld0] = δbdLa0 − δadLb0, ������

[L0b, L0e] =
1

c2
Lbe, ������

[Lab,Td] = δbdTa − δadTb, ������

[La0,Tb] =
1

c2
δabT0, ������

[La0,T0] = −Ta, ������

[Lab,T0] = 0, ������

[Ta,Tb] = − s

τ2c2
Lab, ������

[Ta,T0] = − s

τ2
La0, ������

[T0,T0] = 0 . ������

���� �� ��� 	����� ������� ���� �� �!��� ��� "��!� �� ��� #�$���%&��'� ������

�'��� ��� "���� c→∞( $� ���

[Lab, Lde] = δbdLae + δaeLbd − δbeLad − δadLbe, ������

[Lab, Ld0] = δbdLa0 − δadLb0 ; ������

[L0b, L0e] = 0 , ������

[Lab,Td] = δbdTa − δadTb ; ������

[La0,Tb] = 0 , ������

[La0,T0] = −Ta , ������

[Lab,T0] = 0 , ������

[Ta,Tb] = 0 , ������

[Ta,T0] = − s

τ2
La0 , ������

[T0,T0] = 0, ������

$��)� ��� ��� "��!� �� ��� *"�"�� �����( $��� � �������� 	�+����)� �� �������

������( $���� )� !� ���� ��� ��� )�������,��- �� ��� ����"����� �� ��)������ ����

�+�)� �� ��������	 �� ��� ���  ��� �)"� )��,���� �� 	� .����� ��)� /��0� 1� �� ��������

�� ���� ��� τ ���� !� '��� )������ 	����� ��� )����)���� ���)���( ��( ��� ����"� ��

$�"" 	�
��	�

����� �����	
 ����������� ���	��	

1� �� �������� �� ������ � ��� ��� "���� Λ → ∞ ���� !� ��	������	 � ����"-

)"���)( !�)��� �'��� ���� "���� ���� ��� ��� ,"��� �� ��� 	� .����� �	��� l ��

��



����������� �	���
 ��� �� ��� ����� ����� �� ������������ ��� ������ �����
 �� ������

�	������� ������ �� ������	 ������ ��� ������� l �� ���� ���� �	��� ������� ��

�����	����� �������� �� ��� ��	�� ������� �� ��� �� ����� � ���������� ��������� ���������

�� �� ��		���� ����� ��� � �	��� ����� ����� �� ����������
 ��� ���	��� �� �����

�����
 ��� ���������� �� ��� ��� ��������� �� �� ����� �� ������ �� ��� ������

��� ��� ����
 ��� �� ����� �� ���������� �� �� ���	

Lμν = ημρ x
ρ Pν − ηνρ xρ Pμ � �!!"

���

Π̄μ ≡ 4l Lμ4 = s(4l2Pμ + sKμ). � �!#"

$�� ���� ��� ��%������� �� ������� ��� �� ������� ��

[Lμν , Lρσ] = ηνρLμσ + ημσLνρ − ηνσLμρ − ημρLνσ � �#&"[
Π̄μ, Π̄ν

]
= −sl2Lμν � �#'"[

Π̄μ, L̄νρ

]
= ημνΠ̄ρ − ημρΠ̄ν . � �# "

(� �� ��	�� l →∞
 �� ���������� Π̄μ ������� �� �� ������ ������	�� ��������	������

Kμ
 ��� �� ��		������� ��������� ���� �� ���	

[
Π̄μ, Π̄ν

]
= 0 ;

[
Π̄μ, L̄νρ

]
= ημνΠ̄ρ − ημρΠ̄ν , � �#)"

	���������� �� ���� ��� ������������� �� �� *�����+ ����� ������ �� ����� ���������

�� �� ������ �����	
� �
�� P̄ , -.� /����������� 
 ��� �� ����� �����������
 �� ��

0����� ����� ��������	� ��

N = P̄/L.

��� ��� ����� �� ���� 	���	���� ��		����� , -. ��� �� �� ������ �� ���� ������

��� �� �����	 
� 
 ������� ��
��

1� �� ��� ���� ������
 �� �� 0����� ����� �� 	��� �����	����� ��� � ��	��� ��������

�� 2������� ���������
 ��� ��� �� ����������� ���	 �� ��������� ����� �� ����� 3���

��� �� ���� ��� �� ��� ��� �� ����� (� �� �������� ������� �� ����� ���

dS4 = SO(4, 1)/L. � �#4"

�� ����� �� ���� ��������
 ���� � �������������� �� SO(4, 1)
 ��� ��������������� ����

��������� �� � 55��	�������� 6�������� ������ $� ��� %�� �� 	����� ���	���� �� ��

  



���������� 	�
�� ����

δxC = LAB xC = (LAB)
C
D xD �����

�����

LAB = ηACX
C∂B − ηBCX

C∂C . �����

�
�� ��� ��� ��	��
�� ������ �� ����

��� 5��
����
���� ������

L01 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −1 0 0 0

−1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, L02 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

L03 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, L04 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

��� 3��
����
���� �����
���

L12 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

L23 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

L31 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

 



��� ��� �����	�� �
��� ��� 4 �	���	��

L14 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, L24 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

L34 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 −1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

�� ��� �� ���� ��� ��������� Lij ��� L0i ��� ��� ��������� �� ��� ������� ������ ���

����	�	�� ��������� �� �	

 ��

 ���� ��� ��� �	���� ����
��	��� ��� ���� ���

LA4 : (L04, Li4).

���� �� �
����� P 	� ��� ����	��� ���� SO(4, 1)/SO(3, 1) �� ��� ����

P = exp p = exp

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 a

0 0 0 0 b

0 0 0 0 c

0 0 0 0 d

a −b −c −d 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, p = EAL4A, EA =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a

b

c

d

e

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

� �!"#

�� ���� �� ������� ��� �$������	�
 �� ��	 ����	$� %� ��&�	�	��� �� ��'� ����

P ≡ exp p =
∞∑
n=0

pn

n!
, � �!(#

��&��

Eμ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

a

b

c

d

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ Eμ ≡ ημνE

ν =
(
a −b −c −d

)
� �!!#

���� ��	�� ��� ����	$ p �

p =

(
0 Eμ

Eν 0

)
. � �)**#

 +



��� ������ �	 
�� ��
�� p ���� 
�� 	������� ������
��

p2n =

(
(EμEν)

n 0

0 (EρEρ)
n

)
p2n+1 = (EρEρ)

n p. �������

�� ��� ������
� 
�� ��� ������ � 
�� 
����

P =
∞∑
n=o

a
(EρEρ)

n

(2n+ 1)!
+

∞∑
n=o

a2n

(2n)!
, �������

���� � 
�� ��
 � ����� 
�

P =

⎛
⎝ cosh(EμEν)

1/2 Aa sinh(EρEρ)1/2

(EσEσ)1/2

Eν
sinh(EρEρ)1/2

(EσEσ)1/2
cosh(EρEρ)

1/2

⎞
⎠ . �������

 �!��

χμ = Ea sinh(E
ρEρ)

1/2

(EσEσ)1/2
, �����"�

χ4 = cosh(EρEρ)
1/2. �����#�

$
 ��� %� ����& ���� 
��
 
���� ����'��
�� ��
�	& 
�� 	������� '��

&

ημνχ
μχν − (χ4)2 = −1 �����(�

���� � 
�� ����
�� �	 � 4)'�������� '� *

�� ����� ��%�''�' � � 5)'��������

+�,���, ������ ��� ����� 
��
 
�� ���
��
 ����� SO(4, 1)/SO(3, 1) � � 	��
 
��

'� *

�� ����� dS4� $
 � ����%�� 
� ����
���
 
�� ���'���� ��' 
�� ��
�� ���� 
��

���� ����%��� ��������� ��� �
����
 ���� 
��
 �� 
������ 
�� ���� �	 
�� ����%�� ���

�����' 
� ���'���� � 
�� ���
��
 �����- 
���� ���'���� ���� 
�� 	���

P = exp

[
t

(
0 Eμ

Eν 0

)]
=

⎛
⎝ cosh t(EμEν)

1/2 Aa sinh t(EρEρ)1/2

(EσEσ)1/2

Eν
sinh t(EρEρ)1/2

(EσEσ)1/2
cosh t(EρEρ)

1/2

⎞
⎠ �����.�

�� � 5)'�������� ����'��
��

χμ = Eμ sinh t(E
ρEρ)

1/2

(EσEσ)1/2
�������

χ4 = cosh t(EρEρ)
1/2. �������

/�
� 
��
 ��� 
�� �	����
�� �%��
 
�� ���'��� � � χμ- 
�� ����� 
��
 χ4 � ��������


%������ �	 
�� ����
�� �����(�� /��- �
� 
�� ��
�� �	 ���'���� � ����%�� 
� '�!��


�� '�
���� %�
���� 
�� ���
� � 
�� ���
��
 ������ 0��
- ��
 �� '�!�� 
�� '�
����

�#



������� � ��	�� c 	� �
� ����	��� ���� ��� �
� 	����	��� �� �� �
	� ����� �
� �����

g(t) �
�� ������� c �� �
� ��	�	� ��
� 	����	���

g(t) = exp [t p], �������

g(0) = Id, �������

g(1) = c, �������

�
��� �� 	����	�� �
� �	����� ������� �
�� ��� ��	�� �	�� �
� ���� �� �
� ����	� p

D(c, Id) = ||p||. ����� �

�� ��� �
� ���� �� �
	 ����	�� �� ���� �� ��!��!��� �
� "�����#$	!!	�� ����	� ���

SO(4, 1)� �
	�
 	 ���� ���� ��	!� �	�� �
� ��%�	�� ����������	��� &	��� ��������

�
��

[M,Mj ] =
n∑

k=1

{ad(M)}kj Mk �
��� {ad(Mp)}kj = Ck
pj , �����'�

�
�������� 	� �� (��� �
� �������� ������� �� ��� ����	� �
� ����	�� �
� ��������	��

��!��	�� ��� SO(4, 1) ���

[LAB, LCD] = ηADLBC − ηBCLAD + ηACLBD − ηBDLAC �����)�

�
��

C
(MN)
(AB)(CD) = ηADδ

M
B δNC − ηBCδ

M
A δND + ηACδ

M
B δND − ηBDδ

M
A δNC . �����*�

�
� ��� ��� �!����� �� �
� �!����� 	� �
� ����	��� ���� 	 Lμ4� �
	 	��!	� �
�� �
�

"�����#$	!!	�� ����	� 	

hμν = tr(ad(L4μ)ad(L4ν) = C
(MN)
(4μ)(CD) C

(CD)
(4ν)(MN) = ημν �����+�

,	�
 �
	 ���!�� �� ��� ��	�� �
� �	����� ������� �
� ��	�� c ��� �
� ��	�	�

D(c, Id) ≡ ||p|| ≡ 〈EμL4μ, E
νL4ν〉 = ημνE

μ Eν �����-�

.�� � ������� �
� ����	� ����� gμν(c) �� �
� ��	�� c 	� �
� ����	��� ���� �	�� �
�

"�����#$	!!	�� ����	�� &�� �
	� ������ �
�� �
� ����	� �� �
� ��	�	� �� SO(4, 1)/SO(3, 1)

��� �� 	����	��� �	�
 �
� "�����#$	!!	�� ����	�

gμν(Id) = ημν . �����/�

�*



��� �����	
� ds ������	 ��� ���	��� �	� �	 �����	� dP ���� �� �	�	�����	��� 
���� ��

����	 �

ds2(0) = |D(dP, Id)|2 �������

gμν(0)dχ
μdχν = ημνdE

μdEν , �������

�����

dP = exp (dEμL4μ), �������

���

dχμ = dEμ sinh(dE
ρdEρ)

1/2

(dEσdEσ)1/2
= dEσ,

���������� ��� �����
 �� ��� �����	 ��

gμν(0) = ημν . �������

������� ���� ��� �	�	�������� �����	
� �� �	�����	� �	��� ���	������	�

ds2(0) = ds2(c) ����� �

gμν(0)dχ
μ(0)dχν(0) = gμν(c)dχ

μ(c)dχν(c) �����!�

���	� ��� �����
 �	 � "��	� c ���� ��

gμν(c) = gρσ(0)
∂χρ(0)

∂χμ(c)

∂χσ(0)

∂χν(c)
. �����#�

$� 	��� �� �	� ��� �	�	��������� �	 ��� "��	� c� ��� �� ��� ��� �������	� "��"���

gc = c′k. �����%�

��� ����� �&�����	� ���	 ���� �� �� �
� ���� �	 �����	� g ∈ SO(4, 1) �	 � "��	�

c ∈ SO(4, 1)/SO(3, 1)� ��� ������ �� � 	�� "��	� c′ ∈ SO(4, 1)/SO(3, 1) ����� �	 �����	�

k ∈ SO(3, 1) �� ��� ������" ����"� �� �	� ��� �	�	��������� �� ��� "��	� c� �� ���

���� ���� "��"���� ��� ��'�	� ��� ���� "��	� c �� �	 �����	� �� ��� ����" �
��	� �	 ���

�	�	���������� �	 ���� ��

(
Wμ

ν χμ

χν χ4

)(
1 dχρ(0)

dχν(0) 1

)
=

(
W ′μ

ν χ′μ

χ′ν χ′4

)(
kρν 0

0 1

)
�����(�

�%



�����

Wμ
ν = cosh(EρEρ)

1/2 �����	


kμν ∈ SO(3, 1) ������


� �� ����� dχμ(c) ≡ χ′μ − χμ� �� ��� ����

dχμ(c) =Wμ
νdχ

ν(0) ������


��

Wμ
ν =

∂χμc)

∂χν(0)
. ������


�� ��� ��� �����W � ���� ������� ���� �� ��� ��� ��� �������� ����� �������������

sinh2 x =

∞∑
n=1

22n−1

(2n)!
x2n, ������


����

Wμ
ν ≡

(
δμν + sinh2(EμEν)

1/2
)1/2

=

(
δμν +

∞∑
n=1

22n−1

(2n)!
(EρEρ)

n

)1/2

Wμ
ν =

(
δμν + EμEν

∞∑
n=1

22n−1

(2n)!
(EρEρ)

n

)1/2

=

(
δμν +

sinh2 (EρEρ)
1/2

(EσEσ)1/2

)1/2

Wμ
ν = (δμν + χμχν)

1/2 .

 ������ ��� ����� � � ���� c � ��� !������ ����� �

gμν(c) = ηρσ(W
−1)ρμ(W

−1)σν , �����"


#����$�� ���� ��� ���������� χA ��� ��� 5%��������� ���������� ��� ��� ���������

����
� ��� ����� ���� ��� ��������� �� ��� �� &���� �����%��������

�'



������� �

	� 
����� 
����� ���������

��� �����	
��� �� � ��

�� ��	��
���

�� ���� �����	�
 �� �� �	��� �	 ����� ��� ���������� 	� �� ����� ����� ���
 ���� ����


�� ���� ����	� ��� ���������� 	�  ���	���� ����� ��� ���� �	�� ������� �	������ ����

��� !� ������ �������"�� �	 �� ����� ����� ��� �	��� #���
 �� ���� ����� ��� �$����	��

	� �	��	� 	� � ������� �� �� ����� ������

����� ��������� ��	��
��� ������
�

#�� ����	� ������	��� �����!��� � ��� ������� 	� ���� m �	%��� �� �  ���	���� �����&

���� ��

S = −m
∫ b

a
ds, '(�)*

����

ds = (ημν dx
μdxν)1/2 '(��*

�� ��� +	���" ��%����� ����%��� ,	�
 ��� ��������� �	�� 	�  ���	���� �� ��� -	����.

�	�� P = L � T 
 ��� ����&����� �	���� 	� ��� +	���" L ��� ��� ��������	� �	��
T � #�� /�� 0����� ��%����� 	� ��� -	����. �	��
 	� ��� 	��� ����
 ��

CP = ημν p
μpν = m2 '(�(*

���� pμ = muμ �� ��� ������� �	�&�	������
 ���� uμ = dxμ/ds ��� �	�1%��	�����

0	�������� ���� ��� ����	� S ��� ��� +�������� L �� ������ !�

S =
1

c

∫ b

a
L ds, '(�2*

��� �	���	����� +�������� ��� ���� !� ������ �� ��� �	�

L = − (ημν pμpν)1/2 = −
√
CP . '(�3*

��



��� �������� ημν p
μpν = m2 �	 
 ��
� ��	��
��� �� ��� 	��	� ��
� �� 
� �� �	�� ����


���� ��� �
��
����
� 
����	 �	 ���������� ��� ��	������ ���
���� �� ������ �	

dpμ

ds
= 0. �����

��� ���
���� �� ������� ���������� ������	 ���� ��� ��	���
���� �� ��� �
����� �����

��������� ���� ������	 ���� ��� ���
��
�� �� ��� 	�	��� ����� 	�
����� ��
�	�
�����

 �	 	������� ���������	 ��� �����	�	 �� ��� !�����	�� 	�
������ ��� ���
��
�� �� ���

	�	��� ����� "�����# ��
�	����
����	 �����	 ��� ��	���
���� �� ��� �
����� 
����
�

�������� lμν = xμpν − xνpμ� ��
� �	�

dlμν

ds
= 0. ���$�

����� ����	�
 ���
����

%�� 
 	�����		 �
����� �� �
		 μ� ��� &�	� '
	���� ���
��
�� �� ��� �� (����� ����� �	 �����

�� )*+,

CdS = −
1

2l2
ηAC ηBD L

AB LCD, ���-�

�����

LAB = μ

(
χA dχB

dτ
− χB dχA

dτ

)
���.�

�	 ��� ��	����� &��������	���
� 
����
� ���������  � ����	 �� ��� 	�������
���

������
��	 {xμ}� ��� '
	���� ���
��
�� ���-� 
		���	 ��� ����

CdS = ημν πμ πν −
1

2l2
ημρ ηνσ lμν lρσ, ���*/�

������

πμ ≡
Lμ4

l
= pμ −

kμ
4l2

���**�

�����	���	 ��� �� (����� ��������� ����

pν = μ
dxν

dτ

�� kν ≡ δ̄νσ p

σ = μ (2ηρσ x
ρ xν − σ2 δνσ)

dxσ

dτ
, ���*+�

��	��������� ��� ����
� 
�� ��� ������
� ���������� 
��

lμν = ημρ x
ρ pν − ηνρ xρ pμ ���*��

�����������	 
� 
�� �����
��� �� ��� � �����
����
��� �������
� �� � ����� ������������ ����
�
��
�

��������	 
� 
�� ����
����
��� pμ = Tμ0� ��
� Tμν 
�� ����	������
�� 
����� 
�� ��������
�����
�� ka �� ������ �	 ka = Ka0� ��
� Kab 
�� �������� ����
 �����

�/



���������� ��� ��	
��� ������ ��������� �� ��� �	��� �������
���

δ̄μν = 2ηνρ x
ρ xν − σ2 δμν ������


� � �
�� �� ��������� ���������� ������ �
��� λAB 
� ����������  � ���� ����

dlμν

dτ
= 0 ���

dπμ

dτ
= 0. ����!�

"� ������ ���� lμν 
� ��� #������ ��������� �������� ������� �� ��� 
����
���� �� ���

�$���� ����� ��� �����������
��� �������� 	$ L̂μν �  ������ π
μ 
� ��� #������ ���������

�������� ������� �� ��� 
����
���� �� ��� �$���� ����� ��� �����������
��� ��������

	$ Π̂μ�
�

����� �����	
�� 
 �
�	
�

%��$
� �� ��� &
��� ��
 ����� ��� '����
�� �� � ��
����� ����
��� �� ����m 
� �� �
����

������
�� ��� 	� ������� �� 	� 
��� 	$ −c
√
CdS � �� ��� (��)�
����
���� ������
���

�� ����� 
� 
� ��������$ �� ��� � �������
�� �����
��
� ��� �������� �� ��� �� �
����

�$���	���
�� �� ��
� ����� ���������� ��� '����
�� ����� ��� �� 	�

L = −c
[(
CdS
)1/2

+ β
(
ηAB χ

AχB + l2
)]
, ����*�

 ���� β 
� � '����� ����
��
��� +�
� ,-� ���.�� ��� ����������
� ���
�� 
�  �
���� ��

S = −
∫ b

a

[(
− 1

2l2
ηAC ηBD λ

AB λCD
)1/2

+ β
(
ηAB χ

AχB + l2
)]
ds, ����/�

 
�� ds ��� �� �
���� 
����
��� 
������� �0���� 1������
� � �����
���� ���
��
��� ���

������
� ��� ������� ���� ���
� ���� �� 
������
�� 	$ ������ ��� 
����
���� �� ���

���
�� $
���� ��� �-���
�� �� ���
��

d2χA

dτ2
+
( 1
l2
− 2β

)
χA = 0. ����.�

+�
� ��� �������
���

ηAB χAχB = − l2 ��� ηAB
dχA

dτ

dχB

dτ
= 1, ����2�

��� ����� �� ��� '����� ����
��
�� 
� ����� �� 	�

β =
1

l2
, ���03�

���� ���� ��	��
����	 ����� ��� 	 ���
�	� ���
�	����� ��
� ������ 	 
��� �����

��



��� ��� �����	
� 
� �
�	
� ������ �
 �


d2χA

dτ2
− χA

l2
= 0. ������

�� ���� 
� ��� ����
����	� �

�	������ 	� ���
���

d

dτ

(
pν +

1

4l2
kν
)
+
xρ uρ
l2Ω

(
pν +

1

4l2
kν
)
− μ c

l2Ω
xν = 0. ������

��� �
���
��	�� �����	
� �
 ��� �
��	��� �
��
����� 
� ��� �
������ 	�

d

dτ

(
pν +

1

4l2
kν

)
− μ cΩ

l2
ηνρ x

ρ = 0. ������

�� �
���� ��� �
 ��� ��	�����	�� 
� ���	���	
�� ��	� �����	
� 	� 	���������� 
� ��� ����

 ���  	���� 	� ���� 
� ��� �
� ���
�	��� �� ����� 	� 	� ��� ���� ��

d

dτ

(
uμ +

1

4l2
δ̄μ

ρ uρ

)
− Ω

l2
ημρ x

ρ = 0, ����!�

 	�� δ̄μ
ρ �	��� �� "�� ����!�� ��	� 	� ��� �����	
� 
� �
�	
� 
� � ��	����� ���	��� 
� ����

μ 	� � �� #	��� ������	��� ��� �
���	
�� �����	�� ��� ��
���	�� 
� ��	� ������	���

$�	�� ��� ���
�� 
� ��� �
������	
� �� � ����%�� 	� 	� �
��	��� �
 
���	� �������

��
���	
� �����	
�� �
 pμ ��� kμ� &
 �'������ ��� �����	
� 
� �
�	
� �
 ��� �	���

�
������ pμ 	� �
��� �
 ��

dpν
dτ

− μ cΩ

2 l2
ηνρ x

ρ = 0, ����%�


 ���	���������
dpν

dτ
+
xρ uρ
l2Ω

pν − μ c

2l2Ω
xν = 0. ����(�

��	� �����	
� 	� �
��	�� ��� ��� ��
���	� �����	
�

dpμ

dτ
+ Γμ

νρ p
ν uρ = 0, ����)�

 	�� Γμ
νρ ��� *��	+,	�	�� �
�����	
� 
� ��� �� #	��� ���	� ����!�� �� ��� 
��� �����

��� �����	
� 
� �
�	
� �
 ��� �
��
��� �
������ kν ������� ��� �
�

dkν

dτ
+
xρ uρ
l2Ω

kν − 2μ c

Ω
xν = 0. ����-�

.	/������ �
� ��� 
�	��� �
������ pν �  �	�� 	� �
������  	�� � �
��	��� ��	��+

�	��� ��� �
��
��� �
������ kν 	� �
� �
��	����� �
������� �� ����� 	� 	� �
��� �


��



�������
dkν

dτ
+ Γν

ρσ k
ρ uσ =

2μc

Ω

[
1− 1

4l2

(
2

Ω2
uρ uσ x

ρ xσ − σ2
)]

xν . ��	
��

�� ��������� �������� ����� ��� ������� ����� ��� ����� ��������� ����� ��������

πν 	

��� �����	��
� �����
�

�� ���� ���� �������� �� ��� ����� �� ������ ��� ���������� �������� �� �� ������ �������

����������	  � ���� ���� �� ���� ��� ����� ��� ������ �� !������ ��������� �� ��� ��

"��������� ������� #��"���"� ��� �� ������ ������� ������������	

 �� $��� !������ �������� �� ��� �� ������ ����� �� %&
'

ĈdS = −
1

2l2
ηAC ηBD L̂AB L̂CD, ��	�(�

�� ����� �� ��� ���������� L̂μν ��� Π̂μ� �� ������� ��� ����

ĈdS = ηαβ Π̂α Π̂β −
1

2l2
ηαβ ηγδ L̂αγ L̂βδ. ��	�&�

�� ��� ����������� ����� l→∞� ��� �� ������ ���������� ������ �� ��� ������) �����������
��� ��� �� ������ !������ ������� �� ��� ������������� ������) !������	

 �� "�������� ����� �� �������� ������� ���������� �� ��� ������) �����	  �� $���

!������ �������� �� ��� ������) ����� ��

ĈP = ηαβ P̂αP̂β , ��	�
�

����� P̂α ��� ��� ����������� ����������	 *�� � �������� �� ���� m ��������� �� ��

����������� �������������� �� ��� �����) ������ ��� ���������� �� CP = m2	 *��� ���

�������� ĈP = CP � ��� ���������� �������� �� �������� ������� ���������� �� ����� �� ��

ηαβ p
αpβ = m2, ��	���

����� pα �� ��� ��������� ������ ������� �� ��� ����������� �������� ��������� �� P̂α	

�� ��� ���� ��"��� ��� ��������� ��������� �� ��������������� �� ��� ��������� �	��	��

��� ���������� CdS �� ��� $��� !������ �������� �� ��� �� ������ ����� �� %�
'

CdS = m2 − 1

l2
[s(s+ 1)− 2] ≡ μ2, ��	�+�

���� m ��� ���� ��� s ��� ���� �� ��� $��� ����� �������������	 *��� ��� ��������

��



ĈdS = CdS � ��� �����	��
� 	����
� 
� ��� �� �����	 	�������� �� �
����������

ηαβ π
απβ − 1

2l2
ηαβ ηγδ l

αγ lβδ = μ2, ������

���	� πα �� lαγ 	�� 	������������ ��� �� �����	 �
������ �� ��� ����	 �
������


� ��� �	������ �� ���	�
�	���� �

	������ {xα}� πα ������ ��� �
	�

πα ≡ pα − 1

4l2
kα, ������

���	� pα �� ��� 
	���	� �
������� ��

kα =
(
2ηγδ x

γxα − σ2δαδ
)
pδ ������

�� ��� �	
��	 �
��
	�� �
�������  �� ����	 �
������� 
� ��� 
���	 ���� ��

��� ���� �
	�

lαγ = xαpγ − xγpα. ����!�

"
�� ��� �
 ��� ��� ��� �� �����	 �������� �� ��
�	
��� �� �
�
����
��� �� ��

�
 �	���		�� 
	����� �� ��� ����	 �
������ lαβ ������� �
	 �	�� �	������� ��� ���

�
	 �	������ �
���� �
��  ��
����� 
� ��� �� �����	 ���������  ��� �� �����	 �
 ���

������ �� #��$
��$� ��������� ����� �� ��
 ��
�	
��� �� �
�
����
���  �� �� �����	

�����	��
� 	����
�� ���	��
	�� �� ������ ����� %�

ηαβ π
απβ = μ2. ����&�

�� �����
� �
 ��� ����� �� ��� ��'����
� 
� �
������� ��� ��� �� �� �����	 ������

	�������� ��	�� 
�� �
 %� 	������ %� ��� ��������� μ� ����� ������� 
� ��� ���� 
� ���

�	������  ��� �� 	����� �
 ��� ��� ��� ��� �� �����	 �	
�� �� ����������  (	
���
�)

�	
���

�*
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���	 �	��� ����	�
��� ��� ��
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�	��� ��	 ����������� �
�����
��� ���� 
� ��� ���� ��� ���� ��� ��
���	� �	��� ����	�

�
��� ��� ��
�
 �	��� ��	 �����	�
���� �
�����
��� �� ����	 ��	��� �	�
��	� ����
�

	���
 
�� 
� ��	� 	������ !� �� �
���	 	���
 
���

"��� �� ���� � ���� ����� ��� ���� ��
��
�� ���� ��� �������
�� �������� Λ 
� �

�	�� ��	�����	� 
������� 
� ��� !� ����	�
��� 
� ��	�� �� ����	 ����
�� #����
�
�� ����

����	
!�� ��� ������� $��� �� ���� ��
� 
��� 
� ���� ��	�
���	 �%������ �� �!��
�

 �	� 
���	��� 	����� �� ���� ��	 ��
� 	������ !� ����
��	�� � ��� ��	��
�� �� ���	����

��� #������ �	� 
�� �	�!���

&�� '	�� #����
��� ���� �����	� 
�( �
 �� � ����
�� ������� ��� �� �!��
� ��� �����

�
���� �������
�� ��	�) *� � ���
 ��
��� �� ��� ���� �� ���	���� �� ��� �� ��� ��

��
�� ����� 
� ��� ����
�� ����
��� �� �
 �� ��� � ������
�� �� '�� ��� +������
��

�������� �� � �������

,
�� 	����!�	 ���� ����	�
�� �� #������ ������
��� ���	� 
� � ���	 
�
� ��	 �

�� ��� ����
�� #����
�
�� �� � ������� ���� ��� ����	��
��� �	
��
�� �����-� ����

�� ���� �	!
�	�	�  ���� 
� ��
� #����
�
��� ,�	 �%����� ��� ������ ������ �� ��

����	�������
� '��� � ������� 
� ����	�
��� !� ��� ����� �������� �� � #������ ��

��� '��� �� � �
�
�	 ����
��� ��� ������ ����
!� ����� ��	 ��� �� �
���	 	��
�� l 
� ���

����� ����� lP =
√
G�/c3�� .�� �� ���� ����
��	 � �� �
���	 ������
�� �
�� l = lP �

��	 ��
�� ��� ��		������
�� �������
�� ��	� 
�

ΛP =
3

l2P
. /0�12

+���
��	
�� ���� � �������
�� ��	� 	��	������ ��
����� �� ���	�� ����
��� �� ��'��

��� ����� ���	�� ����
��

εP =
mP c

2

(4π/3)l3P
, /0�32

����� ���� ��� 	� 	
�� �� c �= 1 ��� ��� ���� �� �
����

45



���� mP =
√
c�/G ��� �����	 
���� � ���
� �� εP � ��� ����� ����
�� ��� ���


ΛP =
4πG

c4
εP . �����

���� ��� ���� ���� � �� �� ΛP  � ���� !��� ����� ���  � ��� ��� �"���
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4πG

c4
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Sm =
1

c

∫
Lm d

4x. ���7�

8���� � ����� �!���� 
� ��������
�� �� δxρ� ��� ����#�  � S  �

δSm = − 1

2c

∫
Tμν δgμν

√−g d4x, ���9�
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�� ε 
� ��� ����
�� ���� ������
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Tμν = − 2√−g
δLm

δgμν
����	


� ��� ������
� �������������� ������� �������� ��� �����
��� �� ��� ���
��
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� ��� �������������� ������� ��� ��������� �����
� ������� �� ��� �����������
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δxρ� ��� � ������ 
����
���� �� ��� ���
�� ����� ��������
��� δxρ = ξρ(x) ����� ��

��� ���������
�� �� Tμν 
������ ������� ��� 
����
���� ����� � !�����" �����������
��

δxρ = ωρ
λ(x)x

λ ����� �� ��� ���������
�� �� ��� ����� ������� �������� ������ #$�%

Jρμν = xμ T ρν − xν T ρμ. ���&	

'��� ���� ��� ����� (
�����
�� 
� ������� �� )� ����� ) ��� �� *
���� ������ ��� ���

����
�� ������
�� 
� ��������
� � �� *
���� ������
��� �� ������ ��
�� ���� ������
�� 
�

��� �����
�
�� ����� ���
��� ��������
���� )�� ����� ��� �� ������ �� *
���� +��������
���,�

����� 
�-�
���
��� ����
�� 
�

δxρ = ωα(x)ξα
ρ, ���.	

����� ωα(x) 
� ��� �����������
�� ��������� ����

ξα
ρ = δρα −

1

4l2
(
2ηαν x

νxρ − σ2δρα
)
≡ δρα −

1

4l2
δ̄α

ρ ���/0	

��������� ��� 1
��
�� ������ ����������� �
�� σ2 = ημν x
μxν � 2���� ���� � �����������

�
��� ��� ����
� ������ ������� ������
�� ��

δgμν = −∇ν [ω
α(x)ξαμ]−∇μ[ω

α(x)ξαν ], ���//	

�
�� ∇ν � �����
��� ���
���
�� 
� ��� ������
�� ����
�� 2�
�� ��� ���� ���� ��� ξαμ3� ���

1
��
�� �������� ��
� ��� )� ����
���� 
� ��� ����

δgμν = −ξαμ∇νω
α(x)− ξαν∇μω

α(x). ���/$	

*�)��
���
�� 
� 4�� ���5	� ��� 
����
���� �� ��� ���
�� 
���� ��� ���������
�� ���

∇μΠ
μν = 0, ���/6	

�����

Πμν ≡ Tμαξα
ν = Tμν − 1

4l2
Kμν , ���/�	

�
�� Tμν ��� ������
� �����7�������� ������� ��� Kμν ��� ������ ��������� ����

���� #60%

Kμν ≡ Tμαδ̄α
ν = Tμα

(
2ηαρ x

ρxν − σ2δαν
)
. ���/8	
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��������� ����� Tμα �	��� ��� ��		��� ������ ξα
μ�

�� ������	� ������� Tμν ��� Kμν � �������� �������	
� �� ����� � �� ���	���� ��	���

	����� ����

∇μT
μν =

2T ρ
ρ x

ν

4l2 − σ2 ��� ∇μK
μν =

2T ρ
ρ x

ν

1− σ2/4l2 . � �!"#

$�	
 ���� ��� ����� �� ��� �����
��������� ����� ������ ��� ��� ������� Tμν ���

Kμν �������	
 ��������� ����� � �������� �������� %����� ��� ����� �� �����
�

�������� ����� � �����������	 �� ��� ��� ����� �� ��� �� � &��� ��������	 
��

����
 ��� ������� �� ��� �����	 	���� �� � �������� ����	�����	 ���� �������������

�� l→∞#� �� �%����

∇μT
μν = 0 ��� ∇μK

μν = 2T ρ
ρ x

ν . � �!'#

$� ��� ����� ����� �� ��� �����	 	���� �� �� ��(���� ����	�����	 ���� �������������

�� l→ 0#� �� ���

∇μT
μν = − 2T ρ

ρ
xν

σ2
��� ∇μK

μν = 0. � �!)#

�� ��� 	����� ��
�� %����� ��������		
 ���������� ��� ��� ������ ��������	 �������

���� ��� �� %� ���������

��� �����	 
����� �	������

*�� � ������� ��� ������������	 ������ ���������	

Sg = −
c3

16πG

∫
R
√−g d4x. � �!+#

,� �� � ������ ����� ��� ��������� �� ��� ������ �

δSg = −
c3

16πG

∫
Gμν δgμν

√−g d4x, � �-.#

�����

Gμν = Rμν − 1
2 g

μν R � �-!#

� /������0 ������ 1�� ��� ����(� ��� �� �� ������ 2����	�����3� �� ����� ��� ������

����� �������� ��������� �� /4� � �!-#� �� ���

δSg = −
c3

16πG

∫
∇μ (G

μαξα
ν) ξν(x)

√−g d4x. � �--#

5)
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����	�� � ��� �����	� �	� ��	������	� ��� ���������	��� � ��� ����� ������

����� ξν(x)� �� �����	

∇μ (G
μαξα

ν) = 0. ������

�	 ��� ���� � ����	��� ��	���� ������
���� ����� �	������	�  �	������� �� ����� �� ���

!��	���" ������ ��� #����	� 
������ ��� ������ δνα� �	� $%� ������ ������� �� ��� �����

��	������� ��� � ��� ����	� &��	��� ���	���� '��(� )��	 ��� �	������	�  �	������� ��

����� �� ��� �� *����� ������ ����
��� ���� �� ��
����	��� ��	���
�� �� ��� ���+�����	

� Gμα
��� ���	� ��� #����	� 
����� ξα

ν � ,��� ���+�����	 �������	�� $�	����	-� ��	��� � ���

����� ��������� ���
�����. ��� ��	���� ���
����� ��	������ �� Tμν � �	� ���  �	������

���
����� ���������� �� ��� ����� �� *����� ���������� �� ��� �� ���� �����	� ��� &��	���

���	���� ��	�����	� ���� �� *����� ������� ������
����

��� �������	
��� ��� �� � �
�����
� �����

�	 ����	��� ��	���� ������
���� ��������� �� ������� �� ������ ������� �� /�	 ��� ��

�����  �	������� �� ����� �� ��� !��	���" ������ �	� ����� ������	���� �� ������� ��

��� ���	������	�� #����	� 
������ δρα� 0� � ��	��%��	��� $�	����	 �%�����	 �� ������	 �	

��� ���

δραG
αμ =

8πG

c4
δρα T

αμ, ������

���� Gαμ = Rαμ − 1
2h

αμR ��� $�	����	 ��	���� � �	����� � !��	���"� �����  �	�������

�� �� �� ����� �� ��� �� *����� ������ ��������� ���� ������ ������� �� �� *������ �����

������	���� �� ��1	�� �� ��� 2���	������	��3 #����	� 
������ ξαμ � �	 ���� ����� $�	����	

�%�����	 ���� �� ��	�����4�� ��

ξραG
αμ =

8πG

c4
ξρα T

αμ. ����5�

6��	� ��� #����	� 
������ ���78�� �� ���� �� ��� ��1	����	 ���7��� ��� 1��� �%�����	 ����5�

��	 �� ��������	 �	 ��� ���

Gρμ
T − 1

4l2
Gρμ

K =
8πG

c4

(
T ρμ − 1

4l2
Kρμ

)
, ����9�

����� �� ��
� �	�������� ��� 	������	�

Gρμ
T = δραG

αμ �	� Gρμ
K = δ̄ραG

αμ. ����:�

�	 ��� ����� l → ∞� �� ������� �� ��� ����� $�	����	 �%�����	� ����� �� ��	�����	� ����

����	��� ������� ������
����

�� �� �������	� �� 	��� ���� ��� ���������	� � ����	��� �!��	���"������� �������

������
��� �� �� *����� ������
��� ���	��� �	�� ��� ����� ��������� ��������� 	�� ���

�;
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Gρμ
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8πG

c4
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K =
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Gαμ =
3

l2
gαμ, ���*+!

��� ��#��� ���	 ���	��� ���� Λ = 3/l2� ���� Λ ��� �	��	�	����� ���� �� ��� 
	�

��� ����,! ����

Gρμ
K = −Λ δ̄ρα gαμ. ���*-!

��"��������� ���	 ��� ����$!� ��� ��#��� ��� ���� 	� "	�� ������ �� ���

Λ =
4πG

c4
Kμ

μ

σ2
. ���*�!
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	��� �	 "� ����� "�

Λ =
4πG

c4
(2Tρμ u

ρuμ − Tμ
μ) , ���**!
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uμ =
xμ

s
���*�!
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��� ���� s ��� �������� 
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T ρ
μ = (ε+ p)uρuμ − p δρμ, +,"5.
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Λ =
4πG
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E !��)" λ !�" l !�" Λ !�−2"
������ ������ 1.2× 1019 1.0× 10−32 9.7× 10−34 5.9× 1066

��� ��� !�" 1.0× 104 1.2× 10−17 1.4× 10−3 2.8× 106

��� ��� !#" 0.6× 103 2.1× 10−16 3.8× 10−1 3.7× 101

*�	 ����� 1.8× 10−9 7.0× 10−5 4.5× 1022 2.9× 10−45
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����� φ� ��� �������� �� � ����� .������� ����� �� ����	� ����� �� ��� ����	������ ��	 ���

���� ��� ��� 	��������� �
 φ ����	� ��� ������� 
��.����� �
 ��� �����

∂φ

∂t
= ω, !&��0"

���� ������ 	
��� 
� ��
� ���� ����� ������ �
�� ������� �� ��� ���� 	
��� 
� ����� ������ ��� ���
������� ������
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������� ��� ���	� 
��������� ���� ��� ���� ��	���

∂φ

∂r
= −k. ������

��� 	����	�������	 �������� ��� ��������� ��������� �� �� ��������	 ���� ��� ��	��������

�� ��������  �
�� �� �����	���� ��
�� n(r) ��

(
∂φ

∂r

)2

− n2(r)

c2

(
∂φ

∂t

)2

= 0 , ������

���	� � ����� ��� ����� ��������

k2 = n2(r)
ω2

c2
. ����!�

"��# �� �� ���� $����# ����� ������ � 
��� ������������ ������� ����	��  �
�� ��


 ����	� %�&'� ���� ������������ ������ �� ��
�	� ��� ������ �� ��� ���������� �� ���	���(

 �����	 ����� �� � ������������ )��
 �� ��� ������ �� ���� ���������� �� � �����	����

 �
�� �� *�� ���	��� �� +�� �� ���� 	����
�� ��� ���	�)	 	��� �� � 
� ,����� ���	��� �#

��� ���	� ��� ���
����	 ���� ��� ��� ds2 	�� �� ������� �� ��� ��� %-�'

ds2 = dτ2 − n2(E) δij dxidxj , ����.�

�����

n(E) ≡ exp
[√

Λ/3 τ
]
, ����&�

���� τ = c t� /� ����� 	���
������# ���  ����	 	� ������� ���

g00 = g00 = 1, gij = −n2(E) δij , ����0�

��
 ��� 	� ������� �� ��� 1	����� ��2 3�		� ������ ��

Rμ
���ν = −Λ δμν , ���-4�

���� Λ ���� �� 5�� ���0�� /� �� ���� ���� �� ��� ����# ���� ���  ����	 	� ������� ����0�#

��� 	����
 ���	��� � ��$���� �������� ��� � n = 1 �����	����  �
�� #

gμν
∂φ

∂xμ
∂φ

∂xν
= 0, ���-��

	���	�
�� ��� ���� ���� ��� *��(���	��� � ��$���� �������� ������# ����
 �� �  �
�� ��

�����	���� ��
�� n(r)� 6�� ���� ������# gij �� ������� 	����
 ��� ���������� 	�����# ����

n(E) ������ ��� ���� �� �����	���� ��
�� %�4'�

�.



����� �����	
������� ����� �� ��� ��
���	�� ������ �����

�� ������� ��	��
��� �������� � �� ������ ���������� ��� ����� ������ � ���� ��

������ �������	� �� ��� ����� ���� ��� ������� �� ��� ���� ����	� ���� ���� ��� ������

���������� �� � �� ������ �������	�� ���� Λ ����� �� ��� ���� � !�� �� ���� �������

��� ������	������� "��� �������� �� � �� ������ �������	�� ����������� �������� � ���

�	��� # ��	����� ������ $������ ��� ������	������� ����� �������� �� Aμ� ���

����	��� ��� ��������%�� !���% ����� ∇μA
μ = 0� &�'����(� ������� �����

�Aμ −Rμ
���ν A

ν = 0, ���)) 

����� � = gλρ∇λ∇ρ� ������������ ��� *���� ����� �	������ ���)+ � &�'���� �������

���)) ���	��

�Aμ + ΛAμ = 0. ���), 

������� ��� ���	 �������� ��� ��	������ ������� �
� ��
� � ���
�����-���������

	��� #� ��� ���� "���� ���� ������������� ����� � ��������� ����� ��� ����������

������������ ./�0� 1� #���� �� &�'���� �������� �� #�� ��	������ ��� ��#�	����

���������� ��� �� ������ �������	� �� ��#�	���� 2��� ��� ������	������� "��� 	���

�������� � ��� �����3��� .�+� �40� ����� �	����� � ��������� 	��� #� ��� ���� "����

����	��� � 	������� ���� "���� �����#��� �� ��
� ��� 	����	���� �����-����

������ � ��� "��� ������� ���), � ��

Aμ = bμ exp[i kα x
α], ���)/ 

����� bμ �� � �����%���� ������ ��� kα = (ω(|k|)/c,−k) �� ��� ����-��	��� #��-

������ ���� ω(|k|) ��� ������� #��������� 1� ���� � �� � ������ # ������� ���), �

��� #������ ��������� ������� 	��� �� �����"���

ω(k) =
c

n(E)

[
k2 + n2(E) Λ

]1/2
, ���)� 

����� �� ���� ��� ������ k = |k|� 5��������� ����

1

n(E) Λ1/2
∼ l, ���)6 

���� l ��� ��	����� # ��� ���� �� ������ �������	�� ��� ��	�	������ ���� k ∼ λ−1�
��� ������� ���44 #� ��	����� ����� � �� ���������� ����� �� � ��

k � n(E) Λ1/2. ���)7 
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�� ���� ��	
��� �������� ��� ��������� ��
���� ������ 
���	�� ��� ��	

ω(k) = c
k

n(E)
, ������


�� ��� ����������� �������� �� ���
�
���� �� 
� ������	
������ �
��� ����� �� ���

���� ��������� �� ����

v ≡ dω(k)

dk
=

c

n(E)
. ���� �

�� ��� ��	�� Λ→ 0� ����� ��������� �� 
 ����
����� ��	 �� !���� �� ����
� �����
�

��
������� n(E)→ 1� 
�� ���� ���� �� �� �"��� �� ��� ������ ���
�
�����

����� �����	
��� �� ��� �
��
��
� ��
���

#�� �� ������� ��� ��� ���
�
���� �� �
		
$
��� !����������� ��� ���
� ���	������
�

��	 ��� � ���� ��� ��
����� ����% ���&��� �� ���
��

n(E) � exp

[√
8π3

45�2c2
E2

EP
τ

]
. ���'(�

)� ��� ���
� �� !���� ��
����	� ������� �� 
 ������� ��� ������ τ �
� �� ������*��

���� ��� ��� �
�������� λ = hc/E� +����� �� ���

n(E) � exp

[√
32π5

45

E

EP

]
. ���'&�

)� ������� �	
�� ��	�
�� �� EP � �� �
� ����

n(E) � 1 +

√
32π5

45

E

EP
. ���'��

)� 
 ������� ���� ������	
������ 
��
�����

n(���) � 1 + 2.2× 10−27. ���''�

)� �
		
$
�� �&� 
�� ���� �� ���� ������������

n(1) � 1 + 1.2× 10−14 
�� n(2) � 1 + 7.2× 10−16. ���',�

-
.��� ���� 
������ ��
� ��� �������� �� �
�� ������ �� ����� �� /0� ���� �� ��� ��	�

��"����� Δt �� �
��� 
 ����
��� d ���� ��

Δt =
d

c

[
n(1) − n(2)

]
. ���'��

, 



����� ��� 	�
	����� ������� ������� �� ��� ����� 
�	 � �������� �
 ��� �������� ���������	�

����� ��		������� �� d = 4.7× 1026 ��� ��� ���� ��	�
���� �� ��

Δt � 178 � = 2.96 ���. ������

���� �� �� ��� ���� �
��
 �� ��������� �� ��� ����
��� ���� ������� ��� ��� ������
��

��
�� �
�������� �
�� ��� �����
 �� ��� ��� � !�
"�
��� �#$ %�&�

��� ������	 
������	�

��� �����
��� '��������� πα ��� �� ���� �� ����� ��� ������
��� (
������� ���)��� ��

����
����� ����
 ��� �� *����
 �
��(� +� ��(�
���� (
�(�
�� �� ��� �����
��� ���
��� ��

���� ���� �
� �������� ��� ��� ������� ��
 � ����,(�
���� (
����� �� ��� �� ��-����

.� � ����
�� ������
��� (
����� �������� n (�
����� �� ��� ��� �����
������ �� ��� ��

*����
 ���
�� ��� �������� �� ���� ��� �������� �� ��� (
����� %��&� +���������� ��

��� ��� ��(�
���� ��� ���(�
���� 
������ ��
 ���� (�
���� �� ��� (
����� ���� �� ���

�
��� ���� �� �
�� (�
����� ����
� ��� ����
 ��� ����
������� ��� ������ �� �'�������

����
����� ��� ������
��� (
����� ��

n∑
i

Ei = Etotal ���
n∑
i

πi = πtotal, ����/�

���� πα = (E,π)� +���(�������� ��� ����
�� ���(�
���� 
������ ��

E2
e = π2

e + μ2e, ����0�

���
��� ��� (����� ���(�
���� 
������ �� ����� ��

E2
ph = π2

ph. ����1�

+� � ���(�� ��� ����
����� � ��(�� �� �
� ����� �� ��� ��� ����� �����
������ ���

��� ��� ���(�
���� 
������ �� ����� ��� ������
��� �� � (����� ��� �� ����
��� �� ����

���� �� �� �������
� �� ���� ��� ���
�� ��� �������� �����
������ �'�������� ����� �
�

����� ��

E
(0)
ph + E(0)

e = Eph + Ee ���2#�

π
(0)
ph + π(0)

e = πph + πe, ���2$�

���� ��� ��(�
��
�(� (0) �������� ��� ������ ���
�� ��� ��������� �� ����� ����� ��


��� ���� ��� ����
��������� -�� �� �����
�� ����
����� 3������
��� ���� ��� �� *����


�(������� �� �����
��� ���� ��� ���
�� �� ��� (����� �� ��� �� *����
 
�������� �� ���

�#



���� �� �� ����	
��� ��������� ������� � �� ����� �� Eph = ν� �� ��� ����	�� ��

�������� �t = 0� �� �����	� �� � ��� �� �� 	����� �xi = 0�� �� ��� ����� �� �	�������	�

��
� ������ 	

(ν(0) − ν) + μe =
(
π2
e + μ2e

)1/2
���� �

π
(0)
ph − πph = πe, ����!�


���� 
� ���� ���� �� ��������	� �����	� ���!"� #	� �� �����	� �� �� $�� �%���	��

&%������ �	� �%���	�� ��� ����� ��	 ���	�� �� π2
ph = ν2� 
� 	����

[(ν(0) − ν) + μe]
2 = π2

e + μ2e ������

ν2 + (ν(0))2 − 2ν ν(0) cos θ = π2
e , ������


���� θ �� �� ����� ��
��� �� ������� ��� �� ������� ��		��� '����� μ2e 	 �	�

����� 	# �� ���	�� �%���	�� ��� �%����� �� ��# ���� ����� 	# �	� �%���	��� 
�

	���� �� #	��	
��� �����	� ��
��� �� 
��������� 	# �� ������� ��� �� �������

��		��(
1

μe
(1− cos θ) = λ− λ(0). ����)�

*��� ����� ��������� �� ������� 	�� 	# 	������� ������� ���������

1

me
(1− cos θ) = λ− λ(0), ����+�

�� 
�� � ������� ��,������( �� -	�����. ���� me �� �������� �� �� �� &��� ���� μe�


���� #�	� /%� �+�00� 
�� s = 1/2 �� #	��� 	 �� �

μ2e = m2
e +

5�2

4c2l2
≡ m2

e

(
1 +

5λ2e
4l2

)
, ����"�


���� λe = �/(mec) �� �� ��������� 1	��	� 
�������� 	# �� �����	�� �� ��� #�	�

��� �2������	� ��� #	� l 	# �� 	���� 	# λe� �� �� &��� �	�����	�� 	 �� 1	��	�

�������� ��� 	� 	 �� 	# �� ���� 	���� 	# �� �����	������� �,��� ��� �	���%�����

��������� �� ���� 	# -����� ������ 	� �� 	��� ����� 
� ��

μ2e = m2
e

(
1 +

5

4αG

l2P
l2

)
, ����3�


���� αG = Gm2
e/(�c) ≡ m2

e/m
2
P �� �� �������	��� ����	� 	# �� $�� ������� �	�4

���� 
�� mP �� -����� ����� �� �� ���� l → ∞� �� ���������� μe ������� 	 ��

���� me� ��� 
� ���	��� �� ����� 	# 	������� ������� ���������

5	
����� #	� ����� ������ 	# l� 	� �%���������� #	� ����� ������ 	# Λ� 
���� ���	�����

�
�� ��������� �	
 ��� ���������� �	������� � ��� c �	 ����� ��� ��� �������

�0



�� ��� �� ������ 	
���� ��������� �����	
���	 �� ���� ����������	��� 
��������� ���

����������	 ��� �� 	���������� ��� ����
�� �� �	 ���	���� � ���� ������ 
������ ����

������ ��� 
�����	 �� � ���� ��� ��� ����		���� �� ������ ����������� �� ��� �	� ���

������������� ��
��		��� �� !

ε =
π2

15

E4

(�c)3
"#�#$%

�� �	������ ��� 
�����	 ������ ���	���� ���	�������� �� ��� "#�&%� �� ������

Λ � 8π3

15�2c2
E4

E2
P

, "#�#'%

����� EP =
√
c5�/G �	 ��� (���) ������� *� ��� ������� ��	� �+ � 
����� ���� ���

(���) ������ E = EP � ��� ���� �+ Λ �� ��� ������ ����
��� �� ��� 
����� �� ��

Λ � 1066 ��−2, "#�#,%

����� �����	
���	 �� � �� ������ ����� 
�������� �+ ����� �+ ��� (���) ����� l � 10−33

��� *� ���	 ��	�� ��� ��������� �+ ��� -�	���� ��������� ����	 ��� �� ��

μ2e � m2
P , "#�#.%

��� ��� -��
��� 	��������� ��
��		��� �		���	 ��� +���

h

mP c
(1− cos θ) � λ− λ(0). "#�#�%

/	 ��
������ ��� -��
��� 	��+� �	 ���� 	��0 �� �� �� �� ��	� ����� ��� (���) ������

� ���� �������� ���� ��� 	��������� ���� �	 θ = π�

#,
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 ����

������ ��
 ���
� ��� �����
�� 	������
� ��
�
 ��
 ����
	� �� �
������ ����� �� �
 ��
 ��
��

��	������
 ��� ��
 ��
�
�� �
	�
�
�������� �����  �
� �
 ���� ����� �� ��
 ���
 �� �	��

2� ��
�
 �
 ��� ��!
 ��!
� ���� �
������ ±1 �� ±2� �� �
 ���� ��!
 �����
��� �� ��!���
�� ��
 �
	�
�
�������� ���� �
������ ±1�

��� �������	
�
�	� � 
�� ���	
� ����

"�� 
!
�� #
� $�� 	������
% �� �����
 ��
�
 
&���� � ��!
� �
	�
�
������� �� ��


�������� ����	 ���� �'�� ��
 �
��(��
�� 	����� �
��

� )��
��* �� ��
 �����������

����	��  �
 
��
�!���
� �� ��
 ������������� �
�
������ 
#�
 ��
 ���� �� ��
 #
��

��
�
�� ��
 
��
�!���
� �� ��
 )��
��* �
�
������ 
#�
 ��
 �	�� �� ��
 #
��  �
 ���(

�������� �
������� �� ��
 ��& )��
��* �
�
������� ����� �
 
���
 �
�
 �� a �� b� ���

�
 �����
� �� ��
 ���� �+,�

a× a = ia $'�-%

b× b = ib $'�+%

[ai, bj ] = 0. $'�.%

/ �
�
��� �	�� s �
	�
�
������� �� ��
 )��
��* ����	 ��� �
 ���������
 �� 
���
� �

#
� ������������ ��
� �� ���
�����
 �
	�
�
�������� �� �� � ��
�� ��� �� ���
�����


�
	�
�
��������� 
��� �������
��*
 �� �� ���
�
� �� ����(���
�
� A �� B� ����

a2 = A(A+ 1) �� b2 = B(B + 1). $'��%

 �
�
 �
	�
�
�������� ��
 ���
�
 �� ��
 ����
�� (A,B)� ��
�
 s = A+B�  �
 ����
�

�� ���	��
��� n �� ��
 �
	�
�
������� (A,B) ��

n = (2A+ 1)(2B + 1). $'��%

�.



��� �������� 	��
����� ����� �� 
�� ���� �� ���� �� ��
����
�� ����

σ = B −A, �����

��	�����
� 
�� ������
� �� 
�� ������	������ ���� �����

���� A �= B 
�� ����� ����� ��	�����
�
��� ��� �� ���

�� �� � �����
 � � �� 
��

���� (A,B) ⊕ (B,A) ��
� 
�� � ���� �� ����	�����
 ���	����
� ����� �� 2n� !��

���	���
 �"��	�� �� 
�� �#����
$ ��������
� �	��%& '��� φ ����� �� �������
�� ��
� 
��

���%���	����
 ��	�����
�
��� (0, 0)� (
 ��
��'�� 
�� '��� �) �
����

�φ = 0, �����

��
� � = ημν ∂μ∂ν 
�� �*+������
��� �	���
��� !�� ���
 � ������
�� ��	�����
�
����

������� ��� 
�� �	���� ��	�����
�
����� !�� (1/2, 0) ��	�����
�
��� ��� �	�� ,-. ���

��������� � ���
  � ���� ���
%������ ���� �	����� !�� (0, 1/2) ��	�����
�
��� ��������� �

����
%������ ���� �	����� !�� ������ �������
���

(1/2, 0)⊕ (0, 1/2) ���/�

��������� � 0���� �	����� !�� ������ ��� 
�� �	���� ��	�����
�
���� ��� 
�� ���
 � ���%

���
�� �� 
��
 
��� ��� ��  ��� 
� ����
� �
 �� � �
�	����� 
��� 
���
��� ��� �
���

��	�����
�
��� �� 
�� #����
$ ��� 	�

��� � ����	
� � ������� ��� �������� �	
�� �	���

(� ����� 
� ��
 ���� ������
 �� 
�� 
����� �� ��	�����
�
���� �� ���� �� �� 
��

������	������ ���� �) �
���� ��
  � ������ 
�� ����%1���� ���� �� � �������� ���
��

'����

����� ����
�	�� �� ��

!�� '��
 ��� 
� ����
� �
 � �	��%, ��	�����
�
��� �� 
� �������� 
�� �����
 	��� �


(1/2, 0)⊗ (0, 1/2) = (1/2, 1/2), ���2�

����� (1/2, 1/2) ��������� � �	��%, '��� ��
� n = 4 ���	����
�� !�� ����
�������
��

���
�� 	�
��
��� Aμ 
��������� ��������� 
� 
��� ��	�����
�
��� ��� �� 
�� #����$ �� ��

��� ��� ��� ����	 
���
�� μ, ν, ρ, · · · = 0, 1, 2, 3 �� ������ ������� ���
��� �� ��
������� 
��� 	����


� ����� �������� ��� ���� �
�� �� ��� �
��� 
���
�� a, b, c, · · · = 0, 1, 2, 3 ���� � ���� �� ������


����
�� ������� ���
��� �� ��� �
����� ��
���� �
�� ��� 
 ���	���	� ��
������ ���� ������ ηab =
diag(+1,−1,−1,−1)�

�3



∂μAμ = 0 �������� ��� ��	� �
�����

�Aμ = 0. ������

��� �������� �� ���� �
����� �������� ��	�� ���� �������� σ = 0�

����� ����� 	
���
� ����	

� ����� ��� �� �������� � ����� ������������ ������� ���� ��� ������ �������

(1/2, 0)⊗ (1/2, 0) = (1, 0)⊕ (0, 0). ������

��� ������������ (1, 0) �� �� �������� ���� � ������������ ��������� ��������!

������ ����"����� ��� ������������ (0, 1) �� �� �������� ���� � ������������ 

��� ��������� ��������! ������ ��� ������������ ���� ��������� � ������ �	�����

#����� ���� �� ����
����� 

(1, 0)⊕ (0, 1). ����#�

��� ���������"���� ���� ����"�� Fμν = ∂μAν − ∂νAμ ���� n = 6 �������� �����

����� ���� ���� ����� ������������� $� �������� ��� �������� ���� �
�����

∂νF
μν = 0, ����%�

����� ������� ���� ��� ��"��"��

L = −1
4FμνF

μν . ����&�

$ ����� �� ��� �������� Aμ �� � ��� '���( "��"� ��� ���� �
����� ����%� ��������

���� ��� �������� ���� �
����� �������

$� � ���������"���� ��	� ��� �������� σ = ±1 �� ���� �� ��������� �� � �����

��� �� ��� ��	� �
����� ������ ������� ��� ���������"���� �������� Aμ ��	�� � ���

������������ (1/2, 1/2) ����� ��������� ��	�� ���� �������� (���� )����� �� ���� ��

�������� ���� ��� ������� �� ��� ��	� �
����� ����%�� $ ���� ���� Fμν ��	�� � ���

������������ (0, 1)⊕ (1, 0) ��� ������� ���� �������� ��	�� ���� �������� σ = ±1� $���

�����" ��� �������� �� ��"���� �������� �� ��� ���������"���� ���� ��������	��� 

��

Ei = F 0i �� H i = 1
2 ε

ijk Fjk, ����*�

��� ���� �
����� ����%� �� ���� �� �� �
��	���� ��

�E = 0 �� �H = 0, ������

����� E = (Ei) �� H = (H i)� +��������"���� ��	�� ��� �������� �� ����� �
�������

**



�� ����� ���	 
�� �� ������
� �
���� ��� ���� �������� �
����

��� �������� �	
�� ����

����� ������
�� �����

��� ���� �
	 � �������� 
 ������ ���������
��� �� � ������� ��� ������ ������ ����

(1/2, 1/2)⊗ (1/2, 1/2) = [(1, 1)⊕ (0, 0)]s ⊕ [(0, 1)⊕ (1, 0)]a, � �!"#

����� ��� ���������� s 
�� a ������ �����������	� ��� �	$$����� 
�� ��� 
�����	$$�����

�
��� % ��� ������ ������� &��� ���������
��� ��������� � ��� �$������ % 


��
���
���
���
���� !�%�$ ϕν = ϕa
νPa� ���� ! �$������� '������
��	� �� �� �(����


���� � 
 ����
� �������
��� % ��� ����
��

haν = eaν + ϕa
ν , � �!�#

���� eaμ 
 �����
� �
�)����� ����
� ���
��� � ��� *��)��)� ��
����$� �!+�� �� �����

�� �
������ ��� ������� ∂ρe
a
μ = 0� ,� ��� ���
���� �
�$��� �
���� �� ����� ��� ����

�
������

∂νψa
ν ≡ ∂ν(ϕa

ν − 1
2 e

a
νϕ) = 0, � �!-#

����� ϕ = ec
ρϕc

ρ� ��� ���� �(�
��� %� ψa
μ 
���$�� ��� %�$

�ψa
ν = 0. � ��+#

���� ����	� 
� �
� �� �
���	 �������� �� ���
��
�� ����� ��� �
��� ��
��%�$
����

ψ′aν = ψa
ν − ∂νξa, � ��!#

���� ξa 
� 
�����
�	 �
�
$����� .�$ ��� ��/���� �����
� �$������ % ψa
μ� ��� %��

�����
�� �������� � �!-# 
�� ��� %�� �����
���� �$����� �	 ��� �
��� ��
��%�$
�

���� � ��!# ���$��
�� ����� �$������� ��� ���
��
��� % ��� ���� �(�
��� � ��+# �����

��
� 0����1 ��
��%�$
�����

ψ′aν = Λa
b ψ

b
ν , � ���#

���$��
��� ��� 
������
�  �$������ % ψa
μ� �������� ��� ��$��� % �����������

�$������ � ��	 ��� 
� 
������
�� %� 
 $
������ �����

,� ��� ����	 % ��
���
���
� �
���� ������� �� ���
��	 
���$�� ���$ � �� ������

������ �	 
 �	$$����� �������
�) ����� ϕμν = ϕνμ� �� ����� �
�� ��� ���������
���

� ��� �������
�� ���� % � �!"# ������� � ��� !+ �$������ ���������
���

(1, 1)⊕ (0, 0). � ��2#

� 



��������	

�� ��� ��
� �� �����	
��� �� 	 
���	� �������	���� �� �� �������

gμν = ημν + ϕμν , ������

��� ημν �� �	�� ����� !�������� ������� "� 	������ �������	���� �� ��� �� ��
�

�	������ �� ���������

∂νψμ
ν ≡ ∂ν(ϕμ

ν − 1
2 δ

μ
νϕ) = 0, ����#�

�� ��
� ���	���� �� ����� �� ��

�ψμν = 0. ������

$�� ������ 	� �� ��

 ������ �� ���	��	�� ����� ��  	� � ��	������	�����

ψ′μν = ψμν − ∂μξν − ∂νξμ, ����%�

��� ξμ 	� 	�����	�� �	�	������ $� ���� �������	�� ���������� ����#� 	�� �� ����

������	���� ���
��� �� ��  	� � ���	��	��� ����%� ������� 	� 	�������	��� �� ��� ��	


��� ���������� �� ψμν �� ��
� ����

"� !�������� ��	������� ψμν 	�� ψaμ 	�� ��
	��� ��

ψμν = eaμψaν + eaνψaμ. ����&�

"� �� ��� �	�� �� ��� �	� �� ��� �	�� ���� ��
� ���	������  ���� ����������
� ��

'��� ������ 	�� ����(�� 	�� ����
���
� �����	
���� $�� ��	�� �	� �� �������	
� ψμν

	�� ψaν �������� �����	
��� ���� �������� )�� ����
�� ��  �	���	����� ������� ���

	�� �� 
�� �� �����	
���� "� �� 
	�� ������� �� ��

 �� �	�� �� ��� ������

����� ����	 
������ ����


*�+�����
� ���� �� �
������	 ����� ��
�� ���� 	�� ��� �	�� �� ����������� ��
� ����� �

�	��� ��� 	 ����	����	
 ����,� ��
�� -�� �� ��� 	� �
����� σ = ±1 	�� �� ���� 	�

�
����� σ = ±2� "� �	� ��

��� �� �.�
��� �� ���	�
� �	� ��� �� ����

�������� σ = ±1 �	
��

/�� �� �������� �� ����,� ���������	���� �	� ����� ���� �� ������ �������

(1/2, 1/2)⊗ [(1, 0)⊕ (0, 1)] = [(3/2, 1/2)⊕ (1/2, 3/2)]⊕ . . . , ����0�

���� �� ���� ��������� 	�������	
 ����� �	� �	� �� �
����	��� �� �� ���������� ��

����
�����	�� ����������� 1� ������������� �� ��������� 	 ������,�	
��� �,���� ���

������ ���� ����������� 2� 	 �	���� �� �	��� �� ��������� �� 3���4 ������ Fa
μν 5#06�

#%



����� �� ��� �����	��
� ��
�� 
� 	 ����	����	� ����� ����� �� �	������ ��� ���� ���	��
�

∂νFa
μν = 0, ������

����� �	� �� 
��	���� �� ����	�� ��! ��� �
�����	� �
�� "��# 
� $������� ���	��
� �� ���

����	� �
��	�����

% ���� ������� �	� �
 	���
	�� ��� &��� '(	��� �
����	��
� 
� 	 ����� ����	����	�

���� �� �
 �
�� ��	� �� �� �����	� �
 ��� �����	�	���� ����)	���� 
� !����	� ���	��)���� ��

�	��* ��� ���� ���	��
� ������ �
��
�� ����� �	���	��� ��
� ����	�� ��! ��� !�	)��	��
�	�

���	��
� 
� �����	�	���� !�	)��� "�+#� �� ���� �
�����* ��� &��� ����
� �� �	���� ���� �
 ��

!�)�� ��

Fa
μν = ea

ρKμν
ρ + ea

μ eb
ρ F bν

ρ − eaν ebρ F bμ
ρ, ����+�

�����

Kμν
ρ =

1
2 (ea

ν F aμ
ρ + eaρ Fa

μν − eaμ F aν
ρ) ������

�� 	 �
��
���
�'���� ����
�* ����

F a
μν = ∂μϕ

a
ν − ∂νϕa

μ ������

	 �
���
�'���� ����
� ����� ���������� ��� ����� ���� �����!��� ��� �	!�	�!�	� ��* 	�

�
����!��* !�)�� �� ��� �����	�	����'���� �	!�	�!�	�

L = 1
4 Fa

μν F a
μν . ����,�

%�	�
!
���� �
 ��� ������
�	!����� �	��* �� ��� �	��
��� !	�!� ���+-�* ��� ����

���	��
� ������ ������� �
 ��� ���� ���	��
� ������ �
� ��� �
�����	� ψa
μ� &
��
���! ���

�	�� 	�	�
!�* �� �	� ����� ��� !�	)��
�������� 	�� ��� !�	)��
�	!����� �
��
����� 
�

��� !�	)��	��
�	� ����* ��������)���* �� "��#

Eai = Fa0i 	�� Hai = 1
2 ε

ijk Fa
jk. ����.�

$��	��
� ������ �� ���� �
��� �
 �� ����)	���� �


�Ea = 0 	�� �Ha = 0, ������

����� Ea = (Eai) 	�� Ha = (Hai)� /���! �
 ��� �	�� ��	� Ea 	�� Ha 	�� �
��
�����


� Faμν * ����� �� 	 ���� ��	� ��)�� �� ��� ���������	��
� (1/2, 3/2) ⊕ (3/2, 1/2) 
� ���

0
���� !�
��* ��� �
����
�� �
 ��� ���	��
�� ������ ��������� ����� �	)�� ���� ��������

σ = ±1�

.1



�������� σ = ±2 �	
��

������� �	
��� ��	�������
�� �� �� ����������� �� ����
���
�� ��� �
���� 	������

[(0, 1)⊕ (1, 0)]⊗ [(0, 1)⊕ (1, 0)] = [(0, 2)⊕ (2, 0)]⊕ . . . , ������

����� �
� ��� ���� ��	������ ��
�
��� ����� ���
�� ���� ��� �
���� 	������� �� 
�

���� ������ ��
� ��	�������
�� �����
���  ������ ��� ������ ��
�� 
� ��
�������
�

�
��
� ��� 	
� �� 
��
���� �� �������
� ������� ��� 	
���  � ��	������� ������

��� ������ ���	������ ��  !
����"��	� ������ Rρ
λμν ����������� ��� �� ��� ������

���
#�
#�� �� ��� �������
� $��� ϕμν �

Rρ
λμν = ∂μΓ

ρ
λν − ∂νΓρ

λμ, ����%�

�
��

Γρ
λν =

1
2 η

ρσ (∂λϕνσ + ∂νϕλσ − ∂σϕλν) . ����&�

'�$�
�� ��� !
��
"��	� ������ Rλν = Rρ
λρν � ��� ���#���� �#� 
� ����� �� ��
��� ���

(
����
�"��	� �)��
��

Rλν = 0, ���*+�

��
�� 
� �����
� �����
���� ������� �� ��� 	�����
� $��� �)��
�� ������� ��� 
��

�ψμν = 0. ���*,�

�� 
� ���� ������ 
� ������� ���� ��� (
����
��-
�����"��	� �����
�

L = −R ≡ −ηλν Rλν . ���*��

'�� �� ��� ��� ��� Rρ
λμν �
#�� 
� ��� ��	�������
�� (0, 2)⊕ (2, 0) �� ��� .�����/ ����	�

��� �����
�� �� ��� �)��
�� ���*+� �����
��� �	
��� �#�� �
�� ���
�
�� σ = ±2�
0	 ��  ������ ����� ��� �����
� ���*�� 
� �)�
#���� �� ��� ����	�����"��	�

�����
� ����*�� 1�� 	������� �� ��
� ������ ���� 
� ������ �� ��� ��� ��� R ��	����

�� ������ ���
#�
#�� �� ψμν � 2�� ��� ��� ������ ��� $��� �)��
�� ���*+� ���� ���


�#��#� ���
#�
#�� �� ��� ���#���� ������� 1�� ���#����"�
�� ������ Rρ
λμν � ����������


�  ���
#�� �������
�� ���
�� ��
�� ���� ��� �#� 
�� ��� ����
��3 
�� 	��	��
��


� �
�	��  �����)����� �� ��� ����
�� �� ��� 	�����
� ψμν � 1�
� 
� �
4����� ����

��� ������������
� ���� ����� $��� �������� Fμν ��
�$��  ����
�� �)��
���  � 
�

��� �
4����� ���� ��� 2
��/"5��
 ��� �� ��� ����	������ �������
�� �� ��#
��� �����

�6�
��
�� ������ Fa
μν � ��
�$��  ����
�� �)��
���

7&



������� �

	
�����
� ���� �������
�

�� ��� ���� ��	��
���� ����� ��
� ��� �� ������ ��
������ �� ��
	������ �	��� 
 ����

��	
���	 �� ��
	��
���	� 
	� ������ ��	����
� ��
	�����
���	� ��� � !�� ����
����	� ��

"�	#�$�#� �% �� ������ 
� ��� ��
������ �������	��	� 
���	�� �� ��
���
���	& ���������&

	
���
��% ��
	��� ��� ����� �����	�	� ��� ��
������ #�	��
����' �	���
� �� (��	�
�)&

�� ���	� ��� �� �� ��� �� ������ ������ ��	�� ��� �
���� �	������ ��� ������ ��	����
�

��
	�����
���	�& ��� *��� �+�
���	� ���
�	�� ���� ��� *��� ,
����� ����
��� �� ��� ��

������ ����� 
�� ������ �� �� ��	����
� �	�
��
	� �-. � /	 ���� ������	 $� 
�� ���	� �� ���

����� ��� ����
����& 
� $��� 
� ���
�	 ��� ��	����
� �	�
��
	� *��� �+�
���	 ��� 
 ��	��
�

�
������ ����	�� *��� Ψ $��� �������% σ�

��� ������	
� ��
����	
����

0	��� 
 ��	����
� �����
��	� �� ��� ������ ��	���&

ḡμν = Ω2 gμν , �����

$��� Ω = Ω(x) ��� ��	����
� �
����& 
 ��	��
� *��� Ψ ��
	������ 
������	� ��

Ψ̄ = Ωdτ Ψ, ����

$���� d �� 
 �
���1 ��
� ���������� ����% 2���� *��� �% 3/2 
	� ����% 3��� *��� �% 1&


	� τ �� 
 ��
� 	����� ��
� ����	�� �	 ��� ���	 s �� ��� *��� �-4 � 2�� ������	�& �� ��

����	 �% τ = 2(s− 1)& �	 $���� �
�� $� ���
�	

Ψ̄ = Ω3(s−1)Ψ. ���.�

2�� ����	�& �	 ��� ����� �
	�& �� �� ����	 �% τ = s− 1& $���� %�����

Ψ̄ = Ωs−1Ψ. ���4�
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��� ����� �� Ω 	
 ����� 
 ��� �������� ��	��� w �� ��� ���� Ψ� � 
��� ���� �


�������� ��	��� w = −1�  ������ ���� �
 w = 0� ��  
�	��� ���� �
 w = 1� ���

�����
����	�� �������� ���
�����	��
 �� �

��

 ����
 �� ���	��� �� �����	�� ���


�	� s �	�� ��� ���	�	�� σ �� ��� �����

��� ������	 
��	��	 ��� ����� ��������

���� ��	�� ��  ������ ���� Ψ� ��� ��
� �
	�	� 	���	�� �� ��� �� �	���� ��� � 	


ĈdS = −
1

2l2
ηAC ηBD ĴAB ĴCD, !"�#$

�����

ĴAB = L̂AB + ŜAB, !"�%$

�	�� L̂AB ��� ���	�� ��������
 �� ŜAB ��� ���	& 
�	� ��������
 ������	�� ��� ���

���� Ψ� '� ����
 �� ��� 
���������	� �����	���
� 	� 

 ��
 ��� ����

ĈdS = −
1

2l2

(
ηαβ ηγδ Ĵαγ Ĵβδ − 2ηαβ Ĵ4αĴ4β

)
. !"�"$

� �
�	� �	�� ��� ����	��


Ĵαγ = L̂αγ + Ŝαγ �� Ĵ4γ = l(Π̂γ + Σ̂γ), !"�($

	� ������


ĈdS = −
1

2l2

(
L̂2 + L̂ · Ŝ + Ŝ · L̂+ Ŝ2

)
+ Π̂2 + Π̂ · Σ̂ + Σ̂ · Π̂ + Σ̂2. !"�)$

*�� ���	���
 ������	�� �� �����
����	��
 �� ��� ��������� �	��	�� ��� �	����� �
 CdS
�� ��� �
	�	� ������� ĈdS �� �	��� �� +,�-

CdS = −m2 +
1

l2
[s(s+ 1)− 2] , !"�./$

�	�� m ��� �

 �� s ��� 
�	� �� ��� ����� '� ��� �

��

 �
�� 	�
��� �� ��� 
�	� s�

��� �	����� � 	
 ��	���� 	� ����
 �� ��� ���	�	�� σ �� ��� ����0

CdS =
1

l2
[σ(σ + 1)− 2] . !"�..$

1
	�� ��� 	����	�� ĈdSΨμ1...μσ = CdSΨμ1...μσ � ��� �

��

 ���� �2 �	�� 	
 ���� �� �� ��

��

ĈdSΨμ1...μσ = −
R

12
[σ(σ + 1)− 2]Ψμ1...μσ , !"�.�$

�	�� R ��� 
��� � ��� �� �� ��� �� �	���� 
����	��� �	��� �� 32 !��#,$� ��� �	����	�

%.



���������� L̂ ��	 Π̂
 ����� � ���� ������ ��	 ������
 ��� ��� ���� ��� ��� ���	�� ���

������ ���������� Ŝ ��	 Σ̂
 �� ��� ����� ���	
 	����	 �� ��� ���� �� ��� ���	 ��	 ���

 �����!����� 	�"����� ��� ���	� #��� 	�"����� ������

$�#
 ��������� �� ��� %��&�#�&�  ���
 ��� '������ �������� �� ��� 	� (����� ��� �����

����� ���� �� ���	 ��!������ �����	� �� ��� )����* ��!��� (�� � ��� )����* ��!�� �� ���

 �������� ���������
 ��� �������� ������� �� ��� ���	 ��!����� ���+�� �� ���  ��������

��������� ������� ,� �� ���� �� ������ �� ��-�����	! � ��� )�����* ��!�� ���� ��� ���	

��!������ ����  �� � 	��� � �		��� � )����* ��!�� ����
 �! � ���� ��� �������� ���	

��!����� � ����

ĈdSΨμ1...μσ + a∇μσ∇ρΨμ1...μσ−1ρ = −
R

12
[σ(σ + 1)− 2]Ψμ1...μσ , ���+.�

#��� a ����� � /��0

a = − 2σ

σ + 1
���+1�

��	∇ρ ���  �������� 	��������� �� ��� '������"��  ���� ���� ����+�� ���� �� ���  ��������

��������� ���	 ��!����� �� 	� (����� ��� ������ '����	����� ���� �� ��  ��������
 �� �� ��

��!� �� 	� (����� ��� �����
 �� #��� � ��!� �� ��� ���!	�-2��������� ��� ����� #���

���- �������  !����!���

��� �����	
�� ��	�� ��� �
���� ��
	� ���������

3� �� ���!��������
 #� ��� ����� �� ����� �� ���� �� ���� ��� #���-&��#�  ��������

��������� ��!������ ��� ��� � ���� ��	 ��� �� ��� ���	�� 4����
 ��#����
 �� �� �� ������ ��

����� ��� ����� �� ���� �� ��� ������ ��������������� Ŝαβ ��	 Σ̂α ��� ��� � ���� ��	 ���

�� ���  �����

����� ������ �
��
�
������� �� ��
 ��������	 ��������������

��� ������ �������������� �� ���  �������� ��������������  �� � ������	 ���� ���

��������� �� ��� )�� 	��������� ����� ��� 	� (����� 5������ �� ����


(LXg)αβ = Xγ∂γgαβ + ∂αX
γgγβ + ∂βX

γgγα = 0, ���+��

#���� gαβ �� ��� 	� (����� ����� ����1�� ,� ���� ����������
 Xγ �� ������ ��� )�����*

5������ �� ���

Lγ = εαβLγ
(αβ) = εαβ

(
ηαδx

δδγβ − ηβδxδδγα
)
, ���+��

�� ��� 	� (����� 6�����������7 5������ �� ���

Πγ =
1

l
εαLγ

(4α) = εα
[
δγα −

1

4l2
(2ηαδx

δxγ − σ2δγα)
]
, ���+��

��



���� εαβ = −εβα ��� εα ��� ��� 	�
�����
� � ��� �� �����
 �
�	� ���� ������� ���

�����
�

[
L(αβ), L(γδ)

]
= ηβγL(αδ) + ηαδL(βγ) − ηβδL(αγ) − ηαγL(βδ) ������[

Π(α),Π(β)

]
=

1

l2
L(αβ), ������

���
�

L(αβ) ≡ Lγ
(αβ)∂γ = ηαδx

δ∂β − ηβδxδ∂α ������

���

Π(α) ≡
1

l
Lγ
(4α)∂γ = ∂α −

1

4l2
(2ηαδx

δxγ − σ2δγα)∂γ . ������

�� 
��
 � ����� ��� ���
� 
�	
���������� �		
	
���� �
 !�"�
 #��� φμ$ �� ��

��"����
� � "�	��� ��� %�� ��
�!���!� � ��� #��� ���� ��� ��
�"��� � ��� �� �����


&������ !�"�
�� ����� ��
�!���!�� �
� ��!�� ��

δLφμ ≡ (LLφ)μ = εαβLγ
(αβ)∂γφμ + εαβ∂μL

γ
(αβ)φγ ������

���

δΠφμ ≡ (LΠφ)μ = εαΠγ
(α)∂γφμ + εα∂μΠ

γ
(α)φγ . ����'�

��� #
�� ��
� � ��� 
����(���� ���� � ����� �� �)������ 
�	
����� ��� �"��� � ���


����� ����
��
�� ��� ���� ��
�$ � ��� ���
 ����$ 
�	
����� ��� �"��� � ��� �	��

���
� ����
��
�� *
� ����� ��
��$ ���
��
�$ �� ��� ��� ���
� 
�	
����������

(Ŝαβ)μ
γφγ ≡ ∂μL

γ
(αβ)φγ = (ηαμδβ

γ − ηβμδαγ)φγ ����+�

���

(Σ̂α)μ
γφγ ≡ ∂μΠ

γ
(α)φγ =

1

2l2
(ημβx

βδα
γ − ηαμxγ − ηαβxβδμγ)φγ . ����,�

-)����� ����+� �� ��� ����� �	��(� 
�	
��������� � ��� %
���. �
�	� -)����� ����,� ��

��� ���
� 
�	
��������� � ��� 	
	�
 "��
��� �
����
������� �� ��� /�� �	�"�����

����� l→∞ ���� 
�	
��������� !�������$ � 
����� "�������� ���� ��� ��"� ���� 
����
�

�
��������� � �� ��!� ���
� 
�	
����������

�� ��� "��� � � �"���
 #��� φ$ ��� %�� ��
�!���!� ���� ��� ��
�"��� � ��� �� �����


&������ !�"�
� �
� ��!�� ��

δLφ ≡ LLφ = εαβLγ
(αβ)∂γφ+ 0 ����0�

���

δΠφ ≡ LΠφ = εαΠγ
(α)∂γφμ + 0. ������

*
� ����� � 	
������ �� ��� ���� ��� ��� %
���. ��� ��� "��
��� �	�� ���
� 

0'



������������	�� 
	� � ������ ��� �������

(Ŝαβ)μ
γφ = 0 ��� (Σ̂α)μ

γφ = 0. ������

����� ��� �	
�
� ����

�	� � ������ ��� φ� 
	� ����� Ŝφ = 0 ��� Σ̂φ = 0� ��� ������� 	�����	� ����� ������� �	

ĈdS ≡ −
1

2l2
L̂2 + Π̂2 = Ω−2ηαβ∂α∂β +

1

l2
Ω−1xα∂α. ������

�� � ������ ��������	� ��	��� �� ���  � ��������� �� ��� 
	��

ĈdS = gαβ∇α∇β ≡ �, ���!"�

���� ∇α ��� �	������� ���������� �� ��� ������	#�� �	������	� ���$%�� ��� � ��� �	���&

��	����' (������&)������� 	�����	� 
	� � ������ ���� �	� σ = 0� �����
	��� ��� ���

�*����	� ���%!� 
	� φ �� 
	��� �	  �

�φ− R

6
φ = 0, ���!%�

����� R �� ��� ������ ��������� 	
 ��� �� +����� ���������� ����	�'� 	 ������ �� ��

+����� ���������� ����� �� �� ��������� ����� '������ �		������� �����
	�����	��� �� ����  �

���� �� ��, �����	&-��������� ��������� ���� �	�&�	������ ���������� .� ���� ����� ��

�� ���� /�	��� �� ���������� ��� �	�
	���� ��������� �*����	� 
	� � ������ ����

����� ��� ��	��� ����

0���' ��� /�������� '������	�� ���$1� ��� ���$��� �� ���� �� ��� ����	� �����2 '������	��

����3� ��� ����$�� ��� ������� 	�����	� ����� 
	� ���� ������ ���� ������� ��� 
	��

(ĈdS)μγ = Ω−2ηαβ∂α∂βδμγ +
Ω−1

l2
(xγ∂μ − ημληγρxλ∂ρ) +

Ω−1

l2
δμ

γ − 1

2l4
ημλx

λxγ . ���!��

�� � ������ ��������	� ��	��� �� ���  � ��������� �� ��� 
	��

(ĈdS)μγ = � δμ
γ −Rμ

γ , ���!!�

����� � = gαβ∇α∇β �� ��� (������&)������� 	�����	�� ��� Rμ
γ �� ��� -���� ���������

����	� ���$!�� 4����
	��� 
	� s = 1� ��� ��� �*����	� ���%!� 
	� Aγ �� 
	��� �	  �

�Aμ −Rμ
γAγ −∇μ∇γAγ = 0. ���!3�
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����� ��� �	�����


Rμ
γ Aγ = [∇γ ,∇μ]Aγ , �����

�� ��� �� ��������� �� ��� ����

�Aμ −∇γ∇μAγ = 0. �����

���� �� ��� ��������������
 ������	 �� ���� �!������ "� �� ���� #����$ �� �� ���������

��������� %� ����� �� ��� &��	 �������� Fμν $ �� ���	�

∇νF
μν ≡ ∂ν(

√−g Fμν) = 0, �����

���� g = det(gμν)

��� ������	
� ��
��
�� ������ ����� ���
����

��� 	
������ �� � ���	������� ����'( &��	 �� ���#���#� ��������� �� � �����	 �� ��'

����	� ���� ��� 	
������ �� � ������ ������������ �� ��� ������ ζμν �����	 )�� ���������

*��+,

gμν = ημν + ζμν . ���-�

.�� ���� ������$ � ���	������� ����'( &��	 �� ������
 ������	 �� �� 	�������	 �
 �

�
�������$ �����	'���# ������ ζμν = ζνμ /������$ ����� ��� ���� �������� ���� ����

���������� .����$ �� � ����'( &��	 ���� 	�&��	 �� � ������������ �� ��� ������$ ���

��������� �������������� ����	 ������	� ���� ��� ������ �������������� ��0�$ ��	 ���'

��!�����
 �� ����	 ���� � ��������� ������ w = 2 1��$ �����	��� �� ��� ������� �����'

��������� ��2�$ � ����'( &��	 �����	 ���� ��������� ������ w = 1 " �������� ��������

�� ���� ������� �� �� �����	��� � ������ &��	 φ$ ��	 ������ ���� ��� ������ ������������

ζμν ��	 � ���	������� ����'( &��	 ϕμν ��� ������	 �


ϕμν = φ ζμν . ���3�

���� �� �������
 � ������ �� ��������
 �������$ �� �		����� �� ���������� ��� ������� &��	

	��������$ ϕμν ��� ��������� ������ w = 1$ �� ����������� ��� � ����'( &��	,

ϕ̄μν = Ωϕμν . ��24�

5�� �� ���� ��������� ��� 6������ �������� ��� ��� ����'( &��	 ϕμν  %� �� ����� �


(Ĉds)
μν
αβ = −

1

2l2
ηABηCD(ĴAC)

μν
ρσ (JBD)

ρσ
αβ , ��20�

����� ���������� ���� ���� �����	
 ��� ��� ����'( ���������� 5�#� �� ��� ����'0 ����$

��



����� �������	�� 
�� �� ��
	�	��� �� 	������ ��� ����	���� ������

(ĴAB)
μν
ρσ = (L̂AB)

μν
ρσ + (ŜAB)

μν
ρσ . ������

��� 	������ �������	�� ��� ��� ��� �	� ��� ������ ��� �� ����

(L̂AB)
μν
ρσ = (L̂AB)δ

μ
ρ δ

ν
σ. ������

�� ��� 	���� ����� ��� ����	���� �������	�� ��� 	������� �� ����� � 	 ����!" �����!

�������	��� 	�� �	� ��
� ����# 	� ϕμν �

(ŜAB)
μν
ρσ = (ŜAB)

μ
ρ δ

ν
σ + (ŜAB)

ν
σ δ

μ
ρ , ������

 ���� ��� �������	��  ��� ��� ������	 ��� ��� ����!" �������	��� $� ���� 	� ����� ���!

����	��� ��� %����� 	�����	� ����"� ������ ��� �	�

(Ĉds)
μν
αβ = −

1

2l2
ηABηCD

[
(LAC)(LBD)δ

μ
αδ

ν
β + (LAC)(SBD)

μ
α δ

ν
β + (LAC)(SBD)

ν
β δ

μ
α

+2(SAC)
μ
α(LBD)δ

ν
β + 2(SAC)

ν
β(LBD)δ

μ
α + (SAC)

ν
γ(SBD)

γ
β δ

μ
α

+(SAC)
μ
γ(SBD)

γ
α δ

ν
β + 2(SAC)

μ
α(SBD)

ν
β

]
.����&�

'�(� �� ��� ���)�	�� 
���� ��� ���� �� ��� �����!���� ���� ���� ��)	�)�� �� 	������ ���!

����	� LAC  ��� 
	�������� �	 ��� '����
�!*������ 	�����	� 	� ��� ����� �� ��� 	����

����� ���� ��)	�)��� � 	 ���� �������	�� SAC  ��� 
	��������  ��� � �	�!����� 
	�!

����� ��� ��� ��� ���� ��� ��� ���
���� 
��)������ +	�� ���
��
����� ��	�� �������

	�� ,�	��
(�� �����  ��� 
	��������  ��� ���� ��)	�)��� ��� -�

� ����	�� .��
� ��� ����

��� �	�� �	� ��)	�)� ��� ,�	��
(�� ������ �� 
�� 	��� 
	��������  ��� � ��� ��)	�)���

��� �
���� 
��)������ .����������� ���� ��� ������������	�� ����/� ���"� ����� ���&�� �����

� �	�� ��� ���������	� ��� 
��
�����	�� 01� ����&� 
�� �� ��	 � �	 ����
� �	

(Ĉds)
αβ
μν = � δα(μδ

β
ν) − 2Rα

(μδ
β
ν) −

1

6
Rδα(μ δ

β
ν) +

2

3
R(μν) g

αβ , ����2�

 ��� ��� ����������� ����
����� ������3���	�  ��� � ��
�	� 1/2�

4� ������� ����	���� ��� %����� ����	�
� ��)�� ���� �	 ���� �1����	�� �� ��� '	���3

������ ��(��� ���	 �

	��� ����� �� ��� ����!� ���	��� �� �� ��� 
	������	�

ψμ
ν = ϕμ

ν − 1
2 δ

μ
νϕ

ρ
ρ ������

���� �������� ��� '	���3 ����� ���� )�������� 
	)������ ����)���)���  � ����� ���� ���

%����� ����	�
� ������ ���� �1����	� �	� ψμ
ν � 5������	��� ��� ���� �#
�����	� �!�	� 	�

� ������
 ��
	��!���( �	������� ψμ
ν �� � 
��)�����!��(� ����	� Rαβ

μν �  ��
� �� �	�����

��� ��� �������3�� -����� ����	�  ������ �� ���� 	� ψμ
ν � .��
� Rαβ

μν ���	��� �	 ���
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������������	� (2, 0) ⊕ (0, 2) 	
 ��� �	���� ��	��� ���� ���� ��������	� ��������� �����

���� �������� σ = ±2� �	��������� ��� ���� 	
 � ��������� ����� ψ ≡ δαβ ψα
β = 0� �� ��

���� �� ���� ���� �	 ����
� ����� 
	� ��� ������� 	�����	� ��� !"� ��� ���� �#����	� ���$%"

���� σ = 2� ������ �� ���� ����

�ψμν −
4

3
∇(μ∇αψαν) − 2Rα

(μ ψαν) +
1

6
Rψμν = 0. ��� &"

'���� ��� ��������

[∇(μ,∇α]ψαν) = −Rα
(μψαν) +Rα

(μ
γ
ν) ψαγ , ��� ("

�� ��� �� ��������� �� ��� 
	��

�ψμν −
4

3
∇α∇(μψαν) −

2

3
Rα

(μψαν) −
4

3
Rα

μ
γ
ν ψαγ +

1

6
Rψμν = 0. ���)*"

+���	��� 	������� �� �� ,����� ���������� 	���� �	 ��� �	��������� �� �	��� ���	 �� ���

�����	-.��������� ��������� ���� �	�-�	������ ���������� /� ����������� �����
	��� ���

�	�
	���� ��������� ���� �#����	� 
	� � ��������� ���	��-���� ����	� 0!�� !)1�

��� ������	
��� ����
��� ��� � ������
 ����	���

+���	��� �	�
	���� ���������� ��� ���� �#����	� ���)*" ��� �	��������� ��	������ /�


���� �� �� �	� ��������� ����� ��� �����
	�����	��

ψμν → ψμν − ∂μεν − ∂νεμ, ���)$"

������� ������ ����� �����
	�����	��� +� � �	���#������ �� �� �	� �	������ �	 ���	��

��� �����	�� �	��	����� 	
 ��� ����� ��� �� ����� 	�� �	 ���	��� �	�� �	��	����� ����

��������� �	 �������� � �������� ���� 0!&� !(1� 2� ��� 	���� ����� � ��������� ���	��-

���� ����	� �� �	� ��� 	��� ��� �	 ��������� � ���� 3 ����� /� 
���� �� ��� ���	 ��

����������� �� � $-
	�� �������� ������ �� ��� ��� ������� 	
 ��� ���������	� ��	�� 0) 1�

ζν = ζaν Pa, ���)3"

���� Pa = ∂a ��� ���������	� �������	��� 4��� ���	�� �	��������� �� ������� �	 ��� ���������

	
 ��� ������ ��� ��� ������ ������������	� 	
 �������5 ������� ζμν �� �	���������� �������

�	 � ����������	� 	
 ��� ������� ζaν �� �	���������� ������� �	 � ����������	� 	
 ��� �������

haν = eaν + ζaν , ���)%"

!�



���� eaν � ������� �	���
 �	��	�	��� ��	 �������� ����	���	� ���	 �	���	� ��	 �������	

�	��	�	��� � ��
��	��� ����������������	
 ������ ��

ϕa
ν = φ ζaν , ����� 

���� φ � ������ !	�
�

�	� �� ��	 ��	 ��	 "������ �������� �� ����� ��	 �������� ������� 	#����� ���

ψa
ν = ϕa

ν − 1
2 h

a
νϕ, ����� 

���� ϕ = hc
ρϕc

ρ� $	 �	�� �% ���� ����� ��������% �� ��	 	�	�������	��� !	�
� ψa
ν

��� �������� �	���� w = 0&

ψ̄a
ν = ψa

ν . ����' 

"���
	��� ���� ψν = ψa
ν Pa �� �������	�% � �����������������	
 �	���� !	�
� ��	

"������ ��	����� ���( ��� ψν �����
	� ���� ���� ��� � �	���� !	�
&

(ĈdS)μν = Ω−2ηαβ∂α∂βδμν +
Ω−1

l2
(xν∂μ − ημληνρxλ∂ρ) +

Ω−1

l2
δμ

ν − 1

2l4
ημλx

λxν . ����� 

) �	��� �� ��	 ������	�*	������ ��	����� ����� � ψν � �� �����	� ��	 ����

(ĈdS)μνψν = �ψμ −Rμ
ν ψν , ����+ 

��	�	 Rμ
ν �� ��	 ,���� ��������	 �	��� �-��. � /���������� ��	 �
	���%

Rμ
ν ψν = [∇ν ,∇μ]ψν , ����( 

�� �	���	�

(ĈdS)μνψa
ν = �ψa

μ −∇ν∇μψ
a
ν +∇μ∇νψa

ν , ���'0 

��	�	 �	 ���	 �	�����
��	
 ��	 ���	����� �
	1 �� ψa
ν � 2�	 ���	� ��	 ����& ��	

	1������� -����� �� ��	 ����������������	
 ������ ψa
μ �� ��	 3�	�4 �	��� Fa

μν 5�(6�

����� �� ���� � !	�
 ������� ����	� � ��	 ��	 ���	��� �� ��	 ��������� ����� 5'�6� /��	

�� �	���� �� ��	 �	��	�	����� (1/2, 3/2)⊕ (3/2, 1/2) �� ��	 ���	�4 ������ �� �	��	�	��

��� - ���	� ���� �	�����% σ = ±1� ) ���� ���	� ��	 !	�
 	#����� ����. ���� σ = 1

%�	�
�

�ψa
μ −∇ν∇μψ

a
ν = 0. ���'� 

7��� ��	 ������������ ����' � �� �� 	��% �� �		 ���� ���� 	#����� �� �������� ��������

3����	����	� �� �� ������� �
	� ��	 ����	 �������������

ψa
ν → ψa

ν − ∂νεa, ���'- 

'+
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 � ���� 
� �����
� 
�� ��	��	� ��������
� �� ψa
ν � ������� �
�


�� ������
 �	���� �� ��������
� 
� ������� � �������� �����

��� ��� ������ ��� 
�� 
����� ��� ψμν ���	�
� ������
��
� ������� 
�� 
�����

��� ψa
ν 
	��� �	
 
� �� �����
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� ��� ������ � ����
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��� ������
 �
�	�
	��

�� 
�� ������ ������� �����
�� ����� ��� 
� �� �
� ����
�
��� 
�� 
������
����

�������� ���� ��� 
� �� �
� ���
�� ����
� �� 
�� ����� ����� ��
 �
� ����
�
�� � !"�

#� � ������	����� 
�� ����
�
���� ��	���� �������
�� ��� �� ������
 ��� ���� �����

������� 
�� ��	���� �������
�� �� ψμν ��� ���	�� � ������
�� 
��� ��� ���� ���� ��


�� ����� 
�� ��	���� �������
�� �� ψa
ν ��� ���	�� � ������
�� 
��� ��� 
�� �����
��

����� �	
 ��
 ��� 
�� �������� $�� ��	��% ����� ��� �������� ��
���� 
�� 
�� �����
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������� �

�	
����	
�

��� �� �����	 
��������

��� �� ������ 	
���� ��������� ������	 ���� ��� ���	 �� ��������� ����� 
��������

l �� ��� ���������	 �� ��� �������� ����
 ���� ��� ����� ��� �� ������ ����
 ��	 !�����"

�	 	�#����
� ��� ������������ �� 	��� ����� 	��� ���	 ��� ��
� ���� !�����" 	�������

�	 #����� $������ �� �	 	
������� ����	�����	 ���� ��� �������� ������ �� ��� ������	

�� ������ ��� �������� ���	� ��� ������	 ��� ����� #� � ���#������� �� ����	�����	

��� 
��
�� �������� ����	���������	 %	 � ���	�&������ ��� 	����� �� ���� 	
�������

��������� ����	 ��� �� #� � ���#������� �� ������'�������� ��� 
��
�� ��������

�������	( ������	 ��� ������'�������� ���	�� Tμν �

���	 �	 	����� �� ������� �����'

����� ��� 
��
�� �������� ������� Kμν �

���	 �	 	����� �� ��� ��� �� ������ 	
��������

����� �	 ����		��� �� ���
� ���� ��� ��� ���������	� ��� �������� #� ��� �� ������

����
 ��)� 

*��� �

��� �� ��� ���� ������	�� �� ������ ������ ��������� �	 �#� �� 
�������

���� ��� ������� ������ ������� �� ��� ������	�� ��� ���� �� Λ ��� ��� ������	� �+,� -�

����	� ������������ �� �.
������� ��� ��� ��	��� ����������� 
��#�� *��� �

���

�� 	���� ��� 
��
������� �� ����'���� ������ 
�����	� �� ����	 � ���� �	������ ��� ���

������� �#	����� ���� �� ���� ������ �����'��� /���	 ������ ���� ��� ������ �� ���

���.� 0�������� 1)2 �,� -� ���	 ���� �	 � ������	������ �� ��� 	��'	��� /���������	 ��

��� ��.���� �� 	
�������� 
�������� �� �.�	� �� ���� ���� �������	� �� ������ ��������� ���

#� 	��� �	 � ��� 
������� �� �

����� &������ ������� 3� ����	�� ��� �.
��������

��������	 �� ��� �#��� ����	 ��� 	�� ���� ������ -���
������� �� ���	 ����� �� ������

������ ��������� 
������	 ��� �.�	����� �� 	��� ���� -� �	 ��
������ �� ������� ����

��� ������ �� ���	� ����� ���	 ��� ��� ���� ���� ��� ����� ������ 4������� 	����

��� �� ������'������� ������������ �� ����� 
��
������� ��� ���������� �� ����	 ��	� ��

���	���#� �5���	 

6��������� ��� 6��
��� 	��������� �1+�� ����� �� ��� ���� ���� ��� �� ������ ����'

�����	 ������	 �� ��������� ����� 
��������� � ������������ ������#����� �	 �������

7)



���������� 	��� �
� �����	�� ����	�	�� �
� �������������	� ������ �� �
	 ���� 
���

����� �
� ����� 	 ��� �������	��� ��� ����������� �	�� ������ �������� ���� �� �����	�

���� �
� ������ ����� �
��� ������� ����	�� 	 �������� �� �� 	� ���	��� �� ����� ��

�
	 ������ ����� ��� ��� ������ ����	�	���� ��� �
� ������� ������	�� �����	��

������ �	�
 �
� ������ �� ������	�� �
� �������� ��� �
	�
 ���� �
� �������


	�� ���� ����� �� 	 	������	�� �� ������ �
��� ��� �� �
� ���� �
�� �
� ��  	����

�	�������� !"�##$ ���	
 ��� �
� ��� �� �
� �������������	� %��� !m = 0 ��� s = 1$�

�
� ��  	���� �����	�	�� ������� �� �
���� 	� �
� �
������
���� ������	��� &
	 	

�� �������� ����� ������ �������������	� 	 ��������� 	����	���� ��� �
� ��  	����

�����	�� 	 ����������� '���

( ����	�� �������� �� ��  	���� ������� �����	�	�� 	 �
��� 	��� ��	�
�� �������������

��� ��� ������ ��������� ������� 	 	��	�	������ ��������� ��������������� ��� ��

���������� 	��� ������ ��������� �������� ��� �	��������  ��
 ���
��	� �	��� �

������� �����	� ��� �� �����	�� �������	��� ����� �� ����� ���� � 
��� ��	����	�� Λ�

	� �
	�
 ��� �� �
� ��	���� ������ �� 	� �
� ���� �� ���� ������� �
� �������	���

���� 	 �
�� ����� �� ������ ������	�� �� �
� ������ ������� �� �
� ��	����� � �	���

�� �
� �����	�� !)�**$� (���� � �����	�� ������ 	� ����� �� ����� �
� ������	�� ��

�
� �������	��� �������� �� �� ������ �
� ��	���� 
� ������	�� ���� �
����


� ���	�� �� �������������	�� �����	��� �
	�
 ���� �
�� �
� �������	��� ���� ���


��� ����� � �	�� ����� ���	�� �
	 ���	��� +����� �������	��� 
������� 	��	����

�
�� �
� ��	���� 	 �������� �����	�� �� ����������� �����	�� ���� &
	 ���� �
��

�
� ��������������� ������� 	 ��������	�� ���� 	��� ������ ��������� �������� �
	�


������� �� 	������ 	� �
� ����� �� �
� �������	��� ����� &
	 ���
��	� 	 ��	���

������� ������	�� �� �
� ��  	���� ���	�� �����	�	��� �� 	�����	�� Λ ���� �
� ����

���	�� �� �	�� ��� ���� ��������� ���� ����� ���	� �
�� ���������� �	������ �� �
�

������ ����� �
��� ���� �
�	� ��������� ����������� ��	��
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