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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar problemas de valor de contorno do tipo

i+ f(t)=0
§+ f(1) W

onde n € (0,1), k € Re f € C(]0,1],R). Para antingirmos nosso objetivo usamos as
fungdes de Green G(t, s) que nos permitem escrever a solu¢ao do problema (1) na seguinte

forma:
w(t):/o G(t,s)f(s)ds.

Usando esta solucgao, investigamos através do ponto fixo de Schauder a solvabilidade

do problema nao linear

i+ f(t,y) =0

Palavras chave: Problemas de valor de contorno em trés pontos, funcao de

Green, problemas nao lineares.



Abstract

The main goal of this work is study the following boundary value problems

g+ f(t)=0

y(0) =0 (1) = ky(n),

(2)

where n € (0,1), k € R and f € C([0,1],R). To achieve our goal we use the Green’s

function G(t, s) which allow us to write the solution of the problem (2) in the form:

w(t):/o G(t,s)f(s)ds.

Using this solution and the Schauder fixed point theory, also we study the solvability

of a nonlinear problem

Keywords:  Three-point boundary value problems, green’s function,

nonlinear problems.
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Introducao

Em 1828 George Green! publicou a obra An Essay on the Application of Mathematical
Analysis to the Theory of Electricity and Magnetism. Nesta obra da Fisica Matematica,
Green buscava determinar o potencial elétrico dentro de um vacuo limitado por condutores
com potenciais especificos. Assim nascia as primeiras ideias da chamada “funcao de
Green”. Historicamente, as fungoes de Green eram usadas apenas em equacoes diferenciais
parciais (EDP’s), a aplicagdo do método para equacoes diferenciais ordinarias (EDO’s)
envolvendo problemas de valor de contorno comegou com o trabalho de Burkhardt? usando
resultados da teoria de Picard [3].

Para termos uma ideia intuitiva do sentido fisico das fung¢oes de Green em um problema
de valor de contorno, considere o problema unidimensional da conduc¢ao de calor constante

em um fio fino
(3)

onde y é a temperatura do fio e f(t) é a densidade (por unidade de medida do fio)
de fonte de calor. Vamos introduzir um problema auxiliar, ao invés de uma fonte de
calor distribuida, vamos considerar somente uma fonte unitaria de forca concentrada em
t = s.(Ver Figura 1).

A solugao do problema auxiliar é conhecida como funcao de Green e é denotada por
G(t,s). Aqui s é a posicao da fonte e ¢ é o ponto de observagdo. Geralmente usamos s

como um parametro e t é a variavel. Porém s também varia entre [0, 1] entao tratamos

1(1793 — 1841) - Matemético e fisico inglés
2(1861 — 1941) - Matemadtico alemao

10
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f(s)

-—
a—
[ ]

Figura 1: Fonte de calor unitaria em t = s.

G como uma funcao de duas varidveis. Como nao hé fontes em [0, s) e (s,1] a equagao
governante em ambos os intervalos é —G = 0. Considerando ainda que a temperatura G
énulaemt=0et=1temos

At, 0<t<s

G(t,s) =

B(1-1t), s<t<1,
onde A e B sao constantes que independe de ¢, porém podem depender de s. Por exemplo,
uma fonte colocada muito proxima da extremidade t = 0, para que a temperatura nesse
ponto seja nula, o coeficiente angular da reta At deve ser menor do que uma fonte colocada
no meio do fio. Se GG fosse descontinua em t = s entao o fio seria “quebrado”, o que nao
é o caso, entao

As = B(1 —s).
Agora, se desejdssemos que G fosse continua em ¢ = s terfamos A = B = 0, isto é, G

seria identicamente nula em ¢t = s, o que nao faz sentido pois este é o ponto onde a fonte

de calor esta concentrada. Calculando entao as derivada laterais de G neste ponto temos

aG(t,s) =" 9G(st,s) 9G(s™,s)
o |_,. ot ot
Pela Lei do Balango Integral (Ver [13] pagina 33)

=—-B— A

Gi(st,s) — Gi(s™,s) = —1.

Com essas informagoes encontramos A = (1—s) e B = s, logo a func¢ao de Green para

o problema é
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Fisicamente, G(t,s) é a temperatura em ¢t quando a unica fonte unitdria estd
concentrada em s.
Vamos decompor a fonte distribuida f(¢) em um nimero de pequenas fontes localizadas
em varios pontos ao longo do fio. Dividimos o intervalo (0,1) em n partes iguais, onde
1

o centro do k-ésimo subintervalo ¢ s;, e a medida de cada subintervalo ¢ As = ~. (Ver

Figura 2).

flsy) fse)

n
Figura 2: Fontes localizadas

A temperatura em ¢ de cada subintervalo, devido a fonte f(s;) em s;, é dada por

G(t,s;)f(s;)As. Logo se somarmos as temperaturas de todos os subintervalos temos

Z G(t,s:)f(si)As
i=1
fazendo n — oo temos que a temperatura ao longo do fio é dada por

y(t) = / G(t, 5)f (s)ds.

O estudo de problemas de valor de contorno em trés pontos tem atraido a atencao
de vérios pesquisadores nos ultimos anos, alguns artigos atribuem a Gupta® ter iniciado
o estudo desses tipos de problemas em 1992. Tais problemas tem aplicacoes na Fisica,
Biologia, Quimica, etc. Por exemplo, em um modelo para a resposta da membrana de
uma capa esférica na difusao nao linear gerado por fontes nao lineares e na teoria do

reator quimico [5].

3GUPTA, C.P. Solvability of a three-point nonlinear boundary value problem for a second order

ordinary differential equations
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O objetivo principal do nosso trabalho é estudar alguns problemas de valor de contorno
em trés pontos usando as funcoes de Green tanto para problemas lineares quanto nao
lineares. Basicamente, os artigos que formaram uma base para nosso estudo foram [15]
[11] e [14].

Nosso trabalho esta dividido em 3 capitulos. No capitulo 1 apresentamos alguns
conceitos basicos de EDQO’s e analise funcional que serao necesséarios para o entendimento
dos préximos capitulos.

No capitulo 2 propomos mostrar como as fungoes de Green atuam nas solucoes de
equacoes diferenciais ordindarias sujeitas a certas condigoes de contorno.

Finalmente no capitulo 3 estudamos a equacao

g+ f(t)=0

sujeita as seguintes condicoes de contorno

y(a) =0 y(b) = ky(n)
y(a) = ky(n) y(b) =0
y(a) =0 y(b) = ky(n)
y(a) = ky(n) y(b) =0
y(a) =0 () = ky(n)
y(a) = ky(n) y(b) =0
yla) =0 y(b) = ky(n)
y(a) = kj(n) y(b) =0,

onde a < n < b e k constante real. Ainda no capitulo 3 estudamos a existéncia de solugoes

nao triviais do problema nao linear

j+ f(t,y) =0

y(0) =0 (1) = ky(n),

onde f:[0,1] x R — R é uma fun¢ao continua.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo abordaremos alguns conceitos basicos da teoria de equacoes diferenciais
ordindrias tais como teoremas que garantam existéncia e unicidade de problemas de valor
de contorno, alguns conceitos de analise funcional, a definicao classica das funcoes de
Green e algumas ferramentas necessarias para o entendimento e desenvolvimento dos

préximos capitulos.

1.1 Conceitos basicos

Muitos fenémenos naturais que aparecem em varios ramos da ciéncia, como por
exemplo, Ecologia, Fisica, Economia, Neurologia, entre outros, sao modelados por

equacoes diferenciais da forma

p()i +q()y +r(t)y = f(t), (1.1)

onde p,q,r, f : [a,b] — R sdo fungoes continuas. Se p(t) = m, q(t) = v e r(t) = k, onde
m,y e k sao constantes positivas, a equacao (1.1) modela o movimento de um bloco de
massa m presa a uma mola vertical [2]. Nesta se¢ao estudaremos a equagao (1.1) sujeita

a condicoes de contorno do tipo

ll[?/]
l2[y]

apy(a) + ary(a) + boy(b) + b1y(b)

=4 (1.2)
Coy<(1) + cly(a) + doy(b) + dly(b) =B

14
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onde A, B, a;, b;, ¢; e d; com i = 0, 1 sdo constantes e ainda (ag by ¢y doy) # C(ay by ¢ dy)
para qualquer constante real C'. A partir de (1.2) temos as seguintes condigoes de contorno

particulares:

i) Condigoes Homogéneas

Liyl =0 e by = 0. (1.3)

ii) Condigao de Dirichlet
iii) Condi¢ao de Neumann

iv) Condigao Mista
v) Condigoes Separaveis

vi) Condigoes Periédicas

Y
y(a) = g(b).
Se f(t) = 0, entao a equacao (1.1) tem a seguinte forma
p)j+q)y +r(t)y =0 (1.4)
e esta é chamada equagao homogénea associada a (1.1).

Teorema 1.1 (Principio da Superposicao) Sejam y,(t) e ya(t) solugdes dos respec-
tivos problemas (1.4)-(1.2) e (1.1)-(1.3). Entao y(t) = y1(t) +ya(t) € solugdo do problema
(1.1)-(1.2).
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Demonstragao. A fungao y satisfaz a equagao (1.1) assim como as condigoes de contorno

(1.2). De fato,

p(t)i + q(t)y + r(t)y = p(t) 1 + go] + q(t)[y1 + ] + r(t)[y1 + 2]
= [p(t)yr + q()yr + 7 (t)y1] + c2p(t)y2 + q(t)y2 + 7(t)yo)
— 0+ f(1).

hly] = hly + w2l
= aoly1(a) + y2(a)] + ar[g(a) + g2(a)] + bo[y1(b) + y2(b)] + b1[g1(b) + 2(b)]
= laoy1(a) + ar91(a) + boy1(b) 4 b1y (b)] + [aoyz(a) + arga(a) + boyz(b) + bry2(b)]
= hfy1] + Lys]
=A+0.

Analogamente verificamos que

Lly] = lo[in] + l2[ye] = B.

O
Considere o seguinte sistema de equacoes
any: + aye + ...+ a1y = by
a1y1 + agys + ... + a2nYn = bo
az1yr + asys + ... + azpyn = b3 (1.5)

Ap1Y1 + ApoYo + ... + QppYn = bn

a;j,b; € R e y; sao as componentes desconhecidas do sistema, com 1 < 4,7 < n. O sistema

pode ser escrito na forma compacta

onde A é uma matriz n X n cujos coeficientes sao os nimeros reais a;;, b ¢ um vetor n x 1

formado pelos b;s e y é o vetor incognita n x 1 formado pelos y;s.
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Teorema 1.2 O sistema (1.5) tem solugdo unica se, e somente se detA # 0.

Alternativamente, se o sistema tem somente a solu¢ao trivial, entdo det A # 0.

Demonstracao. Se det A # 0 entdao existe uma tnica matriz inversa A™! tal que
A7 Ay = A71h, logo y = A~1b é solucao tinica do sistema. O
Teorema 1.3 Sejam yi(t) e yo(t) quaisquer duas solugdes linearmente independentes

de (1.4). Entdo o problema de valor de contorno homogéneo (1.4)-(1.3) tem somente

a solucao trivial se, e somente se

A Lly] iy 40,

I [yl] 12[92]

Demonstracao. Detalhes da demonstracao podem ser visto em [1], pagina 235.

Teorema 1.4 O problema de valor de contorno ndo homogéneo (1.1)-(1.2) tem solugdo
unica se, e somente se o problema de valor homogéneo (1.4)-(1.3) tem somente a solucao

trivial.

Demonstragao. Sejam y;(t) e yo(t) quaisquer duas solugoes linearmente independentes
de (1.4) e y,(t) uma solucdo particular de (1.1). Entao a solucao geral de (1.1) pode ser
escrita como

y(t) = arya(t) + caya(t) + yp(1). (1.6)
A fungao dada em (1.6) é solugdo do problema de valor de contorno (1.1)-(1.2) se, e

somente se
Lhiay + coye + yp) =

A
laleiyy + ey + ) = B.

ey + coyz + yp] = ao(cryi(a) + caya(a) + yp(a)) + arlcrgi(a) + capa(a) + yp(a))
+ bo(c1y(b) 4 c2y2(b) + p (b)) + br(crya(b) + c292(b) + (b))
c1(aoyr(a) + argi(a) + boyr(b) + b1y (b))
+ c2(aoy2(a) + argz(a) + boy2(b) + b172(b))
+ (aoyp(a) + argy(a) + boy,(b)

= C1l1[y1] + C2l1[y2] + ll[yp]7
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analogamente
Llewy + ey + yp] = crlo[in] + cala[yo] + L2[yy].
Entao
hiciy + cayo + yp) = arli[n] + colifye) + Lifyp) = A (1.7)
Llayy + ey + 4] = crlo[yn] + cala[yo] + L[y, = B
Colocando o sistema (1.7) na forma matricial temos
l l c A—1
] iy 1 _ 1[Yp) (1.8)
L] L2y €2 B — Ly,

Pelo Teorema 1.2, o sistema (1.8) tem solucao unica se, e somente se

l [
dot| 1) halee] £0. (1.9)
Llyi]  l2[ys]
Pelo Teorema 1.3, o problema de valor de contorno (1.4)-(1.3) tem somente solugao

trivial se, e somente se

dop | 1] Bleel £0. (1.10)

L] lafys]

Logo o sistema (1.8) ter solugao unica é equivalente a dizer que o problema (1.4)-(1.3)

tem somente a solucao trivial. O

Exemplo 1.1 O problema de valor de contorno

i+ f(t)=0

(1.11)
yla)=0  y(b) =0,
tem solugao tunica. De fato, sejam y1(t) = t e ys(t) = 1 solugées linearmente
independentes de
=90 (1.12)
hiy] =0 byl =0
Como
him] =wi(a) =a
lye] = y2(a) =1
Lafyn] = 1(b) =1
la[y2] = 9o(b) = 0,
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A= I
bLly]  lalys] 10

pelo Teorema 1.3 o problema (1.12) tem somente a solugdo trivial.

Teorema 1.5 ( Regra de Leibniz) Dado U C R", aberto, seja f : U X [a,b] — R™

uma fungao com as sequintes propriedades:
1) Para todo t € U, a fungdo s — f(t,s) € integrdvel em a < s < b.

2) A i-ésima derivada parcial %(t,s) existe para cada (t,s) € U x [a,b] e a fungao

g—t]:(t,s) : U % [a,b] — R, assim definida, é continua.

Entao a fungao ¢ : U — R, dada por ¢(t) = f; f(t,s)ds, possui i-ésima derivada parcial

D bof
a_tl(t):/a a—ti(t,S)dS.

Em suma: Pode-se derivar sob o sinal de integral, desde que o integrando resultante

em cada ponto t € U, sendo

seja uma func¢ao continua.
Demonstracao. Detalhes da demonstracao podem ser visto em [9], pagina 144.

Corolario 1.1 Seja f : U x [a,b] — R continua, com derivadas parciais continuas
g—i(t,s),...%(t,s) : U X [a,b] — R e sejam g1,92 : U —> [a,b] fungoes de classe C*.
Entao ¢ : U — R definida por
92(1)
o= [ sit.s)ds
g1(t)

¢ de classe C4, e suas derivadas parciais sao expressas pela formula:

dp B g2(t) of dgo dg
G0 = [ G s GRS )~ GO 00)

Demonstracao. Como
92(t)
o= [ fts)ds
g1(t)
é equivalente a
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calculemos primeiro a derivada da integral

g2(t)
P2 = / [, s)ds.

Considere a funcao £ : U X [a,b] — R, definida por £(t, u) f f(t, s)ds, pela Regra
de Leibniz e o Teorema Fundamental do Célculo

“of

C

(t s)ds e %(t,u) = f(t,u).

Assim, £ é de classe C'. Podemos entdo usar a regra da cadeia, segundo a qual a funcao

composta po(t) = £(t, g2(t)) tem como derivada parcial

2220 - §—i<t792<”> o1, 0:0)

:/c gt{( s)ds + 0812 () f (¢, g2(1))-

Analogamente, se

c g1(t)
o1 = / f(t,s)ds = —/ f(t,s)ds
g1(1) c

8821@):— / gf( s)ds giz(t)f(t,gl(t))

c 9 0
_ M$mm—§mmmm

assim

P(t) = @1 (t) + ¢a(t)

©of dg g2(t of 995
‘Am5“$“‘mﬂﬁwwm+l St s)ds + SR (0 (1)

=0 of 992 o
- /gl(t) 3ti( s)ds + ot; (6)f(t, 92()) = o, () f(t, g1(2)).

Definicao 1.1 Seja p € R, com 1 < p < 00, definamos o conjunto

b
LP([a,b]) = {gp 2 [a,b] = R; ¢ € mensurdvel e/ lp(t)[Pdt < oo} .
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Definigao 1.2 (Operador completamente continuo) Sejam X e Y espacos norma-

dos. Um operador T' : X — Y € chamado de completamente continuo se para todo

subconjunto @ C X limitado, a imagem T () € relativamente compacta, isto é, T'(S2) €

compacto.

Definicao 1.3 (Conjunto uniformemente limitado) Uma familia § de funcgéoes f

definida em um intervalo [a,b] € dita uniformemente limitada se existe M > 0 tal que
f(x)] <M, V z€lab] eV fe3.

Definigao 1.4 (Conjunto equicontinuo) Uma familia § de funcoes f definidas em

um intervalo fechado [a,b] é dita equicontinua se dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
Voz,yelal] |r—yl<é

tem-se
|fx) = fly)l<e V¥V fET

s

Teorema 1.6 (Teorema de Arzela) Se Y é compacto, um subconjunto § C C(Y) é

relativamente compacto se, e somente se, § € uniformemente limitado e equicontinuo.
Demonstragao. Detalhes da demonstracao podem ser vistos em [8], pagina 102.

Teorema 1.7 (Alternativa nao linear de Leray-Schauder) Seja E um espago de
Banach e Q C E um subconjunto convexo, 0 € Q, T : Q — E um operador
completamente continuo. Entao ou existe u € 02 e X > 1 tal que Tu = \u, ou existe um

ponto fizo u € Q.

Demonstragao. Detalhes da demonstracao podem ser vistos em [4], pagina 123.

1.2 Funcoes de Green

Na introdugao deste trabalho usamos um problema fisico simples para dar um
sentido fisico e para prepararmos o leitor para a defini¢ao classica matematica que sera

apresentada a seguir.
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Definigao 1.5 Chamamos de func¢ao de Green para o problema (1.4)-(1.3), uma fung¢do

real G definida em [a,b] X [a,b] que possui as sequintes propriedades:
i) G ¢ continua em [a,b] X [a,b].
ii) Para cada s € [a,b], 2(t) = G(t,s) € a solug¢io de (1.4) em |a,b].

ii) Para cada s € [a,b], z(t) = G(t, s) satisfaz as condigdes de contorno (1.3).

i) OG(t, s)

¢ continua em cada um dos triangulos a <t < s <bea < s <t <D

Porém, aGéi’ s) tem descontinuidade de salto na diagonal t = s dada por
0G(t, s) =" _0G(st,s) 0G(s7,s) 1 (113)
ot |,_ ot ot p(s)’ '
onde
0G(s*,s) . 0G(t,s) 0G(s™,s) .. 0G(t,s)
—= =1 — =] )
ot i Ot ot i 0t

Observagao 1.1 G ¢ simétrica, isto €, G(t,s) = G(s,t).



Capitulo 2

Problemas de valor de contorno em

dois pontos

Neste capitulo propomos mostrar como as fungoes de Green atuam nas solucoes de

equacoes diferenciais ordindarias sujeitas a certas condigoes de contorno.

2.1 Problemas lineares

Como vimos na introducao, a solucao do problema nao homogéneo foi dada na forma
de uma integral usando a fungao de Green. No teorema a seguir veremos sob quais
condigoes é possivel encontrar a solugao na forma integral e quando existe a fungao de

Green.
Teorema 2.1 Se o problema homogéneo (1.4)-(1.3) tiver somente a solugdo trivial, entdo
(1) Existe uma tunica fungdo de Green para o problema (1.4)-(1.3).
(77) O problema (1.1)-(1.3) tem solugdo unica y(t) que pode ser representada por
b
o) = [ Gles)s(s)as .)

onde G(t,s) € a funcao de Green do item (1).

23
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Demonstracao. (i) Sejam y;, y» duas solugoes de (1.4), satisfazendo

L[] =0 e lyfys] = 0.

Afirmacao: y, e ys sao linearmente independentes.
De fato, se y; e yo fossem linearmente dependentes entao existiria uma constante c

nao nula, tal que y; = cys. Assim, temos por um lado

Liy] =0

e por outro lado
Llyi] = clafys] = 0.

Isto contradiz a hipétese de que (1.4)-(1.3) tem somente solugao trivial.
Sejam ¢y, ¢y : [a,b] — R, fungodes continuas. Definamos G : [a,b] x [a,b] — R dada

por
t), <t<
Glts) = c1(s)ys(t), para a <t <s (2.2)
c2(8)y2(t), para s <t <b,

a qual vamos impor as seguintes condigoes:

a) Quando t = s
c1(s)yi(s) = ca(s)ya(s). (2.3)
Esta condigao nos assegura a continuidade da fungao G em todo o dominio [a, b] X [a, b].

b) G tem uma descontinuidade de salto z%s) na primeira derivada quando avaliada em

t = s, logo B
% = c2(8)92(s) — c1(s)tn(s) = ]ﬁ. (2.4)

Para completar as 4 propriedades que caracterizam G como uma funcao de Green
devemos verificar se G satisfaz a equacao (1.4) e as condigoes de contorno (1.3).

Denotemos Gy (t,s) = c1(s)y1(t) e Ga(t, s) = ca(s)ya(t).

Para s € [a, b] fixo segue que

0G,

S (ts) = als)in(t)

0*Gy
ot?

(t,5) = c1(s)iin (1)
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Logo,

0*G4

L 0,) + a0 S (1) + (DG, ) = 1(9) [0 + a(0)in + ()] =0

ot

p(t)

Analogamente, verifica-se que G5 satisfaz a equagao (1.4). Como s é arbitrario, G(t, s)
define uma solugao de (1.4).

Fixando novamente um s € [a, D]

o~
S
D!
=
I
o~
=
)
s
<
=
I
o

1(s)lify] =0
l[Ga] = Lleaya] = ca(s)la[y2] = 0.

Como s ¢ arbitréario, G(t, s) satisfaz as condi¢oes de contorno (1.3). Portanto existe funcao
de Green para o problema (1.4)-(1.3).
Afirmacgao: A funcao de Green é unica.
De fato, das igualdades (2.3) e (2.4) temos o seguinte sistema:
—c1(s)y1(s) + c2(s)ya(s) = 0
. . 1 (2.5)

—c1(8)91(s) + ca(8)92(s) = —.
Como W (y1,ys2;s) # 0 para todo s € [a,b], pois y; e y» sdo linearmente independentes.
Logo pelo Teorema 1.2 o sistema (2.5) tem solu¢ao tunica, isto é, G é unicamente
determinada por ¢; e ¢o. Portanto a fungdo e Green para o problema (1.4)-(1.3) existe e

é unica. O

(77) Pelo Teorema 1.4, o problema (1.1)-(1.3) tem solugao unica. Seja G(t,s) a fungao
de Green do problema de valor de contorno (1.4)-(1.3).

A funcao dada por .
o) = [ Gle.s)1(s)ds (26)

é a solucdo do problema (1.1)-(1.3). De fato, podemos escrever

y(t):/ G (t, s)f(s)ds—i—/t Go(t, s)f(s)ds.

"Wronskiano de y; e 9, em s
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Como G é continua e sua derivada é continua em cada um dos triangulos a < s <t <b

ea<t<s<b, pelo Corolario 1.1

i) = [P fopas + Gt s+ [ P s - Gateonsto
= /a aGB—(;’S)f(s)ds —|—/t 8Gg—(tt’s)f(s)ds + [Gi(t, t) — Ga(t, )] f ().
Da equagao (2.3), segue que G4 (t,t) = Go(t,t), logo
y(t) :/a %’B—(Z’S)f(s)ds—i—/t aGg—(tt’s)f(s)ds. (2.7)

Mais uma vez usando a regra de Leibniz obtemos

L 92G(t, s) OG,(t,17)
| s+ S

b 92G,(t, OG,(t,t*
—l—/t %f(s)ds—%f(t).

y(t) =

Por G(t, s) ser simétrica podemos concluir que

DGy (t,t7)  OGy(t+,1)
ot N ot

OGy(t,t7)  0G(t™,t)
oo ot

Pela propriedade (iv) das fungoes de Green

OCs(th, 1) Gt ,1) 1

ot ot p(t)

Logo
j(t) = % " / T f5)as + /t TEA) ¢ 3)as. (2.8)
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(2.8) em (1.1) temos
b0+ a0+ = p(0) [+ [ FEED pigas | " el o)
0G(t, s /tb 3028(;, 8>f(s)ds]
/Glts d5+/G2ts }

ot
rao)| [ 2D poyas +
=10+ [ [T 4 028 4 o] s

* / [p( nPCats) %29 g Sﬂ £(s)ds

ot

A fungao (2.1) satisfaz as condigoes (1.3). De fato
b b
v = [ Glasfeis oyt = [ Go.s)p(s)ds

b

b
i(a) = / Gila,s)f(s)ds  (b) = / Gu(b, $)f(s)ds,

a

logo
Lyl = aoy(a) + ary(a) + boy(b) + bry(b)

b
= / l[aoG(a, s) + a1Gy(a, s) + boG(b, s) + b1G(b, )] f(s)ds

= / L[G(t, s)]f(s)ds

Lyl = coy(a) + cry(a) + doy(b) + d1y(b)

= / [coG(a, s) + c1Gi(a, s) + doG(b, s) + diG(b, s)] f(s)ds

_ / LIG(t,5)] f(5)ds

=0.

Portanto a func¢do y dada em (2.1) é a solugao do problema (1.1)-(1.3). O
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Corolario 2.1 Seja y,(t) solugdo de (1.4)-(1.2). Se o problema (1.4)-(1.3) tiver somente

a solugao trivial entdo a solu¢ao de (1.1)-(1.2) pode ser representada por

y(t) = () + / G(t, 5)f(s)ds

Demonstracao. Aplicacao direta dos Teoremas 2.1 e 1.1. 0

Quando a funcao de Green existe para um certo problema homogéneo, esta sera a
mesma para um problema nao homogéneo associado. Quando o problema homogéneo tiver
pelo menos uma solugao nao trivial, entao nao existira funcao de Green para o problema
homogéneo, mas é possivel encontrar a funcao de Green para o problema nao homogéneo
associado, neste caso chamamos de funcao de Green generalizada. Mais informagcoes sobre
fungoes de Green generalizada podem ser encontradas em [6] [12].

Observe que resolvendo o sistema (2.5) temos

yz(S) y1<3)
()W (y1, y2; 5) p(s)W (y1,y2:5)

Substituindo (2.9) em (2.2) obtemos uma férmula explicita da fungdo de Green para

problemas do tipo (1.4)-(1.3)

ci1(s) = ca(s) = (2.9)

[ ni(t)ya(s)
p(s)W (Y1, y2; 5)’

G(t,s) = (2.10)

Y2(t)y1(s)

L P(8)W (Y1, y2; 5)

A construcao da funcao de Green depende somente das condigoes de contorno e da

para a<t<s

, para s<t<b.

equacao homogénea do problema estudado. Nos exemplos a seguir podemos ver que
diferengas nas condigoes de contorno ou na equacao homogénea rendem funcoes de Green

diferentes.

Exemplo 2.1 A funcdo de Green do problema

(2.11)

SN

G(t,s) = ( (2.12)
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Neste caso devemos considerar a equacao homogénea —y = 0, pois para o calculo das
fungoes de Green ndo fazemos uso do termo ndao homogéneo f(t), logo o sinal negativo
deve ser agregado a equa¢ao homogénea e nao ao termo nao homogéneo. Observe que
calculando a fungao de Green pela formula dada em (2.10) temos os sequintes dados para

o problema (2.11):

p(s) =1, Wyyzs)=1, nlt)=t e yp(t)=t-1,

com esses dados chegamos na funcao de Green obtida em (2.12).

Ja o problema

(2.13)

tem a sequinte funcdo de Green
G(t,s) =

pois 0s dados do problema (2.13) sdo

p(s) =1, Wy, ya58) =1, n(t)=t e ylt)=1t—1.

Exemplo 2.2 A unica solugdo do problema (1.11) € dada por

b
y(t):/ B(t,s)f(s)ds, (2.14)

onde
t—a a<t<s
B(t,s) = (2.15)
s—a s <t<hb,
¢ a fungao de Green para o problema (1.11).
De fato, foi provado no Exemplo 1.1 que o problema (1.12) tem somente a solug¢ao

trivial. Logo, pelo Teorema 2.1 existe uma unica fun¢do de Green para (1.12). Vamos

construir a fun¢ao de Green de acordo com a demonstracao do referido Teorema.
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A solugao yy(t) deve satisfazer a condigdo l1y] = y(a) =0 e y2(t) a condigdo ly]y] =
y(b) = 0, logo

nt)=t—a e yft)=1.

Como p(s) = —1 e W(y1,y2;8) = —1, substituindo esses dados em (2.10) encontramos a
funcao de Green (2.15). Pelo item (ii) do Teorema 2.1, o problema (1.12) tem solu¢do
unica dada por (2.14).

Exemplo 2.3 O problema de valor de contorno

v+ i) =0 (2.16)
yla)=0  y(b) =0,
tem solucao unica dada por ,
y(t) = / H(t,s)f(s)ds, (2.17)

onde

b—s a<t<s
H(t,s) = (2.18)
b—t s <t<hb,
€ a funcao de Green para o problema (2.16).
De fato, a solugdao y;(t) deve satisfazer a condig¢ao ly[y] = y(a) =0 e yo(t) a condi¢ao

l2ly] = y(b) = 0, logo
p(t)=1 e yt)=t—>b.

Como p(s) = —1 e W(y1,y2;8) = 1, substituindo esses dados em (2.10) encontramos a
fungao de Green (2.18). Pelo item (ii) do Teorema 2.1, o problema (2.16) tem solucdo
unica dada por (2.17).

Exemplo 2.4 Considere o sequinte problema de valor de contorno:

2t 1

Y+ 1—}-t2y: (14 12)2 (2.19)
hlyl = y(0) +5(0) =0 (2.20)
boy] = 2y(1) + (1) = 0.
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A funcao
y(t) = Aarctan(t) + B, A, B constantes (2.21)
¢ a solugao geral da equacao homogénea

2t

i+l =0 (2.22)

Aplicando as condigoes de contorno (2.20) em (2.21) obtemos o seguinte sistema

Aarctan(0) + B+ A =0

T A
2A- +B)+ = =
(4+)+2 0,

cuja tinica solugio é A = B = 0. Portanto o problema (2.22)-(2.20) possui somente a
solugao trivial e pelo Teorema 2.1, existe uma unica funcdao de Green para este problema.

Desejamos encontrar y, e yo, solugoes linearmente independentes de (2.21) tais que

ll[yl] =0ce lg[yg] = 0.

Lilyi] = y1(0) +9:(0) = 0
= Aarctan(0) + B+ A=0
A=—-B.

Logo, qualquer solu¢ao da forma

y1 = Aarctan(t) — A
satisfaz ly[y,]. Para A =1 temos

y1(t) = arctan(t) — 1. (2.23)
Analogamente encontramos

y2(t) = arctan(t) —

(2.24)

A

T
4
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Segundo (2.10) a fungdo de Green tem a sequinte forma:

(<MWM®—D<mmm@_%_i)

1 ™ 3 ’
14+s2 |4 4

para 0<t<s

G(t,s) =
1
(arctan(s) — 1) (arctan(t) - % - Z)
<t<
1 f_% , para s<t<1
\ 1+s2|4 4
ou na forma simplificada
( T 1
(arctan(t) — 1) ( arctan(s) — 17 1) 0<t<s
4(1 + s?
G(t,s) = # <
4— —3 1
4 (arctan(s) — 1) (arctan(t) i —) , s<t<l1.
\ 11
Pelo item (ii) do Teorema 2.1 a solu¢ao do problema (2.19)-(2.20) possui a seguinte
forma
1
o) = [ Gleof)s
0
4 ! 1 1
- 3 {/o (14 s*)(arctan(s) — 1) (arctan(t) - % - 4_1> mds

4

+ /t 1+ ) (arctan(t) — 1) (arctan(s) -7- i) (1+—132)2dt}

4 1 t 1
= L {(aretan(t) - % - é_l) /o (arctan(s) — 1) T Sst
4

+ (arctan(t) 1)/1 fan(s) — T — 1) L _g
arctan(t) — arctan(s) — — — — s
) 1 1)1+
K 9 ™2 o7 T2 T
4 1 arctan®(t) 3 arctan?(t) .\ <Z) ., 1 arctan(t)z arctan(t)z
alog 2 8 2 T ) 1
4 L
1 [, 5 5 ™2 o.m T\ 2
= — 4— arctan®(t) — 3arctan®(t) + 4 <—> +2— — 4arctan(t) (—)
8T 6 L4 1 1 1

-2 arctan(t)g] :

cujo grdfico pode ser visto na figura abaizo.
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Figura 2.1: Grafico de y(t), 0 <t < 1.

2.2 Problemas nao lineares

Nesta secao desejamos resolver a seguinte equagao

i+ ft,y) =0. (2.25)

com certas condigoes de contorno e f : [a,b] x R — R uma fun¢ao continua.

Suponhamos que a equagao (2.25) tem solugao, integrando esta de 0 a ¢ temos

[trts == [ ts.utss

y@—mm:—éf@mmm,

chamando 9(0) = ¢, e integrando mais uma vez obtemos

/Oty(s)ds _ /Ot {02 - /0 f(T,y(T))dT] ds

Mﬂ—y®)=ua—[:AiﬂﬂyﬁDwd&
se y(0) = ¢; temos

y(t) =c1 +teg — /Ot /08 f(r,y(7))drds. (2.26)
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Chame K (s) = [ f(7,y(7))dr, assim

/0 t /O " F(r, (7)) drds — /0 tK(s)ds. (2.27)

Vamos usar o método da integracdo por partes em (2.27) com as seguintes mudangas

de variaveis:

assim

t

=tK(t) - /Ot sf(s,y(s))ds

0

t t (2.28)
:/O tf(s,y(s))ds—/o sf(s,y(s))ds

- / (= )f (s, y(s))ds.

Substituindo (2.28) em (2.26) concluimos que, uma solugao y(t) de (2.25) tem a

seguinte forma t
0 :cl—i—th—/ (t = ) f(s,y(s))ds. (2.29)
0

Condigoes de Contorno: Vamos supor que a equagao (2.25) satisfaz as seguintes

condicoes de contorno:
y(a) =0 e gy(b) =0. (2.30)
Logo temos
i) =it aca = [ (0= 9)f(sy(s)ds =0
0= /Oa(a —5)f(s,y(s))ds — acs.
i) = | [=satna] —o

t=b

o=  Fly()ds.
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Assim
y(E) = e1 + tes — /Ot(t — ) f(s,y(s))ds

_ /Oa(a—s)f(s,y(s))ds—a/obf(s,y(s))ds+t/obf(say(3))d3
- [t 9116065

= [ swtenis+ [[@-a s [@- sy

= [[a=sstsuods + [ stosatds + [ - asuo)ds
[ arto.nenas = [ - 96 v(s)as

— /Ot(a —s+t—a—t+s)f(s,y(s))ds + /ta(a —5)f(s,y(s))ds
# [ asGe.ptenas

= [ astsaonas + [t sty

Definindo B : [a,b] X [a,b] — R onde

s—a a<s<t
B(t,s) = (2.31)
t—a t<s<hb.

segue que

Por outro lado, se

entao



36

logo

d b
0 = 4 | [ 76wt
e,
= | g /(s:y(s))ds — f(t.y(t)
t
Os argumentos acima provam o seguinte resultado:

Teorema 2.2 Se [ : [a,b] xR — R € uma fung¢dao ndo linear e continua entao a solugdo

do problema de valor de contorno

j+ f(t,y) =0
y(a) =0 y(b) =0

(2.33)

¢ equivalente a solucao da equagao integral

y(t) = / B(t, 5)f (s, y(s))ds. (2.34)

Teorema 2.3 Se [ : [a,b] xR — R € uma fung¢ao nao linear e continua entao a solugdo

do problema de valor de contorno

i+ f(t,y) =0
y(a) =0 y(b) =0

(2.35)

¢ equivalente a solucao da equagao integral

y(t) = / H(t, ) f (s, y(s))ds, (2.36)

onde
b—=x a

Hat) = = (2.37)

A
IN
8

IA
~
IA
=

Demonstracao. Aplicando as condigdes de contorno do problema (2.35) em (2.29) temos

yla) =c2 — % { / (= ) Fsru)ds| =0

t=a
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Disto segue que ¢y = / f(s,y(s))ds. Por outro lado

0

b
v =it bea = [ (b= 9)f(s.u(s)ds = 0.
0
b
Assim ¢; = / (b—s)f(s,y(s))ds — bey. Entao
0

0) = tes— [ (6= ) 5.0
= o= ssteuvtnds = [ ssatsnas ¢ [ ss.u6nas - [ - 950 visas
-/ (b= ) (5. yls))ds + [ =50 - [ (6= 15060060
= [0 9tsuopas + [0 05w + [ = 016065
# [0 stsatnds — [ (0910006
-/ (b s+t — bt 5)f(s,y(s))ds + =i+ | (b ) (5. y(s))ds
= [0-sGatnas+ | (b - ) (s, y(s)ds.

Basta definir H como em (2.37) para obter (2.36).

Por outro lado, se

y(t) = / (b— 1) (s y(s))ds + / (b— 5)f (5. y(s))ds.

entao
_ / %(b—t) (s, y(s))ds + (b — 1) f (¢, y(t)
+/ g(b —5)f(s,y(s))ds — (b—1) f(t, y(t))
— [ fsue)ds,
logo



Capitulo 3

Problemas de valor de contorno em

tres pontos

3.1 Problemas lineares

Fenomenos fisicos como o movimento de uma particula, o deslocamento de uma
corda sob acao de uma carga, distribuicao constante de calor em uma barra homogénea
sao exemplos de problemas que, com condigoes apropriadas, podem ter como equac¢ao

governante
j+ft) =0, (3.1)

onde f : [a,b] — R uma funcao continua. Norteados pelos artigos [15] e [11] estudamos,
via fungoes de Green, solugdes de (3.1) acoplada com 8 diferentes tipos de condigoes de
contorno avaliados em 3 pontos.

Para os teoremas desta se¢ao considere t € [a,b], a < n < b e k é uma constante real.

3.1.1 Abordagem axiomatica

Até o presente momento, as fungoes de Green tem sido entendida como um certo
conjunto de axiomas. Quando tratamos de problemas de valor de contorno com equagoes

de alta ordem, a lista de axiomas da funcao de Green acompanha a ordem do problema.

38
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Por exemplo a funcao de Green de um problema que tem como equacao

d™y

_%:f@)? n =2

deve ser continua até a n-ésima ordem e ter a n — 1-ésima derivada descontinua em t = s.
Vamos investigar nesta subsecao se a Definicao 1.5 se aplica a problemas de valor de

contorno avaliados em 3 pontos.

Teorema 3.1 Se k(n —a) # 1, entdo o problema de valor de contorno

G+ f(t)=0 (32)

tem solucao unica dada por

w(t) = / Gt ) f(s)ds (3.3)
onde

k(t —a)

G1<t,8) = B(t, S) + m

B(n, s) (3.4)

e B(t,s) como no Exemplo 2.2.

Demonstragao. Seja y a solu¢ao do problema (1.11). Suponha que w(t) é a solucao de

(3.2). Entao temos a seguinte relacao:

—w=f(t) = - (3.5)

Disto segue que

w(t) =y(t) + c+dt, ¢, d constantes. (3.6)

Sabemos que a solugao tnica de (1.11) é dada por

o) = [ Blt.s)fs)ds,
e ainda

b (3.7)
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Logo,
w(a) =c+da+yla) =c+da=0
() = d+§(8) = ku(y) (33)
w(n) = c+nd+y(n).

De (3.8) temos o seguinte sistema

c+da=0
d=k(c+nd+y(n)).

Do sistema acima temos

_ aky(n) o g Fy(m)
1 —k(n—a) 1—k(n—a)

Substituindo ¢ e d em (3.6)

w(t) = /a B(t,s)f(s)ds — 5 _a]/zz;ﬂ_) a) RS _kky(S;?)_ a)

b —a
= [ Bl o) - =)

' —a
N / [B(t’ s~ %B(% s)| f(s)ds.

—CL)

Definindo G : [a,b] X [a,b] — R
Gi(t,s) = B(t,s) +
temos a solugao (3.3). O

Observacao 3.1 Gi(t,s) possui as sequintes propriedades:
(1) Gy € continua em todo dominio |a,b] X [a,b]. De fato, B é uma fungdo de Green

e por definicao é continua em todo dominio [a,b] x [a,b]. Com a restrigao k(n — a) # 1,

k(t —
& € uma funcao bem definida e continua.
1—Fk(n—a)

(17) G satisfaz a equag¢ao homogénea —jj = 0

0? 0?
@Gl(t, S) = @B(t, S) = 0
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(1ii) Gy satisfaz as condigoes de contorno de (3.2). De fato,

k(a —a)
1 —=k(n—a)

Gi(b,s) = B(b, s) + k(nk_ ”

B(n,s) e B(b,s) =0 temos

Gi(a,s) = B(a,s) + B(n,s) =0

B(n, s)

como G(n,s) =

k(n —a)

G1(b, s) = kG1(n, s).

(1v) A primeira derivada de Gy em t = s é descontinua e tem salto -1. De fato,

L _kBLy) (a t28*>__1
t=s—

t=sT
2Gl (t, S)

0
o = —B(t,s)

ot

e U

Tome & = min{n, t} e ¢ = max{n,t}, Gy pode ser escrita como

t=s—

((S—G)(1+%) a<s<¢
[ se §=n
(s—a)—i—%(n—a) n<s<t
Gl(t,S):
Se &=t
\@—a}+T§%é%%ﬂs—@ t<s<n
\@—®+T§%%?am—a) (<s<b.

Exemplo 3.1 Considere o sequinte problema

i+ cos(t) =0 t €[0,1]
y(0) =0
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pelo Teorema 3.1, o problema (3.9) tem solugao unica dada por

w(t):/ B(t,s)f(s)dsjt%/ B(n, )f(s)ds

— /01 B(t, s) cos(s)ds — t/ol B (% s) cos(s)ds

t 1 1 1
- / scos(s)ds +/ tcos(s)ds —t (/3 scos(s)ds + 3
0 t 0 1

w\
i

2 1
= §t sin(1) — t cos <§> +t 4 cos(t) — 1,

cujo grafico pode ser visto na Figura 3.1.

Figura 3.1: Gréafico de w(t), 0 <t < 1.

Teorema 3.2 Se k # 1, entdo o problema de valor de contorno

j+f(t)=0

tem solucao unica dada por

w(t) = / Golt, ) f(s)ds

= COS(S)dS)

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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onde

Gs(t,s) = B(t,s) + B(n, s) (3.13)

k
11—k
e B(t,s) como no Exemplo 2.2.

Demonstracao. Seguindo o mesmo raciocinio feito na demonstragao do Teorema 3.1 e

usando as condigoes de contorno de (3.11) em (3.6) e usando (3.7) obtemos

w(a) =c+da+y(a) =c+ da = kw(n)
w(b) =d+y(b) =0 (3.14)
w(n) = ¢+ dn+y(n).

De (3.14) concluimos que

Definindo G : [a,b] X [a,b] — R

Ga(t,s) = B(t,s) + %B(n, s)

temos a solugao (3.12). O

Observagao 3.2 Gs(t, s) possui as sequintes propriedades:
(1) Go € continua em todo dominio [a,b] X [a,b] pelo fato de B ser uma fungdo de

Green e com a restricao k # 1, € uma constante bem definida.

k
1—k
(17) Gy satisfaz a equag¢do homogénea —ij = 0.(Imediato)

(1ii) Go satisfaz as condigoes de contorno de (3.11). De fato,

Ga(a,s) = B(a, s) + %B('r], s)

1
como Gy(n, s) = mB(n, s) e B(a,s) =0 temos

GQ(&a 5) = kGQ(na 3) €
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Ga(b,s) = B(b,s) = 0.

(iv) A primeira derivada de Gy em t = s é descontinua e tem salto -1. De fato,

t=st

t=sT
0
= 1.

= B
at (t? S)

0
aGg(t S)

t=s— t=s

Tome & = min{n, t} e ¢ = max{n,t}, Gy pode ser escrita como

((S—a)<1+%) a<s<E
EET
(s-a)+ o (n-a)  n<s<t
GQ(t,S):
Se &=t
\(t_&)—i_lfk(S_a) t<s<n
t K <s<b
\(—a)+m(ﬁ—a) (<s<b

Exemplo 3.2 Considere o sequinte problema

i+ cos(t) =0 t € [0,1]

(é) (3.15)

Como k = —3 75 1, pelo Teorema 3.2, o problema (3.15) tem solucao unica dada por

3
27

y(1

wit) = [ Ble.s)f(ds+ o [ Blsips)ds

a

_ /OlB(t, 5) cos(s)ds — 2/013 (%s) cos(s)ds

t 1 3 1 11
= / scos(s)ds —i—/ tcos(s)ds — = / scos(s)ds —i—/ —cos(s)ds
0 t 5 0 3 3

= cos(t) + tsin(l) — gcos (%) - 1sin(l) - %, (3.16)

cujo grafico pode ser visto na Figura 3.2.
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Figura 3.2: Gréafico de w(t), 0 <t < 1.

Teorema 3.3 Se k # 1, entdo o problema de valor de contorno

g+ f(t)=0
) (3.17)
yla) =0 y(b) = ky(n),
tem solucao unica dada por
b
w(t) = / Gt ) f(s)ds (3.18)
onde
k
G3(t7 S) = H(tv S) + HH(% S) (319)
e H(t,s) como no Exemplo 2.3.
Demonstracao. Desde que y(t) é solugao de (2.16), entao
y(a) = y(b) =0,
(3.20)
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Usando as condigoes de contorno de (3.17) em (3.6) e usando (3.20) obtemos
w(a) =d+y(a) =0
w(b) =c+db+y(b) = kw(n)
w(n) = ¢+ dn+y(n).

De (3.21) concluimos que

Substituindo ¢ e d em (3.6)

w(t):/ H(t,s)f(s)dstl;yT(nlz

= / {H(t, s) + &H(n, s)| f(s)ds.
Definindo Gj : [a,b] X [a,b] — R
Gs(t,s) = H(t,s) + %H(n, s)

temos a solugao (3.18).

Observacao 3.3 G5(t, s) possui as sequintes propriedades:

(3.21)

(1) Gs € continua em todo dominio [a,b] X [a,b] pelo fato de H ser uma fungdo de

k
1—k
(11) Gs satisfaz a equagdo homogénea —ij = 0. (Imediato)

Green e com a restricao k # 1,

¢ uma constante bem definida.

(1i1) G3 satisfaz as condigoes de contorno de (3.17). De fato,

Gs(b,s) = H(b,s) + %H(n, s)

1
como G3(n,s) = mH(n, s) e H(b,s) =0 temos
Gg(b, 8) = kG3<n7 S) €

Gs(a,s) = H(a,s) = 0.

(iv) A primeira derivada de G5 em t = s é descontinua e tem salto -1. De fato,

t=st t=sT

0 0
&Gg(t, S) B = EH(?‘:,S) = —1.

t=s
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Tome & = min{n, t} e ¢ = max{n,t}, G3 pode ser escrita como

( k
(b—t)er(b—??) a<s<¢§
[ e §=n
G3(t,8):<
Se &=t
\(b—s)—l—m(b—n) t<s<ng
b 1 K <s<b
\(—5)<+m) (< s<b.

Exemplo 3.3 Considere o sequinte problema

i+ cos(t) =0 t €[0,1]

y(0) =0 (3.22)
3 1
N=—2y(=).
y(1) Qy(3)
Como k = —% # 1, pelo Teorema 3.5, o problema (3.22) tem solugao unica dada por

b

b
w(t) = / H(t,s)f(s)ds + % H(n,s)f(s)ds

_ /Olﬂ(t,s) cos(s)ds — g/olH (%s) cos(s)ds
_ /Otu 1) cos(s)ds—i—/tl(l ~ s)cos(s)ds — 2 (/O gcos(s)ds—l—/;%(l ) cos(s)ds)

— cos(t) — gcos (%) - %cos(l), (3.23)

cujo grafico pode ser visto na Figura 3.3.
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Figura 3.3: Gréafico de w(t), 0 <t < 1.

Teorema 3.4 Se k(b —n) # —1, entdao o problema de valor de contorno

I =0 (3.24)
yla) = ky(n) y(b) =0,
tem solucao unica dada por
w(t) = / Gy(t,s)f(s)ds (3.25)
onde
Gilt, ) = H(t,5) — - f(li’ (;f)mﬂ(n, ). (3.26)

e H(t,s) como no Exemplo 2.3.

Demonstragao. Usando as condigdes de contorno de (3.24) em (3.6) e usando (3.20)

obtemos
w(a) =d+g(a) = kw(n)

w(b) =c+db+y(b) =0 (3.27)

w(n) = c+dn+y(n)
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De (3.27) temos o seguinte sistema
d=ke+dn+y(n)
c+db=0,

e do sistema acima concluimos que

T T
1+ k(b—n) 1+k(b—n)

Substituindo em ¢ e d em (3.6)

bky(n) ky(n)
/mHtS Sy " s ¥

zllﬂmﬁ If%é?aﬂmﬁ)ﬂ$@.

Definindo Gy : [a, b] X [a,b] — R

k(b — 1)

Gy(t,s) = H(t,s) — m

H(n,s)
temos a solugao (3.25). O

Observacao 3.4 Gy4(t,s) possui as sequintes propriedades:
(1) Gy € continua em todo dominio [a,b] X [a,b], pois H € uma func¢ao de Green e

por defini¢ao € continua em todo dominio [a,b] X [a,b]. Com a restri¢io k(b —n) # —1,
k(b—t)
1+ k(b—n)

¢ uma funcao bem definida e continua.

(17) G4 satisfaz a equag¢do homogénea —ij = 0.
0? 0?

—Gy(t,s) = @H(t s)=0

(1ii) G4 satisfaz as condigoes de contorno de (3.24). De fato,
k(b —b)
1—k(b—mn)
k
1+ k(b —n)

Gy(b,s) = H(b,s) + H(n,s)=0

Gula,s) = H(a,s) — H(n,s)

1

mf[(n, s) e H(a,s) =0 temos

como Gy(n,s) = —

G4(a, s) = kGy(n, s).
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(1v) A primeira derivada de Gy em t = s é descontinua e tem salto —1. De fato,

- ) =—1. (328

t=s—

Caut )| = SHt,s) Lb-t)

0 =Ty =" kH(ps) [0
ot t=s— ot t=s— 1+ k(b - 77) ot

Tome & = min{n, t} e ¢ = max{n,t}, G4 pode ser escrita como

( k(b —t)
b—t) — —————(b— <s<
b=1) = 0= ETEY:
(
Se €£=n
k(b —t)
) — (b — <s<
(b—1) 1+k(b—n)(b s) n<s<t
G4(t,8) =
Se &=t
k(b—t)
b—s)— —— 7 (ph— t<s<
=9 g0 t<a<y
k(b—t) )
b—s) |1+ -7 <s<b
o= (1 -y ‘
Exemplo 3.4 Considere o sequinte problema
i+ cos(t) =0 t € [0,1]
. 3 (1
9(0) = 5y (g) (3.29)
y(1) =0
Pelo Teorema 3.6 o problema (3.37) tem solugao inica na forma
1 _ 1
w(t) :/ H(t,s)cos(s)ds — M/ H <1,3) cos(s)ds
0 4 Jo 3
¢ 1
= / (1 —t)cos(s)ds + / (1 —s)cos(s)ds
0 ¢
— 3 1
) (/ gCos(s)ds +/ (1—2ys) cos(s)ds>
4 0 3 %
3 1 3 3 1 1
= cos(t) + Zt oS (5) — Zt cos(1) — 78 (g) ~ 1 cos(1). (3.30)

cujo grdfico pode ser visto na Figura 3.4.
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Figura 3.4: Gréafico de w(t), 0 <t < 1.

3.1.2 Abordagem integral

Pokornyi e Borovskikh propoem no artigo [11] uma defini¢ao mais geral das fungoes
de Green do que na Defini¢ao 1.5. Chamam de funcao de Green qualquer fungao G(t, s)

cuja solucao do problema (1.1)-(1.2) pode ser escrita na forma

y(t) :l/‘(?@,s)fﬁﬁds. (3.31)

Segundo os autores essa definicao abre caminhos para novas e varios tipos de féormulas
explicitas das fungoes de Green e ainda preserva seu sentido fisico. A lista de axiomas
entao fica como um conjunto de propriedades com maior ou menor importancia. A
definicao axiomatica das funcoes de Green é eficiente em problemas classicos, porém
algumas propriedades falham quando abordamos essa definicao para alguns problemas

nao classicos como veremos a seguir.

Teorema 3.5 Se k # 1, entdo o problema de valor de contorno

i+ i) =0 (3.32)
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tem solucao unica dada por

w(t) = / Gs(t, ) f(s)ds (3.33)

onde
kE(t —a)

Gs(t.s) = B(t, ) + ——

By(n, s) (3.34)
e B(t,s) como no Exemplo 2.2 e

0 a<s<n
Bi(n,s) = (3.35)
1 n<s<b.

Demonstracao. Usando as condigbes de contorno de (3.32) em (3.6) e usando (3.7)

obtemos
w(a) =c+da+yla) =c+da=0

(
w(b) = d + y(b) = k(n)
w(n) = c+dn+y(n)
w(n) =d+yn).

De (3.36) temos o seguinte sistema

c+da=0
d=k(d+y(n))-

E do sistema acima concluimos que

(3.36)

__aky(n) _ ky(n)
C=—7T_% e d_l—k'
Substituindo ¢ e d em (3.6) temos
/[ _aky(n) | ky(n)
N / B(t 1—k +t1 —k
b _ b
= / B(t s)ds + k(lt_ :) [%/ B(n,s)f(s)ds]
b
-/ [B Wb o)
Definindo G : [a, b] X [a,b] —
Gs(t,s) = B(t,s) + Kt = a)Bt(n, s)

1—k
temos a solugao (3.33). O
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Observagao 3.5 Gj5(t, s) possui as sequintes propriedades:
(1) Gs satisfaz a equagdo homogénea —i = 0

0? 02
@G5(t, S) = ﬁB(t’ S) = 0.
(17) G5 satisfaz as condigoes de contorno de (3.32). De fato,

k(a — a)

Gs(a,s) = Bla, s) + -

Bt(nv S) =0

G5(b,s) = B(b,s) +

1 _ kBt<n7 S)

Bi(n,s) e B(b,s) =0 temos

. 1
como Gs(n,s) = %
GS(bas> = kGE)(na S)'

(i1i) A primeira derivada de G5 em t = s € descontinua e tem salto -1. De fato,

t=s t=s
kB n,s 8
t( ) <

= 2B(t, s)

0
—G5(t, 8) 6t

ot Iyl W iUt

t=s t=s

(1v) G5 € continua em [a,b] X [a,b], exceto em t =n = s.

Tome & = min{n, t} e ¢ = max{n,t}, G5 pode ser escrita como

;

s—a a<s<¢

n<s<t

G5(t, S) =

(t—a) t<s<n

k(t —a)
\ (t—a)+ T %

Exemplo 3.5 Considere o sequinte problema

¢ <s<b.

i+ cos(t) =0 t €[0,1]
y(0) =0 (3.37)



04

Como k = —% # 1, pelo Teorema 3.5 o problema (3.37) tem solucao unica na forma

mozlﬂwﬁmm@w—%AﬂzGﬁ>wmms
= /Otscos(s)ds + /tltcos(s)ds - gt /; cos(s)ds

3 1 3
= cos(t) + tsin(1) + St sin (g) - gt sin(1) — 1, (3.38)

cujo grafico pode ser visto na Figura 3.5.

Figura 3.5: Gréfico de w(t), 0 <t < 1.

Teorema 3.6 O problema de valor de contorno

yrIn=0 (3.39)
y(a) = ky(n) 4(b) =0,
tem solucao unica dada por
b
w(t) = / G(t,s)f(s)ds (3.40)

onde

Ge(t,s) = B(t,s) + kB(n, s) (3.41)
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e B(t,s) como no Exemplo 2.2 e B(t,s) como em (3.35).

Demonstracao. Usando as condi¢oes de contorno de (3.39) em (3.6) e usando (3.7)

obtemos
w(a) = c+da+y(a) = c+ da = kw(n)
0(b) =d+y(b) =0
wlb) =d-+ (b o
w(n) = c+dn+y(n)
w(n) = d+y(n)
Concluimos a partir de (3.42) que
c=kyn) e d=0
Substituindo ¢ e d em (3.6)
b
wt) = [ B(t.s)1(s)ds + ki)
b
= [ 1.9+ kB9 £
Definindo G : [a,b] X [a,b] — R
Gg(t,s) = B(t, s) + kBi(n, s)
temos a solugao (3.40). O

Observacao 3.6 Gg(t, s) possui as sequintes propriedades:
(1) Gg satisfaz a equagdo homogénea —i = 0

0? 0?
ﬁGG(t, S) = ﬁB(t’ S) = 0.

(i1) Gg satisfaz as condigoes de contorno de (3.39). De fato,

Ge(b,s) = B(b,s) =0
Gﬁ(av 3) = B(a7 S) + kBt(nv S)
como Gg(n,s) = By(n,s) e Bla,s) =0 temos

Gg(a, s) = kGG(n, s).
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(1ii) A primeira derivada de Gg em t = s € descontinua e tem salto -1. De fato,

t=st t=sTt
0
.
at (t7 8)

2G@(lf S)

= -1
ot

t=s— t=s
(iv) Gg € continua em [a,b] X [a,b], exceto em t =n = s.

Tome & = min{n, t} e ( = max{n,t}, Gg pode ser escrita como

(

s—a a<s<¢&
( Se ¢=
(s—a)+k n<s<t
G6(t75>:
Se &=t
\(t—a) t<s<n
(t—a)+k ¢(<s<b.

\

Exemplo 3.6 Considere o sequinte problema

i+ cos(t) =0 t €[0,1]
1
3

Pelo Teorema 3.6 o problema (3.43) tem solugao unica na forma

w(t) = /01 B(t, s) cos(s)ds — g/ol By (%, s) cos(s)ds

¢ 1 1
:/ scos(s)ds+/ tcos(s)ds — ;/ cos(s)ds
0 ¢ 1

3

— cos(t) + tsin(1) + ° sin (1) =S sim() - 1.

_3
27

y(1

[

2 3 2

cujo grdfico pode ser visto na Figura 3.7.

(3.43)

(3.44)
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Figura 3.6: Grafico de w(t), 0 <t < 1.

Teorema 3.7 O problema de valor de contorno

G+ f(t)=0

tem solucao unica dada por

w(t) = / Ga(t, 5) f(s)ds

onde

Gq(t,s) = H(t,s) + kHy(n,s)

e H(t,s) como no Exemplo 2.3 e

-1 a<s<n
Ht(na‘s):

0 n<s<hbh.

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)
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Demonstracao. Usando as condigoes de contorno de (3.45) em (3.6) e usando (3.20)

obtemos
w(a) =d+y(a) =0
w(b) = c+ db+y(b) = kw(n) (3.49)
w(n) = ¢+ dn+y(n)
w(n) =d+yn).
De (3.49) concluimos que
d=0 e c=kyln).
Substituindo ¢ e d em (3.6)
b
wt) = [ H(t.5)1(s)ds + ki)
b d b
:/ H(t,s)f(s)ds+k [a/ H(t,s)f(s)ds} )
b
— [ () + kG, 9) £ (5)ds.
Definindo G7 : [a,b] X [a,b] — R
Gq(t,s) = H(t,s) + kHy(n,s)
temos a solugao (3.46). O

Observagao 3.7 Gx(t, s) possui as sequintes propriedades:

(1) G7 satisfaz a equagdo homogénea —i = 0

o 0?
—Gq(t,s) = ﬁH(t,s) = 0.

(17) Gy satisfaz as condigdes de contorno de (3.45). De fato,
G+(a,s) = H(a,s) =0

Gr(b,s) = H(b,s) + kHy(n, s)

como Gr(n,s) = Hy(n,s) e H(b,s) = 0 temos

Gr(b,s) = kG7(77, s).
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(1ii) A primeira derivada de Gy em t = s € descontinua e tem salto -1. De fato,

9 t=st ) t=st
§G7(t, 8) = aH(f,S) =—1.

t=s— t=s—
(iv) Gy € continua em [a,b] X [a,b], exceto em t =n = s.

Tome & = min{n, t} e ( = max{n,t}, Gy pode ser escrita como

(

(b—t)—k a<s<¢
( Se &=n
(b—1) n<s<t
G7(t,5>:
Se &=t
\(b—s) t<s<n
| (b—s) ¢(<s<b.

Exemplo 3.7 Considere o sequinte problema

i + cos(t) =0 te€10,1]
y(0) =0

y(1) = ~2i (%) |

Pelo Teorema 3.7 o problema (3.50) tem solucao inica na forma
! 31 (1
w(t) = / H(t,s)cos(s)ds — —/ H, (—,s) cos(s)ds
0 2.Jo 3
¢ 1 3 (3
= / (1 —1t)cos(s)ds —I—/ (1 —s)cos(s)ds — 5/ cos(s)ds
0 ¢ 0
1
= cos(t) — cos(1) + g sin (5),

cujo grafico pode ser visto na Figura 3.7.

(3.50)

(3.51)
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Figura 3.7: Gréafico de w(t), 0 <t < 1.

Teorema 3.8 Se k # 1, entdo o problema de valor de contorno

(A (3.52)
y(a) =ky(n) y(d) =0,
tem solucdo tnica dada por
w(t) = / ' Gult, 5)f(s)ds (3.53)
onde
Gult.s) = 19~ D g 4) (3.54)

e H(t,s) como no Exemplo 2.3 e H(n,s) como em (3.48)

Demonstracao. Usando as condigoes de contorno de (3.52) em (3.6) e usando (3.20)

obtemos
w(a) =d+y(a) = ki(n)
w(b) =c+db+y(b) =0 (3.55)
w(n) =c+dn+yn)
w(n) =d+y(n).
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De (3.55) concluimos que

Substituindo ¢ e d em (3.6)

b . ‘
W(t)=/ H(t,s)f(s)ds — blkli(z) H/;y_(n]z
:/ H(t,s)f(s)ds — k(b__lf)y(n)

1
:/ [H(t’ s) = kib__kt)ﬁt(ﬂ, s)| f(s)ds.

Definindo Gy : [a, b] X [a,b] — R

k(b —1)
1k

Gs(t,s) = H(t,s) — Hi(n,s)

temos a solugao (3.53). O

Observacgao 3.8 Gjs(t, s) possui as sequintes propriedades:

(1) Gg satisfaz a equagdo homogénea —i = 0

(17) G satisfaz as condig¢des de contorno de (3.52). De fato,
k(b —b)
1—k

k
1—-k

Gg(b,s) = H(b,s) — Hi(n,s)=0

Gg(a, s) = H(a, s) —

Ht(na S)

Hy(n,s) e H(a,s) =0 temos

como Gs(n,s) = 1%

Gg(a, s) = ng(?], s).

(1ii) A primeira derivada de Gg em t = s € descontinua e tem salto -1. De fato,

t=st t=sTt

0 . _ kHy(n,s) (0,
8tG8(t’ s) o 8tH(t’S) o T % at(b t)

(iv) G € continua em [a,b] X [a,b], exceto em t =n = s.
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Tome & = min{n, t} e ¢ = max{n,t}, Gs pode ser escrita como

( k(b—t)

— 1) — <
(b—1) - a<s<¢
Se §=n
(b—1) n<s<t
GS(ta 5) =
Se &=t
\ (b—s) <s<n
(b—s) (<s<h.
Exemplo 3.8 Considere o sequinte problema
i+ cos(t) =0 t e [0,1]
3 1

Pelo Teorema 3.8 o problema (3.56) tem solucao inica na forma
! 3 b1
H(t,s)cos(s)ds + —(1 — t)/ H; | =, s | cos(s)ds
0 5 0 3
t 1 3 %
= / (1 —1t)cos(s)ds + / (1 —s)cos(s)ds + 5(1 - t)/ cos(s)ds
0 ¢ 0
3 . (1 3 . (1
= cos(t) — cos(1) + gtsm <§> ~ ¢ sin (5)’ (3.57)

cujo grafico pode ser visto na Figura 3.8.
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Figura 3.8: Gréfico de w(t), 0 <t < 1.

3.2 Problemas nao lineares

Recentemente os problemas de valor de contorno nao lineares em trés pontos tem
sido aplicados na Fisica, Biologia e Quimica entre outros. Por exemplo, as equagoes de
segunda ordem sao usados como um modelo para a resposta da membrana de uma capa
esférica.(Ver [10] e as referéncias do referido artigo). Nesta se¢ao vamos estudar o seguinte

problema

j+ f(t,y) =0

y(0) =0 y(1) = ky(n),

(3.58)

onde f é uma fungao continua, k € Ren € (0,1).

Comecaremos provando o seguinte resultado

Teorema 3.9 Se [ :[a,b] xR — R € uma fung¢ao nao linear e continua entao a solugdo

do problema de valor de contorno (3.58) € equivalente a solugcdo da equagdo integral

y(t) = / G(t, 5)f (5. y(s))ds. (3.59)
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onde

G(t,s) = B(t,s) + B(n, s)

t
1—kn
e B(t,s) = min{t, s}.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.2 temos que a solucao de (2.33) é dada por

Mw=i/lﬂt$ﬂ&yﬁﬂﬁ‘

Em particular, para a =0 e b = 1 temos

y(0) = §(1) = 0 .
mm:iéz%m@f@w@»@ '

e B(t,s) = min{t, s}.

Supondo que w é solucao de (3.58) temos a relagao

— i = f(t,y) = . (3.61)

Disto segue que

w(t) =y(t) +c+dt, ¢, dconstantes. (3.62)

Usando as condigoes de contorno de (3.58) em (3.62) e usando (3.60) obtemos

ky(n)

= d= .
c=10 e 1= &y

1

w(t)= [ B(t,s)f(s,y(s))ds +t

- kny(n)

Lézﬂmﬁf@y@»@

1

B(t,s)f(s,y(s))ds +

t
s 1—kn
kt
B(t
(t, T

I
— — —

5+ Bmﬁﬂf@ww»@.
Definindo G : [a,b] X [a,b] — R
kt

G(t,s) = B(t,s) + e

B(n, s)

temos a solugao (3.59). O

Agora provaremos a existéncia de solugoes nao triviais do problema (3.58).
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Teorema 3.10 Se f(t,0) # 0, kn # 1 e existem fungdes ndio negativas g, h € L'[0,1] tais

que
fE I < gyl +h(t) qtp. (ty) €[0,1] xR (3.63)
e ainda
1 1 K d 1
/0 ( +‘1—k77‘)g(8) e
Entao

(i) O operador T : Q — C(]0,1]),

1
Ty(0) = | Glt.5)1(s.y(s))ds
0
¢ completamente continuo, onde Q = {y € C([0,1]); |ly|| < m,m > 0}.
(17) O problema (3.58) tem pelo menos uma solug¢do nao trivial.

Demonstracao. Primeiro considere

A:/ol <1+ ‘1—1{;1@77‘)9(5”8
o [ (4| ) e

Por hipétese A < 1. Como f(t,0) # 0, entao existe um intervalo [a1, ;] C [0, 1] tal que

0 < min |f(t0)] <[f(£,0)] < g(t)[0] + h(?).

tefar,bi]
Assim h(t) > 0 implica que B > 0.
(1) Provaremos que 7'(2) é relativamente compacto. Pelo Teorema de Arzela basta
provar que 7'(2) é uniformemente limitado e equicontinuo. 7T(€2) é uniformemente

limitado. De fato, primeiro observe que

kt
1—Fkn

|G(t,s)| = ‘B(t,s)+ B(n, s)

kt
< |B(t B
< 1Bt + | B)
kt
1—kn

<1+
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pois |B(t,s)| <1le|B(n,s)| <1.

Entao

Ty(t)] =

/Gts f(s,y(s))ds| <

§/01(1+ 1_’€kn)|f s))|ds
e momer [ (oo
</1 (1+ 1_’“]“7) ) max {ly(s) \}ds+/1 (1+‘1—kk77'> h(s)ds

o [ (12 Yo+ [ (1 | ) e

= Alyll+ B

[ 165t s

<Am+B<m+ B

Tome M =m + B > 0.

T(Q2) é equicontinuo. De fato, sejam t1,ts € [0, 1] como

IG(t1,s) — Glta, s)| = ’B(tl, $)+ 5 /jtlkng(n,s) = B(t2,s) + 5 ’itakng(n, s)
< 1B(t5) — Blta,s)| + |2 B
< It = ol + I =l | = BG0o)
1—kn
< (1+ k D it — to|
- 1—kn

entao

1

Ty(tr) = Ty(ta)| = [G(t1 s) = G(ta,5)] f(s,y(s))ds

/ G(t1,5) — Glta, 5)| | £ (5. 4(s))|ds

s/( e )|t1—tsz(s y(s))lds

([ (glpnmonss [ (4]
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(R (1L R AR

= [tr — taf (Allyll + B)
S |t1 —tg‘(Am—FB) S ‘tl —t2|(m—|—B)

€

m+ B

Para cada e dado, existe § = tal que

se |t1 —tgl <0

Wﬂ@—ﬂ@@ﬂSHr%ﬂm+B)<&m+B%:E£§WHJﬂ:e

(i) Tome m = B(1 — A)~".
Suponha que existe y € 02, A > 1 tal que Ty = \y

Am = Myl = Ty

= max |(Ty)(1)|

te(0,1]
< Alyll + B

< Am + B.

Sendo assim

B

o que contradiz a hipotese A > 1. Pelo Teorema 1.7, 7" tem um ponto fixo e como

<A+ B4y
m

f(t,0) # 0 o problema (3.58) tem pelo menos uma solugao nao trivial em C([0,1]). O
Exemplo 3.9 Considere o sequinte problema
§j + t2ye~1snw=0l 4 3et — 25int = 0
| _— (3.64)
y(0)=0 9(1)=—3u{ 5

27\ 2

e

N | —

3

No problemas acima temos k = —=, n =
2

f(t,y) = t2ye =01 3¢t — 9gint.

Verifiquemos as hipoteses do Teorema 3.10:
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3 /1 3
kp=—2 (=) =-2 21
* = <2> 17
e f(t,0) =3e' —2sint. Nao € dificil de ver que para todo t € [0,1], f(t,0) € positivo.

o As funcoes g e h dadas por g(t) = t* e h(t) = 3! — 2sint, satisfazem as hipdteses

do Teorema 3.10 e além disso

|f(ty)] = ‘tzye*‘sm(y*t)‘ + 3¢t — ZSint‘
< |t¥|y||e~ S0l 4 ‘3€t — QSiIlt‘
< t*ly| + [3¢" — 2sint|

= g(O)ly| + h(t).

e Calculemos A

13

= — <L
21

Logo o problema (3.64) tem pelo menos uma solugdo ndo trivial.



Conclusao

Nosso objetivo era estudar problemas de valor de contorno do tipo

g+ ft)=0 (3.65)

usando as fungoes de Green. Basicamente, aprofundamos as ideias contidas no artigo [15]

e mostramos que (3.65) tem solugao tnica dada por

y(t) = / Gt ) f(s)ds

onde
k(t —a)
1—k(n—a)

¢ chamada de funcao de Green para o problema (3.65) e

G1(t,s) = B(t,s) + B(n, s)

t—a a<t<s

s—a s<t<hb,

é a funcao de Green para o problema

G+ 1) =0 (3.66)

Verificando as propriedades de cada funcao de Green encontrada, percebemos que
a definicao axiomatica nao se aplicava em alguns casos nao classicos, porém a falta de
algumas propriedades nao a impedia de desempenhar seu papel na integral, que é a de

encontrar a solucao. Diante disto fizemos uma relagao entre a definicao axiomatica e

69
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a definicao integral das funcoes de Green de forma analoga ao exposto por Pokornyi e
Borovskikh no artigo [11] para problemas cldssicos.

Ao estudarmos problemas nao lineares do tipo

g+ f(t,y) =0

y(0) =0 (1) = ky(n),

(3.67)

concluimos que se o problema (3.67) tiver solucao e se f : [a,b] x R — R for uma
fungao nao linear e continua entao a solugao do problema de valor de contorno (3.67) é

equivalente a solucao da equagao integral

ywzéamwwmmm (3.68)

onde
t
G(ta 5) - B(ta ‘9) + 1 . k?’]B(/r/78)
e B(t,s) = min{t, s}.
Definindo o operador
1
Ty(0) = [ Gt f(s.u(5)ds (3.60)
0

e usando a Alternativa nao linear de Leray-Schauder mostramos que, sob algumas
hipéteses, o operador (3.69) tem ponto fixo, garantindo assim a existéncia de pelo menos
uma solucao nao trivial.

Como trabalhos futuros, pode-se realizar o mesmo estudo para os seguintes problemas:

JrIn=0 (3.70)
y(a) =0 4(b) = ky(b),
=0 (3.71)

Um estudo andlogo pode ser feito para o caso em que o termo nao homogéneo é da

forma f(t,y).
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