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Resumo

Este trabalho apresenta autovalores de energia para as ligagoes o das moléculas de hi-
drogénio, Hs, e de oxigénio, O,, ambas confinadas em cavidades elipticas. Esses sistemas
também foram estudados sem confinamento. Os resultados foram obtidos através da as-
sociacao entre o Método Variacional e a Mecanica Quantica Supersimétrica, cabendo a
supersimetria determinar as fungoes de onda dos orbitais atomicos constituintes dos or-
bitais moleculares. A “aproximacao de Hiickel” é utilizada para explicar a estabilidade
similar entre as ligagoes o e m da molécula de oxigénio. Os resultados obtidos para as
ligacoes quimicas das moléculas (hidrogénio e oxigénio) apresentaram um valor para o
volume de confinamento onde o sistema é mais estavel. Por fim, sao discutidas possiveis

aplicacoes para sistemas envolvendo sitios ativos de proteinas.

Palavras-chave: Molécula de hidrogénio; Molécula de oxigénio; Ligagoes quimicas;
Método Variacional, Mecanica Quantica Supersimétrica; Confinamento; Sitio ativo de

proteinas.



Abstract

This work presents the energy eigenvalues for the o bonds of hydrogen and oxygen molecules,
both confined in elliptical cavities. Those systems are also studied without confinement.
The results are obtained through the Variational Method and Supersymmetric Quantum
Mechanics. The supersymmetry permits to determine the atomic orbitals. The “Hiickel
approximation” is used to justify the similar stability between o and © bonds in the oxygen
molecule. The obtained results to the molecular chemical bonds (hydrogen and oxygen
molecules) shown a stability region of energy interns of the confinement volum. Finally,

possible applications for systems involving protein active sites are discussed.

Keywords: Hydrogen molecule; Ozxzygen molecule; Chemical bonds; Variational

Method; Supersymmetric Quantum Mechanics; Confinement; Protein active site.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas confinados tém sido amplamente estudados devido sua importancia tanto do
ponto de vista académico como do ponto de vista tecnoldgico (vide, por exemplo, as Refs.
[1, 2]). Estudos tedricos relacionados aos niveis de energia de sistemas dessa natureza
téem sido possiveis através de métodos aproximativos. Em geral, os sistemas analisados
representam particulas sujeitas a potenciais de forca central. Potenciais tipo Lennard-
Jones (12,6) e Morse servem como exemplos [3, 4]. Um passo adicional nessa linha de
estudo ¢ a andlise da estrutura eletronica de moléculas.

Por outro lado, sistemas bioldgicos apresentam comportamentos que sugerem a
existéncia de confinamento, sendo particularmente sugestivo o estudo do sitio ativo em
proteinas. O sitio ativo é associado a uma regiao especifica da macromolécula e pode
ser considerado isolado do restante desta. Dados obtidos através do Protein Data Bank
(PDB) permitem identificar uma cavidade, cujo o raio é da ordem de alguns angstroms,
onde moléculas especificas sao armadilhadas. Um exemplo classico desse tipo de situacao
envolve a molécula de oxigénio e a hemoglobina.

Atualmente, tém-se utilizado métodos computacionais hibridos (QM/MM) no es-
tudo de macromoléculas biolégicas [5, 6]. Basicamente, a idéia do QM/MM (Quantum
Mechanics/Molecular Mechanics) é proporcionar um tratamento cldssico para os entornos
pouco significativos da macromolécula em estudo e, na regiao do sitio ativo, um trata-
mento quantico.

Por outro lado, um sistema modelo para o estudo de moléculas diatomicas ar-
madilhadas no sitio ativo de proteinas foi elaborado confinando uma molécula simples em

uma cavidade quantica [7]. Nessa oportunidade, a molécula de hidrogénio ionizada foi
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estudada em regime de confinamento. Entretanto, moléculas mais complexas, que efetiva-
mente participam em processos ligante/macromolécula, ainda necessitam ser analisadas
em regime de confinamento.

O principal objetivo desse trabalho é estudar a estabilidade da molécula de oxigénio
(O2) sob confinamento e indicar um possivel papel desse confinamento no transporte dessa
molécula pela hemoglobina.

Objetivando a analise da molécula de oxigénio, inicialmente apresenta-se um estudo
das propriedades dinamicas da molécula de hidrogénio (Hs) no estado fundamental. Como
os nucleos sao muito mais massivos em comparacao aos elétrons, é razoavel pensar que,
para uma pequena perturbacao na configuracao nuclear, a nuvem eletronica reorganiza-se
instantaneamente. Esta é a idéia central da aproximagcao de “Bohr-Oppenheimer”[8], que
permite o desacoplamento entre as dinamicas eletronica (onde os nicleos encontram-se
fixos) e nuclear (onde considera-se um potencial efetivo, solu¢ao da dinamica eletronica,
sob qual os nicleos vibram). Mesmo com a separacao das partes eletronica e nuclear,
a complexibilidade existente na solucao do problema molecular requer a utilizacao de
métodos aproximativos, em particular o Método Variacional [9, 10], para proporcionar
resultados referentes aos niveis de energia. Entretanto, para uma aplicacao bem sucedida
do Método Variacional, fungoes de onda adequadas devem ser determinadas. Tais fungoes
sao obtidas utilizando o formalismo ligado & Supersimetria em Mecanica Quantica [11].

Apés estudar a molécula de hidrogénio, é analisada a molécula de oxigénio livre
e em regime de confinamento. Devido a molécula de oxigénio ser estabilizada por uma
dupla ligacao quimica, sendo uma ligacao 7 e uma ligacao o, a “aproximacao de Hiickel”
é utilizada de forma a tratar ambas as ligagoes de maneira independente. Por fim, como
analise final, deseja-se obter um minimo de energia que enfatize uma maior estabilidade da
molécula de oxigénio sob determinado regime de confinamento. Tal estabilidade fornece
um indicativo do motivo pelo qual o transporte da molécula de oxigénio pela hemoglobina
ocorre sem que o este reaja com algum outro componente intermediario antes de chegar
ao seu destino.

O presentre trabalho esta dividido conforme descrito a seguir. No capitulo 2 sao
abordados os métodos para o calculo de estrutura molecular que sao utilizados no restante
do trabalho. No capitulo 3, o Método Variacional e conceitos acerca da Supersimetria

(assim como a importante alian¢a entre ambos) sao discutidos. Uma aplicagao da base
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tedrica abordada no capitulo 3 é feita no capitulo 4, onde a energia vibracional da molécula
de hidrogénio é obtida. O capitulo 5 é responsavel pela descricao eletronica da molécula
de hidrogeénio, livre e confinada. O capitulo 6 analisa as ligagoes o e m da molécula de
oxigenio livre e em regime de confinamento. Por fim, o capitulo 7 é reservado para as

conclusoes.



Capitulo 2

A Estrutura Molecular

A hipétese da Teoria de Estrutura Molecular, a qual afirma que as moléculas sao for-
madas por atomos interagindo entre si através de forcas interatomicas, é sem divida um
dos maiores avancos realizados no ambito da quimica no século XIX. Entretanto, sem o ad-
vento da Teoria Quantica nao seria possivel responder questoes importantes relacionadas
a estrutura da matéria.

Uma das aplicagoes mais relevantes da teoria quantica foi a realizagao de célculos
relacionados a estrutura atomica e a moléculas simples. Dentre estes calculos destaca-se,
historicamente, os estudos mecanico quanticos do atomo de hidrogénio e da molécula de
hidrogénio ionizada (H; ), consolidando-se como marcos no avanco da compreensao de
atomos polieletronicos e estruturas moleculares mais complexas, respectivamente.

Neste capitulo, sao discutidos aspectos tedricos importantes acerca de duas abor-
dagens frequentemente utilizadas na descricao da estrutura molecular: a Teoria do Orbital
Molecular e a Teoria da Ligagdo de Valéncia [10]. Abordamos com énfase a descri¢ao das
ligacoes o e 7, enfatizando a aproximagao de Hiickel no estudo das ligagoes quimicas do
tipo 7.

O presente capitulo ¢ dividido em trés se¢oes. Na secao 2.1 abordamos a Teoria
do Orbital Molecular, enquanto na secao 2.2 abordamos a Teoria da Ligacao de Valéncia.

Na segao 2.3 é abordada a aproximagao de Hiickel (utilizada na descrigao das ligagoes 7).
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2.1 Teoria do Orbital Molecular

A Teoria do Orbital Molecular [10] permite uma descrigao das liga¢oes quimicas. Segundo
tal abordagem, todos os elétrons de valéncia influenciam mais efetivamente a estabilidade
molecular em relagao aos elétrons presentes em niveis energéticos inferiores.
Basicamente, os orbitais atomicos do nivel de valéncia sao desconsiderados a partir
do momento em que a molécula é formada. Esses orbitais sao substituidos por um novo
tipo de orbital, responsavel por descrever os niveis de energia referentes as novas dis-
tribuicoes da nuvem eletronica. Esses novos orbitais sao chamadas orbitais moleculares.
As formas matematicas dos orbitais moleculares sao complexas, até para moléculas
simples, como, por exemplo, a molécula de hidrogénio ionizada. Assim, muitos traba-
lhos modernos constroem aproximacoes para o orbital molecular modelando-o através da
combinagao linear dos orbitais atomicos dos atomos componentes da molécula. Para a

molécula de hidrogénio ionizada, o orbital molecular (V) pode ser descrito por:
UoxcWy+Up, (2.1)

onde W 4(p) corresponde ao orbital atomico do dtomo A(B) e, neste caso, o sinal +(—)
indica que o orbital é ligante(anti-ligante).

Uma atencao maior é dada aos orbitais ligantes devido suas energias serem menores
em comparacao com a dos orbitais anti-ligantes, fato que faz dos primeiros mais interes-
santes para manter a coesao molecular. Podemos analisar essa propriedade explorando o
carater ondulatério dos orbitais atomicos. Na regiao internuclear, os orbitais ligantes tem
interferéncia construtiva e a amplitude da funcao de onda molecular aumenta nessa regiao
(Figura 2.1). Como a amplitude aumenta, a probabilidade de se encontrar o elétron em
uma posi¢ao internuclear, ou seja, em uma posi¢ao favoravel para interagir fortemente
com os nucleos, também aumenta e consequentemente a energia da molécula é menor
em relacao a energia obtida no tratamento individual de um elétron interagindo com um

unico nucleo.

2.2 Teoria da Ligacao de Valéncia

Na Teoria da Ligacao de Valéncia [10] pode-se considerar que uma ligacao quimica (ligagao

covalente) é formada quando um elétron em um orbital atomico da camada de valéncia
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Figura 2.1: Representagao da fungio radial do orbital molecular ligante, em negrito, ao longo do eixo
internuclear. Observe que hd um crescimento da amplitude entre os ntcleos, assim hd um aumento da

probabilidade de se encontrar os elétrons ligantes nesta regido [12].

emparelha seu spin com o de um elétron existente no orbital atomico da camada de
valéncia de outro atomo, permitindo o aparecimento de um orbital molecular.

Para iniciar a andlise, consideremos uma estrutura molecular contendo um tipo
simples de ligacao quimica, por exemplo a molécula de hidrogénio neutra. Quando os
dois dtomos (no estado fundamental) encontram-se demasiadamente afastados, podemos
assumir que um dos elétrons (elétron 1) estd no orbital 1s do dtomo A e o outro elétron
(elétron 2) encontra-se no orbital 1s do dtomo B. Representando os orbitais dos dtomos
A e B por U, e Up, respectivamente, a funcao de onda responsavel por descrever os dois
elétrons, W, é:

U oc WA (1) T5(2). (2.2)

Por outro lado, quando a distancia entre os 4tomos for minima (distancia de uma
ligacao quimica), ainda pode ser verdade que o elétron 1 se encontre no orbital 1s do
atomo A e o elétron 2 no orbital 1s do atomo B. Entretanto, devido a indistinguibilidade
dos elétrons, ¢ igualmente provavel que o elétron 1 se encontre no orbital 1s do atomo B

e o elétron 1 no orbital 1s do atomo A. Neste novo caso, a funcao de onda é:

De acordo com a teoria quantica, quando duas fungoes de onda podem ser usadas

para descrever um sistema, a solucao geral é obtida como sendo a combinacao linear
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de ambas. Portanto, a funcao de onda que representa a dinamica dos dois elétrons na

molécula de hidrogénio neutra, no estado fundamental, é:
U o Uu(1)Wp(2) + Wa(2)¥p(1). (2.4)

De acordo com o principio de exclusao de Pauli, a fun¢ao de onda (2.4) somente
¢ definida caso os elétrons encontrem-se emparelhados (com spins contrarios). Logo,
o emparelhamento dos spins dos elétrons permite a formacao de ligagoes quimicas e a
sobreposi¢ao dos orbitais é que da origem as ligagoes. Como (2.4), no caso da molécula
de hidrogénio neutra, é construida através da superposicao de orbitais hidrogendides Hi,
a distribuicao eletronica na molécula assume uma simetria cilindrica em torno do eixo
internuclear (Figura 2.2). Uma funcao de onda que apresenta tais propriedades simétricas

¢ chamada ligagao o.

(b)

Figura 2.2: Uma ligacao o é formada quando dois elétrons, em orbitais atomicos vizinhos, emparelham-

se (a) e os orbitais se sobrepdem formando uma nuvem eletrénica com simetria cilindrica (b) [12].

Para moléculas constituidas por atomos que contribuem com mais de um elétron
para a ligagao, podemos utilizar uma descri¢cao semelhante. Por exemplo, para construir a
descrigao da ligacao de valéncia da molécula de nitrogénio (/Ns), consideramos a configu-
racao dos elétrons de valéncia de cada atomo, que é 2pi2p;2pi. Convencionando-se o eixo
z como eixo internuclear podemos imaginar cada atomo como tendo um orbital 2p, apon-
tando para um orbital 2p, do outro dtomo, e com os orbitais 2p, e 2p, perpendiculares ao

eixo (Figura 2.3). Cada um dos orbitais p estd ocupado por um elétron, assim podemos
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assumir a molécula como formada pela superposicao de orbitais em atomos vizinhos e o

emparelhamento dos elétrons que os ocupam.

(@) (b)

Figura 2.3: Os elétrons nos orbitais 2p, emparelham-se para formar uma ligagao de simetria cilindrica

enquanto os orbitais 2p, e 2p,, perpendiculares ao eixo z, formam ligagdes 7 [12].

Através da superposicao dos dois orbitais 2p, e do emparelhamento de seus elétrons
podemos observar uma ligagao o, porém, os orbitais p restantes nao geram a mesma ligacao
devido a nao existéncia de simetria cilindrica ao redor do eixo internuclear. Nesse caso, os
orbitais 2p, se sobrepoem e os dois elétrons emparelham para formar uma tipo diferente de
ligacao, chamada ligacao m. De maneira semelhante, os orbitais 2p, também se sobrepoem
e os seus elétrons também formam uma ligacao 7. Em geral, uma ligacao 7 surge da
sobreposicao de dois orbitais p que se aproximam lateralmente e do emparelhamento de
seus elétrons. Portanto, segue-se que o padrao de ligacao da molécula de nitrogénio é
uma ligacao ¢ mais duas ligagoes 7, que é consistente com a estrutura de Lewis onde os

atomos de nitrogénio estao unidos através de uma ligacao tripla.
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2.3 Aproximacao de Hiickel

A Teoria do Orbital Molecular, discutida na secao 2.1 deste capitulo, trata-se de uma
abordagem eficiente na descricao de sistemas moleculares. Como exemplo, podemos en-
fatizar os bons resultados obtidos para a energia do estado fundamental da ligacao o da
molécula de hidrogénio ionizada, livre e confinada em uma cavidade quantica elipsoidal,
na referéncia [7].

Entretanto, quando nos deparamos com moléculas estabilizadas por mais de uma
ligagao quimica temos que considerar ligacoes do tipo m. Por exemplo, a molécula de
oxigenio se mantém estabilizada por uma dupla ligacao quimica, sendo uma do tipo o e
outra do tipo m. Nestes casos, a aproximacao proposta por Erich Hiickel, em 1931, é de
grande valia para se determinar o valor da ligagdo 7 independentemente da ligacao o [12].

As ligacoes 7, segundo a aproximacao de Hiickel, sao analisadas separadamente
das ligacoes o, sendo que as ligagoes o sao responsaveis por constituir um esqueleto rigido
(fixo) que determina a forma geral da molécula. Logo, para deteminar o valor da energia
de uma ligacdo m devemos admitir algumas aproximagoes (dai o termo aproximagao de
Hiickel) propostas por Hiickel. Tais aproximagoes para moléculas poliatomicas sao:

1. Todas as integrais de sobreposigao (OQverlap) sao nulas.

2. Todas as integrais de ressonancia entre atomos que nao sejam vizinhos sao nulas.

3. Todas as integrais de ressonancia remanescentes sao iguais entre si.

As aproximacoes indicadas podem ser diretamente adaptadas para se estudar uma
molécula diatomica homonuclear (constituida por atomos A e B) cujo orbital molecular
é dado por ¥ = c4A + cpB, onde ¢4 e ¢ sao os pesos de cada orbital atomico dentro
do orbital molecular. Assim, o valor esperado do operador Hamiltoniano do sistema, H ,

¢ dado por: A
(1) = B — [ U*HU dV _ Aaa+ ckap + 2cacpfB
fv |Y]2dV A+ %+ 2cacpS

onde ay e ap sao as integrais de Coulomb (dos tipos [y, A*HAAV e fv B*HB av), g
é a integral de ressonancia (dos tipos [, A*HBdV e [, B-HAdV) e S é a integral de
sobreposicao (dos tipos [, A*BdV e [, B*AdV). O determinante secular da referida

(2.5)

molécula é construido através do sistema de equagoes que surge da minimizacao da
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Eq. (2.5) em relacdo aos parametros c4 e ¢p [12]. O determinante secular, neste caso, é:

_E B-ES
qet | A TE P 0. (2.6)
ﬁ — ES ap — E

Utilizando a aproximacao de Hiickel, o que, nesse caso, equivale a fazer S = 0, o

determinante secular da Eq. (2.6) resulta em:

| TP Caomropon (2.7)
6 a—F

onde as raizes desta equacao sao:

Ey=a+8, (2.8)

onde vy = ap = a devido a molécula analisada ser do tipo homonuclear.
Portanto, utilizando-se um orbital molecular adequado, a Eq. (2.8) fornece os au-

tovalores de energia, ligante (+) e anti-ligante (-), para a ligagao .



Capitulo 3

O Meétodo Variacional e a

Supersimetria

O formalismo supersimétrico [11], durante os tdltimos anos, vem sendo amplamente uti-
lizado no contexto da mecanica quantica e, em particular, tém sido usado para resolver
a equacao de Schrodinger. Neste sentido, a supersimetria pode ser entendida como uma
generalizacao do método de fatorizagao da equacao de Schrodinger.

Em problemas quanticos analiticamente soliveis, as autofuncoes e os autovalores
podem ser determinados fazendo-se uso da superalgebra. Entretanto, quando o sistema
quantico em estudo nao apresenta solugao analitica/exata, a superalgebra também mostra-
se util em abordagens aproximadas, como por exemplo, o Método Variacional [9, 10].

O Método Variacional tém sido amplamente explorado na determinagao de auto-
valores de energia (estados fundamental e excitado) de sistemas quanticos. A abordagem
tradicional deste método consiste em determinar uma funcao de onda, chamada funcao
teste, a ser utilizada na obtencao do autovalor de energia do sistema quantico estudado.
Por mais trivial que pareca, determinar uma funcao de onda adequada nao é uma tarefa
simples. Um caminho para obter tal funcao é através do formalismo supersimétrico.

O formalismo resultante da juncao entre o Método Variacional e a supersimetria
tém sido empregado com sucesso tanto na analise de problemas quanticos exatamente
soluveis via equagao de Schrodinger, quanto para aqueles cujo a solugdo analitica/exata
nao pode ser determinada [3, 4, 13].

O presente capitulo é dividido em duas segoes. Na secao 3.1 o Método Variacional

¢ apresentado, enquanto na secao 3.2 o formalismo supersimétrico é abordado para a
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descri¢ao de problemas envolvendo (ou nao) confinamento.

3.1 O Método Variacional

Afim de desenvolver o Método Variacional, consideramos um sistema quantico tridimen-
sional nao-relativistico composto por uma particula de massa m e sob influéncia de um
potencial de for¢a central V(r). Esse sistema pode ser descrito pela equacao radial de
Schrédinger independente do tempo:

h? <2d d?

rar

) U(r)+ Vesr(r)¥(r) = EV(r), (3.1)

2m

onde ¥(r) é a funcdo de onda e E o autovalor de energia que descrevem o sistema. O

potencial efetivo, V.;(r), é definido como a soma entre o potencial original V' (r) e o termo

1(1+1)
T2

de barreira de potencial que é proporcional a , onde [ representa o niimero quantico
do momento angular.
A funcao de onda W (r) pode ser escrita como uma expansao em série de autofungoes

¢.(r) relativas ao operador Hamiltoniano que descreve o sistema, ou seja:

\IJ(T) = ZA€¢6(T)7 (3'2)

onde A, estd relacionado a probabilidade de ocorréncia do autoestado ¢ (r).
Logo, calculando o valor esperado do operador Hamiltoniano fazendo uso da Eq. (3.2),

temos:
() = fo WO HVE) dr =35 AL A [, 67 Hoo(r) dPr. (3.3)

Sendo ¢.(r) autofungdo do operador Hamiltoniano, ela deve satisfazer a equacao
de Schrédinger independente do tempo (expressa por He.(r) = E¢.(r)). Substituindo

este resultado em (3.3), obtemos:

() = Y S AAE [o,6:(r)0u(r) dPr. (3.4)

A condigao de ortonormalidade indica que a integral existente em (3.4) somente é

diferente de zero se € = €, onde [gs ¢:(r)¢e (r) d®r = 1. Entdo, a Eq. (3.4) se reduz a:

(H) =" |AJ’E. (3.5)
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Substituindo cada autovalor £ em (3.5) pelo autovalor de energia do estado fun-

damental Fy, podemos estabelecer a seguinte desigualdade:

Y IAPE > Y |APE = Ey, (3.6)

sendo . |A¢|*> = 1, admitindo-se que a funcio de onda estd normalizada.

Portanto, levando em conta a Eq. (3.6), chegamos a seguinte equagao:
/R3 () B (r) dr > B, (3.7)

Analisando o resultado obtido, podemos concluir que se uma funcao de onda qual-
quer for usada para calcular o autovalor de energia, o resultado sempre serd um limite
superior da energia exata. Essa conclusao é a esséncia do Método Variacional. Caso a
funcao de onda nao for normalizada, a Eq. (3.7) toma a seguinte forma:

Ire U*(r)HU (r) dr 5
Jge le(rPar =7

(3.8)

Para melhorar a eficiencia do método, a funcao teste é geralmente escrita em termos
de um conjunto de parametros {a}, chamados parametros variacionais, os quais permitem
minimizar o valor de energia obtido e aproximé-lo ainda mais do valor exato.

Vale ressaltar que embora o Método Variacional tenha sido utilizado amplamente
para a determinagao de autovalores de energia para o estado fundamental. Entretanto,
nao existe nenhuma restricao formal ao seu uso para determinar autovalores de energia

de estado excitados.

3.2 Mecanica Quantica Supersimétrica: O Método
de Fatorizacao da Equacao de Schrédinger

Como foi mencionado anteriormente, a principal dificuldade existente na aplicacao do
Método Variacional é a determinacao de uma funcao de onda teste adequada. Uma
maneira para obter uma funcao de onda apropriada é utilizar conceitos relacionados a
Supersimetria, os quais sao discutidos nesta secao.

Um método alternativo para resolver a equacao de Schrédinger pode ser introduzido

reescrevendo-a em uma forma fatorada (assumindo, por simplicidade, h = 2m) [14]:

(=g + 0 (5 +00) v =0, 3.9)
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que, apos seu desenvolvimento, resulta em:

_ dPp(r)
dr?

+[w?(r) —w'(r)]y(r) =0, (3.10)

sendo w(r) chamado superpotencial e ¥(r) = wgf) (simplificacao que elimina a derivada
de primeira ordem em (3.1), possibilitando a comparagao com a Eq. (3.10).

A comparagao entre (3.10) e a Eq. (3.1), resulta em uma equagao de Riccati:
w?(r) —w'(r) = Vogs(r) — E. (3.11)

Para determinar a fun¢ao de onda basta analisar (3.9) e observar que, primeira-
’ . d R ~ ..
mente, é aplicado o termo (5 + w(r)) a funcao de onda. Conseqiientemente, para manter-

se a igualdade 3.9, é suficiente que:

dip(r)
dr

Fw(r)(r) =0, (3.12)

onde a solucao desta equacao diferencial de primeira ordem é:

¥(r) o< exp (— /w(r) dr) : (3.13)

E importante ressaltar que o problema para determinar a funcao de onda iniciou-se
de uma equagao diferencial de segunda ordem e transformou-se em uma equacao diferencial
de primeira ordem que, em geral, é mais simples de resolver. Assim, quando a equacao de
Riccati é resolvida, obtém-se uma funcao de onda para o estado fundamental do problema
tratado.

Infelizmente, a solucao da equagao de Riccati em termos de fungoes elementares
somente é possivel para um ntmero muito restrito de potenciais. Entretanto, mesmo sem
obter uma solugao exata, é possivel procurar uma solugao aproximada, Wepex(7), para o
superpotencial. Essa solugdo gera uma fungao de onda, através da Eq. (3.13), que deve
fornecer uma fungao teste apropriada para o Método Variacional.

O uso do formalismo supersimétrico no estudo de problemas tridimensionais per-
mite identificar varias fungoes teste para o problema tratado. De imediato, é possivel
obter uma funcao de onda para cada valor do nimero quantico do momento angular.

Até esse ponto, o formalismo matematico fornece um caminho para a descricao, com
boa aproximacao, de qualquer sistema quantico nao-confinado e cuja solugao analitica via
equagao de Schrodinger nao é possivel de ser obtida. Entretanto, para inserir confinamento

algumas adaptagoes devem ser consideradas. Uma adaptacao, sugerida em [15], consiste
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em adicionar um termo ao superpotencial referente ao sistema nao-confinado. Esse termo

2 Constante

¢ =22e sendo R o raio de confinamento.

Esse termo adicional cria, no potencial original, uma barreira infinita quando
r — R, que é responsavel pelo armadilhamento do sistema. Esse procedimento foi usado
com sucesso para o confinamento dos potenciais de Lennard-Jones (12,6) [16] e de Morse
[17]. E importante lembrar que, como teste de consisténcia, os resultados para o caso
nao-confinado devem ser re-obtidos quando se toma o limite R — oo.

O termo constante, no numerador do termo de armadilhamento, representa um
parametro variacional extra ao problema. Porém, seguindo a proposta sugerida em [18],
definimos o termo constante no numerador como sendo igual a unidade. Tal aproximagcao
pode ser feita devido a observagao de que os resultados, considerando-se o termo cons-
tante como um parametro variacional extra ou como a unidade, nao apresentam grande
discrepancia dos resultados numéricos obtidos.

Assim, seguindo o procedimento descrito aqui, o superpotencial para o sistema
confinado, Weenf(1), é escrito como sendo a soma entre o superpotencial sem confinamento,

1

Wneonf(7), € 0 termo de armadilhamento, 7, ou seja:

1
R—1r

Weon f (T) = wnconf(T) + (314)



Capitulo 4

Energia Vibracional Molecular

Em 1929, foi proposta por P. M. Morse uma func¢ao, denominada potencial de Morse, que
descreve o espectro vibracional em moléculas diatomicas [19]. Entretanto, para o potencial
de Morse tridimensional, a equacao de Schrodinger é analiticamente soliivel apenas quando
o numero quantico do momento angular é nulo. Nos demais casos, métodos aproximativos
se mostram necessarios para a obtencao de solugoes da equacao de Schrodinger [4, 20,
21, 22]. Devido a essas dificuldades matemadticas, o potencial de Morse muitas vezes é
aproximado ao potencial harmonico.

Diversos métodos aproximativos proporcionam solucoes satisfatorias para a equacao
de Schrodinger, dentre os quais o Método Variacional [9, 10], que aliado a Mecanica Quan-
tica Supersimétrica, vem sendo aplicado com sucesso nesse contexto [15, 16, 18]. Logo,
a idéia deste capitulo é utilizar a base tedrica discutida nos capitulos anteriores e obter

valores para a energia vibracional da molécula de hidrogénio confinada.

4.1 O Potencial de Morse Confinado

Para uma molécula diatomica, o potencial de Morse tridimensional pode ser escrito da

seguinte forma [19]:
Vi (r) = D{exp[—2a(r —r.)] —2exp[—a(r —r¢)]}, (4.1)

sendo D a energia de dissociagao, r. a distancia internuclear de equilibrio e a é um
parametro relacionado com a frequéncia vibracional de uma molécula diatomica.
Escrevendo a equacao de Schrodinger tridimensional para o potencial de Morse em

termos de uma nova variavel (z = ar) e substituindo a funcao de onda original, ¥ (r), por
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SO e 2 (e - )] — 2030 - (& — )]} () + Lt () = eofa),
(4.2)
onde as constantes sao:
o 2D 2y (4.3)

€ =
Y Y
a2h? a?h?
sendo x. = ar. e y corresponde a massa reduzida da molécula em estudo.
Assim, o operador Hamiltoniano para um sistema descrito pelo potencial de Morse

somado ao termo de barreira de potencial pode ser escrito como:

Hy (x) = —dc; P2 fexp <2 (2 — 2.)] — 2exp [~ (z — 2)]} + (+1)

- (4.4)

O problema envolvendo o potencial de Morse sem confinamento ja foi tratado
utilizando o Método Variacional aliado a Supersimetria [4]. Neste caso, o superpotencial
sugerido foi:

[+1
wM,nconf(-r) = AeXP [_ ([IZ’ - xe)] - T + v (45)

sendo 7 o parametro variacional.

Conhecendo o superpotencial para o sistema livre, podemos obter o superpotencial
para o sistema confinado utilizando uma analogia da prescricdo dada na Eq. (3.14). Tal
analogia toma por base a insercao do confinamento tanto para valores grandes quanto
para valores pequenos da variavel restritiva de espaco, preservando o minimo do potencial

dentro da regiao de confinamento. Logo, propomos a insercao de um segundo termo de

1
_R'"

armadilhamento na Eq. (3.14). Tal termo é — Esse termo proporciona uma segunda

barreira infinita para valores pequenos de r. Assim, o superpotencial resultante é:

1 1
R—r r—R’

wM,conf(T) - wM,nconf(r) + (46)

onde R’ corresponde ao raio minimo de confinamento e seu valor minimo pode variar de
zero até o valor da distancia internuclear de equilibrio.

Assim, o superpotencial para o sistema confinado é:

[+1 1 1
wM,conf(T):)‘exp[_(x_‘re)]_ T +7+X—LE—JI—X”

(4.7)

onde X =aR e X' =aRR.
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De acordo com a Eq. (3.13), utilizando o superpotencial para o sistema confinado,

Eq. (4.7), a funcao teste a ser utilizada no Método Variacional é:
darq () oc (X — ) (x — X') exp {exp [~ (v — )] — y2} . (4.8)

Da forma como foi desenvolvido o problema, observa-se que a funcao teste sugerida,
Eq. (4.8), depende apenas de um parametro variacional, 7. Assim, a energia variacional é
obtida através da minimizacao do valor esperado da energia com relacao a esse parametro.

A expressao da energia para o sistema, a ser minimizada, é dada por:

¢ — % darn(2)* (r) Har(2) dar () das
Jxr |ar ()2 dae '

O préximo passo é obter resultados numéricos para a energia vibracional da molécula

(4.9)

de hidrogénio neutra, os quais sao apresentados na préxima secao.

4.2 Energia Vibracional da Molécula de Hidrogénio
Neutra

Como mencionado ao final da segao anterior, a molécula diatomica a ser tratada como
exemplo da abordagem introduzida é a molécula de hidrogénio neutra. Os parametros do
potencial de Morse para esta molécula sao: D = 4,7446 eV, a = 1,9426, r, = 0, 7416 A
em = 0,50391 u.m.a [4].

Os autovalores de energia, obtidos pela minimizagao da Eq. (4.9) com respeito ao
parametro variacional, para a molécula de hidrogénio neutra estao expostos nas Tabelas
4.1 e 4.2.

Na Tabela 4.1 estao apresentados os resultados para valores distintos para o raio de
confinamento e [ = 0, enquanto na Tabela 4.2 sao mostrados valores obtidos para AX =
0,4 (valor escolhido sem um motivo especifico) com valores variados de {. Considerando a
estrutura da superalgebra, sao determinados pela fungao de onda sugerida apenas o nivel
de mais baixa energia para cada valor de .

Construindo um grafico (Figura 4.1) com os valores apresentados na Tabela 4.1,
observamos o comportamento usual de sistemas confinados, ou seja, observa-se que quanto
maior sao os valores para o parametro de confinamento, representado por AX, os auto-

valores de energia tendem ao valor obtido para o caso livre (nao-confinado) e para valores
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xT

Tabela 4.1: Autovalores de energia (em hartrees) para diversos valores de AX (em multiplos de 2=)

para a molécula de hidrogénio neutra considerando [ = 0. O sistema livre é representado por AX = oc.

X-X'=AX| ~ Eu
0,10 18,81 | 0,11757
0,20 18,78 | -0,10126
0,40 18,46 | -0,15359
0,80 17,34 | -0,16344
1,20 17,37 | -0,16428
1,60 17,46 | -0,16442
2,00 17,51 | -0,16445
00 — ] -0,16448

pequenos deste mesmo parametro os valores de energia tendem a crescer, evidenciando a

instabilidade do sistema em estudo.

0,15 —
0,10 —
0,05 —
0,00
-0,05
-0,10 — @

-0,15 - °

-0,20 T y T T T T T y T
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

AX

Figura 4.1: Relacao entre o autovalor de energia vibracional do estado fundamental da
molécula hidrogénio confinada, F);, em hartrees, e o parametro de confinamento, AX,

em multiplos de %=.
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O valor para o sistema livre (indicado por AX = oo na Tabela 4.1) obtido usando
a fungao de onda dada pela Eq. (4.8) estd muito préximo ao resultado obtidos através de
outros métodos [4, 21, 24], por exemplo, o resultado obtido através do método de expansao
% modificada é Fy = —0,164489 [21]. Outra comparacao pode ser feita utilizando os
valores obtidos pelo Método Variacional no estudo do sistem livre (nao-confinado), onde

se observa que os resultados concordam com os expostos na Tabela 4.1 para AX = oo

[4], com diferencas infimas que podem ser atribuidas a erros numéricos da integragao da

Eq. (4.9).

Tabela 4.2: Autovalores de energia (em hartrees) para diversos valores de [ e AX = 0,4 (em multiplos

de =) para a molécula de hidrogénio neutra.

[ v Ey

5 | 18,19 | -0,14481
10 | 17,50 | -0,12167
15 | 16,51 | -0,08484
20 | 15,36 | -0,03512
25 | 14,20 | -0,02679

Dos resultados mostrados na Tabela 4.1, observa-se que a energia do estado fun-
damental decresce conforme o valor do parametro de confinamento cresce, até atingir o

valor de energia do sistema livre.
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A Molécula de Hidrogénio (H>)

5.1 Molécula de Hidrogénio Livre

A molécula de hidrogénio neutra, (Hs), é uma molécula diatomica homonuclear composta
por dois elétrons e dois prétons que interagem eletricamente entre si através de forgas
coulombianas. Além disso, a estabilidade da molécula é proporcionada por uma ligagao
quimica do tipo ¢ oriunda da interacao entre os dois elétrons que compoem a molécula. A
Figura 5.1 representa o sistema de coordenadas molecular em questao e suas respectivas
distancias relativas.

Em geral, para determinar o espectro de energia de uma molécula é necessario
definir seu operador Hamiltoniano, responsavel pela dinamica do sistema. No caso da
molécula de hidrogénio neutra, em unidades atomicas, temos:

1 1 _, 1, 1 1 1 1 1 1

A 1
A=—-V2 Vi — Vi~ vi -~ - ° _© . (51
270 272 2myt 2mp P raqy ram TBU) TBER) T2 Rap (5:1)

sendo my4 p a massa dos préotons A e B, respectivamente, os outros simbolos seguem a
indicagao da Figura 5.1. Vale ressaltar que, em unidades atomicas, a massa do elétron, a
constante de Planck dividida por 27 () e a carga elementar assumem valores unitarios.
Logo, a equacao de Schrodinger independente do tempo para a molécula de hidrogénio

neutra é representada através da seguinte equacao de autovalor:
HY,, =E¥,,, (5.2)

onde V., = V., ({r},{R}) representa a funcdo de onda molecular, E corresponde a
energia total da molécula, {r} representa o conjunto de coordenadas eletronicas e {R} o

conjunto de coordenadas nucleares.
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¥

o

/
“

Figura 5.1: Representacio espacial da molécula de hidrogénio neutra. Nesse sistema de coordenadas,
A e B representam os nucleos dos dtomos de hidrogénio e os nimeros 1 e 2 representam os dois elétrons
que compoem a molécula. Logo, os parametros R representam vetores posicao relacionados aos nucleos
dos atomos de hidrogénio. Por outro lado, os parametros r representam vetores posicao relacionados aos

elétrons consituintes da molécula.

Devido a complexidade do problema, a equagao de Schrodinger, Eq. (5.2), é analiti-
camente insoluvel. Assim, faz-se necessaria uma aproximacao que permita a separacao
entre a parte eletronica (que, na aproximagao de Born-Oppenheimer, considera-se am-
bos os ntcleos parados) e a parte nuclear (onde considera-se um potencial efetivo para
simular as vibragoes nucleares). Isso pode ser feito levando-se em consideragao o fato
dos nicleos atomicos serem muito mais massivos em comparagao ao elétron (um préton
tem massa aproximadamente 1836 vezes superior a massa do elétron). Entao, para uma
pequena perturbacao na configuracao nuclear, é razoavel pensarmos em uma reorganiza-
¢ao instantanea da nuvem eletronica. Esta situacao é conhecida como “aproximacao de
Born-Oppenheimer”[8].

Utilizando-se a “aproximagao de Born-Oppenheimer”, a Eq. (5.2) pode ser reescrita

em duas partes:

Y. ({r}y s {RY) = VRN ({r} : {R}) (5.3)

ﬁn\pn({R}) = Eq]n({R})v (5'4)

onde V. ({r};{R}) corresponde a fungao de onda eletronica, ¥,,({R}) a funcao de onda
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nuclear e V({R}) = V(Rap) corresponde a energia eletronica para uma determinada
configuracao nuclear, considerando o potencial efetivo ao qual os niicleos estao submetidos.

Na aproximacao adotada, a funcao de onda eletronica é explicitamente dependente
das coordenadas eletronicas e parametricamente das coordenadas nucleares. Portanto, a
Eq. (5.3) deve ser resolvida para alguns valores de distancia internuclear obtendo-se um
conjunto finito de energias eletronicas e, a partir da interpolacao destes valores, a fungao
V(Rag) é gerada.

O operador Hamiltoniano eletronico, referente a Eq. (5.3), é dado por:

~ 1
He - —§V% -

1, 1 1 1 111
VI - —— =,
2 A1)  Ta@) TB1) TB@2) Tz Rap

(5.5)

enquanto a Eq. (5.4) descreve o movimento nuclear, cujo operador Hamiltoniano nuclear

é:
R 1 1
H,=—-—V% - 5—V5+V(Rap). :
" 2my 4 2mp B+ V(ltap) (5:6)

O interese, a priori, é a andlise da equacao que descreve o movimento eletronico
e, portanto, a ligacao quimica o. A parte nuclear pode ser simulada pelo potencial de
Morse, e sua andlise ja foi feita no capitulo anterior. Logo, o caminho usual para resolver
problemas de estrutura eletronica molecular é escrever a fungao de onda V.({r};{R})
como combinacao linear dos orbitais atomicos referente aos atomos da molécula. Esse
procedimento foi discutido com detalhes no capitulo 2.

Utilizando-se a “Teoria do Orbital Molecular” em conjunto com a “Teoria do Orbital
de Valéncia”, definiremos a fungao de onda (orbital molecular) como a combinagao linear

do produto de dois orbitais hidrogendides 1s (j& normalizados), ou seja:

Ve({r};{R}) = N [@a(1)@p(2) + Pa(2)@5(1)], (5.7)

sendo N a constante de normalizagdo do orbital molecular e ®;(j) = \/1?3 exp (—%)

correspondem aos orbitais atomicos, onde ag é o raio de Bohr, i = A, Be j =1,2. O sinal
+(—) indica que o orbital molecular é ligante(anti-ligante).

Neste trabalho é considerado somente o “Orbital Ligante”, por este proporcionar
uma maior estabilidade a ligacao quimica e, conseqiientemente, a molécula. Portanto,
vamos desconsiderar o sinal negativo na Eq. (5.7) referente ao Orbital Molecular Anti-

ligante.
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A expressao do valor esperado do Hamiltoniano, referente a parte eletronica da

molécula, é dada por:

R} (RDEL({r) (RY) dV
o) = = oy (BRaV (58)

que apds um pouco de manipulagao algérica (vide Apéndice A) resulta em:

. J+K 1
He :2E )
< > Hls+ 1"—8 +RAB

(5.9)

onde Ey,, corresponde ao autovalor de energia do atomo de hidrogenio e:

J = [, (1) Pp2)HPA(1)D5(2)dV = [, Pa(2)P(1)H'®A(2)Pp(1)dV (inte-
gral de Coulomb),

K = Jy ®4()0s2)HOA2)Dp(1)dV = fy Da(2)0p(1)H'DA(1)Bp(2) dV (inte-
gral de Troca),

S = Jy Pa(1)®p((2)24(2)Pp(1)dV = [, Pa(2)Pp(1)Pa(1)Pp(2) dV (integral de
Overlap), sendo H' = —ﬁ - ﬁ + %

As integrais J, K e S podem ser calculadas analiticamente para a molécula de
hidrogénio livre [12]. Entretanto, para solucionéd-las devemos adotar um sistema de coor-
denadas apropriado, isto é, que leve em consideracao a simetria da molécula. Assim, em
primeiro lugar, nota-se que o problema referente a uma molécula diatémica possui simetria
axial. Dessa forma, um sistema de coordenadas apropriado para a descricao molecular é
o eliptico confocal. A origem deste sistema de coordenadas é, apropriadamente, colocada
sobre o eixo internuclear, entre os nicleos. Assim, o eixo de simetria axial z coincide com
o eixo internuclear e ¢ é caracterizado como o angulo de rotagao dos elétrons em torno
do eixo de simetria axial.

Levando em conta a simetria do problema, o sistema de coordenadas eliptico con-

focal é definido a partir das relagoes [10]:

é:MWZM;@:% (5.10)
RAB RAB

onde j = 1,2 e ¢ é o angulo azimutal. O elemento de volume neste sistema de coordenadas

¢ dado por:
R

av; g

(& — ) de;dn;dep, (5.11)

sendo que os limites de integracao para as varidveis sao 1 < §; < oo, =1 < 1n; < 1le

0< ¢ < 2m.
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Portanto, conhecendo-se os valores numéricos para as integrais J, K e S (vide
apéndices B, C e D), tomando Rap ~ 1,4 bohrs e sabendo que, para o estado fundamental,
Ep,, = —0,5 hartree, o autovalor de energia eletronica do estado fundamental da molécula

de hidrogénio neutra é, em hartrees, aproximadamente:

J—I—K+ 1
1+S  Ras

(H,) = 2By, + ~ —1,1035. (5.12)

Este é um resultado préximo ao valor obtido via o método de Monte Carlo Quan-
tico [26], que fornece o valor aproximado de —1, 16367 hartrees para a energia do estado
fundamental da molécula de hidrogénio neutra. A diferenca entre os resultados, de apro-
ximadamente —0,06 hartrees, pode ser atribuido a outras contribuicoes como a energia
vibracional e rotacional da molécula. Vale ressaltar que a contribuicao vibracional foi
calculada no capitulo 4.

Por fim, é importante mencionar que para a molécula de hidrogénio optou-se por
nao introduzir parametros variacionais no orbital molecular. Tal decisao baseou-se em dois
pontos principais: 1) J4 foi observado que o orbital molecular escrito como combinagao
linear de orbitais atomicos hidrogendides ja foi adotado com sucesso na descricao da
molécula de hidrogénio ionizada [7] e 2) a introdugao de parametros variacionais no orbital
molecular aumenta radicalmente a complexidade dos calculos numéricos envolvidos, de tal
forma que se torna inviavel computacionalmente em vista de um refinamento pequeno nos

resultados.

5.2 Molécula de Hidrogénio Confinada

Apo6s o estudo da molécula de hidrogeénio livre utilizando a abordagem referida nos capitu-
los 2 e 3, temos o suporte necessario para estudéd-la em regime de confinamento. Analoga-
mente ao procedimento adotado para o tratamento da molécula livre, levando em conside-
racao a simetria eliptica apresentada, o confinamento é inserido através do aprisionamento
da molécula no interior de uma cavidade quantica com geometria elipsoidal. Por isso, de-
vemos definir um parametro para restringir espacialmente o sistema, sendo responsavel,
efetivamente, pelo apriosionamento da molécula. Neste caso, a varidvel restritiva encar-
regada desta tarefa é a variavel eliptica £, sendo o parametro de confinamento indicado
por &.. O parametro de confinamento determina o tamanho da cavidade, uma vez que os

eixos maior e menor da elipse se relacionam com ele pelas relagoes:
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r’- 'l*lr“.

Figura 5.2: Representagao geométrica da molécula de hidrogénio confinada em uma cavi-

dade quantica elipsoidal definida pelo parametro de confinamento &..

Para ilustrar o sistema molecular confinado em estudo, a geometria do sistema é
mostrada na Figura 5.2.

Analogamente ao orbital molecular livre, o orbital molecular confinado também
deve ser construido através da combinacao linear de orbitais atomicos hidrogendides do
tipo 1s. O superpotencial para o atomo de hidrogénio livre é dado por wyeonf(r) = —%
[13]. Entretanto, seguindo a proposta descricdo na segao 3.2, ou seja, adicionando o

termo ﬁ ao superpotencial do problema livre, os orbitais atomicos com confinamento

apresentam a seguinte forma:

D,(j) x (R — ri(j)) exp (—TZ(])> : (5.13)

o

onde R é o parametro de confinamento. Assim, convertendo a Eq. (5.13) para coordenadas

elipticas confocais temos:

4 Rap
D;(j) o (fc - fz'(j)) exp {—2% (fi(j) + ni(j)ﬂ ) (5.14)
onde i = A/B, j = 1,2 e £ é o parametro de confinamento neste novo sistema de

coordenadas. Assim, em todas as integrais ja introduzidas para o caso livre, o limite
de integracao da variavel restritiva passa a obedecer a restricao 1 < & < €. para o caso
confinado. Entretanto, devido a alteragao proposta para a variavel ¢ as integrais, outrora
resolvidas analiticamente para o caso livre, sao resolvidas numéricamente para o caso

confinado.



CAPITULO 5. A MOLECULA DE HIDROGENIO (H,) 37

1,1 1

| i Livre
1.0 4 |—-—- Confinado com R = 3 bohrs|
09\

T %
0.8 4

Orbital Atémico Hidrogenoide 1s

r (em bohr)

Figura 5.3: Curvas dos orbitais atomicos hidrogendides 1s, obtidos com e sem confina-

mento, em funcdo da coordenada radial r (em bohr).

Antes de prosseguir na solucao da molécula de hidrogénio neutra, uma andlise
importante a se fazer diz respeito ao orbital atomico hidrogendide 1s na fronteira de
confinamento. Através dessa andlise é possivel perceber a adequagao do orbital molecular
proposto para descrever o problema. Para isso, foi construido um gréfico (Figura 5.3)
relacionando o orbital atomico hidrogendide 1s e a sua coordenada radial, Eq. (5.13).

Analisando as curvas apresentadas na Figura 5.3, podemos observar um comporta-
mento andlogo entre os orbitais atomicos (livre e confinado). Entretanto, como esperado,
o orbital atomico, quando confinado, apresenta valor nulo sobre a superficie que delimita o
sistema. Esse comportamento indica que a funcao sugerida para o orbital atomico hidro-
gendide 1s confinado, Eq. (5.13), é um ansatz apropriado para compor o orbital molecular
confinado da molécula de hidrogénio neutra.

Construindo o orbital molecular da molécula de hidrogénio neutra utilizando a
forma dada na Eq. (5.7), utilizando os orbitais atomicos hidrogendides 1s confinados,
Eq. (5.14), obtemos a solu¢ao numérica da Eq. (5.12), considerando diferentes valores

para o parametro de confinamento. Utilizando tais resultados numeéricos, construimos
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uma tabela com esse valores (Tabela 5.1).

Tabela 5.1: Resultados numéricos referentes ao autovalor de energia do estado fundamental (I = 0) da

molécula de hidrogénio confinada, em hartrees, para diferentes valores de &..

~

(He)cony &
-1,112032355 | 100
-1,118240252 | 50
-1,121281166 | 40
-1,126230030 | 30

-1,135531438 | 20

-1,154417231

—_
@)

_1,155511747

_1,154448895
-1,148137877
~1,128675430
~1,073752083
-0,910675988
-0,339899292
2,649424952

N | W [~ |t O | || ©

Analisando os dados da Tabela 5.1, é possivel, de maneira mais clara, evidenciar o
comportamento esperado para sistemas confinados, ou seja, que para grandes valores do
parametro de confinamento o autovalor de energia tende ao valor obtido para a molécula
livre (= —1, 1035 hartrees) e para pequenos valores a energia cresce, chegando a um valor
positivo para &, = 2. No entanto, através da construcao de um grafico com os valores da
Tabela 5.1 ¢é possivel evidenciar um minimo de energia (Figura 5.4).

Analisando o grafico da Figura 5.4, pode-se observar que, para valores proximos
a & =~ 9, encontra-se um minimo de energia. Tal minimo, como evidenciado para a
molécula de hidrogénio ionizada (Hy ) [7], indica uma maior estabilidade para a molécula
nessa regiao de confinamento.

Por fim, é possivel estimar o volume da cavidade quantica em que a molécula
apresenta maior estabilidade, o qual é dado pela expressao:

4
V = gmeQ, (5.15)
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Figura 5.4: Relagao entre o autovalor de energia do estado fundamental da molécula

hidrogénio confinada, em hartrees, e o parametro de confinamento, &..

onde M = &R% corresponde ao semi-eixo maior e m = Rgi, /€2 — 1 corresponde ao semi-
eixo menor do elipséide [23]. Logo, para a molécula de hidrogénio a cavidade quantica de

confinamento possui um volume de, aproximadamente, 154 A3.



Capitulo 6

A Molécula de Oxigénio (O9)

Diferentemente da molécula de hidrogénio, (H;), a molécula de oxigénio, (Os), é composta
por uma dupla ligacao quimica, sendo uma ligacao o e uma ligagao 7. Logo, a descricao da
molécula de oxigénio é uma tarefa mais complexa do que aquela realizada na modelagem
da molécula de hidrogénio.

Frente a complexidade inerente a modelagem da molécula de oxigénio, algumas
aproximacoes , foram adotadas para a obtencao de resultados. Dessa forma, apesar de cada
atomo de oxigénio possuir seis elétrons, sao considerados apenas os elétrons da camada
de valéncia (ou seja, consideremos apenas os elétrons que contribuem na composigao da
ligacao quimica).

No entanto, mesmo adotando a simplificagao mencionada na paragrafo anterior,
o problema ainda permanece altamente complexo. Assim, devemos descrever ambas as
ligacoes (o e m) de maneira independente utilizando a “aproximagcao de Hiickel”, reduzindo
substancialmente a complexidade do problema de forma que a analise consiga ser realizada
mais facilmente. A energia total, (ﬁo2>, da molécula livre é a soma de, pelo menos, trés
termos:

<IA{02> - <IA{82> + <H82> + Einterioresa (61)

2 o . N . ~ i T .
onde (Hp,) corresponde a energia referente a ligacao o, (Hp,) corresponde e energia
referente a ligacao m e o termo Ejieriores Tefere-se a contribuicao dos elétrons mais internos

da molécula de oxigénio.
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6.1 Molécula de Oxigénio Livre

6.1.1 Ligacao o

Iniciando pelo estuda ligacao o da molécula de oxigénio, o problema envolvendo a interagao
de dois atomo de Oxigénio com quatro elétrons resume-se a apenas interacao dos dois
atomos de oxigénio com dois elétrons constituintes da referida ligagao quimica. Logo, esse
problema assemelha-se ao problema analisado para a ligacao ¢ da molécula de hidrogénio.

Como feito no capitulo 5, através da utilizacao da Teoria do Orbital Molecular em
conjunto com a Teoria do Orbital de Valéncia, a fungdo de onda (orbital molecular) é
definida como a combinagao linear do produto de dois orbitais atomicos hidrogendides.
Entretanto, diferentemente do orbital utilizado no tratamento da molécula de hidrogénio,
os orbitais utilizados sao do tipo 2p, devido estes serem os orbitais que constituem a

ligacao o da molécula de oxigénio. Logo, o orbital molecular é:
o,({r};{R}) = N[93(1)05(2) + ¢5(2)P5(1)], (6.2)

sendo NV a constante de normalizacao do orbital molecular e ®7(j) o< 7;(;) cos(6;) exp (—2%’)

correspondem aos orbitais atomicos, onde ag é o raio de Bohr, i = A, Be j = 1,2. O sinal
+(-) indica que o orbital molecular ¢ ligante(anti-ligante). Assim, seguindo o procedi-
mento adotado no capitulo 5, o autovalor de energia da ligacao o da molécula de oxigénio
é:
JE K 1

+ )
1+S  Rup

onde Ep,, corresponde ao autovalor de energia do orbital 2p, do dtomo de oxigenio e J,

(HZ,) = 2Eo,, + (6.3)

K e S correspondem a integrais semelhantes aquelas mencionadas no capitulo 5.
Portanto, calculando-se os valores numéricos para as integrais J, K e 9, e a energia
do orbital 2p, da molécula de oxigénio, o autovalor de energia da ligacao o (ligante e anti-

ligante) é, em hartrees, aproximandamente:

. J+ K 1
HE Visoante = 2Eo, ~ —0,2091 6.4
< 02>l gant O D + 1 + S + RAB ( )
. J—K 1
HE Vi tioarse = 2, ~ —0,1126, 6.5
< 02> ti—ligant O2pm + 1 o S + RAB ( )

onde foi adotado para a molécula de oxigénio Rap ~ 2,275 bohrs [25].
Os valores obtidos, Egs. (6.4) e (6.5), sdo coerentes uma vez que o autovalor de

energia ligante é menor que o anti-ligante.
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6.1.2 Ligacao

De forma andloga aquela utilizada para a modelagem da ligacao o, o estudo da ligagao
m segue a mesma linha. Entretanto, para o estudo dessa ligacao, utilizamos um orbital
molecular construido por orbitais atomicos hidrogendides do tipo 2p,. Logo, o orbital

molecular nesse caso é:

0, ({r};{R}) = N[93(1)PR(2) £ 973(2)PR(1)], (6.6)

sendo N a constante de normalizagao do orbital molecular e ®7 (j) o< 74(;) sin(f;) exp ( —7;%)

correspondem aos orbitais atomicos, onde ag é o raio de Bohr, i = A, Be j =1,2. O

autovalor de energia da ligacao m da molécula de oxigénio é:

Jj:K+ 1
1+S  Rap’

(Hp,) = 2Eo,, + (6.7)

onde Eo,, corresponde ao autovalor de energia do orbital 2p, do atomo de oxigénio e J,
K e S correspondem a integrais semelhantes as mencionadas anteriormente.

Portanto, calculando-se os valores numéricos para as integrais J, K e 9, e a energia
do orbital 2p, da molécula de oxigénio, o autovalor de energia da ligagao 7 (ligante e anti-

ligante) é, em hartrees, aproximadamente:

- J+ K 1
H§ igante = 21 ~ —0, 2085 6.8
(H, Diigant O Y TE5 T Rap 68)
- J-K 1
<H02>anti—ligant6 - 2E02py + 1-5 + RAB ~ —O, 11647 (69)

onde, para a molécula de oxigénio, Rag =~ 2,275 bohrs.

Podemos observar que apesar de resultados proximos entre os valores de energia
das ligacoes o, Egs. (6.4) e (6.5), e m, Egs. (6.8) e (6.9). Entretanto, espera-se que eles ndo
descrevam o mesmo estado. Tal conclusao estda embasada no fato dos orbitais moleculares
utilizados para descrever as ligacoes o e m, Eqs. (6.2) e (6.6), serem ortogonais entre si,
ou seja:

[ W, ({r} {RDYS, (I} s {RY) av = o. (6.10)

No Apeéndice F é apresentado o programa usado no Maple para obter a solucao
da Eq. (6.10) e comprovar a ortogonalidade dos orbitais moleculares referentes as ligagoes

o e m. Neste caso, a proximidade dos resultados deve estar relacionada as aproximagoes

bastante restritivas adotadas no decorrer dos calculos, particularmente a aproximacao de
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Hiickel. Nessas condigoes, espera-se que o comportamento da ligagao m acompanhe o
comportamento da ligacao o. Assim, dentro das aproximagoes adotadas, a estabilidade

da molécula de oxigénio pode ser analisada apenas estudando a ligagao o.

6.2 Molécula de Oxigénio Confinada - Ligacoes 0 e 7

Ap6s o estudo das ligagoes o e m da molécula de oxigénio livre, temos o suporte necessario
para estudar as mesmas ligacoes sob regime de confinamento. Analogamente ao proce-
dimento adotado para o tratamento das ligacoes livres e para o estudo da molécula de
hidrogénio, utilizando o sistema de coordenadas eliptico, o confinamento também é in-
serido através do aprisionamento da molécula no interior de uma cavidade quantica com
geometria elipsoidal. Logo, a variavel restritiva também é a variavel eliptica &.

Os orbitais moleculares confinados referentes as ligacoes o e m também devem ser
construidos baseados nas Egs. (6.2) e (6.6). Inserindo o termo de confinamento, os orbitais

atomicos apresentam, para a ligacao o, a seguinte forma:

. Ti(j
D7 (j) ox (R - ri(j)) T4i(;) cos(6;) exp <_2c(zjo)> , (6.11)

onde R é o parametro de confinamento. Assim, convertendo a Eq. (6.11) para coordenadas

elipticas confocais, temos:
7 (j) o (fc - &(')) §i()i(5) €XP [—RM (&( )+ i ))] : (6.12)
i J )i Aag j j
De maneira analoga, para a ligagao m, os orbitais atomicos apresentam as formas:

. . Ti(j
DT (j) ox (R - Ti(j)) 74i(;) sin(6;) exp <—2§0)) : (6.13)

onde R é o parametro de confinamento. Logo, em coordenadas elipticas confocais, temos:

D7 (j) o (fc - gi(j)) \/5;2(]‘) - 1\/1 - 771'2(]‘) exp {_Jzzf (fi(j) + ni(j))} . (6.14)

Nas Egs. (6.12) e (6.14), temos que ¢ = A, B, j = 1,2 e £ é o parametro de
confinamento no sistema de coordenadas elipticas.

Analogamente ao caso livre, os autovalores de energia referentes as ligacoes o e
confinadas sao obtidos através da solu¢ao numérica (pois, como discutido no capitulo 5,
a restrigao da varidvel eliptica £ inviabiliza a solu¢ao exata) das seguintes equagoes:

JE+ K 1

1
1£5 ' Rup (6.15)

<H82,canf> = 2E02pz +
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JEK 1
1+S " Rap’

onde Ep,, corresponde ao autovalor de energia do orbital 2p, do dtomo de oxigénio

<ﬁgg,conf> = 2E02py + (616)

confinado, Eo,,, corresponde ao autovalor de energia do orbital 2p, do atomo de oxigénio
confinado e J, K e S correspondem as mesmas integrais j4 mencionadas no capitulo 5 e
na secao anterior.

A solugao numérica da Eq. (6.15), utilizando o orbital molecular composto pelo

orbitais atomicos da Eq. (6.12), proporciona os resultados expostos na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Resultados numéricos referentes aos autovalores de energia do estado fundamental (I = 0)

da ligacao o da molécula de oxigénio confinada, em hartrees, para diferentes valores de &..

<]:Igg,conf> &
-0,2184186186 | 100
-0,2284328533 | 50
-0,2337227250 | 40
-0,2429755537 | 30
-0,2631712210 | 20
-0,3351830416 | 10
-0,3520929120
-0,3726190016
-0,3969628329
-0,4237068998
-0,4455551258

ot | S | N | 00| ©

-0,4473530026 | 4,5

-0,4461341320 | 44

-0,4441715340 | 4,3

Analisando os dados da Tabela 6.1, é possivel evidenciar o comportamento esperado
para sistemas confinados, ou seja, para grandes valores do parametro de confinamento o
autovalor de energia tende ao valor obtido para a ligacao o livre (& —0,2091 hartrees)
e, para pequenos valores deste mesmo parametro os autovalores de energia crescem. No
entanto, através da construcao de um grafico com os valores da Tabela 6.1, é possivel
evidenciar um minimo de energia (Figura 6.1).

Analisando o grafico da Figura 6.1, pode-se observar que para valores aproximados
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-0,34 -
-0,36 -
-0,38 -
-0,40 - .
-0,42 -

0,44 -

-0.46 4——mr———————————————————

Autovalor de energia da ligagao ¢ molécula 02 confinada (em hartree)

Figura 6.1: Relagao entre o autovalor de energia do estado fundamental da molécula

oxigénio confinada (ligagao o), em hartrees, e o parametro de confinamento, ..

a b do parametro de confinamento, &., encontra-se um minimo de energia. Tal minimo,
como ja evidenciado para o fon de hidrogénio molecular [7] e para a molécula de hi-
drogénio, indica uma maior estabilidade para a ligagao ¢ nessa regiao de confinamento.
Analogamente ao estudo da molécula de hidrogénio confinada, é possivel estimar o vo-
lume dessa cavidade quantica de confinamento, dado através da Eq. (5.15), cujo valor é
de, aproximadamente, 110 A3

Por fim, é oportuno ressaltar que os calculos para os autovalores de energia da
ligacao m nao apresentam diferengas significativas quanto a regiao de estabilidade. Essa
condicao parece estar associada a aproximacao de Hiickel, que implica em uma estabilidade
para a ligacao 7 similar aquela obtida para a ligacao o. deve-se lembrar que a ligagao o

¢ tomada como base para descrever a ligagao m na aproximagao de Hiickel.



Capitulo 7

Conclusao

Autovalores de energia para a molécula de hidrogénio e para a molécula de oxigénio (lig-
acoes ¢ e m) foram determinados para o estado fundamental. Ambos os sistemas foram
confinados em cavidades elipticas, também proporcionando resultados de autovalores de
energia. Considerando o confinamento, algumas propriedades puderam ser observadas.
Em especial, observamos que, para ambos os sistemas, a energia eletronica indica a exis-
tencia de uma regiao de maior estabilidade. Entende-se por estabilidade quando o sistema
possui o menor valor de energia, isto pode ser percebido na regiao onde o parametro de
confinamento proporciona uma energia menor para o sistema em comparac¢ao ao sistema
livre. A Figura 5.4 indica uma maior estabilidade da molécula de hidrogénio para um
parametro de confinamento da ordem de &. = 9, cujo volume estimado da cavidade de
confinamento é, aproximadamente, 154 A3, Jia Figura 6.1 indica uma maior estabilidade
da ligacao o da molécula de oxigénio para um parametro de confinamento da ordem de
&, ~ b, com valor estimado para o volume da cavidade de confinamento de, aproximada-
mente, 110 A3.

A andlise da energia vibracional para a molécula de hidrogénio (Capitulo 4) mostra
que a energia devido a este tipo de movimento cresce continuamente com o aumento do
raio de confinamento, nao afetando a estabilidade encontrada para a energia eletronica.
Isso pode ser evidenciado observando que a regiao onde o confinamento afeta a energia vi-
bracional ocorre, tipicamente, para R ~ 1,5 A(AX ~ 2) (Tabela 4.1) enquanto o minimo
de energia eletronica ocorre para um valor do semi-eixo maior do elipséide aproximada-
mente igual a 3,33 A, sendo o semi-eixo maior dado pela expressao M = &R%.

O Método Variacional aliado a Mecanica Quantica Supersimétrica se mostrou
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util para o estudo de sistemas que nao possuem solucdo analitica/exata da equagao de
Schrodinger, como é o caso da molécula de hidrogénio ionizada [7]. Nesse caso, a superél-
gebra forneceu elementos para determinar orbitais moleculares adequados para serem uti-
lizados no Método Variacional para a determinacao do autovalor de energia para o estado
fundamental em funcao do confinamento, mesmo sem a introducao de parametros varia-
cionais. Seguindo a mesma linha, para o estudo de moléculas mais complexas (moléculas
de hidrogénio e oxigénio) utilizamos a mesma abordagem empregada com sucesso no es-
tudo da molécula de hidrogénio ionizada.

Assim, assumir o orbital molecular como combinacao linear de orbitais atomicos
hidrogendides 1s [10] permite a obtengao do autovalor de energia eletronica do estado
fundamental da molécula de hidrogénio. Para a molécula livre, o valor determinado foi
de, aproximadamente, -1,1035 hartrees. O erro obtido neste caso é, aproximadamente,
5,2 % em relagao aos valores encontrados numéricamente por simulacao de Monte Carlo
Quantico [26], o qual é de -1,16367 hartrees. Essa diferenca pode ser entendida se obser-
varmos que foi desconsiderada a energia vibracional e rotacional nos cédlculo feitos nesse
trabalho. Como esperado, foi observado que, utilizando o orbital molecular inspirado
pela superalgebra, os autovalores de energia para a molécula de hidrogénio confinada se
aproximam do valor obtido analiticamente para o caso livre quando se considera valores
grandes para o parametro de confinamento.

A abordagem proposta para a molécula de oxigénio baseou-se na anélise indepen-
dente das ligagoes que compoem a referida molécula. Dessa forma, a analise de cada
ligacao foi possivel utilizando toda a abordagem proposta para a molécula de hidrogénio.
Entretanto, foi preciso tomar cuidado na construcao dos orbitais moleculares, uma vez que
para a ligacao o se utilizou orbitais atomicos hidrogendides do tipo 2p, e para a ligacao m
se utilizou orbitais atomicos hidrogendides do tipo 2p,. Os resultados obtidos para ambas
as ligacoes sao consistentes com as aproximacoes adotadas, observa-se que os autovalores
de energia crescem a medida que o regime de confinamento aumenta. E oportuno destacar
que os orbitais moleculares referentes as ligacoes o e 7 sao ortogonais entre si.

Em termos de sistemas biolégicos, os resultados obtidos apontam para uma possivel
aplicacao de confinamento quantico na descrigao de propriedades de proteinas. O sitio
ativo de proteinas pode ser entendido como uma cavidade, isolando o composto em seu

interior do meio circundante. De acordo com a Ref. [27], o volume médio das cavidades
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que constituem os sitios ativos em proteinas varia entre 100 - 1000 A3, Como pudemos
observar, os resultados obtidos para as moléculas estudadas proporcionaram valores de
volume das cavidades quanticas de confinamento dentro do limite estabelecido, 154 A3
para a molécula de hidrogénio confinada e 110 A3 para a molécula de oxigénio confinada.
Como sao molécula diatomicas e, portanto, pequenas se comparadas a outras moléculas
presentes no sistema vivo, é compreensivel que os volumes envolvidos estejam proximos
ao limite inferior do tamanho dessas cavidades.

Concluindo, vale ressaltar que, diante dos resultados obtidos neste trabalho, o con-
finamento pode ter um papel importante no transporte de substancias por proteinas. No
caso da hemoglobina, o confinamento pode servir para dar maior estabilidade a molécula
de oxigénio durante seu transporte no sistema bioldgico, evitando reacoes indesejaveis

dessa molécula altamente reativa durante tais processos.
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Apeéendice A

Energia Eletronica da Molécula de

Hidrogénio (H»)

O valor esperado do operador Hamiltoniano eletronico referente a molécula Hy é expresso

por:

U (RD AL} {R)) dV
o = = Ly B RV (A1)

onde a funcao de onda eletronica, definida de acordo com a “Teoria da Ligacao de

Valéncia”[10], é U ({r};{R}) = N[Pa(1)Pp(2) £ P4(2)P5(1)] e 0 operador Hamilto-

niano eletronico, em unidades atomicas, ¢ H, = —itv?-iy2 L L 1 _ 1
2 2 TAM)  TA® B  TB®
1 1
r12 - Rap’

Definamos os produtos de orbitais atomicos ®4(1)Pp(2) e P4(2)Pp(1) por fi e
fa, respectivamente. Tal atribuicao visa proporcionar uma reducao no tamanho das inte-
gracoes que serao apresentadas.

Inicialmente, calculemos a integral referente a normalizacao da funcao de onda
molecular eletronica, a qual se encontra no denominador da Eq. (A.1) e deve ser igual a

unidade:
o [Pe({r} s {R})PdV =

N ([ gravs [ pfadv [ pravs [ gav) =1 (A2)

Considerando os orbitais atomicos normalizados, consequentemente f; e fy tam-
, ~ . . . 2 2 Y
bém o sao. Assim, as integrais [, f; dV e [y, f5 dV possuem valores unitarios. As duas

integracoes restantes, [, fifodV e [, fof1 dV, sao iguais e sao denominadas integrais de
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QOverlap, ou seja, medem o quanto uma funcao esta sobreposta a outra. Logo, apds um

pouco de manipulacao algébrica, a constante de normalizacao do orbital molecular é:

1
N= - A3
V2425’ (4.3)

onde S representa a integral de Quverlap.

Desenvolvendo a integracao referente ao numerador da Eq. (A.1), temos:

|y (B Ay (B aV = N [ (frs R) Ho (i f2) aV, (A)

onde podemos separar a integracao resultante em quatro partes através da distributiva

dos termos:

A~

Jv(fi £ fo)He (fr £ f2) dV =

| RV E [ ffpav s [ plfiav s+ [ plpav. (A)
14 |4 |4 \%4

Particionando o operador Hamiltoniano eletronico como:

7 () = 12 _ 1 /i 1 4 1
sendo H;(j) = —5V; oy © H = R + 5 podemos separar cada uma das

integrais da Eq. (A.5) em mais quatro:

fV flljlefl dVv =
. R . 2
/VfIHA(Ufldv+/VflﬂB(z)fldv+/vf1H’f1dv+/VRf;B av,  (A.6)
fV fQﬁefZ dv =
. . . 2
/V FoHLa(1) fo dV + /V FoHp(2)fodV + /V FH fydV + /V Rij v, (A7)

fy fiH fodV =
/VfIHA(l)fgdv+/VflﬁB(z)dev+/vf1ﬁ'f2dv+/vg;dw (A.8)

fV fQIA{efl dv =
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f2fi
FodV (A9)

Por simetria, as integrais referentes as Eqgs. (A.6) e (A.7) s@o iguais, assim como as

/VfQHA(1)f1dv+/VfQﬁB(z)fldv+/vf2ff’f1dv+/V

integrais nas Eqs. (A.8) e (A.9) também sao iguais. Portanto, basta resolvermos apenas
duas, das quatro integrais acima, para obtermos o valor esperado do operador Hamilto-
niano eletronico para a molécula Hs.

Inicialmente, resolvamos a integral referente a Eq. (A.6). As duas primeiras inte-
grais, [, f1HA(1)f1dV e [, fiHp(2)f1 dV sdo facilmente resolvidas utilizando as equacoes
de autovalor Ha(1)®4(1) = Ep, ®a(1) e Hz(2)®5(2) = Epy, ®5(2), respectivamente.
Portanto, devido os orbitais atomicos serem normalizados, a integral da Eq. (A.6) resulta

e1n:

. |
/ FH AV = 2By +J+ —— (A.10)
1% Rap

onde Ey, corresponde ao autovalor de energia do estado fundamental para o dtomo de
hidrogénio e J = [, f1H'f1 dV é chamada de integral de Coulomb.

Analogamente, a integral referente a Eq. (A.8) também é resolvida utilizando as
mesmas equagoes de autovalor mencionadas no paragrafo anterior. Entretanto, neste caso,

o resultado fica dependente da integral de Ouverlap:

. S
/leedeV: 2Eu, S+ K+ (A.11)
1% Rap

onde K = [, fllf[/fg dV é chamada de integral de Troca.

Finalmente, apds todos os calculos efetuados, a integral do numerador da Eq. (A.1)

/v|\lle({r};{R})|2dV:N2 4Ey,, (1iS)+2(JiK)+R2(liS) . (A12)

AB
onde, substituindo a Eq. (A.3), obtemos a expressao final referente ao valor esperado do

operador Hamiltoniano eletronico para a molécula Hy:

J:I:K+ 1
1+S  Rap

(H.) =2Ey,, + (A.13)



Apeéendice B
Calculo da Integral S

O objetivo deste apéndice é resolver analiticamente, para a molécula Hy, a integral de
Owverlap S definida no apéncice A. Como ja foi discutido no capitulo 5, a funcao de onda
eletronica é definida como combinagao linear dos orbitais atomicos moleculares em acordo

com a “Teoria da Ligagao de Valéncia”, os quais foram definidos da seguinte forma:

&,(j) = = exp (-2, (B1)
\/ Tag ao

onde ag é o raio de Bohr, 1= A, Be j=1,2.

O sistema de coordenadas a ser utilizado devido a geometria da molécula é o eliptico
confocal, o qual é definido a partir das relagdes contidas na Eq. (5.10). Logo, podemos
resolver a integral S sem maiores problemas.

A primeira integral de Owerlap pode ser separada no produto de duas integrais

como mostrado abaixo:

S= [ @a)@s@)0a20(1)dV = [ @a(1)05(1)dV: [ da@)0s2) Ve (B2)

i Vo

Cada uma das integrais no produto acima possuem valores iguais, e portanto,
basta que resolvamos apenas uma delas. Reescrevendo uma destas integrais em fungao

das coordenadas elipticas confocais, temos:

fiy @4()@p(1) dVi = Ly Ji, exp [ 020N gy —

ag

1 2 pl 00 3
— / / exp (— RAB&) Rg“g (& —n7) dadmdep. (B-3)
—-1J1

mad Jo ap

A integral em ¢ vale 27, e as duas restantes sao dependentes entre si. Logo,

resolvamos primeiro a integral em 7, (integracao de polindémio) e posteriormente a integral
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em & (integragdo por partes):

Qo

[ @ames(yav; - ]Eg [ e (—RAB§1> [ (&) dm]de.

A solugao da integral em n; é:

[ (& m)am =26 -2

Assim, a integral em & é:

[ e (— Rjj&) (26— 3) a,

cujo a solucao, integrando por partes, é:

J7° exp (—Hans) (2¢2 — 2) dg; =

1 2 2 2 ap Rap
2a3 - = (—) :
[ CLO (a%RAB + CLQRI%‘B + RilB) 3RAB‘| exp Qo

Substituindo a Eq. B.7, o valor da integral na Eq. B.4 é:

R 1 (Rap\? R
D4(1)0p(1) dV; = [1 U L ] oxp (-1,
o 3\ ag aop

|4t

e, portanto, a integral de Querlap vale:
2

R 1 (Rap\> R
S = [1 + A8 (AB) ] exp (—2”) ~ 0, 5668,
ag 3 Qo ag

25

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

onde ayp = 1 e, para a molécula de Hidrogénio, Rap ~ 1,4, ambos os valores dados em

bohr.



Apéndice C
Calculo da Integral K

O objetivo deste apéndice é resolver analiticamente, para a a molécula de Hidrogénio, a
integral K definida no apéncice A. Como ja foi discutido no capitulo 5, a fun¢ao de onda
eletronica é definida como combinagao linear dos orbitais atomicos moleculares em acordo

com a “Teoria da Ligagao de Valéncia”, os quais foram definidos da seguinte forma:

By(j) = — exp(—”(j)>, (1)

v/ mad ao

onde ag é o raio de Bohr, i = A, Be j=1,2.

O sistema de coordenadas a ser utilizado devido a geometria da molécula é o eliptico
confocal, o qual é definido a partir das relagoes contidas na Eq. (5.10). Logo, podemos
resolver a integral K sem maiores problemas.

O procedimento para a solucao da integral K é analogo ao efetuado no apéndice

B na solucao da integral de Ouerlap. Logo, antes de resolvé-la, definamos a integral K:
K= / O 4(1)Dp(2) H'® 4(2)D (1) AV, (C.2)
1%

o 11 1 i i &
onde H' = R + 5 Assim, podemos separar a integral da Eq. (C.2) nas trés

integrais a sequir, as quais resolveremos separadamente:

K= — fV PA(1)Pp(2)2a(2)PE(1) AV — fV PA()PE(2)PA(2)P5(1) av+

TA(2) TB(1)

dv. (C.3)

| B (1) (2) 4(2)D (1)
1% 12
DHPp(2)24(2)2p(1) dV:

TA(2)

(1) Resolvendo a integral f,, 24t

/cpA(l)@B(z)@A(z)@B(l) av = [ 2R g Depyav. (C4)
v TA(2) T "
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A integral f[;, ®4(1)®5(1)dV; nao precisa ser analisada, pois ja foi calculada no

apendice B. Entretanto, a integral [y, % dVy deve ser calculada:
(ra(2)+rp(2)
D4 (2)Pp(2 1 eXp | =
[ a0y, L ow[PHERH] ©5)
Va TA(2) Tag JVa TA(2)

Reescrevendo a integral acima em funcao das coordenadas elipticas confocais,

temos:

AB§2)

(I)A(Q)‘DB( ) 27 00 exp RAB )
E— désdmydy.  (C.
/Vz TA(Q) ‘/2 7TCL0 / / RAB 5 +7]2) ) (52 ) 52 neap (C 6)

Andlogamente ao caso anterior, a integral em ¢ vale 27 e as duas restantes sao
dependentes entre si. Logo, resolvamos primeiro a integral em 7, (integragao de polindémio)

e posteriormente a integral em &, (integragao por partes):

/V2 Pa2)®5(2) ) fis | e <_RABf2> U_ll (& —m)dm|de.  (CT)

TA(2) 2a3 ag

A solucao da integral em 1), é:

1
/4 (&2 = m2) dnjp = 2&. (C.8)
Assim, a integral em &, é:
o0 R
/ exp (— AB&) 265dEs, (C.9)
1 Qo
cujo a solucao, integrando por partes, é:
o Rapéo ap \* , 2ag Rap
26ad ( ) (— ) . C.10
/1 eXp< o )552 l Ron +RAB]eXp ” (C.10)
Substituindo a Eq. (C.10), o valor da integral na Eq. (C.7) é
DA(2)Pp(2 1 R R
/ 24(2)25(2) )dV2: (—i-gB)exp (— AB), (C.11)
Va T A(2) agp ag agp
e, portanto, a solugao da integral [, q)A(l)q)BgZ;‘(Z)@B(l) dv é:
[ ARSI (LR A L) (P
v T A(2) ag a2 3 ad 3 af ag
(C.12)
(2) Por simetria, a integral f, 2 )i’Bsﬂ;i‘)“@)QB(l) dV é igual a resolvida em (1).
Logo:
DA(1)Pp(2)Pa(2)Pp(1 R 4 R? 1 R} R
/ A(D)®5(2)24(2)05(1) o) <+2 ap AR 1 iB)eXp(_2 AB)_
1% TB(1) ap ag 3 ap 3 ap ao

(C.13)
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2A(1)2p(2)24(2)®p01
T12

Quanto a integral [y, Lay (chamada integral de dois-centros K),

devido sua complexidade, é resolvida em detalhes no Apéndice E. O valor da integral

fV PaA(1)PB(2)2a(2)Pp(1 dV é:

r12

fy SRR = o (3 - lan — T exp (~212) +
6.1 Tg <C+1 RAB) + S”E, ( 4RA”9> — 2V/SYE; (—2RAB> : (C.14)
5 Rap ag ag ag

ag ao

onde C é a constante de Euler, S' = [1 Rap 4 1 (RAB> ] exp (RAB> S corresponde a

integral calculada no apéndice B, e E; (—x) = — [ Mdt com x > 0, corresponde a

T

um fator chamado “Integral Logaritmica”.

Portanto, o valor aproximado da integral K é:
K ~ —0, 5646, (C.15)

onde foi usado que C' ~ 0,5772, E; (—4%) ~ —0,0006, E; (—2%) ~ —0,0168, ay =1

e, para a molécula Hy, Rap ~ 1,4 (os dois tltimos valores dados em bohr).



Apeéendice D
Calculo da Integral J

O objetivo deste apéndice é resolver analiticamente, para a a molécula H,, a integral J
definida no apéncice A. Como j4 foi discutido no capitulo 5, a fungao de onda eletronica
¢ definida como combinacgao linear dos orbitais atomicos moleculares em acordo com a

“Teoria da Ligacao de Valéncia”, os quais foram definidos da seguinte forma:

By(j) = — exp(—”(j)>, (D.1)

onde ag é o raio de Bohr, i = A, Be j=1,2.

O sistema de coordenadas a ser utilizado devido a geometria da molécula é o eliptico
confocal, o qual é definido a partir das relagoes contidas na Eq. (5.10). Logo, podemos
resolver a integral J sem maiores problemas.

O procedimento para a solugao da integral J também ¢é andlogo ao efetuado no
apéndice B na solucao da integral de Owerlap. Logo, antes de resolvé-la, definamos a
integral J:

J= / O 4(1)Dp(2) H'®4(1)D5(2) dV, (D.2)

711 ~
onde H' = R + .5 Assim, podemos separar a integral da Eq. (D.2) nas trés

integrais a sequir, as quais resolveremos separadamente:

— _ [ 2a)® P4(1)°®p(2)°
J=—[,-2 TA(Q) dv — [, 2al TB(l)B dV+
D4(1)2Pp(2)2
\%4 T12
. D4 (1)2P5(2)2
(1) Resolvendo a integral [, Tuf av:
D 4(1)2Pp(2)2 P
/MdV: a0 v [ ap@2avs, (D.4)
Vv TB(1) Vi TB(1) Va
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A integral [, ® 5(2)*dV; vale a unidade devido os orbitais atdmicos estarem nor-

malizados. Entretanto, a integral fvl - () dV deve ser calculada:

RAB(€1+771 }

[ = [ S o - )t 09

Analogamente as integrais resolvidas anteriormente, a integral em ¢ vale 27 e as

duas restantes sao dependentes entre si. Logo, resolvamos primeiro a integral em &; e

posteriormente a integral em 7; (ambas utilizando integragao por partes):

2 2 00
/V Pall) RAf /_11 exp <—RAB771> [/1 exp <—RZB€1> (& + 771)d§1] dm. (D.6)

rB(l) 2&0 ao 0

A solucao da integral em & é:

o RapG | ao ap \? Rap
/1 exp <— o ) (&1 +m)dé& = [RAB (m+1)+ <RAB) ] exp <— p” ) . (D7)

Assim, a integral em 7, é:

1 Ragn ap \? Rap
[1 P < ag ) [RAB (771 + 1) + <RAB> ] P <_ ao ) d7717 <D.8)

cujo a solucao é:

P (-25) [t 10+ 5 o (25 -

ap \2[ ap Rap
2 ( ) (1 + ) ex (—2 ) D.9
Rap/ LRap Rap) P o (D:9)
Substituindo a Eq. (D.9), o valor da integral na Eq. (D.6) é
D4(1) 1 11 Rap
mim (L D (f) o
/V1 TB(1) "7 Rap Rap  ag P ao ( )
e, portanto, a solucao da integral [, %ﬁfﬂy dV é:
D4 (1)2D5(2)? 1 11 Rap
dV——(+ )ex (-2 ) D.11
/V TB(1) Rap Rap a0 ao (D-11)
(2) Por simetria, a integral [, % dV é igual a resolvida em (1). Logo:
D 4(1)2Pp(2 1 1 1 R
/ Mdv——— (+ )exp <—2 AB). (D.12)
1% TA(2) Rap Rap  ag ag

24(1)?®@p(

-~ 2% qv (chamada integral de dois-centros J), analoga-

Quanto a integral [;,

mente a integral de dois-centros K definida no Apéndice C, trata-se de uma integral
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complexa. Entretanto, seu método de solucao é analogo ao utilizado para resolver a inte-
gral de dois-centros K. O Apéndice E tem o papel de auxiliar na sua solugao. Assim, o

valor da integral [, W dv é:

2 2 2
/ D4(1) P52 1 ( L 11 3R +1RAB>eXp (_QRAB)
14

19 " Rup \Rup  Say 4 a? 6 a ag
(D.13)
Portanto, o valor da integral J, em unidades atomicas, é:
1 1 51 3Rap 1R%y < RAB>
J=—— —_—t - == —2—— | ~ —0,7164 D.14
RAB * (RAB + 8&0 4 CL% 6 (I% P Qo ’ ’ ( )

onde ag = 1 e, para a molécula de Hidrogénio, R4p ~ 1,4, ambos os valores em bohr.



Apeéendice E
Integrais de Dois-Centros

O objetivo deste apéndice é analisar e resolver as integrais de dois-centros K e J definidas
nos Apéndices C e D, respectivamente. Como ja foi discutido no capitulo 4, a funcao de
onda eletronica é definida como combinacao linear dos orbitais atomicos moleculares em

acordo com a “Teoria da Ligagao de Valéncia”, os quais foram definidos da seguinte forma:

: 1 Ti()
¥i(j) = = exp ("), (B1)
\/mad o

onde ag é o raio de Bohr, i1 = A, Be j=1,2.

Para resolver estas integrais, serao utilizados os sistemas de coordenadas esférico,
comum no tratamento de problemas tridimensionais, e o eliptico confocal, o qual é definido
a partir das relagoes contidas na Eq. (5.10).

Devido sua menor complexidade, a integral de dois-centros J é escolhida para ser

1

resolvida primeiro. Entretanto, ¢ preciso definir a fragao - como uma expansao em

coordenadas esféricas:

< K —m)! r(a)”
1 S>> EZ n :mB: ; (l())kHP,Lml (cos0y) P,lm| (cosBy)exp [im (p1 — po)],  (E.2)

™2 Zom——k

onde 715 é a distancia entre dois pontos no sistema de coordeandas esférico (71,01, ¢1) €

(re,02,¢2), r (a) e r (b) correspondem ao menores e maiores valores de r; e ry, respectiva-

mente, e as fungoes P,Lm‘ (cos ) sao fungdes associadas de Legendre.

Para facilitar a solucao da integral de dois-centros J, esta é resolvida em duas

LJ)Q dVy. E importante men-

. , . e e . . )
partes, ou seja, sera resolvida inicialmente a integral [y, -
cionar que a solucao desta integral em duas partes somente é possivel devido a inde-

pendéncia entre as variaveis eletronicas.
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O sistema de coordenadas adotado para a solugao da integral [, %(;)2 dVvy é o
esférico. Devido a fungdo ®4(1) ser esfericamente simétrica, os indices k e m devem
ser nulos uma vez que fo% exp (imp) dp = 0 se m é um inteiro diferente de zero e
Jo Pr (cosf)sinfdf = 0 se k diferente de zero. Logo, a integragdo no angulo sélido

resulta em 47 e a integral desejada resulta em:

Dy(1)? o Dy(1)?
dV, =4 . E.
/V1 - Vi 7'('/0 ) ridr (E.3)

Para resolver a integral na Eq. (E.3), temos que separd-la quebrando seu limite
de integracdo. Ao aplicar este método, a fungao r (b) pode ser substituida por valores

efetivos. Assim, temos:

0o P,(1)2 1 r o
/ A( ) T% d’f’l _ / 2 (I)A(l)QT% d?”l + / @A(l)%”l drl. <E4)
0 r (b) r2 JO 2

Substituindo as Egs. (E.1) e (E.4) na Eq. (E.3), através de métodos elementares

de integragao, obtemos que:

/1/1 Qal)” - L [1 - (1 + 7"2) exp (—2”)} . (E.5)

12 T Qo Qo

Para finalizar o cédlculo da integral de dois-centros J, devemos multiplicar a ex-
pressao da Eq. (E.5) por ®5(2)? e integrar sobre as coordenadas do elétron 2. Ao fazer
isto, devemos lembrar que as quantidades que foram denotadas por r; e 7, nas Egs. (E.5) e
(E.4) sao na realidade r A(1) € TA(2), uma vez que estamos lidando com o sistema de coorde-
nadas esféricos centrado no atomo A. Entretanto, ao considerar o outro atomo da molécula
(d&tomo B) devemos mudar o sistema de coordenadas adotado para terminar o célculo da
integral de dois-centros J. Logo, o sistema de coordenadas adequado a este novo problema
é o eliptico confocal (o qual é definido a partir das relagdes contidas na Eq. (5.10)), sendo o
atomos centrados em seus focos. Portanto, reescrevendo a Eq. (E.5) em coordenadas elip-
ticas confocais, ou seja, m {1 — exp {—% &+ 77)} [1 + 1;%{‘)‘3 &+ 77)} }, e definindo

esta por f (£,n), temos:
Jyy 2A0LE@2 iy — Ly

/02W/_11/100f(£7n)exp {_}2‘23@_77) REB

Cada termo nas integrais da Eq. (E.6) pode ser fatorada em fungoes independentes

(&2 = n?) dédndp. (E.6)

de £ e n, sendo necessarios apenas métodos elementares para a resolucao das respecti-

vas integrais. Finalmente, resolvendo as integrais da da Eq. (E.6), obtemos o resultado
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analitico da integral de dois-centros J:

D 4(1)2Dp(2)> 1 1 111 3Rap 1R%; < RAB)
= P WV —+=—+= — 4B —2—22) . (E.7
/V T12 RAB RAB * 8 Qo * 4 CL% + 6 CL% P Qo ( )

Para resolver a integral de dois-centros K, o procedimento que sera utilizado na
solugao difere um pouco do adotado na solucao apresentada para a integral de dois-
centros J, ou seja, devido a independéncia entre as varidveis eletronicas, esta também
sera resolvida em duas partes. Neste caso, inicialmente devemos determinar a energia
potencial eletrostatica do elétron 1 no campo da distribuigao nao-esférica ®4(1)Pg(1) e
integrar sobre as coordenadas deste mesmo elétron. Entretanto, diferentemente do caso
anterior, o sistema de coordenadas adotado sera, para as duas partes da resolucao, o
eliptico confocal [28]. Logo, devemos utilizar a expansao da razao % em coordenadas

elipticas confocais (expansao de Neumann), que é definida como:

s = Tag Lo Zme—k (—1)™ (2K +1) x

ri2 ~ Rap

k - ' ? m m m m .
] @@ O ) P el (- ), (B9
onde as coordenadas dos dois elétrons sao (§1,11, 1), € (&2, M2, ¥2), & (a) é 0o menor e & (b)

é o maior antre as quantidades &; e &. As funcoes P,lm| sao fungoes associadas de Legendre

[m|
k

e as funcoes sao funcgoes associadas de Legendre de segundo tipo.

Portanto, para determinar a primeira parte da integral de dois-centros K, ou seja,

PA(1)Pp(1
fv1 A()®p(1)

2= dV1, deve-se subtituir a Eq. (E.8) e integrar sobre o elemento de volume

eliptico. Devido a distribui¢ao ®4(1)® (1) possuir simetria azimutal o indice m deve ser

nulo. Assim, temos:

Jy, 24028 g7 — Fan Lshee (of 4 1) x

r12 ag

/OQ,T /11 /1°° exp (_RABg1> Py € (a)] Qx [€ (b)] P (m) Pr (m2) (55 _ ,ﬁ) dérdmdpr. (E.9)

Qo
A integral em ¢ é elementar e vale 2r. Podemos simplificar integracao da Eq. (E.9)
utilizando a condicao de ortogonalidade das funcoes de Legendre, ou seja:

/1 Pk (:IZ‘) Pk/ (:L‘) dr = 5k,k/- (ElO)

—1
Na Eq. (E.9), amenos do fator Py, (1), existem termos independentes de 7, e termos

proporcionais a 7. Logo, sendo P (1) igual & unidade, qualquer quantidade independente

de m; corresponde a uma constante multiplicando Py (1;). Assim, a integracao do seu
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produto com qualquer Py (1) para k # 0 resulta em um resultado nulo. Em outras
palavras, na medida em que consideramos os termos que envolvem a quantidade 7? a
partir do fator (£ —n?), o unico termo nao nulo no somatério sobre k é quando k = 0.
Anélogamente, sendo P () = (n — f) temos que n* = $Py(n) + 2P, (1), ou seja,
sendo n? uma combinagao linear de Py (n;) e P (11), os termos niao nulos no somatério
sobre k sao aqueles para k =0¢ k = 2.

Portanto, apés as consideragoes acima, o somatoério na Eq. (E.9) contém apenas os
termos onde k igual a 0 e 2, ou seja, a primeira parte da integral de dois-centros K a ser
resolvida é particionada em duas integrais:

R2

Jyp 220220 qvy = Lm0 exp (—R42G) Qo [€ (8)] (€8 — 1) déadim+

ZRaiB / / Xp ( > (€ (0)] P2 (m) Py (2) (€8 = 7)) déady, (E.11)
onde Qp (z) = 11n<z+i> eQQ( ) = ( *>1H<§+%) %$

Resolvendo as integrais em 7y, a Eq. (E.11) resulta em:

fy, 2200200 v, = T g exp (~Ba26) Q€ () (65 - ) dea

2R, .
3 a0 Pyne) | exp (_

06) Pl (@] Q¢ (8)] . (E12)

Para resolver as integrais em &;, devemos utilizar um método analogo ao utilizado
para resolver a integral da Eq. (E.3), ou seja, devemos quebrar os limites de integragao
para substituir as fungoes Qo[£ (b)], P2 [£ (a)] e Q2 [€ (b)] por valores efetivos. Assim, a
Eq. (E.12) resulta em:

iy B v = T (5) [ e (- 2260) (6 - ) deat

T12

eIy exp (~Rara) (6 - ) n (85) der -

S (=) [( =) () - 20 o (e (6 5) der-

15 (1-1) (6D [ oo () (- (e ]

(E.13)

Na Eq. (E.13) existem trés integrais distintas, que sdo soliveis através de métodos

elementares. As solugoes das duas mais simples sao:

Fexp (—azg) (& - §) dey = 25
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R2
{S — exp (— > [ Rap ‘gB (55 — 1)] } (E.14)
2 ag
00 R 2 R
/ exp ( ~ §1> §1d& = <1 + far 52) exp ( A8 §2> (E.15)
&2 R Qo

onde S—exp( RAB) (1—)—12‘;3_._;}24(2?).

A integral restante, também soltivel por métodos elementares, é um pouco mais

complexa de se resolver. Entretanto, para facilitar seu calculo, podemos separa-la através

de propriedades logaritmicas, ou seja:
0o R 2 1 &1+1 _
Je exp (=) (68 = 5) n (B25) dea =

R’ZB&) (éf — ;) In (& +1) dél—/: exp (— %;B&) (ﬁf - ;) In (& — 1) d&y.
(E.16)

/ exp (—
&2

Podemos observar que as integrais na Eq. (E.16) diferem apenas no sinal no
argumento do logaritmo natural. Assim, através do método de integracao por partes
([ udv), podemos resolver ambas as integrais simultaneamente definindo u = In (& £+ 1)

e dv = (ff — %) exp (—}%JB&) d&,. Apos aplicar este método de integracao, o resultado

obtido é:
J&exp (—Razg)) (& = L) In (& £ 1) d =
Al o () [L+ e+ 15 (G- 1) m@ e )+
o [ o] [ (e ) - (s ) 5o

(E.17)
onde, na ultima integral, utilizou-se a mudanca de varidavel x = & + 1.
Na Eq. (E.17), apds separar a integral existente, surgem trés integrais distintas

com os resultados a seguir:

o0 Rap agp { Rap }
— dr = —— - +1 E.1
/5211 exp( ” x) x Run exp ” (& ) (E.18)
o) 2
/ & exp (—RABJU) dx = a20 p [—RAB (e £1) (1 + RAB& + RAB) (E.19)
Eot1 Qo RAB Qao ap
/oo exp (_ RAB£> dr _ _E, [_RAB (& + 1)} (E.20)
fz:tl a/[) e a,o

onde a integral da Eq. (E.20) é conhecida como Integral Logaritmica.

Substituindo as Egs. (E.18), (E.19) e (E.20) na Eq. (E.17), obtemos a solucao
para a integral [2° exp (—I%Bfl) (ff — %) In (& £1)d¢;. Consequentemente, a integral
da Eq. (E.16) é:
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Je exp (=) (68 - ) n (857) dér =
(—amgy) |1+ Bangy + 10 (8 - 1) m (8254 -

{S’ -2 (g4 )] - 5B -2 (- )] e (- 220) ) Ba)

0 0

3
a30
Rip

RAB
onde S ja foi definido anteriormente e S’ = exp (]%B) (1 RAB + ;)RGAQB )
0

Finalmente, apds resolvidas todas as integrais componentes da Eq. (E.13), o resul-

tado da primeira parte da integral de dois-centros K, [y, % dVy, é:

foy SR av; = o [1- % (8 - 5) (6 - §)]

{Sl(g5) - $'B: [ 42 (e + D] + B [-F2 (@ - D] - e (- Fi26) | +
gRiB ( 5 — ) {52 — exp( RAsz) 1P;AB + &+ 1@52 } (E.22)

O préximo passo para resolver a integral de dois-centros K é multiplicar a Eq. (E.22),
que corresponde ao valor da energia potencial na posicao do elétron 2 produzida pela den-
sidade de troca de carga ®4(1)®p(1), pela densidade de troca de carga ®4(2)Pp(2) e
integrar sobre o elemento de volume dV5. Neste caso, o integrando ¢ independente da
variavel oy e, portanto, o resultado da integracao sobre dyy é 2m. Também é possivel
notar que a Eq. (E.22) é independente de 75 ou é dependente da expressao (52 — f) que
é proporcional a fungao P, (15). Quanto ao termo (£2 — n3), proveniente do elemento de
volume dV5 em coordenadas elipticas, este pode ser reescrito como (522 — %) — (7}% — %)
gerando um termo independente de 75 e outro proporcional a P, (1;). Logo, integrando

sobre a dny, devemos resolver apenas dois tipos de integrais, as quais resolvidas a seguir:

1
/ dn = 2 (E.23)
-1

a2 m=t -

Substituindo as integrais das Eqs. (E.23) e (E.24), além do valor da integral sobre

dps (que vale 27), temos:

R? 0o
J 2B g7 3 ey (San,) (6 1)

{5 (&4

) = S'E; [~ 1R (& + )] + SE; |4z (& — 1)] - Ham exp (- f126,) f et
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1 R o0 R R 1R 1R
o8 [Top (228 [o5 —ew (-2226 ) (T2 + &+ 52283 | des
5 ap 1 ag ag 6 ag 2 ag
(E.25)

A primeira integral na Eq. (E.25) pode ser separada em outra quatro integrais.
Dentre essas novas quatro integrais, a primeira ja foi calculada na Eq. (E.21) e a tltima é
facilmente resolvida através de métodos elementares. Quanto as integrais envolvendo inte-
grais logaritmicas, estas devem ser resolvidas com um pouco mais de cuidado. Outro fato
a se considerar é que para evitar divergéncia no resultado, os limites inferiores da primeira
integral (Eq. (E.25)) e das integrais com integrais logaritmicas em seus integrandos nao
devem ser diretamente a unidade. Neste caso, tais limites inferiores serao substituidos por
0 e, posteriormente, sera aplicado o limite de § — 1.

As integrais que contém como integrando a integral logaritmica podem ser resolvi-

das simultaneamente se forem definidas da seguinte forma:
JiPexp (—Ha26) (8 — 1) B [~ 1an (& £ 1)) db,

onde, utilizando o método elementar de integracao por partes ([ udv) definindo u =

E; [~Ba2 (6 £1)] e dv = exp (—£a28,) (&8 — 1) déy, temos:

a

J5~ exp (—%52) (522 - %) E; [—Rff (&= 1)} dés

— 9.8 p, [~ Ban (5. 1)] exp (—2azg) [1 + Rans 1 1% (57 ;)]

3
AB

a3 R2
+24 By |22 (§ 4 1)] exp (+242) <_1 L fan 1AB>

2
3 ag

4

— i exp [ Raz (95 + 1)] (—f?f + R%B)

AB ao a

+2
Qo Qo

1 3
% g {— Rap (E.26)

Qo

(2511)] <1+2RAB RAE‘),

onde, ap6s a aplicacao do método de integragao por partes, a forma final da Eq. (E.26) é
obtida através da substituicao x = & + 1 e integrando usando métodos familiares.
Substituindo os resultados das Egs. (E.21) e (E.26) na Eq. (E.25) e tomando o

limite de 6 — 1 somente nos termos nao-divergentes, temos:

J, 2APEIRARER) gy

T12

S {2 $?In (6 — 1) — SS'E; (—2842) 4 §2F; [~ Lan (5 — 1)] — SRz exp (—Lan)}

Rap ag
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—8-L ['SE; (—2fan) — §72F,; (—4Ban) 4 Bexp (—38az )]

461 {S2E7; {—RT%B (0 — 1)} — S2F; |:_2RA (6 — 1)} + (8 + 1RAB) exp (_m)}

5 RaB aop 2 ag aop

2% [ exp (—28am6,) (¢ — 1) de

| B2, o R 1R 1R
I /1 exp ( AB@) (“‘B L6+ AB@) déy. (E.27)
0

Os termos na Eq. (E.27) que s@o divergentes a aplicacao direta do limite § — 1,

S > g exp (—Bangy) des

devidamente agrupados, resultam na expressao 2E; {—I%B (0 — 1)} —E; [—21%3 (0 — 1)} —
In (6 —1). O limite de 6 — 1 da expressao acima nao se trata de uma operacao trivial, e

é tratada com detalhes na ref. [28]. Assim, o resultado de tal operagao de limite é:
limj ,; {2B; |—f42 (5 — 1)| — B; [—2848 (5 - 1) = In (6 - 1)}

—C+1n<R )—1 2, (E.28)
Qo

onde C ¢ a constante de Euler, cujo valor aproximado é 0, 57722, correspondendo a dife-

11— exp(—m) dr — [ exp(—ac dr.

renga |, 1
Quanto aos trés tltimos termos da Eq. (E.27), ou seja, os termos que contém
integrais, cada uma das integrais podem ser resolvidas através de métodos elementares.

Assim, apds resolvidas as integrais, temos:

—2%n [ exp (—284n6,) (& — 1) dg — $790 [ Gy exp (—Rangy) de

; © exp (—28ang,) (Lham 4 g, + LEang?) 4,

1 R 11 11R 2 R? 1 R3
:exp<—2 AB) i A éB—— ‘L:‘,)B ) (E.29)

agp ag 40 20 ag o ap 15 aj

Portanto, substituindo as Egs. (E.28) e (E.29) na Eq. (E.27), obtemos o valor da

integral de dois-centros K:

[, BaE @00 gy 1 (25 _ %R _ 10 RAB) exp (—2842) +

r12 5ag 8 4 ag 3 aO ao

S(C—Hn%)—i-SQEi( 4RAB>—2\FS’ < RAB)

Qo Qo Qo

ol o

1
E.30
R (E.30)



Apeéendice F

Ortogonalidade: Orbitais

Moleculares das Ligacoes o e 7

Ortogonalidade dos Orbitais Moleculares

VA]

W=y l~u)s exp

o

WA.Z = rA_Z."OS exp(

Wy 1 =7, l~u)s exp

>

VB] ]
Yy, = rK_Z.gos(e ) exp( 5. ‘;0 ]

P=wy, 1'Va 2 +WA, 2 Vg

r r

l/..»tl 1 B2 142 1 B
2 a 2 a 2 a 2 a
o c()s(el) e 0 'y (.os 92 e 0 +ry zcos( 92) e 0 g c()s(el) e 0 [(€))
n,,=r -sm exp
4,1 41 [ 2 "0 ]
ool 35 ]
n,,=r _2-sm exp
4,2 A, 2-a,
’3 1
Mg | =751 sm exp
2
nb,_’z = Vg,2'51n exp[ ~ ]
0= My, 1 Mg 2™ My 2 Mg,
1 "1 1 B2 1 "42 1 "B 1
2 a 2 a 2 a 2 a
l‘,.tlsin(el)e 0 I‘stin(e,) e 0 *r,,,vzsin(eﬁ)e 0 rh,vlsin(el)e 0 ?)
ay=1:
4 n 100/ m 100/ = 100/ m 100
. 2 .
eval/[(z-n) J J‘ U J [J. J’ [J J P‘Q‘(ri ]‘sm(el)) dr, ldell(r[‘i_z-sm(ez)) dr, ,
070 070 070 00 ’ ’
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