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ABSTRACT

The methodology for tracking system and disturbance rejec-
tion considering polytopic uncertainties in the plant is pro-
posed in this work. The process of disturbance rejection is
make though of the dynamic feedback of the system using
a controllerKp(s) that minimize theH2-norm guaranteed
cost fromw(t) paraz(t), wherew(t) is the disturbance sig-
nal andz(t) is the output of the system. And so, one use
the optimal zeros modification with purpose of to design the
tracking system. In this way, the modification of the zeros
is used to minimize theH∞-norm guaranteed cost from the
reference input signal to the tracking error signal, where the
tracking error signal was diference between the reference in-
put signal and output signal of the system. The design is for-
mulated in Linear Matrix Inequality (LMI) framework, when
it presents a solution, the optimal solution of the stated con-
trol problem is obtained. Two practical examples illustrate
the effectiveness of the proposed method.
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RESUMO

Propõe-se uma metodologia para rastreamento de sinais e re-
jeição a distúrbio aplicada a sistemas incertos, com incerteza
do tipo politópica. Realiza-se o processo de atenuação do
efeito do sinal de distúrbio na saída do sistema através da
realimentação dinâmica da saída utilizando-se um controla-
dor Kp(s) que minimiza a normaH2 de custo garantido de
w(t) paraz(t), sendow(t) o sinal de distúrbio ez(t) a saída
do sistema. Então, para o rastreamento de sinais utiliza-sea
modificação ótima dos zeros a fim de minimizar a normaH∞

de custo garantido da função de transferência entre o sinal de
referência e o sinal de erro de rastreamento, sendo o erro de
rastreamento a diferença entre o sinal de referênciar(t) e o
sinal de saídaz(t). O projeto de rastreamento de sinais e
rejeição do efeito do ruído presente na planta é descrito na
forma de LMIs que, quando factíveis, pode-se obter a solu-
ção ótima para o problema. Exemplos ilustram a viabilidade
da metodologia proposta.

PALAVRAS-CHAVE : Modificação dos Zeros, Sistemas de
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Controle, Rastreamento, Incerteza Politópica, LMIs.

1 INTRODUÇÃO

Neste trabalho é proposta uma metodologia de projeto de sis-
tema de controle baseada em Inequações Matriciais Lineares
- LMIs (do inglês, Linear Matrix Inequalities) aplicada a sis-
temas incertos, com incerteza do tipo politópica. Neste con-
texto, projeta-se um sistema de rastreamento de sinais de re-
ferência com rejeição a distúrbio presente na planta. Realiza-
se a atenuação do efeito do sinal de distúrbio na saída do sis-
tema incerto através de um controladorH2 de custo garan-
tido. Posteriormente, determina-se a posição ótima dos zeros
com objetivo de minimizar a normaH∞ de custo garantido
do erro de rastreamento, sendo o sinal de erro de rastrea-
mento a diferença entre o sinal de referênciar(t) e o sinal de
saídaz(t).

Na teoria de sistema de controle, verifica-se que a aloca-
ção de pólos é amplamente utilizada em projetos de con-
trole de realimentação de sistemas dinâmicos, vide por exem-
plo (Ogata, 1997) e (Chen, 1993). Contudo, observa-se um
crescente uso dos zeros com a evolução das metodologias
em sistemas de controle. Pode-se verificar, por exemplo,
nos estudos científicos (Franklin et al., 1994), (Assunção
et al., 2007b), (Assunção et al., 2007a) a utilização dos zeros
aplicados em sistemas de controle. Ainda, observa-se a utili-
zação dos zeros em redução de modelos (Hauksdóttir, 2000),
projeto de controladores com características no domínio do
tempo, tais como comportamento transitório (Moore and
Bhattacharyya, 1990), robustez em sistemas de controle (Tu
and Lin, 1992), entre outros temas.

Em sistemas de rastreamento, pode-se encontrar a aplicação
da modificação dos zeros em (Assunção et al., 2004), onde
é proposta uma metodologia de rastreamento de sinais e re-
jeição de ruídos, otimizando as normasH∞ eH2 respectiva-
mente. No entanto, em (Assunção et al., 2004), considera-se
apenas sistemas determinísticos, isto é, não é consideradaa
presença de incertezas paramétricas da planta ao projeto de
rastreamento de sinais.

Em (Mao and Yang, 1995) é apresentada uma metodologia
para rastreamento de sinais para sistemas lineares incertos.
A método de rastreamento apresentado em (Mao and Yang,
1995) propõe um sistema descentralizado de controle para o
rastreamento robusto da saída para uma classe de sistemas
incertos. A metodologia de rastreamento utilizada em (Mao
and Yang, 1995) baseia-se no conceito de modelo interno,
vide (Chen, 1998) para maiores detalhes. O rastreamento
opera para uma determinada classe de sinais de referência e
não existe nesta metodologia a rejeição de distúrbio presente
na planta.

Recentemente, o uso de LMIs, como ferramenta, está sendo
muito importante para a solução de um grande número de
exemplos práticos em sistemas de controle, tais como, re-
dução de modelo, projeto linear, não-linear, incertezas e
sistemas com atraso (Boyd et al., 1994), (Assunção et al.,
2007), (Assunção et al., 2007b), (Assunção and Peres, 1999),
(Teixeira et al., 2005), (Teixeira et al., 2003), (Palhares
et al., 2003), (Teixeira et al., 2006). As principais vantagens
do uso das LMIs são que diferentes tipos de especificações
de projeto e restrições podem ser descritas por LMIs, e o
problema, quando existir solução, pode ser exatamente e efi-
cientemente solucionado por algoritmos de otimização con-
vexa (Boyd et al., 1994), (Nesterov and Nemirovsky, 1994).
O ótimo global é encontrado através da convergência polino-
mial no tempo (El Ghaoui and Niculescu, 2000).

No processo de atenuação do efeito do sinal de distúrbio no
sistema incerto utiliza-se uma metodologia de projeto de con-
trolador já consagrada na literatura de sistemas de controle
com otimização da normaH2 de custo garantido (Geromel
et al., 1999). O método proposto para rastreamento de sinais
utilizando modificação ótima dos zeros é formulado em ter-
mos de LMIs, o que resulta em uma descrição convexa do
problema. O método considerado tem uma formulação mais
simples que outras técnicas de rastreamentos para sistemas
incertos encontradas na literatura, vide por exemplo, (Benson
et al., 1992), (Shieh et al., 2003), (Koltchinski et al., 1998) e
(Grasselli et al., 1992). O principal resultado é que o ótimo
do problema é obtido, quando existir uma solução factível,
com menor esforço computacional. Isto acontece, pois as
LMIs podem ser facilmente resolvidas utilizando-se algo-
ritmos de convergência polinomial disponíveis na literatura
((Gahinet et al., 1995), (Oliveira, 1999)). Exemplos ilustra-
ram a viabilidade da metodologia proposta.

2 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

Considera-se o seguinte sistema linear e invariante no tempo
com incertezas paramétricas descrito na forma de variáveis
de estado:

ẋ(t) = A(α)x(t) + B2(α)u(t) + B1w(t),

y(t) = C2(α)x(t), (1)

z(t) = C1x(t),

sendoA(α) ∈ ℜn×n, B2(α) ∈ ℜn×q, B1 ∈ ℜn×p, C1 ∈
ℜm×n, C2(α) ∈ ℜm×n, x(t) é o vetor de estados,y(t) é
a saída medida,z(t) é a saída de referência,u(t) ∈ ℜq é a
entrada de controle ew(t) ∈ ℜp e uma entrada exógena (do
tipo distúrbio ou perturbação).

As matrizes dinâmicas incertasA(α), B2(α) e C2(α) são
representadas pela combinação convexa descrita a seguir
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(Boyd et al., 1994):

A(α)=
κ

X

i=1

αiAi, B2(α)=
κ

X

i=1

αiB2i, C2(α)=
κ

X

i=1

αiC2i, (2)

sendoα = [α1 · · ·ακ]′ o vetor que parametriza o politopo
de incertezas, e ainda,

κ
∑

i=1

αi = 1, αi ≥ 0. (3)

O número de vértices do politopo de incerteza do sistema
varia de 1 atéκ, sendoκ = 2ϑ eϑ é o número de parâmetros
incertos na planta.

2.1 Problema 1

O problema de rastreamento ótimo e rejeição de distúrbio uti-
lizando a realimentação da saída considerando-se o sistema
incerto descrito em (1), é minimizar a normaH2 de custo
garantido entre a entrada exógenaw(t) e a saídaz(t). Neste
processo deve-se projetar um controladorKp(s), que atenue
o efeito do sinal de distúrbio na saída do sistema incerto.
Para o rastreamento deve-se projetar parâmetrosM e N de
modificação ótima dos zeros que minimize a normaH∞ de
custo garantido entre a entrada de referênciar(t) e o erro de
rastreamentor(t) − z(t).

Observação 1O diagrama de blocos do sistema de controle
utilizado para resolver o Problema 1 é ilustrado na Figura 1,
ondeKp(s) = Cp(sI − Ap)

−1Bp é um compensadorH2

para sistemas incertos utilizado na realimentação dinâmica
da saída do sistema,M é utilizado para resolver o problema
da variação dos zeros,N é uma matriz de ganho de rastrea-
mento er(t) é o sinal de referência.

+

+

+

-

r(t)
N

u(t)

Planta Incerta
w(t)

z(t)ẋ(t)=A(α)x(t)+B2(α)u(t)+B1w(t)

y(t)=C2(α)x(t)
z(t)=C1x(t)

M

ẋp(t)=Apxp(t) + Bpup(t) + Mr(t)
yp(t)=Cpxp(t)

e(t)

Controlador(Kp(s))
Controlador
de Variação
dos Zeros

y(t)

Figura 1: Controle ótimo de rastreamento e rejeição a distúr-
bio em sistemas incertos.

Pode-se atenuar o efeito do sinal de distúrbio ao sistema
incerto através de um controladorKp(s) que realimenta a

saída, conforme ilustrado na Figura 1. O projeto do con-
troladorKb(s) é descrito em termos de LMIs, conforme o
Teorema 1 proposto em Geromel et al. (1999).

Teorema 1 Considera-se o sistema incerto descrito em (1)
com o controladorH2 de custo garantido utilizado na re-
alimentação dinâmica da saída. Se existe solução para as
LMIs descritas em (4), então pode-se obter a solução ótima
para a normaH2 de w(t) para z(t) de custo garantido,
minimizando-se o efeito do sinal de distúrbio no sistema,
resolvendo-se

‖Hwz‖
2

2
= min tr[W ]

s.a





Y I B1

I X XB1

B′
1

B′
1
X W



 > 0, (4)





Hi Zi + M Y C′
1

Z ′
i + M ′ Gi C′

1

C1Y C1 −I



 > 0,

δ > 0,

sendo

Hi = AiY + Y A′
i + B2iL + L′B′

2i,

Gi = AiX + XAi + FC2i + C′
2iF

′,

Zi = Ai + Y A′
iX + L′B′

2iX + Y C′
2iF

′, (5)

e ainda,

L = CpV
′, F = UBp, e M = V A′

pU
′. (6)

As matrizes dinâmicas do controladorH2, Kp(s) = Cp(sI−
Ap)

−1Bp, podem ser determinadas pela equação (6) com
UV ′ = I − XY .

Prova: vide (Geromel et al., 1999). 2

Verifica-se no Teorema 1, mais especificamente em (5), a e-
xistência de bilinearidades no projeto do compensadorH2

de custo garantido para sistemas incertos. Este fator requer
um elevado custo computacional para a solução deste pro-
blema. O algoritmo de decomposição cruzada (Tokunaga
et al., 1996) tenta solucionar o problema para projeto de con-
troladoresH2 com custo garantido (Geromel et al., 1999).
Inicialmente supõe-se que é conhecida uma solução factível
inicial para o problema, e através das interações do algoritmo
objetiva-se uma melhora em termos de custo da normaH2

para o projeto do controlador. Supõe-se que em uma iteração
genéricak as matrizesYk, Lk, Xk e Fk são soluções fac-
tíveis para o problema de otimização descrito na inequação
(4). O teorema seguinte projeta o controladorKp(s) com
custo garantido utilizando-se o algoritmo de decomposição
cruzada para sistemas incertos em termos de LMIs (Geromel
et al., 1999).
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Teorema 2 Considera-se o sistema (1) com o controlador
H2, Kp(s) = Cp(sI − Ap)

−1Bp, de custo garantido uti-
lizado para a realimentação dinâmica da saída. Se existe
solução para as LMIs descritas em (7)-(8), então pode-se ob-
ter a solução ótima da normaH2 dew(t) paraz(t) de custo
garantido, minimizando-se o efeito do sinal de distúrbio no
sistema, resolvendo-se

‖Hwz‖
2

2
= min tr[W ]

s.a





P P PB1

P X XB1

B′
1
P B′

1
X W



 > 0, (7)





A′
kP + PAk Γ C′

k

Γ ′ G C′
1

Ck C1 −I



<0, (8)

sendo

Γ = PA + A′
kX + C′

2
F ′ + S,

Ak = A + B2LkY −1

k , (9)

Ck = C1.

Prova: vide (Geromel et al., 1999). 2

Por dualidade considera-se o problema de otimização con-
vexa com variáveisY , L, Q, S e W indicados nas equações
(10) e (11):

‖Hwz‖
2

2
= min tr[W ]

s.a





Y Q B1

Q Q Bk

B′
1

B′
k W



 > 0, (10)





H Ω Y C′
1

Ω′ AkY + Y A′
k QC′

1

C1Y C1Q −I



<0, (11)

sendo

Ω = AQ + Y A′
k + L′B′

2
+ S,

Ak = A + X−1

k FkC2,

Bk = B1.

É possível solucionar o problema do custo garantido para o
controladorH2 através do algoritmo de decomposição cru-
zada, descrito a seguir:
Passo 1: Assume-se para uma iteraçãok = 0 uma solução
factível inicial comY0, L0, X0, F0, M0 e W0 conhecidas.
Para isto, considera-se que as matrizesAi, B2i e C2i são
conhecidas e pertencentes ao conjunto de incertezas politó-
picas, e então, a solução inicial é obtida resolvendo-se (4).
Passo 2: Com as matrizesYk e Lk, resolve-se os problemas

(7) e (8). Determina-se o valor deα = tr[Wk]. A solução
ótima forneceFk eXk a ser utilizada no passo 3.
Passo 3: Com as matrizesFk eXk, resolve-se os problemas
(10) e (11). Determina-se o valor deβ = tr[Wk]. A solução
ótima forneceYk eLk a ser utilizada no passo 2.
Passo 4: Seαk −βk < ǫ, ǫ > 0, finaliza-se o processo. Caso
contrário, façak → k + 1 e volte para o Passo 2.

Com a resolução do processo iterativo obtém-se:

L = Lk(PYk)−1, M = P−1S, F = (XkQ)−1Fk, (12)

e, substituindo-se a equação (12) em (6) determina-se as
matrizes dinâmicas do compensadorH2 de custo garantido.
Vide (Geromel et al., 1999) para maiores detalhes da conver-
gência do algoritmo de decomposição cruzada.

O diagrama de blocos da Figura 1 pode ser descrito na forma
de variáveis de estadox(t) e xp(t), respectivamente estado
da planta incerta e estado do controladorH2 de custo garan-
tido, conforme a seguir:

»

ẋ(t)
ẋp(t)

–

=

»

A(α) Au(α)
Al(α) Ap

–»

x(t)
xp(t)

–

+

»

B2(α)N
M

–

r(t)+

»

B1

0

–

w(t),

z(t)=
ˆ

C1 0
˜

»

x(t)
xp(t)

–

, (13)

y(t)=
ˆ

C2(α) 0
˜

»

x(t)
xp(t)

–

,

e(t)= r(t) − y(t) = r(t) −
ˆ

C2(α) 0
˜

»

x(t)
xp(t)

–

,

sendo

Au(α) = B2(α)Cp,

Al(α) = BpC2(α).

Reescrevendo-se o sistema (13) de forma compacta, tem-se:

ẋr(t) = Arxr(t) + Brr(t) + Bwiw(t),

e(t) = Drr(t) − Cyixr(t), (14)

y(t) = Cyixr(t),

z(t) = Crxr(t),

sendo

xr(t)=

»

x(t)
xp(t)

–

, Ar=

»

A(α) Au(α)
Al(α) Ap

–

, Br=

»

B2(α)N
M

–

, (15)

Bwi =

»

B1

0

–

, Cr=
ˆ

C1 0
˜

, Cyi=
ˆ

C2(α) 0
˜

e Dr=1.

Aplicando-se a transformada de Laplace no sistema (14),
com condições iniciais nulas, obtém-se a função de trans-
ferência entre o sinal de entrada (entrada de referência e en-
trada exógena) e o sinal de saída do sistema conforme a se-
guinte equação:

Z(s) = Cr(sI − Ar)
−1BrR(s) + (16)

Cr(sI − A)−1BwiW (s).
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Para análise, considera-se um valor fixo para o parâmetroα.
De (16), a função de transferênciaW (s)/Z(s) é dada por:

W (s)

Z(s)
= Cr(sI − Ar)

−1Bwi. (17)

Verifica-se que normaH2 deW (s) paraZ(s) pode ser mini-
mizada devido ao projeto inicial do controladorKp(s), que é
um compensadorH2 de custo garantido para sistemas incer-
tos; isto implica na minimização do efeito do sinal de distúr-
bio no desempenho do sistema.

Na Figura 1 observa-se a adição do termoMr(t) na estru-
tura do compensadorH2 de custo garantido para sistemas
incertos. Os parâmetrosM e N tem somente a função de
alterar os zeros da função de transferência der(t) parau(t)
e não modifica os pólos estabelecidos pelo projeto inicial de
Kp(s), pois a função de transferência deW (s) paraZ(s) não
é modificada porN ou M , vide equações (15) e (17). Com
isso o desempenho do compensadorH2 de custo garantido
não é comprometido.

Para o projeto do rastreador ótimo, utiliza-se a transformada
de Laplace no sistema (14), com condições iniciais nulas,
obtém-se a função de transferência entre o sinais de entrada
(entrada de referência e entrada exógena) e o sinal de erro,
conforme a equação seguinte:

E(s) =
[

−Cr (sI − Ar)
−1 Br + Dr

]

R(s)+ (18)

Cr (sI − Ar)
−1

BwiW (s).

De (18), a função de transferência deE(s)/R(s) é dada por:

Hmi(s) =
E(s)

R(s)
= −Cr(sI − Ar)

−1Br + Dr. (19)

Neste caso, através da modificação dos zeros pode-se proje-
tar um rastreador de sinal minimizando a normaH∞ de custo
garantido da função de transferência entre o sinal de referên-
cia e o sinal de erro de rastreamento. O processo de modifica-
ção de zeros não interfere no projeto de rejeição de distúrbio,
pois segundo (17) a função de transferência deW (s) para
Z(s) não depende deBr. Em (19) utiliza-se a posição dos
zeros, implícitos na especificação deN e M emBr, para o
processo de minimização da normaH∞ de custo garantido
de (19).

3 RASTREADOR DE SINAIS PARA SISTE-
MAS INCERTOS

Para o projeto do rastreador de sinais de controle para sis-
temas incertos, utilizou-se como critério de desempenho a

normaH∞. Ainda, o processo de otimização da normaH∞

da função de transferência entre o sinal de referência e o sinal
do erro de rastreamento(r(t) − z(t)) para sistemas incertos,
com incertezas do tipo politópicas, é baseado no conceito de
custo garantido, vide (Palhares et al., 1997) para maiores de-
talhes.

A normaH∞ de um sistema contínuo, linear e invariante
no tempo descrito pela função de transferênciaHg(s) =
Cg(sI−Ag)

−1Bg+Dg pode ser obtida pela solução, quando
existir, do seguinte problema de otimização descrito na forma
de LMIs (Boyd et al., 1994):

||Hg||
2

∞ = min δ

s.a





AgQ + QA′
g QC′

g Bg

CgQ −I D′
g

B′
g Dg −δI



 < 0, (20)

Q > 0,

δ > 0.

A solução para o problema do rastreamento ótimo para sis-
temas incertos utilizando a variação dos zeros, consiste em
determinar os parâmetrosM e N que minimizam a norma
H∞ de custo garantido deHmi descrito em (19). Ainda
inclui-se ao projeto o peso na freqüência, pois é interessante
que o rastreador execute suas funções segundo uma faixa de
freqüência especificada em projeto.

Para o projeto do rastreador de sinais para sistemas incertos
com peso na freqüência (Valentin and Duc, 1997), deseja-se
encontrar a solução global que otimize o problema descrito a
seguir:

min ‖Hmi(s)J(s)‖∞, (21)

sendoJ(s) = (Aj , Bj , Cj) o peso na freqüência de saída, e
considera-seHmi = (Ar , Br,−Cr, Dr) uma realização do
sistema incerto linear invariante no tempo e estável indicado
em (19). Na Figura 2 é ilustrada a estrutura de inclusão de
peso na freqüência.

R(s)
Hmi(s) J(s)

Ei(s) Esi(s)

Figura 2: Projeto de sistemas de rastreamento aplicado a sis-
temas incertos com peso na freqüência.

Uma realização em espaço de estado deEsi(s)/R(s) =
Hdi = Hmi(s)J(s) para a estrutura ilustrada na Figura (2)
pode ser expressa por:

[

Adi Bdi

Cdi Ddi

]

=





Ar 0 Br

−BjCr Aj Bj

0 Cj 0



 . (22)
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Propõe-se o Teorema 3 para o projeto do rastreador com mo-
dificação dos zeros aplicados a sistemas com parâmetros in-
certos na planta.

Teorema 3 Considere o Problema 1 com a Observação 1.
Se existe solução para as LMIs descritas em (23) então pode-
se obter as matrizesM (M ∈ ℜn×p) e N (N ∈ ℜp×p)
que minimizam a normaH∞ de custo garantido do sistema
Hmi(s) = −Cr(sI − Ar)

−1Br + Dr com peso na freqüên-
cia, resolvendo-se (23).

O indícei em (23) denota o i-ésimo vértice do politopo de
incertezas,i = 1, 2, · · · , κ; κ = 2ϑ e ϑ é o número de parâ-
metros incertos na planta.

Ainda, as matrizesQkl = Q′
kl; k, l = 1, 2, 3, tem a mesma

dimensão da matrizA, e parak = 3 e l = 1, 2, 3 as matrizes
Qkl tem dimensões convenientes, e as matrizesAj , Bj e Cj

representam a dinâmica do filtro.

Prova: A inequação (23) é obtida considerando-se as matri-
zes(Ag, Bg, Cg, Dg) = (Adi, Bdi, Cdi, Ddi) na inequação
(20), sendo a matrizQ descrita da seguinte forma:

Q =





Q11 Q12 Q13

Q′
12

Q22 Q23

Q′
13

Q′
23

Q33



 ,

(Adi, Bdi, Cdi, Ddi) dado por (22), sendo as matrizes
(Ar , Br, Cr, Dr) mostradas em (19) e (15). 2

As matrizesM eN são soluções ótimas de (23) e minimizam
a normaH∞ de custo garantido da função de transferência
entre o sinal de entrada de referênciar(t) e o sinal de erro
de rastreamentor(t)−z(t) para um sistema com parâmetros
incertos na planta.

Os filtros utilizados no Teorema 3 são necessários somente
em projeto, e posteriormente descartados para simulação ou
implementação do sistema de rastreamento de sinais de refe-
rência.

4 EXEMPLO 1

Considera-se o sistema linear, invariante no tempo, com um
parâmetro incerto na planta. O sistema apresenta uma incer-
teza do tipo politópica e a descrição na forma de espaço de
estado é mostrada a seguir:

[

ẋ1(t)
ẋ2(t)

]

=

[

−p 0
1 0

][

x1(t)
x2(t)

]

+

[

1
0

]

u(t) +

[

1
0

]

w(t),

z(t)=
[

0 9
]

[

x1(t)
x2(t)

]

, (24)

y(t)=
[

0 9
]

[

x1(t)
x2(t)

]

,

sendox(t) o vetor de estados,z(t) é a saída de referência,
y(t) é saída de medida,u(t) o sinal de controle ew(t) é o
sinal de distúrbio adicionado ao sistema.

O parâmetro incertop descrito em (24) é uma incerteza poli-
tópica e apresenta-se da seguinte maneira:

2 < p < 4.

Então, os politopos de incertezas são:

A1 =

[

−4 0
1 0

]

e A2 =

[

−2 0
1 0

]

. (25)

Deseja-se projetar um sistema de rastreamento de sinais com
rejeição ao sinal de distúrbio para sinais de referências de
baixa freqüência, até10 rad/seg, então é proposto o filtro
J1(s):

J1(s) =
10

0,01s2 + 01s + 1
.

Utiliza-se um compensadorH2 de custo garantido,Kp(s),
para sistemas incertos com objetivo de atenuar o efeito do
sinal de distúrbio na saída do sistema. Então, utiliza-se o Te-
orema 2 para a determinação do compensadorH2, e o con-
troladorKp(s) projetado é descrito a seguir:

Kp(s) = −
919603,08s+ 706373210,17

s2 + 63,09s + 563657,69
.

A normaH2 de custo garantido atingido em projeto é0,027.
Este resultado implica na atenuação do efeito do sinal exó-
geno na saída do sistema.

Utiliza-se o Teorema 3 para o projeto dos parâmetro de mo-
dificação dos zerosM eN para sistemas incertos que propor-
cionam o rastreamento de sinais. Neste processo minimiza-
se a normaH∞ der(t) parae(t) considerando-se sinais de
baixa freqüência, até10 rad/seg, sendoe(t) o sinal de erro
entre a saídaz(t) e entrada de referênciar(t). A norma
H∞ obtida considerando-se todo o espectro de freqüên-
cia é 10,44. Analisando-se os resultados para a banda de
freqüência especificada no problema, a maior magnitude de
|Hmi(jω)| é 0,0421; sendoHmi indicado em (19). Então o
rastreador opera adequadamente para a banda de freqüência
especificada em projeto.

A Figura 3 ilustra a resposta em freqüência deE(s)/R(s) =
Hmi(s) para cada vértice do politopo de incertezas. Observa-
se que a magnitudeE(s)/R(s) para a faixa de freqüência
especificada em projeto é pequena, então, ocorre o processo
de rastreamento nestas condições. Os parâmetros obtidos do
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‖Hdi‖
2

∞ = min δ

s.a

2

6

6

6

6

4

AiQ11 + Q11A
′

i + AuiQ
′

12 + Q12A
′

ui AiQ12 + AuiQ22 + Q11A
′

li + Q12A
′

b

AliQ11 + AbQ
′

12 + Q′

12A
′

i + Q22A
′

ui AliQ12 + Q′

12A
′

li + AbQ22 + Q22A
′

b

−BjC1Q11 + AjQ
′

13 + Q′

13A
′

i + Q′

23A
′

ui −BjC1Q12 + AjQ
′

23 + Q′

13A
′

li + Q′

23A
′

b

CjQ
′

13 CjQ
′

23

NB′

2i M ′

AiQ13 + AuiQ23 − Q11C
′

1B
′

j + Q13A
′

j Q13C
′

j B2iN

AliQ13 + AbQ23 − Q′

12C
′

1B
′

j + Q23A
′

j Q23C
′

j M

−BjC1Q13 − Q′

13C
′

1B
′

j + Q33A
′

j + AjQ33 Q33C
′

j Bj

CjQ33 −I 0
B′

j 0 −δI

3

7

7

7

7

5

< 0, (23)

2

4

Q11 Q12 Q13

Q′

12 Q22 Q23

Q′

13 Q′

23 Q33

3

5 > 0,

δ > 0.

projeto de rastreamento para modificação dos zeros são:

M =

[

183,35
0,074

]

, e N = 1131,654.
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Figura 3: Resposta em freqüência deE(s)/R(s) = Hmi(s) :
|Hmi(jω)|×ω. (a) primeiro vértice do politopo de incerteza,
(b) segundo vértice do politopo.

Para a simulação do projeto do rastreador de sinais com
rejeição de distúrbio considerou-se um sinal de referência
r(t) = sen(10t) e um sinal de perturbação do tipo distúr-
bio com amplitudes aleatórias não superiores a 1. A Figura

4 ilustra o resultado da simulação para o primeiro vértice do
politopo de incerteza(A1) indicado em (25).
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Figura 4: Sinal de saídaz(t) e sinal de entradar(t) estão
quase sobrepostos.

Para este exemplo, os zeros do sistema foram:−53,27 ±
771,41j. Considerando o vértice do politopo de incerteza
(A1), os pólos de malha fechada foram:−9,03 ± 106,98j;
−24,51 ± 742,22j. Entretanto, considerando o vértice do
politopo de incerteza(A2), os pólos de malha fechada do
sistema foram:−8,01 ± 107,06j; −24,53± 742,21j.
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4.1 Exemplo 2

Considere um sistema de um robô teledirigido (Sheridan,
1992) com incerteza politópica, e descrito na forma de es-
paço de estado da seguinte maneira:





ẋ1(t)
ẋ2(t)
ẋ3(t)



=





−a 0 0
0 −2 0
0 0 −3









x1(t)
x2(t)
x3(t)



+





1
1
0



u(t)+





1
1
0



w(t),

z(t)=
[

1 0 2
]





x1(t)
x2(t)
x3(t)



 , (26)

y(t)=
[

1 0 2
]





x1(t)
x2(t)
x3(t)



 ,

sendox(t) o vetor de estados,u(t) o sinal de controle ew(t)
o sinal de exógeno do tipo distúrbio ou ruído presente na
planta.

O parâmetro incertoa descrito em (26) é uma incerteza poli-
tópica e apresenta-se da seguinte maneira:

−5 < a < −0,5.

Então, os vértices do politopo de incertezas são:

A1=





−0,5 0 0
0 −2 0
0 0 −3



 e A2=





−5 0 0
0 −2 0
0 0 −3



 . (27)

Deseja-se projetar um sistema de rastreamento de sinais com
rejeição ao sinal de distúrbio para sinais de referências de
baixa freqüência, até10 rad/seg, então é proposto o filtro
J2(s):

J2(s) =
168

1 × 10−6s3 + 0,001s2 + 0,01s + 1
.

Utiliza-se um compensadorH2 de custo garantido,Kp(s),
para sistemas incertos com objetivo de atenuar o efeito do
sinal de distúrbio na saída do sistema. Então, utiliza-se o Te-
orema 2 para a determinação do compensadorH2, e o con-
troladorKp(s) projetado é descrito a seguir:

Kp(s) = −
4780762,292s2 + 74136629s + 261164543

s3 + 3800,876s2 + 76748,636s + 321550,881
.

A normaH2 de custo garantido da função de transferência
entrew(t) e z(t) para o sistema de malha fechada é0,037,
implicando na atenuação do efeito do sinal de distúrbio na
saída do sistema.

Objetivando-se o projeto do sistema de rastreamento, foi uti-
lizada a metodologia proposta de modificação de zeros des-
crita no Teorema 3, no qual a normaH∞ de custo garantido
da função de transferência der(t) parae(t) é minimizada
considerando-se sinais de faixa freqüência, até10 rad/s,
para o sinalr(t). A normaH∞ de custo garantido obtida para
todo o espectro de freqüência foi igual a1,048, enquanto
para a faixa de freqüência especificada em projeto, a maior
magnitude de|Hmi(jω)| foi 0,0688, sendoHmi descrito em
(19). Então o sistema de rastreamento opera adequadamente
na faixa de freqüência especificada em projeto.

A Figura 5 ilustra a resposta em freqüência deE(s)/R(s) =
Hmi(s) para os vértices do politopo de incertezas, e pode-
se verificar para sinais de referência com freqüência até
10 rad/s que a normaH∞ na faixa de freqüência especifi-
cada em projeto é adequada as características de um sistema
de rastreamento. Os valores ótimos dos parâmetrosM e N
foram:

M =





31,230
−668,584
53,821



 e N = 900,926. (28)
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Figura 5: Resposta em freqüência deE(s)/R(s) = Hmi(s) :
|Hmi(jω)| × ω. (a) primeiro vértice do politopo(A1), (b)
segundo vértice do politopo(A2).

Os vértices do politopo de incertezas foram descritos em
(27). No processo de simulação foi considerador(t) =
sen(2t) como sinal de referência e um sinal de distúrbiow(t)
com amplitudes randômicas. Neste exemplo foi considerado
que a máxima amplitude do sinal randômico era igual a1.
O resultado de simulação para o primeiro vértice do politopo
de incerteza(A1) é ilustrado na Figura 6.

Para este exemplo, os zeros do sistema foram:−2; −1,991;
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Figura 6: Sinal de saídaz(t) e sinal de entradar(t) quase
sobrepostos.

−4,719; −10,792 e−5332,391. Considerando o vértice do
politopo de incerteza(A1), os pólos de malha fechada fo-
ram:−2; −3; −5,406; −10,068 e−1892,950±1103,407j.
Entretanto, considerando o vértice do politopo de incerteza
(A2), os pólos de malha fechada do sistema forma:−2; −3;
−5,410; −10,081 e−1895,192± 1107,243j.

5 CONCLUSÃO

Neste trabalho foi proposto uma metodologia de rastrea-
mento de sinais de referência e rejeição a distúrbio presente
na planta incerta, com incerteza do tipo politópica. O pro-
cesso de atenuação do efeito do sinal de distúrbio na saída do
sistema foi realizado através de um controladorH2, sendo
o projeto consagrado na literatura de sistemas de controle
(Geromel et al., 1999), no qual minimizou-se a normaH2 de
w(t) paraz(t). Então, para o rastreamento de sinais utiliza-
se a modificação ótima dos zeros a fim de minimizar a norma
H∞ da função de transferência entre o sinal de referência e
o sinal de erro de rastreamento, sendo o erro de rastreamento
a diferença entre o sinal de referênciar(t) e o sinal de saída
do sistemaz(t).

A inclusão de peso na freqüência utilizado no projeto do
rastreador possibilita ao projetista criar sistemas de rastre-
amento para sinais de referência em uma faixa de freqüência
desejada. Desta modo, o sistema de rastreamento opera para
faixas de freqüência determinada pelo projetista, como por
exemplo rastreamento para sinais de baixa freqüência.

O projeto de rastreamento aplicado a sistemas incertos, com
incerteza do tipo politópica, e rejeição a ruído presente na
planta incerta são descritos na forma de LMIs, que quando
factíveis, podem ser facilmente resolvidas através de algo-

ritmos de convergência polinomial disponíveis na literatura
((Gahinet et al., 1995), (Oliveira et al., 1997)).
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