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Resumo

Esta dissertagao aborda o estudo das estruturas algébricas relacionadas aos polinémios.
Apresentaremos a estrutura dos anéis de polindmios de forma generalizada, e as operacoes
a eles relacionadas, tais como divisibilidade, fatoracao e igualdade. Abordaremos também
as propriedades particulares de polindémios, em que seus coeficientes estao no conjunto dos
inteiros, racionais, reais e complexos, uma vez que quase toda aplicacdo matematica na
Educacao Basica efetua-se sobre tais conjuntos. O trabalho também aborda as equacoes
algébricas e métodos de resolucao. Apresentamos algumas analises de atividades propostas
em materiais didaticos utilizados na Educacao Basica, no que concerne ao estudo de
polindmios e finalizamos este trabalho apresentando algumas atividades a serem propostas
aos estudantes, relacionadas a aplicagoes das propriedades dos polinémios e analisamos
resultados que esperamos obter a fim de contribuir ao ensino de algebra.

Palavras-chave: Algebra, Polindmios.






Abstract

This study approaches the algebraic structures related to polynomials. We will present
the structure of polynomial rings, in general, and the operations related to them, such
as divisibility, factorization and equality. We will also discuss the particular properties
of polynomials, in which their coefficients are in the set of integers, rationals, reals and
complexes, since almost every mathematical application in Basic Education is based on
such sets. The work also covers algebraic equations and solving methods. We present some
analysis of activities proposed in teaching materials, used in Basic Education, regarding
the study of polynomials. We end this work by presenting some activities to be proposed
to students, related to the application of the properties of polynomials, and we analyze
results that we hope to obtain in order to contribute to the teaching of algebra..

Keywords: Algebra, Polynomials.
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1 Introducao

Este trabalho tem por objetivo apresentar as estruturas algébricas relacionadas aos
polinébmios em uma variavel, com énfase naqueles em que os coeficientes sdo nimeros
reais e complexos. Pretende-se apresentar as operacgoes entre polinomios, tais como as
que sao relacionadas a divisibilidade, fatoragao e igualdade, bem como a aplicacdo destas
em contextos matematicos ou mesmo em outras areas.

A motivagao deu-se devido a observacgao, durante o exercicio docente na Educacgao
Bésica, da forma como sdo tratadas as teméticas do ensino de Algebra, em especial as
ligadas as propriedades e operacoes entre polinémios.

Segundo a Base Nacional Comum Curricular - BNCC [3], o estudo dos polindmios faz
parte da unidade temética Algebra, a qual:

“Tem como finalidade o desenvolvimento de um tipo especial de pensa-
mento — pensamento algébrico — que é essencial para utilizar modelos mate-
maticos na compreensao, representacao e analise de relagoes quantitativas de
grandezas e, também, de situacoes e estruturas matemaéticas, fazendo uso de
letras e outros simbolos. Para esse desenvolvimento, é necessario que os alunos
identifiquem regularidades e padroes de sequéncias numéricas e nao numéricas,
estabelecam leis matemaéticas que expressem a relagao de interdependéncia en-
tre grandezas em diferentes contextos, bem como criar, interpretar e transitar
entre as diversas representagoes graficas e simbdlicas, para resolver problemas
por meio de equagoes e inequagoes, com compreensao dos procedimentos uti-
lizados. As ideias matematicas fundamentais vinculadas a essa unidade sao:
equivaléncia, variacao, interdependéncia e proporcionalidade.”

Ainda segundo a BNCC [3], deve-se assegurar aos estudantes o desenvolvimento de com-
peténcias, ou seja, a mobilizacdo de conhecimentos e procedimentos, e as habilidades,
constituidas através da préatica e aspectos cognitivos. Assim, no que concerne ao estudo
da Algebra e mais especificamente aos polindmios sio apresentadas algumas habilidades,
tais como:

No Ensino Fundamental - Anos Finais
EFO07TMA16 - Reconhecer se duas expressoes algébricas obtidas para descrever
a regularidade de uma mesma sequéncia numérica sao ou nao equivalentes.

EF08MAO09 - Resolver e elaborar, com e sem uso de tecnologias, problemas que
possam ser representados por equaces polinomiais de 2° grau do tipo ax? = b.

EF09MAOQ9 - Compreender os processos de fatoracao de expressoes algébricas,
com base em suas relagoes com os produtos notaveis, para resolver e elaborar
problemas que possam ser representados por equacoes polinomiais do 2° grau.

21



22 Introducao

No Ensino Médio

EM13MAT302 - Construir modelos empregando as func¢oes polinomiais de 1°
ou 2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio
de tecnologias digitais.

EM13MAT501 - Investigar relagoes entre niimeros expressos em tabelas para
representa-los no plano cartesiano, identificando padroes e criando conjecturas
para generalizar e expressar algebricamente essa generalizagao, reconhecendo
quando essa representagao é de funcao polinomial de 1° grau.

O ensino de algebra constitui fundamentacao importante na aprendizagem matematica.
Para Ribeiro e Cury [9] :

“A éalgebra, trabalhada desde os anos iniciais do Ensino Fundamental, pode
ser o fio condutor do curriculo escolar e o desenvolvimento do pensamento
algébrico pode permitir que sejam realizadas abstragoes e generalizacoes que
estao na base dos processos de modelagem matematica da vida real.”

No entanto, Ribeiro e Cury [9] ainda observa que, os livros-texto de algebra reforcam
os aspectos transformacionais da algebra. Esses aspectos, sao aquelas atividades que
incluem reduzir termos semelhantes, simplificar expressoes e trabalhar com expressoes
semelhantes. Com isso observa-se a énfase em regras a serem seguidas para a manipulagao
de expressoes simbodlicas, ao invés de atentar para as nogoes conceituais que sustentam
essas regras.

Considerando a importancia do ensino e aprendizagem de algebra, este trabalho visa
abordar o estudo de polindbmios em uma variavel, explorando suas caracteristicas e pro-
priedades e significando as operagoes a eles relacionadas. Para isso, organizamos este
trabalho da seguinte forma:

Capitulo 2 Abordamos neste capitulo as caracteristicas de maneira geral, relacionadas
a estrutura de anéis, enfatizando suas propriedades operatoérias.

Capitulo 3 Abordamos neste capitulo as caracteristicas relacionadas aos anéis de po-
linémios, bem como as propriedades e operagoes a eles relacionadas, de maneira
geral.

Capitulo 4 Abordamos neste capitulo as caracteristicas dos anéis de polinémios conside-
rando os coeficientes nos conjuntos do niimeros inteiros, racionais, reais e complexos.
Enfatizamos aqui como se comportam as operagoes de divisibilidade e fatoragao con-
siderando os coeficientes neste conjuntos.

Capitulo 5 Abordamos neste capitulo os métodos para resolucao de equagoes polinomi-
ais, em geral aquelas que sao abordadas na Educacao Basica.

Capitulo 6 Abordamos neste capitulo algumas propostas de atividades contextualizando
e dando significado as operagodes entre polinémios.

Capitulo 7 Abordamos neste capitulo as consideracoes e expectativas a respeito do tra-
balho apresentado.

Para fundamentagao tedrica dos capitulos 1, 2, 3 e 4, foram utilizadas as referéncias [17],
6], [13], [18] , [10] , [1], [14], [8]. Para abordagens referentes a Educagao Bésica e proposta
de atividades foram utilizadas as referéncias [3], [12], [15], [5], [4], [11].



2 Anéis

Para desenvolvermos este trabalho iniciamos com a apresentacao da teoria relacionada
as estruturas algébricas, com énfase nos anéis. Introduziremos aqui o conceito de anel e
os tipos de anéis de acordo com as propriedades a eles relacionadas.

2.1 Conjuntos

Nesta Secao vamos apresentar as nocgoes de conjunto e dar exemplos dos conjuntos
numéricos, os quais serao o foco das propriedades em anéis as quais iremos abordar.

Definicao 2.1. Um conjunto é uma colecao de objetos, chamados de elementos do con-
junto. Quando um elemento x pertence a um conjunto C' usamos a notacao x € C. A
respeito da relagdo entre conjuntos, se todos os elementos de um conjunto A também
sao elementos de um conjunto B, dizemos que A estd contido em B e usamos a notagao
A c B.

Exemplo 2.2. Estes sao os conjuntos numéricos os quais posteriormente estudaremos
suas propriedades e caracterizaremos suas estruturas, referentes a anéis, dominios e corpos.

1. Ntmeros naturais N = {0,1,2,3,4,5,6,7,...}.

2. Nuameros inteiros Z = {...,—6,—5,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7, .. .}.
3. Ntmeros racionais Q = {™* : m,n € Z,n # 0}.

4. Numeros reais R.

5. Numeros complexos C = {z = a+bi : a,b € R, i = v/—1}. Onde a é chamada de
parte real e b de parte imaginaria. Se z = a + 0i entdo z é um numero real e se
z = 0+ bt entao z é imaginario puro.

Ainda considerando os conjuntos numéricos vamos apresentar mais alguns, os quais
analisaremos posteriormente.

(i) Conjunto dos multiplos inteiros de n.
nZ = {nk : k € Z}, tal que nZ c Z.

(ii) Conjunto das classes de equivaléncia modulo n, Z,.
Consideremos J = n - Z, e em Z definimos a relacio = (mod n) tal que:

23
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v, 2’ €Z, r=12" (modn)<ex—2a' €l

Usaremos a notagao T = = + J = {& + kn : k € Z} para a classe de equivaléncia de
x em relacdo a = (mod n), e entdo:

Zn =1{0,1,...,n—1}.

Observacgao 2.3. Os conjuntos apresentam a seguinte relacao de inclusao:

NcZcQcRcC.

2.2 Anéis

Defini¢do 2.4. (soma e produto) Seja A um conjunto nao vazio e sobre ele definimos
operagoes soma (+) e produto (-), fechadas em A, tais que:

(1) : AxA — A
(a,b) — a+b

() : AxA —> A
(a,b) — a-b.

Para efeitos de notacao, consideremos a - b = ab.
Dado um conjunto A, munido das operagoes soma e produto, as seguintes condigoes
podem ser satisfeitas:

Al.
A2.

A3.

A4,

MI1.
M2.

MS3.
M4.

Associativa da adi¢ao: Para todo z,y,z em A, (x+y)+ 2z =12+ (y + 2)

Existéncia do elemento neutro da adicao : Existe 0 em A tal que, para todo x em
A O0+z=zex+0=ux.

Existéncia do elemento inverso relativo a adicao: Para todo z em A, existe y em A
tal que, r+y=0ey+2x=0.

Comutativa relativa a adi¢do: Para todo z,y em A, x + y =y + .
Associativa da multiplicagdo: Para z,y,zem A, (z-y)-z=2-(y-2) .

Existéncia do elemento neutro da multiplicacdo: Existe 1 em A, tal que, para todo
remA 1l-z=zex-1=nx.

Comutativa relativa a multiplicagdo: Para todo x,y em A, z -y =y - z.

Distributiva da multiplicacao relativa a adi¢ao: Para todoz, y, z em A, x-(y+2) =
ry+r-ze(lx+y)-z=x-2+y-2.

Defini¢ao 2.5. (anel) Chamaremos de anel e denotaremos por (A4, +,-) o conjunto A,
munido das operagoes soma e produto, se forem satisfeitas as condigoes Al, A2, A3, A4,
M1, M4.

Defini¢do 2.6. (anel comutativo) Chamaremos de anel comutativo e denotaremos por
(A,+,-) o conjunto A, munido das operagdes soma e produto, se forem satisfeitas as

condicoes Al, A2, A3, A4, M1, M3, M4.
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Definicao 2.7. (anel comutativo com unidade) Chamaremos de anel comutativo com
unidade e denotaremos por (A, +, ) o conjunto A, munido das operagoes soma e produto,
se forem satisfeitas as condigoes Al, A2, A3, A4, M1, M2, M3, M4.

Defini¢ao 2.8. (dominio de integridade ou dominio) Chamaremos o anel (A, +,-) de
dominio de integridade, ou simplesmente dominio se, além das condi¢oes Al a A4 e M1
a M4, for satisfeita também a condicao:

M5 Para todo z,y em A ,se x -y =0, entdo x =0 ou y = 0.
Quando nos referirmos a um dominio, usaremos a notagao (D, +, -).

Definigao 2.9. (corpo) O dominio (D, +, -) serd chamado de corpo se, além das condigoes
Al a A4 e M1 a M5, for satisfeita a condigao:

M6 Elemento invertivel: Para todo x em D, x nao nulo, ou seja, x # 0, existe y em D,
talquez-y=y-x=1.

Quando nos referirmos a um corpo, usaremos a notagao (K, +, -).

Observacgao 2.10.

1. Podemos enfatizar pelas Defini¢oes 2.8 e 2.9, que todo corpo é dominio de integri-
dade.

2. Ainda a respeito de dominio e corpo podemos afirmar que todo dominio finito é um
corpo.

De fato, sejam D um dominio finito, x € D, z # 0. Consideremos o conjunto
{z™ | n e N}. Utilizando a recorréncia

=z, ?=a-2, 2*=2% 2, 2"=2"1-2, VneN,

existem inteiros n; < mg tais que ™ = x™ (pois D é finito). Assim temos

x-xmTmTl = g = mM =

" = aqr™ = a = 1

T

logo, x - 2™ ™1 = 1. Assim z possui elemento inverso e portanto D é corpo.

Exemplo 2.11. Dados os conjuntos N, Z, Q, R, C , entao:
1. (Z,+,") é um dominio.
2. (Q,+,9), (R, +,-),(C, +, ") sao corpos.

3. {a+bynla,beZ},+,-) e {a+biy/n|a,beZ},+,-), para todo n € N*, sdao do-

minios.

Exemplo 2.12. Considere o conjunto F(R) de todas as fungoes f: R — R. Vamos
definir neste conjunto as operagoes soma (+) e produto () sobre duas fungoes f: R —» R
e g: R — R, tais que :
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f+g9g: R — R

r = fx)+g()
frg: R — R

x = f(z)-g(z)

Temos que (F(R), +,-) é um anel comutativo com unidade, cujo elemento neutro da
adigdo é a funcdo identicamente nula, f(z) = 0, e o elemento neutro da multiplicagao é
a fungdo constante igual a 1, f(z) = 1. Observe que (F(R), +,-) ndo é um dominio pois,
se tomarmos as funcoes: f: R x R e g: R x R definidas por:

r se x=0 0 se =0

2
f(x):{() se r <0 o g(w)z{m se 93<0’

temos f-g =0, mas f # 0 e g # 0 para z # 0.

Considerando a Definigdo 2.6 referente a anéis, apresentaremos a seguir algumas pro-
priedades imediatas dos anéis:

Proposigao 2.13. (Propriedades imediatas de um anel) Seja (A, +,-) um anel.

1. O elemento neutro do anel, ou seja ,0 (zero do anel) é dnico.

2. 0 elemento oposto ou simétrico adilivo —x é unico.

Se x1,x9,...,x, € A, entio —(x1 + 22+ -+ x,) = (—21) + (—x2) + -+ + (—x4).
Para todo x € A, —(—z) = z.

Para todos a, b, x em A, se x +a =x + b entdo a = b.

Para todox em A, x-0=0-2 =0.

Para todos x, y em A, x - (—y) = (—z) -y = —(x-y) = —(2y).

o RS T e

Para todos x, y em A, (—z)-(—y) =z -y = zy.

Sobre o anel (A, +, ) foram definidas as operagoes soma e multiplica¢ao. Definiremos
entao mais algumas operagoes sobre o anel e sobre alguns elementos do anel.

Defini¢ao 2.14. (diferengas em um anel) Sejam z, y elementos do anel A. Chama-se
diferenga entre x e y, e indica-se por z—y, o elemento x+(—y) de A. Assim z+(—y) = x—y.
Além disso, temos que para todo a, b, x em A, z(a — b) = za — xb.

Exemplo 2.15. Sejam A e B anéis e consideremos o produto cartesiano A x B. Se
definirmos a soma (+) e o produto (-) sobre A x B de modo que:

Ax B — Ax B
(+) (a1,b1) + (az,b2) — (a1 +ag, by + by)
() (al,b1) : (a27b2) - (&1 - ag, by 'bz)~

Temos que (A x B, +,-) é um anel.
Entao, sejam u = (a1, b1),v = (ag, by):



Anéis 27

u+(—v) = (a1,b1) + (—ag, —by)
= (Cll — ag, by — b2)
(ii)
z(u—v) x1,11) - (a1 — az, by — by)

(
(1’1(G1 - a2), yl(bl - b2)
(x101 — T102, Y101 — Y1b2)
(

101 — Yi1by, —z109 — ylbz)

= Tu—XT0.

Definic¢ao 2.16. (potenciagao num anel) Seja (A, +, -) um anel comutativo com unidade.
Definindo a poténcia de um elemento x € A (usando associatividade do produto), de modo
que:

=1 2t=x 2P*=z-2 2*=2> 2, 2"=2"1-2, VneN.
Vamos mostrar que as seguintes propriedades sao validas para todo m,n € N:

1 xm-i—n — xmxn.

Y

2. se xy = yx, entao (ry)™ = x™y™;

3. (™) = ™™

L o !
4. Se xy = yx entao, (x + y)" = ;) (7;) x""y" onde (?) = (nfz)'z'

Demonstracio. Mostraremos por inducao sobre n > 1, n € N. Consideremos nas passa-
gens o uso da defini¢ao e as propriedades referentes a N:

o = : hipétese de inducdo;

o = Definicao 2.16;

« £ propriedade associativa;
« 2 propriedade comutativa.

1 .

1. Para n = 1, temos ™! = 2™z e o = a!. Assim, 2™ = 2™z!. Portanto a
Y )

propriedade é valida para n = 1. Suponhamos que a propriedade seja valida para

n =k, ou seja, ™ = x™z*. Vamos verificar se é véalida para n = k + 1. De fato,

1 # 2
temos que pmrktl) — (mtk)+l 2 omtkl (xmxk)xl 2 xm(xkxl) = Mgkl

Portanto, concluimos que a propriedade é valida para todo expoente n € N.

2. Para n = 1, temos (zy)" = (zy)! = zy = z'y'. Suponhamos que seja valida para

n = k, ou seja, (zy)* = 2*y*. Vamos verificar se é valida para n = k + 1. De fato,
(xy)k:—&-l 1 (xy)k(xy)l * xkykxlyl 3 (mkwl)(yk _yl) _ xk-&—lyk-&-l.

Portanto, concluimos que a propriedade é valida para todo expoente n € N.
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3. Para n =1, temos (z™)

1 . C
L= 2™ = ™! Suponhamos que seja valida para n = k, ou

seja, (z™)* = 2™k, Vamos verificar se é valida para n = k + 1. De fato, temos que

(Im)k:-i-l 1 (xm)kxm E pmkam mk+m m(k+1) _ Mkl

r " = =X

Portanto, concluimos que a propriedade é valida para todo expoente n € N.

1 1
(z+y)' = (0) zly? + (1)x0y1 =z+y.

Suponhamos que seja valida para n = k, ou seja,

k
(x+y)* = Z (i)xkzy’ = (0)$k+ (J:ckly + (i)xkly“r---Jr (k>yk,
i=0

e entao vamos verificar se é valida para n = k + 1. Temos que,

() =@ +ye+y) = @+y) (Z (T) - x“/)

. Paran =1 temos

Desenvolvendo os somatérios obtemos as expressoes abaixo:

k

k o k k
Z <i>xk—z+1yz _ $k+1 + (1>5L‘ky + (2>5Ek_1y 44
=0

k k
+<k B 1>x2yk1 + (k>xyk
ko N A ) (2.2)
(i>xk—zyz+1 _ <0> xky + <1>xk_1y2 R

i=0

k _ k
+<k B 2>x2yk Ly (k B 1)xk + P

Pela Relagao de Stifel temos que:

") -0 (23)

Assim, considerando o desenvolvimento do somatério em (2.2) e aplicando a este a
Relacao de Stifel (2.3), concluimos que a expressao obtida em (2.1) é dada por:

E+1 E+1 -
(z4y)+t = 2kl 4 T >xky+--'+( + )x(k+1)—1y1+...+

1 1
k k+1
+
L ry Yy
k+1
k+1 o
_ Z ( - )$k+1—zyz‘
=0 ¢

Portanto, concluimos que a propriedade é valida para todo expoente n € N.
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Defini¢ao 2.17. (elemento invertivel) Seja (A, +,-) um anel comutativo com unidade.
Um elemento x € (A, +, ) é invertivel se, e somente se, = é invertivel para a multiplicagdo
definida sobre A. Portanto, se x ¢ invertivel, entdo existe um tinico elemento x ! (de-
nominado inverso de z), tal que: z -z =1 =271z, onde 1 é o elemento neutro de

A.

Observagao 2.18. O conjunto dos elementos invertiveis de (A, +,-) serd indicado por

U(A), unidades de A.

Definig¢ao 2.19. (divisor do zero) Um elemento = de (A, +,-), onde A é anel comutativo,
¢ um divisor de zero se, e somente se, existe y € A, y # 0, tal que xy = 0. Além disso,
se x é divisor de zero e x # 0 entao x é chamado de divisor préprio de zero.

Exemplo 2.20. No anel Z; = {0,1,2,3} temos que 2 é divisor préprio do zero pois
2:-2=4=0e2=#0.

Definicao 2.21. (subanel) Seja (A, +,:) um anel. Dizemos que um subconjunto I <
A, [ # @, é um subanel de A se,

(i) Paratodo z, ye I =z +ye l.
(ii) Para todo z, ye I = xy € I.
(iii) (Z,+,-) também ¢ um anel com as operagoes de A.

A proposicao a seguir apresenta uma forma de identificar um subanel no conjunto
I c A

Proposicao 2.22. Um conjunto I < A, I # & é um subanel de A se, e somente se:
(i) 0 €I (o elemento neutro de A pertence a I);
(ii) x,ye I =x —yel, para todo z,y € I;

(iii) x,y € I = xy € I, para todo x,y € I.

Demonstracao.

(=) Se I < A é um subanel de A entao:

(i) Seja x € I, entdo —z € I, pois pela Defini¢do 2.21, referente a subanel, I é
também um anel. Assim z —z =0¢€ [

(ii)) Como I é anel, se y € I entdao —y € I. Assim = + (—y) € I, mas pela Defini¢ao
de diferenca em um anel (2.14) z + (—y) =z —y € I;

(iii) Imediata pela Definicao de subanel (2.21).

(=) Em (i) temos que 0 € I, entdo I # . Por (ii) e (iii) temos que se x € I entao
—x=0—x€lesex,yec lentioxr+y =x— (—y) € I isto é I é fechado
para a soma. Por (iii) I é fechado para o produto. Assim, como as propriedades
associativa, comutativa e distributiva de I sdo as propriedades de A, pois I < A,
entdo I é um subanel de A.
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]

Exemplo 2.23. Para representar um subanel B de um anel A, usaremos a notagao
B < A. Usando a Proposicao 2.22 vamos mostrar que os anéis nZ, Z, Q, R, C, ne N
sao tais que,

nZcZcQcRcC, neN. (2.4)
De fato:

1. nZ c Z

Seja nZ = {nk |k € Z} e Z = {ntimeros inteiros}. Temos que:

(i) 0enZ pois0 =n-0 VneN;

(ii) a = nky e b = nky entdo a — b = n(ky — ko) € nZ;

(iii) a = nky e b = nky entdo ab = n(nkiks) = nk € nZ.
2. Z<Q

Seja Q = {%|a,beZ, b;éO}

(i)
(ii) a€ Z,be Z,a —be Z;
(iii) a€ Z,be Z,abe Z.

=0e;

> O

3. Qc R
(i) 0eQ;
(ii) Sejam r = %,s = 2 € Q, b,d # 0, temos que r — s = adb;lbc' Como
ad — be

a,b,c,d € Z entao (ad — bc) € Z,bd € Z. Assim =r—seQ;

bd
c

(iii) Sejam r = % 5= ¥ € Q, b,d # 0, temos que rs = Z—;. Como a,b,c,d € Z

-5
b’

entdo (ac) € Z,bd € Z. Assim % =rseQ.
4. RcC

Seja C = {a+bi|a,be R, i=+/—1}.
(i) 0+0i=0€eR;

(ii) Sejam a,be R, a —be R;

(iii) Sejam a,be R, abe R.

Vamos a seguir definir e apresentar algumas propriedades de subanéis bastante impor-
tante na teoria dos anéis.

Defini¢ao 2.24. (ideal) Dado um subconjunto nao vazio I, de um anel comutativo
(A, +, ), dizemos que este é um ideal de A se, e somente se,
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(i) x —y € I, para todo x,y € I;
(ii) ax € I, para todo z € I, para todo a € A.

Exemplo 2.25. O conjunto nZ < 7Z, é ideal de nZ. Vamos demonstrar essa afirmacgao
verificando os itens (i) e (i7) da Defini¢ao 2.24.

Demonstracao.
Sejam x,y em nZ. Entao existem kq, ko em Z, tais que x = nky e y = nks.

(1) nkl — nk2 = n(k1 — k’g) S TLZ,
(ii) a(nk) =n(ak) € nZ, YaeZ.
[

Observagao 2.26. Considerando a Definicdo 2.21 e a Proposicao 2.22 a respeito de
subanel, podemos afirmar que um ideal I < A, (A um anel comutativo) é também um
subanel de A, porém a reciproca nao é verdadeira, como por exemplo, Z é subanel de Q
mas nao € ideal de Q. De fato, observe que,

1 1 1
1EZ,§EQmaS§‘1:§¢Z.

Proposicao 2.27. Seja I um ideal de (A+,-), onde A € um anel comutativo. As sequintes
propriedades sao vdlidas:

(i) O elemento neutro do anel em A também pertence a I;
(ii) Se a€ I, entio —a€ I;
(iii) Se a,be I, entao a+bel;

(iv) Se o anel possui unidade e se algum elemento invertivel do anel A pertence a I,
entdo [ = A.

Demonstracao.
Pela definicao 2.24 temos que [ < A.

(i
(ii

(iii

Sejaae I, entdo a —ae I, masa—a =0, logo 0 € I;
Como Oe I, entao 0 —a = —a € [;

)
)
) Sea,be I, entdo —be I, assima — (—b) =a+be [;

) Como I ¢ A, entdo vamos mostrar que A  I. De fato, seja a um elemento do anel
A. Temos que a = a - 1. Se tomarmos um elemento invertivel x € I, entao existe
algum y € A tal que xy = 1. Sejaa = a-1 = a(zy) = (ay)x. Logo a = (ay)r e [ e
entao todo elemento de A também é elemento de I, assim A < I.

(iv

]

Dentre os ideais de um anel A temos alguns com propriedades especificas os quais
definiremos abaixo.
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Defini¢ao 2.28. (ideal maximal) Um ideal I < A, onde A é um anel comutativo com
unidade, é chamado de ideal maximal se, I # A, e os tinicos ideais de A que contém [ sdo

IeA.

Definigao 2.29. (conjunto gerado) Seja A um anel e ¢ um elemento de A. O conjunto
J =a-z, tal que x € A, é chamado de conjunto gerado por a e denotado por J = {(a).

Definigao 2.30. (ideal finitamente gerado) Sejam A um anel e S = {ay,as,...,a,} < A,
com a; € A,1 <7 < n. O subconjunto I tal que,

I ={ay,ag,...,a,) = {101 + 200 + - - - + Tpap|xy, Tay ...,y € A},
é chamado de ideal gerado por S e neste caso ele é dito ideal finitamente gerado.

Definigao 2.31. (ideal principal) Seja A um anel comutativo. Um ideal I < A é chamado
de ideal principal se I = {(a), ou seja, I é gerado por a. Um dominio em que todo ideal é
principal é chamado dominio principal.

A Definicao 2.9 fornece as condigoes para as quais (A, +, -) é um corpo. Considerando
agora as propriedades de ideal, apresentaremos algumas condi¢des necessérias e suficientes
para que um anel seja também definido como um corpo.

Proposicao 2.32. O anel (A, +,-) comutativo com unidade € um corpo, se e somente se,
0s unicos ideais de (A, +,-) sdo os triviais {0} e A.

Demonstracao.

(=) Seja I # {0} um ideal do anel A. Vamos mostrar que I = A.
Vamos tomar um elemento a € I, a # 0 invertivel, pois A é um corpo. Pela Propo-
sicao 2.27 temos que I = A.

(<) Vamos mostrar que todo elemento do anel A, nao nulo, é invertivel.
Sejaae A,a # 0e I ={ay. Como I # {0}, entdo I = A e entdo a unidade do anel
A também pertence a I. Assim, existe x € A, tal que 1 = ax, logo a é invertivel.

]

Na Definicao 2.1, item (ii), apresentamos a relagdo de congruéncia (= mod n) em Z.
Agora vamos estender a um anel qualquer.

Definigao 2.33. Seja A um anel e I um ideal de A e sejam a,b € A. Definimos a relagao

a=b(modl)<sa—bel.
Esta relacao representa uma relacao de equivaléncia em A.

Definicao 2.34. (conjunto quociente). Sejam (A, +, -) um anel comutativo com unidade e
I um ideal de A. Definimos a classe de equivaléncia de um elemento x € AporZ = {y € A :
y=x (mod I}. AssimT=x+1={x+z2:2€I}. Oconjunto A/ ={Z =x+1:x€ A}
é chamado de conjunto quociente de A.
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Teorema 2.35. Seja A um anel comutativo com unidade, I < A um ideal e AJ/I = {T =
x+1:x€ A} o conjunto quociente de A. Se definirmos as operagées soma (+) e produto
(1) de maneira que:

(+): A/IXA/] — A/[

(Z,9) — T+y=7+7Yy
() AT x AT — A/l

(Z,7) — TY=7T-7.

Entao,
(i) (A/I,+,-) € um anel, chamado de anel quociente de A mdédulo I;
(i) Se 1 é a unidade do anel A entio 1 € unidade de A/I.
Demonstracao.

(i) A demonstracao é meramente técnica e serd omitida. Ver em [13] pdgina 31.

(ii) Sejaze A, T ={x+ I} e A/I, 1 a unidade do anel A. Entao,

—_
8
8
—_

=
=

g 8
|
8 &8 8

|
8] 8
r—t\»—t.

logo, T é a unidade de A/I.
[l

Definicao 2.36. Sejam [ e J ideais de um anel comutativo A. Definimos como soma de
ideais, e indicamos por I + J, o subconjunto de A tal que:

I+J={x+ylzel ¢ ye J}.
Este subconjunto também é um ideal de A, pois:
1. Como0OeleOeJentao0+0=0€e [+ J,;

2. Sejam a e b elementos de [ + J, tais que a = x1 +y; e b= 25+ yo, com x, 20 € [ €
y1,y2 € J. Entdo a —b = (1 —x2) + (11 — y2) € [ + J pois (x1 —x2) € I e (y1 — y2);

3. Sejace Aed=xc+yel+J entaocd=cle+y)=cr+cyel+Jpoiscrele
cy € J.

Lema 2.37. Sejam I e J ideais de um anel comutativo A, entdo
(i) I+ J contém I e J;
(ii) Todo ideal em A que contém I e J contém I + J.

Demonstracao.
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(i) Seja a um elemento de I. Temos que a = a+ 0 e como a+ 0€ I+ J pois 0 € J,
logo I < I +J. Analogamente, seja b € I, e dai temos que b=5b+0¢€ [ + J e entao
concluimos que J < I + J.

(ii) Seja L um ideal de A tal que I < L e J < L. Seja b um elemento de I + J, entao
b=x+yondexeleyeJ. Temosquexe L, poisxelel cLe, yelL, pois
yeJeJc L Logob=x+ye€L.

O

Teorema 2.38. Seja A um anel comutativo com unidade e I < A um ideal de A. Entdo,
I € ideal maximal de A se, e somente se, A/I é um corpo.

Demonstracao.

(=) Seja @ # 0 € A/I. Vamos mostrar que existe b em A/I tal que @-b = 1. Para
isso, vamos considerar um ideal principal J = A - a (gerado por a), a € A. Temos
que [ +J={x+y;xel,ye J}éum ideal contendo I (Lema 2.37) e como @ # 0
entaoa ¢ I. Mascomoa =1-ae JeJ c I+.J,entao [+ J # 1. Como I é maximal
entaio A=I1+JeleA=1+J, logoexiste ue I, veJtaisquel =u+v. Do
fato de ve J entao v =b-a, be A. Podemos assim obter a relagdo de igualdade:

l=u+b-a=1=u+b-a=u+b-a.

Assim, como u = 0 temos,

S
S
|
2l
+
|
|
ol
+
(ol
2

l=u+b-a=T=u+b-a

edo fatode b-@=a-b temos que b-a = 1.

(<) Pela hipdtese de A = A/I ser um corpo, entdo 0, T € A, logo I # A. Seja M
um ideal de A, M # I tal que I ¢ M < A. Dai temos que existe um a € M, a ¢ I.
Como a ¢ I, entdo @ # 0, a € A. Novamente, pela hipétese de A ser um corpo,
entdo existe um b € A tal que @-b = 1, ou seja, pela Definicdo 2.34 referente a classe
de equivaléncia, temos que para a e b em A,

ab=1 (mod I) & ab—1€1,
e entao existe v € I tal que,
1 =ab—u.

Como a € M, um ideal de A, e b e A/I, entdao b € A, logo ab € M. Temos ainda
que, sendo u € I < M, entao u € M e dai, 1 = ab— u € M, logo concluimos que
M = A e portanto, o tnico ideal que contem [ é o proprio A. Assim, concluimos
que [ ¢é ideal maximal.

[]

Definicao 2.39. (corpo de fragoes de um dominio) Seja D um dominio e D* = D\{0}.
Consideremos a relagao de equivaléncia definida no conjunto D x D* = {(a,b);a € D, be
D*} | tal que:
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(a,b) « (c,d) < ad = be.

a ¢ a
Utilizamos a notagao — = — para representar (a,b) «~ (¢, d) e também 5 bara representar

a classe de equivaléncia de (a,b) em D x D*. Sobre o os elementos de D x D*definimos
as operagoes soma (+) e produto (-) tal que:

(+): (DxD*)x (D xD*) — (D x D*)

94_2 ad + be

b d bd
(+): (D x D*) x (D x D*) — (D x D*)

a c L, ac

b d bd’

Temos que (D x D* +,-) é um corpo, chamado de corpo das fragoes do dominio D.

Observacao 2.40. No corpo de fragoes de dominio, podemos observar que estao definidos

. . . 1
o zero de K, sendo 0 a classe de equivaléncia 1 e 1 a classe de equivaléncia T

A teoria apresentada neste Capitulo teve como objetivo abordar de forma mais ge-
neralizada as propriedades referentes aos anéis. No capitulo seguinte enfatizaremos as
propriedades relacionadas aos anéis de polinémios e as operacoes a eles relacionadas.






3 PolinoOmios em uma variavel

Considerando os resultados apresentados no Capitulo 2 em especial na Secao 2.2, a
respeito de anéis, vamos neste capitulo apresentar os resultados referentes aos poliné-
mios com coeficientes em anéis, bem como as propriedades relacionadas as estes, tais
como a igualdade, divisibilidade, decomposicao, fungoes polinomiais e raizes de fungoes
polinomiais.

3.1 Anéis de polinéGmios

Seja A um anel. Um simbolo x nao pertencente ao anel A serd chamado de uma
indeterminada sobre A.

Defini¢ao 3.1. Seja (A, +,-) um anel. Um polindmio numa indeterminada sobre A é
uma sequéncia (ag, a1, as, ..., ay,,...) onde a; € A para todo i em N e a; # 0 apenas para
um numero finito de indices, ou seja, existe um n € N tal que a; = 0, para todo 7 > n.

Seja A o conjunto dos polindmios numa indeterminada sobre A. Em A definimos as
operagoes soma (+) e produto (-):

(+): Ax A — A
(ao,al,...),(bo,bl,...) — (CLO + by, aq +b1,...) (3 1)
(+): Ax A — A '
(ao,al,...),(bo,bl,...) —> (d07d17~~-)
sendo
(do = apbo
dl = a061 +a1b0
a -
di = aobi + Cblbi_l + -+ ai_lbl + CLZ'bO
kdn+m = anbm-

Podemos observar que sendo a; = 0 para ¢ > n e b; = 0 para j > m, entao consideramos
ay # 0, b, # 0. Assim, temos que d,,, # 0. Além disso, para k = 1, k € N, temos

Artmak = Qbntmar + 0+ Qpbrgp + - + Qb + - + ngmgrbo = 0

pois, para todo i > n, j > m, temos a; = 0 e b; = 0. Considerando a soma (+) e produto
(1) em (3.1) e pelas propriedades do anel A, temos:

37
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« O elemento neutro relativo & soma (+) é (0,0,0,...);
+ O elemento neutro relativo ao produto () é (1,0,0,...);
« O inverso relativo a soma (+) é (—ag, —ay, -, —an,...).

Para efeitos de simplificagdo de notagoes, faremos nos elementos do anel A (sequén-
cias), as seguintes associagoes:

1. Um elemento do anel (ao,0,0,0,...) serd denotado simplesmente por ay.

2. Denotaremos uma indeterminada z pelo elemento do anel (0,1,0,0,...) e dai temos

22 = (0,1,0,0,...)-(0,1,0,0,...) = (0,1,0,0,...)* = (0,0,1,0,...);
0,1,0,0,... 0,1,0,0 0,0,0,1,0,...

1
z = (7 I ] )2.(07170707"') (7 7"')3 = (7 707 707' )7

) Y

2" = (0,1,0,0,...)""1-(0,1,0,0,...) (0,1,0,0,...)" = (0,0,0,...,0, 1

3. Aplicando as operacoes soma e produto em A, obtemos as expressoes:

Qo = (CL(),0,0, .. .);
ap+ax = (ap,0,0,...) +[(ay,0,0,0,0,...)-(0,1,0,0,...)];
ap + a1x + -+ a2z = (ap,0,0,...) +[(a1,0,0,...)-(0,1,0,0,...)]
+[(ay,0,0,---)-(0,1,0,0,...)?]

+[(@n,0,0,...)- (0,1,0,0,...)"].
Assim,

ag = (CLQ,0,0,...)

ap +a1x = (ag,a,0,...)
2
ap + a1x + asr® = (ag,a1,a9,0,...)
ap + a1 + ax® + - + axz” = (ag,a1,0az,...,0,,0,...).

Considerando as notagoes acima e as operagoes de soma e produto, podemos escrever
os elementos do anel da forma

A= {ZaixﬂneNeaieA}.
i=0

Provaremos na Proposigao 3.7 que A é um anel. O anel (A, +, -) serd chamado de anel de
polindmios em uma indeterminada e para o representar usaremos a notagao A[z|. Assim,
dada a indeterminada = = (0, 1,0,0,0, ... ),

Alr] = {ao + iz + agz® + -+ + a,2"; aj€ A, 0<j<n, neN}L (3.2)
Definig¢ao 3.2. (polindmio constante) Seja A um anel, e a € A. Chamamos de polinémio

constante, o polindémio p(x) = ag + ayx + ar® + -+ a,x"+---,ondeag =aea; =0
para todo i = 1. O polinémio constante sera denotado por
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p(z) = a onde a € A.
Defini¢ao 3.3. (polindémio nulo) Seja A um anel. Chamamos de polinémio nulo, o po-

linémio p(x) = ag + ayx + asx® + --+ + a,x™ + --+, onde a; = 0 para todo i € N. O
polindémio nulo serd denotado por

p(x) = 0.

A seguir enunciaremos algumas propriedades que irdo melhor caracterizar os anéis de
polinémios com coeficientes no anel A.

Proposicao 3.4. A soma de dois polinomios em A é também um polinémio em A isto €,
A[z] € fechado em relagio da adigao.

Demonstragio. Sejam p(z) e g(x) dois polindmios sobre o anel A tais que
plx) = Z a;x’ , g(z) = Z bix'.
i—0 i—0

Considerando a operagao soma apresentada em (3.1), seja ¢; = a; + b;. Pela Definigao 3.1
temos que a; = 0 para todo i > n e b; = 0 para todo i > m. Tomando r =max{m,n},
temos entdo que ¢; = 0, para i > r. Logo, a operagao p(z) + g(z) também define um
polinémio em A. O

Proposicao 3.5. O produto de dois polinomios sobre A é também um polindomio, ou seja,
A|z] € fechado em relagio a multiplicagdo.

Demonstragio. Sejam p(zx) e g(x) dois polindmios sobre o anel A tais que

p(z) = Z axt , g(x) = Z bzt
i=0 i=0

Considerando a operagao produto apresentada em (3.1), seja d; o coeficiente do termo z°.
Pela Defini¢ao 3.1 temos a; = 0 para todo ¢ > n e b; = 0 para todo ¢ > m. Entao para
todoi = (n+m)+1, d; =0. Logo, p(x) - g(x) é um polinémio sobre o anel A.

O

Exemplo 3.6. Sejam p(z) = 2" — 1 e ¢g(x) = 2™ + 1 polinébmios em um anel A [z], entdo:
L oplz)+qlx)=(a"=1)+ (2" + 1) = 22" = g(x) € A[x].
2. p(z) - q(x) = (2" —=1)- (2" 4+ 1) = 2> — 1= h(z) € Alz].

Proposigao 3.7. Se A é um anel comutativo com unidade, entao A[zx] também é anel
comutativo com unidade.

n m l

Demonstragio. Sejam p(x) = Z a;x', q(z) = Z bix', t(z) = Z e;x" polindmios sobre A
i=0 i=0 i=0

na indeterminada z, e consideremos as operagoes soma e produto como na Definicao 3.1,

representada em (3.1). Sem perda de generalidade, sejam n > m > [ € N. Entao,
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(i) p(z) + (¢(z) + t(z)) = (p(z) + q(2)) + t(z).

De fato:

(a; +b; +e;)x'

-

S
Il
=

i Zn:b—i—e, =

i=0 =

((a; + ;) + e;)a"

Il

~
Il
o

|
[]=

(a; + b;)x" —i—Zez

=0

.
Il
o

(i) p(z) + q(z) = q(x) + p(x).
De fato:

-
RN
&$.
+

-
&
H‘Sv

|
1:

@
Il
=}
~
Il
=}
.
Il
=}

(a; + b;)a"
(bi + a;)a’

—i—ZaZ

Il

~
Il
o

I
i M:

(iii) p(z) +0 =0+ p(z) = p(z).

De fato, tomando o polinémio nulo , temos:

Za:c +ZO:€ —Z az+0x —Zaz

(iv) Existe p(x) tal que p(x) + p(z) = 0.

De fato, no anel A, existe @ = —a tal que, a + a = a + (—a) = 0.

p(z) = —p(x), onde —p(x) representa o inverso relativo a soma, ou seja,

conforme Definicao 3.1, entao:
Z a;x Z —a;)z’ = Z =0z' = 0.
i=0 i=0 i=0

(v) p(z) - (q(2) - 1(z)) = (p(2) - g(2)) - t(2).

Sejam p(z) - ¢(x) e q(z) - t(z) definidos por:

* p(x) - q(x)

1=0 =0 1=0 1=+

Fazendo
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m l m+l
Zbimi-Zeix’i = i ( Z bw'%) xt
i=0 i=0

=0 \i=7v+p

Usando a propriedade comutativa do anel A e a operacao de produto, temos que:

n m l n m+l
Z a;x’ - (Z bxt - Z eixi> = Z a;xt i ( Z by - €u> xt
i=0 i=0 i=0 i=0

=0 \i=7v+p

n+m-+l ‘
- Z ( Z a)\-bv-e“>x’

i=0 1=A+pt+y
n+m

= ) (Z ak-bv> :czzl;)e:c

=0 \i=A+vy

n m l
= Z a;r" - Z bz | - Z e;x’.
i=0 i=0 i=0

(vi) p(z) - (a(z) + t(z)) = p(z) - q(x) + p(z) - t(2).
De fato, usando a propriedade distributiva do anel A e a operagdo de produto
conforme a expressao (3.1), temos:

iaixi . <i(bZ + ei)xi> = ”Zm Z ay - (b, + eu)xi>

i=0 i=0 \i=XA+p

n+m
= 2 ZaA-bM—i—aA-eH)a:i

1=0 \i=A+p
n+m n+m
% %
= Z Zak'bu '+ ZQA'% .
i=0 \i=Atp 1=0 \i=A+p

(vii) p(z) - q(z) = q(x) - p(z).
De fato,

Zn:aimi . anbixi = ”i” <Zn: ay - bu) = ”in (Zn: by - GA) .
i=0

=0 1=0 1=0 1=0 1=0

(vil) p(z)-1=1-p(z) = p(z).

Tomando h(x) = 1 (polindmio constante), temos:
(Z aixi> 1=1- <Z aixi> = Z(ai 1)’ = Z a;x’.
i=0 i=0 i=0 i=0
[l

Proposicgao 3.8. Se D é um dominio de integridade, entao D [z] também é um dominio
de integridade .
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Demonstrag¢io. Sejam p(x 2 a;x’, q(x Z biz*, polinémios ndo nulos de D[z], com

=0
an # 0e by, #0. Con81derando a operacao de produto como na Definicao 3.1 temos que o

coeficiente do termo d,,.,, = a, - b,,. Como a, e b,, € D sdo nao nulos, entao a,, - b,, # 0.
Assim, p(z) - q(z) # 0. Dai concluimos que D[x] é dominio pois, para p(x) - g(x) = 0
devemos ter p(x) ou ¢(z) nulo.

[

Os elementos dos anéis A e A[x] sdo de natureza distinta. No entanto, se considerar-
mos as propriedades de isomorfismo, podemos supor que A < A [z]. Assim, as proposi¢oes
e definigoes abaixo nos darao a imersao de Aem A [z].

Proposicao 3.9. Se A é um anel, entio I = {(a,0,0,0,...,0,...)]|a€ A} é um subanel
de Alx].

Demonstracao. Usando as condigoes de subanel da Proposicao 2.22, temos que:

(i) I # & pois 0 =(0,0,0,0,...,0,...)€ I;

(ii) Sejap = (a,0,0,...,0,...)eq=(b,0,0,...,0,...), entdo p—q = (a—b,0,0,...,0,...) €
I

(iii) Sejap = (a,0,0,...,0,...)eq=(b,0,0,...,0,...), entdo p-q¢ = (a-b,0,0,...,0,...) €
1.

]

Proposicao 3.10. Seja A um anel e I = {(a,0,0,...,0,...)|a € A} um subanel de A|z].
Temos que A € isomorfo a I.

Demonstragdo. Para demonstrar esta Proposi¢ao, vamos considerar a aplicagdo F': A —
I dada por F(z) = (x,0,0,...,0,...). Provemos que F é um isomorfismo. De fato,
considerando as propriedades de um isomorfismo temos:

(i) F(a+b) = (a+b,0,0,...,0,...) = (a,0,0,...,0,...)+(b,0,0,...,0,...) = F(a) +
F(b), para todo a,b € A;

(i) F(a-b) = (a-b,0,0,...,0,...) = (a,0,0,.. ..)+(,0,0,...,0,...) = F(a)-F(b),
para todo a,b € A;

(iii) F(a) = F(b) entdo (a,0,0,...,0,...) = (b,0,0,...,0,...), logo a = b, para todo
a,be A. Portanto F é injetora.

(iv) Dados (z,0,0,...,0,...) € I, temos que (z,0,0,...,0,...) = F(x). Portanto F' é
sobrejetora.
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Devido ao isomorfismo entre A e I podemos identificar cada a € A ao polindmio
(a,0,0,...,0,...) € I. Assim,

a=(a,0,0,...,0,...).

Considerando vélida essa igualdade e considerando ainda 0 = (0,0,0,...,0,...) e 1 =
(1,0,0,...,0,...) podemos abusar da notacao A < A|[z].

O conceito de polindomio sobre o anel A foi apresentado conforme a Defini¢ao 3.1.
Vamos agora enfatizar as propriedades e operacgoes dos polindmios considerando o anel
dos coeficientes e definir alguns elementos referentes aos polindmios.

3.2 Propriedades sobre anéis e corpos de polinébmios

Definicao 3.11. (grau de polindémio) Seja A um anel e p(z) um polinémio em A[z], tal
que,

p(z) = ap + a1z + apx® + - + a,a”,
com a, # 0 e a; = 0 para todo j > n. Dizemos que o niimero natural n é o grau de p(z)
e indicamos por dp(z) = n. O coeficiente a,, é chamado de coeficiente lider de p(z). Se o
coeficiente lider for a,, = 1, chamamos polinémio monico.

O grau de um polinémio, dp(x) = n, pode ser interpretado como uma fungao do
conjunto de todos os polindomios nao nulos no conjunto N da seguinte maneira:

0: Alz]\{0} — N
p(z) — op(x).

Observacao 3.12. Embora pareca natural definir o polinémio nulo como sendo um po-
lindbmio de grau zero, tal definicdo acarretaria um problema entre a relagao grau e raizes
de uma fungao polinomial (a ser abordada posteriormente).

Exemplo 3.13. Sejam p(z), ¢(x) € R[z], p(z) = 2° + 2* — 1, q(x) = 27 — 2.
e 0Op(z) =5 e p(x) é polindmio monico.

e 0q(z) =8.

Os resultados a serem apresentados abaixo nos permitem analisar melhor as carac-
teristicas do grau de um polindmio, considerando as operagoes de soma e produto de
polinémios.

Teorema 3.14. Sejam p(x) e q(x) polinémios com coeficientes no anel A, tais que p(x) +
q(z) # 0 e p(z) - q(x) # 0 entao,

(i) 0 (p(x) + q(x)) < max{dp(x), dq(x)};
(ii) 0 (p(x) - q(x)) < Ip(x) + dq(x).
Demonstragdo. Sejam

plx) =Y ', q(z) = ) ba',
i=0 i=0

com a, # 0, b,, # 0 e ¢; = a; + b;, © € N. Vamos supor, sem perda de generalidade que
n=m.
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(i) pla) + qle) = 2

— Se n > m temos d(p(z) + ¢(x)) = n pois como a, # 0 entdo ¢, = a, + 0 = a,.
— Se n = m podemos ter

x a, + b, =0 e entdo d(p(x) + q(r)) < n.

% ap + b, # 0 e entdo d(p(x) + q(z)) = n.

n

m n+m
(ii) p(z)-q(x) = Zaixz : Zbix’ = Z < Z a - bv) z'.
i=0 i=0 =0 \i=A+y
Seja d; o coeficiente do termo x*, e entao o coeficiente lider do produto é dado por:

dn+m =Qp - bm~
— Se ayb,, # 0, considerando-os nao divisores do zero, temos d(p(z) - ¢(x)) =

op(x) + dg(x).

— Se a, ou b,,, sdo divisores dos zero entao podemos ter a,b,, = 0 e entdo

d(p(x) - q()) < Ip(x) + dq(=).

Portanto d(p(z) - ¢(x)) < dp(x) + dq(x).

Exemplo 3.15. Sejam em Zg, os polindmios p(z) e g(z) tais que,

p(r) = 22?4+ 1z +3,
g(r) = 322 +5.

Entéo,
p(z) + g(x) = 52% + Tz + 2,
p(a) - g(z) = 3a® + T2? + 5z + 3.
Assim temos:
« dp(x) + g(x)) = max{dp(x), dg(x)} = 2.
« dp(x)-g(x)) < op(x) + dg().

Pelas consideragoes feitas na demonstracao do Teorema 3.14 item (%), enunciamos o
seguinte corolario.

Corolario 3.16. Se D é um dominio, entio 0 (p(x) - q(x)) = dp(x) + dq(x).

Demonstrag¢io. Para que 0 (p(x) - q(z)) < dp(x) + dq(x) devemos ter o produto entre os
coeficientes dominantes a,b,, = 0, com a,,b,, # 0, o que é impossivel considerando as
propriedades de um dominio. Logo @ (p(z) - ¢(x)) = dp(zx) + dq(x). O

Exemplo 3.17. Sejam em R[z] os polinomios p(z) = —z* + 2% —1 e q(z) = z* + 323 + 22
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« dp(z) +q(x)) = 3 < max{dp(z), og(x)},
« dp(z) - q(z)) = 8 = dp(x) + dq(x).

Para prosseguirmos e apresentarmos as operagoes em polindmios sobre anéis e corpos
e definirmos propriedades referentes a divisibilidade e fatoragao, definiremos a notacao de
elementos invertiveis e divisores de zero em anéis. Assim, seja A um anel comutativo com
unidade e o anel de polindémio A[z]. Indicaremos por U(A) e U(A[x]) o conjuntos dos
elementos invertiveis de A e A[z], respectivamente.

Teorema 3.18. Se D é um dominio, entdo os unicos elementos invertiveis de D|z], sdo
os elementos invertiveis de D.

Demonstragio. Seja p(z) € D|x] um elemento invertivel no anel de polinémios sobre D,
ou seja, p(x) € U(D|z]). Entao existe g(z) € D[z] tal que p(x) - g(z) = 1 e entdo
o(p(x) - g(z)) = 0, logo, pelo Corolario 3.16 devemos ter p(z) = c e g(z) = k, onde
¢,k € D. Pelo fato de p(x) - ¢(x) = 1, entdo ¢ - k = 1, ou seja, sdo elementos invertiveis
de D. Assim, p(z) e g(x) sdo polindmios em D [x]| e elementos invertiveis em D, logo,
p(x), g(x) € U(A), U(A[z]) < U(A). O

Teorema 3.19. Seja A um anel comutativo com unidade. Se um polinémio p(z) em
Alz], € um divisor proprio do zero, entdo existe c € A,c # 0 tal que cp(z) = 0.

Demonstragio. Seja g(z) € Alx] tal que g(x) - p(z) = 0. Vamos mostrar que dg(z) = 0,
ou seja, g(x) = ¢ € A. Para isso, consideremos o polindmio de grau minimo e coeficiente
dominante ¢, definido por g(z) = co + 1z +--- + ca’, e seja p(x) = ap + a1z + - - - + a,z"
Vamos supor por absurdo que dg(z) > 0 e analisar as seguintes situagoes:

(i) Se a;g(z) =0, 0 <i < n teremos a;c =0, (0 <i<n)eentdoc-p(x) =0. Com isso
teremos dg(x) = 0, contrariando a hipdtese sobre o dg(z).

(ii) Se existe um certo indice s tal que asg(z) #0,0 < s<ne asg( )=0,s+1<i<n
e pelo fato de g(x) - p(z) = 0 entdo g(x)ay + g( )alx + -+ g(x ) z" = 0 ou
g(x) - (ap + ez + -+ - + asz®) = 0 e assim, cas; = 0. Seja h(x ) = asg(z). Temos que
h(xz) é ndo nulo e oh(z) < dg(z) e ainda h(z) - p(z) = asg(z) - p(x) = 0, ou seja,
h(z)-p(x) = 0 com Oh(z) < dg(x), contrariando o fato de g(z) ser de grau minimo.

Il //\

Assim, de (i) e (4i) concluimos que dg(z) = 0.
[

Corolario 3.20. Se um polinémio nao nulo p(x) € Alz] é um divisor préprio do zero em
Alzx], entao todos os coeficientes ndo nulos de p(z) sao divisores proprios do zero em A.
Se pelo menos um dos coeficientes é reqular entao p(x) € reqular em Alx].

Demonstrag¢io. Pelo Teorema 3.19, existe ¢ # 0, ¢ € A tal que cp(x) = 0. Assim, conside-
rando p(z) = a, 2" +a,_12" '+ -+ a1x+ag, entdo temos ca,, = ca,_; = -+ = cay = cag.
Logo, todo coeficiente a; nao nulo, com i = {0, 1,2,...,n} é divisor do zero. O

Apresentaremos outras defini¢oes e propriedades referentes a polinémios e fungoes
polinomiais relacionados a estrutura de anéis e em alguns casos explicitaremos que a
estrutura considerada sera a de corpos.
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Definicao 3.21. (fungdo polinomial) Seja (D, +, ) um dominio infinito. Chama-se fungao
polinomial sobre D, determinada pelo polinémio f(x) € D [z] com coeficientes ag, ay, ..., ay,
a aplicacao:
[+ Dlz] — Dlz]
p(xr) — f(x) =ao+ ax+ ax® + - + a,z".

Observagao 3.22. A respeito de polindmios e fun¢des polinomiais, fazemos as seguintes
consideracoes:

(i) Dado um elemento (ag, a1, ...,a,,0,...) de D[x], pode-se definir, utilizando seus
coeficientes, a func¢ao polinomial f(z) = ag+ a1z + - - - + a,2™. Isto implica na exis-
téncia de uma correspondéncia entre os elementos de D[z] e as fungoes polinomiais
com coeficientes em D.

(ii) Se D nao for dominio infinito, ndo podemos considerar essa identifica¢do: polind-
mio e funcao polinomial. Para melhor compreender isso, consideremos o anel de
polindémios Zs[z] e a fungao polinomial:

p(z) = 2°+4w.

Considerando o polindémio p(z), podemos observar que nao é um polindémio nulo, no
entanto, seja f(r) = x° + 4z. Temos que f(0) = f(1) = f(2) = f(3) = f(4) =0,
ou seja, para todo elemento u de Zs, temos f(u) = 0, que corresponde a fungao
nula. Dai temos que nao existe uma correspondéncia biunivoca entre p(z) e f(x)

pois p(x) ndo é polinémio nulo.

(iii) Observe que a diferenca entre polinémio e funcao polinomial é sutil. Conforme

Definigao 3.1, um polinémio é uma sequéncia de elementos (ag, a1, ...,a,,0,...),
com uma quantidade finita de elementos nao nulos e nomeando = = (0, 1,0,...)
uma indeterminada em A[z], pode-se denotar o polinémio (ag, ay, ..., a,,0,...) por

ap+ a1x + - - -+ a,z", expressao que coincide com a expressao da fungao polinomial
f(z) = ag+arz+---+a,z™. Assim, embora sejam elementos de conjuntos distintos,
aptarz+---+aa” € Alz]e f(x) = ap+a1x+- - -+a,2", no subconjunto das fungoes
de D em D, costumeiramente se refere a ambos como sendo ‘o mesmo’ elemento.

(iv) Em dominios infinitos toma-se a liberdade de referir-se ao polindémio para falar de
elementos de D[z] e de fungdes polinomiais. A distingdo entre um e outro fica
dependendo do contexto onde é citado.

Exemplo 3.23. Sejam as fungoes polinomiais, definidas em D [x] um dominio infinito.
« O polindémio nulo p(z) = 0 determina a fun¢ao f(z) = 0.
« Todo polinémio constante p(z) = a determina uma funcao constante f(z) = a.

Defini¢ao 3.24. (raiz de fungao polinomial) Seja (D, +,-) dominio e f(z) uma fungao
polinomial sobre D. Um elemento u € D é chamado de raiz de f(z) se f(u) = 0 (zero do
dominio).

Observagao 3.25. Se a fungao polinomial é da forma f(x) = ¢, para todo x € D sendo
¢ # 0 uma constante, entdo nao ha raiz desta funcao polinomial. Por outro lado, se para
todo z em D tem-se f(x) = 0, entdo todo elemento x em D é raiz do polindmio f(x).
Sendo assim, esse polindmio tem infinitas raizes se D ¢é infinito.
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Exemplo 3.26. Seja f(z) € C[x] definido por f(x) = —1 + z — 2? + z*, temos que
f(1) = f(i) = f(—i) = 0. Portanto {1, ¢, —i} sdo raizes de f(x).

Definicao 3.27. (derivada de fungdo polinomial) Seja A um anel comutativo com unidade
e f(x) = ap+a;x' +---+a,z" € A[z], definimos como derivada de f(z), usando a notagio
f'(x) para derivada de ordem 1 e f(™ para derivada de ordem n maior que 1, a fungao

polinomial:
() = ap+ 2ax' + 3azx® + -+ + na,z" !,

f<2)(x) = (f'(=))
W) = (f")(2).

)
Para quaisquer f(:c), g(x) € Alx] temos:
(a) (f(2) +g(x)) = (f(2))" + (9(=))’;
(b) (f(2)-(9(x))" = (f(x))"- g(x) + f(x) - (9(2))";
(c) (x —a)") =n(zr—a)" ' ae K.

Exemplo 3.28. Sobre o corpo C, consideremos a funcao polinomial f: C — C, definida
por f(z) = 2* —/bx. A derivada desta funcio é dada por:

1. f'(x) = 42® — /5.

2. fO(x) = 1222.

Na Defini¢ao 3.24 apresentamos o conceito de raiz. Vamos apresentar alguns resultados
e propriedades obtidas a partir desta definicao.

Para isso consideremos que, para v € D, em D[x] é valida a igualdade, facilmente
verificada por inducao finita,

(
(

2" —u" = (v —w) (2" w4 u" R Y, (3.3)

Proposigao 3.29. Seja D um dominio e u € D raiz de um polindmio p(x) ndo constante
pertencente a D |x], definido por

p(z) = ag + azt + -+ apz”,

entao

onde q(x) € D[x] e
q(z) = by + by(x) +--- + Y
combje D, para j ={0,1,...,n—2} e by,_1 = ay,.

Demonstra¢do. Como u é raiz de p(x), entao:

p(x) —plu) = (ap + mz + - + ap2") — (ap + au + - - - + a,u")
p(z) — p(u) = a1(z — u) + az(@® —u?) + -+ + a, (2" — u")

Considerando a igualdade (3.3) e colocando (x — u) em evidéncia temos

p(z) —p(u) = (x —w)[(a + agu + - - - + apu™ ) + (az + azu + - - + a,u™ )z + - + 2"

p(x) —p(u) = (x — u)q(x).

Como p(u) = 0 (zero do anel), entao:
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]

Corolario 3.30. Seja D um dominio. Se uy,us,--- , Uy, sdo raizes distintas de um po-
linémio ndao nulo p(z) € D |z], definido por p(x) = ag + a1x* + -+ + a,z", entdo

p(x) = (z —w)(z —u2) (T = Un)gm ()
onde g, € D[z], m<n e
G () = Q@™ ™™ 4 by 2D Ly,
para todo x € D.
Demonstragio. Seja p(x) = ag + a1x' + -+ + a,z"
e Se uj é raiz de p(x), pela Proposigao 3.29 temos
p(z) = (z —ur)q(2),

sendo

2

q1(2) = apa™ 4 by_gx" 2 - 4 by

e Se uy é raiz de p(x), e uy # uy, uy também é raiz de ¢;(x) , entdo temos ¢(x) =
(x — ug)q2(z), logo
p(x) = (2 = u1) - (z — u2)ga(2),

sendo

3

@(7) = apx™ % 4 by_s2™ P 4 - - by.

Seguindo raciocinio analogo sobre as raizes us, .., u,, temos que para algum g,, = a,z" ™+
e 4 507

p(x) = (= w)(z —uz) -+ (& = um)gm (),
onde ¢, € D [z] e temos
G () = apz™ ™ + bz M) Ly,
para todo z € D. O

Corolario 3.31. Seja D dominio, D [x] o anel de polindmios sobre D e p(x) = ag +
arzt + -+ + a,z" ndo nulo. Entdo, o nimero de raizes distintas de p(z) em D é no
mdzimo igual a Op(z) =n

Demonstragcao. Se m é o nimero de raizes distintas e m > n, entao m = n+k, para algum
k = 1. Assim, na notagao do Corolério 3.30, teriamos ao menos uy, Us, * * * , Uy, Upy1 raizes
distintas. Logo, aplicando-se as raizes uq, us, - - - , u, teriamos

p(@) = (z — ) (@ —uz) -+ (& — un)qn(7),
com ¢,(x) = ay, isto é,
p(x) = ap(z —uy)(z —ug) -+ (z — uy).

Porém, wu, 1 seria raiz de p(z) e como (u,4+1 —u;) # 0, parai = 1,2,...,n, isso implicaria
em a, = 0, uma contradi¢do. Assim, o niimero de raizes é no maximo igual a n. n
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Exemplo 3.32. Seja em R[z] o polindmio p(z) = z* + 3z% — 4. Temos que 1 e —1 sdo
raizes de p(z), entao:

p(r)=(z—1) (z+1) (2% +4).
Proposicao 3.33. Sejam p(z) e q(x) polindmios sobre o dominio D |x], tal que p(x) =
ap + a1zt + - + apa™ e q(x) = by + bt + - + bpx™, com a, # 0, b, # 0. Entio
p(z) = q(z) se, e somente se, m =n e a; = b;, para todo i em {0,1,2,...,n}.
Demonstracao.
(=) Como p(x) = q(z) entdo p(x) — q(x) = 0. Assim,
(i) vamos supor que m < n. Entéo,
(ap — bo) + (a1 — b)a' + - + (@ — bp)x™ + -+ - + apa™ = 0,
logo,

a():b()
(11=bl

ao—b0=0
al—b1=0

U

am — b, =0 = a, =0b,

a,—0=0 = a,=0,
o que é absurdo pois a,, # 0.

(ii) vamos supor entdo que m > n. Analogamente ao item (i) obtemos b, = 0, o
que é absurdo.

Portanto, de (7) e (i) concluimos que m = n e dai,

ao—bon = G(]:bo
al—blzo = a1=b1

an_bn:O = an:bm
Logo, a; = b; para i = {0,1,2,...,n}.

(<) Como m =n e a; = b;, entdo a; —b; =0, para i = {0,1,...,n}, logo

n

D (ai —b)a' = 0= p(z) —q(z) = 0= p(z) = q(x).

i=0
[

Na Secao 3.2 enunciamos alguns resultados sobre os polindmios, relacionadas com as
raizes e os elementos do anel de polinémio. Vamos agora definir algumas propriedades
referentes a divisibilidade, irredutibilidade e decomposicao, considerando os polinémios
sobre anéis e corpos.
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3.3 Divisibilidade em poliné6mios

Nesta secao apresentaremos algumas propriedades que caracterizam a divisibilidade em
polinémios. Para introduzir este conceito, utilizamos as propriedades da divisao euclidiana
em Z, generalizando para anéis de polinomios.

Defini¢ao 3.34. (dominio euclidiano) Um dominio euclidiano (D, +,-,d) é um dominio
(D, +,+) com uma fungao:

o: D\{0} — N={0,1,2,---}
a —  0(a) ’

que satisfaz as seguintes propriedades:

e Para todo a,be D,b # 0, existem t,r € D tais que:

our =20

a = bt +r com {5(7“) < ()

« 0(a) < d(ab), para todo a, b € D\{0}.

Exemplo 3.35. Seja a funcao valor absoluto definida por:

| | 7Z — N
a se a=0
a — |a| = :
—a se a<0
Temos que (Z, +,-,| |) ¢ um dominio euclidiano.

Solugio. Sendo (Z,+, ) um dominio, segue do algoritmo da divisao euclidiana, que para
todo a, b em Z, b # 0, existem ¢ e r em Z tais que,

RS

e |a| < |abl.
our =20

azbt—i—rcom{

Vamos agora estender a definicdo de dominio euclidiano a polindmios sobre anéis e
COrpos.

Teorema 3.36. Seja (A, +,-) um anel comutativo com unidade e seja A|z] o anel de
polinémios sobre A. Seja p(z) € Alx]| e g(x) € Alx] um polinémio em que o coeficiente
lider € invertivel em A. Entao existem e sdo unicos q(x),r(x) € Alz] tais que:

p(x) = g(x) - q(x) + r(x) com {iirifi))ii(g(l’)) ;

Demonstragdo. Sejam,

p(x) = ap + a1z + -+ + a,2" sendo dp(z) = n
g(x) =by+ byz + -+ + bpx™ sendo dg(x) = m.
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Sem perda de generalidade, vamos assumir n = m. Como o coeficiente lider b,, ¢ invertivel,
entdo existe em A o elemento b ! (inverso de b,,), e assim o polindmio h(x) = a,b, z"™
pertence a Alx|. Multiplicando g(z) por h(z) obtemos a expressao:

p(x) = ab e g(x) + [an1 — anb by ] o+
[an—m - anbrfnlbm—l]l'nim + -+ a1x + ag.

Vamos chamar de p;(z) a expressao
[an_1 — anb b 12"+ - [ — @b o |2+ -+ i+ ag,
observe que dpi(x) < n — 1, e entdo podemos escrever

p(@) = apby,'z""g(x) + pr(@). (34)
A partir desta expressao, podemos considerar que:
(i) Se Opi(z) < dg(x), ou pi(x) = 0 entdo podemos tomar q(z) = a,b, 2" ™ e r(z) =
p(z).
(ii) Se dp1(z) > dg(x), seja
pi(7) = 7 +cp 2P+ e (7)) + ¢

onde ¢, # 0, e m < p < n — 1. De forma analoga a que foi feita na expressao de
p(z) em (3.4) , multiplicamos g(z) por ¢,b,,'2P~™ obtemos a expressio

pi(r) = b, 2" "g(x) + pa(), (3:5)

com Ops(z) < n — 2.

A partir desta expressao podemos escrever o polindémio p(z) como
p(a) = [anby, 2" 7™ + cpby, 2" g (@) + pa(2). (3.6)
e analisar as seguintes situacoes:

e Se Opa(x) < dg(x), ou pa(z) = 0, tomamos q(x) = a,b,'z"™™ + c,b aP™™ e
r(z) = pa();

o Se dps(z) > dg(z) repetimos o processo como em (3.4) e obtemos uma expres-
sao semelhante a (3.6).

Observe que nestes processos, ao obtermos os polindémios p;(z), com d(p;(x)) < n —i, em
algum momento teremos p;(x) = 0 ou dp;(x) < dg(x) pois, m < n. Assim, podemos obter
os polindmios ¢(z) e r(z) nas condigdes enunciadas.

Vamos mostrar que sao tnicos. Para isso, sejam q;(x), g2(x), 1 (), m2(x) tais que,

p(x) = 9(@) - () + ri(2) = g(x) - @2(2) + r2(2),

onde 7;(z) = 0 ou dr;(z) < dg(x), para i = 1,2 e dai temos

(@1(2) = g2(2)) g(2) = ra(x) — ().

Da igualdade acima, podemos verificar que se g1 (x) # g2(x) temos 0((q1(x)—q2(2))g(x))
0g(x) e ao mesmo tempo d(rz2(xz) — ri(z)) < dg(x), obtendo uma contradigdo. Assim
¢1(x) = q2(x) e dai consequentemente verificamos que ro(z) = ri(z). Assim, demonstra-
mos a unicidade. L

A\
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Corolario 3.37. (algoritmo da divisao) Seja (K, +,-) um corpo e K [z] o anel de poliné-
mios sobre K. Os resultados do Teorema anterior sao validos para quaisquer polinomios
em K|z|, pois os coeficientes serdo invertiveis.

No Teorema 3.36 e Corolario 3.37 apresentamos a divisdo de polindmios em anéis e
corpos. Vamos agora definir as condigoes a respeito da divisibilidade em polinémios.

Definicao 3.38. (divisibilidade) Seja A um anel comutativo com unidade e A [z] o anel
de polindémios sobre A. Sejam p(z), g(x) € A[z], g(x) # 0. Dizemos que g(z) é divisor
de p(z) em A[x], se existe h(z) € A[z], tal que:

p(x) = h(z) - g(x).
Usamos a notagao g(z) | p(z) em A[z] e dizemos que p(z) é divisivel por g(z).
A divisibilidade em A [z] apresenta algumas propriedades imediatas.

Proposigao 3.39. (Propriedades imediatas da divisibilidade em A[x]) Sejam p(x), g(x),
h(z) polinomios em Alx|. Considerando a Defini¢ao 3.38 obtemos as propriedades ime-
diatas:

(i) p(x) | p(x) (reflexiva).

(ii) se p(z) | g(x) e g(x) | h(x) entdo p(x) | h(x) (transitiva).

(iii) se p(x) | gi(x) e p(x) | g2(x) entio p(x) | (g1(z)hi(z) + g2(2)ha(x)), para todo
hi(x), he(z) € Alx].

Demonstracao.

(i) p(x) = 1-p(z). Assim, considerando h(z) = 1 temos que p(z) | p(z).

(ii) Sejam p;(z), p2(x) € Alx] tais que:
p(x) | g(x) = g(z) = p1(x) - p(2);
g(x) [ h(z) = h(z) = pa(x) - 9(z).
Entao h(z) = pa(x) - g(x) = pa(x) - pr() - pl().
Logo, p(x) | h().

(iii) Sejam ¢1(x), g2(z) € A[z] tais que:
g1(x) = p(x) - qu(x) e ga(x) = p(r) - g2().

Dai
91(@)h1 () + ga(x) ho() = p(x)q1(z)h1(7) + p() g2 () ha(T)

Entao p | (g1(x)hi(z) + g2(x)ha ().

Teorema 3.40. (Teorema do resto) Seja p(x) € Alx], um polinomio, com dp(zx) = 1.
Se A € um subanel, com unidade, do dominio de integriade D e u € D, entdo o resto da
divisao de p(x) por (x —u) em D |x] é p(u).
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Demonstragio. Sejam q(x) e r(x), respectivamente, o quociente e resto da divisao de p(z)
por (x — u), entao:

o(r(x)) < o(x — u)

our(x) =0

p(x) = (z —u) - g(x) + r(z) com {

Se r(z) # 0 entdo dr(x) = 0, ou seja r(x) é constante. Fazendo x = u temos:

p(u) = (u—u)-q(u) +r(u),

como r(x) é constante, entao r(z) = p(u). Se r(x) = 0, entdo,

=
<
A
I

Logo, r(x) = p(u). O

Como consequéncia da Defini¢ao 3.24, Definicao 3.38, do Teorema 3.37, Corolario 3.37
e Teorema 3.40, apresentados até este momento a respeito da divisao e divisibilidade em
polinémios, apresentaremos algumas defini¢bes e proposigoes:

Proposicao 3.41. Seja p(z) € Alx] um polinomio tal que dp(x) = 1. Se A é um subanel
com unidade, do dominio D, e u um elemento de D, entio (x —u) | p(z), (p(x)e€ D |[z])
se, e somente se p(u) = 0.

Demonstracao.

(=) Se (r—u) | p(x) entdo o resto da divisdo de p(x) por (z—u) é 0. Mas, pelo Teorema
3.40, esse resto é p(u). Logo p(u) = 0.

(<) Como p(u) é o resto da divisdo de p(z) por (x — u) e p(u) = 0, entdo p(x) =
(z —u)q(x), q(x)e D[z]. Logo (x —u) | p(x).

]

Definig¢ao 3.42. (multiplicidade de uma raiz) Seja A um anel, p(z) € A [x], um polinémio
de grau n, u € A e seja s = 1 um inteiro. Dizemos que u é uma raiz de multiplicidade s
de p(x) se, (x — u)® divide p(z) mas (z — u)**! nao divide p(z).

Lema 3.43. Seja A um anel comutativo com unidade e A|z] o anel de polinémios sobre
A. Se (x —u)®g(z) =0, para u e A, entao g(x) = 0.

Demonstragdo. Suponhamos que (x —u)*g(x) =0 e g(x) # 0. De (z —u)®g(z) = 0, temos
que o coeficiente lider do produto é nulo. Tal coeficiente é o produto dos coeficientes
lideres z° e a,z", que é a, -1 = a,, o0 que é uma contradi¢do, pois teriamos a,, = 0. Logo,
g(x) = 0. O

Proposigao 3.44. Sejam p(x) € Az], u € A, e seja s = 1 um inteiro. As afirmagies
sequintes sao equivalentes:

(i) u € raiz de multiplicidade s de p(z).

(ii) Existe g(x) € Az] tal que p(x) = (x — u)*g(x), com g(u) # 0.
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Demonstracao.

Corolario 3.45. Sejam D um dominio e p(z) € D|z],

(1) = (ii) Suponhamos que g(u) = 0, entdo g(x) = (r — w)g(z). Dai, p(z) = (x —
u)*(x—u)g(x), o que é uma contradi¢ao pois neste caso u seria raiz de multiplicidade

s+ 1. Logo u é raiz de multiplicidade s e g(u) # 0.

(it) = (i) Considerando a Defini¢do 3.42, vamos mostrar que (z — u)**! { p(z).

Suponhamos por absurdo que (z — u)**! | p(z). Entdo,
p(x) = (z — u)**'h(z) com h(z) € Alx].
Assim,
( —u)*g(x) = (x —u)*"h(z),
e entdo,
(z —u)*[g(x) — (x —u)h(z)] = 0.

Como (z — w)® é um polinémio moénico, pelo Lema 3.43, temos que

e entao,

Assim, g(u) = 0, o que é uma contradigao, pois g(u) # 0. Logo (z — u)® é raiz de

multiplicidade s de p(z).

Entao:

(i) Se uy,..

p(z) = (& =) - (z —up)*g(2),

onde g(x) € D[x] é um polinémio que nao tem raiz em D.

., uy sdo todas as raizes com multiplicidades respectivamente eq, . .

]

p(x) # 0, tal que dp(z) = n

., €L, te-

(i) O nimero de raizes de p(x) em D[x] é no mdzimo igual ao grau de p(z), ou seja, se
s € o niumero de raizes de p(x), entdo s < n.

Demonstracao.
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(i) Consideremos

p(z) = ap2™ + ap 12"+ -+ arx + ap.
Dividindo p(z) por (z — uq)®* -+ (x — ug)®*g(x) tem-se

ple) = (& = w)" - (= u)" glo) + (),

()

com grau de r(x) menor que e; + eg + - - - + €.

Observe também que (z — u;)® divide p(z) e divide p(z). Logo, divide r(z) ou
r# 0. Ser # 0 temos,

p(x) = p(x) + (x — w)' 11 (),

com ri(x) # 0( pois r # 0). Agora, (x — ug)® divide p(z) e divide p(z). Logo,
divide 7 (), que fornece r(z) = (z — us?)ro(x) com ro(x) # 0 e consequentemente,

p(x) = p(x) + (x — w) " (2 — uz)?r2(7),
com 73(x) # 0 (pois r # 0).
Procedendo desta forma, obtemos
r() = (z—un)® - (z = up) *ri(z),

com 1, # 0, 0 que contradiz o grau de r(z) ser menor que e; + ey +- - - +e*. Portanto,
nao pode acontecer r # 0. Com r(x) = 0 temos

p(z) = (. —w) - (z = up)*g(). (3.7)

Segue da expressao (3.7) que g(z) nao pode ter raiz distinta de uy, us, ..., uy, pois
ela seria raiz de p(x). Além disso, se fizermos

g1(x) = (2 = uz)™ - - (& — w)* g (),

temos
p(r) = (2 —u1)gi(2),
e a Proposicao 3.44 fornece g;(uy) # 0, o que implica g(u;) # 0.

Procedendo desta forma, g(u;) # 0, parai = 1,2,3, ...,k e portanto g(z) nao possui
raizes em D.

Temos da expressao (3.7) que
p(x) = (& —u)™ - (2 —w)*g(),

o que implica que s = ey + ey + -+ + ¢, < n. Logo, o numero de raizes contada a
multiplicidade nao excede ao valor de n.
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3.4 Maior Divisor Comum - M.D.C.

Nesta secao apresentaremos a defini¢ao e propriedades do maior divisor comum (M.D.C.)
entre polinébmios. Para isso, vamos considerar essa definicio em anéis e posteriormente
estender aos anéis de polinémios.

Definigao 3.46. (elemento primo) Um elemento p € D, onde D é um dominio, é primo
se:

(i) p#0.
(ii) p nao é invertivel.
(iii) Para todo a, b € D, se p | ab entdo p | a ou p | b.

Definicao 3.47. Sejam a, b em D, onde D é dominio. Dizemos que o elemento a é
associado ao elemento b, usando a notagdo a ~ b, sea |beb|a

Definigao 3.48. (elemento irredutivel) Um elemento p € D, onde D é dominio, é irredu-
tivel se:

(i) p#0.
(ii) p nao é invertivel.

(iii) Para todo a, b € D, se p | ab, entdo a é invertivel e entdo temos que b é associado
de p, ou b é invertivel e entao a é associado de p.

A Definigao 3.46 e a Defini¢do 3.48 nos levam a seguinte Proposicao:
Proposicao 3.49. Todo elemento primo de um dominio D ¢é também irredutivel.

Demonstrag¢io. Sejap = abcom a, b € D, entdo p | aou p | b. Sem perda de generalidade,
vamos usar a divisibilidade em a. Entao existe um elemento ¢ em D, tal que a = pc e dai
podemos reescrever a igualdade

p = ab= p = pch.

Dai temos bc = 1. Logo b é invertivel e a é associado de p. Analogamente, considerando
p | b temos que a é invertivel e associado a b. O

Defini¢ao 3.50. (polindmio primo) Seja D um dominio, D|z] o anel de polindémios em
D. Um polindmio ndo nulo e ndo constante p(x) € D[x| é chamado de primo se, ao
representarmos p(z) = g(x) - h(x), entdo p(z) | g(z) ou p(x) | h(x), sendo g(x ),h(:l:) €
D|z].

Proposicao 3.51. Seja D um dominio, D[z] o anel de polindmios sobre D, e p(x) €
Dlz] um polindmio ndao nulo e de grau maior ou igual a 1. Dizemos que um polindmio
g(z) € D[x] € associado de p(x) se, e somente se, g(x) = c- p(x), onde c é um elemento
invertivel de D|x].

Demonstragao.
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(=) Como sao associados, pela Defini¢do 3.47 g(x) | p(x) e p(z) | g(z) e, pela Definigao
3.38, existem polindmios g;(x) e pi(z), ambos em D[x], tais que,

g(x) =p(r)-gi(z) e p(x) = g(x) pi().

Assim,
p(x) = p(z) - (1(@)p1(2)).

Com isso, temos que g;(z)p1(x) = 1, ou seja, g1(x) é elemento invertivel em D[z] e
entdo, pelo Teorema 3.18, g1(z) = ¢, onde c € D é um elemento invertivel.

(<) Seja g(x) = c-p(x) com c € D invertivel. Temos que p(z) | g(z). Além disso, como ¢

é invertivel, entdo existe ¢! e daf obtemos p(z) = ¢ 'g(x). Logo, g(z) | p(z). Com
isso, temos que p(z) | g(x) e g(x) | p(x), portanto, sdo associados em D[z].

]

Exemplo 3.52. Consideremos os polinomios sobre D[x], onde D é um dominio, tais que
p(z) =142z e g(x) =a+ ax, sendo a € D é um elemento invertivel. Temos que

e atar=a-(14+z)=1+z|a+az.
e l+z=1(a+ax)=a+ax|1l+a.
Logo, concluimos que sdo associados em D[z].

Defini¢ao 3.53. (maior divisor comum - M.D.C.) Um elemento d € D, sendo D um
dominio, é maior divisor comum - M.D.C., de a, b € D se:

(i) d|aed]b;
(ii) todo divisor de a, b é divisor de d.

Defini¢ao 3.54. (primos entre si) Se o M.D.C. de a e b, ambos em D é igual a 1 (unidade
do anel), entao eles sdo considerados primos entre si.

Teorema 3.55. Seja D um dominio e consideremos em D os elementos ai,as, ..., ay.
Seja o ideal I de D, gerado por ai,as,...,a,, ou seja I =D -ay+D-as+---+ D -a,.
Se I ¢ ideal principal, ou seja, se existe d € D tal que I = D - d, entdo;

(i) Existem r1,79,...,1, em D, tais que

d=ri-ar+r2 a4+ 1y Gy
(ii) O elemento d é o M.D.C{ay,as,...,a,}.

Demonstragio. (i) Como I = D - d entao

D'dZD'a1+D'a2+"'+D'an.
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(ii) Seja
D-d=D-a;+D-ay+---+D-a,.
Entao, para cada a; € D, i ={1,2,... n}, temos que a; € D-a; + D -as+ -+ +
D-a, = D-d. Assim existem r; € D, i = {1,2,...,n} tais que a; = r; - d. Logo
d ¢ divisor comum de aq, as,...,a,. Além disso, se existir ' € D tal que d’ é
divisor de a;, entdao a; = r; - d’. Assim, D-d c D -d', logo d' divide d e entao
d é o M.D.C{ay,as,...,a,}.

]

Teorema 3.56. Seja (D, +,-,0) um dominio euclidiano como na Definicio 3.34. Entao:

(i) D é um dominio principal;

(ii) Para todo a, b € D\{0} pode-se encontrar efetivamente e, f € D tal que,

M.D.C. {a, b} = ea + fb,

se a divisao em D for efetiva, ou seja, existe o M.D.C'de a e b em D.

Demonstracao.

(i)

(i)

Seja I um ideal, D um dominio e I < D. Vamos mostrar que I = {a) ou seja, para
todoxel, x=ay, ael,ye D. Para isso, consideremos o conjunto

A(I\{0}) = {0(a) |a eI, a0} cN.

Esse conjunto possui um menor elemento, pois N é bem ordenado. Seja a € I o
elemento cuja imagem é esse menor elemento. Como D é euclidiano e I < D, entao
existe y,r € D tal que

o(r) < d(a)

xzay—l—rcom{ 0
ou r =

Do fato de x = ay+r e I ser um ideal temos que —ay € I e entao podemos considerar
que

r=x—ay,

e daf temos que r € I. Assim, d(r) < d(a) ou r = 0. Como a é o menor elemento do
conjunto I\{0}, entdo nao podemos ter d(r) < d(a), logo r = 0 e entao concluimos
que x = ay, ou seja, todo elemento de I é gerado por a. Assim, temos que I é ideal
principal e entao os ideais de D sao principais, logo, D é um dominio principal.

Como D é euclidiano, entao existem ry,t; tais que para a € D,

o(r1) < 0(b)

3.8
ou 1 =0 (38)

a=bt; +r; com {

Dai consideremos que
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1. Sobre r; temos as seguintes situagoes:
— Se r; = 0 entao
a = bty.
Assim, O M.D.C. existe e é igual a b e podemos escrever
M.D.C{a,b} =0-a+1-b.
— Se r; # 0 vamos considerar um elemento ¢ € D. Entao ¢ divide a e b se, e
somente se, divide b e 1. Assim

d = M.D.C.{a.b} =M.D.C.{b, r}.

Considerando b e ry, existem 7r9,t5 € D tais que

5(7"2) < 6(t2)

b =rity +ry com
ou 75 =0

2. Sobre 75 temos as seguintes situacoes.
— Se ry = 0 entao
b= rits.
Assim, o M.D.C.{b, r;} existe e é igual r; e podemos escrever
M.D.C.{b, 1} = la + (—t;)b.
— Se ry # 0 vamos considerar um elemento ¢ € D. Esse elemento ¢ divide b
e rq, se, e somente se, ¢ divide 1 e r5. Assim,

d= MDC{b, 7"1} = M.D.C.{T’l, 7"2}.
Agora considerando rq, 1o, existem t3,r3 € D tais que

6(7’3) < 5(7’2)

r1 = 1oty +1r3 com
ou r3 =0

3. Sobre r3 temos as seguintes situacoes:

— Se r3 = 0 entao
r = Tgtg.

Assim, o M.D.C. existe e podemos escrever
MDC{CL, b} = (—tg)a + (tth + ].)b

— Se r3 # 0 e continuando o processo, obtem-se um 7;, tal que

{a(rwl) < d(ri)

ou r,,1 =0

Como a fun¢do ¢ toma valores em N entao vai existir um n tal que nao teremos
O(rpy1) < 0(ry,) sendo entdo 1,41 = 0. Com isso, temos

MDC{G’? b} == M‘D'C'{Tn—la TTL} =Tn,

o que mostra que e e f podem ser efetivamente calculados, sendo M.D.C. escrito
como combinacgao linear de a e b.
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]

Corolario 3.57. Sejam K um corpo e pi(x), po(x) € K [x] dois polinomios primos entre
st, ou seja, M.D.C{pi(x),p2(x)} = 1. Seja p(x) € K |x]. Entao:

(i) E possivel calcular efetivamente g(x) e go(x) em K [z] tais que
p(x) = g1(x)p1(x) + g2(w)pa();
(ii) Se op(z) < dp1(z) + Opa(x) entdo os polindmios e g1(x), go(x) sdo tais que:

0g1(x) < Opa(z) ou g1 =0;
0ga(x) < Op1(x) ou go = 0.

Demonstracao.

(i) Pelo Corolario 3.37 (K, +, -, 0) é dominio euclidiano, entdo a divisdo em K ¢é efetiva.
Como pi(x) e po(x) sdo primos entre si, pelo Teorema 3.56, podemos encontrar
e1(z), ea(x) tais que

1 = e1(z)p1(z) + ex(z)pa(2)
e dai podemos obter p(x) tal que:
p(x) = p(x)er(z)p(x) + p(x)es()pa(w).
Assim podemos considerar g;(x) e go(z) efetivamente calculados e tais que:
g1(x) = p(x)er(r) e ga(x) = p(x)ea().

(ii) Pelo Corolario 3.37 existem ¢(z) e r(z) em K[z] tais que:

or(z) < dpa(x)

our(zx) =0

g1(x) = pa(x)q(z) + r(z) com {

Assim temos,

p(x) = r(z)pi(x) + [p1(z)q(x) + go(x)] p2(x),

o(r(z)p1(z)) < Op1(z) + Op2(x) ou r(x) =0,
e entao,

d[p1(x)q(x) + g2(x)] pa(z) < Op1(x) + Ipa(z) ou pi(z)q(z) + g2(x) = 0.

Portanto p;(z)q(z) 4+ g2(z) tem grau menor que p;(x) ou é igual a zero. Assim, r(x),
p1(x)q(x) + go(x), satisfazem as propriedades referentes ao grau.

]
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O Teorema abaixo dard as condigoes necessarias para que um polindémio seja o maior
divisor comum - M.D.C..

Teorema 3.58. Sejam sobre o corpo K |x]

« p1(), - pm(2) € K [2]\{0};
o [ =Klx] -pi(x)+---+ K [x]  pm(z) um ideal de gerado pelos polindmios nao nulos
pi(x); -, pm ().

Se existe d(z) € K [x] tal que I = K [x]-d(z), entao sao vdlidas as sequintes propriedades:
(i) Existem, r(x),...,rm(x) € K |x] tais que,
d(z) =ri(x) pr(x) + -+ () - pr(z).
(i7) d(x) é um divisor comum de pi(x), ..., pm(x).
(ii1) Se d'(x) é um divisor comum de qualquer py(x),...,pm(z) entao d'(x) | d(x).
(iv) d(x) é o M.D.C de p1(x),...,pm(z) € K |2]\{0}.
Demonstracao.

(i) O resultado segue da igualdade

(i) Sejaie{l,...,m} e K[z]-d(x) = K [z]pi(z) + --- + K [z] - pu(z). Entao,
pi(r) € K [z]-pi(x) € K[z] -p1(z) + -+ K [z] - pn(z) = K [2] - d(x).

Assim, podemos considerar que existe r;(z) € K [x] tal que p;(z) = r;(z) - d(x), isto
é, d(z) é divisor de cada p;(x), 1 = {1, 2,..., m}.

(iii) Seja d'(x) um divisor comum de p;(z),...,pyn(x) em K [z]. Entao existe um r;(z)
em K [z] tal que p;(x) = r;(z) - d'(x) para i = {1, 2, ..., m}. Assim,

Kl|z] - pi(z) c K|z]-d'(z), Yie{l,2,...,m}.

Dai temos K [z] - d(z) < d'(z)K [z] ou seja, existe r(z) € K [z] tal que d(z) =
r(z) - d(x).
[

Observacgao 3.59. Se o M.D.C. {pi(z),...,pm(x)} = 1, entdo eles sdo primos entre si ou
relativamente primos.

Teorema 3.60. Seja K um corpo, p(z),g(x) € K[x]. Se r(x) é o resto da divisio de
p(z) por g(z), entao M.D.C{p(z),g(z)} = M.D.C{g(z),r(z)}.
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g(x) +r(z) e M.D.C{p(x),g(x)} = d(x). Temos pela

Demonstragdo. Seja p(x) ) -
d(x) | g(x) e entdo podemos escrever:

= q(z
Definicdo 3.38 que d(z) | p(z) e

p(z) = d(@) - ¢ (2); (3.10)
g9(x) = d(z) - g2(). (3.11)

Por outro lado temos,
r(z) = p(z) — q(z) - g(x). (3.12)

Substituindo as expressoes (3.10) e (3.11) em (3.12) obtemos:

r(z) = d(@)-q(r) —d(@) - g(r) - ¢(z)
= d(z) - [a(z) — g2(x) - q(2)],
e assim podemos verificar que d(z) ¢é divisor de r(x).
Seja M.D.C{g(z),r(x)} = di(x). Pelo item (iii) do Teorema 3.58 d(z) | di(x) e pela
Definigao 3.38 escrevemos:
9(x) = di() - g3(); (3.13)
r(z) = di(z) - qu(x). (3.14)

Substituindo em p(x) as expressoes (3.13) e (3.14), entdo:

p(r) = q(x)- g(m) r(z)

Dai, d;(x) é divisor de p(x). Como também é divisor de g(x), entdo dy(z) | d(x). Assim,
pelo fato de d(x) | di(z) e di(z) | d(z), entdo dy(z) = d(x). Logo, M.D.C{p(x),g(x)} =
M.D.C{g(x),r(z)}. O

3.5 Fatoracao de polinémios

Vamos introduzir sobre os polindmios o conceito analogo aos ntimeros inteiros, re-
ferente a primalidade, irredutibilidade e fatoracao. Para isso apresentaremos algumas
defini¢des e propriedades que caracterizam a fatoracao em polinémios e quando estes sao
irredutiveis.

Definicao 3.61. Seja D um dominio e p(z), g(z) polindmios ndo nulos de D[z]. Um
polinémio m(z) é um minimo multiplo comum, ou M.M.C. de p(x) e g(z) se

(i) m(z) é multiplo de p(x) e também de g(x);

(ii) Se existir outro polindémio h(x) multiplo de p(z) e também de g(z), entdo h(zx) é
multiplo de m(x).

Nosso objetivo serd apresentar as condigoes necessarias sobre os polindmios sobre as
quais poderemos escrever um polinomio como produto de elementos irredutiveis, ou em
outras palavras, dizer se esse polinomio é redutivel ou nao.

Definig¢ao 3.62. (polinémio irredutivel) Um polinémio p(z) de grau maior ou igual a um,
é irredutivel em:
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(i) D[x], onde D é um dominio, se ao representarmos p(z) = g(z) - ¢(z), entdo g(x) é
invertivel em D ou ¢(x) é invertivel em D, o que equivale a dizer, pelo Teorema 3.18
que g(z) = ¢, onde ¢ é constante e invertivel em D, ou ¢(z) = d, onde d é constante
invertivel em D.

(ii) K [z], onde K é um corpo, se ao representarmos p(z) = g(x)-q(x), com g(x), q(z) €
K |x] entao g(x) = a ou q(z) = b, onde a e b sdo constantes pertencentes a K.

Definicao 3.63. (dominio de fatoracdo tnica) Um dominio D é fatorial se, todo a nao
nulo em D, e nao-invertivel, se escreve de maneira tnica, como produto de elementos
irredutiveis de D, isto é:

(i) a =py-pa---pr, com p; primos, para 1 <7 < r.

(ii) Se {pi}i<i<r € {¢j}1<j<s 580 elementos irredutiveis de D tais que py - -p, = ¢1 -+ ¢s

entao:
—r=s;
— A menos da ordem, p; é associado a ¢; ou seja, p; = ug; onde u; € D é
invertivel, isto é, existe uma bijecao o (i) de {1,...,r} sobre {1,...,r} tal que

pi € associado a gy(s)-

Definigao 3.64. (polinémio primitivo) Seja D um dominio fatorial e seja um polinémio
nao nulo p(x) = ap + a1 + - - - + a,a™ em D [x]. Nestas condi¢bes, p(z) é primitivo se os
coeficientes ag, ai, as, . .., a, sdo primos entre si.

Defini¢ao 3.65. (contetido de p(x)) Seja D um dominio fatorial e seja um polindémio nao
nulo p(z) = ap + a1 + -+ - + a,2™ € D [z]. Chamaremos de contetido de p(z), o elemento
cde D, tal que ¢ é o M.D.C. de {ay, ..., an}. Esse elemento sera denotado por ¢ = ¢(p(x)).

O lema abaixo nos apresentara as condi¢Oes necessarias e suficientes para que um
elemento ¢ € D, seja o contetdo de p(x).

Lema 3.66. Seja D um dominio fatorial e seja um polinomio ndao nulo e nao primitivo
p(z) = ap + a1z + - + aza™ € D|z]. Um elemento ¢ € D € o conteido de p(x) se, e
somente se, existe um polindmio primitivo pi(x) € D|z] tal que p(x) = c- p1(x).

Demonstracao.
(=) Suponhamos que ¢ seja o M.D.C {ag, ay, ..., a,}, ou seja, o contetdo de p(z). Sejam
a; = cb;, com i =0,1,...,n. Temos que os coeficientes b; sdo primos entre si, pois

qualquer divisor comum entre eles seria divisor de a;. Escrevendo o polinémio
p(x) =bg+ byx + - + bya”,

temos que este é um polindémio primitivo. Assim, temos que o polinémio p(x) é tal
que, p(x) = ¢ - pi(x).
(<) Suponhamos que exista um polindmio primitivo p;(z) tal que p(x) = ¢ - pi(x). Seja

c1 0 M.D.C. dos coeficientes de p(x). Como ¢ é divisor comum dos coeficientes de
p(z), entdo ¢ | ¢; e entdo podemos escrever ¢; = k - ¢, com k € D. Por outro lado,
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como p(z) nao é primitivo, entao existe um polindémio primitivo py(z) de D[z] tal
que p(r) = ¢1 - po(x) e dai

{m()=k pa(z)

p(z) = c-pi(x) entao c-pi(z) = cipa(z),

logo, ¢1 | ¢ ou ¢; | p(x) em D[x]. E dai, se ¢; | ¢ e como ¢ | ¢; entdo eles sdo
associados e ¢ é o conteiddo de p(x). Se ¢; | p(x) entdo ¢; divide os coeficientes de
p1(z), logo ¢; = 1 e p(x) é primitivo, o que nos traz uma contradigao, pois p(x) nao
é primitivo.

]

Observacgao 3.67. Considerando a Definigao 3.64, a Defini¢ao 3.65 e o Lema 3.66, p(z) é
um polindémio primitivo em D|z] se o contetido de p(x) é um elemento invertivel de D|z].

Lema 3.68. O produto entre dois polinomios primitivos é um polinomio primitivo.
Demonstrag¢io. Seja D um dominio fatorial, e sejam em D[z] os polinémios primitivos e
nao nulos:

p(z) = ag+ a1z + - + a,z"
g(x) =by +byx + -+ + bpa™.

Consideremos h(z) = p(z) - g(x), com h(zx) € D[z] tal que,
h(z) =co+am+ -+ gz + + cpyma™™

com ¢, = Z a;b;. Suponhamos por absurdo que h(z) nao seja primitivo. Entao existe
it+j=k
um elemento irredutivel d € D tal que d | ¢, para 0 < k < n+ m. Mas, como p(z) e g(x)
sdo primitivos, entdo d nao divide todos os coeficientes de p(z) e g(x). Assim, existem
indices r e sonde 0 < r <nel<s<m,tais que, dta, edtbsed]|a; parai <re
d | b; para j < s. Dal, considerando o coeficiente ¢, de h(x) entdo d | a, ou d | bs contra
a definigdo de a, e bs pois sao primos entre si. Assim concluimos que h(z) = p(z) - g(z) é
também um polindémio primitivo. O

Lema 3.69. Todo polindomio nao nulo p(x) € K[z] pode ser representado na forma

Cc

pa) = (5) mla),

com ¢,d € D onde D é um dominio e p1(x) € D[x]| € primitivo.
Demonstrag¢io. Seja D um dominio, K o corpo das fragées de D, D[xz], K[z] o anel de

polinémios sobre eles, e consideremos o polinémio p(x Z a;x" de K[x], onde a; € K
=0

Ci .
para 0 < ¢ < n. Vamos escrever a; = (d)’ onde ¢;,d; € D e d; # 0. Considerando que

podemos ter d = dyd; - - - d,, entao,

o) = (3) 960,

onde g(z) € D[z]. Pelo Lema 3.66 existe um polindmio primitivo p;(x) tal que
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g(x) = c-pi(x),

com c € D. Logo, podemos escrever

c
pla) = (5) m@).
obtendo assim a representacao onde temos um polinémio primitivo. O

Considerando as defini¢coes e propriedades apresentadas, a respeito de elementos pri-
mos, primitivos, redutiveis e irredutiveis, vamos analisar as condi¢oes para as quais os
polindmios apresentam tais propriedades.

Teorema 3.70. Seja D um dominio e D |x] o anel de polinémios em D. Para todo
a € D, o polindmio moénico (x — a) € irredutivel em D [x].

Demonstragio. Sejam g(x),q(x) € D |z] tais que z — a = g(x) - q(z).
Como d(x — a) = 1, entdo pelo Corolario 3.16 temos dg(z) + dq(x) = 1, e dai temos que
as seguintes condigoes:

(i) dg(x) =1 e dg(x) =0 = g(x) = ¢ uma constante de D, ou
(ii) dg(z) =0e dq(x) =1 = g(x) = ¢ uma constante de D.

Suponhamos vélida a primeira condi¢ao (a outra é anédloga). Podemos escrever

r—a=c-g(r).

Logo, x — a s6 pode ser escrito como um produto de polindmios se um deles for polinémio
constante, logo, é um polinémio irredutivel em D[z]. Convém observar que pela hipdtese
de ser um polindmio ménico em um dominio, entdo, seja g(x) = a1z + ag um polinémio
de grau 1. Dai temos

Tr—a=caT+ cag=ca =1

ou seja, ¢ € um elemento invertivel do dominio D. n
Corolario 3.71. Todo polinomio de grau 1 sobre um corpo K € irredutivel.

Demonstrag¢io. Considerando p(x) = ajx + ag, a demonstragao é andloga a feita no Teo-
rema 3.70. O

Proposicao 3.72. Seja D um dominio, D|x] o anel de polindmios em D. Todo polinémio
primo em D|x| € irredutivel.

Demonstrag¢io. Seja p(z) € D[x] um polindmio primo tal que p(z) = g(x)-h(x), onde g(z)
e h(z) sao polindémios nao nulos de D[z|. Pela Definicao 3.50 p(x) | g(x) ou p(z) | h(x).
Vamos supor, sem perda de generalidade que p(x) | g(z) (o outro caso é andlogo). Dal
temos que g(x) = p(x) - t(x), com t(z) € D[z] e entdo obtemos

Com isso, temos que que t(z) - h(z) = 1, o que nos diz que h(x) é um elemento invertivel
de DJ[z], ou seja, h(z) = h € D (Teorema 3.18). Logo, temos que p(z) = h - g(z) e entdo,
pela Definicao 3.62, concluimos que p(x) é irredutivel em D|x]. O
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Proposigao 3.73. Seja K um corpo, K[z] o anel de polindmios em K. Um polinémio
p(x), nao nulo e nao constante, de K[x] é primo se, e somente se, p(x) € irredutivel em

K|x].
Demonstracao.

(=) Imediata pela Proposi¢ao 3.72.

(<) Seja p(z) € K[x] um polindmio nao nulo e nao constante e sejam g(z), h(z) € K|xz],
tais que, p(x) | g(x) - h(z) mas p(z) t g(z). Vamos mostrar que p(z) | h(x). Pelo
Teorema 3.58, existem polindémios 71 (x), ro(x) € K[z] tais que,

d(z) = ri(z)p(z) + ra2(z)g(),

onde d(z) € K[z] é o M.D.C {p(z),g(z)}. Como d(x) | p(x) e p(x) é irredutivel,
entdo d(x) = a € K, oud(z) = a-p(x). No entanto, observemos que, se d(z) = a-p(x)
e como d(z) é divisor de g(x), entao terfamos g(z) = a-p(z)-g:(x), com ¢, (x) € K|z],
e portanto p(x) | g(z), o que é absurdo pois p(x) 1 g(z). Logo, temos d(z) = a e dali,

a = ri(2)p:(x) + ra(z)g(7).

Multiplicando ambos lados por h(z) - a~! obtemos
h(z) = ri(@)p(@)h(@)a™ + ra(z)g(z)h(z)a™.

Podemos observar que p(z) divide ambos lados da soma (pois p(z) | g(x)h(x)), e
entao p(x) | h(x).

]

Teorema 3.74. Seja D um dominio e D [x] o anel de polinomios em D. Sepe D é um

elemento irredutivel em D, entdo o polinomio constante p(x) = p € D|z] é irredutivel em
D [x].

Demonstragio. Sejam g(x),q(x) € D [z] tais que p(x) = g(x) - g(x) = p.
Pelo Coroldrio 3.16 temos dg(x) + dg(x) = 0 , e entdo dg(z) = 0 e dg(x) = 0. Dai
concluimos que g,g € D, e p = g-q. Como p é irredutivel em D , entdo pela Definicao
3.48 g ou ¢ sdo invertiveis e assim p(z) = p é irredutivel em D [x] .

]

Defini¢ao 3.75. (algebricamente fechado) Seja K um corpo infinito. Se todo poliné-
mio nao constante de K [z] tem pelo menos uma raiz em K, entdo dizemos que K ¢é
algebricamente fechado.

Proposicao 3.76. Um polindmio p(x) sobre um corpo K algebricamente fechado é irre-
dutivel em K|x| se, e somente se, op(x) = 1, ou seja, é da forma p(x) = ax + b com

a # 0.

Demonstracao.
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(=) Seja p(z) um polindmio irredutivel. Como K é algebricamente fechado, entao existe
u € K tal que p(u) = 0. Logo, pelo Corolario 3.41 (z — u) | p(x) e portanto, pela
Proposicao 3.44 existe g(z) € K [z] tal que p(z) = (z — u) - g(x), com g(z) # 0.
Novamente, como p(z) é irredutivel, entdo g(z) = a onde a é constante pertencente
a K e a # 0, pois caso contrario, p(z) seria o polindbmio nulo. Assim p(z) =
a-(xr—u) = ar — au. Fazendo b = (—au), temos que b € K e entdo podemos
escrever p(z) = ax + b. Logo podemos concluir que dp(z) = 1 (pois b = (—au) é
constante).

(<) Imediata pela Proposigdo 3.71, uma vez que a Proposi¢ao diz respeito a um corpo
K qualquer.

]

Teorema 3.77. Seja K um corpo e K|x| o anel de polinémios com coeficientes em K.
Todo ideal de K|z]| é principal.

Demonstragio. Seja I < K[x] um ideal de K|[z] e p(z) um polinémio de I.
e Se I ={0}, entdo I é gerado por 0.

e Se I # 0, vamos tomar em K|[z]| um polinémio p(z) de grau minimo.Tal polinémio
existe, pois o grau de um polinémio é um nimero natural, e o conjunto dos niimeros
naturais é bem ordenado. Dali,

1. Sep(z) =a,ael,a+0,entdoa-a~t =1¢€ I eentdo, I = K[x] é gerado por
1.

2. Se p(x) é de grau maior ou igual a 1, consideremos o ideal K|z] - p(z). Temos
que p(z) € I, e entao K|x|-p(x) c I. Agora, vamos mostrar que I < K|xz]|-p(x).
Para isso, seja h(z) € I. Pelo Teorema 3.37 existem polinémios r(x) e ¢(x) em
K|[z] tais que

h(z) = q(x) - p(x) + r(x) com or(z) < dp(x) ou r(x) = 0.
Assim, r(z) = h(z) — q(x) - p(x) e como h(zx),q(x) € I entdao r(z) € I. Por
outro lado, observemos que p(z) é de grau minimo, dai r(z) = 0 e entdo
h(z) = q(x) - p(x). Logo h(z) € K[z] - p(x) e do fato de h(x) € I, entado
I < K[z] - p(x).
[

Teorema 3.78. Sejam K um corpo e p(x) € K |x], as sequintes condi¢oes sao equivalen-
tes:

(i) p(x) € irredutivel sobre K|x].
(ii) I = K [z]-p(x) € um ideal maximal em K [z].
(iii) K [z]/I é um corpo em que I = K [z] - p(x).

Demonstrag¢ao. Vamos mostrar que:
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(i) = (ii) Seja p(z) € K[z] um polinémio irredutivel em K[z], entdo dp(x) = 1.
Consideremos o ideal

I = K[z] - p(z) = {g(x) - p(x); g(z) € K[z]}.

Pelo fato de p(z) ser um polinémio de grau maior ou igual a 1, entdo podemos
concluir que I # K[z]. Vamos mostrar que se existir em K[z] outro ideal principal
J, tal que I < J < KJx], definido por

J = Klz] - hx) = {k(x) - h(z); k(z) e K[z},
entdo I = J ou J = K|[z]. De fato, como
p(z) € K[z] - p(x)  K[z] - h(z)

existe um polindémio g(z) € K[x] tal que,

Como p(z) é irredutivel em K[z] entdo, g(x) = a,a € K, a # 0 ou h(x) =b,b €
K, b# 0. E dai temos que:
Se g(x) = a entdao h(z) = a~'p(z) e portanto J < I, mas [ < J, entdao I = J.
Se h(z) = b temos J = K[z]|h(z) = K|x].

Assim, concluimos que I é ideal maximal em K|[z].
(ii) = (i) Suponhamos que p(z) = g(z) - h(z) com g(x), h(x) € K[z] e seja
I'= Klz]-p(r) = {9(z) - p(2); g(2) € K[z]},

um ideal maximal em K[x]. Como I é maximal, entado I # K|[x| e portanto dp(z) >
1. Considerando em K |z] outro ideal principal J = K|z|-h(z) = {k(z)-h(z); k(x) €
K|[z]} temos que p(z) € J, logo I = J. Novamente, pelo fato de I ser maximal entao:

— Se I = J, temos que h(z) € I e entao h(r) = k(x) - p(x). Por outro lado
p(x) € J pois I = J e entdo p(x) = g(zx) - h(z). Assim, p(x) = g(x) - k(z) - p(x)
e entdao temos que g(x) - k(z) = 1, logo g(z) = a e k(z) = b, onde a e b sao
elementos invertiveis de K. Assim, p(z) = a-h(z) ou p(z) = b- g(z). Portanto
p(z) é irredutivel em K|x].

— Se J = K|z] temos que h(z) = b e entao p(z) é irredutivel em K|z].
(i)« (iii) Imediata pelo Teorema 2.38.

]

Considerando o conceito de polinémio irredutivel, apresentado na Defini¢ao 3.62, va-

mos dar a caracterizacao de tais polinémios. Para isso, apresentamos as defini¢oes e
proposicoes que seguem.

O teorema abaixo nos mostra as condigoes sobre as quais um polindomio pode ser

representado na forma fatorada. Embora a estrutura apresentada seja sobre corpos,
posteriormente apresentaremos alguns resultados que podem ser aplicados também em
dominios.
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Teorema 3.79. Seja K um corpo, u € K\{0}. Todo polinomio nao nulo p(z) € K|z]
pode ser escrito de forma unica (a menos da ordem) na forma

p(x) =u-pi(z) - pm(x),

sendo p1(z), ..., pm () polindmios monicos e irredutiveis sobre K|x] (nao necessariamente
distintos) e u € K\{0} o coeficiente dominante de p(z).

Demonstra¢io. Vamos mostrar por indugao sobre dp(z) = n.
e Sen =0 entdo p(z) = u.

o Vamos supor que todo polindomio nao nulo, de grau entre 1 e n — 1 possa ser escrito
nessa expressao e vamos demonstrar que p(z) de grau igual a n pode ser escrito
dessa maneira. Para isso, seja p(z) = g(x) - h(x), com dp(z) = d(g(z)) + d(h(x)).

— Se p(x) é irredutivel, entdao pela Defini¢ao 3.62, temos que g(x) = u, u € K.
Dai, tomando h(z) = p;(z), podemos escrever p(x) = u - p1(x) com u € K e
p1(x) irredutivel em K|z].

— Se p(z) é redutivel entdo, pela hipdtese de indugao, temos que todo polinémio
pode ser escrito com produto de fatores irredutiveis. Dai, tomando g(x) =
a-pi(z)-p(x) e M(x) =b-pryr(x) - pm(x), com p;, 1 < i < m irredutiveis
sobre K e u = ab, obtemos p(z) = u - p1(x) - - pp(x).

Para demonstrar a unicidade desta fatora¢do suponhamos que existam em K|[z] po-
lindmios monicos e irredutiveis, ¢;(x), ¢2(x), . .., ¢-(z), com m < n, tais que

p(@) =u-pi(x) - prl(z) = v () g (2)gmar (@) - ¢ (@),

onde v’ € K. Como u é o coeficiente lider de p(z) entdo u = «’. Assim, obtemos

pi(z) pm(z) = @1 (@) -+ G (@) gmsr () - g (2).

Podemos observar que p;(z) divide ¢1(2) - - - gm(2)@ms1(z) - - - ¢-(x). Como p;(z) é primo
(pois num corpo, todo elemento irredutivel é primo), entdao p;(z) divide algum ¢;(z),i =
1,...,7r. Assim, ap;(z) = ¢;(x), de onde vem, que a = 1, pois ambos possuem coeficiente
lider igual a 1, e entdo pi(r) = ¢(r). Vamos supor, sem perda de generalidade que

p(z) = q1(x). Logo,
pa(x) - pm() = ga(T) - - - ¢ ().

Assim, temos que py(x) divide algum ¢;(x). Sem perda de generalidade, suponhamos que
p2(z) | ¢2(x). Dai temos que pa(x) = g2(x) (andlogo a p;(z) = ¢1(x)). Com isso temos,

p3(2)pa(@) -+ p(@) = @3(2)qa(@) - - - G (T) @1 (%) - - - 4 ().
Seguindo este processo obtemos, p,(x) = ¢, (z) e entdo
1 = gmii(z) - g (). (3.15)

Como ¢1(z), g2(x), . .., g-(z) sdo irredutiveis, ndo pode acontecer r > m pois gera contra-
digdo com a expressao (3.15). Portanto a decomposicao é tnica. O
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Corolario 3.80. Seja K um corpo algebricamente fechado e seja p(x) € K[x] polindmio
sobre K. Todo polinomio ndao constante de grau maior que zero, pode ser representado de
modo Unico (a menos da ordem) na forma,

Qr

px) = a(x— )™ (z —29)™ - (2 — )™,

onde a € o coeficiente lider de p(x), o; natural, x; € K sdo raizes de p(x), e x; # x; se
1# 5, com1<1,7<r.

Demonstrag¢io. Suponhamos que dp(x) = n. Como K é algebricamente fechado, existe
x1 € K | raiz de p(z). Logo, pela Proposigao 3.29,

p(z) = (x — x1)qu(z), com gy (x) =n — 1.
Se 0qi(x) = 1 entdo ¢;(x) possui raiz x5 € K. Dali,
p(:z:) = (37 - ﬂ71)($ - 372)(12(:6), com (9q2(:c) =n—2.

Este processo continua até obtermos dg,, = 0.

p(z) = (z —x1)(z — 22) -+ (¥ — T) ()
=a(x —x)(x —x2) -+ (T — Tp).

Agrupando as raizes coincidentes segue o resultado.
O

A seguir apresentaremos um teorema, definicdo e lema que constituem importantes
resultados para apresentarmos um critério para verificar se polindmios sao irredutiveis.

Teorema 3.81. Seja D um dominio fatorial e K seu corpo de fragoes. Se p(z) e g(x)
s@o polinomios primitivos de D [x], entdo eles sao associados em D [x] se, e somente se,
forem associados em K |x].

Demonstracao.

(=) Sendo p(x) e g(z) associados em D|z], entao, pela Proposi¢ao 3.51 temos que p(z) =
a-g(z)eg(x) =0b-p(x), sendo a e b elementos invertiveis de D (Teorema 3.18).
Logo sao associados em K[x] pois a,b € K.

(<) Suponhamos p(z) e g(x) primitivos e associados em K[z]. Assim, p(z) = ¢ - g(z)
com c invertivel em K[x]. Vamos mostrar que p(z) e g(x) sdo associados em D[z].

De fato, sendo K o corpo das fragcdes de D, podemos escrever ¢ = 5 com a,be D,
b # 0 e entao,
a
pla) = c-g(a) = (3) 9@) = b-p() = a- g(a)

Assim, pela Proposicao 3.51, a e b sao elementos associados em D e dai ¢ =

e

invertivel em D. Logo p(x) e g(x) sdo associados em D.
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Teorema 3.82. (Lema de Gauss) Seja D um dominio fatorial e K seu corpo de fragoes.
Se p(x) € D|x] € tal que dp(x) = 1, entdo p(x) € irredutivel em D [x] se, e somente se,
p(x) € primitivo em D |x] e irredutivel em K |z].

Demonstracao.

(=) Suponhamos que p(z) é irredutivel em D[x] e provemos inicialmente que é primitivo.
De fato, se p(x) nao fosse primitivo, existiria o M.D.C. entre os coeficientes de p(z)
denotado por d tal que d # 1. Assim,poderfamos escrever p(z) = d-p;(x) implicando
em p(x) redutivel em D[z], o que é uma contradigdo. Logo p(x) é primitivo em
D[z]. Suponhamos agora que p(x) ¢é redutivel em K[z]. Logo, existem polindmios
g(x),h(x) em K[x], ambos de grau maior ou igual a 1, tais que p(z) = g(x) -
h(z). Pelo Lema 3.69 existem constantes a,b,c e d em D, e polindbmios primitivos
g1(x), hi(z) em D]|x], tais que

9@) = () 0@) 5 h@) = (5) @)
Dali,
ac
p@) = (53) (@) (). (3.16)

Pelo Lema 3.68 o produto (gi(x)hi(x)) resulta em um polinémio primitivo. Apli-
cando o contetdo aos dois lados da expressao (3.16), utilizando o fato de p(x),
g1(x)hy(z) serem primitivos, temos:

L= c(p(@) = ¢ ((53) 9@ @)

= @C(gl(x)hl(x))

ac

— %'

Portanto, p(z) = g1(x)hi(z), com gi(x), hi(x) € D[z], ambos com grau maior ou
igual a um, o que é absurdo, pois p(x) é irredutivel em D[x]. Portanto, p(x) é
irredutivel em K|z].

(<) Suponhamos por absurdo que p(z) é redutivel em D[z], entdo p(x) = g(x) - h(z),
sendo g(x), h(z) polinémios em D[z] e ambos diferentes de 1. Suponhamos, sem
perda de generalidade, que grau de g(x) seja menor ou igual ao grau de h(z). Se o
grau de g(z) é zero, entao g(x) é constante e g(z) # 1 divide p(z), o que contradiz
p(x) ser primitivo. Se o grau de g(x) é maior ou igual a 1, temos p(x) redutivel em
K|z], o que também ¢é uma contradigao.

[
Teorema 3.83. Seja D um dominio fatorial. Entao D [z] é um dominio fatorial.

Demonstragio. Seja D[x] € K [z], onde D[z] é um dominio e K[z] o corpo das fracoes
de D[z]. Vamos mostrar que D[z] é fatorial. Para isso, seja p(x) € D[z], um polinémio
de grau maior ou igual a 1. Pelo Lema 3.66, temos que existe um polinémio primitivo
p1(z) em D|z], tal que p(z) = d - pi(z), onde d € D é o conteido de p(z). Como D é
fatorial, e d € D, entao, pela Definicao 3.63, existem elementos py, ..., ps, irredutiveis em
D, tais que, d = p; - - - ps e entdo, pelo Teorema 3.74, sdo também irredutiveis em D [z].
Por outro lado, como p;(z) € D[z] € K|x], entao p;(x) pode ser escrito como produto de
fatores irredutiveis de K|[z], ou seja,
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pi(z) = qi(z) - q(x), q(z)e K[z], 1<i<r

41
Como ¢;(z)---¢q-(zr) € K[z], pelo Lema 3.69, existem elementos a;,b; € D, b; # 0, e
polindmios primitivos ¢;(z) em D[x], com 1 < i < r, tais que ¢;(z) = (a;/b;)G;(z). Temos
ainda que, como ¢;(z) é irredutivel em K|xz], pelo Lema 3.82, §;(x) é irredutivel em D|z].
Com isso temos

p(@) =qx) ¢ (r) =(ar---ar /by b)qu(x) - Ge(),
e entao
bl e brpl(x) =ay--- ar@l(‘r) o q~r(x)

Temos que em ambos lados os polinébmios sao primitivos e entdao o conteudo do lado
esquerdo é by - - - b, e do lado direito a; - - - a,.. Com isso temos que eles sdo associados em
D e dai (ay---a,/by ---b,) € invertivel em D.

Seja n = (ay---a,/by---b,), entdo

p(x) =np1-p2--pe- (@) - G ()
é uma fatoragao de p(z) com elementos irredutiveis em D[z]. Logo, D|z] é fatorial. [

Teorema 3.84. (critério de Fisenstein) Seja D um dominio fatorial e p(x) = ag + a1x +
<+ apa™ € Dz, dp(x) = 1. Se existe um elemento irredutivel d em D tal que:

(i) dfan
(ii) d|a;, Vi<n-—1
(iii) d* ¥ ag
entdo p(z) € irredutivel em K [z], sendo K o corpo das fragoes de D.

Demonstra¢io. Suponhamos que p(z) é redutivel em K[z], ou seja, existem polindmios
nao constantes g(x), h(x) € D[x] tais que p(x) = g(z) - h(z).
Onde

e g(z) = Z bjw?! = bpa™ + by 2™ 4+ by + by, by £ 0, m > 1
70

k
e h(z) = Z gt =t + o " e, cp £ 0, k=1
70

e g(z)-h(z) = Z a;z’, sendo a; = boc; + biciq + -+ bi_1c1 + bicg, e n = m + k.

i=0
Temos que
CL[):bQCO ? d|b0 e dTCO
d | ag ¥ como D é fatorial ou
d2'fa0 d|C()e djfbo

Vamos considerar o caso onde d | by e d 1 ¢y. Entéao

dt by,
a, = bmck}
— e

d'ka.
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Como d 1 by, entao existe um menor indice i com ¢ < m < n—1 tal que d 1 b;. Consideremos
o coeficiente a; de p(x) onde

a; = boci + blci_l + -+ bi_lcl + biC().

Entéao, pela condigao de d 1 b; temos que d 1 a;, 0 que contraria a hipdtese de que d | a;.
Logo, p(x) nao pode ser o produto de dois polindmios nao constantes, portanto, p(z) é
irredutivel em D[x] e pelo Lema 3.82 é irredutivel em K|z]. O






4 Polinomios sobre os anéis Z, Q, R

e C

Nos Capitulos 2 e 3 introduzimos defini¢oes e propriedades dos anéis, corpos e po-
lindbmios quaisquer. Vamos agora apresentar as propriedades dos polindmios, quanto a
existéncia de raizes, divisibilidade e fatoracao, levando em consideracao as propriedades
especificas dos coeficientes em Z, Q, R, C.

4.1 PolindOmios sobre os inteiros 7Z

Consideremos o dominio (Z, +,) e o anel de polindémios com coeficientes em Z, de-
notado por (Z[z],+,-) . Considerando as defini¢des, teoremas e demais propriedades
apresentadas nos capitulos anteriores, apresentaremos a tabela abaixo, que traz uma sin-
tese das propriedades deste anel.

Propriedade (Z,+,-) | (Z[z], +,-) | Justificativa

Dominio sim sim Proposicao 3.8
Corpo nao nao Teorema 3.18 U(Z) = U(Z[z]) =
{_1 ) 1}
Dominio Principal sim nao Ver observagao abaixo, item 1.
Dominio Fatorial sim sim Z ¢ fatorial, entao (Z[z],+,")

também ¢é fatorial
(Teorema 3.83)
Dominio Euclidiano sim nao Ver observagao abaixo, item 2
Ideais sim sim Triviais ({0}, Z, Z,, e Z[x])
Tabela 4.2: Propriedades sobre Z e Z|z].

Observagao 4.1. A respeito das propriedades apresentadas na Tabela 4.2 temos

1. Seja I < Z[x] um ideal de Z[z] gerado por a, a # +1, e x, ou seja I = {a - p(x) +
z-q(x)|p(z),q(x) € Z][x]}. Suponhamos por absurdo que Z [z] é dominio principal,
ou seja, todo ideal de Z[z] é ideal principal. Assim, existe um elemento d(x) € Z[z]
tal que Z[z] - d(x) = I. Com isso temos que Z[z]-a + Z[z] - x = Z[z] - d(x) e
entao d(x) é o M.D.C. {a, z}. Por outro lado, observemos que a { x e entao M.D.C.

75
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{a,z} = +1, assim, Z[z] - a + Z[z] - © = Z[x]. Dai temos que existem p(z) e ¢(x)
em Z[z] tais que 1 = a - p(z) + = - q(x), pois Z[x] é gerado por a e x. Escrevendo
p(z) = apz™ + -+ a1 + ag, deve-se ter a-ay = 1, o que é um absurdo pois a # +1.

2. Pelo Teorema 3.56 um dominio euclidiano é um dominio principal. No entanto,
mostramos no item anterior que (Z [x],+,) ndo é dominio principal, assim nao é
euclidiano.

Proposigao 4.2. Seja p(z) = ag + ez + agx® + -+ + a,2" € Z[z]. Se um nimero
r

u€ Q, u=— comr,s primos entre si, € raiz de p(x), entdo r | ag € s | a,.
s

Demonstra¢io. Como p(u) = 0 entdo temos
r r r
ap+ ar (=) +as(=)*+ -+ a,(-)" =0.
0 1(8) 2(5) n( 5)
Multiplicando a expressao por s obtemos

aps"™ + arrs" T 4 agr?s" T 4 o a7 s + a ™ = 0. (4.1)

A partir dessa expressao podemos obter a seguinte igualdade:
s(aps™™t + arrs" 2 4 agr?s" T -+ a7 = —a,r™.

Assim, temos que s | a,r". Como r,s sdo primos entre si, entdo , s | a,. De forma
semelhante, podemos concluir que s | ag, pois a partir da expressao (4.1), colocando r em
evidéncia e passando para o outro membro o termo ags” obtemos a igualdade

—aps"™ = 1(a18" 2 + aprs" T 4 -+ a, 17" 25 + a, .

Assim, temos que 7 | aps™. Como r, s sdo primos entre si, entao , r | agp. 0

Coroléario 4.3. Seja p(z) = ag + a1z + axx® + - - - + 2" € Z[z], um polindmio monico. As
raizes racionais de p(x) sdo os inteiros divisores de ag.

~ r ;. . . -
Demonstragio. Seu = — € Q é raiz de p(x), com r, s primos entre si, entdo s | 1 e portanto
S

r
s = +1. Assim — = +r e entdo r € Z. Pela Proposigao 4.2, r | ag e entdao —r | ap. Assim

s
concluimos que u | ay. O

Lema 4.4. Sejam p(z), g(x) € Z|x| polindmios primitivos. Se para algum par de inteiros
c,d € Z\{0} tivermos a igualdade ¢ - p(x) = d - g(z) entdo ¢ e d sio associados em 7 e
p(z), g(x) sdo associados em Z|x].

Demonstrag¢io. Sejam ay, ay, ..., a, coeficientes de p(z). Como o polinémio é primitivo,

o M.D.C{ag,ay,...,a,} = 1. Entdo, existem inteiros by, by, ..., b, tais que, agby + a1b; +

-+ apb, = 1. Como c¢-p(z) =d-g(x), entdo d | ¢-a;, i = 0,1,2,...,n e entdo divide
n

n

Z c-ab; = c- Z a;b; = c¢. Analogamente mostramos que ¢ | d. Assim, d = +c¢ e entdo
i=0 1=0

p(x) = +g(z). O

Vamos apresentar alguns exemplos de aplicacao das propriedades referentes aos anéis

(ZL'+>J € CZ[x],+3-)
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4.1.1 Exemplos

Exemplo 4.5. Seja D um dominio que nao é um corpo e seja o # 0 um elemento nao
invertivel de D. Seja D [z] o anel de polinémios em uma indeterminada com coeficientes
em D.

a) Mostre que o maior divisor comum entre « e x existe em D[z] e é igual a 1.
b) Mostre que nao existem g(x), h(z) € D[z] tais que g(z) - a+ h(z) -z =1
¢) Mostre que o ideal {a, ) de D[x] ndo é principal.

Solucao.

(a) Temos que x é irredutivel em D sendo x = 1 -z e além disso = { a. Dai temos que
o unico elemento que divide o e x é 1.

(b) Sejam os polindmios g(x) e h(x) tais que g(x) = bx” + b, 12" 1 + -+ + byw + by e
h(z) = csx® + Cs 1251+ -+ + 1z + ¢y. Suponhamos entdo que estes polindmios
satisfagam a igualdade g(x) - o + h(x) -z = 1. Com isso devemos ter ¢; = 0, para
todoi=0,1,...,seb; =0parai=1,2,...,7, mas by # 0. No entanto, dessa
igualdade temos que by -« = 1, ou seja, by = a1, o0 que é um absurdo pois o é nao
invertivel. Logo concluimos que tais polinébmios nao existem.

(¢) Seja I < D[x] um ideal gerado por a e z, ou seja,

I'=La,x) = {a-g(x) + h(x) - z; 9(2), h(z) € D[x]}.

Vamos supor que I ¢ ideal principal, ou seja, existe o elemento h(x) de I tal que
I ={h(x)). Consideremos em I os elementos a e x. Temos que:

(i) a = h(z) - hy(x), sendo hi(x) € D|x]. Como « é constante, temos que
d(h(x)) = d(hi1(x)) = 0 e entdo, podemos observar que h(x) = ce D. Com
isso, temos que ¢ | a.

(ii) = = h(zx) - ho(x) = ¢ - hao(x), logo ¢ | x. Tendo (i) e (ii), segue do item (a) que
¢ = 1. Assim, pelo Teorema 3.56, temos:

l=a-g(x)+x- h(z),

o que ¢ absurdo, conforme demonstrado no item (b). Logo I nao ¢ ideal
principal.

Exemplo 4.6. Seja p € Z primo. Entao q(z) = 2P~ —2P 2+ 2P 3 —...—x+1 é irredutivel
em Z[z].

Solugao. Vamos supor que g(x) é redutivel em Z[z] e dai temos que ¢(x) = g(x) - h(z),
com g(z) e h(z) polindmios de Z[x]| e ambos de grau maior ou igual a 1. Com isso,
temos que ¢(1 —x) = g(1 — x) - h(1 — ). Vamos verificar se esse polindémio é redutivel.
Observemos que

ql—2)=0-2)P ' -1 -2+ (1 -2 - —(1—2)+ 1.

Dali,
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(i) Se p =2, entao
ql—z)=1-2)—14+1=—-2+1

(ii) Se p é primo e p > 2, entdo p é impar. Logo, podemos escrever

p—1
ofx) = Y ()
k=0
Dali,
_ (=x)r -1
q(Jf) - —r—1 9
l—z)P—-1 (1—-2zP-1
—1) = _
al@ ) —r+1-1 -
_1-(-a)P 1—-(1-C(x) +C(x)> = Cla® + - - — aP)
x x
pr = Clt + Gl 4
= - =
—1 —1,p-2 —2_p-3 2
=ar = C 2T+ CF P — - = Clx + p.
Denotando

q(1 —2) = apa® ' +a, 1272 + - + ap,

temos ap_1 = 1, a; = (—=1)P7'C2~" e ag = p. Sendo p irredutivel em Z, p { a,_1, p* { a,
pla;, parai=1,2 ... p—2, o Critério de Eisenstein (Teorema 3.84) garante que
q(1 — x) é irredutivel, o que contradiz o fato de ¢(x) ser redutivel.

Exemplo 4.7. Demonstrar que se o dominio fatorial D ndo é um corpo, entdo D[z]| ndo
¢ anel euclidiano.

Demonstragciao. Vamos demonstrar considerando um contra-exemplo. De fato, conside-
rando a Defini¢io 3.34, em D[z], dado um polinémio p(z) = z* e g(x) = bz, sendo b nao
invertivel, devem existir polindmios ¢(z) e r(x) tais que,

p(z) = g(z) - q(z) + r(z), com d(r(z)) < d(g(x)) ou r(x)=0.

Assim, devemos ter q(z) = ax + b e r(z) = ¢. Com isso devemos ter a-b = 1, o que é
impossivel. O

4.2 Polinbmios sobre os racionais Q

Consideremos o corpo (Q, +,-) e (Q[z],+, -) o0 anel de polindémios com coeficientes em
Q. A respeito das propriedades apresentadas nos capitulos anteriores referentes aos anéis,
apresentamos a tabela abaixo para melhor caracterizacao destes anéis.
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Propriedade (Q,+,) | (Q[z],+,:) | Justificativa
Dominio sim sim Proposicao 77
Corpo sim sim Teorema ?77.
Dominio Principal sim sim Teorema 3.56.
Dominio Fatorial sim sim Teorema 3.79
Dominio Euclidiano sim sim Proposicao 3.36
Ideais sim sim Triviais ({0}, Q e Q[z])

Tabela 4.4: Propriedades sobre Q e Q[x].

Proposigao 4.8. Seja p(z) € (Z|z],+,-) irredutivel em Z|x]. Entdo p(x) é irredutivel
em Q[x].

Demonstrag¢io. Suponhamos por absurdo que p(z) ndo é irredutivel em Q[x]. Dai, existem
polinémios g(z), h(x) em Q[z], tais que p(z) = g(z) - h(x), com dg(x) = 1, e d(g(x) +
h(x)) = dp(x). Como os coeficientes de p(x) sdo racionais, entdao existe um inteiro positivo
m tal que

m-p(z) = gi(x) - n(x), (4.2)
]

sendo g;(x), hi(x) polindmios de Z [z] e com graus iguais aos de g(x) e h(z), respectiva-
mente. Sejam b, c e d o conteido de p(x), gi(x) e hi(x) respectivamente. Pelo Lema 3.65,
existem polinémios primitivos pi(x), ha(x), g2(x) em Z[z] e de graus iguais aos graus de
p(z), g1(z) e hy(x), respectivamente, tais que:

p(x) = bpi(z), (4.3)
gi(z) = cga(x)
hi(x) = dhy(x).

Y

Com isso, considerando a igualdade entre as expressoes obtidas em (4.2), (4.3), (4.4) e
(4.5), obtemos

(m-b)pi(z) = (c- d)(g2(z) - ha())
e entao, pelo Lema 4.4 temos
m-b=+(c-d),

pi(z) = £(g2(x) - ho(2)).

Como os polindémios go(z) e ho(z) tem graus iguais aos graus de g;(x) e hi(x), respecti-
vamente, e estes sdo maiores ou iguais a 1, entdo p;(z) é redutivel em Z[z], mas isso é
absurdo pois se p;(x) for redutivel, entao p(x) = bp;(z) é também redutivel, contrariando
a afirmagdo de p(z) ser irredutivel. Logo p(x) é irredutivel em Q[z]. O

Definigao 4.9. Seja K < C um corpo e p(x) = ax? + bz + ¢ € K|z]. Chamamos de
discriminante A a expressao dada por:

A = b — 4ac.
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s

Proposigao 4.10. Um polinémio quadrditico p(z) = ax® + bx + ¢ € Q[z] com a # 0 ¢
redutivel em Q[x] se, e somente se, o discriminante A = b* —4ac é um quadrado perfeito

em Q.
Demonstracao.

(=) Como p(x) é redutivel em Q, entdao pelo Teorema 3.29 e Corolario 3.30, existem
Ty, Ty € Q tais que p(z) = a(z — x1)(z — z2) . Com isso obtemos b = —a(zx; + x2) €
c =Ty e temos entdao A = a*(z; — x9)?

(<) Se A = A2, com Ay € Q temos entdo

concluindo que p(x) é redutivel em Q[z].

Corolario 4.11. O polinémio quadrdtico p(x) = ax® + bz +c¢ € Q[z] com a # 0 ¢
irredutivel em Q[x] se, e somente se, o discriminante A = b* — dac ndo é um quadrado
perfeito em Q.

4.2.1 Exemplos

Exemplo 4.12. Prove que se p ¢ um ntimero primo e n ¢ inteiro maior que 1, entao o
polindémio =™ — p é irredutivel em Q[z].

Demonstragio. Como p é primo, entao pela Proposicao 3.49 é irredutivel. Analisando as
condigbes de divisibilidade segundo o Critério de Einsenstein (Teorema 3.84), aplicando
ax"—p(a,=1,a0=-pea;=0,i=1,2,...,n—1), temos :

« pfag
e pla;parai=1{0,1,...,n—1};

e p*tao.

Assim, concluimos que "™ — p é irredutivel em Z[z] e consequentemente irredutivel em
Q[x], segundo a Proposicao 4.8. O

Exemplo 4.13. Verifique se Z[z] é ideal de Q|z].
Demonstragio. Sejam em Z[x] os polindmios p(z) = Z a;7' e g(x) = Z biz', com m < n.

Considerando a Defini¢do 2.24, podemos verificar que:

(i) Seja h(z) = p(z) — g(x), onde
p(z) —g(z) = Z(ai — b)2' + ™+ A
i=0
Como a; e b; sao elementos de Z, entdao ¢; = a; — b; também é elemento de Z e
portanto, considerando h(x) = p(x) — g(x), podemos concluir que é um polinémio

de Z|z];
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n+m

(i) Seja t(x) = p(x) - g(x) um polindmio de Q[z], onde t(x) = Z d;x'. Considerando

a Definicdo 3.1 e a expressao que representa o produto de polindémios em (3.1)

podemos observar que d; nao é necessariamente um elemento de Z[z], logo, o item

(71) da Definigdo 2.24 ndo pode ser satisfeito, e dai concluimos que Z[z] ndo é ideal

de Q[x]. Podemos ainda verificar que dados os polinomios p(z) = 22% em Z[z] e
3

g(z) = ;7 em Q[z], temos:

e este polindmio nao pertence a Z[x].

4.3 Polindmios sobre os reais R

Consideremos (R, +, -) anel comutativo com unidade e (R[z], +, -) 0 anel de polindmios
com coeficientes em R. A respeito das propriedades apresentadas nos capitulos anteriores
referentes aos anéis, apresentamos a tabela abaixo:

Propriedade (R, +,-) | (R[z],+,-) | Justificativa
Dominio sim sim Proposicao 3.8
Corpo sim sim Teorema 3.18.
Dominio Principal sim sim Teorema 3.56.
Dominio Fatorial sim sim Teorema 3.79
Dominio Euclidiano sim sim Proposicao 3.36
Ideais sim sim Triviais ({0}, R, R[z])

Tabela 4.6: Propriedades sobre R e R[z].

Teorema 4.14. Seja o polindmio p(x) = x* + bx + ¢ € R[z], b,c € R. O polinémio p(z)
¢ irredutivel em R|x], se, e somente se,

A =b>—4c<0.

Demonstragio. Temos que p(x) é redutivel se, e somente se, existem z; e x5 em R, tais
que

p(x) = (& = 1) (2 — 22),

o que é equivalente a

A= (I’l — ZEQ)Q.

Logo, é redutivel se, e somente se, A > 0. n
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Observacgao 4.15. Considerando o Teorema 3.70 e o Teorema 4.14, temos que os binémios
da forma p(x) = u(x — a) e os trindmios da forma g(r) = v(2® + bx + ¢), com A =
b*> — 4ac < 0 sdo irredutiveis em R[z], onde u,v # 0 sdo os coeficientes lideres de p(z)
e g(z), respectivamente. Mais adiante mostraremos que estes sdo os tnicos polindémios
irredutiveis em R|[z].

Teorema 4.16. Seja o polinémio nao nulo e ndao constante p(x) € Rl|z]. Suponhamos
que existam a e b nimeros reais, a < b tais que p(a)-p(b) < 0. Entao, existe um elemento
c € R tal que p(c) =0, ou seja, ¢ € raiz de p(x).

Demonstrag¢io. Ver em [17] pagina 436. O

Lema 4.17. Seja o polinémio nao constante p(z) = 2" + ap_ 12" ' + ap_ox™ 2 4+ --- +
a1z + ag € R[z]. Sejam

M = max{—ag, —ay,...,—a,_1,0}
m = max{(—1)""tag, (=1)"2ay, ..., A, 2,0, 1,0}
Para todo a e b em R temos:
(1) Seb> M + 1 entao p(b) > 0;
(2) (=1)"p(a) >0, sea < —(m+1).
Demonstracao.

(1) Podemos observar que —M < a;,i =0,1,...,n — 1, logo, para b > 1, temos

-1 -2
p(z) = 2" + ap_12" + ay_02”

+ -+ ax+ ag
z"(x—1)

>-—M@E" '+ P4+ )+ pra—

" —1 x"(x —1)
— M
(:1:—1)+ x—1
—M(z" —1) + 2"t — g

x—1
[t — (M + 1)]a™+ M

)

r—1
e entdao p(b) > 0 para todo b > M + 1.

(2) Consideremos o polindémio

g(z) = (=1)"p(-x)
= (=D)"ap+ (=1)"ayz + -+ + (=1)*a, 12" + 2",

logo,
TTLCL.’JJ{—( ) a07 ( 1)n+1a17 ) (_1)2n_1an717 0} =

mazx{(—1)"""ag, (—1)"" ey —Qp_2,Ap_1,0} = m.

Assim, de acordo como o item (1) temos que se a > m + 1 entdao g(a) > 0, ou
seja, a > m+ 1 e (—1)"p(—a) > 0. Com isso temos que se a < —(m + 1) entdo

(=1)"p(a) > 0.
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]

Teorema 4.18. Todo polinomio ndao nulo, p(x) € R|x| de grau impar, possui pelo menos
uma raiz real.

Demonstragao. Seja

p(z) = anz™ + ap_r2™ "t + -+ a1z + ap.

Denotemos
9(z) = a;" - p(a),
M = max{—ag,—a1,...,—a, 1,0},
e
m = max{(—1)""ag, (~=1)" ay, ..., —an 9,0, 1,0}

Pelo Lema 4.17, existem a e b reais, com a < —(m + 1) e b > M + 1 tais que g(a) < 0
e g(b) > 0. Utilizando entdo o Teorema 4.16, segue que existe um elemento ¢ de R tal
que, para a < ¢ < b, g(c) = 0. Assim para p(x) = a, - g(x) temos que p(c) = 0. Logo, o
elemento ¢ de R ¢é raiz de p(x).

]

4.3.1 Exemplos

Exemplo 4.19. Seja p(x) € K[z| < C[z] um polinémio de grau 2 ou 3, onde K é um
corpo (@, R ou C). Mostre que p(z) é redutivel em K|[z] se, e somente se, p(z) tem raiz

em K.

Demonstragio. (=) Como p(x) redutivel em K|[z], entdo existem polinémios nao cons-
tantes, g(x) e h(z) em K[z] tais que

p(z) = g(x) - h(z),

e com isso temos que,

(1)

se p(z) é um polindémio de grau 2, entao dg(x) + dh(r) = 2 e como nao sao
constantes, dg(x) = 0h(z) = 1. Assim, p(z) é o produto de dois polindémios de
grau 1. Pela Proposigao 3.71 tais polindmios sdo irredutiveis em K|[x] e pelo
Teorema 3.79, (como estes polindmios sdo irredutiveis), podemos escrever

p(z) =u-(r—a)-(x=0),

com a, b constantes de K. Portanto a e b sdo raizes de p(z).

se p(x) é um polinémio de grau 3, entdo dg(x) + dh(r) = 3 e como sao nao
constantes,podemos ter dg(x) = 1 e dh(z) = 2 ou dg(z) = 2 e dh(x) =
1. Suponhamos, sem perda de generalidade, que ocorra a primeira situacao.
Assim temos que p(z) = u - (x — a)(x? + bz + ¢), onde u é o coeficiente lider
de p(x), a, b, c constantes de K. Assim, podemos observar que a € K é raiz de
p(z).

(<) Se existe a € K tal que a é raiz de p(z), entdo pelo Corolario 3.41, (z — a) divide
p(x) e assim podemos escrever p(z) = (x — a)g(x), com g(z) # 0. Dai podemos
observar que, como o grau de p(x) é maior ou igual a 2, o grau de g(z) deve ser
maior ou igual a 1, portanto p(x) é redutivel.

]
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4.4 Polindmios sobre os complexos C

Consideremos (C, +, -) anel comutativo com unidade e (C[z], +, -) 0 anel de polinémios
com coeficientes em C. A respeito das propriedades apresentadas nos capitulos anteriores
referentes aos anéis, apresentamos a tabela abaixo:

Propriedade (C,+,-) | (Clz], +,-) | Justificativa
Dominio sim sim Proposicao 3.8
Corpo sim sim Teorema 3.18.
Dominio Principal sim sim Teorema 3.56.
Dominio Fatorial sim sim Teorema 3.79
Dominio Euclidiano sim sim Proposicao 3.36
Ideais sim sim Triviais ({0}, C e C|z])

Tabela 4.8: Propriedades sobre C e C[z].

Para melhor compreendermos as propriedades dos polinomios sobre o anel dos com-
plexos, vamos apresentar as defini¢oes e propriedades abaixo, referente aos niimeros com-
plexos e suas propriedades operatorias.

Definigao 4.20. (Conjugado de um nimero complexo) Seja z = a + bi € C. Definimos
como conjugado de z o nimero complexo Z = a — bi.

A respeito das propriedades de um nimero complexo, vamos apresentar algumas pro-
priedades, importantes para a posterior compreensao dos polindmios sobre os complexos.

Teorema 4.21. Sejam os numeros compleros z = a + bi , w = ¢+ di e seus respectivos
conjugados Z =a — bi e w = ¢ — di. Entao:

(iv) Se z é um nimero real, entao z = Z;

(v) Sen éum inteiro positivo, Z" = z".
Demonstracao.

(i) Temos que
z+w=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
e entao,
z+w = (a+c)—(b+d)i
(a —bi) + (c — di)
Z+w.



Polinémios sobre os complexos C 85

(ii) Temos que
z—w=(a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i

e entao,
z—w = (a—c)—(b—d)i
= Ea —l)i)—(c—di)

(iii) Temos que,
z-w = (a+bi)(c+di)= (ac—bd) + (ad + be)i,

e entao,

w
S
Il

(ac — bd) — (ad + bc)i
ac — adi — bd — bt
a(c —di) — bi(c — di)
(a —bi) - (c— di)

Z-w.

[+ I

Observe que em (=) utilizamos o fato de que —bd = (=b)(—d)i% = (—bi)(—di).
(iv) Seja z = a + 0i = a entdo Z = a — 0i = a, 0 que mostra a igualdade de z e Z.
(v) Pelo item (iii) temos Z-zZ = Z-z. Assim, aplicando recursivamente essa propriedade,

temos z---Z = 2.
< —

n

O

Defini¢ao 4.22. Seja p(z) = a,2" + a,_12" ' + -+ + @17 + a9 um polinémio em C[z].
Definimos como polinémio conjugado de p(z), denotado por p(x) o polindémio

p(z) = @pa™ + @y 2™t

+ -+ @z + ao,
onde @; ¢ o conjugado de a;, parat=0,1,...,n.

Os polinémios conjugados apresentam as propriedades a serem mostradas na proposi-
¢ao abaixo.

Proposicao 4.23. Sejam os polindmios sobre C|z| dados por:

o p(7) =™ + a1+ + a1+ ag e p(x) = " + Az + -+ @ + g
o conjugado de p(x);

o g(@)=ba" + by -+ b+ by e G(x) = b + byt bim+ by 0
conjugado de g(x);

o Wz)=cpa™ +cpx™ P+t tag e h(x) =gt + G L+ T+ G 0
conjugado de h(zx).

Os polinomios conjugados apresentam as sequintes propriedades:
(i) Se p(x) = g(x) + h(z), entdo p(z) = g(x) + h(x);
(ii) Se p(x) = g(x) - h(z), entdo p(x) = g(z) - h(z);
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(iii) p(x) = p(x) se, e somente se, p(x) € R[x];
(iv) B(z) = p(z), para z € C.
Demonstracao.
(i) Pela Definicao 3.1 referente a soma de polinémios, temos a; = b; + ¢;, para i =

0,1,...,n. Dal, @ = b; 4+ ¢;. Pelo Teorema 4.21, item (i), b; + c¢; = b; + ¢. Logo
a; = b; + ¢ e entdo, p(xr) = g(x) + h(z).

(ii) Pela Definicao 3.1 referente ao produto de polinémios, temos a; = Z b,c,, para
Y+p=t
i=0,1,...,n. Dai, @ = ) by, Pelo Teorema 4.21, item (iii), byc, = b, - Gp.
Logo a; = Z b, - ¢, e entdo, p(z) = g(x) - h(x).
Y+pu=1i

(iii) Se p(x) = p(z) « a; = @;. Pelo Teorema 4.21, item (i) isso ocorre se a; € R. Logo,
nestas condicoes, verificamos a igualdade.

(iv) Temos que

P(E) = @(2)" + @Gi(2)" + -+ @) + @

Aplicando as propriedades do Teorema 4.21, itens (7ii) e (v) verificamos que

P(Z) = 2"+ an 12" M+ +az+ag
= a2+ a, 12"+ +az+ag
p(z).

]

Ainda a respeito de conjugado e considerando as propriedades da Proposicao 4.23
apresentamos o resultado abaixo:
Teorema 4.24. Se p(x) é um polinémio com coeficientes reais, entio p(z) = p(z), onde
Z € o conjugado do niumero complexo de z.

Demonstragdo. Seja p(z) = Z a;x". Aplicando os itens (i), (i) e (iv) do Teorema 4.21,

i=0
temos

n

p(z) = Z a;i(z)" = Z@(i)i = Zn:aiz" = Zn:aizi = p(2).

=0 1=0

]

Teorema 4.25. Se z € C ¢ raiz de multiplicidade m de um polinémio p(z) € R|x], entdo
Z também € raiz de multiplicidade m de p(zx).

Demonstragio. Sejam p(x) = apx™ + ap_12™” '+ +ax+ag, z=a+biez=a—Dbi.
Temos que

1

p(2) = apz" +ap 12"+ -+ a1z +ap =0, (4.6)
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e dai, aplicando as propriedades do Teorema 4.21 referente ao conjugado do numero
complexo e da Proposicao 4.23 referente a conjugacao de polinémios temos:

p(Z) = a. 2"+ a, 2"+ aZ + ag
p 2" + Ay 2" 4+ Z + ag
2" + Ap_12" P+ -+ a1z + ag
0=0.

Além disso, podemos observar que um niimero complexo zg é raiz de multiplicidade m de
um polinémio p(z) € C[x], se e s6 se, existe um polinémio ¢(z) tal que

p(z) = (2 — 20)"q(2),

com ¢(z) € Clz] e q(z) # 0. Se p(z) = (2 — 20)™q(z), entdo p(z) = (2 — Z5)™q(z). Como
p(z) tem coeficientes reais, entdo pela Proposi¢ao 4.21 item (i), p(z) = Pp(z), e dai,
p(z) = (2 — 20)"q(z). Além disso, temos q(Zp) = q(z0) # 0 = 0. Logo,

p(z) = (2 = Z)"q(2), com g(z) # 0,
implicando que Z é raiz de multiplicidade m de p(z). ]

A Observacao 4.15 nos diz sobre alguns tipos de polinémios que sao irredutiveis em
R[x]. Vamos agora apresentar um Teorema que melhor caracteriza quais polindmios sao
irredutiveis em R[z].

Teorema 4.26. Um polinomio p(x) € Rlx| é irredutivel em R|x]| se, e somente se,
op(x) = 1 ou p(z) é um trinémio da forma (z* + bx + ¢), com A = b* —4e < 0. Além
disso, estes sao os unicos polinomios irredutiveis em R[x].

Demonstracao.

(=) Consideremos um elemento b € C que seja raiz de p(x) em C[z] (lembrando que os
coeficientes de p(x) sdo reais). Dail temos as seguintes situagoes:

(i) Se b € R entao, pelo Teorema 3.70 temos que p(z) = (x — b)g(x), e como
estamos considerando p(x) irredutivel, entdo ¢(x) = ¢, uma constante real e
dai, p(z) é um polindémio de grau 1.

(ii) Se b nao for real, entao pela Proposi¢ao 4.25 o elemento conjugado de b, ou seja
b, também é raiz de p(z). Seja b = a + (i e b = a — Bi. Entdo, pelo Coroldrio
3.30 temos

p(x) = (z = b)(z — b)q(z),

com ¢(z) € C[z]e d¢(x) = n — 2. Assim, podemos escrever
p(x) = [2* = 202 + (o + %)]q(2).

Analisando essa decomposigao de p(x) podemos observar que x? — 2ax + (o +
%) ¢ um polindmio de R[z] pois seus coeficientes sao reais, e g(z) é um po-
linomio de C[z]. Pela Defini¢do 3.3 temos que z? — 2ax + (a? + £2) é divisor
de p(x) em R[z] pois [2* — 2ax + (a* 4+ 3?)] € R[z]. Assim, pelo Teorema 3.36
existem ¢;(x) e r(z) em R[z] tais que :

p(z) = (22 = 20z + (® + BH))qu(x) + r(x).
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Pela unicidade de ¢;(x) e r(z) em R[z] concluimos que ¢;(x) = q(z) € R[z] e
r(z) = 0 e entdo:

p(x) = (2% = 202 + (a® + %))q(2).

Dai, podemos concluir que:

(a) Se ¢(x) = c onde ¢ é constante nao nula, entao
ple) = c(a? — 20z + (0 + 57)),
¢ um polindmio de grau 2 e seu discriminante é dado por:
A = (20)% — 4(a® + B?)* = —45%¢* < 0;

(b) Se dq(x) = 1 entdao dp(x) > 2 e p(x) é redutivel em R[x] o que nos mostra
que qualquer polinémio de grau maior que 2 é redutivel em R|z].

Assim, pelos itens (a) e (b) acima concluimos as condicoes sobre as quais um
)
polinémio é irredutivel em R[z].

(<) Imediata, considerando a Proposi¢ao 3.71 e o Teorema 4.14.
O

Corolario 4.27. Todo polinomio ndo nulo e nao constante p(x), de grau n e coeficiente
lider a, cujos coeficientes sao niumeros reais, pode ser representado, a menos da ordem
dos fatores, da sequinte forma:

(i) Se todas as raizes de p(x) sdo reais entdo:
p(x) = alx —u)* (& —ug)®? - -+ (x — u,)™,
onde «; representa a multiplicidade da raiz u; e tais que ay + ag + -+ + . = n.
(ii) Se todas as raizes de p(x) sao nimeros complexos nao reais, entdo;
p(x) = a(@® + bix + )7 (2% + box + )72 -+ (2 + bz + ),

onde cada elemento (3; corresponde d multiplicidade do polinémio quadrdtico (x* +
bjz + ¢;) com coeficientes reais b; e c; tais que b? —4c; <0, para 1 < j < s.

(iii) Se as raizes forem reais e complexas ndo reais, entdo:
p(z) = alz —u))* -+ (v — u,)* (2 + byw + 01)51 (@ 4 by + cs)ﬂs,
com «, 35, b5, ¢c; reais nao nulos e b? —4c; < 0.
Demonstragao. Este resultado segue imediatamente do Teorema 3.80 e Teorema 4.26 [

Teorema 4.28. (Teorema Fundamental da Algebra) O corpo C é algebricamente fechado.

Demonstrag¢io. A demonstracao deste Teorema exige abordagens de Anélise Real, e por-
tanto vamos omitir tal demonstragao. Pode ser encontrada nas referéncias [17], paginas
435 a 443 ou [1] pagina 154 a 157. O
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Considerando o Teorema 3.41 e o Teorema 3.80 podemos reescrever o Teorema Fun-
damental da Algebra 4.28 da seguinte forma:

Teorema 4.29. Todo polindmio ndio constante p(x) € Clx],dp(z) = n, se escreve de
maneira unica, a menos da ordem dos fatores como

px) =a(z—z1)" (z—2)” - (x — )"
comxy,..., 0, €Clac C\{0} er; +---+1rs=n

Demonstracao. Imediata considerando o Teorema 4.28 e o Corolario 3.80. O






5 Equacoes algébricas

Neste Capitulo abordaremos equacoes algébricas, representadas por polinémios em
uma variavel. Enfatizaremos as propriedades das equagoes polinomiais cujos coeficientes
pertencem aos anéis Z, Q,R e C.

Definig¢ao 5.1. Seja A um anel. Uma equacao polinomial é uma expressao matematica
representada por um polindmio p(z) = a,z" + a, 12" ' + -+ - + a1z + ag € A[x] tal que:

1

apx" + ap_12" "+ -+ a1x + ag = 0. (5.1)

Ao abordarmos as equacoes polinomiais, conforme a Defini¢do 3.24, queremos encon-
trar u € A tal que p(u) = 0.

Exemplo 5.2. Sao equagoes polinomiais as expressoes:
1. 23+ 32% + 22 = 0.
2. 2* + (3—2i)a® = 0.

Observagao 5.3. O grau da equacao polinomial corresponde ao grau do polinémio que
a representa. Assim, sejam a; € C, 0 < i < n, temos:

e a1x + ap = 0 é equagdo do primeiro grau, desde que a; # 0;

e a2’ + a1 + ag é equacao do segundo grau, desde que as # 0;

o Apx" + a, 12"+ -+ a1z + ag = 0 é equacdo de grau n, desde que a,, # 0.

Para discutir a resolubilidade de equagbes polinomiais, ou seja, encontrar as raizes
dessa equacao considere a Definicao 3.24 referente a raiz, a Definicao 3.42 referente a
multiplicidade de uma raiz, e a Proposigao 3.31 referente a quantidade de raizes da equagao
polinomial.

Vamos apresentar algumas propriedades relacionadas as raizes comuns dos polinémios,
e sua relagdo com os coeficientes da equagao polinomial.

5.1 Raizes miltiplas

Teorema 5.4. Sejam K < C, onde K é um dos anéis Q,R ou C, p(x) € K|x], tal que
p(x) = q(z) - g(z) + r(x). Seu € raiz de p(x) e g(x), entdo u é raiz de r(x).

91
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q(x)-g(x) +r(z) entdo r(z) = p(xr) —q(x) - g(x). Dai temos:
r(u) = p(u) —q(u) - g(u) = 0—q(u) - 0= 10
Logo, u é raiz de r(x). O

Demonstragio. Sendo p(x)

Teorema 5.5. Sejam K < C, onde K € um dos anéis Q,R ou C, p(z) € K|z] tal que
p(z) = q(z) - g(z) + r(z). Sew é raiz de g(z) e r(x) entdo u € raiz de p(x).

Demonstragio. Como p(z) = q(z)-g(x)+r(x) entao, p(u) = q(u)-g(u)+r(u) = q(u)-0+0 =
0 Logo, u é raiz de p(z). ]

Proposicao 5.6. Sejam K < C, onde K € um dos anéis Q,R ou C, p(z) € K|[x] com
op(z) =1 e seja u e C tal que p(u) = 0. Entao:

(i) u é raiz simples' de p(x) se, e somente se, p(u) = 0 e p'(u) # 0, onde p'(x) € a
derivada de p(x) (Defini¢io 3.27);

(ii) Se p(x) € irredutivel em K, entdo todas as raizes de p(x) sao simples.

Demonstracao.

(1) Seja p(x) € K|z].

(=) Se w é raiz simples de p(z) entdo pela Proposi¢ao 3.44 temos que p(z) =
(x —u) - g(x), g(u) # 0. Consequentemente, considerando a Definigao 3.27,
item (b), a respeito da derivada de produto, temos,

p'(x) = (z—u) - g(x) + (x —u)g'(z) = g(x) + (z — u)g'(x),

e dai p'(u) = g(u). Como g(u) # 0, entao p'(u) # 0.

(<) De p(u) = 0 temos pelo Teorema 3.41 que (x — u) | p(z) ou seja p(x) =
(x — u)g(x). Suponhamos que u seja raiz de multiplicidade s > 1. Entao pela
Proposicao 3.44 temos que:

p(x) = (= u)* - h(z), h(u) # 0,
e pela regra da derivada do produto, temos
p(zr)=s-(z—u)' h(z)+ (x—u) b'(x).
Como h(u) # 0 entao p'(u) = 0 implica em s = 1. Logo, u é raiz de multipli-
cidade 1 de p(x).
(i7) Seja p(x) € K|z] irredutivel sobre K, u € C raiz de multiplicidade s de p(z). Vamos
mostrar que s = 1.

Seja g(x) o polindmio ménico de menor grau tal que g(u) = 0. Considerando o
Teorema 3.37 sobre p(z), existem ¢(x),r(x) € K|z] tal que:

p(x) = q(z) - g(x) + r(z), com r(z) = 0 ou or(z) < dg(z).

Como r(u) = p(u) — q(u) - g(u) = 0, entdo r(u) = 0. Como g(x) é o de menor grau
tal que g(u) = 0, temos r(z) = 0, logo,

!multiplicidade 1
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Mas pela irredutibilidade de p(z), conforme a Defini¢ao 3.62, temos

p(z) =c-g(x),ce K.

Assim, se s > 1 entdo, pelo item (i), p’(u) = 0, e consequentemente ¢'(u) = 0,
contrariando o fato de g(z) ter grau minimo. Logo s = 1.

]

Teorema 5.7. Seja K < C, onde K é um dos anéis Q,R ou C, u € K e p(z) € K|z].
Se u € raiz de multiplicidade s de p(x) entdo u € raiz de multiplicidade s — 1 de p/'(x).

Demonstra¢io. Como u é raiz de multiplicidade s de p(z) entdo, pela Proposicao 3.44
temos

p(z) = (z —u)* - g(x), g(u) # 0,
e pela regra da derivada do produto (Defini¢ao 3.27), temos:

Pa) = s-(x—u)""g(r) + (@ —-u)-g(z)
= s (x—u)lg@) + (@ —u) (@ - u) - g'(2)
= (z—u) ™t [s-g(@) + (z —u) - g'(x)]
= (z—u)" - h(z).
Como g(u) # 0 entdo h(u) # 0, logo, u é raiz de multiplicidade s — 1 de p/(z). O

Corolario 5.8. Seja K < C, onde K é um dos anéis Q,R ou C, u € K e p(x) € K[z].
Entdo, se u € raiz de multiplicidade s de p(x), vale

p(u) =0,p'(u) =0,....p"(u) =0 e p*(u) #0,
onde p', 1 <i < s, representa as ordens das derivadas de p(x), sendo p*(x) = p'(z) .

Exemplo 5.9. Seja p(z) = 2® —2? —z + 1 € R[z]. Temos que 1 é raiz de multiplicidade
s = 2 de p(zx), pois:

pa) = & ——atl = p() = 0
plr) = 322-2r-1 = p(l) = 0
pi(r) = 6x—2 = p(l) = 4#0.
De fato,

plr)=23—2>—z+1=(z—1)2*(z+1).

Os resultados do Teorema 5.7 e Corolario 5.8 nos trazem informacoes importantes a
respeito das raizes de um polindmio. Vamos agora verificar uma forma de encontrar as
multiplicidades das raizes de um polinémio, considerando ser este polindmio fatorial.

Corolario 5.10. Sejam K < C, onde K é um dos anéis Q,R ou C, p(x) € K[z], tal que
p(x) — (:C — al)ﬁl (‘I' _ a2)62 “ e ({L‘ — a?")ﬂr7

onde oy, (g, . .., . 8do raizes de p(x), b1, Pa, - .., By as respectivas multiplicidades e p'(x)
a derivada de p(x). Pelo Coroldario 5.8 oy, s, ..., q, sio raizes de multiplicidade 3, —
L,By—1,...,0, — 1 de p/(x). Dai temos que p(x) e p'(x) sao divisiveis por
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d(x) = (x — ) Yo — )21 (2 —a,)Pr !
ed(x) é o M.D.C{p(z),p'(z)}.

Observacao 5.11. Vamos agora deduzir um método pratico para encontrar a fatoracao
de p(z), quando conhecermos p(x) e p'(z), e admitindo que p(z) é fatordvel, como no
Corolério 5.10. Fazendo a divisao de p(z) por p'(z), obtém-se:

p(x) = p'(x)q(x) +r(z),

com 0r(z) < dp/(x). Ao dividirmos p'(x) por r(x), obtemos,

P'(x) = r(@)q () + (o),

com 0ry(z) < or(zx). Continua-se o processo até obter () nulo, e isto ird acontecer, pois
consideramos que os polindmios sao fatoraveis. Assim,

p(z) = p'()q(z) + r(x) = M.D.C{p(x), p'(z)} = M.D.C.{p'(z),7(2)
P (z) = r(x)q(x) + ri(x) = M.D.CAp'(z),r(x)} = M.D.C.{r(z),r(x)
r(z) = r(z)ge(z) + ro(x) = M.D.C{r(z), 1 (x)} = M.D.C.{ry(z), 1 (z

};
};
)}

— ——

re—2(z) = re—1(x)qe(x) = M.D.C{ri_3(x), re—2(2)} = M.D.C{ri_a(x), rr—1(x)}.

Com este processo, encontram-se d(x) = M.D.C.{p(z), p'(z)}, que terd raizes iguais as do
tltimo resto nao nulo. Encontra-se assim um fator da decomposigao de p(z), que pode
auxiliar na busca da fatoracao de p(x). Considerando p(x) = pi(x)d(z), fatorar d(z) e
p1(z) pode ser mais simples que fatorar p(x). Vejamos no exemplo abaixo:

Exemplo 5.12. Verificar as multiplicidades das raizes de p(x) = 23 — 32? — 9z + 27.
Solugio. Sejam, p(z) = 2® — 322 — 9z + 27 e p/(x) = 32* — 62 — 9.

p(x) = p'(z) <3x - ;) + (—8x + 24)
P(x) = (—8 + 24) (_:x _ :) ‘o

Logo, M.D.C{p(x),p'(z)} = (—8x + 24), implicando que x = 3 é raiz de p(x). Assim,
divide-se p(z) por & — 3, obtendo-se

p(x) = (z = 3)(z* —9).
Fatora-se 2 — 9 = (x + 3)(z — 3) obtendo-se
p(x) = (z + 3)(x — 3)%.

Com isso, verificamos que x = 3 é raiz de multiplicidade 2 e x = —3 é raiz de
multiplicadde 1 de p(z).

Analisaremos agora algumas formas de resolver equacoes, de acordo com o grau do
polindbmio que a representa. Para isso, vamos considerar as equagoes polinomiais com
coeficientes em C, fazendo a devida distingao nos casos em que os coeficientes estiverem
em 7Z,Q ou R.
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5.2 Resolucao de equacgoes
Para abordarmos as equagoes consideremos sobre o corpo C as seguintes equagoes:

1. Equacao do primeiro grau, com a # 0
ar +b=0.
2. Equacao do segundo grau, com a # 0
ar® + bx + ¢ = 0.
3. Equacao do terceiro grau, com ag # 0
azx® + asx® + a1z + ag = 0.
4. Equagao do quarto grau, com ay # 0

aszt + asz® + asr® + a1z + ap = 0.

5. Equagao de grau n, com a,, # 0

™ + Q2™ P+ -+ ax+ag = 0.

5.2.1 Equacao do primeiro grau

Consideremos a equacao do primeiro grau, dada por:
ar+b=0,a+#0. (5.2)
A equacao possui solucao:
(i) Em Z, se a | b;
(ii) Em Q, R ou C, para todo a e b pertencentes a estes anéis, sendo a # 0.

b
A solucao ou raiz desta equagao é x = ——.
a

Exemplo 5.13. Quais as raizes inteiras e reais da equagao

3r—17=0

~ L . , 17
Nao temos raizes inteiras, e a raiz real é dada por x = 3
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5.2.2 Equacao do segundo grau
Consideremos a equacao do segundo grau dada por:
ar’ +br+c=0,a#0, (5.3)
entao,

(i) Considerando os coeficientes em Z, a equacao possui solucao em Z, se 2a | b e
2a | VA, onde A = b? — 4ac.

(ii) Considerando os coeficientes em Q, a equagao possui solu¢ao em Q se A é quadrado
perfeito. Observemos que aqui estamos considerando a Proposicao 4.10 a respeito de
A, Teorema 3.79 a respeito da forma fatorada de p(z) e Proposigao 3.41 a respeito
das raizes e divisibilidade.

(iii) Seja A = b*> — 4ac, o discriminante desta equacio, conforme Defini¢io 4.9. Consi-
derando os coeficientes em R, a equacao possui solucao em R, se A > 0 de modo
que:

Se A > 0, temos duas raizes reais distintas;

Se A = 0, temos duas raizes reais idénticas;

(iv) A equacgao possui solu¢do em C para todo a,b,c € C, considerando que C é algebri-
camente fechado.

A expressao obtida para calculo da raiz é dada por

_ —b+ Vb2 — 4ac

T
2a
sendo
—b+ VA
Ty = ———
2a
e
—b — VA
Tyg = —— .

2a

Exemplo 5.14. Vamos verificar a existéncia de raizes inteiras ou reais na equacio 2x? —
6z +4 = 0.

1. Calculando o discriminante A obtemos:
A=0b—4dac=62—4-2-4=4.

Como A é um quadrado perfeito entao a equagao possui raizes racionais, além disso,
como A > 0 entao as raizes sao distintas.

Exemplo 5.15. Vamos verificar a existéncia de raizes inteiras ou reais na equacao % —

4r +7=0.
1. Calculando o discriminante A obtemos:
A=V —dac=(-4)>-4-1-7=—-12

Como A < 0 entao a equacdo nao possui raizes reais. Mas, como os coeficientes sdo
numeros reais, entao a equagao possui raizes complexas conjugadas.
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5.2.3 Equacao do terceiro grau

Vamos considerar a equagao do terceiro grau com coeficientes em C,
abx® + aya? + ajx +ayy =0, com a} # 0. (5.4)

A respeito das solugdes desta equagdo, podemos afirmar que, se os coeficientes forem
numeros reais, de acordo com o Teorema 4.18, ela possui pelo menos uma raiz real e
além disso, pelo Teorema 4.25, se ela possui uma raiz complexa z, entao o conjugado
de z, Z também é raiz desta equacao. Sendo C algebricamente fechado, se estivermos
considerando os coeficientes no anel C é evidente que ela possua raizes complexas.

Para encontrar as solugdes desta equagao, a partir da expressao (5.4) obtemos a equa-
Gao,
3 2 —
T2+ asx® +a1x+ag =0
al ag

— 1= =, Qo =

onde ay = ;
3 as as

Vamos encontrar as raizes da equagao do terceiro grau na forma
3 2 _
x° + agr” + a1x + ag = 0. (5.5)
Para isso, efetuamos algumas alteracoes na equacao da seguinte forma:

(i) Com o objetivo de obtermos uma expressao onde nao aparega o termo de grau 2, na
expressao (5.5) fazemos uma mundanga de varidvel, substituindo x por y + d. Com
isso obtemos a expressao

y® + (3d + a9)y® + (3d* + 2day + a1)y + (d° + d*ay + day + ay). (5.6)
a2 s a3 .
Fazendo d = 3 substituimos x por y — 3 ou seja,
a2
=y—— 5.7
T=y— = (5.7)

obtemos a expressao da equacao:

v +py+q=0, (5.8)
onde
2 3
as 2a5  a1a9
- e ) 5.9
pmm- e g= 22 My, 5.9

(ii) Na expressao (5.8) fazemos a substituicao
y=u-+uv, (5.10)
obtendo a expressao

u? +0* 4+ (p+ 3uv) - (u+v)+q=0.



98

Equacgoes algébricas

(iii)

(iv)

Nesta igualdade consideremos
p+3uv=0=uv = —g,

e dai obtemos um sistema de equagoes definido por

w4+ = —q
P (5.11)

u-v o= —-.

3

Continuando o processo, elevando ao cubo os termos da segunda equagcao do sistema
(5.11), obtemos o sistema

wH+vr = —q
s P (5.12)
27

Para continuarmos o processo, temos que observar que as equagoes do sistema (5.12)
correspondem a soma e produto das raizes u® e v3 de uma equacao do segundo grau,
da forma

3
P
t?+qt——==0.
Tty

Resolvendo essa equagao do segundo grau obtemos as raizes

3

+

2
q
=4

4

N [

Y

3

t1=—

(5.13)

w

_l’_

2
q
tg - - Z

IS
S
ﬂ.

Assim, considerando u® = t; e v3 = t, que satisfaca as condigdes do sistema (5.12)
e definindo a expressao

—1+iV3

="

os possiveis valores de u e v sdo dados por:
up =t v = iy
uy = wJt; , vy = w Yty (5.14)

us = U)2\3/E , Us = w\d/g

Agora com as solucoes u e v obtidas, conforme as relagdes apresentadas em (5.14),
e substituindo-as na expressao (5.10), obtemos as relagdes chamadas de formula de
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Cardano, definidas da seguinte forma:

3 2 3
_ _ g, ‘L AT S S
oos mre = \/ 2 "V 27+\/ > N1 T
3 2 3
_ _ g, ‘L e P (5.15)
Yo = 2t w\/ 2 T\NT T3 “”\/ > N1 T
3 2 3
_ _ 4 i P o4 _ T P
y3_“3+”‘°’_w\/2 4 2+w\/2 TS

(v) Para finalizar o processo, substituimos o valores y1, y2, y3 da férmula de Cardano (5.15)
na expressao (5.7) e, fazendo as substituigoes dos valores p e ¢ da expressao (5.9),
encontramos os valores xy, z5, 3 que sdo raizes da equagao ctibica expressa em (5.5),
de modo que:

2 2\ 3
. 203 aia 2“% a a2 ay
3 2 142 s _ 4
7 3 ™ (27 3 +a°> (al 3>

Ty = - +

2 4 27
2 2\ 3
203  aja 203 aias aj
3 “t2 142 4 + _ _~
Al 27 5 00 (27 3 a0> i (al 3>
2 4 27
_ %2,
3 )
3
205  ajag 2a3  aray ay — aé
o —1+1iv3 27 3 +a0+ 27 3 0 N 3
2 2 2 4 27
3
2a5  a1a9 2a5  ayas 9 aq — aé
1+iv3 TR RN RS T 3
2 2 4 27
Q2
3 )
‘ 2 3
s 205 aiap 2a;  wa; ar — a3
e R 27 3 T\ \2r 3 ’ N E
o 2 2 4 27
203  aja 2a3  aja 5 ’
3 5 102 5 102 9 _ %2
—1+iV3 | 97 T g T (57 — 5+ +<a1 3)
2 2 4 27
a2

Exemplo 5.16. Vamos encontrar as raizes complexas da equacao

23 =922 -9z — 15 = 0.
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Solugao. Fazendo a substituigdo da variavel x conforme a expressao (5.7) e encontrando
os valores p e ¢ conforme a expressao (5.9), obtemos a equacao ctibica na variavel y,
como na expressao (5.8) da seguinte forma:

Y3 — 36y — 96 = 0,

onde z =y + 3.

Na equacao ctbica na variavel y, fazemos a mudanca de variavel em y, conforme a
expressao (5.10) e consequentemente obtemos um sistema de equagoes como na
expressao (5.12), onde as solugoes desse sistema correspondem a soma e produto das
raizes da equacao do segundo grau da forma

22 4+ 962 + 1728 = 0.

Resolvendo essa equagao obtemos as raizes: z; = —24 e 2o = —72.

. 5 5 —1+1iv/3
Assim, sendo u® = z; , v° =z e w = — obtemos o valores:

uy = vV —24 = —2\3/3 , U1 = 5772 —2\3/3%;
uy, = wy/—24 = =2w¥3 , vy, = w72 = —2w*Y3V3;
us = wiy—=24 = —2uV3 , vy = wV—12 = —2w¥/3Y3.
A partir desses valores encontramos os valores 1, y2, 42 dados por:
Y= w v o= —2v3-2v3VY3 = —293(1+/3);
Yo = Ug+vy = —2wy3—2wAY3Y3 = —2v/3(w + w?¥3);
ys = uz+uvz = —2w Y3 —-2wy3V3 = —2¢3w? +wy3).

A partir dos valores y1, yo, y3 encontramos as raizes 1, r9, r3 da forma:

T o= p+3 = —2V3(1+V3)+3;
Ty = yp+3 = —2¢3(w+ w?y/3) + 3;

r3 = ys+3 = —2¢3(w?+wvy/3)+ 3.

5.2.4 Equacao do quarto grau

Vamos considerarar a equagao do quarto grau na forma
4 3 2
"+ asx’ + axx” + a1x + ap.
Considerando os coeficientes, em quaisquer anéis Z, Q, R ou C, entao podemos ter:
(i) Duas raizes reais e duas complexas conjugadas;
(ii) Quatro raizes reais;

(iii) Quatro raizes complexas, sendo dois pares de duas complexas conjugadas.
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Para encontrarmos as raizes ou solucgoes desta equagao, utilizaremos uma forma de reso-
lugado denominado método de Ferrari. Para isso seguimos os seguintes passos:

1. A equacdo z* + azx® + asz? + a7 + ag serd escrita na forma

3

ot 4 azr® = —(a2® + a17 + ap). (5.16)

2. Na expressao (5.16) completamos o quadrado no primeiro membro, mantendo a
equivaléncia da igualdade e entao obtemos a expressao

1\ /1
<x2 + 2a3x) = (4a§ - ag) T’ —ax — Qo. (5.17)

3. Para transformar o segundo membro da expressao (5.17) em um quadrado perfeito,
adicionamos a ambos membros a expressao

Y2 + 2y(a? + jasx),

e obemos a expressao

1 2 1
|:<ZE2 + 2@31,) + y:| — (Qy + Zag — CI,2> 372 + (ya3 — CLl) T + (y2 — ao) . (518)

O segundo membro da expressao (5.18) corresponde a uma equagao do segundo grau
na variavel z e esta somente podera ser reduzida a um quadrado perfeito se as raizes

forem idénticas, ou seja, se tivermos o discriminante A = 0, conforme mostrado na
resolucao da equagdo do segundo grau. Assim, devemos ter

1
(yas —ay)* — 4 (Qy + Za% — a2> (y2 — ao) =0. (5.19)

4. Assumindo que o y corresponde a uma das raizes da expressdo (5.19), entdo a
expressao (5.18) pode ser escrita na forma

1 2
[(x2 + 2a3x) + y] = (az + b)*. (5.20)
5. Resolvendo a equagao obtida na expressao (5.20) obtemos:
5 1
vt gar )ty = (ax + b); (5.21)

1
<x2 + 2a3x> +y = —(ax+0b). (5.22)
com a e b convenientes.
6. A partir das expressoes (5.21) e (5.22) obtemos:
r+(y—>0) = 0; (5.23)

z+(y+b) = 0. (5.24)
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7. Resolvendo as equagbes (5.23) e (5.24) encontramos xi, xq, x3 € x4 sendo:

T = 9 ;
G R ]
2 = 5 ;

(5= () 0
T3 = 9 )
i R e
e 2

com a e b convenientes e y a raiz da equagao (5.19).
Exemplo 5.17. Vamos encontrar as raizes complexas da equacao
rt 4+ 203+ 2% + 42 -2 =0.
A equacao pode ser escrita na forma
2t + 223 = —2? — 4o + 2.

Completando quadrado no primeiro termo e mantendo a equivaléncia da expressao, obte-
mos

(z2 + 2)° = —4z + 2.

Para transformar o segundo membro em um quadrado perfeito, mantendo a equivaléncia
da expressdo, adicionamos a ambos membros a expressao y* + 2y (2 + ) e obtemos a
expressao

[(#% +2) +y]* = 2y2? + 2y — Dz + (y* + 2)
Para que o segundo membro seja quadrado perfeito, devemos ter o discriminante A = 0,

conforme a expressao (5.19). Encontrando o valor que satisfaz essa condicao, obtemos
1

Yy = 5 e com esse valor escrevemos a expressao na seguinte forma:

[(x2+x)+;r= (x—i)z.

Assim, as solugoes da equacao sao dadas por:

1 3
L (Z*+2)+-=x——.
(x* + x) 5 =T~ 3

onde, efetuando os devidos calculos, obtemos
(a) 21 = v/2i;
(b) Ty = —\/§Z
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1 3
2. (22 Syl
(x —i—x)—|-2 x+2),

onde, efetuando os devidos calculos, obtemos:

(a) 23 = —1++/2;
(b) Ty = -1 —\/5.

Logo, as solucoes da equagao sao dadas por

S = {—/2i,v/2i,—1 —/2,—1 +/2}.

5.3 Relacao entre coeficientes e raizes

Definicao 5.18. Sejam K < C um corpo, onde K é um dos anéis Q, R ou C, x uma
indeterminada, ay, as, ..., a, elementos de K e p(z) tal que,

p(z) = ﬁ(z—ai) =x—a) (x—ag) - (z—ay). (5.25)

=1

Vamos definir as seguintes somas relacionadas a aq, s, ..., Q.

n
S1 =Zai=a1+a2+---+an;

=1
n
Sg = Z Qi - Oy = Qg + Q103 + ==+ Q10 + -0 0+ Q1O
11 <19
n
S3 = Z (07PN O 77NN O 7N
i1 <<t <i3 (5.26)

= 1023 + -+ + 120, + - - Q90 10y

n
Sn—1 = Z Qg Ay »* " Qg
i1<i2<--~<’in_1
:Ogla2...an71+...+a2a3...an;
Sp = 10y Ap.

Proposigao 5.19. Considerando o polinomio (5.25) e as somas (5.26) apresentadas na
Definicao 5.18, € valida a sequinte igualdade:

ﬁ(x—ai) = (z-—a) (z—a) - (z—an)
il = 2" — s L4t (= 1),

Demonstragdo. Faremos por indugao sobre n > 2.

Para n = 2 o resultado é valido pois

(x—ay) (r—ay) = 2% — @r — T + ajay
22 — (a1 + a9)T + aran
2 — 511 4 (—1)2ss.

Suponhamos que o resultado é valido para n, ou seja,

1

(x—aq) - (x—ag) - (x—ay) =2" —s12" + -+ (=1)"s,.
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Vamos mostrar que é valido para n + 1. De fato, multiplicando ambos lados da expressao
por (x — ay,11) obtemos a expressao

(r—a1) - (z—ag) - (x—ay)(x—an1) = [2"—s12" 4+ -+ (=1)"s,]( — Ani1)
= 2" —[s1 + apyi]r"+
[s02™ 7 + pyrsi]a™ 4+
_1)n+1an+lsn
= 2" — g4+ (=) s+ (= 1) s,

Este resultado nos diz que a igualdade é valida para todo n. O

Proposic¢ao 5.20. Seja p(z) = apx™ + ap_12" ' + -+ + a1x + ag um polinémio com
coeficientes no corpo K, aq,aq,...,ay raizes de p(x) (ndo necessariamente distintas),
si, 1 < i< n as somas (5.26) representadas na Definicio 5.18. Entdo:

;= (—1)iag*i, 1<i<n.

n

Demonstragao. Pelo Teorema 3.79 podemos escrever
p(z) = ap[(x — a1) - (x — ag) -+ (x — )]
Entao, pela Proposicao 5.19,
p(z) = anz" —s12" o+ (1) s, 2+ (1),

Para obter o resultado basta igualar os coeficientes dos termos de mesmo grau.

[]

Exemplo 5.21. Vamos resolver a equacao polinomial * —223 +42% 462 —21 = 0 sabendo
que existem duas raizes simétricas.

Sejam «aq, i, (g € y as raizes. Vamos considerar g +ay = 0 (condigao do problema).
Temos entao:

(1) a1 +as+as+ay=2;

(2) ajan + aqas + ajay + asag + asay + azoy = 4;
(3) aramas + ajanay + ajazaganazay = —06;

(4) arapazay = —21;

(5) a1 + g = 0.

Para resolver efetuamos as operacoes:
Substituindo (5) em (1) temos:

(6) (Oé1+O[2)+O./3+Oé4:2:>Oé3+Oé4:2
Substituindo (5) em (3) temos:

(7) a1z (a3 + ay) +(azay) (a1 + as) = —6 = ajas = —3.
f ﬁ—/

Substituido (7) em (4) temos:
(8) (Oéloég)OégOé4 =-21= 30y = 7.
Temos entao,
(9) 051+OZ2=06(){10(2=—3:>O(1=\/§7 0422—\/3
(10) az +ag =2eazay=T7= az =1 —+/6i, ay = 1 + 1/6i.
Assim o conjunto solucio S = {v/3, —v/3,1 — /6i, 1 + +/6i}.
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Antes de apresentarmos as atividades propostas a respeito de polinémios, a serem
trabalhadas na Educacao Basica, faremos uma breve sintese de como este assunto é tratado
em alguns livros didaticos ou materiais de apoio.

O estudo de polinémios é apresentado no Ensino Fundamental, conforme mencionado
na Introducao, sob a abordagem de expressoes algébricas e fungoes do primeiro e se-
gundo graus. Neste segmento, a abordagem mais especifica e relacionada aos estudos de
polinémios se d& por meio da habilidade da BNCC [3]:

(EF09MA09)- Compreender os processos de fatoragdo de expressoes algé-
bricas, com base em suas relagoes com os produtos notaveis, para resolver e
elaborar problemas que possam ser representados por equagcoes polinomiais do
2° grau.

Nesta abordagem sao apresentados alguns tépicos relacionados a polindmios, conforme
vemos no livro didatico A Conquista da Matemdtica [15] e de forma semelhante no livro
didatico Arariba Mais Matemdtica [12].

Definicao de polindmio: Denomina-se monoémio ou termo algébrico toda expressao al-
gébrica representada apenas por um ndmero, ou apenas por uma variavel, ou por
uma multiplicagdo de niimeros e variaveis em que esta nao esteja no denominador
nem no radical. A adi¢ao algébrica de monoémios formam um polindémio.

Fatoracao de polinémios: Fatorar um polindmio, quando possivel, significa escrever
esse polinomio como uma multiplicacdo de dois ou mais polinomios.

Feitas essas consideragoes a respeito de polindmios e fatoracao, sao abordadas operagoes
envolvendo equagoes algébricas, em particular, a equacgao do segundo grau, onde sao abor-
dadas: existéncia de raizes, calculo de raizes por meio de processos como o de completar
quadrados, ou aplicacao da féormula resolutiva, conhecida em sua maioria, por férmula de
Bhdskara, relagao entre coeficientes e raizes.

A abordagem exclusiva de polinémios, suas propriedades e operagoes, da-se no 32 ano
do Ensino Médio, conforme as habilidades da BNCC [3]:

1. Conhecer as relagoes entre os coeficientes e as raizes de uma equacao algébrica;
2. Saber reduzir a ordem de uma equacao a partir do conhecimento de uma raiz.

Na Secretaria da Educagao do Estado de Sao Paulo, segundo o Material de apoio ao aluno
(veja em [5]), e com base nas habilidades da BNCC [3], o estudo de polinémios é abordado
conforme a grade curricular abaixo:
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Curriculo Oficial - BNCC-SP Curriculo Paulista - E.M.
Tema/Contetido Habilidades Competéncia Geral
Numeros Exercitar a curiosidade inte-
Equagoes ) algé- Compreender a histé- lectual e recorrer a abordagem
bricas e numeros ria das equacdes, com o prépria das ciéncias, incluindo
complexos. a investigacdo, a reflexdo, a

Equacgées polino-
miais;

Numeros comple-
operacgoes e
representacao ge-
ométrica;

XOs:

Teorema sobre
as raizes de uma
equagao polino-
mial;

Relagoes de Gi-
rard.

deslocamento das aten-
¢Oes das féormulas para
as analises qualitativas.

Conhecer as relagoes
entre os coeficientes e as
raizes de uma equacao
algébrica;

Saber reduzir a ordem
de uma equacdo a par-
tir do conhecimento de
uma raiz;

Saber  expressar o
significado dos nimeros

complexos por meio
do plano de Argand-
Gauss.

andlise critica, a imaginacao
e a criatividade, para investi-
gar causas, elaborar e testar
hipéteses, formular e resolver
problemas e criar solugoes (in-
clusive tecnoldgicas) com base
nos conhecimentos das dife-
rentes areas.

Tabela 6.1: Grade curricular da 32 série do Ensino Médio

Nestas habilidades sao apresentadas defini¢oes, propriedades e operagoes tais como:

e No Caderno do aluno - SP faz escola [5], apds abordar niimeros complexos e traba-
lhar resolucao de equacgoes algébricas por meio da relagao com raizes, entre outros
métodos, somente ao final desta abordagem é apresentada a seguinte definicao de

polindémio:

Como se sabe, um polindomio de grau n é uma expressao algébrica do

tipo:

P(x) = ag2™ + 12" + agx"? +azz" P + -+ a7 +a, =0

com ag # 0. Entao, uma equacao algébrica também pode ser chamada
uma equacgao polinomial, uma vez que ela pode ser escrita na forma
P(z) = 0, sendo P(xz) um polinémio. Dessa forma, se o valor deP(z)
para x = k, que indicaremos por P(k), for igual a zero, ou seja P(k) = 0,
entdo isso significa que k é uma raiz da equagao polinomial P(z) = 0.

» No livro didético Matemdtica - contexto e aplicagoes [4], apresenta-se a seguinte

definicao de polinémios:

Chamamos expressao polinomial ou polindémio na varidvel z toda ex-
pressao na forma

A" + A 12"+ @y ox™ 2

+ -+ a1x + ag.
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Acrescenta-se ainda a seguinte defini¢ao: “Toda fungdo definida por p(z) = a,x™ +
12"+ ap_ox™ % + -+ + a1 + ag para todo x complexo, é denominado funcao
polinomial de grau n, em que n é um ntmero inteiro positivo ou nulo e a,, ¢ diferente
de 0". Feita esta definicdo, sdo apresentadas propriedades referentes a igualdade de
polindmios, valor numérico, seguindo-se para cédlculo de raizes e fatoracao. Sao
abordadas propriedades do Teorema Fundamental da Algebra 4.28, Teorema 3.79,
Corolario 3.70. Considerando o anel do complexos, somente no segmento do Ensino
Médio os polindmios sao abordados por meio de suas propriedades.

Tanto no Ensino Fundamental, quanto no Ensino Médio, ha maior foco nas propriedades
e operagoes relacionadas as fungoes polinomiais e equagoes algébricas (em geral as de grau
no maximo quatro). Ressaltamos que tais equagoes e fungdes polinomiais sao representa-
das por polindmios com coeficientes reais ou complexos, o que segundo a Observacao 3.22
nos permite considerar tais conceitos aparentes.

6.1 Analise de atividades dos materiais didaticos

Vamos inicialmente analisar e resolver atividades propostas nos livros didaticos e ma-
teriais de apoio, tais como [15, 12, 5, 4, 11], referentes ao estudo de polinémios no Ensino
Basico.

Exemplo 6.1. Atividade proposta em A conquista da matemdatica [15], pagina 85, exer-
cicio 13: A 4rea de um retangulo é expressa pelo polindémio 22 — 9, em que =z > 3.
Fatorando-o, temos as medidas de seus lados. Se o perimetro do retangulo é 32 cm, qual
¢ a area desse retangulo?

Habilidade BNCC: EF09MAO09
Piblico alvo: Alunos a partir do 9° ano do Ensino Fundamental

Objetivo: Compreender a fatoragao entre polindomios e equagoes polinomiais relaciona-
das a area e perimetro de poligonos.

Resposta/Resolugao A drea de um retangulo de lados = + 3 e = — 3 é representada pelo
polinémio z? — 9, ou seja,

2?—9=(r—3)(z+3).
Esses sao polindmios irredutiveis em um corpo, e por auséncia de se explicitar o
anel de coeficientes, consideremos em R. Observando a forma fatorada, podemos

considerar que se trata de um retangulo de lados x + 3 e x — 3, logo o perimetro é
dado pela expressao

2 +3)+2(x—3) =32z =8
Assim, a area dada pela expressao
(x—3) - (x+3)=5-11 =55 cm*.
Proposta pedagégica/intervengao: Para que se chegue a resolugao desta atividade é
fundamental que o estudante compreenda o que é escrever um polindmio em sua

forma fatorada conforme Teorema 3.79 e ainda utilize na resolugdo propriedades
como as do Corolario 3.41 e o Teorema 3.70.
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Consideracgoes: Esta atividade, proposta em livro didatico do Ensino Fundamental, em-
bora utilize-se das propriedades relacionadas a fatoragao de polinémios, também nao
o aborda de forma explicita, uma vez que, a definicao de redutibilidade de polinémio
e fatoragdo de polindmios, sao usadas de forma similares. Uma das vantagens de
atividades como esta é poder abordar a representacao geométrica de um polinémio
em sua forma fatorada.

Exemplo 6.2. Atividade proposta em A Matemdatica do Ensino Médio [11]: Ache o maior
divisor comum-M.D.C. dos polinémios p(z) = 2*—62*+5x+12 e ¢(z) = 2> —5x*—2x+24.

Habilidade BNCC: (EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungoes polino-
miais de 1° ou 2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem

apoio de tecnologias digitais. As mesmas habilidades constam na Grade Curricular
do EM 6.

Publico alvo: Alunos do 32 ano do Ensino Médio

Objetivo: Aplicar as propriedades dos polinémios relacionadas a divisibilidade, fatoracao
e M.D.C..

Resposta/Resolucdo Temos que —1 é raiz de p(x) e dai aplicando o Corolario 3.41,
temos que p(x) é divisivel por z + 1. Analogamente verificamos que —2 é raiz de
q(z) e portanto o mesmo é divisivel por = + 2. Assim, efetuando estas divisdes

temos:
23 —6x2 +5x+12|x+1 )
S — 22— Tr + 12

—T2% +5x
Ta? + Tx
1220 + 12
— 122 — 12

0

Dai obtemos x® — 622 + 5z + 12 = (z + 1) - (2* — 7Tz + 12). Podemos facilmente
verificar, utilizando a Proposigao 5.20 que z* — 7z + 12 = (z — 3) - (z — 4). Daf

2? —62° +5r+12=(x+1)-(x—3) - (v —4) (6.1)

Agora, dividindo 2® — 522 — 2z + 24 por x + 2, temos

23 —5r? —2x+24|x+2
— 3 — 22 2 =T+ 12

— 722 — 2
Tx? + 14x
122 + 24
— 12z —24

0

Com isso obtemos z° —5x? —2x+24 = (x+2)-(*—7x+12). Aplicando a Proposigao
5.20 temos:
2 — 52 =20+ 24 = (z+2) (x—3) (v —4). (6.2)
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Assim, analisando as formas fatoradas das expressoes (6.1) e (6.2) vemos que (z —
3) - (x—4) =a?—Tx + 12 é fator comum aos polindmios, logo

M.D.C.{2® — 62% + 5z + 12,2° — 52 — 20 + 24} = 2 — Tz + 12.
Proposta pedagégica/intervengio: Para se efetuar a resolugao desta atividade é fun-
damental que além da abordagem das propriedades de M.D.C entre polinémios,
conforme Teorema 3.58 também se tenha abordado as propriedades dos polinémios
conforme Corolario 4.3, Corolario 3.41. Um dos pontos a se observar nesta atividade

é o fato de se nao enfatizar em qual o anel de polinémios a ser considerado (reais ou
complexos), embora naturalmente se trabalhe no Ensino Médio com niimeros reais.

Consideracgoes: Embora esta atividade conste em material de aperfeicoamento desti-
nado aos professores de Ensino Médio, uma vez abordadas corretamente as proprie-
dades dos polinomios referentes a divisibilidade, entre outras, é uma atividade com
resolucao bem adequada a aplicagao aos estudantes.

Exemplo 6.3. Atividade proposta no livro didatico Matemdtica: Contexto e aplicacoes
[4]: Dividindo p(z) = a* — 42 + Tz — 3 por certo polindmio h(z), obtemos quociente
q(z) =x —1eoresto r(x) = 2 — 1. Encontre h(z).

Habilidade BNCC: Conforme consta Grade Curricular Ensino Médio 6.
Piblico alvo: Alunos do 32 ano do Ensino Médio
Objetivo: Divisao euclidiana em polinémios.
Resposta/Resolucao O problema nos diz que,
2} —4r* + T — 3 =h(x) (x — 1)+ (22— 1).
Este polinomio deve ser de grau 2, ou seja, h(x) = az® + bz + c¢. Dai temos,

=4+ T -3 = (ax*+br+c) - (x—1)+ (22 —1)
= ar®+ (b—a)x®*+ (c—b+2)x —c—1.

Para que tais polindmios sejam iguais, devemos ter:

ar® = ¥ < a=1
(b—a)z? = —42* & b=-3
—c—1 = -3 < c=2.

Logo h(z) = 2* — 3z + 2.

Proposta pedagégica/intervengio: Faz-se necessirio que o aluno conhega as propri-
edades relacionadas a divisao entre polinémios conforme Teorema 3.36 e Corolario
3.37, além disso, deve utilizar as propriedades a respeito de grau de um polindémio,
Corolario 3.16, para entender como se representa o polinémio a ser encontrado, além
das propriedades referentes a igualdade de polinémios, Proposicao 3.33.

Consideracgoes: A atividade aborda bastante as propriedades dos polinémios, mas como
em quase todas atividades apresentadas no material didatico, nao se explicita em
qual anel de polindmios estao os polindmios, consideramos o conjunto dos niimeros
reais.
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6.2 Atividades Propostas

Vamos propor algumas atividades relacionadas aos polinémios, fungoes polinomiais e
equagoes algébricas, passiveis de resolugao a alunos do Ensino Médio.

Exemplo 6.4. Consideremos o produto de trés niimeros inteiros consecutivos.

1) E possivel encontrar trés niimeros inteiros e consecutivos cujo produto seja igual a
607

2) Que expressao algébrica representa o produto de trés nimeros consecutivos?

Habilidade BNCC: Conforme consta Grade Curricular Ensino Médio 6.
Publico alvo: Alunos do 32 ano do Ensino Médio

Objetivo: Resolver problemas aplicando as propriedades dos polindmios, tendo como
particularidade o anel dos coeficientes.

Resolucao Considerando o problema dado,

1) Vamos encontrar nimeros inteiros tais que:

(x—1)-z-(z+1)=60
- (2?2 —1) =60
z® —x —60 = 0.

Queremos encontrar a raiz inteira (caso exista), desta equagao do 3° grau. Para
isso, consideremos o polindmio de coeficientes inteiros p(z) = z* — 2 — 60. Pela
Proposicao 4.2 as possiveis raizes deste polinomio sao os divisores de 60. Por
inspecao, verificamos que 4 é raiz de p(z). Logo, os nimeros procurados sao 3,
4ebd.

2) Pelo item anterior, a expressao algébrica que representa o produto ¢, de trés
numeros inteiros consecutivos é dada por:

(x—=1)-z-(z+1)=c
x- (2 —1) =60
2 —x—c=0.
Observemos que de acordo com o Lema 5.3, ¢ é o produto das raizes de p(x).
Devemos ressaltar que estamos tratando de um polinémio com coeficientes
inteiros, logo nem sempre garantimos a existéncia de tais raizes.

Consideragoes: Alguns apontamentos podem ser feitos durante a resolucao desta ati-
vidade, entre eles, além de se abordar a possivel nao existéncia de solugao, uma
vez que especificamos o conjunto dos niimeros e consequentemente as propriedades
inerentes ao polinémio que expressa a situagdo, também podemos partir de uma
situagao inversa, ou seja, a partir da expressao de p(z) = 23—z — ¢, buscar entender



Atividades Propostas 111

que situacao problema a expressao descreve, fazendo uso das propriedades operato-
rias dos polinomios. Um fator a se observar nesta atividade é que, ao se considerar
o produto de trés ntimeros inteiros consecutivos, tais niimeros podem ser expressos
como x, x+1 e x+2, e entao a expressao obtida para se encontrar o produto ¢ = 60
sera representada por:

() - (x+1) - (x+2) =60

(z* + ) (z +2) =60
2+ 22 + 2+ 20 =0
z® + 32% + 2z = 60.

Exemplo 6.5. Consideremos o cubo de bases ABCD e EFGH, de aresta x. Sobre as
faces deste, efetuamos trés cortes transversais de medidas a, b e ¢, sendo o primeiro corte
paralelo & face lateral BCGF, no ponto Y da aresta DC, tal que YC = a, o segundo
corte, paralelo & face da base EFGH no ponto K da aresta DH, tal que KH = b, e o
terceiro corte, paralelo & face frontal ABF'E, no ponto U da aresta AD, tal que AU = .
Com isso obtemos um paralelepipedo de bases DULY e KON J. Que expressao algébrica
relaciona o volume do cubo inicial e o volume do paralelepipedo obtido?

Habilidade BNCC: Conforme consta Grade Curricular Ensino Médio 6.
Publico alvo: Alunos do 3° ano do Ensino Médio

Objetivo: Resolver problemas aplicando as propriedades dos polinémios, tendo como
particularidade o anel dos coeficientes.

Solugdo. Vamos representar geometricamente e algebricamente os processos relacionados
acima.
O problema nos diz que a partir de um cubo de aresta = e volume v(z) = 23, como na

figura abaixo, vamos obter um paralelepipedo de arestas x —a,x —be x — c.
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Figura 6.1: Cubo de dimensdo z e volume v(z) = z°.

Para isso, efetuamos os trés cortes transversais conforme a figura,
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(b) (¢)

Figura 6.2: Cortes transversais de medidas a, b e c.

Com isso obtemos o paralelepipedo abaixo de arestas r — a, x — b e © — ¢, conforme a
figura abaixo.

Figura 6.3: Paralelepipedo

Para se chegar ao paralelepipedo da figura 6.3, efetuando os cortes transversais citados,
com 0s seguintes procedimentos:

1. Efetuamos um corte transversal de medida a paralelo a face lateral BOCGF', como
na figura.
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Figura 6.4: Corte transversal 1.

Com isso obtemos um novo paralelepipedo de volume v(z) = (z — a) - 22.

Podemos representar este procedimento através da expressao algébrica,

v(r) = 2° — ax®.

2. Efetuamos um corte transversal de medida b paralelo a face da base FFGH,
conforme figura abaixo.

Figura 6.5: Corte transversal 2.

Observemos que para efetuar este corte, estaria ‘faltando’ o paralelepipedo de
v1(z) = abz. Portanto, devemos ‘devolvé-lo’ e entao efetuamos o corte.
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Figura 6.6: Paralelepipedo acrescido e corte.
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Estes procedimentos podem ser descritos pela expressao algébrica

v(r) = 2° — ax® + abr — ba®
= 2° — ax® — bx® + abx

= 2% — (a + b)2® + aba.

3. Efetuamos um corte transversal de medida c, paralelo a face frontal ABFFE, como
na figura.

Figura 6.7: Corte transversal 3.

Observemos que novamente, para se efetuar este corte, devemos acrescentar os
paralelepipedos vy(x) = bex e v3 = acx. No entanto, com isso, estariamos
acrescentado duas vezes o paralelepipedo vy(z) = abe.

Figura 6.8: Paralelepipedo resultante.

Estes procedimentos podem ser descritos pela expressao algébrica

v(r) = 2° — (a + b)z* + abx + acx + bex + —abe — cx®

=1° — (a+ b+ )2 + (ab + ac + be)x — abe.

Consideragoes: Verificamos nesta abordagem a relagao entre o polinomio em sua forma
fatorada e a relagdo com as raizes do mesmo, aprimorando os conhecimentos a res-
peito de fatoracao algébrica e seus significados. Ressaltamos também que neste
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exemplo, podem ser aplicadas atividades praticas de ‘construcao’ do paralelepipedo
utilizando sélidos geométricos, como os representados durante a resolugao da ativi-

dade.

Apresentamos aqui algumas sugestoes de atividades a serem propostas aos alunos, para
que se analise e aplique propriedades referentes aos polindmios e equagoes algébricas.

Exemplo 6.6. Consideremos o exemplo da pagina 172 de A matemdtica no Ensino Médio,
(ver em [11]).

Cortando-e quadrados de lado 4 ¢m nos cantos de uma folha de papelao em forma
de um quadrado del8 c¢m de lado, e dobrando-a, formamos uma caixa sem tampa cujo
volume ¢é igual a 400 cm?. Existe algum outro valor do lado do quadrado a ser recortado
em cada canto para o qual o volume da caixa resultante também seja igual a 400 cm3?
Que expressao algébrica relaciona a medida x a ser cortada, em relagdo a medida a do
lado, a fim de se obter um volume c?

Exemplo 6.7. Exercicio 6, pagina 193 de [11]: Se um polinémio p é divisivel pelos
polinémios p; e po, entdo p € divisivel por pip,. Certo ou errado?

Exemplo 6.8. Analisando o volume dos sélidos abaixo, responda:
1) Para qual valor = temos que o volume do Sélido 1 é igual ao Sélido 27

2) E sempre possivel que dois sélidos de dimensoes (x —a, v —b, z —c) e (r —d, x —e,
x — f), respectivamente, tenham mesmo volume?

T — 22
x— 14

Figura 6.9: Sélido 1 (esquerda), Sélido 2 (direita)






7 Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho foi apresentar o estudo das propriedades e operagoes entre
polindmios em uma indeterminada. Embora no Capitulo 2 abordarmos o conceito de
anéis de modo geral e no Capitulo 3 abordarmos polinémios de maneira geral, a énfase
consiste nos anéis de polinémios sobre os inteiros, racionais, reais e complexos.

Em relacao as propriedades aqui abordadas, considerando o ensino de polinémios na
Educacgao Basica, observa-se que nao ha um tratamento especifico, quanto as estruturas
algébricas de tais, uma vez que esta abordagem ocorre mais especificamente em relagao a
funcoes polinomiais.

Nas atividades de aplicacao e sugestao de aplicacao buscamos apresentar atividades
que buscam a compreensao das propriedades e operagoes de polinémios relacionados ao
anel de seus coeficientes, além de atividades que podem contextualizar as operacoes algé-
bricas.

Esperamos que este trabalho possa contribuir ao melhor entendimento das operagoes
algébricas relacionadas a polindmios e em especial, a sutil diferenca entre o conceito
formal de polinémios e as fung¢oes polinomiais, que muitas vezes sao tratadas como mesmo
elemento.
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