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RESUMO

Espinores exdticos surgem quando a topologia da variedade M tomada como sendo o espaco-tempo
¢ suposta ser ndo-trivial, no sentindo que seu grupo fundamental é ndo-trivial: 71 (M) # 0. Assim,
um novo termo exotico 9,0 surge na equagio dindmica destes espinores, e novas propriedades se
apresentam. A ndo-trivialidade de 71 (M) pode ser diretamente ligada a prépria existéncia de buracos
negros. Assim, estudamos, nesta tese, relacdes entre estruturas espinoriais exdticas e a taxa de emissao
de radiacdo Hawking por buracos negros assintoticamente flar em Relatividade Geral, encontrando
equacoes diferenciais para o termo exotico, o que da a possibilidade de inferir uma forma explicita
para #. Também, tratamos aqui dos chamados espinores RIM, que sdo espinores que respeitam uma
equacdo dinamica nao-linear chamada de equag@o nao-linear de Heisenberg. Apresentamos dois lemas
relativos a estes espinores: um deles encontrando restri¢des para ocorrer a decomposicao de espinores
de Dirac em termos de espinores RIM, e outro que nega a existéncia de espinores RIM exoticos,
ou seja, relaciona a existéncia de espinores RIM a prépria estrutura topoldgica do espago-tempo.
Ainda, encontramos um método de classificarmos os espinores RIM nas classes de Lounesto. Por fim,
apresentamos, na forma de dois teoremas, maneiras de deformar homotopicamente tais espinores no

que chamamos de spinor-plane.

PALAVRAS-CHAVE: Espinores exoticos. Espinores RIM. Homotopia. Radiagao Hawking.



ABSTRACT

Exotic spinors emerge when the topology associatd to the manifold M, which is token as being
the spacetime, is suppose to be non-trivial, in the sense that its fundamental group is non-trivial:
71 (M) # 0. Thus, a new exotic term J,0 rises from the dynamical equation related to these spinors,
and new properties are in order. The non-triviality of 71 (M) may be directly linked to the very
existence of black holes. In this vein, we study some relations between exotic spinorial structures and
the Hawking radiation emission rate by asymptotically flat black holes solutions of General Relativity,
finding an equation from which an explicity form for the exotic term could be inferred. Moreover, we
work on the so-called RIM spinors, which are spinor fields satisfying a non-linear dynamical equation
known as Heiseing non-linear equation. We present two lemmata related to these spinors: one of them
gives us restrictions for the decompostion of Dirac fields in terms of RIM spinors to occur, while the
other deny the existence of exotic RIM spinors, i.e., it relates the very existence of RIM spinors to the
spacetime topological structure. Besides, we develop a classifying method for RIM spinors into the
Lounesto classes. Finally, we present, in the form of two theorems, ways to homotopically deform

such spinors in what we call the spinor-plane.

KEYWORDS: Exotic spinors. RIM spinors. Homotopy. Hawking radiation.
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1 INTRODUCAO

Antes de iniciarmos, de fato, a introduc@o desse trabalho, meditemos sobre a célebre frase de
Michael Atiyah:

No one fully understand spinors.

E com tal espirito que essa tese, fruto de quatro anos de estudo e pesquisa, foi feita: nada mais
estimulante do que uma afirmac¢do como a de Sir Atiyah para simbolizar (e agucar) a curiosidade e a
vontade de pesquisa. O que poderia, a principio, ser uma espécie de bloqueador para se adentrar no
amago de um programa de doutoramento ao mesmo tempo se revela um chamariz para o mergulho
pleno e definitivo na vida de pesquisador, que esperadamente € o que ocorre com a conclusio de uma
tese. Naturalmente, ademais deve-se considerar o forte interesse sobre o tema por parte do autor. Nao
obstante, entendemos que ao se pretender pesquisar (o que quer que seja) € preciso estar imbuido
desse espirito de busca por entendimento daquilo que ainda nao se sabe, levando consigo, também,
o pensamento de que sempre se terd mais a saber. E buscar saber. Finito este preludio a introducao,
podemos nos conduzir ao texto introdutério como requer o protocolo.

Essa tese versa sobre espinores. Embora o termo “espinor” tenha sido cunhado por Paul Ehrenfest
nos anos 1920, supostamente em uma carta enderecada a Bartel van der Waerden (VAZ JR.; ROCHA|
2016; PENROSE! 2007), seu conceito intrinsico € mais antigo. De fato, espinores ja eram estudados (e
utilizados em célculos estatisticos e engenharia) (VAZ JR.; ROCHA, 2016) antes de Ehrenfest usa-los
na teoria quantica. Mas o que € um espinor, afinal? A continuacdo da frase de Michael Atiyah citada
no inicio dessa tese € categoérica quanto a impossibilidade de uma resposta definitiva e completa em

tempos atuais:

Their algebra is formally understood, but their geometrical significance is mysterious. In some sense
they describe the “square root” of geometry and, just as understanding the square root of -1 took

centuries, the same might be true of spinors.

Definiremos formalmente espinores no Capitulo[3] Entretanto, aproveitemos o ensejo da compa-
ra¢do com a histéria do nimero complexo i = v/—1 para discutirmos a seguinte situacdo: pense nas
quantidades quaternidnicas bésicas, i, j, k, como referindo-se a trés eixos mutuamente perpendiculares
no espaco euclidiano usual 3—dimensional. Como a unidade imagindria ¢ no plano de Argand (-Wessel-
Gauss), podemos interpretar o quatérnion i como uma rotacao positiva no espago 3—dimensional
sobre o eixo-i, com andloga apreciac@o sendo vdlida para j e k com relagdo aos seus respectivos eixos.
Contudo, se tais rotagdes sdo de fato de angulos retos 3 como o caso de 7 no plano complexo, as
relagdes de produtos entre i, j, k da dlgebra dos quatérnions ndo sdo respeitadas. Para garantirmos
que tais relacdes sejam satisfeitas, temos que rotacionar de dois angulos retos, 7, em vez de um. A
principio isso parece estranho, pois certamente ndo estamos fazendo uma relagdo direta com a unidade
complexa ¢. Mais especificamente, o problema parece vir do fato de que se aplicarmos tal rotacao

duas vezes seguidas obteremos uma rotacao de 27, o que simplesmente retomard o objeto rotacionado
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de volta ao seu estado original. Isso aparentemente equivale a dizer que i’ = 1 em vez do esperado
iZ = —1. E aqui que a (consideravelmente sutil e essencial) no¢io matemética de espinor surge como
sendo (PENROSE, 2007) fundamentalmente um objeto que, quando rotacionado de 27, torna-se seu
negativo, precisando de uma rotacao de 47 para retoma-lo novamente. Isso € algo fundamental para a
mecanica quantica de particulas basicas como os elétrons, prétons e neutrons. De fato, as matrizes

correspondentes as componentes do momento angular

o 1 nfo —i i1 0
L, =— 7L:— ’L:— , 1
a2t o T2\ o0 "Taolo -1 )
—— —_———
o1 g2 g3

chamadas (sem o termo //2) de matrizes de Pauli, satisfazem relacdes de comutag@o similares as
relacOes entre os elementos quaternionicos i, j, k. Com efeito, pode-se identificar os quatérnions com

as matrizes de Pauli da seguinte maneira: (VAZ JR., [1997)
i— —ioy; j— —ioy; kK — —io3. )

Pesquisar sobre espinores € pesquisar sobre algo extremamente importante que ainda nao enten-
demos completamente. E quase impossivel apresentar de modo enfitico a importincia de campos
espinoriais em nosso entendimento de fendmenos fisicos. Fun¢des de onda de férmions sdo objetos
espinoriais. Dito de outra forma, a matéria ordindria em nosso universo ndo existiria sem suas con-
sequéncias. Campos espinoriais constituem ferramenta irremediavelmente essencial sem as quais a
fisica de particulas fermidnicas em altas energias ndo pode ser descrita (BEGHETTO; CAVALCANTI;
SILVA| 2018)). A estrutura algébrica geral por detrds do conceito de espinor tem aplicacdes que vao de
fisica de particulas, passando por matéria condensada, indo até a cosmologia.

Gostariamos de levantar um ponto importante sobre o estudo formal de espinores em fisica. Em
alguns casos, de fato € irrelevante a questdo de se entender um espinor como uma intrincada definicao
de secdo de um fibrado especifico ou como um simples objeto que se transforma como uma matriz
coluna de quatro componentes que carrega uma representacao irredutivel de SL(2, C), contanto que se
possa encontrar uma concordancia com dados observaveis de interesse. No entanto, uma abordagem
pragmatica, embora bastante satisfatoria e aceitdvel em alguns casos, nem sempre € livre da estreiteza
do laconismo: muitas vezes a énfase formal leva a outras possibilidades que ndo as destacadas por
meio da abordagem usual. Tal pensamento inclinado ao formalismo permeia as paginas dessa tese.

Em um alto grau de acurdcia, o espaco-tempo em que habitamos pode ser tomado como sendo uma
variedade M, suave, dotada de uma métrica Lorentziana da Relatividade (Especial ou Geral) de Einstein
(PENROSE; RINDLER! 1987). Para objetos espinoriais existirem em M, s@o necessdrias restri¢des
especificas sobre sua topologia. Quando tais restricdes sao satisfeitas, M é dita ter estrutura spin, e
espinores podem ser definidos. A quantidade de configuracdes espinoriais possiveis € determinada pela
estrutura topoldgica do espaco-tempo e serd, de forma geral, maior do que somente uma para o caso
de tomarmos M multiplamente conexo (ISHAM, 1978a; ISHAM, 1978b; FORD), 1980). Em outras

palavras, nesse caso dizemos que M tem topologia ndo-trivial, e podemos definir mais de um tipo de
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espinor além do usual. Os chamados espinores twisted surgiram primeiramente em 1978 no contexto
da teoria quantica de campos e, particularmente, gravitagdo quantica (ISHAM, |1978a; ISHAM, 1978b).
No ano seguinte, introduziu-se a no¢ao de espinores exéticos (PETRY), [1979) em supercondutividade.
Em ambos os casos, a caracteristica essencial € a topologia nao-trivial do espago em consideragao.

De fato, existem tantas estruturas de spin inequivalentes quantos sdo os elementos do cha-
mado primeiro grupo de cohomologia H 1(M ,Zs) (ISHAM, 1978a; ISHAM, 1978b; |PETRY/, |1979;
ASSELMEYER-MALUGA; BRANS| 2007)). Tal grupo pode ser encarado como, de certo modo,
representando os caminhos fechados (lacos) inequivalentes nﬁo—triviaisﬂ e combinacdes destes. Talvez
uma forma simples de visualizar o problema € por meio da no¢do de que em espagos com topologia
ndo-trivial existe um grau de liberdade adicional para particulas fermidnicas (ASSELMEYER; HESS|
1995)). Intuitivamente, pode-se entender esse grau de liberdade extra da seguinte maneira: espinores
podem ser “contorcidos’ﬂ em torno de caminhos fechados ndo-triviais. Tem-se, a principio, “classica-
mente” a ideia de tais espinores descrevendo particulas diferentes. Em contrapartida, “quanticamente”
é possivel a existéncia de uma soma de todas as possibilidades. Tal raciocinio € mais préximo da
referéncia (AVIS; ISHAM, 1979). Ademais, em um notdvel trabalho (PETRY [1979), Petry percebeu
que € possivel “traduzir” os diferentes espinores para um mesmo fibrado da variedade. Essencialmente,
os espinores contorcidos se comportam como espinores usuais apos a “tradu¢do”, com a diferenca
sendo refletida na conex@o agindo sobre os novos espinores, a qual ¢ modificada recebendo um termo
adicional (que recebe o nome de termo exotico) representando o efeito da topologia ndo-trivial ou,
mais precisamente, um elemento de H'(M,Z,). Esses espinores contorcidos “traduzidos” sdo os
espinores exoticos.

Comentando, agora, mais sobre tais objetos para além de sua rigidez matematica, a geracdo da
ndo-trivialidade do espaco-tempo (e, consequentemente, a possibilidade do surgimento de espinores
exoticos nesse contexto) pode ser totalmente relacionada a existéncia de buracos negros (SILVA;
VILLALOBOS; ROCHA| 2016)). Isso fornece uma situacdo interessante para se conhecer mais sobre
os espinores exoticos em um terreno fisico. No Capitulo [3]exploraremos essa conexdo, desenvolvendo
ainda mais esse ponto de vista e aplicando a construcdo resultante na investigacdo de um sistema
fisico que acreditamos poder servir como um laboratdrio interessante para examinar questdes sobre a
topologia ndo-trivial, suas variagdes e impacto em fisica de altas energias. A ideia é explorar em um
nivel fisico uma consequéncia de relacionar a variagdao temporal do termo exéticoﬂ com a emissio de
radiacdo Hawking de buracos negros. Ainda, entendendo a prépria existéncia dos buracos negros como
engendrando a ndo-trivialidade das topologias, investigamos como os extremos da taxa de emissao
de espinores exdticos sdo influenciados por variacdes quase-adiabdticas da drea superficial do buraco
negro.

E pertinente salientar que nem todo espinor possui uma contrapartida exética. Um exemplo
de uma classe de campos espinoriais cuja existéncia depende da topologia do espaco-tempo ser
topologicamente trivial € tratada nessa tese, classe essa constituida do que chamamos de espinores

' Tais caminhos fechados ndo-triviais sdo o que determinam a nio-trivialidade da topologia da variedade. Pode-se

entendé-los como “circulos” no espaco considerado que ndo podem ser contraidos a um ponto.
Justificando a alcunha de espinor twisted.
E, portanto, da dindmica de férmions exdticos, ja que o termo exdtico altera a derivada covariante associada ao espinor.
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restritos de Inomata-McKinley, ou, de forma abreviada, espinores RIM. Tomando licenga para supor
que o leitor desconheca tais campos espinoriais, de forma a podermos apropriadamente fornecer um
razoavel primeiro contato com tais objetos nos remetemos, de inicio, a teoria ndo-linear de espinores
proposta por Werner Heisenberg. Em uma série de artigos (DURR W. HEISENBERG; YAMAZAKI,
1959; HEISENBERG, |1984; HEISENBERG, 1957ﬂ Heisenberg examinou uma proposta de uma
completa teoria quantica de campos e particulas elementares. Tal ambicioso programa, ainda que nao
obteve o éxito esperado inicialmente, exibe uma interessante equa¢ao nao-linear de movimento para
campos espinoriais a qual chamamos de equacao (ndo-linear) de Heisenberg e possui solucdes que
recebem, naturalmente, o nome de espinores de Heisenberg. Posteriormente, Inomata e McKinley
apresentaram uma solucao particular da equacao de Heisenberg na forma de ondas planas (INOMATA;
MCKINLEY)], [1965). Mais especificamente, nesse trabalho, cujo tema € o estudo de uma teoria
geométrica para neutrinos, os autores mostram que a equacao de Heisenberg, em certas condi¢des, se
revela ser a equacdo dindmica para o neutrino. As solucdes dessa equacao sdo chamadas de espinores
de Inomata-McKinley e compdem uma solucdo de ondas planas para a equacdo de Dirac ndo massiwﬂ

Mais recentemente, Novello retoma o assunto (NOVELLO, 2007a)), anunciando uma subclasse
das solugdes desenvolvidas por Inomata e McKinley: os espinores RIM. Assim, tais espinores sao
particulares espinores de Heisenberg. Ainda, € mostrado que um neutrino (possivelmente massivo ou
ndo) que satisfaz a equacdo de Dirac pode ser descrito como uma deformacao de espinores RIM. Dito de
outra forma, Novello prova que certos espinores de Dirac podem ser decompostos como combinagdes
das componentes dos espinores RIM, evidenciando uma estrutura espinorial linear representada por
meio de campos ndo-lineares. Tal decomposicdo permitiria um possivel entendimento das oscilagdes
de tipos de neutrino sem a necessidade de se assumir que esse processo € uma demonstracao de
que neutrinos sdo particulas massivas, pois apresentaria um mecanismo de oscilagao ocorrendo para
possiveis neutrinos sem massa (NOVELLO, 2007a).

A parte o ponto de vista do estudo de neutrinos, as estruturas algébricas subjacentes aos espinores
ndo-lineares RIM compdem tema com relativamente pouco estudo desenvolvido. Como comentado
no inicio desse capitulo, a preocupagao com o lado mais formal acerca dos campos espinoriais (além
de seu intrinseco interesse matemdtico) pode revelar possibilidades fisicas ndo antes aparentes. Dado
o aspecto fisico relevante dos espinores de Dirac, em particular tais utilizados na decomposi¢ao
citada no paragrafo anterior, decerto se faz 1util o conhecimento sobre quais tipos de campo de
Dirac podem ser utilizados nesse contexto. De fato, existem (fisica e geometricamente) diferentes
espinores possiveis no espago-tempo 4—dimensional satisfazendo a equagdo de Dirac. Lounesto
(LOUNESTO, 2001) criou uma categorizacio de espinores particularmente importante, que classifica
0s campos espinoriais em seis classes disjuntas por meio de seus bilineares covariantes, 0os quais sao
estruturas algébricas estritamente relacionadas aos observéaveis fisicos. Dessa forma, no Capitulo
M) apresentamos nosso estudo detalhado sobre os bilineares covariantes associados aos espinores
de Dirac decompostos em termos de espinores RIM, organizando-os segundo a classificagdo de

Lounesto. Isso nos fornece informagdes sobre auto-interacdes e seus possiveis acoplamentos com

4
5

E outras referéncias citadas nestes artigos, em especial as seis primeiras em (HEISENBERG;, |1957).
Inomata e McKinley, nesse mesmo artigo, afirmam que o termo geral “neutrino” pode ser utilizado para qualquer campo
de Dirac sem massa.
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outros campos. Ainda, desenvolvemos uma completa categorizacdo, segundo as classes de Lounesto,
de todos os possiveis campos espinoriais passiveis de decomposi¢do em espinores RIM (os quais
chamamos de espinores RIM-decomponiveis). Outros resultados relacionando espinores de Heisenberg
e a classificacdo de Lounesto podem ser encontrados em (ARCODTA; BELLINI; ROCHA, 2019).
Mantendo-nos nessa linha de classificacdo de espinores, ainda no Capitulo 4| colaboramos para o
processo do entendimento das propriedades algébricas das estruturas espinoriais apresentando um
método de separacdo dos espinores RIM-decomponiveis em classes de homotopia.

Finalizamos esse texto introdutério com uma breve descri¢do dos conteidos de cada um dos
capitulos seguintes, visando auxiliar na organizagdo da leitura desse trabalho.

No Capitulo [2[ abordamos os resultados matematicos preliminaref] que nos levardo de forma
suficientemente consistente a entender os principais objetos tratados nesta tese. Mais especificamente,
este capitulo fornece aparato necessario para que espinores sejam definidos, assim como apresenta
de forma concisa os conceitos de homotopias e de grupo fundamental de uma variedade, importantes
quando tratarmos da topologia do espaco-tempo (e consequentemente da constru¢do dos espinores
exoticos) além de compor ferramenta necessdria para compreensao dos resultados apresentados sobre
espinores RIM. O Capitulo[3|¢ dividido em trés Se¢des bem definidas: a primeira apresenta a construgao
formal de um espinor por meio de duas abordagens distintas e complementares, as quais chamamos
de intuitiva e algébrica. Em conjunto, ambas assentam sélida base para definirmos os espinores
exoticos na segunda Secao. Nossa contribui¢cdo, neste Capitulo, encontra-se na dltima Sec¢do, na qual
apresentamos resultados relacionando estruturas espinoriais exéticas e o comportamento de buracos
negros em Relatividade Geral, em especial estudando variacdes de taxas de emissdo de radiacdo
Hawking.

Podemos dizer que esta tese possui duas “frentes”, ainda que relacionadas, sendo o Capitulo 3|
a primeira delas e o Capitulo | a segunda, em que tratamos dos espinores RIM. A Se¢@o que inicia
este Capitulo € basicamente uma breve revisdo da literatura sobre este tipo de espinor, adicionada da
explicacdo detalhada do motivo do termo RIM ser utilizado para tais, termo este cunhado por nés.
As Secdes que se seguem sdo resultados de nossa autoria. A estreita relacdo entre a possibilidade
de existéncia de espinores RIM e a topologia do espaco-tempo € estudada (de fato, deduzida) na
segunda Secdo, fazendo a ligacdo entre as duas frentes da tese, sendo a Secao seguinte reservada para
a apresentacdo de resultados algébricos acerca de tais campos espinoriais. Finalmente, no Capitulo [5]
apresentamos nossas conclusdes e discutimos o que foi visto ao longo desse trabalho, com comentérios
acerca de atividades futuras.

Gostariamos de dizer que nossas contribui¢des autorais apresentadas aqui foram originalmente
publicadas em trés artigos escritos ao longo do tempo de doutoramento do autor (BEGHETTO; SILVA|
2017; BEGHETTO; CAVALCANTT; SILVA| 2018; BEGHETTO; ROGERIO; VILLALOBOS, 2019).

E oportuno deixar claro que esta tese foi construida pensando-se em ser o mais diddtico possivel,
tanto em sua escrita micro-formal quanto sua organizacao macro-formal. Contudo, ainda que sempre
objetivando um texto auto-contido, referéncias complementares sdo deixadas para consulta sobre o que

nao pdde ser escrito nestas paginas devido a imensa profundidade da drea. Dito isso, vamos adiante.

®  Fazendo jus a0 nome do Capitulo.
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2 PRELIMINARES MATEMATICAS

Este capitulo € reservado a uma breve (re)visdo dos principais aspectos matematicos necessarios
para o pleno entendimento de muito do que € tratado nesta tese. O contetido aqui abordado se encontra
de forma sintetizada e resumida, e integra o inicio deste trabalho com um carédter de completeza,
procurando ser didatico principalmente aqueles ndo acostumados com o temﬂ

Muito do tratado nesse trabalho utiliza uma linguagem que muitas vezes nao € de satisfatorio
conhecimento de alguns fisicos que possam vir a se interessar pelo trabalho desenvolvido ao longo
dessa tese. Isso amplia a justificativa do contetido abarcado neste capitulo como também uma espécie
de complemento tedrico para o eventual estudante se iniciando nesta drea de pesquisa.

A ideia é de um formato de escrita que seja capaz de deixar o leitor com as ferramentas necessarias
para o entendimento do que vem nos capitulos seguintes. Assim, pode-se tanto ler este capitulo antes
dos outros (num fluxo natural de leitura dada a ordem de apresentacdo dos capitulos) quanto iniciar
pelo capitulo seguinte e retornar aqui sempre que sentir a necessidade de um complemento matemaético.
Que o leitor tenha, de qualquer maneira, este capitulo como um porto seguro tedrico onde possa se
apoiar durante a compreensdo do conteudo da tese.

O mote principal da inicial Se¢do [2.1)é a construgdo formal de uma variedade suave. Este ¢ um
conceito base para o que serd tratado na Sec¢@o[2.2] que se inicia com a defini¢ao geral de fibrado e ¢
construida levando o leitor ao conceito de fibrado associado. Entender o que é um fibrado associado é
substancial na construcao do fibrado espinorial, que serd tratado no capitulo seguinte. Ainda nesse
contexto, uma construgdo explicita do grupo Spin é fornecida na Secdo [2.3] Homotopias e o grupo
fundamental de uma variedade topoldgica sdo conceitos de suma importancia em varios pontos desta
tese e sdo apresentados na Secdo [2.4] encerrando este capitulo.

O que ¢ apresentado aqui € baseado nas referéncias (LIMA, |1970; BINZ; SNIATYCKI; FISCHER,
1988; FORGER; JR, 2011; [SCHULLER, 2016; LIMA| 2012a; VAZ; ROCHA| 2012).

2.1 VARIEDADES TOPOLOGICAS SUAVES

2.1.1 Variedades topolégicas

Para podermos definir uma variedade topoldgica comecgaremos definindo o conceito de espago

topolégico.

Definicao 1 (Topologia e Espaco topoldgico). Sejam M um conjunto e P(M) o conjunto das partes
de M. Uma topologia em M é um conjunto O C P(M) tal que:

(i) 0,M € O;
(ii) UV e O=UnNV € O;

(iii) CZ'GO, Z'EI:>U1»€ZC¢ €O,

Classe de leitores em que o proprio autor figurava no inicio de seu doutorado.

1
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em que L é um conjunto de indices. O par (M, Q) é dito um espago topolo’gicoE] (com topologia O).

Chamamos os elementos da topologia O de abertos do espago. Uma especifica topologia sera
importante no entendimento do que veremos adiante. Estamos falando da topologia produto, definida a

seguir:

Definicao 2 (Topologia produto). Sejam (A, O4) e (B, Op) espagos topoldgicos. Entdo, o conjunto

O s« B, definido implicitamente por
U e Ouun Z<:>\V/p€ U,H(S,T) cO0u4x0p:5xTC U,

€ uma topologia em A X B, chamada de topologia produto.

Veremos agora uma propriedade de separacdo de pontos em um espago, que faz com que nos

restrinjamos a um tipo especifico de espago topoldgico.

Definicao 3 (Espaco Hausdorff). Um espago topolégico (M, Q) é dito ser Hausdorf{f se, para quais-
quer dois pontos distintos p,q € M, existem vizinhancas abertas disjuntas U(p) e V(q) de p e q,

respectivamente. Ou seja,
Vp,g€ M :p#q=3U(p),V(g) € O:U(p)NV(q) = 0.

Abaixo seguem as definicdes de cobertura (aberta) e subcobertura (finita), necessarias para definir-

mos, depois, o que € a compacidade de um espaco topoldgico.

Definicdo 4 (Cobertura e cobertura aberta). Seja (M, O) um espago topoldgico. Diremos que um
conjunto C C P(M) é uma cobertura (de M) se a unido de elementos de C' ¢é igual ao espago M, ou
seja, UC' = M. Ainda, se C' C O, entdo C' é uma cobertura aberta (de M ).

Definicao 5 (Subcobertura e Subcobertura finita). Seja C' uma cobertura. Qualquer subconjunto
C C C'tal que C é também uma cobertura é chamada de Subcobertura. Também, C é dita ser finita

se ¢ finita como conjunto.
Agora estamos aptos a definir um espago compacto:

Definicao 6 (Espaco compacto). Um espago topologico é dito ser compacto se toda cobertura aberta

tem uma subcobertura finita.

Podemos refinar, em um certo sentido, as coberturas de um espaco. Isto estd mais claro na defini¢io

que se segue:

Definicdo 7 (Refinamento, Refinamento aberto e Refinamento localmente finito). Sejam (M, O) um

espaco topologico e C' uma cobertura desse espaco. Um refinamento de C' é uma cobertura R tal que
YVUe R=3dV e C:U CV. Ainda, R é dito ser:

(i) aberto, se R C O;

2 Diremos, por vezes, que “M é um espago topoldgico” quando alguma topologia O em M ¢é assumida.
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(ii) localmente finito, se para qualquer p € M existe uma vizinhanga U (p) tal que o conjunto
{U € R|UNU(p) # 0} é finito como um conjunto.

Vamos definir, agora, uma propriedade de espacgos topoldgicos mais fraca do que ser “compacto”,

que € a seguinte:

Definicao 8 (Paracompacto). Um espago topolégico (M, O) é dito ser paracompacto se toda cobertura

aberta tem um refinamento localmente finito.

Um corolério direto da defini¢ao acima € que todo espaco topoldgico compacto € paracompacto.
Com as definicdes anteriores devidamente assimiladas, podemos agora definir uma variedade

topolégica:

Definicao 9 (Variedade). Um espaco topoldgico (M, Q) paracompacto e Hausdorff é chamado de

variedade (topoldgica) d-dimensional se para cada ponto p € M existir uma vizinhanga U (p) e um
homeomorfismdf|z : U(p) — x(U(p)) C R

Intuitivamente, uma variedade d-dimensional € um espago topoldgico que € localmente (isto é, em
torno de cada ponto) parecido com o R?. Note também que, estritamente falando, o que definimos
acima foram variedades topoldgicas reais. Poderiamos definir variedades topolégicas complexas
simplesmente exigindo que o homeomorfismo x seja z : U(p) — X (U(p)) C C%

Para finalizar a presente subsec¢do, definiremos o conceito de variedade produto, que serd de suma

importancia quando falarmos de fibrados mais adiante.

Definiciio 10 (Variedade produto). Sejam (M, Oyr) e (N, On) variedades topoldgicas de dimensao
m e n, respectivamente. Entdo, (M x N, Oy« n) € uma variedade topoldgica de dimensdo m + n

chamada variedade produto.

2.1.2 Estruturas diferenciaveis

Nesta subsecdo iremos definir uma variedade suave, que € um dos conceitos-chave para o pleno
entendimento das estruturas espinoriais, dos fibrados espinoriais e, por consequéncia, do que sao
espinores. De inicio, vamos olhar as variedades por meio de uma estrutura chamada atlas. Para este

fim, comecaremos definindo o que é uma carta.

Definicao 11 (Carta). Seja (M, O) uma variedade d-dimensional. Entdo, um par (U, z) (tal que

UeQex:U — z(U) CR?éum homeomorfismo) é dito ser uma carta para a variedade.

Uma observacdo importante € a seguinte: as fungdes (ou mapas) componentes do homeomorfismo

Z $40 0S mapas

22U — R
p + proj(z(p))

Isto €, uma bijecdo continua com inversa continua de espagos topolégicos.

3
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parai € {1,...,d}, em que proj,(x(p)) é a i-ésima componente de z(p) C R% Os x'(p) sdo chamados
de coordenadas do ponto p € U com respeito a carta (U, ).

Sabendo o que sdo cartas, vamos definir um atlas:

Definicdo 12 (Atlas). Um atlas de uma variedade M é uma cole¢do A := {U,, x,)|a € A} de cartas

tais que U, AU, = M, em que A é um conjunto de indices.
Podemos falar se duas cartas sdo compativeis ou ndo, no seguinte sentido:

Defini¢iio 13 (C°-compatibilidade de cartas). Duas cartas (U, z) e (V,y) sdo ditas C°-compativeis se
UNV =0ouomapayox=":x(UNV)— y(UNV)é continuo.

O mapa y o 27! (e seu inverso x o 1) sdo chamados de mapas de mudanca de coordenadas, ou
mapas de transi¢do de cartas.

1 ¢ um mapa entre subconjuntos de R?. Também, perceba que como z e y

Note que y o z~
sa0 homeomorfismos (logo continuos), a composi¢ao também ¢ um homeomorfismo (logo também
continuo). Entdo duas cartas em uma variedade sdo sempre C°-compativeis. Entretanto, embora esta
definicdo pareca ser extremamente redundant ela serve como motivacdo para mais adiante, quando a
refinaremos para entendermos o que € diferenciabilidade em variedades em termos do que chamaremos
de C*-compatibilidade de cartas.

Das defini¢oes e (13), definimos o seguinte:

Definicdo 14 (C-atlas). Um C°-atlas de uma variedade é um atlas de cartas que sdo C°-compativeis

duas-a-duas.

Pelo mesmo motivo da discussdo anterior a esta defini¢do, nota-se que todo atlas € um CP-atlas.

Enfim, chegamos a defini¢do de um atlas maximal:

Defini¢ao 15 (Atlas maximal). Um C°-atlas A é dito ser um atlas maximal se, para cada (U, z) € A,

temos (V,y) € A para todas as cartas (V,y) que sdo C°-compativeis com (U, x).

Finalizando esta inicial exposi¢do motivacional, antes de comegarmos a falar de diferenciabilidade,
vamos discutir sobre o que obtivemos: podemos, agora, olhar para “objetos” em variedades topoldgicas
de dois pontos de vista. Por exemplo, considere uma curva em uma variedade d-dimensional M (ou
seja, um mapa v : R — M). Ao nos questionarmos sobre a continuidade da curvaﬂ 7, a resposta pode
ser dada de duas formas. A primeira delas é que v : R — M € continua se € continua como um mapa
entre os espacos topoldgicos R e M (ou seja, olhamos para os abertos de R e M). A segunda forma é a
seguinte: consideramos apenas um pedago (um aberto ) do espago fisico M e, em vez de estudarmos
diretamente 0 mapa ~y : preim_(U) — U, vamos estudar o mapa z oy : preim_ (U) = z(U) € R, em
que (U, z) € uma cartaem M. Ou seja, checarfamos a continuidade da curva “real” y : preim_ (U) — U
por meio da continuidade dos mapas de coordenadas z° o 7.

Em algum momento pode-se querer usar um ‘“‘sistema de coordenadas” diferente para responder

alguma outra questdo. Nesse caso, poderia-se escolher uma carta diferente (U, y) e entdo estudar

4 E de fato é!
> Pois esta deve ser continua, se estd modelando uma trajetéria de uma particula cldssica no “espaco fisico” M.
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0 mapa y o y ou seus mapas de coordenadas. Note, entretanto, que alguns resultados (como, por

b

exemplo, a continuidade de ~y) obtidos por meio da outra carta (U, x) podem ser “transportados’

! nos

imediatamente para a nova carta (U, y) via mapa de transi¢do y o x!. Ainda, o mapa y o 2~
permite (intuitivamente falando) “esquecer” a estrutura interna (isto €, U e os mapas v, x € y), que
sdo de certo modo o “mundo real”, e somente considerar suas “coordenadas” (ou seja, preim. (U) e
z(U),y(U) C RY, juntos dos mapas entre eles), que sdo nossa representacio do mundo real.

O diagrama abaixo ilustra o que foi discutido nos dois tltimos paragrafos:

y(U) C RS
yoy
v
preim, (U) C R———UCM |y
Toy .
z(U) C R4

Continuando, vamos agora generalizar a no¢io de C-atlas (mais precisamente, a no¢io de C°-

compatibilidade de cartas):

Definicao 16 (Generalizacdo de compatibilidade de cartas). Um atlas A para uma variedade topold-

gica é chamado de ¥ -atlas se quaisquer duas cartas (U, z), (V,y) € A sdo %-compativeis.
Sobre o simbolo % na definicdo acima, temos que:
e % = C°: E a definicdo de compatibilidade que ja haviamos visto.

e % = C*: Os mapas de transicdo sdo k-vezes continuamente diferencidveis como mapas entre

subconjuntos abertos de R
e % = (C: Os mapas de transi¢do sdo suaves; ou equivalentemente, o atlas é C* para todo k > 0.

O que segue agora € um importante teorema, devido ao matematico Hassler Whitney, sobre a

relagdo entre um C*-atlas maximal e C*-atlas:

Teorema 1 (Hassler Whitney). Qualquer C*-atlas maximal, com k > 1, contém um C*®-atlas. Ainda,

quaisquer dois C*-atlas maximais que contém o mesmo C*®-atlas sdo idénticos.

Uma implicagdo imedita reside no fato que, se pudermos encontrar um C*-atlas para uma variedade,
entdo poderemos também assumir a existéncia de um (C'*°-atlas para tal variedade. Entdo se tivermos
um C*-atlas podemos obter um C'*-atlas simplesmente removendo cartas, deixando somente as que
sdo C'®°-compativeis. Desse modo, aqui ndo distinguiremos C*-variedades e C'*°-variedades (no

sentido descrito nesse pardgrafo).
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Defini¢fio 17 (Estrutura diferencidvel). Um C*-atlas maximal é chamado de estrutura diferencidvel

para uma variedade.

Defini¢ao 18 (C*-variedades). Uma C*-variedade é uma tripla (M, O, A), em que (M, O) é uma

variedade topoldgica e A é um C*-atlas maximal.

Assim, montamos uma variedade suave (ou C'*°-variedade) equipando uma variedade com uma
estrutura diferencidvel dada pelo C*-atlas maximal.

Ja demos a defini¢ao de compatibilidade de cartas, mas ainda ndo a de atlas. Ei-la:

Definicao 19 (Compatibilidade de atlas). Dois -atlas A e B sdo compativeis se a unido AU B é, de

novo, um %. Caso contrdrio, sdo incompativeis.

Definicio 20 (Mapas C*-diferencidveis). Seja ¢ : M — N um mapa, em que (M, Oy, Ay e
(N,On, An) sdo C*-variedades. Entdo, ¢ é dita ser C*-diferencidvel em p € M se para algumas
cartas (U,z) € Ay (comp € U) e (V,y) € Ay (com ¢(p) € V) o mapa yo ¢ o x7' é k-vezes

continuamente diferencidvel em x(p) € x(U) C RY™M no sentido usual.

Apesar de termos, na definicdo acima, exigido somente que algumas cartas de dois atlas satis-
facam a propriedade enunciada, ndo devemos nos preocupar com uma aparente dependéncia, com
relacdo a definicdo, das cartas escolhidas: pode-se demonstrar que este “levantamento” da nocao
de diferenciabilidade (da representacdo de cartas de ¢ para o nivel da variedade) estd, felizmente,
bem-definida.

O caso de interesse aqui € o de C*°-variedades, que estd relacionado a mapas suaves. Para tal caso,

a andloga defini¢do vale, com também andloga boa-definicdo de suavidade.

2.2 FIBRADOS, FIBRADOS PRINCIPAIS E FIBRADOS ASSOCIADOS

2.2.1 Fibrados

Produtos de variedades sdo uteis: € comum, em fisica, pensar intuitivamente em um produto de
duas variedades anexando uma cépia da segunda variedade a cada ponto da primeira. Entretanto, nem

toda variedade interessante pode ser entendida como produto de variedades.

Definicao 21 (Fibrado (Bundle)). Um fibrado (de variedades topolégicas) é uma tripla (E, 7, M), em
que E e M sdo variedades chamadas, respectivamente, de espago total e espaco base, e m : EE — M é

um mapa continuo e sobrejetivo chamado de mapa de projecao.

Por vezes, denotamos (FE, m, M) como E = M. Continuando, vamos falar o que é uma fibra sobre

um ponto do espaco base.

Definiciio 22 (Fibra). Sejam E = M um fibrado e p € M. Entdo, F, := preim_({p}) é chamado de
fibra sobre o ponto p.

Intuitivamente, uma fibra no ponto p € M € um conjunto de pontos em £ anexado ao ponto p. O

mapa de projecao manda os pontos da fibra [, ao ponto p. Um exemplo trivial de um fibrado (bundle) €
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o fibrado-produto: sejam M e N variedades. Entdo, a tripla (M x N, 7, M) talque 7 : M x N — M
¢ definido como 7(p, ¢) = p é um fibrado, pois facilmente verifica-se que 7 é continuo e sobrejetivo.
Analogamente, (M x N, 7, N) também é um fibrado (com 7 propriamente definido).

A defini¢ao (21)) pode ser refinada no seguinte sentido:

Definicao 23 (Fibrado (Fibre bundle)). Sejam E 5 M um fibrado (bundle) e F uma variedade. Assim,
E 5 M é dito ser um fibrado (fibre bundle), com chamada fibra tipica F, se para todo p € M tem-se

preim_({p}) Ziop F, em que =4, significa “homeomorfo a”.

Um caso de muito interesse € o chamado fibrado vetorial, que é um fibrado, neste novo sentido,
com fibra tipica F’ possuindo estrutura de espaco vetorial. Outro exemplo € o fibrado C-linear sobre

M, que é um fibrado (E, 7, M) com fibra C. O termo “linear” aqui vem do fato que C = C'.

Definicao 24 (Secio (cross-section) de um fibrado). Seja (E, w, M) um fibrado. Ummapa o : M — E

é dito ser uma sec¢do do fibrado se ™ o o = idy;, em que id,; € a aplicacdo identidade em M.

De forma intuitiva, uma se¢io é um mapa o que manda cada ponto p € M para algum ponto o(p)
em sua fibra F,, tal que o mapa de projecdo 7 leva o(p) € F,, C E de volta para o ponto p € M. Nos
exemplos ilustrados nas Figuras 1 e 2 a seguir, 0 ndo € uma se¢do (pois 7 o § # idyy), enquanto o é

uma sec¢do (pois 7 o o = idyy).

Figura 1 — Nog@o intuitiva: o mapa o : M — F é uma seg¢do do fibrado (E, w, M).

Fonte: Producio prépria do autor.

Figura 2 — Nogdo intuitiva: o mapa 6 : M — E ndo é uma seg¢do do fibrado (E, 7, M).

E 0(p) € F,

J

Iy

Fonte: Producio prépria do autor.
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Precisaremos falar sobre o que € considerar um fibrado “igual” a um outro. Antes disso, vamos

definir um morfismo de fibrados:

Definicdo 25 (Morfismo de fibrados). Sejam E = M e E’ =M fibrados, e sejam v : E — E' e

v: M — M'" mapas. Entdo (u,v) é chamado de morfismo de fibrados se o seguinte diagrama comuta:

ou seja, se vom =m ou.
Assim, vamos definir um mapa de fibrados que preserva suas estruturas:

Definicdo 26 (Isomorfismo de fibrados). Dois fibrados E = M e FE' ™ M’ sdo ditos isomorfos

(como fibrados) se existem dois morfismos de fibrados (u,v) e (u™, v™1) tais que o diagrama

!/
é satisfeito. O par (u,v) é chamado de isomorfismo de fibrados e escrevemos E = M =5 E' T M.

Definicao 27 (Isomorfismo local). Um fibrado (E, w, M) é dito ser localmente isomorfo (como fibrado)
a um fibrado (E', 7', M') se para todo p € M existe uma vizinhanca U (p) tal que o fibrado restrito
(preim (U(p)), 7| preim, v (p), U (p)) € isomorfo ao fibrado (E', 7', M').

Com isso, definiremos trivialidade global e local de um fibrado:
Definicao 28. Um fibrado (E,m, M) é dito ser:
(i) trivial, se é isomorfo a um fibrado-produto;
(ii) localmente trivial, se é localmente isomorfo a um fibrado-produto.

Faremos uma observacgdo fisicamente importante: em mecanica quantica, o que usualmente ¢
chamado de “fun¢do de onda” ndo é de fato uma fun¢@o, mas sim uma se¢do de um fibrado C-linear
sobre um espago fisico. Entretanto, se assumirmos que o fibrado € localmente trivial, entdo cada secao
do fibrado pode ser representado (localmente) por um mapa do espaco base para o espaco total, dai o
termo “fun¢do de onda” se torna apropriado.

Daqui em diante, vamos considerar somente fibrados localmente triviais.

Para finalizar essa subsecao, definiremos um fibrado suave:

Definicao 29 (Fibrado suave). Um fibrado suave é um fibrado (E,, M) em que E e M sdo variedades

suaves e o mapa de projecdo m : 2 — M é suave.
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Analogamente ao caso mais geral, temos que dois fibrados suaves (E, 7, M) e (E', 7', M') sao

isomorfos se existem difeomorﬁsmo{’-] u, f tais que o seguinte diagrama comuta:

E—F

ML
2.2.2 Fibrados principais e Fibrados associados

Como introducdo, podemos dizer que os fibrados principais sdo fibrados com grupo de Lie como
fibra tipica. Sao importantes pois nos permitem entender qualquer fibrado com fibra /' no qual um
grupo de Lie age, os chamados fibrados associados. E importante entendermos este contetdo, pois
fibrados espinoriais sdo fibrados associados, como veremos no capitulo seguinte. Comegaremos, entdo,

definindo o que é um grupo de Lie:

Definicao 30 (Grupo de Lie). Um grupo de Lie é um grupo (G, e) em que G é uma variedade suave e

os mapas

nw:GxG = G

(91,92) = g1eg

g = g
sdo ambos suaves.
Temos também que saber o que é uma agdo de grupo de Lie:

Definicao 31 (A¢do de grupo de Lie a esquerda). Sejam (G, ®) um grupo de Lie e M uma variedade

suave. Uma aplicagdo suave

>:GxM — M

(g:p) — g>p
satisfazendo
(i) Vpe M :e>p=p;
(ii) V91,92 € G,Vp € M : (g1 0 g2) > p = g1 > (92 > p)),

¢ chamado de uma acdo de grupo de Lie a esquerda, ou simplesmente G—agdo a esquerda, em M.

5 Qu seja, isomorfismos diferencidveis entre fibrados.
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Chamaremos uma variedade equipada com uma (G-acdo a esquerda de G-variedade a esquerda.

Similarmente,

Definicao 32 (Ac¢do de grupo de Lie a direita). Uma agdo de grupo de Lie a direita (ou G-agcdo a

direita) em M é uma aplicacdo suave

4 MxG — M

(p,g) — p<yg

satisfazendo
(i) Vpe M :e<ip=p;

(ii) Vg1,50 € G,VpeE M :p<(gr1092) = (p<g1) < o

Em particular, para (p,g) € M x G, se [> é uma G-agdo a esquerda, tem-se que p<1g = g ' >pé
uma (G-agdo a direita em M.

Sobre G-variedades, uma interessante defini¢do é a de aplicagdes equivariantes:

Definicao 33 (Aplicagdes p-equivariantes). Sejam G e H grupos de Lie, e p : G — H um homomor-
fismo de grupos. Também, sejam < : G X M — M e «: H x N — N acées de G e H em variedades
suaves M e N, respectivamente. Entdo, uma aplicacdo suave f : M — N ¢é dito ser p-equivariante se
o diagrama abaixo comuta:

Gx M—"  HxN

| |-

M f N

com (p x f)(g,p) == (p(g), f(p)) € H x N. De forma equivalente,
Vge G, Vpe M: f(g<p)=plg) < f(p)

Em outras palavras, se p : G — H é um homomorfismo de grupos de Lie, entao as aplica¢des
p-equivariantes “preservam as acdes” entre a G-variedade M e a H-variedade .
Para conseguirmos entender a definicdo precisa de um fibrado principal, precisamos antes definir

alguns conceitos envolvendo as ac¢des de grupo.

Definicdo 34 (Orbita de um ponto). Seja > : G x M — M uma G-ag¢do a esquerda. Para cada

p € M definimos a orbita de p como o conjunto
Gy ={qe M|3geG:q=g>p}.

Podemos dizer que a 6rbita de p consiste de todos os pontos em M que podem ser alcangados de p

por sucessivas aplicagdes da acdo I>. Ainda, se definirmos a relacdo ~ em M como

p~qgedgeGiqg=g<p,
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entdo ~ é uma relacao de equivaléncia, com classes de equivaléncia sendo, por definicdo, as Orbitas.

Dessa forma, definimos:

Definicao 35 (Espaco das 6rbitas). Seja <1 : G x M — M uma acdo em M. O espago das orbitas de
M é
M/G := M/ ~={G,|p € M}.

Definicao 36 (Estabilizador de um ponto). Seja > : G x M — M uma G-ag¢do em M. O estabilizador
depe Mé
Sp:={9€Glg>p=p}

Note que para cada p € M o estabilizador S, € um subgrupo de G.
Definiciio 37 (Acdo livre). Uma G-agdo > : G x M — M é livre se Vp € M : S, = {e}.

Pode-se mostrar que, se [> € livre, entdo Vp € M : G, =4r G, ou seja, o espaco das Orbitas de p €
difeomorfo ao préprio G.

Agora temos o necessdario para definirmos um fibrado principal:

Definicao 38 (Fibrado G-principal). Seja G um grupo de Lie. Um fibrado suave (E, 7, M) é chamado
de fibrado G-principal se E é equipado com uma G-a¢do livre a direita, e (E, 7, M) =y (E, p, E/G),
em que p é o mapa quociente, definido como o mapa que manda cada p € M a sua classe de

equivaléncia (isto é, sua drbita) no espago das orbitas E/G.

Note que, como a G-a¢do em E € livre na defini¢do de um fibrado G-principal, entdo para cada
p € E tem-se preim ,(G),) = G, =4y G. Falamos no inicio dessa subse¢do que um fibrado principal é
um fibrado cuja fibra em cada ponto € G. A definicdo formal que obtivemos agora é que um fibrado
G-principal é um fibrado isomorfo a um fibrado cujas fibras sdo as 6rbitas sobre uma G-acdo a direita,
que sabemos serem isomorfas a G pelo fato da agdo ser livre.

Agora, sejam M uma variedade suave e 1,/ o espago tangente ao ponto p € M. Considere o
espago

L,M :={(e1, ..., edimpm )€1, ---, €simps € uma base de T, M }.

Da algebra linear temos que as bases de um espago vetorial (nesse caso, 1, M) sdo relacionadas entre
si por transformacdes lineares inversiveis, logo L,M =,.. GL(dimM,R), em que =, significa
“isomorfo como espaco vetorial a”. Assim, utilizando a notagéo | [ para simbolizar a “uniéo disjunta’ﬂ

temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 39 (Fibrado de referenciais). O fibrado formado por LM = ]_[pe v LpM com mapa de
projecdo m : LM — M que relaciona cada base (ey, ..., €gimpr) € LM a um tinico ponto p € M tal

que (€1, ..., eqimpr ) € uma base de T, M é chamado de fibrado de referenciais de M.

7 Nesse caso essa notacio nio é necessaria, pois tal unifio que faremos na defini¢fio para fibrados de referenciais é sempre

disjunta. Porém, escolhemos utiliza-la para enfatizar tal disjung@o.
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Pode-se mostrar que, com uma agéo apropriada definida para G = G L(3,R) como grupo, tem-se
que o fibrado de referenciais LM ~+ M é um fibrado G-principal.
Encerrando esta subsecao, dizemos que um fibrado associado € um fibrado que € associado (no

sentido preciso) a um fibrado G-principal. Mais formalmente:

Definicao 40 (Fibrado associado). Sejam (P, 7, M) um fibrado G-principal e F' uma variedade suave

equipada com uma agdo de grupo a esquerda >. Definimos:

(i) Pp:= (P x F)/ ~q, em que ~¢ é a relacdo de equivaléncia

p=p<y
(p, f) ~c (¥, )& 3JgeqG: , )
=9 > f
Denotamos os pontos de Pr como [p, f.
(ii) O mapa
T - PF — M
b, [ = =(p).

O fibrado associado (a (P,7, M), F e >) € o fibrado (Pp, 7, M).

2.3 O GRUPO Spin

O chamado grupo Spin é de extrema importancia na definicio dos espinores. Aqui iremos
apresentar uma construcao de tal grupo. Para alcancar tal objetivo, definiremos o que sdo as dlgebras
exterior, de Grassmann e de Clifford, para entdo construirmos o chamado grupo de Clifford-Lipschitz

e apresentar, finalmente, um importante subgrupo que é o grupo Spin.

2.3.1 Algebra exterior e dlgebra de Grassmann

Seja o uma permutagio de um conjunto P = {1,2, ..., p} de p elementos, ou seja, uma aplica¢do

bijetora ¢ : P — P. Definimos o sinal de o por

+1,se o € par,
e(o) =

—1,se o € impar.

Considere um tensor da forma X; ® X, ® ... ® X,, em que X denota um vetor (ou um covetor) e
os indices enumeram esses elementos. Desse modo, definimos o operador chamado de alternador,

denotado por Alt, como

1
AKXy ® .. @ X)) = = > €(0)Xo0) ® Xo(2) @ o @ Xopp,

" oESy
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em que .S, é o grupo simétrico, cujos p! elementos sdo todas as combinagdes possiveis em P. Assim,

podemos definir:

Defini¢ao 41 (p-vetor e espago de p-vetores). Um p-vetor, denotado por Ay, é um tensor contravari-

ante de ordem p alternado, isto é, é tal que

Ainda, denotaremos por A,(V') o espago dos p-vetores.
Podemos, sobre A, ('), definir um produto chamado produto exterior:

Definicao 42 (Produto exterior). Sejam Ay, € Ap(V') e By € Ay(V). Definimos o produto exterior N

como

A AP(V) X Aq(v) — Ap+q(v)
(A Big) = Alt (A @ Byg) -

Agora, perceba que ao denotarmos o espago vetorial A(V') = @;_,A,(V), podemos associar a
A(V') o produto exterior
A:AV) x AV) — A(V), (1)

e com isso definimos:

Definicdo 43 (Algebra exterior). O par (A(V), A), com A definido pela equagdo (1)), é denominado

dlgebra exterior do espaco vetorial V.

Nessa dlgebra podemos definir a operacdo chamada de involu¢do graduada, denotada por # (ou por

meio do simbolo % para significar que a involugao graduada estd agindo sobre um elemento x), como

# (Ap)) = Ay = (—1)P Ay,

e também a operacdo de reversao, denotada por meio do simbolo x~ sobre o elemento x a ser operado,
e definida por
(ViA AV, =V, AL AV

Podemos definir, sobre V', um funcional bilinear simétrico g : V' x V' — R, e assim chamamos o par
(V, g) de espago quadratico. Além disso, € possivel fazer uma extensdo de g para todo o espago vetorial
A(V'). Denotemos tal extensdo por G. Para o caso de p-vetores, ou seja, G : A,(V) x A, (V) = R,
podemos definir G por

g(vi,uy) ... g(vi,up)

Vo,wp) ... g(vo,u
G(ViA ..V u A .wy) = gl 2, 2 _ 4l 2_ 2 , (2)

g(Vp> u) .. 9<Vp> up)
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enquanto que para Ay, € A (V) e By € Ay(V), p # ¢, fazemos

G (A, Byg) =0, p#q. 3)

Com essa extensdo em maos, podemos definir uma nova algebra:

Definicéo 44 (Algebra de Grassmann). A dlgebra de Grassmann do espago vetorial V, denotada por
G(V), é a dlgebra exterior (A(V'), \) equipada com a extensdo G de g dada pelas equacdes (2)) e (3).

2.3.2 Algebra de Clifford e o grupo Spin

Definicdo 45 (Algebra Clifford). Seja A uma dlgebra associativa com unidade 14 e seja~y : V — A
uma aplicagdo linear. O par (A, ) é uma dlgebra de Clifford para o espaco quadrdtico (V, g) quando
A é gerada como uma dlgebra por {y(v)|v € V'} e {als|a € R} e 7y satisfaz

TW)v() + @)y (v) = 29(v,u)1a.

Definicdo 46 (Algebra de Clifford universal). Uma dlgebra de Clifford (A, v) para o espaco quadrdtico
(V,g) € dita uma dlgebra de Clifford universal se para cada dlgebra de Clifford (B, p) para (V, g)
existir um homomorfismo ¢ : A — B tal que p = ¢ oy e ¢(14) = 1p. Denotaremos uma dlgebra de

Clifford universal para o espago quadrdtico (V, g) por CL(V, g).

Fica, a partir daqui, subentendida a universalidade da dlgebra sempre que nos referirmos a C{(V g)
simplesmente como “dlgebra de Clifford”.

Existe um isomorfismo de espacos vetoriais entre a dlgebra de Clifford C¢(V, g) e a dlgebra exterior
A(V) (ou a dlgebra de Grassmann G (1)), isto €,

CUV,g) Zvec AV),
de forma que como espaco vetorial, temos
CUV, g) = OpoBp(V),
com operadores de projecao denotados por
{p = CLV,g) = Ap (V).

Em particular, para a projecdo na parte escalar ( ), pode-se mostrar que vale (AB), = (BA),, para
A, B € CU(V, g). Outro resultado importante é que

<AN B>0 = G(A7 B)a
em que G € a extensdo de g para a algebra de Grassmann. A norma | A|? é definida como

N(A) = |A]? = (AA),.
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A dlgebra de Clifford C/(V, g) é uma dlgebra Z,-graduada, e podemos escrever
CUV.g) =Cl*(V.g) CL (V. g),

em que

CEE(V,g) = 5 (L #) (CUV, g)) -

N | —

E possivel verificar que C/*(V, g) é uma subdlgebra de C/(V, g), chamada de subdlgebra par.
Podemos escrever

CrH(V,g) = {A€cuV,g)|A = #A=A}.

Agora, seja g uma forma bilinear simétrica em R" de assinatura (p, ¢), em que p + g = n, de modo

que, se {ey, ..., e, } é uma base ortonormal, entdo temos, para v = v'e;,

gv,v) =Y (W)= Y ()
i=1 Jj=p+1

Usaremos as notagdes R”? para esse espago quadratico e Cl,, , = C/(RP?) para sua correspondente
algebra de Clifford.

Podemos definir alguns grupos a partir de uma éalgebra de Clifford. Um deles € o grupo dos
elementos inversiveis, denotado por C¢; . = {a € Cl,4|3a~"}. Um subgrupo muito interessante para

nosso propositos € o grupo de Clifford-Lipschitz, denotado por I';, ;, e definido por
Lpe={ae€Cl lava™ € V,¥v eV =R},
Denotando os elementos do grupo de Clifford-Lipschitz que sdo pares por

F;q =T,,NCLH

p,q’

finalmente estamos aptos a definir o grupo Spin (reduzido) para o espaco R”¢ como
Spin(p,q) = {a €T, |N(a) =1}.

24 HOMOTOPIAS E O GRUPO FUNDAMENTAL

2.4.1 Homotopias

Sejam X e Y espacos topoldgicos. Duas aplicagdes continuas f, g : X — Y sdo ditas homotdpicas

quando existe uma aplicag¢do continua
H: X x[0,1] =Y,

tal que H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(z) para todo z € X. Nesse caso, dizemos que H é uma

homotopia entre f e g, e denotamos f ~ ¢ para simbolizar que f e g sdo homotdpicas.
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Note que, para cada ¢t € [0, 1] fixado, podemos considerar uma aplicagdo continua H; : X — Y
definida por H;(z) = H(x,t). Dessa forma, obter uma homotopia é equivalente a construir uma
familia de aplicagdes continuas (H;):c[o,1) definidas em X — Y.

Pode-se entender o parametro ¢ como sendo uma varidvel temporal. Isso dd a homotopia H a
interpretacio de um processo de deformacdo continua da aplicacdo f acontecendo em uma unidade de
“tempo”: no instante inicial ¢ = 0 temos f, e no instante final ¢ = 1 temos ¢. Ainda, para os instantes
t € (0,1), as aplicagdes H; fornecem estagios intermedidrios do processo de deformacao.

A relacdo f ~ g € uma relacdo de equivaléncia no conjunto de aplicagdes continuas definidas
em X — Y. As classes de equivaléncias construidas por essa relacao sdo chamadas de classes de

homotopia.

2.4.2 O grupo fundamental e a homotopia de caminhos

Vamos agora nos restringir a um caso particular de homotopia, chamado de homotopia de caminhos,
isto é, de aplicagdes continuas do tipo v : J — X, em que J = [s, s1] € um intervalo compacto. No

que segue vamos tomar .J como sendo o intervalo unitdrio I := [0, 1].

Definicao 47 (Homotopia entre caminhos). Seja (X, Q) um espago topolégico. Diremos que dois
caminhos 7,0 : I — X tais que y(0) = §(0) e v(1) = (1) sdo homotdpicos se existe uma aplicagdo
continua H : I x I — X tal que para quaisquer s,t € I tem-se H(0,t) = ~(t), H(1,t) = 06(t),
H(s,0) =~(s) e H(s,1) = ().

Sendo ainda mais restritivos, focaremos nos chamados lagos (ou caminhos fechados), que sao
aqueles em que ¥(0) = 7(1). Temos que dois caminhos fechados 7,0 : I — X sdo homotGpicos
quando existe H : [ x I — X continuo tal que, pondo v(0) = (1) = zo € X, tem-se H(s,0) = y(s),
H(s,1) =46(s) e H(0,t) = H(1,t) = x para quaisquer s, € I.

Ainda sobre caminhos fechados,

Definicio 48 (Conjunto dos caminhos fechados). Seja (X, O) um espago topolégico. Entdo, para

cada p € X, definimos o conjunto dos caminhos fechados em p como
L,:={y:]0,1] — X|v é continuo e v(0) = v(1)}.

Podemos definir uma operacdo especifica entre caminhos fechados chamada de concatenacao:

Definicio 49. Seja L, o espago dos caminhos fechados em p € X. A operagdo concatenagdo
x: L, x L, = L, € definida por

o
IN

v(20),
52X — 1),

IA
p—t N |—

A
(v*0)(N) =
A\

N
IA
IA

A concatenagdo € o caminho que consiste em percorrer primeiro «y e depois 9. O conjunto £, com

essa operacao assim definida serd chamado de espago dos caminhos fechados.
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Encerraremos esta Secao e também este capitulo definindo o chamado grupo fundamental de um

espago topoldgico:

Definicio 50. Seja (X, O) um espago topoldgico. O grupo fundamental (X, p) de (X, O) com base

no ponto p € X é o conjunto

(X, p) =Ly ~= {7 € L},

em que ~ ¢ a relacdo de equivaléncia “homotopica a”, junto com o mapa

o: m(X,p) xm(X,p) — m(X,p)
(7,9) = [y] & [0] := [y +4].

O grupo fundamental 7 (X, p) é, entdo, formado pelas classes de homotopia de caminhos fechados

com base no ponto p € X. O elemento neutro de 71 (X, p) é o caminho constante no ponto p.
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3 ESPINORES EXOTICOS

Este capitulo estd separado em trés secdes. A primeira delas trata da constru¢do formal de um
espinor usual. Isso servird para que, na segunda se¢do, vejamos com clareza as diferencas no processo
que leva ao surgimento de espinores exdticos. Novos resultados obtidos por nds estio na terceira secao,
onde apresentamos e discutimos uma aplicacdo de espinores exdticos no contexto da Relatividade

Geral, incluindo buracos negros e radiagdo Hawking.

3.1 CONSTRUINDO UM ESPINOR

Vamos abordar duas maneiras para construir um espinor. Na Subsegdo [3.1.1] teremos um ponto
de vista mais algébrico, utilizando as estruturas de spin em uma dada variedade, obtendo um espinor
como uma se¢do de um certo fibrado apropriado. Por outro lado, o conceito de espinor como um objeto
“pré-geométrico”, concebido primeiramente por Cartan (CARTAN, 2012}, no qual os préprios pontos
do espago-tempo podem ser entendidos como gerados pelas componentes de um espinor (um programa
que tem sido eminentemente generalizado por Penrose (PENROSE; RINDLER| 1987)), € o tratamento
feito na subsecdo[3.1.2] Ambas as abordagens sdo complementares, o que justifica a escolha de suas

exposicdes nesta tese.

3.1.1 Abordagem algébrica

Um espinor é uma se¢do do chamado fibrado espinorial, que definiremos mais adiante como um
fibrado associado a um fibrado de referenciais espinorial. Para que o leitor alcance um entendimento
robusto deste conceito, no decorrer dessa subsecdo procuraremos um equilibrio entre o formalismo
matemético subjacente e a fluéncia do texto. Assim, comegaremos falando sobre o grupo Spin(n)
(VAZ; ROCHA, 2012; [VAZ JR.; ROCHA, 2016; BINZ; SNIATYCKI; FISCHER, 1988)).

O grupo Spin pode ser, de maneira itil, definido como se segue:

Definicao 51 (Grupo Spin(n)). O grupo Spin(n) é um recobrimento duplo do grupo especial orto-
gonal SO(n) := {R : R" — R"|(Rx, Ry) = (x,y)gs, det(R) = 1}, em que (x,y)rs := 2'y'g;; é 0

produto interno usual em R3.

O fato de Spin(n) ser um recobrimento duplo de SO(n) nos permite construir um homomorfismo
de grupos de Lie p : Spin(n) — SO(n) tal que Ker(p) := {X € Spin(n)|p(X) = idsom)} = Z».
Em outras palavras, o mapa faz uma correspondéncia ‘2 para 1” entre Spin(n) e SO(n). Assim, pelo

teorema do isomorfismo de grupos, temos que

Spin(n)

7 ~ SO(n). (1)

E possivel estender a ideia para variedades n-dimensionais com assinaturas do tipo (p, q) tal que

p + ¢ = n, o que nos permite falar sobre p : Spin(p,q) — SO(p, q) ainda com Ker(p) = Z,.
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Enfatizamos que tudo ocorre no espago tangente a um ponto da variedade. O importante é que
com a abordagem do fibrado principal conseguiremos “distribuir” este resultado pontual sobre toda a
variedade.

Para efeito diddtico, vamos discutir o caso n = 3, que € o caso em fisica ndo-relativistica em
trés dimensdes espaciais. Mostraremos que Spin(3) = SU(2). A ideia agora, entdo, € construir um

homomorfismo de grupos de Lie p : SU(2) — SO(3) tal que Ker(p) = Z,, em que
SO(3) := {R € R¥*®|RR" =Tgs, det(R) = 1}. )

Note que R € SO(3) é uma aplicagdo linear R : R? — R3, com R3*3 (0 espago das matrizes reais
3-dimensionais) sendo o espaco de representagéoﬂ

Podemos sempre representar um grupo de Lie por meio de uma acdo adjunteﬂ € para isso precisa-
remos da dlgebra de Lie associada. Mas o que € a dlgebra de Lie su(2) de SU(2)? Vamos fornecer

uma forma curteﬂ de obté-la: podemos escrever
SU(2) :={U € C¥*?|UU" = I¢2, det(U) = 1}. 3)

Consideremos, de forma “rdpida”, um elemento de grupo U = I + icH, para algum H € C**? e
€ # 0 “pequeno”. Ou seja, U assim definido é de certa forma préximoﬂ da identidade I. Assim, para a

condigdo UUT = I ser satisfeita, temos que
(I+ieH) (I +ieH)T :H@]Iﬂeﬂ—z'eﬂwwi]l@ﬂﬂe(ﬂ—HT) =1
Obtemos, entdo, que H = H t & hermitiano. Ainda, para a outra condi¢do det(U) = 1, temos que
dot(I 4 icH) = 1 & 1+ Te(ieH) + QT = 1,

o que nos leva a Tr(H) = 0. Por fim, concluimos que os vetores tangentes a identidade, H, sdo

representados por matrizes hermitianas com trago nulo, em duas dimensdes. Definimos, assim,
su(2) := {X € C¥?X = X', Tr(X) = 0}, 4)

que € a dlgebra de Lie que procuramos. Queremos explicitamente tal dlgebra porque sabemos que, em

' Lembre-se que uma representagdo de um grupo G' é uma aplicagio linear da forma Rep : G — GL(V,n) para um

espago V' de dimensdo n.

A acdo adjunta de um grupo é como tal grupo age sobre sua dlgebra associada. Assim, queremos dizer que podemos
encontrar uma representacdo de um grupo de Lie, chamada de representacao adjunta, utilizando sua respectiva dlgebra
de Lie.

Que, infelizmente, ndo é a mais elegante e formal. Para tal, precisariamos de um tempo de exposicao que estd fora do
escopo e propdsito desta tese: notemos, entretanto, que a forma curta aqui apresentada nos basta.

O aspecto “nao tdo formal” que comentamos na nota de rodapé anterior reside no fato que tal soma na definicao de U
ndo estd bem definida, pois estamos tratando de grupos, com somente operacdo de produto. Novamente, existe um meio
mais formal, porém bem mais trabalhoso.
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su(2), podemos representar SU(2) por meio da aplicacéo

Ady(X): SU(2) x su(2) — su(2)
(U, X) — UXU'=UXU" )

Encontramos uma representagiio de SU (2) na dlgebra su(2). Estamos procurando uma aplicagdo de
SU(2) para SO(3). Uma observagdo importante ¢ que a dimensao de su(2) como um espago vetorial

¢é dimg (su(2)) = 3. De fato, temos que X € su(2) é da forma

a b
X = 6
L) ’

com a,b,c,d € C. Mas a propriedade X = XT = (X7T)* resulta que a,d € Re ¢ = b* € C. Ainda,

Tr(X) =0 = d = —a, entdo
X:(a b). 7
b* —a

Portanto, como b = « + i para o, 8 € R, temos que 3 nimeros reais a, o,  podem definir X,
ou seja, dimg (su(2)) = 3 como espago vetorial. Isso significa que a dimenséo (real) do espago de
representagdo su(2) de SU(2) é a mesma que a do espago de representacdo de SO(3) definido na
Equacao (2).

Assim, vamos enunciar a seguinte proposi¢ao, muito ttil para o nosso alvo:
Proposi¢io 1. Existe um isomorfismo de espacos vetoriais R? =2, su(2).

De fato, podemos construir explicitamente tal isomorfismo. Come¢amos escolhendo bases para os

espacos de interesse. Sejam e := {ey, €9, e3} base de R® e 0 := {71, 09, 03} base de su(2), em que
€1 =

0 1 0 —i 1 0
o1 = , 09 = , 03 = )
"1 o0 SR ) 7 lo -1

Note que o anticomutador entre os elementos de o é {0;, 0,} = 2¢;;, com

€2 = , €3

o O =
I
_ o O

(gij) =

o O =
oS = O
= o O

Defina, observando as convengdes de soma, as aplicagdes lineares

pRP — su(2)

(xl, z2, x?’) — 2oy (8)
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e
ptisu(2) — R
1 .
X = §TI'(X ° az)ei, (9)
com o' := g¥o;, (¢g”) = (gi;) € o produto e sendo o produto em C2*2, Vamos mostrar que ;!

¢ a inversa de p e, em seguida, como sdo ambos lineares (afirmamos), concluiremos que p € um

isomorfismo entre R? e su(2). Entdo,

P o) = Tr(u(e) e o')e

1 . ,
— §Tr(ac7crj o (01.9"))e;

1

1 ) o
=5 {§Tr(aﬂ(aj0k + Jkoj))ezgk’}

1 . )
= ZTI“(J}J ngj)eigl“
1 . .

= §TI'<IJH(CQ>6;€7;

= z'e;

= "L‘j

logo, ;1! é ainversa de 1. Analogamente, verifica-se que j € a inversa de ;L.

Com isso em maos, temos que

Proposiciio 2. Existe um isomorfismo (R?, (-, -)gs) =5 (sU(2), (-, )eu(2)) entre espagos com produto

interno, para um apropriado produto interno (-, '>5u(2).

Demonstracdo. Para provar esta proposi¢ao precisamos do ja construido isomorfismo y da proposi¢ao

anterior e mostrar a validade da condicdo extra

(€, y)es = (@), 1(Y))su(2) (10)

para os produtos internos dos espagos.

Vamos definir o produto interno em su(2) da seguinte maneira:

<'7 '>5u(2) 3511(2) X 5u(2) S R
(X,Y) — %Tr(XoY). an

Basta mostrar, entdo, que este produto assim definido satisfaz a condi¢ao extra [I0] para termos o
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isomorfismo entre espacos com produto interno. De fato,

(o) iy = Tr(u(x) o (o)

1 . :
= §Tr(a:10i o y'o;)

1 . .
- §xzy]Tr(aioaj)

1, .01
- 57 y]{iTr(Qgij)}

= xingij

= (x,y)rs.

O

A representacdo vetorial de SO(3) mantém o produto (-, -)gs invariante. No caso de SU(2), com a
representagdo dada por su(2), a representacdo adjunta mantém (-, -)y(2) invariante. De fato, lembrando

que UU' = I e da propriedade ciclica do trago, temos:

(Ady(X), Ady (Y))aiz) = %Tr(AdU(X)oAdU(Y))
= %Tr(UXUTUYUT)

1
= JT(X oY)
= <X, Y>5u(2)-

Agora obtemos o homomorfismo de grupos procurado, o qual vamos enunciar em forma de

proposicao, dessa vez sem demonstracao:

Proposicao 3. Existe um homomorfismo de grupos dado por

p:SU@R) — SO3)
U — p(U), (12)

com p(U) = s Tr(Uo;U'o%)e; @ € € GL(3,R), em que €' é base dual do espago dual satisfazendo

Verifica-se que Ker(p) := {U € SU(2)|3Tr(Uo;Uto?) = 67} é tal que, se U é solugdo da
condi¢do de Ker(p), entdo (—U) também o é, o que leva a Ker(p) = Z,. Logo, pelo teorema do
isomorfismo de grupos, encontramos que %52) =~ SO(3) e observando a Equagdo , portanto,
finalmente concluimos que Spin(3) = SU(2).

O caso para um espago-tempo com trés dimensdes espaciais e uma dimensao temporal, (1,3), é
andlogo, com Spin(1,3) =2 SL(2,C). A tabela|l|a seguir apresenta exemplos do grupo Spin para

algumas dimensoes.
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Tabela 1 — Relagdes entre o grupo Spin e a dimensao da variedade.

n Spin( ) (1,n) | Spin(1,n)

2 U(1) (1,1) | = GL(1,R)
3| = sU(2) (1,2) | = SL(2,R)
4 | =2 SU(2)xSU(2) || (1,3) | = SL(2,C)

Agora que conhecemos o grupo Spin, podemos usa-lo para construir os fibrados que nos levarao a

defini¢do de espinor.

Definicdo 52 (Fibrado de referenciais espinorial e estrutura spin). Seja OLM =224 M o fibrado de
referenciais ortogonais, equipado com uma agdo de grupo a direita «. Um fibrado de referenciais
espinorial sobre uma variedade suave M, n-dimensional, equipada com uma métrica Riemanniana
¢ um fibrado Spin(n)-principal P = M equipado com uma acdo de grupo a direita <1 tal que o
diagrama

P—* L 0LM (13)

TOLM

M

comuta, com p (um recobrimento duplo) sendo p-equivariante tal que o(p <A1 U) = p(p) 4 p(U), em
que p : Spin(n) — SO(n) é um recobrimento duplo. O par (P = M, ) é chamado de estrutura

spin para a variedade Riemanniana (M, g).

Uma generalizacao importante do que vimos € a seguinte: andloga constru¢ao ocorre para o grupo
Spin(1,n — 1) em variedades Lorentzianas de dimensdo n (que é o caso das variedades de interesse
em Relatividade Geral).

E oportuno fazer uma pausa para um breve comentirio sobre a existéncia de estruturas de spin: a
questdo de encontrar invariantes para distinguir diferentes fibrados vetoriais € um problema comum
tratado em fibrados. O primeiro tal invariante é orientabilidade, e a questio é quais sdo as condi¢des
para que as fibras possam ser orientadas. Por exemplo, a faixa de Mobius ndo € orientdvel, pois quando
se caminha em torno do circulo base, as orientagdes das fibras lineares claramente se tornam reversas.
Orientabilidade € medida pela chamada primeira classe de Stiefel-Whitney. A segunda classe de
Stiefel-Whitney mede um tipo mais refinado de invariante, que € a estrutura spin, a qual acabamos
de definir. Classes de Stiefel-Whitney de ordem mais altas medem outros invariantes topoldgicos,
que vao nos informando o quao mais e mais um fibrado vetorial ““se parece” com um fibrado produto.
Mais precisamente, as classes de Stiefel-Whitney w;(E) € H'(B,Z,), definidas para um fibrado
vetorial real £ % B, sao chamadas de classes caracteristicas e geram todas as classes de cohomologi
ordinarias com coeficientes em Z,.

Existe um teorema forte que exibe uma condi¢do necessdria e suficiente para a obstrugcdo de

estruturas de spin, envolvendo as classes de Stiefel-Whitney. Tal teorema afirma que uma variedade
5

Os grupos H'(B, Z) sdo chamados de grupos de cohomologia (muito embora sejam, de fato, espacos vetoriais (LIMA,
2000; LIMAL 2012b)). Seus elementos sdo chamados de classes de cohomologia. Para mais detalhes, o ApéndiceE]
fornece uma introducio ao assunto.
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Riemanniana (M, ¢g) admite uma estrutura spin se, e somente se, a segunda classe de Stiefel-Whitney é
nula. Para mais detalhes, indicamos ao leitor interessado as referéncias (MILNOR; STASHEFE, |1974
HATCHER, 2017; ASSELMEYER-MALUGA; BRANS, 2007).

Retornando, precisamos de estruturas de spin para podermos definir o buscado fibrado espinorial:

Definicao 53 (Fibrado espinorial). Um fibrado espinorial é um fibrado vetorial, com fibra tipica F,
associado ao fibrado de referenciais espinorial por meio de uma acdo linear a esquerda dada por
> : Spin(C) X F — F que é uma representacdo de Spin(Q): ou seja, ' é o espago (vetorial)
de representacdo de Spin(Q ). Por Spin(Q ) queremos dizer que a defini¢do vale para Spin(n) ou

Spin(1,n — 1) em variedades suaves n-dimensionais.
E finalmente,
Definicao 54 (Espinor). Um espinor é uma secdo do fibrado espinorial.

Facamos uma curiosa observacdo: Note que para poder-se definir um espinor, exige-se uma
geometria métrica Riemanniana (ou Lorentziana) subjacente a variedade suave: é possivel verificar
que se tivéssemos LM (que é um fibrado de referenciais GGL-principal) no lugar de OLM, nao
teriamos coberturas duplas, ou seja, espinores nao existiriam. Por outro lado, um entendimento de
tensores somente exige que a variedade seja suave. E comum encontrarmos em livros de fisica teérica
afirmagdes como “espinores sdo objetos mais elementares do que tensores”: isso € verdade, em partes,
pois pode-se usar espinores para construir tensores, porém, com espinores agimos somente com OLM
e ndo com o fibrado de referenciais “completo” LM . Logo, um espinor é mais elementar que um
tensor quando estamos trabalhando em uma variedade métrica Riemanniana (ou Lorentziana), mas

tensores existem mesmo em variedades sem uma métrica acoplada.

3.1.2 Abordagem intuitiva

Vejamos, agora, um ponto de vista mais geométrico, e portanto mais intuitivo, da construcdo dos
espinores, como forma de complementagao do nosso entendimento sobre estes objetos.

Seja v um vetor tipo-luz pertencente ao espaco de Minkowski, tangente a uma variedade base
Lorentzianaﬂ Tal vetor define um cone-de-luz. Dessa forma, tome a intersec¢do de um hiperplano
definido por (71, X, Y, Z) com o cone de luz, em que 7} é constante. Para facilitar a notacéo, estamos
trabalhando em um sistema tal que a velocidade da luz é ¢ = 1. A intersec¢do que construimos
nos fornece uma concha esférica chamada de esfera de Riemann, cujo raio é dado por |77 |. De fato,
tal hiperplano tem como equagdo X2 + Y2 + Z2? = T2, Consideremos, agora, a chamada projecdo
estereogréfica, que ¢ um mapa injetivo que faz corresponder cada ponto da esfera de Riemann a
um ponto no plano complexo que intersecciona a esferaem Z = 0. A a seguir ajuda na
visualizacdo dessa situacgao.

Chamaremos de S+ a esfera construida para 7; > 0 (ou seja, no cone futuro), sendo similar a

construgdo para a esfera S~ gerada para 7} < 0 (isto é, definida analoga e simetricamente no cone

® O que faz com que possamos construir um fibrado tangente sobre a variedade, permitindo a generalizacio da abordagem

para espacos-tempo planos de Minkowski para espacos-tempo curvos de forma direta.
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Figura 3 — Um (hiper) plano definido por (7}, X, Y, Z) intersecciona o cone-de-luz definindo uma
esfera de Riemann de raio |77].

Fonte: (SILVA; VILLALOBOS; ROCHA| 2016)

passado). Podemos projetar a esfera de Riemann em C ({X + ¢Y'}), substituindo as coordenadas
X,Y,Z em ST por um nimero complexo 5 = X' 4+ iY”. Por simplicidade, tomemos |T3| = 1. A
que se segue mostra que tal mapa pode ser construido por meio da semelhanca dos tridngulos

X +1Y
P'CN e PBN, de tal forma que = 1+—ZZ

Figura 4 — Visualizagdo da construgdo da projecdo estereogréafica.

N
B P(l;m+€y,z}

A = e W R

Ny

Fonte: (SILVA; VILLALOBOS; ROCHA, 2016)

st

Notemos que 5% = R? U {oo}. Logo, para podermos representar o polo N da esfera (onde Z = 1),
devemos ter 5 = co. Em outras palavras, o polo N corresponde ao “ponto no infinito”. Dessa forma,
se faz conveniente representar os pontos da esfera por um par de nimeros complexos (7, &) # (0,0)

de modo que

§

B=2, (14)
n

sendo o polo /V assim descrito por (757) = ((1)) Tais coordenadas possuem a propriedade de, para todo
A € C nao-nulo, ter-se (1, &) e (An, A{) representando o mesmo ponto, e por isso sdo chamadas de
coordenadas projetivasﬂ

Assim, o que obtemos foi que um ponto arbitrario da secao transversal do cone-de-luz pode ser
obtido do par (7, £). Coordenadas que descrevem eventos no espago de Minkowski sdo relacionadas
com coordenadas projetivas da projecao estereografica de uma secao do cone-de-luz no plano complexo,
que por sua vez constituem o espinor. Vale enfatizar que, apesar de termos utilizado o cone-de-luz para

construir os espinores, o procedimento pode ser aplicado para todo o espaco-tempo.

7" Oberve que o uso de tais coordenadas é comum em mecanica quantica. Ndo hé correspondéncia injetiva entre estados

fisicos e vetores no espago de Hilbert. Se W e W’ diferem apenas por uma fase ¢, entdo |¥|? = |¥'|2, e eles descrevem
o mesmo estado, ou seja, levam aos mesmos observaveis.
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~ X2+ Y?
Ainda, note que podemos escrever 53 = ﬁ, o que leva a
x=Lt0 y_ PPy BB (15)
BB +1 (BB +1) BB +1
Tais equagdes podem ser reescritas utilizando-se a defini¢éo (14)), fornecendo
yo&ntne o &n—-ng o, L& (16)

n+EE i+ €€) i + €€
Logo, o que temos sdo coordenadas dos vetores descrevendo eventos no fibrado tangente a variedade
espaco-temporal sendo dadas em fun¢do dos espinores. Isso evidencia o ponto de vista de Cartan
de que espinores sdo objetos pré-geométricos e geradores do espago-tempo. Dito de outro modo,
percebemos que as proprias coordenadas do espago-tempo podem ser escritas em termos dos espinores.
Vejamos como podemos fazer uma conexao entre as duas concepcdes de espinor vistas.
Primeiramente, perceba que um vetor v tipo-luz tem coordenadas (¢, x, y, z) com respeito a alguma
base ortonormal {ey, €, €, €3} de R, Denotemos por O a origem de um sistema de coordenadas
nesse espaco. O ponto P(1,X,Y,Z) é um ponto arbitrario se¢do transversal do cone-de-luz com

coordenada temporal constante que pode ser representado por qualquer ponto da reta OF. Em
§€ + 11
V2

particular, se tomamos um ponto R em O P multiplicando o ponto P por , entdo observando

as equacoes temos que as coordenadas de 1R podem ser escritas como

V2 TR Y T A V2

Perceba que o ponto R ndo é invariante sobre (7, &) — (An, A{), A # 0, porém se mantém quando mul-

St/ ¥/ SRR < /| SR S Sl

t 7)

tiplicado por uma fase, isto &, se preserva sobre uma transformacdo do tipo (7, &) + (en, e?¢),0 € R.

Continuando, considere agora a seguinte transformacao linear:

£ &= al+
n 1 =5+ 0n

0-£20

A

(18)

ou seja,

com a, jt,7,0 € C tais que det A = ad — puy # 0 (ou seja, a transformagdo A é inversivel). Se
impusermos, em especial, det A = 1, tal tansformacgao é chamada de Transformacgao Espinorial (TS).

Assim, A € SL(2,C) = Spin(1, 3) é chamada por vezes de matriz espinorial.

' t
Verifica-se diretamente que 5 = a;+ L Z . Ainda, das coordenadas de I? dadas pelas
—z T —1y
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equagoes (17), temos:

1 (t+z x4iy\ (€€ &n) (&) /s _
S0 9-Oeo

Dessa forma,

(e ) ()€ D) e

logo
detB = detA detB detA'. (22)

. P P s ~ —1 ~ ~
Note que, se A = AT (isto &, A é unitdria), entdo detA’ = detA™' = ﬁ, e entdo pela equagdo (22))

tem-se que detB = detB, o que é equivalente a

2 _ 522 2

R L A T (23)

2 2

ou seja, o elemento de linha no espago de Minkowski ds? := t?> — 22 — y? — 22 € invariante sobre as
transformacdes A. Em outras palavras, ABA ™' define uma transformacdo de Lorentz.

Conclui-se (PENROSE; RINDLER, |1987)) dois resultados:

Proposicao 4. Toda transformacao espinorial (TS) corresponde a uma tinica transformagdo de Lorentz

(TL), e cada TL corresponde a precisamente duas TS’s (A e —A).

Isto significa que SL(2,C) = Spin(1, 3) é o recobrimento duplo de SO(1,3) = L*, o chamado

grupo de Lorentz restrito, que € o subgrupo ortécrono préprio do grupo de Lorentz.

Proposicao S. Toda TS unitdria corresponde a uma tinica rota¢do propria (que preserva o sentido do

tempo) de ST, e toda rotacdo prdpria de S™ corresponde a duas TS’s unitdrias.

Isto significa que SU(2) é o recobrimento duplo de SO(3), como ja haviamos visto.

3.2 DIFERENCAS NA TOPOLOGIA: OS ESPINORES EXOTICOS

O que ocorre quando a variedade-base (o préprio espaco-tempo) é dotada de uma topologia
nao-trivial? Tal nao-trivialidade pode ser devida a existéncia de buracos negros, encarados como
manifestacdes de um espago-tempo perturbado no ponto em que eles estdo localizados. Dito de outra
forma, vamos entender a ndo-trivialidade da topologia do espago-tempo como sendo gerada pela
propria existéncia de buracos negros, ou seja, como algo inerente a propria estrutura da variedade-base.
Veremos que isso serd crucial no surgimento do que chamamos de espinores exdticos. Iniciaremos essa
secdo com uma abordagem mais préxima do que chamamos de intuitiva, para em seguida complementar

com um ponto de vista mais algébrico.
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Vimos que espinores surgem quando conseguimos construir fibrados, os quais, dito de uma forma
simplista, sd3o unides de espacos definidos em cada ponto da variedade-base que deve ser, por sua vez,
suave. Quando isso € possivel, conseguimos definir espinores como se¢des de tais fibrados. Porém,
qual € o efeito de um dado ponto ou uma dada regido que obstrui a constru¢do do fibrado como um
todo? Espinores como os conhecemos ndo poderdo ser definidos. Pelo ponto de vista da Relatividade
Geral, nesse ponto (ou regido) a invariancia sobre transformacoes gerais de coordenadas € perdida.

Buracos negros sdo regides do espagco-tempo nos quais sdo gerados campos gravitacionais ex-
tremamente fortes, e damos o nome de horizonte de eventos a fronteira que delimita tal regido. Na
presenca de buracos negros muito do que construimos anteriormente se perde, pois na regido em que
um buraco negro esta situado (a qual poderia, de outra forma, se conceber a existéncia de um ponto
ou alguma extensdo delimitada pelo horizonte de eventos), sua prépria existéncia proibe a construcao
do fibrado como um todo, o que coloca um forte entrave na concepg¢do de espinores usuais como o
fizemos até entdo. Equivalentemente, podemos dizer que nessa regiao nao faz sentido o conceito de
pontos no espago-tempo. A Figura a seguir, quando comparada com a da pagina 45| auxilia

no entendimento do efeito da existéncia de buracos negros na obstrucao da concep¢ao de um espinor.

Figura 5 — Efeito pictorico da topologia ndo-trivial na construg¢do do espinor.

...............

Fonte: (SILVA; VILLALOBOS; ROCHA| 2016)

Desse modo, a topologia nao-trivial da variedade espaco-tempo M, engendrada pelo buraco negro, é
refletida por um grupo fundamental ndo-trivial, ou seja, 1 (M) # 0. Ainda, o grupo de homomorfismos
de 7, (M) em Z,, denotado por H'(M,Z,), chamado de primeiro grupo de cohomologia de M
(com coeficientes em Z), € tal que sua nao-trivialidade é herdada da nao-trivialidade de 71 (M), ou
equivalentemente, da existéncia de buracos negros. Assim, estamos tratando de um espago-tempo
multiplamente conexo. Além disso, o proprio fibrado espinorial € multiplamente conexo, o que fara
surgir diferentes estruturas de spin. Pelo ponto de vista de Cartan, isso significa que teremos projecoes
estereograficas inequivalentes de se¢des do cone-de-luz (também inequivalentes) no plano complexo.
Em todo caso, estaremos assim definindo novos espinores, chamados espinores exdticos.

O conjunto de estruturas de spin em uma dada variedade M € rotulado pelos elementos de
H'(M,Zy) ISHAM, [1978a; ISHAM, |1978b; PETRY, [1979; ASSELMEYER-MALUGA; BRANS,
2007; ROCHA; BERNARDINI; SILVA, 2011). Assim, a dinadmica dos espinores exoticos devera levar
em consideracao a exoticidade do espago-tempo multiplamente conexo por meio de um termo extra
(uma 1—forma) advindo de H' (M, Z5) na conexao de spin, afetando a derivada covariante. Dessas

consideracoes, a nao-trivialidade topoldgica de M faz surgir um novo termo na derivada covariante,
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definindo um novo operador de Dirac exético z‘v“@u em termos do usual iV ,, dado por

~ 1
WV =1 (’Y“Vu + %5_1(15) ; (24)

em que a conexao afim (geométrica) e a conexao de spin estdo sendo levadas em consideragdo inseridas
em V,, v* sdo as matrizes de Dirac, e d : secA°(TM) — secA'(T'M) denota o operador de derivada
exterior.

O importante elemento &, que compde a 1—forma adicional B := %f’ldf, ¢ uma funcao

unimodular complex (PETRY, 1979), que pode ser escrita como & = ¢(*)| de forma que
N x)dé(x) = e @ [idf(x)] €@ = idf(z). (25)

Aqui, §(z) é uma fungdo real (mais precisamente uma 0—forma) em aberto, definida de M para R.
Ainda, como 7* serve como uma base para secA'(T'M) (SILVA; VILLALOBOS; ROCHA, 2016),

podemos escrever df = 70,0, o que nos leva a
¢1de = into,0. (26)

De um ponto de vista heuristico, B carrega informac¢des de efeito macroscopico da topologia
ndo-trivial (PETRY} 1979; ROCHA; BERNARDINI; SILVA| 2011} |[SILVA; VILLALOBOS; ROCHA,
2016). Dito de outro modoﬂ B é uma 1—forma real, fechada (mas ndo exata) definindo uma classe de

cohomologia tal que sua integral tomada sobre qualquer curva fechada leva a um valor inteiro:

1
5 ]gg—ldg € Z. 27)

Desta forma, tem-se que & = e™? € U(1), com n € Z. Localmente, obtem-se

1 n
—E&dE = —db 2
27T7J5 ¢ o (28)

o0 que, absorvendo o coeficiente nimerico em 6, faz com que o operador de Dirac ex6tico tome a forma

VMV, = i(Y'V, + 710,0). (29)

Pelo ponto de vista mais algébrico, lembremoﬂ que uma estrutura spin € composta por um fibrado
de referenciais ortogonais Pspn(1,3) 2 M e uma recobrimento duplo s : Psyin(1,3) — Pso(,3) tal
que my = wo sparam : Pgon,3 — M. Assim, conectando este conceito com o que dissemos até
agora nesta subse¢do, se 7 (M) € trivial (e, assim, também H'(M, Z,) = 0) entdo estamos com M

simplesmente conexo e tem-se somente umﬂ estrutura spin . Porém quando H' (M, Z,) # 0 estamos

Isto é,&: M — Ccom |{(x)] = 1,Vz € M.
Para o que se segue até a dedugdo da expressao final do operador de Dirac exdtico, usaremos resultados descritos com

mais detalhes no Apéndice
10" Ver defini¢io [52|na pagina
' A menos de isomorfismos de fibrados.

9
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em um espago-tempo M com topologia ndo-trivial, permitindo o surgimento de diferentes estruturas
de spin (Pspin(l,g), 5). Isso dard origem aos espinores exdticos, que serdo secoes do fibrado espinorial
associado ao fibrado principal F’Spm(ljg).

Mais precisamente, os chamados espinores cldssicos W, que carregam uma representacdo de
SL(2,C) = Spin(1,3), sdo se¢des do fibrado espinorial Psp,13) X, C*, em que p diz respeito ao
espago de representagdo de Dirac D1/20) @ D(©1/2) de Spin(1,3) em C*. Isto &,

U € secPspin13) X, C". (30)
De forma similar, os espinores exoticos U sdo secoes de ngm(lvg) X, C*:
\1} S SeCpSpin(Lg) Xp (C4. (31)

Seguindo em frente, duas estruturas de spin P := (Pgpn(1,3), 5) € P = (pSpin(1,3)7 §) sdo ditas
equivalentes se existir um mapa Spin(1, 3)—equivariante ¢ : P — P compativel com s e 3, ou seja, 0

diagrama

P z p (32)
Pso,3)
comuta.
De acordo com o que foi visto nas subse¢oes e podemos definir um homomorfismo
(sobrejetivo) de grupos ¢ : Spin(1,3) — SO(1, 3) tal que Ker(s) = Zs,. Seja U;e;U; uma cobertura

aberta de M, junto com fungdes de transicao
Qg5 UiﬂUj —>SO<1,3), (33)

tais que a;; o aj, = a; em U; NU; N Uy e aj; = id. Para uma estrutura spin (Pspin(1,3), ) em
M podemos ter (PETRY} [1979; ROCHA; BERNARDINI; SILVA, 2011) um sistema de fun¢des de
transicao
hij : UiNU; — Spin(1,3), (34)
satisfazendo
Sohi; = ay;; hijohjry = hiy; hj; =id. 35

Desse modo, tem-se que duas estruturas de spin (Pgpn(1,3), 5) € (Pspm(l,g), §) sdo respectivamente
descritas pelos mapas h;; e Bij (ambos definidos de U; N U; para Spin(1,3) = Sﬁm(l, 3)), tais que
Sohj, =a;, =co Bjk. O diagrama a seguir resume o que temos até entdo (ROCHA; BERNARDINI;
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STLVAL 20T1):

aij S
R SO(,l\, 3) Pspin(1,3)
S q
Spin(1,3) pSpin(l,?») s
Psoq 3 id Psoq,3)

Agora, definamos um mapa ¢;; (que diremos ser um cociclo) por meio de h;;(z) = ﬁij(:p)cij, tal
que
cij - UNU; — Ker(s) = Zy — Spin(1,3), 37)
com ¢;; © ¢jr = Ci. Tomemos p uma representacdo irredutivel p : Cl; 3 — M(4,C), em que
Cly 5= M(2,H) é a dlgebra (de Clifford) do espago-tempo de assinatura (1, 3), com H representando
os quatérnions. Como c¢;;(x) € Z,, tem-se que p(c;;(z)) = %1, pois p é uma representagdo ﬁe]lTj
Vamos assumir (PETRY} |{1979; ROCHA; BERNARDINI; SILVA, 2011; |SPANIER| [1989) a existéncia
de fun¢des unimodulares complexas &; : U; — C tais que &;(x) € U(1),Vz € U, satisfazendo

&i(@)(&(2)) ™ = ple(2)) = £1, &(2) =& (2), 2 € U;N ;. (38)
Assim, define-se a fun¢cdo unimodular

E&: M — C
v E(x)=E(x),Yr € U; C M. (39)

Chamamos (PETRY/|1979) a cole¢do {¢;} de sistema de raizes quadradas locais de &, as quais sdo
ditas geradoras dos cociclos c;;, que por sua vez representam elementos nao-triviais do primeiro grupo
de cohomologia H' (M, Z,) # 0. Pode-se mostrar (ASSELMEYER-MALUGA; BRANS, 2007) que
essa construcdo estabelece uma correspondéncia um-pra-um entre estruturas de spin inequivalentes
e os elementos de H 1(M , Zs). Isso reflete o seguinte resultado (ROCHA; BERNARDINI; SILVA|

2011): dado um espinor ¥ € secPsyin1,3) X, C*, cada componente local ¥, : U; C M — C* satisfaz

12 Isto é, o homomorfismo que define a representagio é injetivo.
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a seguinte lei de transi¢ao:

Mostra-se que componentes locais W; do espinor ex6tico W € secPspin(1,3) X, C* também satisfazem

uma lei de transicdo, dada por

U;i(x) = plhij(x))V;(x) = p(hi;(x))p(cii())V;(x), =€ UNU;. 41

portanto obtem-se
p(E) Vs = p(hj(2))p(&,) V5 (x), = € UiNUj. (42)

Assim, comparando as equagdes e ([@2)), vemos que p(&;)¥; transforma-se exatamente como uma

componente local do espinor V. Isso induz um mapa de fibrados f definido como

f : ngm(Lg) Xp Cct — Pspm(l,:s) Xp C4
0, = p(&) T = U, (43)

tal que (PETRY| |1979; ISHAM, |1978a; ISHAM, |1978b; ROCHA; BERNARDINI; SILVA| 2011}
ROCHA; SILVA; BERNARDINI, 2011)

VxS (8) = (V) + 5 (X - (€7d6)) F() (44)

vale para todo U € secPsyin(13) X, C* e todo campo vetorial X € M, em que o simbolo — representa
o produto interior.

Resumindo, primeiramente tinhamos um espinor classico de Dirac, W, definido como uma se¢do
do fibrado Psyin1,3) X, C*. Por meio dos cociclos c;; (gerados pelo sistema de raizes quadradas locais
{&1) encontramos uma estrutura spin inequivalente (Pepin(1 3, §) €, assim, obtivemos um segundo tipo
de espinor U definido como uma secdo do fibrado f’spm(l,g) X, C*. Para cada fibrado existe (PETRY),
1979) uma defini¢do candnica para a derivada covariante. Entretanto, por meio da transformacgdo dada
pela equagdo (@4), vemos que ¥ pode ser representado de modo diferente, mais precisamente por uma
secdo f (\11) = W do fibrado inicial Pgyn1,3) X, C*, sendo que a tnica mudanga necessdria ocorre na
defini¢do da derivada covariante. E importante salientar que esta mudanca é apresentada por um termo

adicional originado genuinamente da topologia ndo-trivial do espaco-tempo M. Em outras palavras:

Proposicao 6. Sejam (Pspin3),s) uma estrutura spin e c;; um cociclo ndo-trivial gerado por um
sistema de raizes quadradas locais de &. Em adi¢do aos espinores de Dirac V, os quais sdo definidos
como segoes do fibrado P := Pspin13) X, C* com derivada covariante ¥V associada, obtem-se um

segundo tipo de espinores de Dirac chamado de espinores exdticos, denotados por W, os quais podem
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ser descritos por secoes f (i’) € P, porém com derivada covariante associada dada por meio da
equagdo (44).

Como vimos no inicio dessa se¢io (mais precisamente pela equacdo (29)), tal derivada covariante
faz redefinir o operador de Dirac para espinores exoticos, que s6 podem surgir em variedades multipla-
mente conexas (isto é, com topologia ndo-trivial). Sendo assim, a inica diferenca entre os espinores

estd em suas dinamicas, ditadas pelos operadores de Dirac respectivamente associados.

3.3 ESTRUTURAS ESPINORIAIS EXOTICAS E BURACOS NEGROS EM RELATIVIDADE
GERAL

3.3.1 Radiacao Hawking e exoticidade

A gravitacdo e o eletromagnetismo possuem, ambos, uma formulagdo clédssica. As equacdes que
descrevem o campo eletromagnético classicamente sao as equagcdes de Maxwell e sua quantizagdo é
razoavelmente fécil, ao contrdrio do que ocorre com o campo gravitacional. Na formulacio quantica do
campo eletromagnético, ondas eletromagnéticas sio interpretadas em termos de particulas chamadas
fotons. A Teoria Quantica de Campos (TQC) prediz que pares de particulas podem ser criados em
regides de intenso campo elétrico, com o campo eletromagnético gerando a energia necessdria para
criacdo desses pares. Algo andlogo envolvendo campos gravitacionais intensos levaria a possibilidade
de parte da matéria do universo ter sido gerada pouco depois do big bang, originando-se de um extremo
campo gravitacional. Com isso, formula-se a Teoria Quantica de Campos em espagos-tempo curvos
(TQCEC), estendendo a ideia original da TQC (que tem como plano de fundo o espago-tempo de
Minkowski, o qual descreve muito bem o espaco-tempo onde os efeitos da gravidade podem ser
desprezados). Uma mais completa introducao ao tema pode ser encontrada na referéncia (MATSAS,
2005)).

A TQCEC também ¢€ dita ser uma teoria de Gravitacdo semiclassica, e com ela é possivel antecipar
efeitos de origem puramente quantica em gravitagdo, tal como a radiacdo Hawking. Ou seja, TQCEC
pode trazer a tona efeitos macroscOpicos origindrios da gravitacdo quantica. Entretanto, antes de
falarmos explicitamente sobre esse efeito, vamos fazer uma breve apresentacido sobre aspectos de
buracos negros, na medida que € interessante para o decorrer deste capitulo.

Hawking e Penrose mostraram (HAWKING; PENROSE;, |1970) que buracos negros nao podem ser
destruidos e, pouco tempo depois, Hawking provou (HAWKING, 1972) um importante resultado: sob
certas condi¢des, a soma total da area superficial dos buracos negros nunca decresce com o tempo.

Em especial, a drea do horizonte de eventos associado a um buraco negro de Kerr-Newmann (que é
caracterizado por sua massa M, momento angular J e carga elétrica ()) é dada por (SMARR| [1973)
(comG=c=1)

[SIES

2
A=A4r 2M2—Q2+2M(M2—Q2—%) . (45)

Podemos manipular a Equacdo (45]) para obtermos uma expressao para a massa:

A d4r o\ Q2
M= (2 ) X 4
() )
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a qual, ao diferenciarmos, fornece

dM = SEdA +QdJ + 0dQ. 47)
Y8

A Equacao resultante relaciona a diferenca de massa entre dois buracos negros com pequenas

diferencas de drea, momento angular e carga elétrica, em que a gravidade superficial € definida por

A (M2 — O — J2/ M2 3
A Or — Q2= Pt s
A
a frequéncia angular por
AmJ
Q=— 49
VA (49)
e o potencial elétrico sobre o horizonte de eventos por
4
o — WTQ <M+\/M2—Q2—J2/M2>. (50)

A semelhanca entre a Equacao e a forma diferencial da primeira lei da termodinﬁmicﬁ leva a
relacionar K /87 a uma grandeza tipo temperatura, e a drea A a uma grandeza tipo entropia. De fato,
perceba que, de acordo com Hawking, a drea total dos buracos negros nunca decresce, assim como a
entropia total de um sistema termodinamico fechado. Inclusive, em meados dos anos 70, o proprio

Hawking mostrou (HAWKING, |1974) que buracos negros irradiam com uma temperatura

K
T=— 51
- (51)
com uma entropia associada expressa por
A

Logo, observando as duas dltimas equagdes e lembrando da defini¢cdo dada pela Equagéo (#8)), tem-se
que quanto menor € o buraco negro maior € a sua temperatura e mais rapida € sua evaporagcdao (HALZEN
et al., 1991)): dessa forma, buracos negros podiam evaporar até seu possivel desaparecimento, algo
proibido de acordo com os teoremas anteriores, que ndo levavam em conta efeitos quﬁntico A essa
evaporagao da-se o nome de radiagcdo Hawking, um dos mais importantes avancos feitos no contexto
de gravitacdo semicldssica.

Pode-se pensar nas flutuacdes do vacuo como pares de particulas Virtuais{]zl que aparecem juntas em
determinado ponto do espaco-tempo, afastam-se e voltam a se encontrar aniquilando-se mutuamente.

Dessa forma, na presenga de um buraco negro, uma das componentes (com energia negativa) de tal

13" A primeira lei da termodindmica pode ser escrita como dE = TdS + dW, em que a energia E e a massa M sdo
relacionadas por E = Mc2.

Os teoremas que diziam que um buraco negro ndo podia ser destruido ignoravam o fato de o valor da densidade de
energia do vacuo quantico ao redor do buraco ser negativo.

Dizemos “virtuais” para significar que tais particulas ndo podem ser observadas de forma direta, ou seja, podemos
medir seus efeitos indiretamente.

14

15
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par poderia ser capturada por ele no horizonte de eventos, deixando a outra particula (com energia
positiva) livre para escapar no infinito (HAWKING; |1975). Para um observador distante, as particulas
que escapassem do buraco negro constituiriam a radiacdo Hawking.

A tabela[2]a seguir apresenta uma analogia entre as leis para buracos negros e a termodindmica

classica, no intuito de auxiliar no entendimento dos resultados.

Tabela 2 — Leis da termodinamica de buracos negros em analogia com as leis da termodindmica usual.

Leis Buracos negros Sistemas usuais

Lei Zero IC € constante no horizonte T € constante no equilibrio térmico
Primeira Lei || dM = J2dA + QdJ + ©dQ dE =TdS + dW

Segunda Lei || A > 0 para todo processo fisico 0S5 > 0 para todo processo fisico
Terceira Lei || K — 0 ndo ocorre por processos fisicos | 7" — 0 ndo ocorre por processos fisicos

Um aspecto interessante e até entdo pouco explorado € a relacio entre estes resultados de Hawking
e estruturas exodticas. Conforme ja vimos, a propria existéncia de buracos negros faz com que a
topologia do espago-tempo seja ndo-trivial, revelando a possibilidade, por sua vez, da existéncia de
espinores exoticos. Como mencionado em (SILVA; VILLALOBOS; ROCHA| 2016), o termo exético
niao muda a temperatura Hawking, entretanto afeta a taxa de emissdo da qual a temperatura é derivada.
Esse fato pode alterar o tempo de vida esperado de buracos negros. Na subsecdo seguinte iremos
investigar os possiveis valores extremos para as taxas de emissao I, verificando como o termo exético
afeta tais resultados. Para isso, iremos considerar a taxa de emissao de espinores.

A taxa de emissao de radiacio Hawking, também interpretada como probabilidade de tunelamento
(PARIKH; WILCZEK] 2000; ANGHEBEN et al., 2005; /ARZANO; MEDVED; VAGENAS| |2005;
JIANG; WU; CAI, 2006), pode ser derivada de forma direta utilizando-se a abordagem de Hamilton-
Jacobi para o método de tunelamento. Tal método € baseado na descri¢cdo de particulas da radiagcao
Hawking, sobre a hipétese de que a acdo da particula (bosbnica) emitida satisfaca a equagdo de
Hamilton-Jacobi relativistica, permitindo que particulas viajem classicamente ao longo de trajetorias
proibidas, de antes do horizonte em direc@o ao infinito. Alternativamente, pode-se (KERNER; MANN|
2008) tomar o termo mais relevante da chamada aproximag¢do WKB para a equacdo de campo. Um
pouco mais detalhadamente (VANZO; ACQUAVIVA; CRISCIENZO, 2011):

e Supde-se que a acdo [ da particula satisfaga a chamada equagao de Hamilton-Jacobi relativistica,

g"9,18,I +m? = 0 (ou utiliza-se a aproximagdo WKB).

e Reconstroi-se a agdo por meio de [ = / O, Idz", em que a integracdo € feita sobre uma curva

orientada chamada de “caminho de tunelamento”, com pelo menos um ponto no horizonte.

e A parte imagindria da acdo cldssica nos informa sobre a temperatura Hawking.

—2Im/

e Na aproximacdo WKB, a probabilidade de tunelamento é I',,, = e ,em que Im/ € a parte

imagindria de .

Para o caso fermidnico, substitui-se a equacdo de Hamilton-Jacobi pela equagdo de Dirac para espagos-

tempo curvos, pois tal equagdo carrega a dindmica apropriada para férmions de maneira geral, e a a¢do
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cléssica I € acrescida de termos de corre¢do de spin. Maiores detalhes sobre o método de tunelamento
podem ser encontrados em (VANZO; ACQUAVIVA; CRISCIENZO, 2011).

Por sua generalidade e compatibilidade com a teoria de Einstein, escolhemos adotar a taxa de
emissao associada a solucao de Kerr-Newman da teoria da Relatividade. Tal solucio pode ser escrita,

em coordenadas de Boyer-Lindquist (¢, 7,1, ¢), na forma

ds? = — (A=fta) qp — A Qs gy 4 Sdr® 4 N +
(r2+a2)2—a2Asin219 .92 2
+ = sin® 9d¢”, (53)
em que a = % Y =1r2+ad’cos?de A = r?+a®+ Q% — 2Mr. Vamos, assim, partir dessa

taxa de emissdo para particulas fermionicas (VANZO; ACQUAVIVA; CRISCIENZO, 2011} |SILVA;
VILLALOBOS; ROCHA| [2016), levando o termo exdtico em consideragdo. Dessa forma, obtem-se

2

2
T = exp [—47r (ﬂ) (w—jQ—q®+6)|. (54)

Ty —T_

Aqui, w e ¢ denotam, respectivamente, energia e carga elétrica das particulas. Também, 7, [r_] denota

o horizonte externo [interno], dado por

re =M+ /M2 —Q?— a2 (55)
com M? > Q? + a>.

3.3.2 Analise de valores extremos das taxas de emissao para espinores exoticos

Poderia-se iniciar uma andlise preliminar assumindo-se que os raios dos horizontes, assim como 0s
parametros do buraco negro e das particulas emitidas, nio mudam consideralvemente com o tempo.
De fato, tendo em mente buracos negros astrofisicos, tal hipotese € perfeitamente razodvel. Entretanto,
neste caso simplificado, a condi¢ao de existéncia para extremos de [' seria simplesmente 6 =0,ou
seja, o termo exotico deveria ser linear. Nosso estudo se torna mais interessante quando relaxamos
as condicdes para os raios, ou seja, quando permitimos que os raios variem com o tempo em nosso
modelo. Daqui em diante vamos distinguir dois casos, caracterizados pela existéncia ou nao de um

potencial eletromagnético A,, externo ao buraco negro. Usaremos as seguintes notagdes:

I'pny = Taxa de emissdo para o caso de A, nulo.

I'pp = Taxa de emissdo para o caso de A, ndo nulo.

Para espinores exoticos de Dirac sem interagdo externa, a probabiliade de tunelamento € dada, como
anteriormente, por (VANZO; ACQUAVIVA; CRISCIENZO\ 2011; SILVA; VILLALOBOS; ROCHA|
2016)

r3 4+ a®

Ty —T_

oy = exp {—47 ( ) (w—jQ—qd+0)], (56)
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e sua primeira derivada por

47TFDN

fow = (o {0 =99 = 0@+ ) [(@ + ) (=i )+

+2(re — ) (@ + o)) + (e — ) (a® + ri)e} . (57)

Aqui estamos tomando w, j§2 e ¢® como constantes no tempo, e fazendo 72, 62,7 — 0, o que significa

uma variagao adiabétic A condi¢do I'py = 0 para extremos leva a

é+(w—j9—q<b+é){E?:Z;Jrz(‘zigfzz)*)] —0, (58)

que pode facilmente ser reescrita como

é+(w—j9—qq>+é)i [m (Mﬂ = 0. (59)
dt T — 7T

Note que a equacdo (39)), além de ser uma condigdo para este caso particular de A,, = 0, fornece uma
equacao diferencial de segunda ordem para o termo exético 6. Ademais, este caso também descreve
a taxa de emissdo de espinores ELKqZ] (SILVA; VILLALOBOS; ROCHA, [2016; [CAVALCANTT;
ROCHA| 2016; ROCHA; BERNARDINI; SILVA| 2011), que sdo espinores de dimensdo de massa um
candidatos a descri¢do da matéria escura, pois interagem de modo aprecidvel somente com a gravidade
e o campo de Higgs (AHLUWALIA| 2017).

Por outro lado, para o caso de espinores de Dirac exdticos interagindo com um campo A,,, pode-se

expressar a probabilidade de tunelamento [ como

2 2
re+a

Ty —T_

Ipr = exp [—47r< )(w—jQ—q@—i—é—l—A) , (60)
com A = v, A" E importante perceber que, por causa da prépria natureza topolégica de sua construgio,
o termo exético da equacdo (60) ndo pode ser incorporado ao campo de gauge. Trataremos disso com
mais detalhes na subsecdo [3.3.3] Por ora, continuemos com os célculos acerca das derivadas temporais
das taxas de emissao.

Das equagdes (56) e (60) podemos escrever

Lpr =TpaR, (61)

2 2
7"++a
r4—T_

em que R = exp [—47r ( ) A} , que resulta em

FDE = FDNR + FDNR- (62)

Isto &, apesar da possivel taxa de emissdo extrema, os raios variam tao lentamente que a solug¢do usual das equagdes de
Einstein estdo em boa aproximagao.

ELKO ¢ um acrénimo para o termo em alemao “Eigenspinoren des Ladungskonjugationsoperator”, designando
espinores que sdo autoespinores do operador de conjugacdo de carga com estrutura de helicidade dual (AHLUWALIA;
GRUMILLER| 2005; [ AHLUWALIA-KHALILOVA; GRUMILLER| [2005).
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Notemos aqui que a condi¢@o para existéncia de extremos nos deixa com duas possibilidades: I'py = 0

oul'py #0. A primeira delas produz

A+A% {m(ri“ﬂ)} —0. (63)

ry —T_

Comparando as equacdes (59) e (63)), temos que

A i

— = ° 9 64

A w—jQ—qP+6 ©4)
levando a seguinte condig¢ao:

A—0=w—jQ—qd. (65)
Por outro lado, impor I #0 fornec

—A—0=w—jQ—q0. (66)

Novamente, a condi¢do para extremos fixa uma equacao diferencial para o termo ex6tico. Porém a
diferenca agora € que a variagdo temporal de 6 é completamente determinada pelo campo externo A,
pois o lado direito das equacdes (65)) e (66) sdo ambos constantes no tempo.

Continuando, o préximo passo € investigar as derivadas segundas das taxas de emissao. Da equacao
(57) segue que

47TFDN

oy = ( { [4%[2\’(04 +28) + 0] — 20— — i) (r_ — u)]

ro—ry)?

X [X(oz +2B) + 0| ++(r_ —ry)? [29'(@ +28) + aé} } . (67

em que
a=(a®+7ri)(—r- +74), (68)
= (r-—ry)(aa+riry), (69)
o= (r- —ry)(a®+73), (70)
X =(w—jQ—qd+0). (71)

Comecando com o caso I'pny = 0 = I'pp, definimos

fDE Ef‘DE (72)

)
I'pn,I'DE=0

fDN Ef‘DN (73)

I'pn,I'DE=0

18 Para obtermos as equagdes (63) e (66), impomos A(0) = 0, isto &, o campo externo possui intensidade zero no instante
inicial £ = 0.
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Ap6s calculos longos porém simples, notando que 6 = X el = X, encontramos

P =(fr_r—’jfy [1(X)+ F(A)] (74)
Pow =2V p(p), (75)
(ro—ry)

em que f(y) = 2y(« + 20) + o§. Perceba que os sinais de I DE € I pn sdo fortemente relacionados
com os sinais de f(X) e f(A). Neste caso, pela equacdo (63), tem-se que X' = A. Portanto, o
sinal de f(X) = f (A) define sinais idénticos para fDE e fDN. Isto significa que, para nosso caso
particular de um buraco negro de Kerr-Newman, a presenca de um campo externo A, ndo altera o
comportamento geral dos extremos de emissdo de radiacio Hawking para uma particula exética, ou
seja, esta permanece maxima [minima] se ja era mdxima [minima]. Para estabelecermos se a taxa de
emissdo € maxima ou minima para o caso r py =0= r pE, devemos saber os sinais dos coeficientes
f(y). Verifica-se sem grandes dificuldades que ¢ < 0. Em contrapartida, mesmo sendo possivel
verificar que o < 0 e > 0, ndo existe uma forma de determinar o sinal de o + 2/3. De fato, com

z=M*—(£)?—Q*>0e 4L <0, temos que

2 2 2
v = B2 (e Y

4 2 2
+ <—8M2\/E —12Mz — 825 — 8M3 + ‘]T‘f - %)} : (76)

Como ndo temos restricdes para J, M e () além de z > 0, o sinal de fica indeterminado.
Entretanto, podemos estabelecer as condi¢des que levariam a valores maximos ou minimos para as
taxas de emissdo em termos dos sinais das derivadas de § e A. Abaixo resumimos todos os casos

possiveis, adotando a notagdo y = X = A:
1. Casoa + 26 < 0:

a) ¥y <0,y <0: f(y) > 0, taxa de emissdo minima;
b) y > 0,9 > 0: f(y) <0, taxa de emissdo maxima;
c) y > 0,y < 0: ambos o0s casos sio possiveis;

d) y <0,y > 0: ambos o0s casos sdo possiveis.
2. Caso v+ 20 > 0:

a) y < 0,y < 0: ambos o0s casos sio possiveis;
b) y > 0,y > 0: ambos os casos sdo possiveis;
c) y>0,9<0: f(y) > 0, taxa de emissdo minima;

d) y<0,9>0: f(y) <0, taxa de emissdo maxima.

Finalmente, podemos ver que existem duas condi¢des regendo estes cendrios. Com efeito, todas

L . . . .. O ly
as situagdes de taxa de emissdo médxima estdo relacionadas com a condigdo — < 5 enquanto
o Y
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as situagOes com taxa de emissdo minima estdo vinculadas com 75 —%y Também, note que
o = a + 2. Os mesmos resultados com respeito ao Comportamenzo das taxas de tunelamento sao
validos para toda solucdo assintoticamente plana em Relatividade Geral, pois fazer ¢ = 0 e/ou J = 0
ndo afeta qualquer conclusdo que chegamoﬂ Ainda, vale notar que em todos os cdlculos ndo fixamos

qualquer restrigé sobre A.

3.3.3 Relacoes exoticas de dispersao

Vamos, agora, discorrer sobre a diferenca entre o termo exético € um campo de gauge na equacao
de Dirac. Sabe-se que o grupo de gauge do eletromagnetismo é o grupo unitdrio U(1), um grupo de Lie
de dimensdo 1, cujos elementos podem ser representados por e’*(*), com A € R. Partindo da equacio
usual de Dirac (70, — m)¥ = 0, e agindo com uma transformagio 09, — 0, — A, encontra-se

iy*0, — 1y"0, + " A,, o que faz com que a equagdo de Dirac exdtica se torne
(iv"0, + " A, +iv"0,0 — m)¥ = 0. a7

Dessa forma, agindo com uma transformagdo de gauge A, — A, — 0,,AA, seria necessdrio ter A = 0
para absorver o termo exético em uma transformagio de gauge: em outras palavras, deveriamos ter
puramente imagindrio. No entanto, por constru¢do do termo exdtico, temos que ¢ € R, portanto ndo é
possivel ter um termo exotico agindo como um “deslocamento” no campo de gauge. O termo exdtico
e o campo de gauge possuem naturezas bem distintas. Ora, ambos sdo campos vetoriais, porém nao
existe “ajuste” possivel que faca com que o termo exdtico seja incorporado por um termo de gauge.

Além do fato de suas naturezas totalmente dispares, o campo de gauge e o termo exético levam a
distintas relagdes de dispersdo, enfatizando que 0,0 € um vetor mas ndo um campo de gauge. Daqui
em diante, investigaremos um foy model simples, mas eficaz, para evidenciar tal ponto.

Definindo

V(A +10,0) = A, (78)

temos que a equagdo (77)) nos fornece
(iv"0, — m + " A,)¥ = 0, (79)
Impondo uma solugio tipo onda plana

U = w(p)eFrr, (80)

a equacdo se torna
(£p —m+7"A,)w(p) = 0. (81)

Assim, de forma a obter uma solug¢@o nao-trivial para a equagao (81)), ndo pode existir uma inversa

19 Mantendo-se, logicamente, as mesmas hipéteses de w, jQ e ¢® constantes no tempo e 72, 62, 7 — 0.
20 Além de A(0) = 0.
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para (£p —m + vﬂﬁu). Certamente, pode-se escrever

. (Ep+m+ 6’}/“121“)
+p— FAN = _ _ 2

em que € € um parametro real. Dessa forma, reescrevendo o denominador, temos
PP —m?+2ep" A, + (1 —€)(my" A, + V”Auﬁ) +eArA, =0 (83)

como uma condic@o suficiente para se obter solu¢do ndo-trivial da equagdo (81). Agora estamos aptos

a considerar alguns casos particulares dessa equacgdo. Ei-los:
o A, —0:

Nesse caso, a imposi¢do (83) implica p?> = m?, ou seja, a relagio de dispersdo usual E? = p* + m?,

esperada para ondas planas.
e 0,0 — 0 (ou, de maneira equivalente, § constante):

Aqui temos que A, — A,,. Fazendo ¢ = 1, tem-se p> = m?> F 2p" A, — A2, que por sua vez, usando o
gauge de Coulomb, leva a
E*=m?+ (5 A)?, (84)

revelando um espectro nao usual para a solu¢ao de onda plana. De qualquer forma, é uma assinatura
factivel para solucdes de onda plana para férmions interagindo com um campo eletromagnético, sem

termo exotico.
° AM — 0:

Esse caso fornece
p* —m? + €0"00,0 + i[+£2ep" 9,0 + (1 — e)1*8,0(m + p)] = 0, (85)

e, entdo, ndo existem escolhas para e que leve a uma relacao de dispersado real. Note, entretanto, que
com € = 1 temos
p® —m? + 0"00,0 + 2ip"9,0 = 0 (86)

e uma topologia que gera ¢ tal que@ p"9,0 = 0 pode levar a uma relagdo do tipo p*> = m? — 9*09,,6.
Nessa situagdo, temos
E? = p* +m?® — 0"00,0. (87)

. .. - 5\ 0)2 .
Ainda, por causa da restri¢do p*d,0 = 0, temos que a relagdo E? = (%V—Q) deve ser considerada e,

eventualmente, utilizada para restringir o termo exético. De qualquer forma, o ponto relevante aqui é
que a relacdo de dispersao
2= +m2—024+V0-V0 (88)

21" Uma condigdo suficiente para p*9,0 = 0 é 8,0 ~ a,, a 4-aceleragdo.
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obtida nesse caso ¢ diferente daquela obtida na equac@o (84), a qual leva somente em conta a interagao
com o campo de gauge.

Finalmente, temos o caso em que todos os termos (o campo de gauge e o termo ex4tico) sdo nao
nulos, levando a uma diferente relacdo de dispersdo correspondente.

Apesar de simples, a andlise que acabamos de fazer aqui demonstra que existe uma possivel

diferenga observacional entre um operador interagente e um operador topoldgico na equacgdo de Dirac.
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4 ESPINORES RIM

A decomposicao espinorial de Inomata-McKinley (INOMATA; MCKINLEY], |1965) teve raizes
na busca pelo entendimento da fisica de neutrinos, no contexto da chamada geometrodinamica de
Wheeler (WHEELER| [1955)). Mais recentemente, essa decomposi¢io foi empregada para construir
espinores de Dirac, que sio espinores lineareﬂ por meio de uma equagdo dindmica ndo-linear chamada
Equacao de Heisenberg (HEISENBERG; |1984; NOVELLO, 2007a)), cujas solu¢des sdo conhecidas
como espinores de Heisenberg. Temos os espinores de Inomata-McKinley como uma subclasse destes
espinores. A referéncia (NOVELLO, 2007a) apresenta a constru¢do de espinores de Dirac em termos
de uma classe particular de espinores de Inomata-McKinley, os quais batizamos de espinores restritos
de Inomata-McKinley, ou espinores RIMﬂ

Na primeira se¢do deste capitulo iremos definir os espinores RIM e apresentar o método supracitado
de decomposi¢do de campos de Dirac em termos destes espinores. A segunda se¢do € nossa contribui¢cao
no que concerne a relacao entre espinores RIM e espinores exdticos. Mais especificamente, vamos
mostrar que tal relacdo é de incompatibilidade, ou seja, espinores exdticos ndo podem ser representados
como uma combinagdo de espinores RIM. Discutiremos, no dltimo capitulo, como este resultado
negativo tem forte impacto no estudo da topologia do proprio espagotempo.

Abrimos a terceira se¢@o com uma breve revisdo da chamada classificacdo de Lounesto. Depois, o
que se segue sao outras contribui¢des nossas, desta vez de teor mais algébrico, finalizando este capitulo.
De inicio, fornecemos um método de classificagio espinorial em classes de homotopia, condensados
na forma de dois teoremas, que enunciaremos e demonstraremos. Por fim, faremos uma completa
categorizacdo de uma subclasse de espinores RIM dentro da classificacdo de Lounesto: tal subclasse
¢ a mais completa possivel de espinores RIM neste contexto, pois se trata do conjunto de todos os

espinores RIM passiveis de se submeterem a tal classificacao.
4.1 O QUE SAO ESPINORES RIM?
Sabemos que a equagdo dindmica de Dirac € linear com respeito aos campos espinoriais,
(iv"0,, — M1,) P =0, (1)

em que M € um parametro de massa e I, € a matriz identidade de dimensdo 4. Chamaremos de espinores
de Dirac as solu¢des WP, A contrapartida ndo-linear, que chamamos de Equa¢do de Heisenberg, é

dada por
[iv"0), — 25(A + iB~) ¥ =0, Q)

—H —H o . : .
com A=V ¥ e B :=i¥ ~°U sendo os bilineares covariantes associados ao chamado espinor

de Heisenberg ¥, e s uma constante de dimensdo (distancia)?. A Equagio de Heisenberg (2)) pode

No sentido de que respeitam uma equagio dindmica linear, a Equacdo de Dirac.

2 O termo RIM vem do inglés restricted Inomata-McKinley.
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ser obtida variando-se a a¢do construida da lagrangiana

L= %%ﬂ@uqf - %aﬁfmf — s, ", 3)
com respeito ao campo espinorial (JOFFILY; NOVELLO, 2016; HEISENBERG;, |1984). Na referéncia
(DURR W. HEISENBERG; YAMAZAKI, 1959)), essa equacao ndo-linear foi profundamente investi-
gada sob simetrias discretas. Sem assumir qualquer simetria especifica para os espinores, mostra-se que
a propria equacao dindmica € invariante perante a acao de simetrias C, P e 7', além de transformacdes
de escala.

Mantendo a abordagem de comparar as dindmicas linear de Dirac e nao-linear de Heisenberg,
vamos falar de solugdes especificas das mesmas. Para o caso linear de um espinor de Dirac U”, uma

particular solu¢cdo (ondas planas) € caracterizada como
9, ¥P =ik, UP. “4)

No caso ndo-linear para espinores U, é possivel encontrar solu¢des (NOVELLO, 2007a) definidas

pela propriedade
9,9" = (aJ, + bK,~")¥", )

com a,b € C tais que 2s = i(a — b). Ainda, a condi¢@o de integrabilidade exige que tenhamos
Re(a) = Re(b). Um espinor W que satisfaz a condigio (5) é chamado de espinor restrito de Inomata-
McKinley, ou simplesmente espinor RIM.

O termo “restrito” foi cunhado por nés (BEGHETTO; SILVA| 2017) pelo motivo de que na
decomposicdo original (INOMATA; MCKINLEY] 1965) o primeiro termo do lado direito da Equacao
(5) € dado por K*7,7,y°. O mapeamento entre este termo e .J,, ndo € algo direto, sendo dado por meio
de um operador matricial nao-trivial, que chamaremos de G. Vejamos o procedimento:

A equacdo original é da forma

1 B _
8“\1/ = 56 (\I['Y)\'}%\I}) ’7A’Vu75qj —2€ (\117#75\11) V5V, (6)
~~ b

em que € € uma constante real. Assim,
0,0 = a(—i) K*p s + b(—i) K0 =
—— ——

a b
0¥ = aK*ny,75Y + bK, 5. (7)
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Comparando com a Equagao (5)), queremos que

K)‘%\%L%\If =eJ, ¥ = 8)
KA'y)\'yﬂ% =eJ,IG St
Ka7a7u75 = JMG (9)

Contraindo com J* pela esquerda, obtemos J*K*7,7,75 = J*G, que nos leva a
L e
G = -5 (J'E vamu7s) - (10)

Como {7,, A} = 21, podemos escrever YoY, = 3 [Ya, Yu + Mua- Com isso, e sabendo que J e K

sdo ortogonais, tem-se

1 ol 0
G: ﬁ (J“K 5[7(1,’}/“] +M ) Y5, (11)
e finalmente obtemos a forma explicita do operador que restringe os espinores de Heisenberg ao caso

particular dos espinores RIM:

1 o
G = 2—ﬂJ“K (Yoo V) 75 (12)

Agora, vamos apresentar o mecanismo utilizado na referéncia (NOVELLO, 2007a) para escrever
um espinor de Dirac U” em termos do espinor nﬁo—linealﬂ U# satisfazendo a condig¢do (5)), ou seja,
os espinores RIM. Tal mecanismo servird como protocolo a ser utilizado mais adiante. Enfatizamos
aqui que a decomposic¢ao € feita supondo-se um espaco-tempo £ com topologia trivial, no sentido de
ter um primeiro grupo fundamental trivial 7y (£) = 0. Com isso, exigimos que as correntes .J, e K,

devam ser irrotacionais (NOVELLO, [2007a). Assim, usando a notag¢ao J = v/ .J2, escrevemos

J, = 8,8, (13)
K, = 0,R, (14)
em que
S = — m) (15)
"~ G@ta)
1 A—1iB
R = (b—b)ln< 7 ) (16)

Colocadas as hipSteses necessdrias para se obter a decomposi¢io de WP, comegaremos escrevendo
UH em termos de suas componentes mao-esquerda W1 e mao-direita W4
1
2

Quando dizemos “espinor ndo-linear”” queremos enfatizar que este obedece uma equacdo dindmica ndo-linear.

U =0 + 0 == (I+7°) \IIH+%(I[—75)\IIH. (17)

3
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O procedimento adotado é o seguinte: vamos supor a existéncia de fun¢des F' = F(S,R) e
G = G(S, R) tais que as componentes mao-esquerda WP e mao-direita U£ do espinor de Dirac U

possam ser escritas como

vy o= e (18)
b = Cul (19)

O que queremos, entdo, para termos a decomposi¢do sugerida por meio das Equagdes e é
saber quais as propriedades das fungoes F' e G.

Da condigdo (5] temos

0,V = (aJ, +bK,") UL, (20)
0,V = (aJ, —bK,") UL, (21)

o que, utilizando as Equagdes (I8) e (19), nos leva a

OF OF

9,¥7 = (_a 5 Ju + E RI@) U? + (aJ, +bK,) V7, (22)
oG oG

80P = (%JN + ﬁKu> UL+ (aJ, — bK,) V. (23)

Multiplicando essas expressdes por iy* e observando a equagio de Dirac (I)), que deve ser satisfeita

por UP = UL + WL obtem-se as seguintes formas para F' e G:

1 - 1 - iM _
- _ (b _ e T (h —(a+a)S
F S —H)R+ {223 5 b)] S+ v , 24)
1 - 1 - iM _
= — J— y - _ —(a+a)S
G 2(b bR+ {225 2(6 b)] S+ (ot (‘1)6 . (25)

Portanto, substituindo as solugdes (24) e (25) nas Equagdes (18) e (19), finalmente temos

M J A—1iB
\I]D: 4 20 \DH ‘;[]H 2
eXp[(aJra)J]‘] (\/A—z'B LT R ) (26)

em que M é um pardmetro de massa vindo da equagio de Dirac, J* = exp [(22’3 - b;2b> S] , €
i 1 . . . ~ .
0= —Ths ((‘;)) Portanto, espinores de Dirac podem ser representados como combinagdes de espinores

RIM, que safistazem a equac¢@o ndo-linear de Heisenberg (2). Tal procedimento se mostra importante
para descrever fisica de neutrinos (INOMATA; MCKINLEY) |1965; NOVELLO, |[2007a).

4.2 DA OBSTRUCAO QUANTO A EXISTENCIA DE ESPINORES RIM EXOTICOS

Lembramos que, no caso de espinores exoticos, estamos trabalhando sobre uma variedade multi-
plamente conexa. A ndo-trivialidade da topologia da variedade afeta a conexdo de spin e, portanto, o

operador derivada. A dindmica do espinor exético, entdo, € alterada recebendo uma 1-forma extra 6,



67

que chamamos de “termo exético”. Em outras palavras, a conexdo relacionada ao espinor exético W
deve “sentir” a ndo-trivialidade. Assim, devemos construir novas condi¢des para as correntes levando

em consideracdo a exoticidade da topologia subjacente a tal variedade. Definindo a “corrente exdtica”

JH = TR, 27)

com ¥ = U'y% uma maneira de obter estas novas condicdes é verificando a forma do operador de
derivacdo que garanta a conservacao de J*.

Primeiramente vamos reescrever, para efeito de organizagdo, a equacio dindmica exodtica:
[i{(7"0), +~"0,0) — mI]¥ = 0. (28)
A equacgdo conjugada a esta pode ser escrita como
—i0, Ut (y")T — i019,0(v")" = mT. (29)
Multiplicando a Equacao por i7" pela direita, obtemos
0, U7 = imW — W, 00", (30)

Utilizando as equagdes e no calculo de 8Mj H= <6u\if> AT \ify“ (8,}11), tem-se que
(9,LJ~ M= —23M0\i/7“\f/, o que € equivalente a

(0, + 20,0)J" = 0. 31)

Como 6 é uma funcdo escalar em aberto, podemos redefinir 260 — 6 e escrever o novo operador que

mantém J* invariante como

¥, =8, +9,6. (32)

Note que a forma funcional deste operador ji era esperada, olhando para a equagao (28).
Dito isto, podemos seguir escrevendo a versdo exdética da condi¢ao RIM (5) simplesmente redefi-

nindo o operador derivada d,, — 9, + 0,0, obtendo
0,9 = (aJ, +bK,y° — 0,0)7. (33)

Dessa forma, as condic¢des (13)) e (14) de irrotacionalidade para as correntes (ndo mais validas em um

espaco multiplamente conexo) sao “atualizadas’

— 0,5 + 59,0, (34)
8#

Iy
K, R+ RO, (35)

com R e S sendo quantidades escalares. Vamos procurar a forma explicita de R e S. Utilizando a

4 Note que se fizéssemos 6 constante recuperiamos, corretamente, o caso usual.
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condi¢ao dada pela Equagao para calcular (9ij = (@L\i/) 7,,\1/ + \if%, (QL@) , encontramo
0,J, = (aJ, + bK,7° — 0,0)0,F + U, (a], + bK,~° — 9,0)0, (36)
ou de forma mais apropriada,
O, = (a+a)J,J, + (b+b)K,K, — 20,0,. (37)

Ao multiplicarmos a Equacao lb por J" pelo lado direito, temos que

Lo s 2 (38)
2 2(a+a) (a+a) ™"

Substituindo a defini¢ao na Equagdo , e notando que ag?f =0,In (j 2), obtemos:

20

In (%) + (a+a)

50,0 = 0, [—S + (39)

1
2(a+a)
Um fato advindo da Equacao (39) se faz crucial neste momento: note que a quantidade entre colchetes

do lado direito é um escalar, que vamos chamar de /. Ou seja,

20
(a+a)

1 -
Hi=-S+-—In(J?) -

2(a+a) “0)

Pode-se, logo, escrever 50,0 = 0,H, o que faz com que a Equagdo tome a conflitante forma:
Ju = 0,(S + H). (41)

O conflito se encontra no seguinte fato: o significado da Equacao € que ju € o gradiente de uma
quantidade escalar S + H, ou seja, € irrotacional. Porém, estamos atuando com espinores exoticos, o
que, sabemos, significa que é necessdrio termos a condigio dada pela Equagdo (34) como verdadeira
se quisermos manter o cendrio exdtico. De fato, partimos desta para alcancar aquela, o que nos leva a
questionar a validade da suposta existéncia de espinores RIM exoticos.

Vamos ver o que ocorre quando procuramos o escalar R. Com A = JheB = —\370123\11,
utilizando a Equacdo Ib para calcular a derivada 9, A = <8M\ff> b+ 0 0,0 ), obtemos

O, A= (a+a)J,A+i(b—Db)K,B —2(9,0)A. (42)
Analogamente, fazemos 8#3 =1 (8“&1) Y5 W + i\i% (Qﬁ/) , € a seguinte relacdo € obtida:

0,B = (a+a)J,B +i(b—0b)K,A—2(0,0)B. (43)

5 No artigo publicado por nés (BEGHETTO; SILVA| [2017) com este resultado, existe um sinal trocado envolvendo

o termo exotico. Felizmente, mantendo a paz de espirito do autor, este sinal ndo compromete em nada o resultado
alcancgado.
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Agora, atuando pela esquerda com K" na Equacao e com (—zf( *) na Equag@o , e somando

os resultados:

~ 07 ~ XK u pela esquerda
_——>

K*"(0,A —i0,B) = (a + a)K"J,(A—iB) + (b + b)K*(A — iB) — 20,0(A — iB)

K, = ! Du(A—iB) — (a+a)(A —iB)J, + 20,0(A — iB)

P (b+b)(A-iB)
N |A—iB|
J

em que J:=VJ2% A Equacao li nos informa que K . também € irrotacional, nos levando a um

conflito, dessa vez, com a Equagao (35).
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i| X % e usando Eq. (38)

1

oy ““”

Y

Portanto, as Equagdes (34) e (35) ndo sdo mais validas nesse cendrio exdtico, e acabamos de

demonstrar o seguinte Lema, vdlido em uma variedade com topologia ndo-trivial:
Lema 1. Espinores exéticos ndo podem ser representados por uma combinagdo de espinores RIM.

A prépria decomposi¢do RIM se apresenta fortemente dependente da trivialidade da topologia da
variedade base em que se estd trabalhando, algo refletido na condi¢do de irrotacionalidade das correntes.
E justamente nesse ponto que nosso resultado se apoia. Logo, o Lema (1) nos diz que, ao trabalharmos
com espinores RIM, estamos fixando a topologia do espaco-tempo como sendo trivial. Encontramos
entdo, como consequéncia de descobrirmos um sistema fisico que nao possui contrapartida exoética,
uma possivel ferramenta que auxilia no mapeamento da topologia do préprio espaco-tempo ou, mais
rigorosamente, na investigacao da trivialidade ou nao-trivialidade do grupo fundamental associado a

variedade espagotemporal.

4.3 ESPINORES RIM, HOMOTOPIAS E CLASSIFICACAO DE LOUNESTO

4.3.1 A classificacio de Lounesto

Usando as matrizes gama de Dirac v#, que s@o escritas na chamada representacao de Weyl como

o [ OI
Yo =7 = i 0 )

o [0 T ) keqon
Ik = = y K ) “y )
Y 8 5. O

I O
5 — _inO~ln2~8 — _ja0123 _ :
v TV Y (O —I[)

em que [ é a matriz identidade 2 x 2, O é a matriz nula 2 x 2, e o, sdo as matrizes de Pauli:

0 1 0 —i 10
g1 = ,O-: 70: 9
! 10 ? i 0 ’ 0 —1
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podemos escrever os chamados bilineares covariantes associados aos espinores: se W € um espinor,
entdo os bilineares covariantes associados a ele sao:

(i) A= UlyyWU, (um escalar),

(i) J = J,0" = Uy, 06", (um vetor),
(iii) S = S,,0" = 1UT4iv,, V6" A6, (um bivetor),
(iv) K = K,0" = ¥Ty5i701237,V6*, (um pseudovetor),
(V) B =—UTy7123¥, (um pseudo-escalar),

com {6*} sendo a base do chamado fibrado exterior A(M) associado ao espaco-tempo M, cujos
bilineares sao se¢des (LOUNESTO, 2001; BRITO; ROCHA, 2016). Os bilineares sdo vinculados
pelas chamadas identidades de Fierz-Pauli-Kofinki (FPK): definindo a estrutura multivetorial Z :=

A+ J+1iS — i70123K 4 70123 B denominada Agregado de Fierz, escreve-se as identidades de FPK

como
Z? = 4AZ, (45)
Zy 4 = 4J,7; (46)
2wl = 4S,7; 47
Zyoss = —4BZ; (48)
ZivoisVusd = 4K,Z. (49)

Lounesto (LOUNESTO, 2001}; SILVA; CAVALCANTIL, [2017)) criou uma importante categoriza¢io
para uma classe de espinores ¥ tais que W = Wi~ e J + 0, trabalhando com os bilineares covariantes
associados aos campos espinoriais. De fato, os vinculos estipulados pelas identidades de FPK levam a

chamada classificacdo de Lounesto, que categoriza os espinores W em seis classes disjuntas:
1) A#0; B#0.
2) A#0; B=0.
3) A=0; B#0.
4) A=0=B; K#0; S#O0.
5 A=0=B; K=0; S#0.
6) A=0=B; K#0; S=0.

Para as classes 1, 2 e 3, vale K, S # 0, e os espinores pertencentes a estas classes sao denominados

espinores regulares. As classes 4, 5 e 6 consistem dos chamados espinores singulares.
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4.3.2 Restricoes na representacio de espinores de Dirac em termos de espinores RIM

Vimos que o espinor de Dirac W pode ser representado em termos de componentes mao-esquerda
e mao-direita de espinores RIM. Agora queremos ver em que classe de Lounesto tal espinor se

encaixa. Para tanto, iremos escrever explicitamente seus bilineares covariantes em termos de W#,
Primeiramente, reescrevemos o espinor

A—iB
D :aﬂf( F = mg) , (50)

com o := exp [ 2Ré\(4 77 } Lembrando que as componentes do espinor RIM podem ser representadas

como U = 2(I+~°)UH e W = L(I — »5)¥¥, e denotando 3 := /L, obtemos

UP =aJ* [BI+4°)+ I —~")] v 51)

A equagio obtida é elegante e nos apresenta o espinor ¥ como “proporcional” ao espinor ¥ sendo
uma forma ttil quando formos calcular os bilineares associados a ¥2. Durante o processo, iremos

precisar de um importante resultado sobre niimeros complexos:

V= VRl (52)

isto €,

Re(vz) = Vo] REG Ly = ) (53)

(2 + [2])] (2 + [2])]

para z € C. O primeiro passo € calcularmos (\I/D ) T, o que nos fornece

(w2 = (pH) {m [(J + A) + BY’] } (%) ta . (54)

Feito isso, com (]3_1[) em maos, apds alguns célculos longos construimos os bilineares covariantes

associados ao espinor de Dirac ¥7:

Ap = Tupn¥" [(A +J—-B) I+~ + A+ T+ f)(A —iB) (I— 75)] o (55)
By = iTiapy¥"” [(A S Y ks ?(A —iB) - 75)] v (56)
It = Tapy¥" [(A +J+ B)([I+4°) + (A+J- 5)(’4 —iB) (I— 75)} v (57)
K = —iTiapy P {(A +J+B)(I++°) - A+ 7- i)(A —iB) (I— 75)} o (58)

em que definimos o escalar T ap ) = € C para deixarmos as equacdes mais inteligiveis.

2
JT A (A—iB)
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Resta-nos agora inspecionar a nulidade dos bilineares obtidos. Antes note que, por construcao,
ndo € possivel termos A = 0 e B = 0 simultaneamente, ou seja, os espinores RIM sdo regulares. Em
particular, isso implica que ndo podemos ter A — iB = 0. Salientamos também que J = VA% + B2 #
0.

Dito isso, podemos continuar: vamos provar que

Lema 2. Todo espinor de Dirac atuando em um espaco-tempo usual (ou seja, com topologia trivial)

escrito em termos de espinores RIM pertence a classe 1 na classificacdo de Lounesto.

Demonstragdo. Primeiramente, observemos que, como (I £ ~°) s@o ambos ndo-nulos e linearmente
independenteﬁ s6 nos resta termos simultaneamente nulos A + J — B e A + J + B para obtermos 0s
bilineares todos nulos.
Comecemos supondo que
A+J—-B=0 (59)

nas Equagdes (55}{58). Desse modo, temos que A + J + B = 2B. Para obtermos A+ .J + B = 0
devemos ter B = 0, que nos leva a condi¢gdao A + J = 0. Entretanto, vimos que se B = ( entdo
necessariamente A # 0. Ora, como .J # 0, temos A + J # 0 (de fato, olhe a expressdo de T{45.)), 0

que evidencia uma contradi¢do! Logo, devemos ter
A+J—-B#0, (60)

e nesse caso nenhum dos bilineares associados a UP é nulo.

Por outro lado, analogamente vamos supor, nas Equagdes (55}58), que
A+J+B=0. (61)

De forma direta, obtemos que A+ J — B = —2B. Logo, para termos A+ J — B = 0, se faz necessario
impor B = 0, o que leva a condicdo A + J = 0. Novamente, o procedimento deixa explicita uma

contradicao! Ou seja, nesse caso temos
A+J+B#0, (62)

e novamente nenhum bilinear é nulo.
Como esgotamos as possibilidades de tentativas de encontrarmos bilineares nulos, o lema esta

demonstrado. ]

Uma demonstragao alternativa e mais curta pode ser feita da seguinte maneira: como observado, a
unica forma de termos todos os bilineares igualmente nulos € impondo que A+J—B =0= A+J+B.
Isso levaria a termos necessariamente B = 0, e s6 nos restaria termos A + J = 0, o que vimos nao ser
verdade. A demonstracdo que apresentamos anteriormente € a feita no trabalho original (BEGHETTO;
SILVAL 2017).

6

De fato, tais grandezas formam os operadores quirais de projecao % (]I + 75), que dao origem as componentes mao-
esquerda e mao-direita de um espinor.
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4.3.3 Espinores de Dimensao de Massa um e espinores RIM

De forma andloga ao que foi feito para espinores de Dirac, vamos analisar a possibilidade de
escrevermos um espinor de dimensao de massa um (ou, simplesmente, espinor MDO) (AHLUWALIA;
GRUMILLER, 2005; AHLUWALIA-KHALILOVA; GRUMILLER| 2005; AHLUWALIA, 2017) em
termos dos espinores RIM. Continuaremos lidando, entdo, com a equagdo nao-linear de Heisenberg,
porém nio mais com a Equagio (I)) para U”: os espinores MDO, ), nio satisfazem a equagio de
Dirac, mas uma equagdo “tipo-Dirac” (AHLUWALIA-KHALILOVA; GRUMILLER| 2005) da forma

(i7"9,E £ mI)A\ A () = 0, (63)
em que o indice inferior 4 simboliza a helicidade h = {+, F} e o indice superior S/A nos diz
se o espinor € autoconjugado ou anti-autoconjugado, respectivamente, com relacao ao operador de
conjugacdo de cargaﬂ C. Finalizando a apresentacdo desta nova equagdo, temos que o operador = é
dado, em forma matricial, por (SILVA et al., 2016))

i(E—pf;w)ew’ —z‘pniine 0 0
== I (64)
0 0 —zprzme e prcri)se)e ¢
0 0 w W

em que p = |p|. Tal operador satisfaz Z* = I e [=,v*p,] = 0.
Como pode ser visto na referéncia (SILVA et al., 2016)), € possivel construir uma base para o
caso de espinores MDO usando élgebra de Clifford, da seguinte forma: para qualquer elemento I'

pertencendo a tal dlgebra, as relacdes de FPK sao
i T 00) = (v TA)AL — (O T )75, (65)
emque I' € {I,v5, v,, Zv57,Z}. Destas relagdes, obtem-se
J? = A? + B?, (66)
e também

(M ZBYEA)Y M = (Aw Z%EM) A — (A E20) 500,
= (A V5AR) AL — (An An) V5 An- (67)

E também possivel se mostrar que

E9) =0, {5} =0 ¢ E2=1
7 Ouseja, CAS = 425 e CAf = -7
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e com isso podemos escrever

(An EVsVuEAh)7“75>\h = —(\ 575%575/\@7“)%
= (A 7SN M. (68)

Finalmente, usando as relacdes e (68)), obtemos

JA"AL = (A—iB)Ag, (69)
I \r = (A+iB)AL, (70)
K *A, = —(A—iB)Ag, (71)
K" r = (A+iB)AL. (72)

Agora que apresentamos (pelo menos no nivel necessdrio para o que segue) o espinor MDO A,
damos inicio ao nosso processo de decomposi¢do do mesmo em termos de U7, Vamos seguir o mesmo
protocolo visto para o caso do espinor de Dirac na Segio (.1).

Podemos representar um espinor MDO como

1
S(I— PN, (73)

A = (11+ N g

C NS 5/A,
isto €, decompondo-o em componentes mao-direita A R{ e mao-esquerda A}’ /

1

A = 50— vs) A4, (74)
1

Xt = SN (75)

Vamos supor a existéncia de grandeza F e (G tais que
S/A _ F G
Ab efyp, +eYr, . (76)
o que nos leva a escrever as componentes do espinor MDO como

At = efyll | 77)
NJA = Gyl (78)

Aot 4 e IO . 5/A
O préximo passo € encontrar as formas explicitas das fungdes F' e G de modo que o espinor )\h/

satisfaga a Equagdo (63). Derivando as componentes X}’ /A e v /4 obtemos
sja_ (OF dF S/A | S/A
;! _<85J SR )AL+ (a4 D], (79)

8 O simbolo * ~ "sobre F' e (7, embora comumente usado para representar o campo dual de ), estd sendo usado aqui

simplesmente para denotar as fun¢des relacionadas ao espinor A na tentativa de decompd-lo em termos de espinores
RIM, e nao possue nenhuma ligacdo com o dual do campo espinorial.
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S/A 8 é a é S/A S/A
DN, = (%JM + ﬁKﬂ) N (ad, = bE)NY. (80)

Agora faremos uma observacao sobre a notacdo utilizada: a partir daqui iremos trabalhar, de forma
abstrata, somente com o espinor \y. O motivo é simples e justificdvel: o contetido fisico se mantém
para todos os outros espinores MDO. Dito isso, podemos seguir em frente.

Lembrando da Equagdo (63), multiplicamos as Equagdes e por iy* e obtemos

. . [(0F OF o (oc dG
iV"o,N; = i(A—iB) <¥ —Sp+ (a — b)) A%, +i(A+1iB) (ﬁ ~5p + (a — b)))\fh
= mZE\;. (81)

Vamos suprimir a nota¢do para o operador =, dado pela Equacéo (64), e representa-lo na forma

= 0
7 82
( O = ) (82)

com O sendo a matriz nula de tamanho 2 x 2. Usando as relagdes (69)-(72), consegue-se o seguinte

(1]

conjunto de equagdes:

OF OF

{(A —iB) (a—g - a—g + (a— b))]I + imEll A%, =0, (83)
0G 06

[(A +ib) (a_g + 3—g + (a — b))]l + imE2} A7, =0. (84)

Ap0s cilculos diretos, porém longos, as solugdes para as fungdes F=F (S,R)e G=G (S, R) sdo

dadas por
- , psin (A + iB)e~2a+@)S
= —2isR+ 8
Fi (S,R) isR a+a) : (85)
- , psinO(A — iB)e~2e+@)S
= 42 + 86
G+ (S, R) +2isR 2+ ) (86)
Lembrando que S = @ In v/ J2, temos
J2 — eQ(a-i—&)S‘ (87)
Usando A +iB = ﬁ e a Equagdo (87) nas solugdes (83) e (86), as reescrevemos na forma
A 1 1 psin 6
Fo _ = _ 88
‘ ﬂeXp[ 2(a+&)(A—iB)}’ (88)
. 1 psinf
G- — 9 _Z 89
¢ e“{ 2m+dxA+M%} (89)
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com ¥ = e?*F_ Usando andloga prescricdo para as outras solucdes, obtemos a forma geral:

a 1 1 psin 6
Fe = = +- 90
‘ ﬂeXp[ 2(a+&)(A—7jB)}’ ©0)
- 1 psin 6
G+ = 9 +— : 91
‘ eXp{ 2(a+a)(A+z'B)] Ob
Assim, finalmente escrevemos os espinores MDO em termos de espinores RIM como
1 psin 6 H psin 6 I
An = — + ) 0 + G 92
h ﬁeXp{ 2(a+a)(A_¢B)] Lt eXp{ Yata) At | e O

ou ainda, substituindo p por m,

J r m sin 6 A—iB\’ msin @
= (/- + vH n ol
! ( A—iB> eXp{ 4Re(a)<A—iB)} L+( J ) eXp[ 4Re(a)(A+z’B)] 73

m(a)—Im(b) _ =2
Im(b) Im(b)

mencionado de tais espinores se diferirem apenas por uma fase global.

em que p = I Note que omitimos os indices superiores S/A de A pelo fato ja

4.3.4 Spinor-plane e funcoes homotopicas

Usaremos o termo “RIM-decomponivel” para o espinor que pode ser escrito em termos dos
espinores RIM. Dito isso, vamos comecar com a definicdo do tipo de espaco com que passaremos a
trabalhar.

Definicao 55 (Planos espinoriais (Spinor-planes)). Denotaremos por I1% o espago bidimensional tal
que o conjunto B = {V WY formado pelas componentes méo-esquerda e méo-direita do espinor
RIM V¥ forma uma base. Analogamente, denotaremos os espacos 11° (com base D = {¥? ¥}
sendo formada pelas componentes do espinor RIM-decomponivel de Dirac ¥P) e TIM (com base
M = { AL, Ar} consistindo nas componentes do espinor MDO RIM-decomponivel \). Estes espagos

serdo chamados de planos espinoriais, ou spinor-planes.

Assim, as Equacdes e (93) sdo exemplos de espinores RIM-decomponiveis e, por consequéncia,
de espinores representados no espaco 1177 via base B.

Visando uma melhor organiza¢do do texto e das equacdes que se seguirdo, vamos fixar a seguinte
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notagdo para os nimeros complexos inseridos nas decomposigdes ja feitas nas Se¢des (4.1) e (¢.3.3)):

B iM
@ = “pha+@J}
B = JQU,
J
O = Vi
J P
<= ( 44—iB> ’

- +msin 6
©vo= e LLRe(a)(A—z’B)]’
B +msin @
¢ = eXp{4Re@U(A—%iB)}'

(94)
(95)

(96)

o7)

(98)

99)

Dessa forma, observando as equagdes dos espinores RIM-decomponiveis (26)) e (93), podemos escrever

suas COl’l’lpOl’lGl’ltCS como

P = aBsvl,
v = apstul,
A = ewWl
A\ = e U
Isso nos leva a
AL = Xl\ljgu
AR = X2\I’g,
U7 =X AL,
\Ilg = X2_1)\R7
com os coeficientes definidos por
Y1 = ewd 't
X2 = €' a,

(100)
(101)
(102)
(103)

(104)
(105)
(106)
(107)

(108)
(109)

sendo obviamente inversiveis. L.ogo, estes coeficientes e suas inversas sdo as ferramentas-chave que

produzem mapas entre os espinores RIM e de Dirac e entre os espinores RIM e MDO. Apds célculos



diretos e um pouco longos, chega-se a uma forma explicita destes coeficientes complexos:

X1

X1

X2

Xz

J
—1B

SN

—1iB

N
<

—1B

<~ <

s

—1B

Desse modo, obtem-se

Se definirmos as matrizes

M

N

NN NN

| =D~

msin 6

2(A—iB)

msin 0

oA —iB)

m sin 6

24+ iB)

m sin 6

oAt iB)

facilmente verifica-se que M N = NM =1, isto é, N = ML

Entdo, acabamos de provar o seguinte Lema:

—i (Im(a) InJ + %)

+i | Im(a)

(
~i (i
(

+i | Im(a)

[x1(T+ %) + x2(I = 7%)] U7,

T T+9°) + x ' T =7)] A

a(l+77) + xa2 (1= ,

XTI+ %) +x3 ' T =A%),

|
|
|
|

?

Y

I

78

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

Lema 3. Sejam pp € 11 e o, € ITM. Entdo existe um isomorfismo linear M : 1P — TI™, dado

por meio do operador M = 5 [x1(I+~°) + x2(I —7°)], tal que

(118)
(119)

O Lema [3| mostra um mapa algébrico bijetivo linear entre classes especiais de espinores MDO e de

Dirac, isto €, quando ambos sao RIM-decomponiveis.

Note que um procedimento andlogo pode ser feito entre todas as outras combinacdes de spinor-

planes. Desse modo, usando a notagdo (v, w) 4 para as coordenadas de um dado espinor em uma base

A de um plano espinorial IT4, para A € {B, D, M}, pode-se representar ¥, U e )\ como

UH = (1,1)p
UP = (aBs,aBs s = (1,1)p
A= (ew, e '0)p

= (Xl; X2)D

(Oé_lﬁ_l(s_l, a_15_15)p — (E—lw—l

= (171)/\/1-

1)/\/[7

’ EC_l)./\/h

= (i xe

(120)
(121)

(122)



79

Precisamente, a constru¢do dos operadores (inversiveis) L : 11 — II” and Q : I — [I™ leva a

representacOes matriciais da forma

1
L = 5 [(@B0)I+7%) + (aBd™)(I -], (123)
1

Q = [T+ + @ OI-")], (124)

tais que
vl = Lo (125)
LA (126)
A= QuT, (127)
vto= Q7' (128)

[lustramos a ac¢do destes operadores por meio do diagrama comutativo abaixo, que evidencia os

isomorfismos entre os planos espinoriais estudados:

M — i (129)
M

Logo, de forma geral, podemos enunciar o seguinte resultado:

Lema 4. Suponha a existéncia de um plano espinorial 1I° com base formada pelas componentes
mdo-esquerda e mdo-direita de uma dado espinor 1 = 1 + 1. Se Y pode ser decomposto em termos
das componentes de pelo menos um dos espinores W WP oy \ com ambos coeficientes ndo nulos
(em outras palavras, com a decomposi¢do sendo inversivel), entdo ele pode ser escrito em termos de

qualquer um dos outros espinores, i.e., 11° = 17 = T1P = I,
Demonstragdo. Trivial, simplesmente usando os resultados do Lema [3|e as Equagdes (125]-[128). [

Note que o Lema [3]é um coroldrio do Lema[4]
Vale destacar aqui que M, () e L como apresentados no Lema 3 e nas Equacoes (123) e (124) sao
todos operadores representados por matrizes diagonais (tais quais, obviamente, suas inversas). Isso se

d4 pela prépria natureza dos operadores quirais de projecdo, e assim definimos:

Definicao 56 (Espaco dos operadores). Definimos 0 como sendo o espaco de todos os operadores
matriciais R tais que v = Ry, com 1, ¢ sendo espinores RIM-decomponiveis. O espaco M tem o
conjunto de operadores de projecdo {%(H +7°), %(]I — 75)} como base, agindo com combinagées com

coeficientes complexos para formar os elementos de N, i.e.,

1 1
VREM,HCl,CQ E(CIR201§(H+’}/5)+62§(H—’}/5). (130)
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Explicitamente, R = diag(cs, c2, 1, ¢1).

Deve estar claro que, quando ¢, ¢ # 0, todo elemento R = diag(cs, co, ¢1,¢1) € 9 € inversivel,
com diag(c; ', eyt ept,et) = R € M.

Finalmente, dado o aspecto de todos os planos espinoriais, podemos entendé-los como sendo, de
fato, o mesmo espago, com as matrizes M, L, () e suas inversas sendo os operadores de mudancga de
base entre as bases B, D e M. Ainda, vimos que isso é valido para toda matriz R € 9 com outra
base do plano espinorial. Dessa forma, podemos compreender o espaco )t como sendo o espago de
todos os operadores de mudanca de base no spinor-plane.

Logo, encontramos um espaco bidimensional de todos os espinores que podem ser decompostos
em termos de espinores RIM (dadas suas componentes mao-esquerda e mao-direita que formam uma
base nesse espago), equipado com um espago dos operadores de mudanga de base. Continuemos, pois,
nossa investigacgao.

A referéncia (NOVELLO, 2007a) analisa cuidadosamente o dominio dos parametros a € b da
Equacio (5)), procurando evitar singularidades nos potenciais S e R. Escrevendo os nimeros complexos
a = age’®* e b = bye*? em suas formas polares, pode-se separar todos os valores possiveis para estes

nimeros em seis, € somente seis, dominios disjuntos:

0 = Wiez,
Q, = Wy 2,
Q = Wy®Zy,
Q = Wye® 2y,
Qs = W3® 2y,
Qs = W3R Zs.

Os intervalos sdo definidos como W = (0,%), Wo = (5, 7), W = (7, %), Wy = (3,2n) para
¢1, com andloga defini¢cdo para 7y, Z,, Z3 e Z4 como intervalos de ¢,.

O ponto aqui € que, para diferentes escolhas de a e b nesses seis dominios, pode-se construir
diferentes configuracdes espinoriais. Procurando deixar mais clara nossas explicacdes, definimos a

seguir o espago-s:

Definicao 57 (Espaco-s). Seja () = Ule Q; o espaco de todas as escolhas plausiveis dos parametros

i(a—b)
2

(¢1, ¢2) para a = a(¢y1) e b = b(po) que definem a constante de Heisenberg s =
RIM (b)) da Equagdo de Heisenberg (2). Chamaremos Q) de espago-s.

para a solugdo

Agora podemos introduzir uma outra interpretacdo do plano espinorial, mais poderosa: ao fixarmos
uma base nesse espaco, digamos, B, podemos entender que estamos na “cépia RIM” do spinor-plane.

Nessa c6pia, o espinor U é uma funcdo linear: mais precisamente, tal espinor é a funcio identidade

yu(z) = z. Ainda nessa mesma “cépia RIM”, temos W* dado pela fungdo yp(z) = (452) z, e A por
yr(z) = (452) “% w=1¢x. Para ambos os casos de Dirac e MDO, temos a varidvel 2 sendo definida

via espago-s €, isto é, © = x(a(p1), b(¢p2)), e também y = y(a(¢p1), b(¢2)). Entretanto, uma vez fixado
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o par (¢1, ¢2) € €2, todas as coordenadas no plano espinorial para todo espinor é um par (z, y(z)) em
cada base.

Em outras palavras, os espinores U7, \ e U” (dependendo de com qual base estamos trabalhando
no plano espinorial) sdo fungdes implicitas de a e b (ou, via espaco-s, de ¢; e o). Ou seja, tais

espinores se comportam como funcdes do tipo

B : Q —>HH

(D1, 02) = (f1, f2)B, (131)

com f1, fo sendo fungdes complexas do par (¢1, ¢2) € £2. Analogamente, podemos definir as aplicagdes
op : Q — P e pp : Q — IIM. De fato, isso é claramente vélido para todo espinor no spinor—planﬂ

Devemos deixar claro que ambos U e )\ sdo funcdes lineares (alids, a fungio identidade) quando
representados em suas “préprias copias” do plano espinorial (ou seja, quando escritos em termos das
bases D e M respectivamente). Com efeito, isso é verdade para todo espinoﬂ 1, como apresentado
no Lemaf] Seguindo esta ideia, pode-se enxergar as mudangas de base neste espaco como sendo uma
deformacdo dos pontos (que sdo fung¢des) no plano espinorial, conduzindo-nos a tentativa de construir
uma homotopia nesse espagco. Porém, antes de iniciarmos tal procedimento, precisamos primeiro
notar que cada ponto no spinor-plane (em cada base fixada) pode ser escrito como (x, y(z)), em que
y : C — C. Percebemos, ento, que cada y = y(z) é uma funcdo entre espagos topoldgicos, uma vez
determinado x(¢1, ¢2), 0 que nos permite, de fato, pensar em homotopias. Agora podemos dar inicio
ao processo de construgdo de tal aplicagdo com seguranca.

Para comegarmos, tomemos como exemplo o espinor de Dirac ¥, e o representemos como

(z, f(z))p = (z,9(x))s. Logo, sabemos que f(z) = z e g(z) = (45%) 2. O préximo passo é
encontrarmos uma aplicacdo continua da forma
H:Cx[0,1] = C, (132)
tal que H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(z) para todo x. Definindo
H(z,t):=(1—=1t)f(x) +tg(x) = ll +t (A_TlB - 1)] x, (133)

vemos que tal aplicagao satisfaz as condi¢des que queremos, e uma resultado notdvel surge: para cada
valor fixado j € (0,1), a fungdo H(x, j) = H;(x) induz uma representagdo para o espinor W2 como
um par (z, H;(x)) 4 € 11", o qual corresponde a uma “cépia intermedidria” I1* do plano espinorial ou,
de forma equivalente, fornece uma base A = {4 U4} do spinor-plane correspondendo a defini¢io
de um “espinor intermediério” U4, Notando esse fato, e lembrando do resultado do Lema@ podemos

enunciar o teorema a seguir:

Teorema 2. Sejam [ = f(z) e g = g(x) fungdes tais que (z, f(x))a, € (z,9(x)).a, representam o

mesmo espinor no plano espinorial em diferentes bases Ay e A,. Entdo, é possivel construir uma

?  Isso é garantido pelo Lema

10 Isto &, I1° > v = (z, x)s no spinor-plane.
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homotopia H(x,t) entre f e g que define uma familia infinita de espinores RIM-decomponiveis U™,
com cada espinor sendo representado pela fungdo identidade se a base A; = {\Ilﬁj , \I/gj} é utilizada

(ou, equivalentemente, cada espinor é representado por (x,x)4;) para cadat = j € [0, 1] fixado.

Neste momento se faz ttil uma observacgdo: claramente pode-se construir todos os espinores no
plano espinorial simplesmente escolhendo um par de nimeros ComplexosE] (c1,c2) e escrevendo
explicitamente, por exemplo, ¥ = cllllf + Ul = (c1,c2)p. Porém, ao utilizarmos o resultado do
Teorema 2] podemos deformar continuamente as fungdes-coordenadas entre dois espinores especificos,
em vez de somente escolher, sem qualquer critério, nimeros complexos como sendo as coordenadas.
Em outras palavras, apresentamos um método que nos permite obter familias de espinores relacionados
entre si por fungdes pertencendo as mesmas classes de homotopia.

Ainda, podemos enunciar um outro resultado, dessa vez no que se refere a homotopias e espinores

em uma base fixada no plano espinorial:

Teorema 3. Existe uma relacdo de equivaléncia homotopica entre quaisquer dois espinores 1 e p que

podem ser escritos em termos de espinores RIM.

Demonstragcdo. Olhando para a Equacao , 0 que ocorre é que para cada par (¢1, ¢2) € 2 fixamos
um nimero complexo = = f, e assim é determinado um outro nimero complexo fo = fo(f1) = fo(x)
para formar o par (f1, f2) que representa um espinor em uma dada base do plano espinorial. Portanto,
com o espago-s {2 agindo com um espaco-suporte na constru¢ao do conjunto de todos os nimeros
complexos permitidos z, podemos entender cada espinor 7 em si como um mapa entre espagos

topoldgicos:

p:C — C?
x = (z,y(x)). (134)

Desse modo, podemos agora construir uma homotopia G 4 : C x [0, 1] — C? entre dois espinores

Y = (z,yy)a e ¢ = (x,y,)4 em uma base fixada A, dada por

Ga(z,t) = (x,(1 —t)yy + ty,). (135)

E evidente que, em uma base fixada A, temos G 4(7,0) = (7,y,) = ¥ e Ga(z,1) = (z,y,) = ¢
Portanto, G4 explicita uma relagdo de equivaléncia entre os préprios espinores ) e . [

Novamente, facamos uma observagdo: poderiamos simplesmente construir “a mdo” espinores no
plano espinorial definindo pontos com a ajuda do espago-s {2, mas o forte resultado do Teorema
nos permite obter representacdes (z,y(x)) de espinores, em uma dada base, que sdo deformagdes
intermedidrias de dois espinores (homotopicamente relacionados) conhecidos. Ou seja, pode-se aqui
pensar em classes de equivaléncia homotdpica de campos espinoriais.

Finalizamos esta subse¢do comentando que existe um teorema que diz que, se A é um subconjunto

convexo de R e X € qualquer espaco topoldgico, entdo duas aplicagdes continuas f, g : X — A sdo

1" Com tais niimeros dependendo dos valores no espaco-s.
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homotdpicas. Nossos dois teoremas aqui apresentados mostram um resultado particular (ainda que
notdveis) deste teorema ja conhecido: essas aplicagdes f e g, com uma escolha conveniente de espacos

X e A, podem representar espinores.

4.3.5 Sobre a decomposicao RIM e a classificacio de Lounesto

E bem sabido (NOVELLO, 2007a; BEGHETTO; SILVA, 2017) que espinores RIM U s30
necessariamente regulares, no sentindo da classificacdo de Lounesto. Isso se faz claro quando olhamos
para a equacgdo que rege sua dinamica: mais detalhadamente, caso os espinores RIM pudessem ser
singulares, seria possivel termos A = 0 = B (com A = UWHUH ¢ B = jUH~SUH) porém nesse caso
a Equacdo de Heisenberg (2), que é ndo-linear, se reduziria 8 Equacao linear de Dirac (I). Por isso, a
possibilidade de termos somente um dos bilineares A = 0 ou B = 0 (isto é, espinores RIM tipo-2 ou
tipo-3) parece perfeitamente plausivel, pois em ambos os casos o aspecto ndo-linear da equagdo de

Heisenberg seria mantido. Entretanto,

Lema 5. Os espinores RIM V! sdo necessariamente tipo-1 na classificacdo de Lounesto (ou seja,
A, B #0).

~ . . = —1 s
Demonstragdo. Primeiramente, note que R = (b — b) In (AT’B

(b —b) # 0. Com efeito, observando a Equacio (T4), se assim ndo fosse terfamos que K u — 00, NOS

), 0 que em particular significa que

levando a um resultado ndo-fisico. Agora, a referéncia (NOVELO) afirma que J, e K, constituem
uma base para os vetores construidos pela derivada 9, operando em funcionais de U#, e dessa forma

tem-se as seguintes equacdes (vélidas para qualquer p):

A = (a+a)AJ, +i(b—b)BK,, (136)

9,B = (a+a)BJ,+i(b—b)AK,. (137)

Suponha, entdo, que A = 0 e B # 0. Logo, a Equagao nos fornece 0 = (b — B)BKM, 0 que
¢ uma contradi¢@o, pois U# € um espinor regular e ndo podemos ter K,, = 0, Vu. Portanto, U#
ndo pode ser tipo-3. Continuando, supondo agora que A # 0 e B = 0, a Equacdo nos indica
que 0 = i(b — b)AK,,, que é uma andloga contradicdo, nos levando a concluir dessa vez que ¥/ ndo
pode ser tipo-2 pela mesma razdo que o caso anterior. Ora, concluimos portanto, em definitivo, que

A, B # 0 e U ¢ um espinor regular tipo-1. [

Perceba que, enquanto anteriormente vimos que os espinores de Dirac RIM-decomponiveis sdo
necessariamente do tipo-1, agora mostramos que os proprios espinores RIM também o sao.

Podemos extrair mais informagdes sobre os bilineares A e B da forma explicita do potencial escalar
R. De fato, notemos de inicio que (A —iB) # 0e J = V/J2 # 0. Dessa forma, lembrando que
J? = (A —iB)(A +iB), concluimos também que (A + iB) # 0.
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Agora, representemos um espinor RIM como

(4%
v
g = | "2 (138)
Way
Wao
em que cada componente ¥;; € C. Vamos definir as grandezas
Al = \1131\1/11 -+ @;2\1112, (139)
AQ = \I’E\Pgl -+ ‘ijz\lfgg, (140)

com 7* sendo a notacdo para o conjugado complexo de r € C. Logo, lembrando da definicdo dos

bilineares e usando a representacdo dada pela Equacao (138)), ndo ¢ dificil verificar que

A - A1+A2, (141)
B = i(-A + A). (142)

Com isso em maos, como A, B # 0, concluimos que

Ay # LA, (143)
Além disso,
A—iB=2A#0 = Ay #0. (145)

Estas condi¢Oes se revelardo fortes restricdes no estudo dos bilineares covariantes associados aos
espinores RIM-decomponiveis, que € nosso foco a partir de agora, até o fim deste capitulo.

Seja v = 11, + ¥r um espinor RIM-decomponivel. Sabemos, entdo, que existe uma matriz
R € M tal que v» = RUH . Nesse caso, podemos escrever R = diag(ry, 1,72, 79) com decomposi¢io
Y =W + ry U Suponha ainda que o dual desse espinor seja construido ao estilo que chamamos
de “dual de Dirac’ 1 = 9%, Vamos representar os bilineares covariantes associados a ¢ como
Ay, By, Jy, Ky, Sy, todos definidos conforme as estruturas apresentadas na Segao[4.3.1]

Queremos categorizar todos os espinores RIM-decomponiveis na classificacdo de Lounesto. Para
tanto, inicialmente precisaremos saber as condi¢des que garantam J,, # 0, pois essa € uma imposi¢ao

da classificagdo. Como ¢» = RU*, podemos escrever as componentes de J,, como

Iy = (ORI RO, (146)

12" Definir o dual de um campo espinorial dessa forma é o procedimento padrio. Inclusive, para um espinor ser passivel de
ser classificado via Lounesto, o dual deve ser definido assim.
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para ;i € {0, 1,2, 3}. Representando, agora, o espinor RIM como

g
gl — | ! 147
<%>, (147)
W,
P 14
j (\Dﬂ), (148)

em que

para j € {1,2}, obtemos o seguinte:

Joo= [P+ [ fral?, (149)
Jy = =[P (W0 + U5 Wis) + [ (U5, Va1 + U5, W), (150)
Ty o= i [P (P00 — U5 Wig) + [rof* (05,0 — W5, Wa)] (151)
Ty = =m0l = W) + |10 — [@aal). (152)

Deve-se procurar as condi¢des que levem a J{; =0, Vu € {0,1,2,3}, simultaneamente. Estas
formar@o as exatas condi¢des que deveremos evitar. Assim, devemos verificar as componentes Jf/j uma

por uma. Bem, para obter sz = 0, temos trés opcoes:
(1) r1 # 0,79 = 0e |¥;|*> = 0 (0 que, por simetria, é equivalente a ry # 0, r; = 0 e |¥y|? = 0).
(i1) |12 =0 = | Uy

(131) 7 =0 =ro.

Claramente, r; = 0 = r5 ndo € uma opg¢ao permitida, pois levaria simplesmente ao espinor nulo. Note
que a opgdo (i) nos guia a W = ( = 1), por isso a descartamos. Agora temos que analisar o caso

da opgdo (i). De fato, verifica-se sem dificuldades que esta op¢do leva simultaneamente a termos as
equagdes (I49H152)) todas nulas, isto &,

Jy =0 (i), (153)

para espinores nao-nulos. Portanto, concluimos que a condicdo (i) é a que deve ser evitada.
O escalar Ay, = Y1) e o pseudo-escalar By = i1hy°1) podem ambos ser escritos em termos das
quatro componentes da representagio (138) de ¥ como segue:

Ay = (rrg) (U5 Wiy + W Wia) + (r172) (U] o + Wi, Was), (154)
By = i[=(rr3) (P Ui + W5 Vio) 4 (ri7r2) (V1 War + Wiythn)] - (155)

Uma observagao interessante para o caso particular de 71,7, € R (em outras palavras, se I? € real)
¢ que temos que Ay = (rry)A e By = (1) B, ou seja, Ay, x Ae By o B. Assim, notamos que
Y =r W 4+ ry Ul € sempre tipo-1 quando ry, 75 € R — {0}.

Continuando, para termos 1) como um espinor RIM-decomponivel, temos duas opgdes: 71,75 # 0

our; # 0,7y =0 (ry # 0,71 = 0). Agora, note que ndo podemos ter a segunda op¢ao quando
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| W% = 0 (|¥y]* = 0) ocorrer, pois isso levaria a condi¢do (4), que queremos evitar. Para expormos
nossa andlise ao leitor de forma mais clara e organizada, vamos separar nosso estudo em dois casos.

No caso r; # 0, o = 0, iremos mostrar que

Lema 6. Para um espinor RIM-decomponivel 1 tal que 1) = 1'°, temos
Jy#0= (K, #0eS, =0), (156)

sempre que as condicoes 1 # 0 e ro = 0 (ou, equivalentemente, o # 0 e ry = 0) sdo satisfeitas.

Demonstragdo. Vamos procurar pelas condi¢oes que fagam com que K, = 0 e S;, = 0 nesse caso.
Inicialmente, vamos analisar K,,. De forma andloga ao que foi feito para obter as Equacdes (149{152),
temos que

Kg = [0 Pry > = |Wa]?|ra]?. (157)

Suponha, sem perda de generalidade, que 7, = 0 (entdo, ; # 0). Perceba, entretanto, que de forma
a obter K9 = |U;|?|r1|* = 0 deve-se ter |¥;|> = 0, mas isso levaria a condig¢do (7). Portanto, pela
relacdo (153), nesse caso ndo podemos ter K, = 0.

Agora analisemos S;,. De forma similar, escrevemos

Syt = =i [(r5r) (W5, Uny + W5 Wig) — (7o) (U], War + U Uss)] (158)
Sy = (ryr) (W5, W — W5 W) — (r1ra) (Wi Way — W5, W), (159)
Sy = —i[(rsr) (U5, Uy — U5 Wig) — (r77) (=07, Uy + U, Ua0)] (160)
Silf = (ryr) (U5 Wi — W5 Uin) + (rire) (W1 War — Ui, Wa), (161)
Sid = —i[(ryr) (WU — Uh Wio) + (rire) (U3, Way — UF Uay)] (162)
S = (rgr)(UspWn + W5, W1o) + (rira) (Why Way + W7, W), (163)

Novamente, sem perda de generalidade, suponha 7, = 0 (e, por consequéncia, r; # 0). Nesse caso,
é claro que sempre temos Sf;” = 0, isto é, S;, = 0, independente de qualquer condigdo sobre as
componentes W;; do espinor.

Resumindo, encontramos que J, # 0 = K, #0e J, # 0= S, = 0,quandor; #0er; =0, 0
que pode ser escrito como J,, # 0 = (K, # 0 e Sy = 0). Isso encerra a demonstragdo. [

Perceba agora que, se tivermos 7, # 0 e 75 = 0, entdo as equagdes e nos mostram que
Ay = 0 = By: em outras palavras, nesse caso estamos lidando necessariamente com espinores singu-
lares. Mas, usando o Lema|[6] notamos que para podermos catalogar os espinores RIM-decomponiveis
na classificacdo de Lounesto, se 71 # 0 e 7, = 0, estamos lidando com espinores singulares do tipo-6
(ver segao[d.3.1)).

Poderiamos nos perguntar se existem outras possibilidades que nos levariam a ter espinores RIM-
decomponiveis singulares. Com efeito, a tinica opgao restante para tal caso seria termos 71,75 # 0.
Olhando as defini¢des dadas pelas por (139) e (I40) e as Equacdes (154) e (I55)), ndo ¢é dificil notar
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que podemos escrever

Ay = (rmr3)A; + (rire)As, (164)
By = i[—(riry) AL+ (rir2)Ag] . (165)

Logo, como uma ultima tentativa, se escolhermos 1,7y # 0, percebemos que ndo podemos ter
simultaneamente A, = 0 = By, o que nos indica que ¢ é um espinor regular, e K, S, # 0.
De fato, se impormos A, = 0 = B, com r1,r; # 0, entdo obtemos (r175)A; = —(rjr2)As e
(rim3) Ay = +(r7ry) Ag, 0s quais ndo possuem solucdo para 71, 7, ndo-nulos uma vez que sabemos que
A1, Ay # 0. Note que isso implica nao ser possivel termos, de forma alguma, espinores singulares
RIM-decomponiveis pertencentes as classes 4 e 5, pois isso esgota todas as possiblidades para 1 e 79
na construc¢io de um espinor ) nao nulo.

Assim, mostramos que uma decomposi¢do levando a um espinor singular precisa satisfazer r; # 0
ery =0,equeterr; # 0ery =0 & suficiente para garantir que uma decomposicao nos devolva um

espinor singular. Portanto, acabamos de demonstrar a seguinte proposi¢ao:

Proposi¢ao 7. Suponha ) = RV, com R = diag(ry,r1,7m9,72) € M tal que o = riWH + ryUH,

satisfazendo J,, # 0 e 1 = 1. Logo, as afirmacées abaixo sdo equivalentes:
(1) 1 é um espinor singular.
(ii) 1 € um espinor tipo-6.
(i73) 1 = 0 ou ro = 0 (mas ndo ambos).

iv) 1 é projetado somente nos espacos de representacdo (0,%) ou (1,0), isto é, 1 o< W ou
L

2 2
Y o Ui,

Percebemos, portanto, que uma vez fixadas as condigdes 71, r2 # 0 estamos lidando com espinores
regulares. Nesse cendrio temos outras trés opgdes para verificar, a saber: tipo-1 (A, By # 0,) tipo-2
(A, # 0e By, = 0) e tipo-3 (4, = 0 e By, # 0). Como sabemos que os proprios espinores RIM U1 ¢
os Dirac RIM-decomponiveis ¥ s3o ambos tipo-1, somente precisamos investigar sobre a existéncia
das outras duas possibilidades. Primeiramente, se colocamos A, = 0, consequentemente temos
(rir5)Ar = —(rr2) Ay # 0, e podemos escrever By, = 2i(rr2) Ay = —2i(rry)A; # 0. Assim é
possivel termos espinores RIM-decomponiveis do tipo-2. Analogamente, se colocarmos B, = 0,
entdo obtemos (r175)A; = (rjr2)As # 0, o que nos leva a A, = 2i(rire) Ay = 2i(rry)A; # 0,
afirmando também a possibilidade de termos espinores RIM-decomponiveis do tipo-3. Com isso em

maos, enunciamos o seguinte:

Proposi¢io 8. Suponha 1) = RV = r\UH 4 W com R = diag(ry,r1,72,79) € M, satisfazendo
Jy#0e Y = T30, Entao, 1 é um espinor regular se, e somente se, 11,15 # 0. Ainda, nesse caso
tem-se que:

riry + 7"1‘7"2)

(1) 1 é um espinor tipo-1 se, e somente se, A #+ —iB ( ——
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Ty + TiT2
(i1) ) é um espinor tipo-2 se, e somente se, (1ir9)? # (r11r3)? e A= —iB (%)

riry —rir
(ii1) 1) é um espinor tipo-3 se, e somente se, (riry)* # (rir3)?> e A= —iB (M)

riry + 1T
Demonstragdo. Comegamos realcando que ja vimos que, nas hipoteses da proposicao, a condi¢do

r1,72 # 0 é necessdria e suficiente para ¢ ser um espinor regular: de fato, este particular resultado

pode ser entendido como um coroldrio da Proposi¢do 7, Agora, notando que A; = A*—;B e Ay = A‘%,
podemos escrever
1 * * . * *
Ay = 3 [A(ri7r5 4+ rire) + 1B(ryry — rira)], (166)
i
By = ) [A(ry7ry — 1rire) +1B(rry + 1irs)] . (167)

Sabemos que A, A> # 0. Ainda, é impossivel fazermos (1175 — riry) = 0 = (11713 + rire) com
1,72 7 0: com efeito, isso levaria a A, = 0 = By, um caso irrealizdvel, como ja vimos.

Assim, para termos By, = 0, precisamos que A(r175 — rir2) + iB(riry + riry) = 0. Ainda,
nao podemos ter (7175 + 7i19) = 0 ou (r175 — riry) = 0 isolados, porque isso nunca resultaria em

B, = 0; em outras palavras, devemos ter (77rs)? riri)?. Logo, a Gnica opcdo que nos resta é
% 1 2
r1ir5 + 1T

A(riry — rirey) = —iB(rir5 + riry), que implica A = —iB S

. Nesse caso, é garantido

que A, # 0. Isso prova o item (i3).

Agora, se quisermos ter A, = 0, por razdes anlogas ao do caso anterior, teremos (rj72)? # (r175)?

e A(rirs—rire) = —iB(riri+riry). Issoimplica A = —iB <w) (com By, # 0 garantido),

Ty — TriT2
0 que prova o item (ii).
Até agora vimos que a tnica forma de zerarmos A, ou B, sem zerarmos ambos a0 mesmo tempo
é tendo A(ryr F riry) = —iB(rirs & 1ir3). Logo concluimos que ndo podemos ter essas condigdes
* *
(riry £1irs)

(r1rs F rira)
dizer que 1 s6 pode ser tipo-1, provando o item (7). O

validas se quisermos manter ambos Ay, By, # 0, ou seja, ter A # —iB ¢ equivalente a

Observamos que, como U tem r; = r, = 1, temos que a Proposi¢do 8| trivialmente confirma
que ¥ ¢ tipo-1, com Ayn = A e Byu = B sendo facilmente obtidas pelas Equacdes e
(167), como esperado. Como outro exemplo, para o espinor de Dirac ¥” tem-se que r;, = /36
e ry = 36! como definido anteriormente pelas Equacdes e (I0T)), e assim verifica-se que
nan i (4) o —zB(+) — A £ Aenzz = i(8) > —zB(%) = B 4 4,
confirmando que U” também é um espinor tipo-1.

Vamos terminar essa subse¢do resumindo seus principais resultados:

As Proposicdes|[7|e [ fornecem um método fécil de separagdo de todos os espinores ) permitidos no
plano espinoria]@ (ou seja, RIM-decomponiveis) na classificacdo de Lounesto, que exige que olhemos
simplesmente para seus coeficientes (r;,73)5 na “cépia RIM” I1*. O critério pode ser compactado

como segue: se ambos os coeficientes sao nao-nulos, entdo o espinor € regular (com uma forma facil de

13 Com dual definido como ) = 1~°.
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verificar se € tipo-1, tipo-2 ou tipo-3: simplesmente divida a soma 175 4179 pela diferenca 7175 — 7779
e multiplique o resultado por —iB para verificar se isso é igual a A), enquanto se um (e somente
um) dos coeficientes € zero entdo o espinor € singular tipo-6, sem a necessidade da frequentemente
trabalhosa constru¢@o de todos os bilineares covariantes associados ao espinor de interesse. Como nao

podemosE] ter 1y = 0 = 7y, todos os casos plausiveis foram contemplados na nossa andlise.

14 Mais corretamente, nio queremos, pois assim terfamos um espinor nulo.
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5 CONCLUSOES E COMENTARIOS FINAIS

Nesse ultimo capitulo apresentaremos conclusdes acerca de nossas contribuigdes originais. O
formato serd de retomada de alguns resultados com apontamentos sobre detalhes importantes. Natural-
mente, comentdrios sobre ideias e possibilidades de trabalhos futuros permeiam os pardgrafos que se
seguem, pois entendemos o término de uma tese como sendo, além de parte essencial da formacao do
doutorando, uma projecao do inicio do que, apds, se podera fazer.

No Capitulo 3] investigamos a relagdo entre estruturas espinoriais exdticas e a taxa de emissao de
espinores por buracos assintoticamente flat em Relatividade Geral. Estabelecemos condi¢des gerais
para os valores extremos da taxa de emissao em dois casos distintos, isto €, considerando ou nao a
existéncia de um campo externo A,. Dessas condigdes gerais encontramos equacdes diferenciais para
o termo exdtico. Apontamos que a auséncia de campo externo € particularmente interessante devido
ao fato de, nesse caso, estarmos descrevendo espinores ELKO, os quais ndo interagem com campos
externos que nao sejam a gravidade e o campo de Higgs.

Em particular, podemos notar que a variacdo temporal do termo exético, nesse contexto, € relacio-
nada ao comportamento de A,,, em fung¢do de ter ou ndo valores extremos para a taxa de emissdo de
espinores de Dirac ex6ticos que ndo interagem com qualquer campo externo. Com efeito, percebamos
que o lado direito das equacdes (65) e (66) da pigina [58] sio ambos constantes no tempo. Mais
precisamente, denotemos por “particulas DN’ aquelas relacionadas ao espinor de Dirac exético que
ndo interagem com o campo A,,, e suponha a situacdo em que A esteja aumentando com o tempo. Logo,
se isso ocorre no momento de emissdo extrema de particulas DN, o termo ex6tico 6 também aumenta.
Por outro lado, se a taxa de tunelamento de particulas DN ndo estd no instante de valor extremo,
entdo 0 diminui. Esse fato faz relacionar a dinAmica do campo externo A, com o comportamento da
exoticidade (ou seja, da topologia) do préprio espaco-tempo no caso particular tratado aqui, que € o de
buracos negros de Kerr-Newman. Entretanto, é oportuno lembrar que este caso € o mais geral possivel
em solucdes de buracos negros em Relatividade Geral, de forma que tomando os limites naturais para
os outros casos (Kerr e Schwarzschild) nao alteramos os resultados aqui apresentados.

Ainda, para o caso de ter-se r pn 7 0nos célculos de r pr = 0 (isto é, a situagdo em que temos
o valor extremo para particulas D E mas ndo simultaneamente para particulas DN), pela equagdo
(66) da péginatem—se X 4+ A =0, o que de modo direto leva, pela equacio da pégina a
I'pp = 1. Em outras palavras, nesse caso temos emissdo maxima de radiagao Hawking para particulas
DE, com 100% de probabiliade de tunelamento. Dito ainda de outra forma, a situagido de extremo
de emissao de particulas D E sem as condi¢des simultaneas de extremo de emissao de particulas DN
leva, necessariamente, a um cendrio com particulas D F tendo radiacdo méxima.

Portanto a unica possibilidade de probabilidade de tunelamento minimo para particulas DE é
com particulas DN na mesma situagdo (isto €, também com radiagao minima): tal cenério ocorre
se I py = 0 = r pe. Para podermos checar as condi¢des de maximo e minimo para esse caso
analisando os possiveis sinais de f(X) = f(A), concluimos que o sinal da equagdo da pagina

[59] ¢ indeterminado, ou seja, a principio ambos os cendrios sdo possiveis (probabilidade méaxima e
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minima de tunelamento). Contudo, encontramos a condi¢io para separar essas situagdes em termos de
. L. o Yy . ~ .
desigualdades: taxas maximas ocorrem quando — < 54 enquanto taxas minimas estdo relacionadas
o

com a desigualdade com sinal oposto. As condi¢des que levam a tais relagdes sdo dispostas nos
casos (a-d) para os possiveis sinais de o + 23, apresentados no fim da subsego [3.3.1] Nesse sentido,
os cendrios de maximo e minimo sdo condicionados pelo comportamento do termo exético (que €,
nesse caso, o mesmo do potencial eletromagnético externo) codificado pelos sinais de suas primeira e
segunda derivadas.

Logo, por meio das taxas de emissdo de radiagdo Hawking, encontramos relagdes entre os pa-
rametros de massa, carga e momento angular do buraco negro (por meio do termo ¢ = « + 273)
com a topologia do espago-tempo (codificada no termo exdtico 0) e o comportamento de campos
externos perto do proprio buraco negro. Isso pode ajudar a dar um passo adiante para o entendimento
do ainda ndo bem conhecido[] comportamento do termo exatico, potencialmente contribuindo com o
desbravamento do caminho em direcdo a compreensao completa da dindmica desses espinores, um
tema em aberto de nosso interesse o qual queremos continuar explorando.

Ainda sobre espinores em variedades multiplamente conexas, onde espinores exdticos sdo espera-
dos, no Capitulo @] investigamos o que ocorre com espinores RIM em tal situagdo. De fato, ndo € trivial
separar espinores usuais de exdticos, quando ambos s@o permitidos em um sistema fisico. Existem
algumas excecoes (PETRY), [1979; ROCHA; BERNARDINI; SILVA| 2011), porém tais situagdes
ndo sao muito comuns. Aqui, temos um tipico sistema fisico que ndo possui contrapartida exodtica.
Com efeito, foi demonstrado por meio do Lema [I] da pdgina [69] que ndo é possivel implementar a
decomposicdo RIM em tal contexto. O ponto a ser destacado aqui € que este € um importante resultado
negativo, pois ao descrever-se fisica de neutrinos via decomposi¢do RIM estamos, de inicio, necessari-
amente fixando a topologia do espaco base como trivial. Isso significa que a fisica de neutrinos pode
servir como uma ferramenta para o mapeamento da estrutura topolégica do espaco-tempo, pelo menos
localmente. Nesse contexto, neutrinos agem como um complemento dos espinores ELKO exoticos,
cujos acoplamentos adicionais se originam exclusivamente da topologia nao-trivial (ROCHA; SILVA;
BERNARDINI, 2011; ROCHA; BERNARDINI; SILVAL 2011). Somada a isso, a investigacao feita
na referéncia (NOVELLO, 2007a) aponta para a existéncia de seis familias disjuntas de espinoref]
que podem ser, ainda, separadas em dois grandes setores de helicidade, compostos por trés familias
cada. Tais setores podem ser conectados por meio de uma transformacao linear unitdria indicando a
possibilidade de descrever oscilacdo de neutrinos mesmo para o caso ndo massivo (NOVELLO, 2007a)).
Tendo em mente o resultado apresentado no Lema|I|da pagina[69] a eventual observacdo de neutrinos
sem massa implicaria, necessariamente, na trivialidade da topologia subjacente ao espago-tempo. Mais
precisamente, temos que o mecanismo de oscilacdo ala Pontecorvo vincula a oscilacido de neutrinos a
existéncia de massa para tais particulas (PONTECORVO, 1957; PONTECORVO, |1968)). Por outro
lado, com o mecanismo de oscilagao descrito em (NOVELLO, 2007a)), que utiliza espinores RIM,
a necessidade de se ter neutrinos massivos nao ocorre. Assim, o nosso Lema [I] faz vincular este
mecanismo com a topologia trivial do espaco-tempo, deixando em aberto a possibilidade de oscilagdao

de neutrinos massivos ou ndao massivos. Em outras palavras, uma topologia nao-trivial € incompativel

1
2

Até onde sabemos.
Tais familias foram utilizadas para construirmos o espago-s. Ver Defini¢do[57|na pégina
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com oscilacio de neutrinos ndo massivos.

Ap6s deduzirmos este primeiro Lema, o Capitulo|segue com um teor cada vez mais inclinado para
o formalismo algébrico a respeito dos espinores RIM. Primeiramente, demonstramos que dentre todas
as classes de espinores os férmions de Dirac decompostos em termos de espinores RIM sdo sempre
do tipo 1 de acordo com a classificacdo de Lounesto. Elementos pertencentes a essa classe particular
possuem todos os bilineares covariantes necessariamente nao identicamente nulos e, portanto, sao os
espinores que dispdem da estrutura multivetorial mais rica possivel. Do ponto de vista fisico, isso
significa que todos os possiveis acoplamentos sdo passiveis de estudo, o que permite investigar 0 maior
conjunto de acoplamentos em fisica de neutrinos.

A trés ultimas subse¢des da Segdo [4.3] abarcam o segmento mais formal da tese. Remetendo-
nos novamente ao Lema [I] da pagina [69] tal resultado nos permite afirmar que todos os espinores
pertencendo ao spinor-plane que tem uma equacgdo dinadmica nao sdo exoticos, ou seja, a topologia
subjacente ao espago-tempo em que tais espinores surgem ¢ trivial. Em particular, o spinor-plane
acomoda um mapa linear bijetivo entre classes especiais de espinores de Dirac e MDO que sao RIM-
decomponiveis e, portanto, ndo-exoéticos. Esse mapa € natural, no sentindo de que utiliza espinores
RIM como elemento fundamental para fazer a mediagao entre o campos de Dirac e MDO. Ainda
que tal mapeamento imponha certas condi¢des sobre os proprios campoﬂ a bijec@o ndo implica na
necessidade de se classificar os espinores via Lounesto, como o mapeamento apresentado em (ROCHA;
SILVAL 2007; |SILVA; ROCHAL 2009). Dito de outra forma, o mapa desenvolvido aqui transcende o
problema da categorizacdo de espinores MDO na classificagdo de Lounesto, pagando o preco de impor
uma restri¢cdo a uma subclasse destes campos.

Pode-se, ainda, pensar na utilidade da bijecdo construida por nés como ferramenta auxiliar na
tarefa de entendermos a matéria escura, a qual propde-se ser descrita por campos MDO. Uma vez
que a matéria escura interage muito fracamente com as particulas do modelo padrao, e aspectos de
campos de Dirac sdo conhecidos nesse contexto (em particular o subconjunto de espinores de Dirac
RIM-decomponiveis tratados aqui), nosso mapeamento permite-nos pensar em trabalhar em futuras
investigagcdes na extensdao do modelo padrdo incorporando espinores MDO.

Dentre os principais resultados dessa parte final, gostarfamos de enfatizar o Teorema[2]da pagina[§1]
que nos apresenta ndao somente a possibilidade de escrever explicitamente todos os possiveis espinores
que podem ser decompostos em termos de espinores RIM dadas suas componentes mao-esquerda e
mao-direita, mas também torna nitida uma relacdo de equivaléncia (via a homotopia /) entre todas as
funcdes que representam coordenadas no spinor-plane. Por outro lado, o Teorema [3|da pagina[82]é um
outro resultado robusto, fornecendo um modo de deformar espinores no spinor-plane, permitindo-se a
composi¢do e a eventual classificacao de classes de equivaléncia de espinores homotdpicos por meio
das homotopias G 4.

Os dois Teoremas sao relacionados, no sentido que ambos tratam do assunto de escrever formas
explicitas de representacdo dos espinores RIM-decomponiveis mostrando uma relaciao de equivaléncia
homotépica. A principal diferenca entre eles (que, de fato, os complementa) reside no fato de que o

Teorema [2| prové um método de obtengdo de componentes mao-esquerda e mao-direita dos espinores

3 Estes precisam ser RIM-decomponivesis.
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por meio da constru¢do de uma base para o spinor-plane, enquanto o Teorema [3| supre um meio de
conseguir pontosﬂ em uma dada base. Em outras palavras, ao passo que com o Teorema 2| estamos
continuamente deformando o préprio spinor-plane (obtendo novas bases para o espago), com o outro
Teorema estamos continuamente deformando os pontos do plano em uma base fixa (obtendo espinores
intermediarios entre dois outros fixados).

Mais resultados acerca de questdes sobre outras propriedades relacionando as homotopias no
spinor-plane podem ser investigadas. Também, o estudo do comportamento de espinores MDO e
seus bilineares covariantes nesse espaco € uma proposta potencialmente interessante para proximos
trabalhos.

Como comentamos no capitulo introdutério, o entendimento da natureza dos objetos espinoriais
¢ um campo de estudo em pleno desenvolvimento, o qual € tdo signficativo em Fisica quanto em
Matematica. Os dois teoremas apresentados por ndés podem compor o inicio de uma nova maneira de
enxergar a construcao de espinores, abrindo a possibilidade de descobertas de interessantes relacdes via
a teoria de homotopia, a qual € talvez uma das mais importantes ideias por detrds da topologia algébrica.
E nosso intuito, naturalmente, continuar com investigacdes nessa linha, procurando contribuir cada vez
mais com o entendimento da teoria de espinores.

As Proposicoes [7] e [8|da pagina [87|facilitam a categorizacdo dos espinores RIM-decomponiveis
¢ tais que ) = 11~ na classificacdo de Lounesto: esses resultados fornecem um modo completo
e simples de se determinar como estes espinores sdo classificados via Lounesto quando seus duais
sdo definidos ala Dirac, conectando os coeficientes de suas decomposi¢des RIME] diretamente com a
classificacio de Lounesto. Isso evita a necessidade da construg@o de todos os seus bilineares covariantes
e o (frequentemente trabalhoso) processo de verificacdo de quais deles sdo identicamente nulos e quais
ndo sdo. Em particular, a Proposi¢ao [§|é uma generalizagdo do Lema[2]da pagina[72] que afirma que
todo espinor de Dirac RIM-decomponivel € tipo-1 de Lounesto.

Como exemplo de possibilidade de aplicacdes fisicas diretas desses resultados finais, pode-se
enxerga-los como um método homotdpico de construcio de todos os possiveis espinores permitidos na
chamada Spinor Theory of Gravity, uma teoria de gravitacdo construida por meio de uma classe de
solucdes da equagdo de Einstein linearizada da Relatividade Geral formada a partir de espinores RIM
(NOVELLO, 2007b; JOFFILY; NOVELLO, [2016), isto €, uma teoria de gravitacdo com espinores
RIM atuando em papéis principais. Ainda, como bilineares covariantes sdo grandezas associadas a
observaveis fisicos, desenvolvemos um modo simples de verificagdo dos possiveis acomplamentos de
uma particula associada a um dado espinor nessa teoria, por meio de seus coeficientes na decomposi¢ao
RIM. Também, nossos resultados fixam a topologia do espaco-tempo dessa teoria como sendo trivial.

Vale deixar claro que o cerne de nossas contribuicdes apresentadas nessa ultima parte do trabalho
estd na propria ideia de decomposi¢do RIM, no sentido que o elemento principal que conecta todos 0s
Lemaﬂ Proposic¢des e Teoremas das tltimas trés subse¢des € o par de coeficientes da decomposicao
(ou, em outras palavras, as coordenadas no spinor-plane) de um dado espinor em termos de espinores

RIM. Nessa linha de raciocinio, pode-se estudar propriedades destes e de outros espinores de uma

Os préprios espinores.
Ou, em outras palavras, suas coordenadas no spinor-plane dadas na base B = {\I/f , \I/g 1.
¢ Com exceciio do Lemada pégina porém este versa sobre o proprio espinor RIM.
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forma andloga se um dado campo espinorial for decomposto em termos de um outro. Assim, provemos
um protocolo de trabalho que pode se revelar util em outros casos na area da teoria de espinores.
Finalizamos, entdo, esse trabalho de modo andlogo a forma que a come¢amos: com uma citagao.
Talvez o facamos no espirito de que o fim de um ciclo nio implica, necessariamente, em um fim em si.
De qualquer forma, dessa vez tomamos uso das palavras do matematico Zoroastro Azambuja Filho,

que de certo modo condensa uma das fortes conclusdes oriundas da finalizacao dessa tese:

A verdade nem sempre pode ser dita de uma vez so.
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APENDICE A - ELEMENTOS DE FORMAS DIFERENCIAIS DE GRAU 1 (OU
1-FORMAS) E NOCOES DE CLASSES DE COHOMOLOGIA

Esse Apéndice nos pareceu algo ttil de ser construido por simples motivo de completeza, visto,
ainda, que muito do tratado aqui € algo geralmente de pouco conhecimento por parte de muitos estu-
dantes de Fisica, além de estudantes de Matemdtica a nivel de graduagcdo que possam, eventualmente,
se interessar pelo assunto dessa tese. Em geral, artigos envolvendo uma apresentacdo sobre espino-
res exodticos geralmente enunciam que o termo exotico € uma 1—forma real fechada ndo-exata cuja
integra][] tomada sobre qualquer caminho fechado é um ndmero inteiro, e o relacionam com os fatos
do espaco em questdo ser multiplamente conexo e o primeiro grupo de cohomologia ser nao-trivial.
Longe da intencdo de prover um arcabouco matemadtico completo, o intuito aqui € fornecer um material
enxuto, em um nivel aceitdvel, que colabore com o leitor em seu entendimento de tais afirmagdes.
Querendo justificar ainda mais a insercdo desse Apéndice, dizemos que sua importancia reside no
fato do termo exotico ser, simplesmente, o que difere as dindmicas de um espinor exotico e a de um
espinor usual. Portanto, ao se estudar campos exéticos, procurar entender tal termo em seu imo tende
ao inevitavel. O que segue nas proximas paginas tem como base principal o capitulo IV da referéncia

(LIMA, 2000), além de alguns pontos dos trés primeiros capitulos da referéncia (LIMA, 2012a).

Definicao 58 (1—forma). Uma forma diferencial de grau 1, ou simplesmente uma 1— forma, em um
subconjunto X C R"™ é uma aplicacdo w : X — (R™)* que associa a cada ponto x € X um funcional

linear w(x) sobre R™.

O espaco dual (R™)* possui uma base candnica (dxy, ..., dz, ), formada pelos funcionais definidos
por dz; - v = «; para um vetor v = («y, ..., ,, ). Todo funcional linear se exprime, de maneira unica,
como combinagdo linear ) ., a;dx;, logo dar uma 1—forma w em X C R" equivale a definir n

funcdes reais a; : X — R tais que, para cada z € X, se tenha

n

w(zx) = Zai(x)dxi. (1)

i=1
Assim, para cada x € X a aplicagdo do funcional w(x) no vetor v = (ay, ..., @, ) resulta no nimero

n

w(z) v= Zai(x)ozi eR. ()

i=1
Um exemplo importante € a 1—forma chamada de “elemento de Angulo”, definidaem U = R*—{0},

que provém da tentativa de definir uma fun¢io 6 : U — R tal que, em cada ponto (z,y) € U, o valor

0(z,y) seja uma determinagdo, em radianos, do Angulo que o eixo das abcissas forma com o raio que
liga a origem ao ponto (x,y). A|Figura 6/ajuda a clarear as ideias.

1

Multiplicada por %
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Figura 6 — Visualizagio geométrica de 6(z, y).

3 (x, »)
) .
D) i
ﬁ :
0(x, ») :
+ —

Fonte: (LIMAL[2000)

Consideremos, de inicio, um aberto qualquer V' C R? — {0}. Uma fung¢fio 6 : V — R chama-se

uma fungdo-angulo quando, em cada ponto (z,y) € V, tem-se § = 6(z, y) satisfazendo

cos@zL' sen f = y

Claramente ndo existe fun¢do-angulo continua definida em todo U = R? — {0}, porém podemos nos

3)

restringir a um aberto para o qual 6 apresente continuidade. Em outras palavras, embora ndo exista
uma fungdo-angulo continua ¢ : U — R definida globalmente, ela existe localmente, isto €, todo
ponto z € U pertence a um aberto no qual se pode definir uma fun¢do-angulo continua. Mais, pode-se
mostrar que tal funcdo € de classe C' e, se V' € conexo e 61, 6, sdo funcdes-angulo continuas definidas
em V/, entdo existe k € Z tal que 05(2) — 61(z) = 2k para todo z € V. Nesse caso, em particular
tem-se df; = df,.

Desse modo, embora ndo exista § : U — R, é como se existisse a diferencial df : U — (R?)*.
Porém, como df nio é, de fato, a diferencial de uma fun¢ao globalmente definida em U, usaremos o

simbolo 66 para representa-la, e definimos:

Defini¢do 59 (Forma elemento de angulo). Seja U = R? — {0}. Chamamos de elemento de dngulo a
1—forma 660 : U — (R?)*, de classe C*, tal que para cada (z,y) € U tem-se

60(z,y) = e dex + o dey. 4)
A integral da forma elemento de 4ngulo ao longo de um caminho \ : [a,b] — U, de classe C'! por
partes, € a “variacdo h’quida’ﬂ do angulo que A(t) faz com o eixo das abcissas quando ¢ varia de a até

b. Mais precisamente,

Teorema 4. Dado um caminho \ : [a,b] — R? — {0}, de classe C' por partes, seja o : [a,b] — R
uma fungédo de classe C* por partes tal que \(t) = |\(t)| - (cos a(t),sen «(t)) para todo t € [a,b).

2 Isto é, a variaciio positiva menos a varia¢io negativa.
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Entao,

/50 = a(b) — a(a). 3)

A

Em particular,
Coroldrio 1. Se o caminho X : [a,b] — R? — {0}, de classe C' por partes, é fechado, entdo

1 50 — 1 —ydx + xdy
27T A o 27T A 1‘2 + y2

(6)

é um niimero inteiro (positivo, negativo ou zero).

Com efeito, como A é fechado tem-se A\(a) = A(b). Pela hipdtese do Teorema |4, obtem-se
cos afa) = cos «a(b) e sen a(a) = sen «a(b), e entdo a(b) — a(a) é um mdltiplo inteiro de 2.

Portanto, — / 00 € 7.
271_ A

o] ) p
No caso de A ser fechado de classe C'! por partes, o nimero inteiro o / 06 é chamado de nimero
T JA

de voltas que o caminho )\ descreve em torno da origem 0 de R?, quando ¢ varia de a até b.

Continuando,

Definicio 60 (Forma exata). Se A C R" é um aberto, entdo a forma diferencial w : A — (R™)* é dita

ser exata em A quando existe uma fungdo diferencidvel f : A — R tal que w = df.
Assim, é imediato notar que 60 ndo é exataem U = R? — {0}. Por outro lado,
Defini¢do 61 (Forma fechada). Uma forma w =Y, | a;dx;, de classe C*, é dita ser fechada quando

aai . 8CL]'
813]' - (%zzz

Toda forma exata de classe C* é fechada, porém a reciproca € falsa: de fato, 60 é fechada (como

facilmente se verifica da defini¢do (59)) mas ndo ¢ exata.

Defini¢do 62 (Homotopia livre). Uma homotopia livre entre os caminhos fechados \, i : [a,b] —
X C R™ é uma aplicagdo continua H : [a,b] X I — X tal que H(s,0) = X(s), H(s,1) = u(s) e
H(a,t) = H(b,t) para quaisquer s € [a,b] et € 1.

Assim, dizemos que os caminhos fechados A, 11 : [a, b] — X s@o livremente homotdpicos quando

existir uma homotopia livre entre eles. Desse modo, temos:

Teorema 5. Seja w uma forma fechada em um aberto A C R". Se A\, i : [a,b] — A sdo caminhos

fechados, C' por partes e liviemente homotdpicos em A, entdo / w = / w.
A I

Em especial,

Corolario 2. Seja )\ : [a,b] — A um caminho fechado, seccionalmente C e livremente homotdpico a

um caminho constante no aberto A C R™. Entdo, para toda forma fechada w : A — (R™)* tem-se

/w:().
A
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Temos também que, se A : [a,b] — U = R? — {0} é qualquer caminho fechado (apenas continuo),
podemos definir sem ambiguidade o niimero de voltas que A percorre em torno da origem usando o
Coroldrio (I]), pois 06 é fechada. Se A e y sdo livremente homotdpicos, entdo seus nimeros de voltas
em torno da origem sdo iguais.

Particularmente, se um caminho fechado A : [a, b] — A é livremente homotGpico a uma constante,
entdo 71 (A, p) = 0 para todo p € A.

Dizemos que um conjunto X C R" € simplesmente conexo quando X é conexo por caminhos e,
além disso, todo caminho fechado em X € livremente homotdpico a uma constante (ou, dito de outra

forma, 7 (X, p) = 0,Vp € X). Com isso, é possivel mostrar que
Teorema 6. Se um aberto A C R" ¢ simplesmente conexo, entdo toda 1—forma fechada em A é exata.

Isso equivale a dizer que se existe (pelo menos) uma 1—forma fechada que nio € exata em A,
entdo A é multiplamente conexo. Em particular, note que, como R? — E é conexo por caminhos para
qualquer E enumeravel, tem-se que para qualquer aberto A C U em que se pode definir uma forma
elemento de dngulo conlui-se que A é multiplamente conexo, e 71 (A, p) # 0,Vp € A.

Agora, seja f : [a,b] — R™ um caminho. A cada particdo P = {t,...,t;} de [a, b], defina o
ndmero ((f; P) == Y0, | £(t:) = f(tia)];

no caminho f com vértices nos pontos f(¢;). Se ao fazermos P variar entre todas as particdes possiveis

obtivermos o conjunto dos nimeros £( f; P) sendo limitado, diremos que f é um caminho retificavel.

Dada uma funcgdo continua f = u + iv : A — C definida no aberto A C C, para todo caminho
retificdvel A : [a,b] — A tem sentido a integral / f(2)dz. Aqui, f(z)dz é uma forma diferencial
A

complexa:
f(2)dz = (u+iv)(dz + idy) = udx — vdy + i(vdx + udy). (7)

/Af(z)dz = /}\udm — //\vdy—i—i//\(vdx—l—udy). (8)

Quando u e v sao fungdes diferencidveis em A, as equagdes de Cauchy-Riemann mostram que a

Desse modo,

forma f(z)dz é fechadd)| se, e somente se, a fungdo f(2) é holomorfd’} Logo, quando f : A — C

¢ holomorfa de classe C' e A € um caminho fechado livremente homotépico em A a um caminho
constante, o Coroldrio (2) afirma que / f(2)dz = 0. Esta é uma formulagéo do chamado Teorema de
Cauchy, uma das pedras fundamentais ﬁa teoria das fungdes complexas.

Assim, tomemos f : C — {0} — C, dada por f(z) = % Logo,

dz dx+idy (z—iy)(de+ z'dy) xdx + ydy + i(xdy — ydx)

f(z)dz:?: T+ 1y - x? + y? x? 4 y? ©)

Para todo caminho fechado A : [a, b] — C — {0}, temos

d xdxr + ydy xdy — ydx
+i [ =L (10)
A a2ty y TP Y?

Isto €, sua parte real udxr — vdy e sua parte imagindria vdx + udy sdo ambas fechadas.
Isto é, f : A — C possui derivada f’(z) em todos os pontos do aberto A.

3
4
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xdx + ydy

T d(In/z2 + y2) é exata em R? \ {0}, logo naturalmente a primeira
=Ty

integral do segundo membro da equacdo (I0) é zero. Por outro lado, o integrando do dltimo termo

Note que a forma

dessa mesma equagdo € justamente o elemento de angulo d6. Logo, podemos reescrever a igualdade

(10) como

% Az‘ldz_%/kéeeZ? (1)
o que, pelo Coroldrio [I| permite-nos representar por meio de uma integral complexa o nimero de
voltas que o caminho fechado A faz em torno da origem.

Por fim, dizemos que duas 1—formas fechadas w;, w, de classe C' em um aberto A C R” sdo
equivalentes quando existe uma fungdo f : A — R de classe C? tal que w; — wy = df, e escrevemos
wy ~ wy. Nesse caso, para todo caminho fechado A seccionalmente C'! em A tem-se / wy = / wa. A

A A

relacdo w; ~ w, compde um conjunto das 1—formas fechadas de classe C' em A como unido disjunta

de classes de equivaléncia
[w] := {w+df; f: A — R de classe C*}. (12)
Podemos introduzir a soma de duas classes e o produto de uma classe por um nimero ¢ definindo
W+ 0] =w+ol t-w=[tw] (13)

Seja H'(A) o conjunto cujos elementos sdo as classes de equivaléncia [w] das 1—formas fechadas
de classe C' em A. As operagdes definidas em (13)) equipam H'(A) com uma estrutura de espago
vetorial, formando o que tradicionalmente é conhecido como primeiro grupo de cohomologia do aberto
A. Assim, seus elementos sao chamados de classes de cohomologia. O elemento neutro (zero) do
espaco vetorial H'(A) é, claramente pela definicdo dada pela equagio (12), a classe [df] das 1—formas
exatas em A. Em particular, note que [06] # 0, pois a forma elemento de 4ngulo é uma 1—forma
fechada nao-exata. Assim, relacionamos a existéncia de 66 definida em A (que sabemos implicar A
multiplamente conexo e um grupo fundamental 71 (A) ndo-trivial) com a ndo-trivialidade do primeiro

grupo de cohomologia H'(A).
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