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DISSERTAÇÃO DE MESTRADO IFT–D.006/07

Medida de Superespaço no Formalismo de Espinores Puros da

Supercorda.

Rafael Coelho Lopes de Sá
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Resumo

Apresentamos o formalismo de espinores puros da supercorda. Fazemos um

estudo sistemático da prescrição para o cálculo de amplitudes em ńıvel árvore nesse

formalismo. Discutimos brevemente a supercorda em AdS5 × S5.

Palavras Chaves: supercordas; espinores puros; amplitudes de espalhamento;

AdS5 × S5.

Áreas do conhecimento: f́ısica; teoria quântica de campos; teoria de supercordas.
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Abstract

We present the pure spinor formalism of the superstring. We systematically

study the prescription for tree level amplitudes in this formalism. We discuss briefly

the superstring in AdS5 × S5.
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Caṕıtulo 1

O formalismo de espinores puros.

Tradicionalmente, havia dois formalismo para a descrição das supercordas. O for-

malismo de Ramond-Neveu-Schwarz (RNS), o primeiro a ser desenvolvido nos idos

da década de 70, e o formalismo de Green-Schwarz (GS), desenvolvido na década

de 80. Ambos possuem caracteŕısticas que os tornam inadequados para estudar as-

pectos da quantização da supercorda. No formalismo de RNS, embora a ação seja

supersimétrica na folha-mundo, os aspectos supersimétricos no espaço-tempo são

escondidos, e só aparecem após um procedimento ad hoc de projeção GSO. Já o for-

malismo de GS, devido a sua intruncada estruturas de v́ınculos da ação, não permite

que se faça diretamente a quatização covariante da teoria. Felizmente, os aspectos

indesejáveis das teorias são complementares e muito pode ser estudado sobre super-

cordas nesses últimos 25 anos. No entanto, há alguns aspectos que somente uma

descrição manifestamente supersimétrica e covariante verdadeiramente elucidam, em

particular, o cálculo de amplitudes de espalhamento. Em 2000, Nathan Berkovits

propôs um método de quantização para supercordas baseado em espinores puros [4]

no qual ele conseguiu harmonizar essas duas caracteŕısticas. Nesse primeiro caṕıtulo

faremos uma revisão desse método. Contudo, seguiremos uma linha distinta das de-

mais monografias sobre esse assunto e não tentaremos relacionar esse formalismo

com os demais existentes. O apresentaremos de forma independente e auto-contida,

o leitor pode se referir a [5] para a demonstração completa da equivalência entre as

ações do formalismo de espinores puros e de GS.

1.1 Ação da supercorda no formalismo de espinores puros

As variáveis na folha-mundo para o Tipo IIB desse formalismo inclui as variáveis de

matéria de Green-Schwarz-Siegel (xm, θα, pα; θ
α
, pα) onde xm é um vetor bosônico no

espaço-tempo comm = 0 . . . 9 e (θα, pα; θ
α
, pα) são espinores fermiônicos quirais e an-

tiquirais no espaço-tempo com α = 1 . . . 16; e as váriaveis fantasmas (λα, ωα;λ
α
, ωα)
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onde λα e λ
α

são espinores bosônicos no espaço-tempo vinculados a satisfazer a

condição de espinores puros:

λα (γm)αβ λ
β = 0, λ

α
(γm)αβ λ

β
= 0 (1.1)

(γm)αβ e (γm)αβ são matrizes 16×16 que são os blocos fora da diagonal das matrizes

Γ 32× 32 em dez dimensões e satisfazem (γ(m)αβ(γn))βγ = 2ηmnδγ
α e a identidade de

Fierz ηmnγ
m
(αβγ

n
γ)δ = 0. Um espinor puro, como definido por Cartan, é tal que, num

espaço de dimensão d = 2R satisfaz:

λαλβ ∝ γαβ
m1···mR

(λγm1···mRλ) (1.2)

Podemos ver facilmente que esse é o caso (1.1). Para a versão tipo IIA do formalismo,

a quiralidade dos ı́ndices espinoriais nas variáveis antiholomórficas é revertida e, para

a versão heterótica, as variáveis antiholomórficas são as mesmas que no formalismo

RNS.

No gauge conforme, a ação na folha-mundo é:

S =

∫
d2z

[
−1

2
∂xm∂xm − pα∂θ

α − pα∂θ
α

+ wα∂λ
α + wα∂λ

α
]

(1.3)

Onde xm, θα, θ
α
, λα e λ

α
têm peso conforme (0, 0) enquanto pα e ωα têm peso

conforme (1, 0) e pα, ωα têm peso conforme (0, 1).

Podemos mostrar facilmente que essa ação é invariante pelas transformações de

supersimetria:

δxm =
1

2
(εγmθ)

δθα = εα

δpβ = −1

2
εαγm

αβ∂xm +
1

8
εαθγ∂θδγm

βδγmγα

δw = 0 δλ = 0

(1.4)

Vamos mostrar isso apenas para as variáveis holomórficas. O resultado para as

antiholomórficas é idêntico. Temos a seguinte variação:

δS =

∫
−1

4
(εγm∂θ) ∂xm −

1

4

(
εγm∂θ

)
∂xm

+
1

2

(
εγm∂θ

)
∂xm +

1

8

(
∂θγm∂θ

)
(εγmθ) (1.5)

Podemos integrar por partes o primeiro termo duas vezes para obter−1/4
(
εγm∂θ

)
∂xm.

2



Logo, a soma desse termo com segundo cancela o terceiro termo. Sobra o quarto:∫ (
∂θγm∂θ

)
(εγmθ) = −

∫
(θγm∂θ)

(
εγm∂θ

)
−
∫ (

θγm∂∂θ
)
(εγmθ)

= −
∫

(θγm∂θ)
(
εγm∂θ

)
+

∫ (
∂θγm∂θ

)
(εγmθ)

+

∫ (
θγm∂θ

)
(εγm∂θ)

= −
∫
θα∂θβεγ∂θσ

(
γm

αβγm γσ − γm
βσγm γα + γm

ασγm γβ

)
= +2

∫
θα∂θβεγ∂θσ

(
γm

βσγm γα

)
= −2

∫ (
∂θγm∂θ

)
(εγmθ)

(1.6)

Como os campos de matéria são livres, podemos facilmente calcular seus OPE’s [2]:

xm(y)xn(z) → −ηmn log |y − z|2 , pα (y) θβ (z) → (y − z)−1 δβ
α (1.7)

e definir o gerador de supersimetria:

qα = −
[
pα +

1

2
γm

αβθ
β∂xm +

1

24
γm

αβγm γδθ
βθγ∂θδ

]
(1.8)

e qα de forma análoga para as variáveis antiholomórficas. Pode-se verificar que os

geradores Qα =
∮
qα obedecem à álgebra de supersimetria:

{Qα, Qβ} = γm
αβ

∮
∂xm (1.9)

O único anticomutador não imediato é:

δ2δ1pβ = −1

2
(γmε1)β (ε2γm∂θ) +

1

8
(γm∂θ)β (ε1γmε2) (1.10)

Trocando 2 ↔ 1, o segundo termo é óbviamente zero enquanto o primeiro resulta

em:

(δ2δ1 − δ1δ2) pβ ∝ εα1 ε
δ
2γ

m
(αβγ

m
γ)δ∂θ

δ = 0 (1.11)

onde a igualdade segue da identidade de Fierz ηmnγ
m
(αβγ

n
γ)δ = 0.

1.2 OPE’s dos campos no formalismo de espinores puros

Calcular as OPE’s das variáveis fantasmas é mais complicado devido ao v́ınculo de

espinores puros. Esse v́ınculo pode ser resolvido escrevendo os espinores de SO(10)

através de suas componentes U(5), como faremos a seguir. Isso, em prinćıpio, pode-

ria indicar que esse formalismo não é manifestamente covariante. Contudo, poder-

emos observar que todas as OPE’s podem ser expressas covariantemente, embora

suas obtenções contenham passos onde essa covariância é quebrada.
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1.2.1 Parametrização U(5) de um espinor puro

Como λα respeita o v́ınculo de espinores puros, as variáveis wα possuem a seguinte

invariância de gauge:

δwα = Λm (γmλ)α (1.12)

então 5 das 16 componentes de wα podem ser fixadas por uma transformação de

gauge. Para preservar essa invariância de gauge, wα só pode aparecer nas seguintes

combinações:

Nmn =
1

2
: wαγ

α
mn βλ

β : J =: wαλ
α : (1.13)

Decompondo um espinor de SO(10) em suas componentes de U(5), podemos

parametrizar um espinor puro como:

λ+ = es

λab = uab

λa = −1

8
e−sεabcdeubcude

(1.14)

Para demonstrar isso vamos primeiro fixar notação. Construimos as seguintes com-

binações:

γa =
1

2

(
γa − iγa+5

)
γa =

1

2

(
γa + iγa+5

) (1.15)

Usando a álgebra de Clifford, é trivial mostrar que essas matrizes obdecem uma

álgebra de Heisenberg, ie {γa, γb} = δa
b . Um espinor tem então componentes λ±±±±±

onde, por exemplo, λ+−+−+ é aniquilado por γ1, γ2, γ
3, γ4 e γ5. O operador de

quiralidade pode ser definido como 32
∏

a (γaγa − 1/2), isto é, ele basicamente conta

os sinais do espinor. Um espinor de (anti)quiral terá o produto dos seus sinais

negativo (positivo). Definimos, pois, as componentes de U(5) para um espinor

quiral [6]:

λ = λ+ |0〉+
1

2
λabγ

bγa |0〉+
1

24
λaεabcdeγ

eγdγcγb |0〉 (1.16)

onde |0〉 é um espinor aniquilado por todos γa . Isso nos mostra uma decomposição

16 →
(
1, 10, 5

)
em U(5). De forma similar, para um espinor de anti-quiral:

w = waγ
a |0〉+

1

12
wabεabcdeγ

cγdγe |0〉+
1

120
w+λ

aεabcdeγ
aγbγcγdγe |0〉 (1.17)

Usando a álgebra das matrizes γ podemos então escrever:

λ+ = 〈0|λ〉 λcd = 〈0| γcγd |λ〉

λa =
1

24
εabcde〈0| γbγcγdγe |λ〉

(1.18)
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e

w+ =
1

120
εabcde〈0|γeγdγcγbγa|w〉

wab =
1

6
εabcde〈0| γeγdγc |w 〉 wa = 〈0| γa |w 〉

(1.19)

Agora podemos montar as contrações apropriadas. Note que λαγm
αβλ

β são as 16

primeiras componentes da expressão λT (CΓm)λ, onde C é a matriz de conjugação

de carga que satisfaz CΓm = −Γm,TC e pode ser escrita como C =
∏

a (γa − γa).

Logo, estamos interessados em calcular:

〈λ
∣∣Cγf

∣∣λ〉
〈λ |Cγf |λ〉

(1.20)

Nessas expressões, somente serão diferentes de zero os termos da forma:

〈0
∣∣Cγaγbγcγdγe

∣∣ 0〉 = εabcde (1.21)

já que se não houver os cinco γa, um dos γa de C aniquilará o estado. Substituindo

a expressão para um espinor quiral e mantendo somente os termos com cinco γ:

〈λ
∣∣Cγf

∣∣λ〉 =
1

24
λ+λaεabcde〈0

∣∣Cγfγeγdγcγb
∣∣ 0〉+

1

24
λaλ+εabcde〈0

∣∣γbγcγdγeCγ
f
∣∣ 0〉+

1

4
λabλcd〈0

∣∣γaγbCγ
fγdγc〉0

∣∣ 0〉 (1.22)

substituindo

〈λ
∣∣Cγf

∣∣λ〉 =
1

24
λ+λaεabcdeε

fedcb +
1

24
λaλ+εabcdeε

bcdef +
1

4
λabλcdε

abfdc

= 2λ+λf +
1

4
λabλcdε

abdcf
(1.23)

e se podemos ver claramente que as componentes propostas em (1.14) satisfazem

essa igualdade. A segunda equação de (1.20) é mais simples, já que 〈λ |Cγf |λ〉 só

pode ser proporcional a λfaλ
a = εabcdeufaubcude = 0 já que temos seis ı́ndices de

U(5) completamente antisimetrizados.

Usando essas componentes podemos escrever as quantidades de interesse usando

campos que não obedeçam a nenhum v́ınculo. O primeiro objeto de interesse seria

a ação dos fantasmas∗:

Sλ =

∫
d2z

(
∂t∂s+

1

2
vab∂uab

)
(1.24)

∗Além da equação de movimento proveniente dessa ação, temos que impor ∂s = ∂t = 0 para
assegurar a quiralidade correta dos fantasmas
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É posśıvel escrevê-la dessa forma se as componentes U(5) de wα forem:

w+ = ∂t e−s wab = vab wa = 0 (1.25)

Como agora os campos são livres, as OPE’s são fáceis de se calcular:

t (y) s (z) → log(y − z)

vab (y)ucd (z) → δ[a
c δ

b]
d

y − z

(1.26)

Para ver que é sempre posśıvel obter esse gauge decompomos (1.12) em compo-

nentes U(5). Fazendo isso, temos δwα = Λb

(
γbλ
)

α
+ Λb (γbλ)α. Agindo agora com

〈0| γa para selecionar a componente desejada δwa = Λaλ
+ + Λbλab. Escolhendo, por

exemplo, Λb = 0 e Λa = −wa/λ
+ temos o gauge desejado.

1.2.2 OPE’s dos operadores N e J

Os operadores invariantes de gauge N e J também podem ser escritos com essa

definição† e isso nos permite calcular OPE’s com λα que serão usadas adiante. Para

o operador J :

J (z) =
1

2
uabv

ab + ∂t+ 3∂s (1.27)

Calculando,

J (y)λ+ → es

(y − z)
=

λ+

(y − z)

J (y)λab →
1

2
ucd

δ[c
a δ

d]
b

(y − z)
=

λab

(y − z)

J (y)λa → +
1

8 (y − z)
e−sεabcdeubcude −

2

8 (y − z)
e−sεabcdeubcude =

λa

(y − z)

(1.28)

ou seja

J (y)λα (z) → λα

(y − z)
(1.29)

Da mesma forma para N :

n = − 1√
5

(
1

4
uabv

ab +
5

2
∂t− 5

2
∂s

)
na

b = ubcv
ac − 1

5
δa
bucdv

cd

nab = −esvab

nab = e−s

(
2∂uab + uab∂t− 2uab∂s+ uacubdv

cd − 1

2
uabucdv

cd

)
(1.30)

†Aparentemente [7] não é posśıvel encontrar uma definição de ordenação normal expĺıcita que
permita deduzir esses operadores. O ordenamento normal é definido implicitamente de tal forma
que, usando os campos definidos acima, tenhamos o resultado escrito.
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onde as componente U(5) desse tensor antisimétrico são definidas como:

nab =
1

2

(
Nab + iNa(b+5) + iN (a+5)b −N (a+5)(b+5)

)
nab =

1

2

(
Nab − iNa(b+5) − iN (a+5)b −N (a+5)(b+5)

)
na

b =
1

2

(
Nab − iNa(b+5) + iN (a+5)b +N (a+5)(b+5)

)
− i

δa
b

5

∑
a

N (a+5)a

n =
i√
5

∑
a

N (a+5)a

(1.31)

A OPE desse tensor com λα é

Nmn (y)λα (z) → 1

2

(γmn)α
β λ

β

(y − z)
(1.32)

Antes de demonstrarmos a igualdade, note que Nmn age como uma corrente de

Lorentz para os fantasmas. Se calcularmos‡ a OPE entre NN veremos que este é

exatemente o caso e que essa corrente tem ńıvel −3.

Nkl(y)Nmn(z) → ηm[lNk]n(z)− ηn[lNk]m(z)

(y − z)
− 3

ηknηlm − ηkmηln

(y − z)2
(1.33)

Se somado ao ńıvel +4 da corrente −1
2
(pγmnθ) temos uma corrente de Lorentz para

o formalismo de espinores puros da supercorda com ńıvel +1, o que é idêntico ao

ńıvel da corrente Mmn = ψmψn do formalismo de RNS [8]. Agora podemos calcular

as diversas componentes. Uma relação trivial e muito útil no que se segue é:

4γaγb = γab − iγa(b+5) − iγ(a+5)b − γ(a+5)(b+5) a 6= b

4γaγb = γab + iγa(b+5) + iγ(a+5)b − γ(a+5)(b+5) a 6= b

2γaγb − 2γbγ
a = γab − iγa(b+5) + iγ(a+5)b + γ(a+5)(b+5)

5i− 2i
∑

a

baba =
∑

a

γ(a+5)a

(1.34)

Começamos com as OPE’s de nab. Mostraremos primeiro qual a decomposição da

OPE (1.32) em componentes U(5) e depois mostraremos que a expressão (1.30)

satisfaz a igualdade.

nabλ
+ =

1

2
〈0|
(
Nab − iNa(b+5) − iN (a+5)b −N (a+5)(b+5)

)
|λ〉

=
1

4
〈0|
(
γab − iγa(b+5) − iγ(a+5)b − γ(a+5)(b+5)

)
|λ〉 (y − z)−1

= 〈0|γaγb|λ〉 (y − z)−1

=
λab

(y − z)

(1.35)

‡Essa conta expĺıcita pode ser encontrada em [7].
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nabλ
+ =e−s

(
2∂uab + uab∂t− 2uab∂s+ uacubdv

cd − 1

2
uabucdv

cd

)
es

→ uab

(y − z)

(1.36)

A próxima componente de λα é:

nabλcd = 〈0|γcγdγaγb|λ〉 (y − z)−1

= εabcde
λe

(y − z)

(1.37)

nabλef =e−s

(
2∂uab + uab∂t− 2uab∂s+ uacubdv

cd − 1

2
uabucdv

cd

)
uef

→e−s (uaeubf − uafube − uabuef ) = −1

8
e−sεabefcε

cdghiudguhi

(1.38)

Já nabλ
c deve ser regular pois não há invariante de U(5) com essa disposição de

ı́ndices. Dáı

nabλ
c = e−s

(
2∂uab + uab∂t− 2uab∂s+ uacubdv

cd − 1

2
uabucdv

cd

)
(
−1

2
e−sεcdefgudeufg

)
→ regular (1.39)

onde todos os termos singulares dão zero devido ao excesso de ı́ndices antisimetriza-

dos.

Passemos agora para n:

nλ+ =
i√
5

∑
a

〈0|N (a+5)a|λ〉 =
i

2
√

5

∑
a

〈0|γ(a+5)a|λ〉 (y − z)−1

=
i

2
√

5

∑
a

〈0|

(
5i− 2i

∑
a

γaγa

)
|λ〉 (y − z)−1

= −
√

5

2

λ+

(y − z)

(1.40)

n (y)λ+ (z) =− 1√
5

(
1

4
uabv

ab +
5

2
∂t− 5

2
∂s

)
y

(es)z

→ −
√

5

2

es

(y − z)

(1.41)

n (y)λcd (z) =
i

2
√

5

∑
a

〈0|γcγd

(
5i− 2i

∑
a

γaγa

)
|λ〉 (y − z)−1

= − 1

2
√

5

λcd

(y − z)

(1.42)

8



n (y)λcd (z) =− 1√
5

(
1

4
uabv

ab +
5

2
∂t− 5

2
∂s

)
y

(ucd)z

→ − 1

2
√

5

ucd

(y − z)

(1.43)

n (y)λc (z) =
i

48
√

5
εcdefg

∑
a

〈0|γcγdγeγf

(
5i− 2i

∑
a

γaγa

)
|λ〉 (y − z)−1

=
3

2
√

5

λc

(y − z)

(1.44)

n (y)λc (z) =− 1√
5

(
1

4
uabv

ab +
5

2
∂t− 5

2
∂s

)
y

(
−1

8
e−sεcdefgudeufg

)
z

→ − 5

2
√

5 · 8
1

(y − z)
e−sεcdefgudeufg +

2

2
√

5 · 8
1

(y − z)
e−sεcdefgudeufg

= − 3

2
√

5 · 8
1

(y − z)
e−sεcdefgudeufg

(1.45)

Da mesma forma que acima, nab (y)λ+ (z) deve ser regular pois não há invariante

de U(5) que pode ser constrúıdo com essa disposição de ı́ndices.

nab (y)λ+ =
(
−esvab

)
y
(es)z → regular (1.46)

Continuando:

nab(y)λcd(z) =
1

2
〈0|γcγd

(
Nab + iNa(b+5) + iN (a+5)b −N (a+5)(b+5)

)
|λ〉

=
1

4
〈0|γcγd

(
γab + iγa(b+5) + iγ(a+5)b − γ(a+5)(b+5)

)
|λ〉 (y − z)−1

= 〈0|γcγdγ
aγb|λ〉 (y − z)−1

= −δ
[a
c δ

b]
d λ

+

(y − z)

(1.47)

nab (y)λcd (z) =
(
−esvab

)
y
(ucd)z → − δ

[a
c δ

b]
d e

s

(y − z)
(1.48)

nab(y)λc(z) =
1

24
εcdefg〈0|γdγeγfγgγ

aγb|λ〉 (y − z)−1

= −12

24
εcdeba〈0|γdγe|λ〉 (y − z)−1 = −1

2
εabcdeλde (y − z)−1

(1.49)

nab (y)λc (z) =
(
−esvab

)
y

(
−1

8
e−sεcdefgudeufg

)
z

→ −1

2
εabcdeude (y − z)−1

(1.50)
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E, finalmente:

na
b (y)λ

+(z) =
1

2
〈0|
(
Nab − iNa(b+5) + iN (a+5)b +N (a+5)(b+5)

)
|λ〉− δa

b√
5
〈0|n(y)|λ〉

=
1

4
〈0|
(
γab − iγa(b+5) + iγ(a+5)b + γ(a+5)(b+5)

)
|λ〉 (y − z)−1 +

1

2

δa
bλ

+

(y − z)

=
1

2
〈0| (γaγb − γbγ

a) |λ〉 (y − z)−1 +
1

2

δa
bλ

+

(y − z)

= −1

2

δa
bλ

+

(y − z)
+

1

2

δa
bλ

+

(y − z)
= 0

(1.51)

na
b (y)λ+ (z) =

(
ubcv

ac − 1

5
δa
bucdv

cd

)
y

(es)z → regular (1.52)

na
b (y)λcd(z) =

1

2
〈0|γcγd (γaγb − γbγ

a) |λ〉 (y − z)−1 +
1

10

δa
bλcd

(y − z)

=
δa
cλbd − δa

dλbc

(y − z)
− 2

5

δa
bλcd

(y − z)

(1.53)

na
b (y)λef (z) =

(
ubcv

ac − 1

5
δa
bucdv

cd

)
y

(uef )z

→
δa
eubf − δa

fλbe

(y − z)
− 2

5

δa
bλef

(y − z)

(1.54)

O último caso segue exatamente a mesma linha de racićınio e, como foi dito anteri-

ormente, todas as OPE’s dos campos invariantes de gauge com os fantasmas podem

ser escritos de forma covariante.

Outro fato que é fácil ver quando se escreve a ação com campos livres é que o

tensor momento energia dessa teoria terá carga central zero já que a contribuição

dos campos de matéria {xm, θα, pα} → (+10− 32) = −22 é precisamente cancelada

pela contribuição dos campos fantasmas
{
s, uab, t, v

ab
}
→ +22. Perceba que isso só

ocorre se o espaço-tempo tiver 10 dimensões, como assumimos desde o ińıcio.
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Caṕıtulo 2

Operadores de Vértice e Espectro sem Massa

2.1 Operador de vértice na forma não integrada

Estados f́ısicos da corda aberta∗ nesse formalismo são definidos como campos primários

de número fantasma +1 na cohomologia do operador tipo-BRST:

Q =

∮
λαdα (2.1)

onde

dα = pα −
1

2
γm

αβθ
β∂xm −

1

8
γm

αβγm γδθ
βθγ∂θδ (2.2)

é o v́ınculo supersimétrico de Green-Schwarz. Não é dif́ıcil mostrar que dα satisfaz

as seguintes OPE’s:

dα (y)V (x (z) , θ (z)) → DαV (x (z) , θ (z))

(y − z)

dα (y) ∂θβ (z) → δβ
α∂

(
1

y − z

)
=

δβ
α

(y − z)2

dα (y) Πm (z) →
γm

αβ∂θ
β (z)

(y − z)

dα (y) dβ (z) → −
γm

αβΠm (z)

(y − z)

(2.3)

onde

Πm = ∂xm +
1

2
θγm∂θ (2.4)

é o momento supersimétrico. Com essas OPE’s, podemos provar que o operador Q

é nilpotente e logo sua cohomologia é bem definida:

Q2 = −
∮
λαλβγm

αβΠm = 0 (2.5)

∗Estados da corda fechada podem ser obtidos concatenando dois estados da corda aberta. Re-
visaremos estes estados no caṕıtulo 6.
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onde usamos o v́ınculo de espinor puro. O número fantasmas ng de um estado Φ (y)

qualquer é definido como

[

∮
J(z),Φ(y)] = ngΦ(y) (2.6)

onde a corrente fantasma J(z) foi definida no caṕıtulo anterior (1.13). Além disso,

Dα é a derivada supersimétrica definida como:

Dα =
∂

∂θα
+

1

2
θβγm

αβ∂m (2.7)

As duas primeiras igualdades de (2.3) são imediatas. Vamos mostrar as duas últimas:

dα (y) Πn (z) =

[
pα (y)− 1

2
γm

αβθ
β(y)∂xm(y)− 1

8
γm

αβγmγδθ
β(y)θγ(y)∂θδ(y)

]
[
∂xn(z) +

1

2
γn

λκθ
λ(z)∂θκ(z)

]
→
[
1

2

γn
λκδ

λ
α∂θ

κ(z)

(y − z)
− 1

2

γn
λκθ

λ(z)δκ
α

(y − z)2

]
+

[
1

2

γn
αβθ

β(y)

(y − z)2

]

=

[
1

2

γn
λκδ

λ
α∂θ

κ(z)

(y − z)
− 1

2

γn
λκθ

λ(z)δκ
α

(y − z)2

]
+

[
1

2

γn
αβθ

β(z)

(y − z)2
+

1

2

γn
αβ∂θ

β(z)

(y − z)

]

=
γn

αβ∂θ
β

(y − z)

(2.8)

A segunda é um pouco mais longa. Vamos escrever:

dα(y) = pα(y)− 1

2
γm

αβθ
β(y)∂xm(y)− 1

8
γm

αβγmγδθ
β(y)θγ(y)∂θδ(y)

dλ(z) = pλ(z)−
1

2
γn

λκθ
κ(z)∂xn(z)− 1

8
γm

λκγnµνθ
κ(z)θµ(z)∂θν(z)

Calculando as OPE’s:

dα(y)dλ(z) →

− 1

2

γn
λα∂xn

(y − z)
− 1

8

γn
λαγnµνθ

µ(z)∂θν(z)

(y − z)

+
1

8

γn
λκγnανθ

κ(z)∂θν(z)

(y − z)
− 1

8

γn
λκγnµαθ

κ(z)θµ(z)

(y − z)2

− 1

2

γm
αλ∂xm(y)

(y − z)
− 1

4

γm
αβγmλκθ

β(y)θκ(z)

(y − z)2

− 1

8

γm
αλγmγδθ

γ(y)∂θδ(y)

(y − z)
+

1

8

γm
αβγmλδθ

β(y)∂θδ(y)

(y − z)

+
1

8

γm
αβγmγλθ

β(y)θγ(y)

(y − z)2

(2.9)
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A primeira linha faz parte do resultado sem nenhuma modificação. Os primeiros

termos da terceira e da quarta linha também. Os termos em polo duplo se cancelam

trivialmente, embora ainda tenhamos que considerar a expansão em Taylor dos θ’s

que são função de y. Considerando esses termos:

+
1

8

γn
λκγnανθ

κ∂θν

(y − z)
− 1

4

γm
αβγmλκ∂θ

βθκ

(y − z)

+
1

8

γm
αβγmλδθ

β∂θδ

(y − z)
+

1

8

γm
αβγmγλ∂θ

βθγ

(y − z)

+
1

8

γm
αβγmγλθ

β∂θγ

(y − z)

(2.10)

O primeiro termo da primeira linha cancela o segundo da segunda. O primeiro termo

da segunda linha se soma com o termo na terceira linha para restar, depois de uma

troca de ı́ndices:
1

4

γm
αβγmγλθ

β∂θγ

(y − z)
+

1

4

γm
αγγmβλθ

β∂θγ

(y − z)
(2.11)

O que, usando a identidade de Fierz ηmnγ
m
(αβγ

n
γ)δ = 0, é exatamente igual ao termos

que resta para provar a identidade.

Para obter o espectro sem massa da corda aberta, notamos que o operador mais

geral, a momento zero, com peso conforme zero e número fantasma +1 é:

U = λαAα (x, θ) (2.12)

onde Aα (x, θ) é um supercampo espinorial dependendo somente dos modos zero de

xm e de θα na folha-mundo . A exigência desse operador estar na cohomologia de Q

faz com que o supercampo Aα satizfaça:

λαλβDαAβ = 0

⇒γαβ
mnpqrDαAβ = 0

⇒DαAβ +DβAα = γm
αβAm

(2.13)

e que tenha a seguinte invarincia de gauge:

δAα = DαΛ, δAm = ∂mΛ (2.14)

Para obtermos o espectro fixamos o gauge escolhendo Λ (x, θ) = hαθ
α + jαβθ

αθβ.

hα é escolhido para zerar (Aα (x)) |θ=0 enquanto jαβ é escolhido para zerar a parte

3-forma† de (DαAβ (x)) |θ=0. A parte 5-forma de (DαAβ (x)) |θ=0 zera pela equação

†Todo biespinor Fαβ pode ser decomposto em uma 1-forma, uma 3-forma e uma 5-forma da
seguinte forma: Fαβ = Fmγm

αβ +Fmnpγ
mnp
αβ +Fmnpqrγ

mnpqr
αβ . Onde Fmnp é a parte antisimétrica do

biespinor. Por outro lado, um biespinor F β
α pode ser decomposto em uma 0-forma, uma 2-forma

e uma 4-forma usando a mesma idéia: F β
α = Fδβ

α + Fmnγmn β
α + Fmnpqγ

mnpq β
α .
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de movimento. Então, podemos escrever:

Aα (x, θ) =
1

2
am (γmθ)α −

1

3
(ξγmθ) (γmθ)α + · · ·

Am (x, θ) = am + (ξγmθ) + · · ·
(2.15)

Além disso, essa escolha de gauge deixa uma transformação de gauge residual δam =

∂ms (x) onde s (x) = (Λ (x)) |θ=0. Esse é o espectro do multipleto de super-Maxwell.

2.2 Operador de vértice na forma integrada

Para calcular amplitudes de espalhamento mais adiante também precisaremos dos

operadores na forma integrada. Normalmente, se define esses operadores de vértice

de dimensão um por V (z) =
{∮

b, U(z)
}

onde b(z) é um operador de dimensão dois

satisfazendo {Q, b(z)} = T (z). Contudo, no formalismo de espinor puro não há

estados com número fantasma negativo, já que ωα sempre aparece nas combinações

invariantes de gauge N e J que possuem número fantasma 0. A ausência desse

campo cria dificuldades na hora de se definir amplitudes de loop nesse formalismo

[9].

Mas, já que QU = 0 e que
[∮
T, U(z)

]
= ∂U (z), essa relação implica que

QV = ∂U (2.16)

e podemos procurar o operador de vértice que satisfaça essa condição sem construir

aqui um operador b. O operador na forma integrada é:

V = ∂θαAα (x, θ) + ΠmBm (x, θ) + dαW
α (x, θ) +

1

2
NmnF

mn (x, θ) (2.17)

onde Bm, Wα e Fmn são intensidades de campo de Aα definidos por:

Bm =
1

8
γαβ

m (DαAβ + igAαAβ)

Wα =
1

10
γαβ

m (DαB
m − ∂mAα + ig [Aα, B

m])

Fmn = ∂[mBn] + ig [Bm, Bn] =
1

8
(γmn) β

α (DβW
α + ig {Aβ,W

α})

(2.18)

Note que, diferente da seção anterior, estamos definindo aqui as intensidades de

campo no caso mais geral de uma teoria não-abeliana. Essas intensidades de campo

se transformam sob (2.14) como:

δBm = ∂mΛ + ig [Bm,Λ] δW α = ig [Wα,Λ] δFmn = ig [Fmn,Λ] (2.19)
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Podemos provar agora que (2.17) satisfaz (2.16):

Q
(
∂θβAβ

)
=

∮
y

λα (y) dα (y) ∂θβ (z)Aβ (x (z) , θ (z))

=

∮
y

λα (y)Aα (x (z) , θ (z))

(y − z)2 − λα (y) ∂θβ (z)DαAβ (x (z) , θ (z))

(y − z)

= (∂λα)Aα (x, θ)− λα∂θβDαAβ (x, θ) (2.20)

Isso pode ser escrito de uma forma mais esperta:

=∂λαAα + λα∂Aα − λα∂Aα

+
1

2
(θγm∂θ) ∂mAα −

1

2
(θγm∂θ) ∂mAα − λα∂θβDαAβ (x, θ)

=∂ (λαAα)− λα∂θβ ∂Aα

∂θβ
− λα∂xm∂mAα

− 1

2
(∂θγmθ) ∂mAα −

1

2
(θγm∂θ) ∂mAα − λα∂θβDαAβ (x, θ)

=∂ (λαAα)− λα∂θβ

(
∂

∂θβ
+

1

2
(γmθ)β ∂m

)
Aα

− λα

(
∂xm +

1

2
θγm∂θ

)
∂mAα − λα∂θβDαAβ (x, θ)

=∂ (λαAα)− λα∂θβD(αAβ) − λαΠm∂mAα

(2.21)

Os demais termos são mais simples:

Q (ΠmBm) =

∮
y

(λαdα)y (ΠmBm)z = (λγm∂θ)Bm + λαΠmDαBm (2.22)

Q
(
dβW

β
)

=

∮
y

(λαdα)y

(
dβW

β
)

z
= − (λγmW ) Πm − λαdβDαW

β (2.23)

Q

(
1

2
NmnF

mn

)
=

∮
y

(λαdα)y

(
1

2
NmnF

mn

)
z

= dβ
1

4
(γmnλ)β Fmn +

1

2
λαNmnDαF

mn (2.24)

Agora, juntando tudo:

QV = ∂ (λαAα)+λα∂θβ
(
−D(αAβ) + γm

αβBm

)
+λαΠm

(
DαBm − ∂mAα − γmαβW

β
)

+ λαdβ

(
−DαW

β +
1

4
(γmn)β

α Fmn

)
+

1

2
λαNmnDαF

mn (2.25)

Na camada de massa, i.e. quando (2.18) são satisfeitas, todos os termos, exceto o

primeiro, zeram. O quarto termo, em especial, zera por:

λαNmnDαF
mn = λαλβγ γ

mnβ ωγDαF
mn

∝ ωγλ
αλβDαDβW

γ =
1

2
ωγ (λγmλ) ∂mW

γ = 0 (2.26)
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onde o v́ınculo de espinores puro foi usado. Então sobra:

QV = ∂ (λαAα) (2.27)

como gostaŕıamos.
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Caṕıtulo 3

Amplitudes de Espalhamento

Como de usual, a amplitude de espalhamento em ńıvel árvore de N-pontos para a

corda aberta será definida como a função de correlação de três operadores de vértices

não integrados U e N − 3 operadores de vértice
∫
dz V como [2]:

A =

∫
dz4 · · ·

∫
dzn 〈U1 (z1)U2 (z2)U3 (z3)

N∏
r=4

Vr (zr)〉 (3.1)

A possibilidade de fixar três operadores de vértice vêm da existência de três vetores

de Killing conformes em superf́ıcies de genus zero.

O primeiro passo para calcular a função de correlação é eliminar todos os campos

da folha-mundo com dimensão diferente de zero (ie. ∂xm, ∂θ
α, pα, J e Nmn) usando

as OPE’s com outros campos obtidas nos dois caṕıtulos anteriores e o fato que eles

zeram em z →∞. Intregramos então sobre os modos zero de xm usando conservação

de momento para obter uma fórmula do tipo Koba-Nielsen:

A =

∫
dz4 · · ·

∫
dzN〈λαλβλγfαβγ (zr, kr, ηr, θ)〉 (3.2)

Agora se quer definir a função de correlação 〈λαλβλγfαβγ〉 de forma que a A seja

supersimétrico e invariante de gauge. Vamos tratar primeira a invariância de gauge.

Como vimos no caṕıtulo anterior, quando os estados externos estão na camada de

massa, eles obedecem QY = Q
(
λαλβλγfαβγ

)
= 0 e a invariância de gauge exige que

〈Y 〉 seja zero quando Y = QΩ. Desta forma, é evidente que estados na cohomologia

de Q com número fantasma +3 estarão contidos na prescrição correta para o cálculo

dessa função de correlação.

3.1 Cálculo da cohomologia do operador tipo-BRST

Vamos então calcular a cohomologia a momento zero de Q = λαdα para um número

fantasma arbitrário. Como Q = λαpα quando Pm = 0, a única razão para essa
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cohomologia ser não trivial é porque λα é vinculado por λγmλ = 0. Vamos mostrar

agora que a cohomologia de Q = λαpα com λα vinculado é equivalente cohomologia

“linear” de Q̂ com λ̃α não vinculado, onde:

Q̂ = λ̃αpα + (λ̃γmλ̃)bm + cm(λ̃γmf) + (λ̃γmλ̃)(jγmg)− 2(jαλ̃
α)(gβλ̃

β)

+ (kγmλ̃)rm + (λ̃γmγ̃)smt (3.3)

e cohomologia “linear” significa elementos na cohomologia de Q̂ que sejam no máximo

lineares nas novas variáveis {cm, gα, k
α, sm, u}. Note que (cm, bm), (gα, f

α), (kα, jα),

(sm, r
m) e (u, t) são novos pares de variáveis e seus momentos conjugados que foram

adicionados ao espaço de Hilbert. Os pares (cm, bm), (kα, jα) e (u, t) são férmions

de número fantasma (1,−1), (2,−2) e (3,−3) respectivamente, enquanto os pares

(gα, f
α) e (sm, r

m) são bósons com número fantasma (1,−1) e (2,−2) respectiva-

mente.

Para relacionar as cohomologias de Q e Q̂, considere um estado F (λ, θ) na

cohomologia de Q. Então:

QF = (λ̃γmλ̃)τm (3.4)

para algum τm e

Q̂ (F − cmτm) = cmQτm (3.5)

Mas Q2F = 0 implica que

(λ̃γmλ̃)Qτm = 0 (3.6)

o que, por sua vez, implica que

Qτm = λ̃γmψ (3.7)

devido à identidade de Fierz para as matrizes γm em dez dimensões ηmnγ
m
(αβγ

n
γ)δ = 0,

para algum ψ. Mas então,

Q̂(F − cmτm − gαψ
α) = −gαQψ

α (3.8)

Mas Q2τm = 0 implica que

λ̃γmQψ = 0 (3.9)

o que, por sua vez, implica

Qψα = (λ̃γnλ̃)(γnρ)
α − 2λ̃α(λ̃βρβ) (3.10)

para algum ρβ. Para mostrar isso, apenas substitua a última expressão na penúltima

e use a álgebra de Clifford

(λ̃γnλ̃)(λ̃γmγnρ)− 2(λ̃γmλ̃)(λ̃βρβ) = (λ̃γnλ̃)(λ̃γnγmρ) = 0 (3.11)
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onde a última igualdade segue novamente da identidade de Fierz. Continuando, isso

quer dizer que

Q̂(F − cmτm − gαψ
α + kαρα) = −kαQρα (3.12)

Só que

Q2ψα = (λ̃γmλ̃)(γmQρ)
α − 2λ̃α(λ̃Qρ) = 0 (3.13)

implica, usando os mesmos argumentos, que

Qρα = (γmλ̃)ασ
m (3.14)

para algum σm. Seguindo a linha de racioćınio

Q̂(F − cmτm − gαψ
α + kαρα + smσm) = smQσm (3.15)

mas

Q2ρα = (γmλ̃)αQσ
m = 0 (3.16)

implica

Qσm = (λ̃γmλ̃)κ (3.17)

para algum κ. Finalmente, isso implica que

Q̂(F − cmτm − gαψ
α + kαρα + smσm + uκ) = uQκ=0 (3.18)

já que

Q2σm = (λ̃γmλ̃)Qκ = 0 (3.19)

implica Qκ= 0. Então, para qualquer F (λ, θ) na cohomologia de Q com λα vincu-

lado, podemos construir um estado F̂ aniquilado por Q̂ que é no máximo linear em

{cm, gα, k
α, sm, u}.

Para mostrar que F̂ está na cohomologia de Q̂, suponha que F̂ = Q̂Ω̂ para algum

Ω̂ = Ω(λ̃, θ) + cmτm(λ̃, θ) + · · · (3.20)

Então, como F é o termo em F̂ sem as novas variáveis,

F = QΩ + (λ̃γmλ̃)τm (3.21)

o que é uma contradição dado o fato que F está na cohomologia de Q quando λ

estiver vinculado.

Agora temos que provar o resultado na direção oposta. Suponha que se começe

com um estado F̂ na na cohomologia linear de Q̂:

F̂ (λ̃, θ) = F (λ̃, θ) + cmτm(λ̃, θ) + gαψ
α(λ̃, θ) + kαρα(λ̃, θ)

+ smσ
m(λ̃, θ) + uκ(λ̃, θ) (3.22)
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Então, Q̂F̂ = 0 implica

QF = −(λ̃γmλ̃)τm (3.23)

e logo F é aniquilado por Q com λα vinculado. Para mostrar que F está na coho-

mologia de Q, suponha que

F = QΩ + (λ̃γmλ̃)ξm (3.24)

para algum Ω(λ̃, θ) e ξm(λ̃, θ). Então

F̂ = Q̂(Ω + cmξm) + cm(τm +Qξm) + gαψ
α + · · · (3.25)

Mas Q̂F̂ = 0 implica

(λ̃γmλ̃)(τm +Qξm) = 0 (3.26)

que, por sua vez, implica que

(τm +Qξm) = λ̃γmχ (3.27)

para algum χα. Mas dáı:

F̂ = Q̂(Ω + cmξm + gαχ
α) + gα(ψα −Qχα) + kαρα + · · · (3.28)

Perceba que só estamos fazendo o caminho oposto da prova da ida. Continuando

esse argumento se encontra

F̂ = Q̂(Ω + cmξm + gαχ
α + · · ·+uε) (3.29)

o que é uma contradição.

Mas tendo provado que a cohomologia de Q = λp é igual a de Q̂ = λ̃p̂ podemos

agora encontrar a cohomologia de Q̂. Para isso observe que:

Q̂ = λ̃e−RpeR (3.30)

onde

R = (θγmλ̃)bm − cm(θγmf) + (θγmλ̃)(jγmg)

+ 2(jθ)(gλ̃) + (θγmk)r
m + (θγmλ̃)smt (3.31)

É óbvio que a cohomologia, após a transformação de similaridade, será dada por

{1, cm, gα, k
α, sm, u} em números fantasmas {0, 1, 1, 2, 2, 3} respectivamente. Agora

basta então proceder com a transformação inversa. O estado associado a 1 será,

trivialmente, o 1. O estado associado a cm será:

eRcme−R = cm + (θγmλ̃) (3.32)
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Número fantasma Estado

0 1

+1 (θγmλ)

(θγmλ) (θγm)α

+2 (θγmλ) (θγnλ) (θγmn)α

(θγnλ) (θγpλ) (θγmnpθ)

+3 (θγmλ) (θγnλ) (θγpλ) (θγmnpθ)

Tabela 3.1: Cohomologia do operador Q a momento zero.

Já o estado associado a gα é:

eRgαe
−R = gα + cm(θγm)α +

1

2
(θγmλ̃)(θγm)α (3.33)

a kα:

eRkαe−R = kα + (θγmλ̃)(γmg)α − 2θα(gλ̃)

+
1

2
cm(θγmγn)α(θγnλ̃)− cm(θγmλ̃)θα +

1

3
(θγmλ̃)(θγmn)α(θγnλ̃) (3.34)

a sm:

eRsme
−R = sm − (θγmk) +

1

2
(θγnλ̃)(θγmγng)

− 1

6
(θγnλ̃)(θγmγnγpθ)c

p +
1

4
(θγpλ̃)(θγnλ̃)(θγmnpθ) (3.35)

e, finalmente o mais importante, o estado associado a u:

eRue−R = u− (θγmλ̃)sm +
1

2
(θγmk)(θγ

mλ̃)− 1

6
(θγnλ̃)(θγmγng)(θγ

mλ̃)

− 1

24
cp(θγmλ̃)(θγnλ̃)(θγmγnγpθ)−

1

20
(θγmλ̃)(θγnλ̃)(θγpλ̃)(θγmnpθ) (3.36)

A tabela (3.1) lista então todos os elementos na cohomologia de Q.

3.2 Prescrição para amplitude em ńıvel árvore

Desta forma, se expandirmos fαβγ (θ) em seus campos componentes:

fαβγ (θ) = Aαβγ + θδBαβγδ + · · ·+ (γmθ)α (γnθ)β (γpθ)γ (θγmnpθ)F + · · · (3.37)

é natural definir:

〈λαλβλγfαβγ (zr, kr, ηr, θ)〉 = F (zr, kr, ηr) (3.38)
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Essa prescrição pode ser entendida como uma integração sobre um superespaço

harmônico na camada de massa envolvendo cinco θ’s, já que 〈λαλβλγfαβγ〉 é pro-

porcional a:(
∂

∂θ
γm

)α(
∂

∂θ
γn

)β (
∂

∂θ
γp

)γ (
∂

∂θ
γmnp ∂

∂θ

)
fαβγ|θ=0 =

∫ (
d5θ
)αβγ

fαβγ (3.39)

Essa amplitude de espalhamento pode ser convenientemente escrita como:

A =
(
T −1

)((αβγ))[δ1···δ5] ∂

∂θδ1
· · · ∂

∂θδ5
fαβγ (θ) (3.40)

onde o tensor (T −1)
((αβγ))[δ1···δ5]

é a inversa do tensor constante invariante de Lorentz

T((αβγ))[δ1···δ5] definido por:

T((α1α2α3))[δ1δ2δ3δ4δ5]λ
α1λα2λα3θδ1θδ2θδ3θδ4θδ5 = (λγmθ) (λγnθ) (λγpθ) (θγmnpθ)

(3.41)

A notação ((α1α2α3))[δ1δ2δ3δ4δ5] significa que o tensor é simétrico e sem traço de

matriz γ nos três primeiros ı́ndices (i.e. γα1α2
m T((α1α2α3))[δ1δ2δ3δ4δ5] = 0) e antisimétrico

nos últimos cinco ı́ndices. Ele é univocamente determinado a menos de uma reescala

e pode ser calculado começando com γm
α1δ1

γn
α2δ2

γp
α3δ3

(γmnp)δ4δ5
e então simetrizando

nos ı́ndices α, antisimetrizando nos ı́ndices δ e finalmente subtraindo os traços de γ

dos ı́ndices α.

Agora podemos mostrar que a amplitude é invariante sob transformações de

supersimetria do espaço-tempo. Sob uma transformação de supersimetria do espaço-

tempo com parâmetro global εκ, o termo F (zr, kr) se transforma como δF (zr, kr) =

εκξκ (zr, kr) onde ξκ aparece na série de fαβγ como:

fαβγ (zr, kr, θ) · · ·+
(
θγlmnθ

)
(γlθ)α (γmθ)β (γnθ)γ [F (zr, kr) + θκξκ (zr, kR)] + · · ·

(3.42)

Mas
∫
dz4 · · ·

∫
dzNλ

αλβλγfαβγ vem de um vértice que comuta com Q e logo deve

satisfazer o v́ınculo: ∫
dz4 · · ·

∫
dzNλ

αλβλγλδDδfαβγ = 0 (3.43)

Inserindo (3.42) na equação (3.43), encontramos dois termos. Um primeiro:∫
dz4 · · ·

∫
dzN

(
λγlmnθ

)
(λγlθ) (λγmθ) (λγnθ) (θξ) (3.44)

e o outro: ∫
dz4 · · ·

∫
dzN

(
θγlmnθ

)
(λγlθ) (λγmθ) (λγnθ) (λξ) (3.45)
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Contudo, se escrevemos γlmn como:

γlmn = γlγmn + ηl[mγn] (3.46)

podemos ver que primeiro termo zera pois:(
λγlγmnθ

)
(λγlθ) = λαλβθγθδγmnε

γγ
l
ε(αγl βδ) = 0 (3.47)

onde foi usada a identidade de Fierz. Já a segunda equação implica que:∫
dz4 · · ·

∫
dzNξκ (zr, kr) = 0 ⇒ δA = 0 (3.48)

e logo a amplitude é supersimétrica.

3.3 Amplitude de espalhamento de três bósons de gauge

Vamos agora calcular espalhamento como exemplo para entender a forma como essa

prescrição funciona. O caso mais simples é a amplitude de três bósons de gauge

quando não é necessário qualquer integração e a amplitude é simplesmente:

A = 〈U1 (z1)U2 (z2)U3 (z3)〉 (3.49)

Os únicos termos relevantes no operador de vértice (2.12) serão:

U(z) =
1

2
em (λγmθ) eik·X +

1

4
kmen (λγpθ) (θγmnpθ) eik·X (3.50)

Onde o coeficiente do segundo termo pode ser determinado pela equação γαβ
mnpqrDαAβ =

0. Pela prescrição (3.38) precisamos isolar os termos 〈λ3θ5〉. Isso pode ser feito com

as seguintes distribuições de θ’s em U1(z1), U2(z2) e U3(z3): (1, 1, 3), (1, 3, 1) e

(3, 1, 1). Nos três casos teremos que levar em conta a amplitude [2]:

〈: eik1·X1 :: eik2·X2 :: eik3·X3 :〉 ∝ zk1·k2
12 zk1·k3

13 zk2·k3
23 (3.51)

Mas como os bósons têm massa nula, k2
i = 0, e o momento total é conservado,

k1 + k2 + k3 = 0, temos que ki · kj = 0 e esse termo contribui apenas com uma

constante. Pode-se escrever as três contribuições:

A1 = e1re2sk3me3n〈(λγrθ) (λγsθ) (λγpθ) (λγmnpθ)〉
A2 = e1re3sk2me2n〈(λγrθ) (λγsθ) (λγpθ) (λγmnpθ)〉
A3 = e2re3sk1me1n〈(λγrθ) (λγsθ) (λγpθ) (λγmnpθ)〉

(3.52)

Por invariância de Lorentz, podemos escrever:

〈(λγrθ) (λγsθ) (λγpθ) (λγmnpθ)〉 ∝ ηr[mηn]s (3.53)
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O que, a menos de constantes, determina:

A1 = (e1 · k3) (e2 · e3)− (e2 · k3) (e1 · e3)
A2 = − (e1 · k2) (e2 · e3) + (e3 · k2) (e1 · e2)
A3 = (e2 · k1) (e1 · e3)− (e3 · k1) (e1 · e2)

(3.54)

Somando e usando a transversalidade dos vetores de polarização:

A = A1+A2+A3 = 2 (e1 · e2) (e3 · k2)+2 (e1 · e3) (e2 · k1)+2 (e2 · e3) (e1 · k3) (3.55)

Este é o resultado conhecido no formalismo RNS (veja, por exemplo, as fórmulas

(12.4.4) e (12.4.5) de [3]).

24



Caṕıtulo 4

Construção da medida para amplitudes em ńıvel

árvore

4.1 Medida para o superespaço de espinores puros

Na último caṕıtulo definimos a amplitude de espalhamento através de um argumento

algébrico ad hoc e mostramos que essa prescrição é supersimétrica, invariante de

gauge e reproduz resultados conhecidos. No entanto podemos reproduzir os mesmo

resultados construindo uma medida para os modos zero de λα (os modos não zero

podem ser integrados fora através das OPE’s). Uma medida invariante de Lorentz

pode ser constrúıda notando que:(
d11λ

)[α1···α11] ≡ dλα1 ∧ · · · ∧ dλα11 (4.1)

satisfaz a identidade:

λβγm
α1β

(
d11λ

)[α1···α11]
= 0 (4.2)

por causa do v́ınculo de espinores puros. Uma medida que satisfaz esse v́ınculo pode

ser definida como: (
d11λ

)[α1···α11]
= [Dλ] (εT )

[α1···α11]
((β1β2β3)) λ

β1λβ2λβ3 (4.3)

onde [Dλ] é uma medida invariante de Lorentz com número fantasma +8 e

(εT )
[α1···α11]
((β1β2β3)) = εα1···α16T((β1β2β3))[α12···α16] (4.4)

Para mostrar esse resultado temos que provar que:

(λγqθ) (λγmθ) (λγnθ) (λγpθ) (θγmnpθ) (4.5)

Para isso, decompomos mais uma vez SO(10) em U(5) e escolhemos um referen-

cial onde λα tem apenas a componente λ+ não nula. A expressão acima é então

proporcional a:

(λ+)4εabcdeθ
aθbθcθdθeθf = 0 (4.6)
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pois a = 1 . . . 5 é um ı́ndice vetorial de U(5). Em outras palavras, para qualquer

escolha de [α1 · · ·α11], podemos definir a medida de integração para esse superespaço

como:

[Dλ] =
(
d11λ

)[α1...α11]
[
(εT )

[α1···α11]
((β1β2β3)) λ

β1λβ2λβ3

]−1

(4.7)

sem soma em [α1 . . . α11].

4.2 Picture-changing operators

Tendo definido a medida, há ainda uma sutileza no cálculo da integral funcional.

Seguindo o trabalho [8] para o formalismo de RNS, sabemos que, para absorver

modos zero de fantasmas bosônicos que não sejam escalares, como o λ do formal-

ismo de espinores puros, precisamos introduzir picture-changing operators. Esses

picture-changing operators terão funções delta δ (Cαλ
α) onde Cα é um espinor con-

stante. Embora esses espinores contantes sejam necessários para a construção dos

picture-changing operators, será mostrado que as amplitudes de espalhamento são

independentes da escolha de Cα, de forma que invariância de Lorentz é preservada.

Como veremos, essa invariância de Lorentz pode ser feita manifesta integrando-se

sobre todas as escolhas de Cα.

Como no formalismo RNS, os picture-changing operators serão invariantes BRST

com suas derivadas na folha-mundo BRST-exatas, o que implica que a amplitude de

espalhamento será independente da posição desses operadores. Um “picture-lowering

operator” YC com essas propriedades é:

YC = Cαθ
αδ
(
Cβλ

β
)

(4.8)

onde Cα é um espinor constante qualquer. Note que

QYC = (Cαλ
α) δ (Cαλ

α) = 0 (4.9)

e que:

∂YC = (C∂θ) δ (Cλ) + (Cθ) (C∂λ) ∂δ (Cλ) = Q [(C∂θ) (Cθ) ∂δ (Cλ)] (4.10)

Uma questão que foi abordada no caṕıtulo anterior e que também é relevante

nessa discussão é se a amplitude é invariante por transformações de superPoincaré.

Embora YC não seja supersimétrico no espaço-tempo, sua variação supersimétrica é

BRST-exata já que:

qαYC = Cαδ (Cλ) = −Cα (Cλ) ∂δ (Cλ) = Q [−Cα (Cθ) ∂δ (Cλ)] (4.11)

onde qα foi definido em (1.8).
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De forma similar, YC não é invariante de Lorentz, mas sua variação de Lorentz

é BRST-exata já que:

MmnYC =
1

2
(Cγmnθ) δ (Cλ) +

1

2
(Cθ) (Cγmnλ) ∂δ (Cλ)

= Q

[
1

2
(Cγmnθ) (Cθ) ∂δ (Cλ)

]
(4.12)

Desta forma, diferentes escolhas de Cα só mudam a transformaçã de YC por uma

quantidade BRST-exata, e qualquer cálculo de amplitude na camada de massa en-

volvendo YC será supersimétrico e invariante de Lorentz a menos de posśıveis termos

de superf́ıcie.

Agora podemos proceder com o cálculo da integral funcional para amplitudes

em ńıvel árvore. Neste caso, λα tem onze modos zero e então é necessário introduzir

onze “picture-lowering operator” YC1 (y1) · · ·YC11 (y11) nas funções de correlação. As

escolhas de CI e yI para I = 1, . . . , 11 são arbitrárias. A amplitude de N-pontos

será dada pela seguinte função de correlação:

A = 〈U1 (z1)U2 (z2)U3 (z3)

∫
dz4V4 (z4) · · ·

∫
dzNVN (zN)YC1 (y1) · · ·YC11 (y11)〉

(4.13)

onde U e V sõa os operadores de vértice não integrados e integrados, definidos por

(2.12) e (2.17) respectivamente, e YCI
(yI) = CIαθ

α (yI) δ (CIλ (yI)). Para comparar

com a prescrição obtida no caṕıtulo anterior, é conveninente fixar (z1, z2, z3) em

pontos finitos e inserir todos os onze picture-lowering operatores em yI = ∞. Com

essas escolhas, não há contribuições vindas dos OPE’s dos picture-changing operators

com os N operadores de vértice. Além disso, não há OPE’s singulares entre os

picture-lowering operators já que δ (C1λ) tem um polo com δ (C2λ) somente quando

C1α é proporcional a C2α, o que implicaria que (C1θ) tem um zero com (C2θ). Depois

de integrarmos os modos não-zero dos campos na folha-mundo, obtemos a expressão:

A = 〈λαλβλγfαβγ (θ) (C1θ) · · · (C11θ) δ (C1λ) · · · δ (C11λ)〉 (4.14)

onde fαβγ (θ) é a mesma que na prescrição da amplitude de espalhamento do caṕıtulo

anterior. Para integrar sobre os modos zero de θα e λα, usamos a medida padrão∫
d16θ e a medida para os espinores puros (4.7). Obtemos então:

A =

∫
d16θ

∫
[Dλ]λαλβλγfαβγ (θ) (C1θ) · · · (C11θ) δ (C1λ) · · · δ (C11λ)

=

∫
d16θ

(
εT −1

)((αβγ))

[ρ1···ρ11]

∫
dλρ1 · · ·λρ11fαβγ (θ) (C1θ) · · · (C11θ) δ (C1λ) · · · δ (C11λ)

(4.15)
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Em geral, ∫
dλρ1 · · · dλρ11δ (C1λ) (C11λ) (4.16)

é uma função complicada de CI por causa do Jacobiano vindo de expressar λρ em

função de (CIλ). Contudo, como a variação de Lorentz de YC é BRST-exata, a

amplitude é independente, a menos de termos de superf́ıcie, da escolha de CI . Isso

implica que se integrarmos a expressão acima sobre todas as escolhas de CI com

uma medida dC tal que
∫
dC = 1, a amplitude não se altera.

Assim, podemos expressar a amplitude covariante de Lorentz como:

A =
(
εT −1

)((αβγ))

[ρ1···ρ11]

∫
d16θ θκ1 · · · θκ11fαβγ (θ)∫

dC

∫
dλρ1dλρ11C1κ1C11κ11δ (C1λ) · · · δ (C11λ) (4.17)

Por invariância de Lorentz,∫
dC

∫
dλρ1dλρ11C1κ1C11κ11δ (C1λ) · · · δ (C11λ) = cδ[ρ1

κ1
· · · δρ11]

κ11
(4.18)

onde c é um fator de normalização. Então:

A = c
(
εT −1

)((αβγ))

[κ1···κ11]

∫
d16θ θκ1 · · · θκ11fαβγ (θ) (4.19)

que concorda com a prescrição para amplitude de ńıvel árvore (3.38) a menos de um

fator de normalização.

Esse método apresenta uma vantagem sobre o apresentado no caṕıtulo anterior

pois, tendo sido constrúıda a medida explicitamente, pode-se encontrar a prescrição

para o cálculo de amplitude de loops. Contudo, encontrar essa prescrição exige

esforço fora do escopo dessa dissertação [9].
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Caṕıtulo 5

Integração Ectoplasmática

5.1 O teorema de integração ectoplamático

No último caṕıtulo, integramos explicitamente sobre os 16 θ’s para achar uma ex-

pressão supersimétrica para a amplitude de espalhamento. Embora tenhamos con-

seguido achar uma medida de integração correta no espaço de espinores puros, i.e.

que respeite os v́ınculos, não é óbvio como generalizar esse método para um back-

ground de supergravidade curvo qualquer.

Existe, contudo, um método para construir ações supersimétricas usando super-

formas, chamado de método de integração ectoplasmático, desenvolvido por Gates,

Grisaru, Knutt-Wehlau e Siegel [10][11][12][13] que não exige que a medida seja con-

strúıda explicitamente. A idéia desse método é procurar uma superforma fechada

JM1···Md
(x, θ) onde d é a dimensão do espaço-tempo. Em função dessa superforma

o invariante supersimétrico é dado por:

I =
1

d!
εm1...md

∫
ddx Jm1...md

(x, θ= 0) (5.1)

onde, por ser invariante supersimétrico, a escolha de θ= 0 é meramente convencional.

Para mostrar isso basta ver que quando a superforma é fechada

∂[NJM1...Md) = 0 (5.2)

vale:
∂

∂θµ

∫
ddx Jm1...md

(x, θ) =
(−1)d+1

(d− 1)!

∫
ddx ∂[m1Jm2...md]µ (x, θ) (5.3)

Ao contrário dos métodos vistos anteriormente, esse método é facilmente gener-

alizado para um background de supergravidade curvo definindo:

I =
1

d!
εm1...md

∫
ddx eAd

md
(x) · · · eA1

m1
(x) JA1...Ad

(x, θ = 0) (5.4)
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onde, A = (a, α) é um ı́ndice do superespaço tangente, ea
m (x) e eα

m (x) são, por

definição, respectivamente o vielbein e o gravitino, e JA1...Ad
são as componentes de

um supercampo fechado. Sabendo que EB∇BE
A = 1

2
EDEBTA

BD, então:

∇[BJA1...Ad) =
d

2
T

C
[BA1| JC|A2...Ad) (5.5)

onde T C
AB é a torção no superespaço. A ação supersimétrica I ainda é invariante

sobre a seguinte transformação de gauge:

δJA1...Ad
=

1

(d− 1)!
∇[A1ΛA2...Ad) −

1

2 (d− 2)!
T

C
[A1A2| ΛC|A3...Ad) (5.6)

já que isso é apenas a expressão local do termo de superf́ıcie:

δJm1...md
=

1

(d− 1)!
∂[m1Λm2...md] (5.7)

Resolver (5.5) para JA1...Ad
só depende de sabermos a curvatura e a torção do

superespaço. Com isso, o cálculo expĺıcito do vielbein e do seu superdeterminante é

evitado, o que é excelente, já que esses são supercampos complicados.

Ao procurar uma superforma fechada no superespaço plano, a única torção não

nula será T c
αβ = γc

αβ e Ja1...ad
com todos os ı́ndices vetoriais poderá ser relacionado

com Ja1...ad−Nβ1...βN
com d−N ı́ndices vetoriais aplicando N derivadas espinoriais:

Ja1...ad
(x, θ) = Dγ1 · · ·DγN

Ja1...ad−Nβ1...βN
(5.8)

e contraindo os ı́ndices corretamente com T a
γβ. Além disso, quando N é maior que

um valor fixo L, Ja1...ad−Nβ1...βN
= 0. Então, num background plano, o invariante

supersimétrico pode ser escrito como:

I =
1

d!
εa1...ad

∫
ddxDγ1 · · ·DγL

Ja1...ad−Nβ1...βL

=
1

d!
εa1...ad

∫
ddx

∫ (
dLθ
)

γ1...γL
Ja1...ad−Nβ1...βL

(5.9)

para alguma contração dos ı́ndices espinoriais e vetoriais. Determinar a condição

para que Ja1...ad−Nβ1...βL
seja fechado é equivalente a abordagem tradicional de encon-

trar o conjunto apropriado de v́ınculos para o supercampo que permite integração

sobre L θ’s.

5.2 O caso d = 4 N = 1

Antes de mostrar como esse método funciona em dez dimensões, em particular

mostrar como o v́ınculo BRST do formalismo de espinores puros permite integrar
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sobre um superespaço harmônico com 5 θ’s, vamos reproduzir o caso usual de inte-

gração quiral em d = 4, N = 1. Para isso, parece óbvio que o número máximo de

ı́ndices espinoriais em JA1A2A3A4 seja dois. Esses supercampos podem ser escritos

como:

Jabγδ (x, θ) = (γab)γδ V (x, θ)

Jabγ̇δ̇ = (γab)γ̇δ̇ V (x, θ)
(5.10)

onde a = 0 . . . 3 são ı́ndices vetoriais, α = 1, 2 e α̇ = 1, 2 são ı́ndices espinoriais

de Weyl e de anti-Weyl, e (γab)γδ e (γab)γ̇δ̇ são as matrizes γ 2-formas auto-duais

e anti-auto-duais que podem ser relacionadas com as matrizes de Pauli usuais por

(seguindo a notação de [14]):

(γab)γδ =
(
σabε

)
γδ

(γab)γ̇δ̇ =
(
εσab

)
γ̇δ̇

(5.11)

Como já dito, no superespaço plano, a única torção não zero é T c

αβ̇
= σc

αβ̇
. Da

condição de que o supercampo deve ser fechado temos que

D(αJβγ)ab = 0 ⇒ DαV = 0 (5.12)

e

D(α̇Jβ̇γ̇)ab = 0 ⇒ Dα̇V = 0 (5.13)

i.e., V (x, θ) e V (x, θ) são respectivamentes quiral e antiquiral. Além disso δJabγδ̇ =

−1
4
σc

γδ̇
Λabc pode ser usado para escolher um gauge onde Jabγδ̇ = 0. Os v́ınculos

Dα̇Jabβγ = T
c

α̇(β Jγ)abc e DαJabβ̇γ̇ = T
c

α(β̇
Jγ̇)abc implicam que

Jabcγ = εabcdσ
d
γβ̇
Dβ̇V (5.14)

e

Jabcγ̇ = εabcdσ
d
βγ̇D

βV (5.15)

Para mostrar isso observe que:

T
c

α̇(β Jγ)abc =σc
(β|α̇σ

d
|γ)δ̇
εabcdD

δ̇V

=
(
σcdε

)
βγ
εabcdDαV = (σabε)βγ DαV

(5.16)

onde usamos a relação (B.9) do apêndice B de [14] e a auto-dualidade de (γab)γδ. O

caso (5.15) é idêntico. Já o v́ınculo D(α̇Jα)abc = T d
αα̇ Jdabc trivialmente implica que

Jabcd = εabcd

(
DαD

αV +Dα̇D
α̇V
)
. Então, a ação invariante por supersimetria é:

I =
1

4!
εabcd

∫
d4x Jabcd =

∫
d4x

(
DαD

αV +Dα̇D
α̇V
)

(5.17)

o que reproduz a integração quiral no superespaço I =
∫
d4x

(∫
d2θ V +

∫
d2θ V

)
.
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5.3 Método ectoplasmático em dimensões superiores e o

caso d = 10 N = 1

Em qualquer espaço-tempo de dimensão par há uma generalização da fórmula (5.10)

para o caso d = 4 N = 1. A generalização é fazer o número máximo de ı́ndices

espinoriais de JA1···Ad
(x, θ) igual a R = d/2 e:

Ja1···aRβ1···βR
(x, θ) = (γa1···ar)(β1β2

fβ3···βR) (x, θ) (5.18)

onde fα1···αR−2
(x, θ) é um supercampo que satisfaz os v́ınculos:

λβλα1 · · ·λαR−2Dβfα1···αR−2
= 0 (5.19)

(γa1···ar)βγ = (γa1···ar)γβ é a matriz γ R-forma auto-dual, e λα é um espinor bosônico

satisfazendo a condição λγcλ=0 para c = 0, . . . , (d− 1).

Para mostrar que (5.18) satisfaz (5.5) num background plano onde a única torção

não nula é T c
αβ = γc

αβ, note que (5.19) implica que

λγλβ1 · · ·λβRDγJβ1···βRa1···aR
= 0 (5.20)

Mas já que λγcλ = 0, isso implica que:

D(γJβ1···βR)a1···aR
= γc

(γβ1
Kβ2···βR)a1···aRc (5.21)

para algumKβ2···βRa1···aRc. Se escolhermos Jβ1···βR−1a1···aR+1
proporcional aKβ1···βR−1a1···aR+1

,

a primeira condição não trivial de (5.5) é satisfeita. Além disso, a invariância de

gauge de (5.6) implica que Ja1···aRβ1···βR
é definido a menos de uma transformação

de gauge:

δJa1···arβ1···βR
=

1

(R− 1)!
D(β1Λβ2···βR)a1···aR

− 1

2 (R− 2)!
γc

(β1β2
Λβ3···βR)a1···aRc (5.22)

Tal como no caso d = 4, as componentes de JA1···Ad
com mais que d/2 ı́ndices

vetoriais podem ser constrúıdas através das derivadas espinoriais de Ja1···arβ1···βR

usando os v́ınculos (5.5). Num background plano, o invariante supersimétrico vai

ter então a seguinte forma:

I =
1

d!
εa1···ad

∫
ddxJa1···ad

(x, θ = 0) =

∫
ddx

∫ (
dRθ
)

δ1···δR
fβ1···βR−2

(x, θ) (5.23)

onde a contração de ı́ndices precisa ser trabalhada.

Quando d = 10, Ja1···a5β1···β5 (x, θ) = (γa1···a5)(β1β2
fβ3β4β5) (x, θ) onde fαβγ satisfaz

o mesmo v́ınculo (5.19). Para mostrar que (5.23) reproduz a prescrição (3.38), note

que a invariância de gauge (5.6) implica que fαβγ é invariante por:

δfαβγ =
1

2
D(αΣβγ) +

1

2
γc

(αβΩγ)c (5.24)
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onde

Λa1···a5
β1β2β3β4

=
1

4
(γa1···a5)(β1β2

Σβ3β4) Λa1···a5c
β1β2β3

=
1

240

(
γ[a1···a5

)
(β1β2

Ω
c]
β3) (5.25)

Para relacionar (5.24) com (5.25) basta usar a identidade válida em dez dimensões:

(γc)(β1β2
(γca1a2a3a4)β3β4) = 0 (5.26)

A invariância de gauge de (5.24) implica que Ja1···a5β1···β5 só depende da parte

sem traço de γ de fαβγ e é invariante por

δ
(
λαλβλγfαβγ

)
= λαDα

(
λβλγΣβγ

)
= Q

(
λβλγΣβγ

)
(5.27)

Então Ja1···a5β1···β5 é independente de deformações BRST-exatas de λαλβλγfαβγ, isto

é, está na cohomologia de Q. Já que o único estado com três λ’s na cohomologia de

Q é

(λγmθ) (λγnθ) (λγpθ) (λγmnpθ) (5.28)

(5.23) é então proporcional a:

A =
(
T −1

)((αβγ))[δ1···δ5] ∂

∂θδ1
· · · ∂

∂θδ5
fαβγ (θ) (5.29)

mostrando assim a equivalência com os dois métodos anteriores.

Esperamos ter mostrado que esse formalismo, além de deixar mais clara a relação

entre supersimetria e o formalismo de espinores puros, é um caminho claro para a

generalização do cálculo de amplitude para superespaços curvos.
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Caṕıtulo 6

Supercorda com espinores puros e invariantes

topológicos em AdS5 × S5

Os caṕıtulos anteriores mostraram três formas de se entender a prescrição para

cálculo de amplitude em ńıvel árvore no formalismo de espinores puros da super-

corda. O método ectoplasmático tem potencial para ser a forma mais simples de

se entender amplitudes de espalhamento em espaços curvos. Um espaço particular-

mente interessante é o AdS5 × S5 devido aos desenvolvimentos recentes [17] de que

uma teoria de cordas nesse espaço seria equivalente à uma teoria conforme em sua

fronteira. Essa idéia pode ter consequências interessantes para a QCD na região

infravermelha, já que essa conjectura relaciona a região de acoplamento forte da

teoria de gauge com a região de acoplamento fraco da supercorda, quando técnicas

perturbativas podem ser utilizada.

O formalismo de espinores puros é o mais adequado para descrever o background

AdS5 × S5, já que é necessário um fluxo Ramond-Ramond constante para obtê-lo.

Não se sabe como acoplar esse esse tipo de background no formalismo de RNS já

que o vértice RR possui campos de spin. É posśıvel escrever uma ação no formalimo

de GS [16] mas a quantização apresenta os mesmos problemas do caso plano.

6.1 Ação para a supercorda em AdS5 × S5

Para encontrar a ação no formalismo de espinores puros, primeiro temos que con-

struir o modelo sigma para um background qualquer. A forma mais fácil de fazer

isso é encontrar o operador de vértice integrado sem massa no caso plano e covari-

antizá-lo com respeito a invariância de supereparametrização d = 10 N = 2 [18].

No caṕıtulo 2 encontramos o operador para a corda aberta (2.17). O operador para

corda fechada pode ser encontrado concatenando dois desses:
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VSG =

∫
d2z
[
∂θα∂θ̂

bβAαbβ(x, θ, θ̂) + ∂θαΠ
m
Aαm(x, θ, θ̂) + Πm∂θ̂bαAmbα

+ ΠmΠnAmn(x, θ, θ̂) + dα(∂θ̂
bβEα

bβ
(x, θ, θ̂) + Π

m
Eα

m(x, θ, θ̂))

+ d̂
bα(∂θβEbαβ (x, θ, θ̂) + ΠmEbαm(x, θ, θ̂)) +

1

2
Nmn(∂θ̂

bβΩmn
bβ

(x, θ, θ̂) + Π
p
ωmn

p (x, θ, θ̂))

+
1

2
N̂mn(∂θβΩ̂mn

β (x, θ, θ̂) + ΠpΩ̂mn
p (x, θ, θ̂)) + dαd̂bβP

αbβ(x, θ, θ̂)

+Nmnd̂bαC
mnbα(x, θ, θ̂) + dαN̂mnC

mnα(x, θ, θ̂) +NmnN̂pqS
mnpq(x, θ, θ̂)

]
(6.1)

A ação é então escrita como∗:

S =
1

2πα′

∫
d2z

[
1

2
(GMN(Z) +BMN(Z)) ∂ZM∂ZN

Eα
M(Z)dα∂Z

M + EbαM(Z)d̂
bα∂Z

M + Ω β
Mα (Z)λαωβ∂Z

M

+ Ω̂
bβ

M bα
(Z)λ̂bαω

bβ∂Z
M + Pαbβdαd̂bβ + Cβbγ

α λαωβd̂bγ

+Ĉ
bβγ
bα (Z)λ̂bαω̂

bβdγ + Sβbδ
αbγ(Z)λαωβλ̂

bγω̂
bδ +

1

2
α′Φ(Z)r

]
+ Sλ + S

bλ (6.2)

onde M = (m,µ, µ̂) são ı́ndices no superespaço curvo, ZM = (xm, θµ, θ̂bµ), A =

(a, α, α̂) são ı́ndices do superespaço tangente, Sλ e S
bλ são as mesmas ações do caso

plano (1.24), r é a curvatura da folha-mundo e

[GMN = ηcdE
c
ME

d
N , BMN , E

α
M , E

bα
M ,Ω

β
Mα , Ω̂

bβ

M bα
, Pαbβ, Cβbγ

α , Ĉ
bβγ
bα , Sβbδ

αbγ,Φ]

são os campos de background.

Fora o termo de Fradkin-Tseytlin,
∫
d2z Φ(Z)r, essa é a ação mais geral com

invariância conforme clássica e números fantasmas holomórfico e antiholomórfico

zero que pode ser constrúıda com as variáveis da folha mundo da supercorda IIB. O

termo de Fradkin-Tseytlin é necessário para garantir invariância conforme em ńıvel

quântico.

O background de AdS5 × S5 pode ser convenientemente descrito por um ele-

mento g(x, θ, θ̂) ∈ PSU(2, 2|4)†[15][16][20] onde escrevemos o supervielbein usando

as formas de Maurer-Cartan [21]:

JA = EA
M∂Y

M = (g−1∂g)A J
A

= EA
M∂Y

M = (g−1∂g)A (6.3)

∗Esse é o único momento que α′ aparecerá explicitamente nessa dissertação, mas só para deixar
claro as unidades e o papel do termo de Fradkin-Tseytlin.

†O espaço AdS5 × S5 aparece como a parte bosônica do supergrupo quociente
PSU(2, 2|4)/SO(4, 1)× SO(5).
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Além disso, como discutido em [4], os únicos campos externos são:

Bαbβ = B
bβα = −1

2
δαbβ Pαbβ = δαbβ (6.4)

Para subtituir esses campos na ação vamos escrevê-los através de suas compo-

nentes SO(4, 1) × SO(5). Assim, os ı́ndices do espaço tangente na superálgebra

de Lie de PSU(2, 2|4) serão (c, [cd], c′, [c′d′], α, α̂) onde (c, [cd]) com c = 0, . . . 4 de-

screvem as isometrias SO(4, 2) do AdS5 e (c′, [c′d′]) com c′ = 5, . . . 9 descrevem as

isometrias SO(6) do S5. A álgebra desses operadores é:

f c
αβ = 2γc

αβ f c
αβ = 2γc

bαbβ

f
[ef ]

αbβ
= f

[ef ]
bβα

=
(
γef
)γ

α
δδbβ f

[e′f ′]

αbβ
= f

[e′f ′]
bβα

= −
(
γe′f ′

)γ

α
δγbβ

f
bβ
αc = −f bβcα =

1

2
(γc)αβ

δβbβ fβ
bαc = −fβ

cbα = −1

2
(γc)

bαbβ
δβbβ

f
[ef ]
cd = δ[e

c δ
f ]
d f

[e′f ′]
c′d′ = −δ[e′

c′ δ
f ′]
d′

f
[gh]

[cd][ef ] = ηcdδ
[g

d δ
h]
f − ηcfδ

[g

d δ
h]
e + ηdfδ

[g
c δ

h]
e − ηdeδ

[g
c δ

h]
f

f
f

[cd]e = −f f

e[cd] = ηe[cδ
f

d] fβ
[cd]α = −fβ

α[cd] =
1

2
(γcd)

β
α

f
bβ
[cd]bα = −f bβ

bα[cd] =
1

2
(γcd)

bβ
bα

(6.5)

Onde c significa c ou c′ e [cd] significa [cd] ou [c′d′]. A primeira e a terceira linha

definem as torções com ı́ndices no espaço tangente, a segunda e a quarta as curvat-

uras, a quinta é a “álgebra de Lorentz” em cada um dos setores e a sexta é apenas

as definições usuais de vetor e espinor.

Note que a notação α e α̂ será mantida sem decomposição, e que, diferente do

caso plano, pode-se contrair um ı́ndice α com um ı́ndice α̂ de uma forma invariante

por SO(4, 1) × SO(5) usando a matriz δαbα = γαbα
01234 e δαbα = γ01234

αbα . Por fim, o

termo proporcional ao tensor de Riemann deve ter a seguinte forma para garantir

invariáncia conforme em 1-loop [15]:

NcdN̂efS
cdef +Nc′d′N̂e′f ′S

c′d′e′f ′ =
1

2

(
NcdN̂

cd −Nc′d′N̂
c′d′
)

(6.6)

Subsituindo esses campos em (6.2)

S =

∫
d2z

[
1

2

(
ηcdJ

cJ
d
+ δc′d′J

c′J
d′
)
− 1

4
δαbβ

(
JαJ

bβ − J
α
J
bβ

)
+ dαJ

α
+ d̂

bαJ
bα + δαbβdαd̂bβ

+NcdJ
[cd]

+Nc′d′J
[c′d′]

+ N̂cdJ
[cd] + N̂c′d′J

[c′d′]

+
1

2

(
NcdN̂

cd −Nc′d′N̂
c′d′
)]

+ Sλ + S
bλ (6.7)
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Note que os campos dα e d̂
bβ são auxiliares e podemos utilizar suas equações

de movimento para escrever a ação de forma mais simples. O resultado, tal como

escrito em [15], é:

S =

∫
d2z

{
1

2

(
ηcdJ

cJ
d
+ δc′d′J

c′J
d′
)

+ δαbβ

(
3J

bβJ
α − JαJ

bβ
)

+NcdJ
[cd]

+Nc′d′J
[c′d′]

+ N̂cdJ
[cd] + N̂c′d′J

[c′d′]

+
1

2

(
NcdN̂

cd −Nc′d′N̂
c′d′
)}

+ Sλ + S
bλ (6.8)

6.2 Uma proposta: Invariante topológico em AdS5 × S5

Para utilizar o método ectoplasmático nesse caso precisamos procurar uma super-

forma fechada. Uma possibilidade é:

Jα1···α5β1···α5 = δα1
cβ1
δα2

cβ2
fα3α4α5

bβ3
bβ4
bβ5

(6.9)

com as devidas simetrizações (α1α2α3α4α5), (β̂1β̂2β̂3β̂4β̂5) e onde fα3α4α5
bβ3
bβ4
bβ5

vem

de um operador vértice

Φ = λα3λα4λα5λ̂β3λ̂β4λ̂β5fα3α4α5
bβ3
bβ4
bβ5

(6.10)

com λγcλ = λ̂γcλ̂ = 0 para c = 0, . . . , (d − 1) e que é fechado sob o operador tipo

BRST holomórfico:

Q =

∮
dz δαbαλ

αJ bα (6.11)

e antiholomórfico:

Q =

∮
dz δαbαλ̂

bαJ
α

(6.12)

Estes operadores são uma generalização do caso plano (2.1), quando as equações de

movimento (??) são utilizadas. Isto é:

QΦ = λκλα3λα4λα5λ̂β3λ̂β4λ̂β5∇kfα3α4α5
bβ3
bβ4
bβ5

= 0 (6.13)

e

QΦ = λ̂bκλα3λα4λα5λ̂β3λ̂β4λ̂β5∇
bkfα3α4α5

bβ3
bβ4
bβ5

= 0 (6.14)

Podemos saber que esses são os resultados da atuação do operador tipo BRST pois

essas são as únicas expressões que preservam as isometrias de AdS5 × S5 e que se

reduzem ao caso plano. Da mesma forma que o caso plano, isso implica que:

∇(κJα1···α5)bβ1···bβ5
= γc

(κα1
Kα2···α5)cbβ1···bβ5

+ γc

(bβ1
bβ2
K
bβ3···bβ5)cκα1···α5

= 0 (6.15)

∇(bκJbβ1···bβ5)α1···α5
= γc

(bκbβ1
K
bβ2···bβ5)α1···α5

+ γc
(α1α2

Kα3···α5)cbκbβ1···bβ5
= 0 (6.16)
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para alguma escolha dos K’s com um ı́ndice vetorial e d− 1 ı́ndices espinoriais. Se

escolhemos os J com um ı́ndice vetorial e d − 1 ı́ndices vetoriais proporcionais a

esses K’s, a primeira condição de (5.5) é satisfeita.

Antes de encerrar há, contudo, detalhes que são óbvios no caso plano mas poucos

óbvios no background de AdS5 × S5. Dissemos que Q e Q são respectivamente

holomórfico e antiholomórfico. Para vermos isso precisamos da equação de movi-

mento para J
bα
, para λα e para os operadores antiholomórficos correspondentes (cuja

demonstração é idêntica, então nos limitaremos ao caso holomórfico):

∂J bα =
1

2

[
J

[cd]
(γcdJ)bα + J

[c′d′]
(γc′d′J)bα

]
+

1

4

[
N̂ cd (γcdJ)bα − N̂ c′d′ (γc′d′J)bα +N cd

(
γcdJ

)
bα −N c′d′

(
γc′d′J

)
bα
]

(6.17)

e

∂λα =

(
1

2
J

[cd]
+

1

4
N̂ cd

)
(γcdλ)α +

(
1

2
J

[c′d′]
+

1

4
N̂ c′d′

)
(γc′d′λ)α (6.18)

Para obter essas equações de movimento precisamos atentar a dois fatos. Primeiro,

que a forma de Cartan se transforma como um campo de gauge:

δJA = ∂ΛA + fA
BCΛBJC (6.19)

e, segundo, que elas obedecem à equação de Maurer-Cartan:(
∂JA − ∂J

A
)

= fA
BCJ

BJ
C

(6.20)

Esses dois resultados podem ser demonstrados como nos caṕıtulos 10 e 5 de [21],

respectivamente. Mostraremos aqui como obter (6.17). A demonstração de (6.18) é

idêntica e mais simples. A variação da primeira linha de (6.8), para um elemento

da álgebra de Lie psu(2, 2|4) somente com ı́ndice A = α, é:

1

2
ηcdf

c
αβΛαJβJ

d
+

1

2
ηcdJ

cfd
αβΛαJ

β

+ δαbβ3f
bβ
γcΛ

γJ cJ
α

+ δαbβ3J
bβ∂Λα + δαbβ3J

bβfα
γ[cd]Λ

γJ
[cd]

− δαbβ∂ΛαJ
β − δαbβf

α
γ[cd]Λ

γJ [cd]J
bβ − δαbβJ

αf
bβ
γcΛ

γJ
c

(6.21)

O segundo termo da segunda linha junto com o primeiro da terceira podem ser

escritos como:

δαbβ3J
bβ∂Λα − δαbβ∂ΛαJ

bβ
=

− 4δαbβ

(
∂J

bβ
)

Λα − δαbβΛα

(
∂J

bβ − ∂J
bβ
)

=

− 4δαbβ

(
∂J

bβ
)

Λα − δγbβΛγ
[
f
bβ
αcJ

αJ
c
+ f

bβ
cαJ

cJ
α

+ f
bβ
[cd]bαJ

[cd]J
bα

+ f
bβ
bα[cd]J

bαJ
[cd]
]

(6.22)
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Somando o primeiro termo entre colchetes com o primeiro termo da primeira linha

e o último da última de (6.21):

1

2
ηcdf

c
αβΛαJβJ

d − δαbβJ
αf

bβ
γcΛ

γJ
c − δγbβΛγf

bβ
αcJ

αJ
c
=[

(γc)αβ
− 1

2
(γc)αβ

− 1

2
(γc)αβ

]
ΛαJβJ

c
= 0

(6.23)

Somando agora o segundo termo entre colchete com o segundo termo da segunda

linha e o primeiro da segunda de (6.21):

1

2
ηcdJ

cfd
αβΛαJ

β
+ δαbβ3f

bβ
γcΛ

γJ cJ
α − δγbβΛγf

bβ
cαJ

cJ
α

=[
− (γc)αβ

+
3

2
(γc)αβ

− 1

2
(γc)αβ

]
ΛαJ cJ

β
= 0

(6.24)

O terceiro termo entre colchete cancela trivialmente o segundo termo da última linha

de (6.21). O último termo entre colchetes em (6.22) soma com o último termo da

segunda linha de (6.21) para dar:

− δγbβΛγf
bβ
bα[cd]J

bαJ
[cd]

+ δαbβ3J
bβfα

γ[cd]Λ
γJ

[cd]
= 2δαbβJ

[cd]
(γcdJ)

bβ Λα (6.25)

Usando (6.19) a variação da segunda linha de (6.8) é:

δαbβ

[
N̂ cd (γcdJ)

bβ − N̂ c′d′ (γc′d′J)
bβ +N cd

(
γcdJ

)bβ −N c′d′
(
γc′d′J

)bβ]
Λα (6.26)

O que conclui a demonstração. Juntando (6.17) e (6.18):

∂
(
δαbαλ

αJ bα
)

= −1

4

(
N cd (γcdλ)α −N c′d′ (γc′d′λ)α

)
δαbαJ

bα
(6.27)

Se usarmos queN cd = 1
2

(
ωλcdλ

)
e a condição de espinor puro λαλβ ∝ γαβ

mnpqr (λγmnpqrλ),

o termo acima é proporcional a:

γcdγmnpqrγ
cd − γc′d′γmnpqrγ

c′d′ = 0 (6.28)

que é zero para qualquer direção mnpqr e concluimos que, de fato, Q é holomórfico.

Além disso, podemos ver que a cohomologia deQ é bem definida já que a aplicação de

Q2 à um operador de vértice será porporcional a γαβ
mnpqr {∇α,∇β} ∝ γαβ

mnpqrγ
c
αβ∇c =

0. Por fim, (6.28) pode ser usada para provar que
{
Q,Q

}
Φ = 0 [15].

Acreditamos que esse possa ser o ińıcio de uma proposta para encontrar uma

prescrição para o cálculo de amplitude de espalhamento em ńıvel árvore nesse back-

ground. Para isso, em prinćıpio, bastaria encontrar a expressão com todos os ı́ndices

vetoriais usando a identidade de Bianchi (5.5) onde as torções são dadas por (6.5) e

tal que a espressão final seja invariante de gauge no sentido (5.6).
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Caṕıtulo 7

Conclusões

Nessa dissertação de mestrado apresentamos de forma concisa as diversas maneiras

de se entender a prescrição para o cálculo de amplitudes de espalhamento em ńıvel

árvore no formalismo de espinores puros da supercorda.

No primeiro caṕıtulo apresentamos o formalismo tendo cuidado para provar que

todas as OPE’s usadas no cálculo de amplitudes de espalhamento podem ser expres-

sas covariantemente. No segundo caṕıtulo discutimos os operadores de vértice na

forma integrada e não integrada e obtivemos o espectro sem massa da supercorda.

O caṕıtulo três mostrou a argumentação original de Berkovits [4] para propôr

uma prescrição para o cálculo de amplitudes de espalhamento em ńıvel árvore. O

método, essencialmente algébrico, é baseado na cohomologia do operador Q que

calculamos em detalhes. Também foi apresentado um exemplo simples de cálculo

de amplitude usando essa prescrição.

Seguimos mostrando, no caṕıtulo quatro, como essa prescrição pode ser obtida

através do cálculo expĺıcito da integral funcional para os modos zero dos operadores

na folha-mundo. Em particular, definimos uma medida que respeita o v́ınculo de

espinores puros e picture-changing operators que permitiram integrar sobre os fan-

tasmas. Esse estudo pode servir para no futuro estudar amplitudes em loops no

formalismo de espinores puros.

No caṕıtulo cinco apresentamos o método ectoplasmático para obtenção de in-

variantes supersimétricos. Este é um método simples que se vale de um conhecimento

da topologia do superespaço em questão ou, dito de uma forma mais simples, da

obtenção de uma superforma fechada. Como um exemplo, mostramos como ele pode

ser usado no caso usual de d = 4 N = 1. Depois mostramos como aplicar ele no

caso de interesse da dissertação d = 10 N = 1 e obtivemos a mesma prescrição

dos dois caṕıtulos anteriores. Acreditamos que esse caṕıtulo tenha deixado mais

claro a relação entre o formalismo de espinores puros e invariantes supersimétricos.

Também ficou claro como esse método pode generalizar a prescrição para o caso de
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backgrounds curvos.

Um background curvo de interesse especial é o AdS5 × S5. No último caṕıtulo

mostramos como escrever a ação para a supercorda nesse espaço usando o formal-

ismo de espinores puros e também como obter os operadores tipo BRST nesse caso.

Encontramos explicitamente uma superforma fechada que acreditamos poder ser

um ponto de ińıcio para trabalhos futuros em que se busque uma prescrição para

o cálculo de amplitudes nesse espaço. Isso pode permitir estudar aspectos inexplo-

rados da conjetura AdS/CFT.

Two roads diverged in a wood, and I

I took the one less traveled by,

And that has made all the difference.

– Robert Frost (The Road Not Taken, 1920)
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Apêndice A

Conveções

Na dissertação a métrica no espaço-tempo é dada por:

ηmn = diag(−1,+1,+1, . . . ,+1) (A.1)

embora quase sempre assumamos que uma rotação de Wick tenha sido feita e que

estamos trabalhando no espaço euclidiano de 10 dimensões.

Os ı́ndices variam um pouco de sentido de caṕıtulo para caṕıtulo. Do primeiro

ao quarto caṕıtulo, ı́ndices latinos do fim do alfabeto são vetores de SO(10), isto é

m = 0, . . . ,9, ı́ndices gregos em cima são ı́ndices espinoriais quirais em 10 dimensões,

isto é α = 0, . . . ,16. Índices gregos em baixo são ı́ndices espinoriais anti-quirais.

Índices latinos do ińıcio do alfabeto são ı́ndices vetoriais de U(5).

Já no caṕıtulo cinco, ı́ndices no ińıcio do alfabeto são ı́ndices do superespaço

tangente, tanto no caso latino para ı́ndices vetoriais quanto no caso grego para

ı́ndices espinoriais. Índices maiúsculos indicam uma notação contráıda para ı́ndices

no superespaço, isto é M = (m,µ) e A = (a, α). Ainda nesse caṕıtulo, quando nos

referimos ao caso em quatro dimensões, é óbvio que os ı́ndices se referem à vetores

e espinores de SO(3, 1) (ou SO(4) após rotação de Wick). Especificamente, ı́ndices

gregos com ponto são de espinores antiquirais e sem ponto são de espinores quirais.

Em quatro dimensões não é posśıvel fazer disitinção entre ı́ndices espinoriais em cima

e em baixo, já que a matriz de conjugação de carga age como uma espécie de métrica

para esse espaço. No caṕıtulo seis lidamos com um caso de supersimetria extendida

N = 2 e denotamos por um circunflexo os ı́ndices referentes a esse segundo conjunto

de geradores de supersimetria. Além disso, os ı́ndices seguem a mesma convenção

do caṕıtulo cinco, mas em vez de SO(9, 1), lidamos agora com ı́ndices da álgebra

de Lie de PSU(2, 2|4). Esse superespaço é, em geral, decomposto em ı́ndices com e

sem apóstrofo que se referem, respectivamente, a ı́ndices de SO(4, 1) e SO(5).

As matrizes de Dirac em dez dimensões são matrizes 32 × 32 que satisfazem a

álgebra de Clifford:

{Γm,Γn} = 2ηmn (A.2)
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Como trabalhamos quase que exclusivamente com espinores quirais, as matrizes de

Dirac relevantes são os blocos fora da diagonal numa representação de Weyl:

Γm =

(
0 (γm)αβ

(γm)αβ 0

)
(A.3)

Uma representação expĺıcita dessas matrizes pode ser encontrada no apêndice dois

de [3].
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