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Resumo

O objetivo da Tese é investigar a aplicabilidade e propor extensoes do método
do hamiltoniano termodinamicamente equivalente (MHTE) para sistemas de muitos
corpos descritos por uma teoria de campos. Historicamente, o MHTE tem sua
origem na teoria quantica de muitos corpos para descrever o fenomeno da super-
condutividade. O método consiste na observacao de que o hamiltoniano de um
sistema pode ser diagonalizado exatamente através de uma transformacao unitaria
quando um numero finito de momentos transferidos que contribuem para a in-
teracao é levado em conta no limite termodinamico. Essa transformacgao unitaria
depende explicitamente de fungoes de gap que podem ser determinadas através do
método variacional de Gibbs. Na presente Tese, extensoes do método sao feitas
visando aplicagoes em sistemas de muitos corpos em diferentes situagoes, tais como:
transicoes de fase estaticas, evolucao temporal de parametros de ordem descrita por
equagoes dindmicas estocasticas do tipo Ginzburg-Landau-Langevin (GLL), teorias
quanticas de campos escalares relativisticos e teorias de muitos corpos para sistemas
fermionicos nao relativisticos. Mostra-se, em particular, que o MHTE é um esquema
de aproximagcao sistematico e controlavel que permite incorporar acoplamentos de
componentes de Fourier de parametros de ordem além do modo zero, da mesma
forma que em teorias quanticas relativisticas ou nao relativisticas ele incorpora cor-
relagoes nao perturbativas entre as particulas além daquelas levadas em conta pelas
tradicionais aproximacoes de campo médio. Métodos sao desenvolvidos para obter-
mos solucoes numéricas explicitas com o objetivo de avaliar a aplicabilidade do
MHTE em alguns casos especificos. Particular atencao é dedicada ao controle de

divergéncias de Rayleigh-Jeans nas simulagoes numéricas de equacoes de GLL.
Palavras-chave: Sistemas de muitos corpos, Aproximagoes de campo médio, Inte-
grais de trajetoria, Transicoes de fase

Areas do conhecimento: Fisica estatistica, Teoria de particulas e campos, Fisica
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Abstract

The general objective of the Thesis is to apply the Method of the Thermody-
namically Equivalent Hamiltonian (MTEH) to many-body systems described by a
field theory. Historically, the MTEH has its origins in the quantum theory of many-
body systems to describe the phenomenon of superconductivity. The method is
based on the observation that the Hamiltonian of the system can be diagonalized
exactly with a unitary transformation when a finite number of transfer momenta
of the interaction are taken into account in the thermodynamic limit. This unitary
transformation depends explicitly on gap functions that can be determined with
the use of the Gibbs variational principle. In the present Thesis, extensions of the
method are made envisaging applications in many-body systems in different situ-
ations, like: static phase transitions, time evolution of order parameters described
by dynamic stochastic Ginzburg-Landau-Langevin equations, relativistic quantum
scalar field theories, and many-body theories for nonrelativistic fermionic systems.
It is shown that the MTEH is a systematic and controllable approximation scheme
that in the theory of phase transitions allows to incorporate Fourier modes of the
order parameter beyond the zero mode, in the same way that in the relativistic and
nonrelativistic theories it incorporates particle nonperturbative correlations beyond
those taken into account by the traditional mean field approximation. Methods
are developed to obtain explicit numerical solutions with the aim to assess the ap-
plicability of the MTEH in specific situations. Particular attention is devoted to
the control of Rayleigh-Jeans ultraviolet divergences in the numerical simulations of

Ginzburg-Landau-Langevin equations.
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Capitulo 1

Introducao

Fenoémenos que ocorrem fora do equilibrio termodinamico sao abundantes na natu-
reza. Estes fenomenos vém sendo estudados ha muito tempo na Fisica, Quimica,
Biologia e nas Engenharias. Na Fisica, em particular, estes fenomenos sao de in-
teresse nas diversas subareas da fisica da matéria condensada, na fisica nuclear, na
fisica das particulas elementares e na cosmologia. Um dos aspectos de maior in-
teresse neste campo é o entendimento da evolucao no tempo de transicoes de fase,
assunto que estd intimamente relacionado a questao fundamental de como compor-
tamentos irreversiveis ao nivel macroscopico surgem de uma dinamica reversivel ao
nivel microscopico. Este é um campo muito antigo e muito estudado no contexto de

problemas de Fisica da Matéria Condensada [1, 2].

Por outro lado, inumeras descobertas realizadas no contexto da cosmologia obser-
vacional e de colisoes de ions pesados relativisticos tém exigido um esforco renovado
no estudo de fenomenos fora do equilibrio em sistemas de muitos corpos relati-
visticos. Muito progresso tem ocorrido nos iltimos anos no entendimento, tanto
qualitativo como quantitativo, da dinamica de nao-equilibrio de campos quanticos
relativisticos [3]. Porém, muito ainda falta ser feito nesta diregao. A razao principal
para o progresso mais lento no estudo da dinamica de nao-equilibrio ¢é a inexisténcia
no contexto da teoria quantica de campos relativisticos de métodos de aproximacao

nao-perturbativos que sejam ao mesmo tempo sistematicos e controlaveis.

Para sistemas em equilibrio, a descricao mais adequada para tratar problemas
nao perturbativos em teorias quanticas de campos consiste em empregar os métodos
da teoria de campos na rede euclidiana [4, 5, 6]. Estes métodos sdo de primeiros
principios e podem ser aprimorados sistematicamente, tendo como limitagoes so-
mente os recursos computacionais disponiveis. Para problemas dinamicos, estes
métodos nao sao muito adequados por serem formulados no espaco euclidiano e, por

isto, nao dao acesso direto a uma dinamica no espago de Minkowski.

Como alternativa a formulagao numa rede euclidiana, os métodos de primeiros
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principios mais empregados tém sido os de teoria de perturbacoes, mas estes, por
sua vez, além de serem inaplicaveis a sistemas fortemente acoplados, apresentam
problemas em situacoes de temperatura e densidade finitas, mesmo em regime de
acoplamento fraco. Além disto, métodos perturbativos também apresentam proble-
mas quando aplicados a teorias de gauge devido ao aparecimento de divergéncias in-
fravermelhas associadas as excitagoes dos graus de liberdade sem massa (dos campos
de gauge). Para um ou outro caso, torna-se necessario o emprego de algum método
de ressomacao de uma classe de diagramas perturbativos de maneira que seja gera-
da dinamicamente alguma escala de massa que venha a curar estas divergéncias [7].
Um dos métodos de ressomacao empregado é conhecido como teoria de perturbacao
otimizada, também conhecida como expansao ¢ [8, 9]. Outros métodos que vao além
de teoria de perturbacao incluem as descri¢coes baseadas em equagoes de transporte
probabilisticas [10, 11] ou equagdes classicas ou semiclassicas de natureza deter-
ministica ou estocéstica para os graus de liberdade infravermelhos [12, 13].

Nesta Tese empregamos um particular esquema de aproximacao nao pertur-
bativo para o estudo de sistemas em equilibrio e transicoes de fase estaticas e
dinamicas, conhecido como o método do hamiltoniano termodinamicamente equiva-
lente (MHTE) [14]. Especificamente, o objeto de estudo sdo sistemas macroscépicos
formados por um nimero muito grande de particulas que interagem fortemente e
a baixas temperaturas, com énfase em fenomenos de transicoes de fase estdticas
e dinamicas [1] e sistemas fermionicos [15]. Transi¢oes de fase dinamicas ocorrem
tipicamente quando um sistema que se encontra numa fase homogénea a uma tem-
peratura acima da temperatura critica 7., é forcado rapidamente para um estado
fora do equilibrio com temperatura 7' << T,.. Flutuacoes térmicas no estado ini-
cial de equilibrio se desenvolverao e o sistema comecard a se quebrar em dominios
com fases diferentes. Num estdgio posterior, os dominios vao se homogeneizar, e
finalmente um novo estado de equilibrio sera formado.

Historicamente, o MHTE é uma técnica de aproximacao que teve origem no es-
tudo da supercondutividade. Um dos métodos mais tradicionais para a sua descri-
¢ao é a aproximacao Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) [16], empregada com amplo
sucesso em problemas envolvendo fenomenos de condensagao, como na supercondu-
tividade em sistemas fermionicos. Nesta aproximacao, sao incluidas explicitamente
correlagoes de pareamento entre as particulas (de momentos e projecao de spin
opostos) nos estados variacionais. Neste contexto, uma observagao importante foi
feita por Bogoliubov, Zubarev e Tserkovnikov (BZT) [17]: o método variacional
de Gibbs aplicado para a energia livre fornece o potencial termodinamico grand
canonico exato para um hamiltoniano reduzido de BCS — neste hamiltoniano so-

mente as interagoes de pareamento sao permitidas, i.e. de todos os possiveis mo-
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mentos transferidos num processo de interagao de dois corpos, somente aqueles que
caracterizam um processo de interacao em que as particulas interagentes possuam
momentos iguais e de sinais opostos sao considerados.

Apés generalizagoes feitas por Wentzel [14] para interagoes de pareamento mais
gerais, tendo em vista além de aplicagoes em supercondutividade, aplicagoes também
em ferromagnetismo, este método tornou-se conhecido como “método do hamilto-
niano termodinamicamente equivalente” — a razao para esse nome serd discutida
no proximo Capitulo. Na década de noventa este método foi generalizado por Gi-
rardeau [18] para outras interagbes, em que os momentos transferidos incluidos,
que devem ser escolhidos de maneira criteriosa para que capturem os efeitos prin-
cipais do fenomeno em estudo, formam um conjunto discreto finito Q. Uma vez
fixado este conjunto Q de momentos transferidos, o hamiltoniano do sistema pode
ser diagonalizado exatamente através de uma transformacao unitaria linear. Esta
transformacao unitaria depende explicitamente de fungoes de gap que podem ser de-
terminadas através do método variacional de Gibbs. Por exemplo, para problemas
envolvendo a formagao de condensados, o conjunto de momentos transferidos como
no hamiltoniano reduzido de BCS captura a esséncia do fenomeno de superfluidez.

O objetivo geral da Tese é aplicar o MHTE para sistemas de muitos corpos
descritos por uma teoria de campos. Como dito anteriormente, o MHTE consiste
na observagao de que o hamiltoniano do sistema pode ser diagonalizado exatamente
através de uma transformacao unitaria quando um ntmero finito de momentos trans-
feridos que contribuem para a interacao é levado em conta. Esta transformacao
unitaria depende explicitamente de fungoes de gap que podem ser determinadas
através do método variacional de Gibbs. Especificamente, na presente Tese inves-
tigamos extensoes do método visando aplicagoes em sistemas de muitos corpos em
diferentes situagoes. Estas incluem transicoes de fase estaticas, evolucao temporal de
parametros de ordem descrita por equagoes estocasticas do tipo Ginzburg-Landau-
Langevin (GLL), teorias quanticas de campos relativisticos e sistemas fermionicos
nao relativisticos.

A aplicagao do MHTE em problemas de Mecanica Estatistica é o objetivo do
Capitulo 3. A investigacaio do MHTE em transicoes de fase estéticas se da no
contexto de uma formulacao de integrais de trajetéria para a fungao de particao
classica de um sistema caracterizado por um parametro de ordem descrito por um
campo dependente da posigao [19]. A fungado de particao classica Z é dada em termos
de uma integral funcional sobre o parametro de ordem ¢(r), em que a distribui¢ao

de probabilidade de equilibrio é dada por um peso de Boltzmann:

Zl¢] = /D¢e‘5”¢’}, (1.1)
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sendo que 3 = 1/T, T é a temperatura de equilibrio do sistema (estamos usando aqui
unidades em que a constante de Boltzmann kp é tomada igual a unidade), e F[¢] é a
energia livre do sistema - GF[¢]| é muitas vezes chamado de hamiltoniano de Wilson-
Ginzburg-Landau. Aplicamos o MHTE em F[¢], isto é, o campo ¢ serd decomposto
em modos de Fourier e a escolha de um conjunto Q de modos de Fourier serviréd
para simplificar os acoplamentos nao lineares ou nao locais dos campos em F[¢],
de maneira que a integral funcional podera ser calculada exatamente, ou calculada
através de um método de expansao. Este estudo aparece na Secao 3.2.

A aplicacdo do MHTE para transicoes de fase dinamicas se dara no contexto das
equagoes de GLL - uma breve revisao sobre transicoes de fase estaticas e dinamicas
e as equagoes estocasticas de GLL esta feita na Introducao do Capitulo 3 e na
Secao 3.1. O estudo sera conduzido sem a preocupacao de discutir derivacoes de
uma equacao de GLL a partir de uma dinamica microscépica (cldssica ou quantica)
— a Ref. [20] é uma boa fonte de discussao sobre derivagoes de equagoes de GLL a
partir de dinamicas microscépicas. O ponto de partida para o estudo é a energia
livre estatica de Ginzburg-Landau tratada com o MHTE. Uma questao importante
no estudo de solucoes numéricas de equacoes estocasticas de GLL é a presenca de
divergéncias ultravioletas de Rayleigh-Jeans da teoria classica de campos. Solugoes
analiticas dessas equacoes sao possiveis somente em casos muito especificos, geral-
mente no contexto de aproximagoes que linearizam a equagao (a validade dessas
aproximacoes usualmente se restringe a tempos curtos) e métodos numéricos sao
necessarios para obtermos solugoes explicitas. Esses métodos consistem geralmente
numa discretizacao das variaveis de campo numa rede espacial. Como sera ampla-
mente discutido nesta Tese, as divergéncias se manifestam através de uma grande
sensibilidade das solucoes numeéricas ao espacamento de rede empregado na dis-
cretizacao. Em vista disso, métodos de renormalizagao sao necessarios para obter-
mos solugoes estaveis — isso sera discutido no Capitulo 5, no qual desenvolveremos
métodos numéricos para obtermos solucoes explicitas com o objetivo de avaliar a
aplicabilidade do MHTE em alguns casos especificos.

Em continuidade, no Capitulo 4 consideraremos o MHTE em teorias quanticas.
Trabalharemos com teorias quanticas de campos relativisticos e teorias de muitos
corpos para sistemas fermionicos nao relativisticos. Inicialmente, propomos empre-
gar o MHTE em teorias quanticas de campos relativisticos no contexto da formulagao
de integrais funcionais no espaco euclidiano [21]. A formulagao no espaco euclidiano
de teorias quanticas de campos relativisticos é a formulacao adequada em simulagoes
numéricas de larga escala empregando métodos de Monte Carlo [6] — o caso da cro-
modinamica quantica (QCD) é um exemplo. No entanto, para sistemas de muitas

particulas (presenga de um potencial quimico), a agao no espago euclidiano se torna
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complexa e o método de Monte Carlo perde aplicabilidade. Em vista disto, a for-
mulagao de métodos de aproximacao alternativos ao método de Monte Carlo é de
extrema importancia para problemas de muitas particulas. Conforme veremos, o
MHTE pode ser um desses esquemas de aproximacao alternativo, o que seria muito
importante neste contexto.

Logo a seguir, formularemos o MHTE para uso no contexto do método da quan-
tizagado estocéstica de Parisi e Wu [22], uma vez que equagoes de GLL aparecem
também em teorias quanticas de campos no contexto desta quantizacao. Este
método de quantizagao teve seu apogeu na década de 1980 — as Refs. [23] e [24]
apresentam revisoes muito boas sobre os fundamentos, progressos e problemas do
método durante essa década — e ainda atualmente é amplamente empregado em
simulacoes de QCD na rede dentro de uma classe de algoritmos conhecida como
“hybrid Monte Carlo” [6, 25]. Mais recentemente, a quantizacdo estocdstica tem
recebido grande atengao [26, 27, 28] no contexto de problemas de teorias de campos
com agdes complexas [29, 30] (com isto os tradicionais métodos de Monte Carlo nao
podem ser empregados) que aparecem quando a densidade de particulas é diferente
de zero, isto é, em problemas com potencial quimico nao nulo. No Brasil, o método
da quantizacao estocastica também vem despertando interesse, mas no contexto
do uso de uma dindmica nao Markoviana, tanto para acoes reais [31] como para
agoes complexas [32, 33]. Estes desdobramentos recentes nos motivaram a propor o
emprego do MHTE no contexto da quantizacao estocastica. Trata-se de uma pro-
posta com o objetivo principal de mostrar um possivel novo método de aproximacao
nao perturbativo para essa importante classe de problemas. Resultados parciais da
presente proposta aparecerao publicados na Ref. [34]. A énfase é mais no desenvolvi-
mento deste novo método para esses problemas do que na obtencao de resultados
numéricos. Como ilustracao, no Capitulo 5 apresentamos um estudo do comporta-
mento critico de uma teoria de campos com quebra espontanea de simetria.

Apesar do apelo pelo problema de acgoes complexas, nao vamos, no entanto,
tratar deles nesta Tese. Isso nos levaria muito além dos nossos objetivos iniciais.
Entretanto, como ficara claro, a partir dos desenvolvimentos nesta Tese, o MHTE
pode servir como guia para a implementacao de um esquema de aproximagao para
problemas com agoes complexas.

Uma segunda classe de problemas quanticos para a qual propomos o emprego
do MHTE ¢ a de sistemas de muitos férmions nao relativisticos a baixas tempera-
turas. Estes sistemas sao o centro das atencoes atuais, principalmente sob o ponto
de vista experimental no contexto de sistemas atomicos [15]. Na segunda parte do
Capitulo 4, propomos empregar o MHTE para o estudo destes sistemas, em que o

pareamento dos momentos e spins de um hamiltoniano de muitos corpos que leva
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a tradicional aproximacao BCS é incoporado explicitamente. Através do MHTE é
possivel incluir um conjunto finito de momentos Q que leva a um novo esquema
de aproximacoes em que sao incorporadas correlacoes entre as particulas além das
tradicionais correlagoes BCS. Esta proposta sera implementada tanto para sistemas
infinitos como também para sistemas aprisionados. Neste utlimo caso, o MHTE
¢ implementado no contexto de equagoes que sao generalizacoes das tradicionais
equagoes de Bogoliubov-de Gennes [35].

Esta Tese esta distribuida da seguinte forma. No Capitulo 2 descreveremos
o MHTE com base no trabalho desenvolvido por Girardeau [18]. Mostraremos
que o hamiltoniano do sistema com o qual trabalharemos pode ser diagonalizado
exatamente através de uma transformacao unitaria quando um numero finito de
momentos transferidos que contribuem para a interacao é levado em consideracao.
Iniciaremos o Capitulo 3 fazendo uma revisao dos conceitos que estao relacionados
a transicoes de fase estaticas e dinamicas. Apds, aplicaremos as ideias discutidas
no Capitulo 2 para o hamiltoniano de Ginzburg-Landau para o caso de uma ener-
gia livre do tipo poco-duplo. Em seguida, generalizaremos o método para energias
livres arbitrarias (nao locais) e discutiremos a possibilidade de aplicacdo do MHTE
para estes casos. No Capitulo 4 desenvolveremos o formalismo do MHTE para teo-
rias quanticas. Discutiremos a aplicacao do MHTE para sistemas relativisticos e o
aplicaremos para uso no contexto da quantizagao estocéstica de Parisi e Wu [22].
Finalizaremos o Capitulo empregando o MHTE para sistemas fermionicos nao rela-
tivisticos: aplicaremos o MHTE para o caso de um sistema fermionico infinito e a
seguir discutiremos o caso de um sistema aprisionado num potencial harmonico e cu-
jos férmions que o compode estao sujeitos a uma interacao de contato. No Capitulo 5
apresentaremos os métodos e os resultados numéricos obtidos empregando o MHTE
para as situacgoes discutidas nos Capitulos anteriores. As Conclusoes e perspecti-
vas futuras aparecem no Capitulo 6. Esta Tese estd composta também de quatro
Apéndices, nos quais discutiremos alguns tépicos complementares aqueles trabalha-

dos nos Capitulos e realizaremos as demonstracoes de equagoes mais longas.



Capitulo 2

O método do hamiltoniano termodinamicamente

equivalente

Neste capitulo discutiremos o método do hamiltoniano termodinamicamente equi-
valente (MHTE). Inicialmente, faremos uma breve revisao histérica. A seguir, nos
guiaremos pelo trabalho da Ref. [18] de M.D. Girardeau, o qual generaliza os traba-
lhos originais de Bogoliubov, Zubarev e Tserkovnikov (BZT) [17] e de Wentzel [14].
Este trabalho de Girardeau serve de base para todos os outros desenvolvimentos e
generalizagoes propostas na presente Tese. Detalhes de derivacoes mais elaboradas

serao apresentados no Apéndice B.

2.1 Breve introducgao historica

Em 1957, uma importante observacao foi feita por BZT [17]: o método variacional
de Gibbs aplicado para a energia livre fornece o potencial termodinamico grand
canonico exato para um hamiltoniano reduzido de BCS. O hamiltoniano reduzido
de BCS ¢é o hamiltoniano em que somente as interagoes de pareamento sao permiti-
das, i.e. de todos os possiveis momentos transferidos num processo de interagao de
dois corpos, somente aqueles que caracterizam um processo de interagao em que as
particulas interagentes possuam momentos iguais e de sinais opostos sao considera-
dos. Este método tornou-se conhecido como método do “hamiltoniano termodinami-
camente equivalente” apds generalizagoes por Wentzel [14] para interagoes de parea-
mento mais gerais, tendo em vista basicamente aplicacoes em supercondutividade
e ferromagnetismo. Este método foi expandido por Girardeau [18] para interagoes
nao tao especificas, em que os momentos transferidos incluidos formam um conjunto
discreto finito de momentos Q, os quais devem ser escolhidos de maneira criteriosa
para que capturem os efeitos principais do fenémeno em estudo. Obviamente, nao
existe uma escolha que seja universalmente boa para qualquer problema; ela deve

ser estudada caso a caso. Uma vez fixado este conjunto @ de momentos transferi-
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dos, o hamiltoniano do sistema pode ser diagonalizado exatamente através de uma
transformacao unitaria linear. Esta transformacao unitaria depende explicitamente

de funcoes de gap que podem ser determinadas pelo método variacional de Gibbs.

2.2 Generalizacoes do MHTE

Apébs esta abordagem introdutéria, estamos na posicao de apresentar o MHTE
tomando como guia a Ref. [18]. Neste paper, foi desenvolvido um método varia-
cional geral para temperatura nao nula a fim de aplica-lo a mecéanica estatistica
quantica de sélidos e fluidos.

O sistema considerado é nao-relativistico, composto por particulas idénticas in-
teragindo por meio de um potencial de dois corpos. O sistema de muitas particulas
é restrito a um volume finito V', sob condigoes de contorno periédicas. Estéa sujeito
a um potencial externo e considera-se apenas o caso de sistemas com uma tnica
componente. Todos os potenciais sao considerados independentes de spin. O trata-
mento matematico empregado ¢ o formalismo de segunda quantizagao, baseado em
operadores de campo de aniquilacao, \if(r, o), e de criacao de particulas, \ifT(r, o),
em que r indica o ponto no espago de configuracao em que a particula esta sendo
destruida/criada e ¢ indica qual a projecao do spin desta particula. Em termos
desses operadores, o hamiltoniano mais geral para um sistema tal pode ser escrito
como (num primeiro momento vamos supor que nao ha potencial externo atuando

sobre nosso sistema) [21]:

XU: / &0 (r, o) [-%v?] (r, o)

Z/dSrdSr’w(r )W o) or =) U, o) U(r,0). (2.1

o,0’

Os operadores de campo satisfazem as regras de (anti)comutagao:

(U(r,0), U(r',0')]s = 07 (2.2)
[(Ui(r,0), UT(r',0") ]« = (2.3
[U(r,0), (', 0')]s = 00/5 r—1'), (2.4)

em que o sinal + em £ deve ser tomado para férmions (anticomutador) e o sinal —
deve ser usado para bésons (comutador).
A implementagao do MHTE esta baseada no hamiltoniano no espago de momen-

tos. Para representarmos o hamiltoniano da Eq. (2.1) neste espaco, fazemos uso da
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transformada de Fourier para escrevermos os operadores de campo no espago dos

momentos:

B(r, o) = % Zk: T Gk, o), (2.5)

1 .

Ul(r,0) = —— e *Tal(k, o). (2.6)
V ;

As transformadas inversas sao:

T/ re T (r, o), (2.7)

T/ re*T Ui (r, o), (2.8)

€1 que empregamos
/ d37” 6Z(k k') V&k K’ - (29)

Utilizando as regras de (anti)comutagio dadas nas Eqs. (2.2)—(2.4), nao é dificil

mostrar as seguintes regras de (anti)comutacao para os operadores a(k, o) e a'(k, o):

la(k,0),a(k',0') ]+ = O, (2.10)
[a'(k,0),a" (K, 0") ]+ = (2.11)
la(k,0),a' (K, 0") ]+ = 5kk’ . (2.12)

O préximo passo é substituirmos as transformadas de Fourier dos operadores de

campo na expressao para o hamiltoniano da Eq. (2.1):

H = 20; / d*r [%Zk: e~k 4t (k, a)] {—h—z ]
+ %Z / d*r d*r' %Z e ™ af(k 0] [7172 e a*(k’,a')]

/ 1 ip-r’ A~ / 1 iqr A
X v(r—r) [ﬁ;e a(p,a)] [W;e a(q,a)]
— _ZZ (Vi) (h; > al(k,0)a(k, o)

o kK

\/_Z zk’rA 0_)]

T ZZ u(p —K)al(k,0)a' (K, o) a(p,o')a(k + K —p,0), (2.13)

UO'/ k.k/.p
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em que u(q) é a transformada de Fourier do potencial v(r):

u(q) = /d?’r e "I y(r). (2.14)
Ap6s uma troca de variaveis e de renomea-las:

H = ) ek)al(k o)alk,o)

k,o

+ _ZZ a'(k +q,0)a' (k' —q,0") a(k,0') a(k,0), (2.15)

g0’ kk/.q

h2k?2
2m

e(k) = —, (2.16)

sao as energias de particula tnica. Assim, obtemos o hamiltoniano no espaco dos
momentos, como queriamos.

E instrutivo calcularmos o valor esperado do hamiltoniano de interacao da Eq.
(2.15) no estado fundamental de um gas néo interagente com um nimero finito de
particulas N, o qual denotamos por |F). O estado |F) consiste em um produto de
estados com momento k e energia de particula tnica €(k). No caso de um gés de
Fermi nao interagente no estado fundamental, os estados de momento estao com-
pletamente preenchidos até um valor absoluto de momento igual a kr, 0 momento
de Fermi. Para o caso de um gas de bdsons, a situagao é um pouco mais compli-
cada: a temperatura zero, o sistema condensa (todas as N particulas ocupam o
nivel mais baixo de energia); para temperatura diferente de zero, as N particulas
se distribuem pelos niveis de energia disponiveis de acordo com a distribuicao de
probabilidades do ensemble canonico. Em qualquer caso, a atuagao dos dois opera-
dores de aniquila¢ao do termo de interacao da Eq. (2.15) sobre |F) criard buracos

precisamente nos estados ocupados com particulas com momentos e spins k,o e

/ /.
k', o"

B = (F|HuF)

= Z > i(q) (Fla'(k + q,0) a' (K — q,0) a(K, o) a(k,0)[F). (2.17)

ao" k. k/.q
Para que o valor esperado na Eq. (2.17) nao seja nulo, os operadores de criagao
deverao atuar sobre o estado com dois buracos de maneira que ele volte a ser o
estado |F). Vamos nos concentrar apenas no gés de Fermi a temperatura zero. H4

duas possibilidades distintas (diretamente ou a partir de uma troca, (anti)comutacao
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de operadores) destes buracos serem eliminados de maneira que o estado volte a ser

|F') (0s operadores de criacao tém que “tapar” esses buracos), a saber:

1 N
Eint - W Z Z U(Q) [5k’—q,k’ 50’,0’ 5k+q,k 50,0 - 5k’—q,k 50’,0 5k+q,k’ 50,0’]
g0’ kk/,.q
1
= — 4a(0) —2u(k’ — k 2.1
sy 2 [a0) — 2 19 (2.18)

Como o sistema fermionico sobre o qual estamos atuando o hamiltoniano de in-
teracao corresponde a um sistema com um ntimero finito de particulas, as somatoérias
sobre k e k’ sdo limitadas superiormente, isto é, as somas vao até valores de mo-
mento k = kr e k' = kr. Quando tomarmos o limite termodinamico deste sistema,

le.
V — o0, N — o0, com N/V — finito, (2.19)

teremos

V kFS 14 le3/
;;HW/ Pk (2w)3/ &K (2.20)

Como temos um fator de volume na Eq. (2.18), mostramos que Ej, ~ V. Isso
significa que a energia ¢é extensiva, como é de se esperar. Para o caso de um gas de
bosons, a situagao é similar: a energia também é extensiva porque as integrais sao
limitadas, uma vez que o numero de particulas a serem distribuidas nos niveis de
energia do sistema ¢ finito. Como os operadores de bdsons comutam, o sinal relativo
na Eq. (2.18) é positivo.

O primeiro termo da Eq. (2.18) é o termo “direto” (forward scattering). O
segundo, é o termo de “troca”’ (exchange scattering). Em termos graficos, essas
contribuicoes podem ser vistas na Fig. 2.1. Os termos direto e de troca sao também
chamados de termos de Hartree e de Fock, respectivamente.

O termo direto significa fisicamente que no interior do sistema as particulas
interagem de maneira que o momento final de cada uma delas ¢ igual aos respectivos
momentos iniciais, ou seja, elas sao espalhadas para a frente, com angulo de espa-
lhamento igual a zero.

No caso do termo de troca, as duas particulas interagentes trocam momento,
sendo que o momento final da primeira é igual ao momento inicial da segunda; ou
seja, o angulo de espalhamento nao é zero. O significado disso é que no interior
de um sistema de muitos corpos, nem todos os possiveis momentos transferidos da

interacao contribuem para a energia do sistema. Obviamente que nao se esta dizendo
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k,o k' o k' o k, o’
u(0) u(k' — k)
AVAVAVAVAVAV N\N\N\NNN
k,o k' o k,o k' o

Figura 2.1: Representacao pictérica das contribuigoes direta (gréafico da esquerda) e

de troca (gréfico do direita).

que em todos os sistemas somente as duas situagoes ilustradas acima ocorrem. O
que esta sendo dito é que, de todos os possiveis momentos transferidos permitidos
pela interagao, somente um conjunto restrito deles desempenha papel relevante na
dindmica do sistema. Claramente, em vista da complexidade de um sistema de
muitos corpos, é muito dificil saber a priori esse subconjunto de momentos relevantes

e, portanto, a questao deve ser decidida experimentalmente.

A seguir, discutiremos o MHTE. Este é um método sistematico e controlavel
de restringir um subconjunto de momentos transferidos de maneira que a solugao
do problema para esse conjunto restrito é exata, no contexto do principio varia-
cional de Gibbs. O método é sistematico e controlavel porque ele permite calcular
a partir de primeiros principios corregoes a solucao do problema restrito. Vamos
apresentar neste Capitulo apenas os resultados principais da discussao do trabalho

de Girardeau [18]; os calculos detalhados serao apresentados no Apéndice B.

Utilizando as relagoes de (anti)comutacao dos operadores de criacao e aniquila-

¢ao, ¢ possivel mostrar que:

~

1
3 _ ~ ~T ~t N A AN
Hie = 2VZZu(q)a(k+q,J)a(k q,0") a(k, o) a(k, o)

o,0’ kk/,q
1 _ 1 . R
= _5 Z U(q) [V Z GT(k, 0) a’(kv U)]
q k,o
V - 1 ~t ~ 1 ~1 N ~ /
+ EZ u(q) VZ a'(k+q,0)alk,0)| |37 ) a'(p,o’)a(p+aq,0)
q k,o p,o’

(2.21)
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E, com a definicao de operadores “densidade” de particulas,

pa) = o Yl o) alk + a.0) = o 3 plka). (222)

k,o

a igualdade acima pode ser reescrita como:

A 1
o a(a) af itk — i q
Hiw = 5> D il@)a'(k+q,0)a' (K —q,0")a(K, o) a(k, o)

0,0’ kk'.q

= S @IV (@) pla) — 5(0)] = Hy (2:23)

Vamos repetir as contas feitas anteriormente para este “novo” hamiltoniano de
interagao para o estado |F):

B = (FIH{|F)

int

= o @) Y e o) k)6 (K, ) alK + q,o)IF)

o,0" kK’

- = X i) Y (Pt o) e )

k,o

= % 4a(0)Y =2 alq)> | . (2.24)

k k’ q

Mais uma vez, para k e k' quaisquer, teremos que a energia E! .. no limite
) ) )

int>’
termodinamico, serd proporcional ao volume V' do sistema, como esperado (con-
forme Eq. (2.20)). Porém, para o hamiltoniano de interagao escrito como H;’m,
se restringirmos os momentos transferidos q a um conjunto finito de valores, o se-
gundo termo nao mais no fornecera a aproximacao de Fock, como anteriormente

obtinhamos com H;,, uma vez que para q restrito, no limite termodinamico,

> # / ’ d3q (2.25)

v
(2m)?
e, assim:

E! 1 kr
%t ~ v Zﬂ(q)/ Pk — 0. (2.26)
q

E importante lembrarmos, porém, que nao perdemos o termo de exchange. Da forma

como escrevemos H; ., apds impormos a restricao sobre os momentos transferidos q,
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s6 podemos obter mesmo o termo de Hartree, ao contrario do que obtemos quando
temos o hamiltoniano de interacao escrito como em I:Iint.

Em seu trabalho Girardeau considerou um sistema sujeito a um potencial exter-
NO eyt — aqui incluiremos este termo simplesmente por completeza da apresentacao.

Para este caso, o hamiltoniano é dado por:

o= Y e(k)al(k o) al ZZ e () ok, q)

k,o q ko

+ o Jzkkz fk+q,0)al(K —q,0)a(K, o) ak, o), (2.27)
> o Se refere apenas a soma sobre o tri-vetor, pois os potenciais sao independentes de
spin. Este é o hamiltoniano mais geral possivel para um sistema de muitas particulas
interagindo via interacoes de dois corpos independentes de spin. Se restringirmos
os momentos transferidos a um subconjunto S, o qual contém momentos q e ¢’ =

k — k' 4+ q, poderemos escrever o hamiltoniano acima como sendo

H=H(S)+HagS) (2.28)
em que
HS) = Y k)il o)aflco) + 3 5 (e plka)
k.o qeS ko
b oo SN i) F ik~ K) 6,0 pl0a) o), (2.29)
q€S o,0" kK
e

H(qgS) = —ZZ ,q)

agS ko

+ —Z Z al(k +q,0)af (K — q,0")aK, o) alk, o). (2.30)
0,07 QKK

Os termos i(q) F i(k — k') 8,4 em H(S) correspondem, respectivamente, a espa-
lhamentos direto e de troca. O sinal superior em @(q) F t(k — k') §,» é usado
para férmions e o inferior, para bdésons. Ou seja, para férmions em que o = o’ e
para potencial de dois corpos constante no espago dos momentos (o que corresponde
a interacao do tipo delta no espago de coordenadas) as contribuicoes direta e de
troca se anulam. A linha presente no segundo somatério de H (q € S) (ao longo da
Tese poderemos usar outra notagao para este termo, como por exemplo, H” ) indica
justamente a omissao da soma dos (a) termos diretos, q € S e (b) dos termos de
troca, (k — k' +q) € S.
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A seguir, mostraremos que, a partir de manipulacoes no termo de interagao do
hamiltoniano mais geral escrito acima, podemos realmente obter os termos direto e
de troca. Além disto, mostraremos que se quisermos incluir explicitamente termos
de pareamento (relevantes por exemplo para superfluidos) do tipo BCS, poderemos
obteé-los a partir do hamiltoniano mais geral, bastando apenas inclui-los explicita-

mente ao hamiltoniano H(S) descrito acima [36].

A) Termo direto (forward scattering):

Partimos do hamiltoniano de interagao completo:

- 1

Hiw = 55 D ila@)a'(k+q,0)a' (K —q,0)a(K, o) (ko)
0,0’ kk',q
1 - . . N N
= Foy Z Z a(q)a’(k +q,0)a’ (K —q,0) a(k, o) a(k’,o'). (2.31)
g,0’ kk/,q

Vamos restringir o nimero de momentos transferidos q de um processo direto na

soma acima, e denotamos o hamiltoniano resultante por Hlfr?tr , dado explicitamente

por:

HPr = Z > ) a(q)al(k+q,0)al (K - q,0') alk, o) a(k’, o). (2.32)

qGS o,0" kk/

Vamos (anti)comutar os operadores a' (k' — q,0") e a(k, 0):

Hlfrcl)g = —— Z Z dT(k/’ O./) d(k/, O_/)

qGS k’ Redd

+ ZZZ i (k +q,0) a(k,0)] [a'(K,0") a(k + q,0")]
qGS o,0’ kK’

= ——Z ZZ > (a) pf (k) pK, @), (2.33)
qesS qes o0’ kK

O primeiro termo desta expressao nao precisa ser levado em consideracao para es-
crevermos H (S) pois, no limite termodinamico, este termo é independente de volume
e, portanto, se anula neste limite. Para esta configuracao de momentos transferidos

temos, portanto:

A = o TS S ) @) (K, ). (2.34)

q€S o0/ kK

B) Termo de troca (exchange scattering):
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Partimos novamente do hamiltoniano completo:

sz i'(k +q,0)al (K — q,0) (K, 0") a(k,0).  (2.35)

o0’ kk',q

De todos os termos possiveis que sao do tipo exchange, escolhemos somente aqueles
com ¢’ = o, e a soma sobre os q ¢ restrita de maneira que, para um dado par de mo-
mentos k e k/, somamos somente sobre um conjunto finito de momentos transferidos

(k—k'+q) € S. Com isto, escrevemos o hamiltoniano de interagao correspondente:

Ao = Xﬁij > iq)

kK (k—k'+q)eS
x al'(k+q,0)a’(K —q,0)ak, o) ak,o). (2.36)

Na Fig. 2.2 indicamos o processo de troca e o momento transferido correspondente

a dependéncia de momentos dos operadores de aniquilagao e criacao na Eq. (2.35).

k' —q,o k+q,0

k—(k'—q)
AVAVAVAVAVAV
k,o k' o

Figura 2.2: Processo de troca, k — (k' — q) é o momento transferido, de acordo com

os momentos que aparecem nos operadores de aniquilagao e criagdo na Eq. (2.35).

Na sequencia, para que possamos escrever convenientemente o produto de ope-
radores de aniquilagao e criagdo como no termo direto dado na Eq. (2.34), fazemos

inicialmente uma troca de variaveis:

qd=k—-k' +q, (2.37)
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de maneira que podemos escrever He* como

int

Ao = oSS b YK K+ q)

q’eS o,0' k k’

X a*(k' +d,0)a'(k —q,0)ak, o)k, o)

- LY b YK ~kta)

qES o0’ k k’

X a*(k' +q,0)a’(k — q,0)aK, o)ak, o). (2.38)

Agora, (anti)comutamos os operadores af(k — q,0’) e a(k’,0’). Assim:

HEe = 225002 ~k+q)al(k +q,0)

qES o,0’! k k’

X [iék,q,k,(sa/p, Fak,o)al(k —q,0')] ak,0)

- ~ I ~t 1,/ ~ / AV . N ~
¥ QVZZ(SU’UIZ a(k' =k +q)a' (k' + q,0)a(k’, o)l (k — q,0")a(k, o)

= Z Z Z a k/ +q,0 (k, O')(Sk,%k/

qeS o kK

: LYY Y k)

qES o,0’! k k’

X aT(k’ +q,0)ak, 0"’ (k — q,0)ak, o). (2.39)

Notamos que devido a delta de Kronecker dx_q 1 presente no primeiro termo desta
expressao, para um dado par de momentos k e k/, hd somente um valor de q que
podemos escolher, q = k — k/. Portanto, ao usarmos a delta para eliminarmos a
soma sobre e.g. k', automaticamente fica eliminada a soma sobre q (pois sé existe
uma tnica possibilidade para q) e obtemos entao:

1
e = E5u(0) Z @0k, 0)afk, )

1
F oD e il —k+d) @l (K + q,0) (K, o)

q€S o,0’ kK’

x al(k—q,0)a(k, o). (2.40)
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No ultimo termo acima, fazemos a seguinte troca de variaveis:
k" =k —q, (2.41)

de maneira que:
~ 1
exc ~ ~1 ~
HSE = :I:—zvu(O) [EU Ek a'(k,o)a(k, 0)]

For DY G il — K (K + 4,0 (K0

q€S o,0’ k' k"
x a'(kK',0)a(k" +q,0). (2.42)

A seguir renomeamos k/ — k e k” — K’, o que nos leva a:

Frexc L o ~
e = £5-a(0) [Z:Zk:cﬁ(k, o)ak, o)

+ % Z Z Z 50,0’ ’(NL(k - k/)&T(k + q, U) d<k7 OJ)

q€S o,0’ kK’
x a'(kK,o')ak +q,0). (2.43)
Assim, chegamos na expressao para o termo de troca, conforme queriamos:

i = 45 (0) (%) T 50 S bl K () (K q) (244)

q€S o0’ kK
em que Zkk,/ significa que nesta soma os termos k = k’ devem ser omitidos (porque
eles ja estao incluidos no termo direto). Novamente notamos que o primeiro termo
desta expressao nao precisa ser levado em consideragao para escrevermos H (S) pois,
no limite termodinamico, este termo ¢é independente de volume e, portanto, se anula

neste limite. Logo:

A 1 / ~ I\ ~ ~ /
Hie =F55 2D > door ik —K) p(k, a) (K, q) (2.45)

q€ES 0,0’ kK

C) Termo de pareamento:

Partimos do hamiltoniano completo:

A 1
; - 4 At
H, = o g g wk -k +q)a'(k+q,0)

0,0’ kk',q

x a'(k'—q,0)ak, o) ak, o) (2.46)



Capitulo 2. O método do hamiltoniano termodinamicamente equivalente 19

obtido com o auxilio da troca de varidveis dada na Eq. (2.37). Na sequéncia fazemos
mais uma troca de varidveis k' = k” 4+ q (e, a seguir, k” — —k”). Restringindo a

configuragao de momentos q, definimos o hamiltoniano de BCS como:

S = S ak k)

q€S 0,0 kk”

x a'(k+q,0)a’ (=K’ 0")a(k,o')a(-k" + q,0). (2.47)

Mais uma troca de varidveis, q = q¢' — k + k”, o que nos leva a:

aBes %ZZZ&(kJrk’)

q€S o,0’ kK
x a'(K +q,0)al (=K, o) ak, o) a(—k + q,0). (2.48)
Apos, fazemos k — —k e trocamos k por k/, do que ficamos com
A 1 5
S 3) 3 W
q€S o,0’ kK
x a'(k+q,0)a’(=k, o) a(-k, o) ak +q,0). (2.49)

Notamos que nas Eqs.(2.34), (2.45) e (2.49), os papéis desempenhados pela quan-
tidade q sao completamente diferentes. Enquanto que no termo direto q é o mo-
mento transferido na interagao, no termo de troca o momento transferido é dado
por k — k' + q. Por outro lado, no hamiltoniano de BCS, q desempenha o papel de
momento do par de Cooper.

Como nao é possivel resolver exatamente um problema de muitos corpos que tem
como base um hamiltoniano como o dado pela Eq. (2.27), sdo necessarias aproxi-
magoes. No presente caso, o esquema de aproximacgao estd baseado na Eq. (2.28).
O problema consiste, essencialmente, em escolher um nimero finito de momentos
q € S (ntmero que deve ser independente do volume V' no limite termodinamico).
O que deve ficar claro é que nao é para todo e qualquer sistema de muitos corpos
que esse esquema de aproximacao se aplica. Em linhas gerais, ele se aplica para
sistemas em que aproximacoes de campo médio de ordem zero fornecem um bom
ponto de partida. Exemplos de sistemas de interesse atual sao gases atomicos a
baixa temperatura (bosonicos e fermionicos), fisica nuclear de baixas energias e,
como veremos no proximo Capitulo, problemas de transicoes de fase baseados na
teoria de Ginzburg-Landau. Também, como sera visto no Capitulo 4, o esquema de
aproximacao sera 1til na quantizacao semiclassica de teorias de campo no contexto
do método da quantizacao estocéstica de Parisi e Wu [22].

Na continuidade, trabalharemos um pouco mais com os termos da Eq. (2.29).
Apo6s a insercao conveniente de algumas quantidades, é possivel reorganizar os ter-

mos de interacéo de duas particulas no hamiltoniano H (S) de tal modo a decompor
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A

este hamiltoniano em duas partes: uma parte que chamaremos de assintética, H,,
e outra parte H’, tal que (q = Q)

A~

H(S)=H,+ H, (2.50)
com

H, = W0+Z )a(k, o)

+ —ZZ{ (k, Q) + Vi (Q)] ik, Q) +he}  (251)

Q€S k,o

em que h.c. indica o termo conjugado Hermitiano e

W, = ZZZ@ ) F ik — k)b, ] " (k, Q) g(K, Q)(2.52)

QGS o0’ kk/

w(k, Q) = %Z[a(@)m(w—k)wg*(ka@, (2.53)

ZZZ@ ) F ik —K') p0r]

QES o0’ kX
X [ﬁT(k’ Q) - g*(kv Q)} [ﬁ(klv Q) - g(kla Q)] ’ (254)

novamente o sinal superior deve ser tomado para férmions e o inferior, para bdosons

(&

HQ¢S) = —ZZ Q)

¢S ko

+ —Z Z fk+ Q,0)al(K — Q,¢") a(k, o) a(k,0).(2.55)
o0’ Qkk
A linha presente no segundo somatério indica omissao da soma de (a) termos com
Q € S [termos diretos] e (b) termos com (k—k'+ Q) € S [termos de troca], conforme
explicado anteriormente, e os parametros g(k, Q) definem fungoes variacionais no
principio variacional de Gibbs.

A partir de uma transformacao unitaria linear

o) => U bk o), (2.56)
k/,o’
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em que Uy ¢ uma matriz unitéaria, é possivel diagonalizar o hamiltoniano assintético

H,, de maneira que ele pode ser escrito como:

H, — pN =W+ Y (wp — p) bi(k,0) bk, o), (2.57)

k,o

sendo que wy, deve ser determinado a partir de um esquema iterativo. Isto feito,
utilizando o principio variacional de Gibbs (demonstrado no Apéndice A) a partir
da minimizagao da aproximacao variacional €,,. para o potencial grand candnico

exato €2,

Q < Qu+(H)o+ (HQES))a = Qar (2.58)
Q = —f 'InTrexp[-3(H — uN)] e (2.59)

Tr{(---) exp[-B(H, — pN)]}

(- )a - - : (2.60)
Trexp|—A(Ha — V)]
é possivel determinar as fungoes de teste g(k, Q):
891)0,7“
L 2.61
990k, Q) 200

Sera mostrado no Apéndice B que a condicao de minimo estabelecida acima é satis-

feita no limite termodinamico se
g9k, Q) = (p(k, Q))a = (a'(k,0) a(k + Q,0))q, (2.62)

sendo que o simbolo (- - ), denota a média térmica com o ensemble assintético.
Como serd visto, a transformagao unitaria linear utilizada para diagonalizar o
hamiltoniano H, depende explicitamente das fungoes de gap g(k, Q) determinadas
pelo método variacional de Gibbs,
* U* lUk Q 14
9k, Q) =Y UpUkpoufvr = »  —HE_EEE (2.63)
k/

- 2= lePww 417

Upiw € a matriz diagonalizante, fr é a funcao distribuicao de Fermi ou de Bose e
z = et ¢ a atividade absoluta.

Assim, as fungoes de gap g(k, Q), a matriz unitéria Uy e os autovalores wy
da matriz a ser diagonalizada presente em H, podem, em principio, ser determi-
nados simultaneamente a partir de um esquema de iteracao autoconsistente para

Ses nao-li ladas: (a) Dad dsi imacio w™ d
as equagoes nao-lineares acopladas: (a) Dada a n-ésima aproximacao w, ~ de wy e

uma aproximacao correspondente U,gz,) para Upy, definimos ¢ (k, Q). (b) Disto
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obtemos w(™ (k, Q) e assim a matriz diagonalizada. (c) Logo, determinamos wy, e
Uy, denotando eles por w,(c ey k"H . (d) Retornamos ao passo (a).

Portanto, para a implementacao deste esquema iterativo, é necessario uma es-
colha de aproximacao de ordem zero. Mas, j4 no passo inicial, pode-se obter um
resultado que, dependendo do sistema fisico em questao, pode ser muito 1util. Es-

pecificamente, escolhendo
w,io) =ck) e U,§22 = O (2.64)
obtemos os seguintes resultados:

Ve, Q) = dan (=7 )"

Up F Up— kéaa
0)(k7 Q) = (27T 6Q02/d3k/ (11 oK) £ 17 (265>

Ou seja, com a escolha mais simples, que consiste em retermos no conjunto de
momentos transferidos apenas momento transferido igual a zero, ja obtemos a bem
conhecida aproximacao de Hartree-Fock que, em muitas situagoes, ja ¢ uma boa
aproximacao para problemas de muitos corpos.

Conforme mencionado, o nome “hamiltoniano termodinamicamente equivalente”
foi cunhado por Wentzel [14] no contexto da supercondutividade em metais. Especi-
ficamente, o nome surge da seguinte observacao: o hamiltoniano reduzido de BCS,
Eq. (2.49) com q = 0, Hid, pode ser escrito em termos da soma de um hamiltoni-
ano Hy, quadratico nos operadores de criagao e aniquilagao, e de um outro termo,
H’, cujas contribuigdes se anulam no limite termodinamico, de maneira que as pro-
priedades termodinamicas do problema, em principio dadas por Hids, sio dadas
exata e equivalentemente por H, através do principio variacional de Gibbs.

Na presente Tese trabalharemos com modelos com acoplamentos entre particulas
(ou entre componentes de Fourier de um parametro de ordem) mais gerais que os
do hamiltoniano reduzido de BCS. Esses acoplamentos mais gerais implicarao na
presenca de um termo adicional a Hy e H'. Como consequéncia, as solucoes dos
respectivos problemas nao serao mais dadas exatamente pelo termo quadratico Hy;
havera correcoes as solugoes obtidas com Hj, que sao calculadas em teoria de per-
turbagao no termo extra. Mesmo assim, continuaremos usando o termo “hamiltoni-
ano termodinamicamente equivalente” para o método que desenvolvemos na Tese.
A razao para tal é que, como serd visto no transcorrer dos préximos Capitulos, o
método s6 serd 1til se a aproximacgao de ordem zero, isto é, a solugao obtida com o

termo quadratico, fornecer uma aproximacao razoavel ao problema em estudo.



Capitulo 3

MHTE para transicoes de fase estaticas e

dinamicas

Neste Capitulo apresentaremos uma revisao sucinta dos conceitos relacionados a
transicoes de fase estaticas e dinamicas, com énfase nas equacoes dinamicas de na-
tureza estocéastica que descrevem a evolugao temporal de parametros de ordem -
as equagoes de Ginzburg-Landau-Langevin (GLL). Utilizaremos como referéncia
bibliogréfica principal a Dissertagao desenvolvida pela aluna no seu trabalho de
Mestrado, Ref. [37] e referéncias citadas no mesmo.

O nosso objetivo é aplicar o MHTE em problemas de Mecanica Estatistica. Ini-
ciamos investigando o MHTE em transicoes de fase estaticas no contexto de uma
formulacao de integrais de trajetéria para a funcao de particao classica de um sis-
tema caracterizado por um parametro de ordem descrito por um campo dependente
da posicao. A seguir, aplicaremos o MHTE para transicoes de fase dinamicas no
contexto das equagoes de GLL. Por fim, generalizaremos o método para energias
livres nao locais. Comegaremos este Capitulo com algumas defini¢oes [38] que serao
necessarias para o melhor entendimento do que sera discutido a seguir.

Pensemos, para exemplificarmos e simplificarmos a discussao, num determinado
volume de dgua que se encontre & pressao atmosférica, a uma temperatura de 100 °C.
Nestas condigoes, o valor da densidade da dgua nao é tinico, uma vez que agua liquida
e vapor d’agua coexistem, e estas duas fases tém densidades muito diferentes. Na
verdade, ha uma variedade de temperaturas e pressoes para as quais ha coexisténcia
de agua liquida e dgua na forma de vapor. Se representarmos estes pontos num
grafico ‘pressao versus temperatura’, obteremos uma linha (linha de coexisténcia
de fases) que termina num ponto a partir do qual ndo é mais possivel distinguir
a fase liquida da fase de vapor. Este ponto é chamado de ponto critico, e os
fenomenos que ocorrem proximos de um ponto critico sao chamados de fen6menos
criticos. Como a densidade da agua neste caso nao é univocamente determinada,

ela é chamada de parametro de ordem (¢), por definicao. Em geral, o parametro

23



Capitulo 3. MHTE para transicoes de fase estaticas e dinamicas 24

de ordem extremiza uma energia livre (F[¢@]).

Os fenomenos de transicao de fase podem ser classificados como sendo estaticos
ou dindmicos. Os fendmenos criticos estaticos estao relacionados a propriedades de
equilibrio, tais como a magnetizacao e calores especificos em sistemas magnéticos.
Os fenomenos criticos dinamicos referem-se a fenomenos dependentes do tempo,
como tempos de relaxacao e fenomenos de difusao. O fato de que uma transicao
de fase ocorre em equilibrio ou fora do equilibrio depende essencialmente de duas
escalas de tempo, de resfriamento e de equlibragao: se a taxa de resfriamento for
(maior) menor que a de equilibragao, entao a transigao ocorre em (nao) equilibrio.

No estudo de fenomenos criticos dinamicos, esta-se interessado principalmente
nas variagoes temporais das flutuagoes do parametro de ordem em grandes escalas
(distancias maiores que o comprimento de correlagao do material) e de outras quan-
tidades fisicas que variam lentamente no tempo préximo ao ponto critico como, por
exemplo, flutuagoes de grandes comprimentos de onda (no caso de um sistema de
spins, flutuagdes de spin) as quais tém tempos de relaxagao muito longos - o que
é conhecido como critical slowing down (amortecimento critico). Existem também
outros motivos para a ocorréncia de tempos de relaxacao mais longos, dentre os quais
podemos citar leis de conservacao — o motivo, neste caso, da dinamica se tornar mais
lenta é porque, em geral, deve haver transporte de matéria pelo sistema para que

uma quantidade seja conservada, e isto requer um certo tempo.

3.1 Equacao de Ginzburg-Landau-Langevin

Para varidaveis de campo, um dos modelos estocasticos mais simples é conhecido
como Modelo A, na nomenclatura criada por Hohenberg e Halperin [39], e ampla-
mente empregada na literatura atual®. A equagao estocdstica para o campo ¢(r,t)
(parametro de ordem) é dada por

9¢(r,1) 3F[¢]

— = T 5o ) + ((r, 1), (3.1)

conhecida como equacdo de Ginzburg-Landau-Langevin (GLL) devido a presenga
da fungao ¢. T' é conhecido como coeficiente de Onsager, F[¢] é a energia livre de

Landau e ¢ é uma funcao estocéstica, usualmente tomada na forma de ruido branco,

(e 1)) =0 (32)
(C(r,t)C(x', "))y =Do(t —t") 5(3)(r —1'). (3.3)

*Quando a integral sobre o volume do parametro de ordem é conservada no tempo, temos o

Modelo B, e sua dinamica é descrita pela equagao de Cahn-Hilliard.
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A denominagao ruido branco é feita em analogia com a decomposi¢ao espectral da
luz. A cor branca é o resultado da soma de todas as cores do espectro, as quais
podem ser definidas a partir de suas frequéncias. A presenca da funcao delta de
Dirac no tempo indica que o espectro ((t) contém todas as frequéncias com pesos
iguais, pois a transformada de Fourier da funcao delta é igual a uma constante.
Por outro lado, se no lado direito da Eq.(3.3), em vez da funcao delta de Dirac no
tempo, aparecesse uma outra funcao (limitada) g(t — t’), o ruido seria denominado
de colorido, uma vez que a transformada de Fourier de ¢g(t —t') conteria um espectro
com pesos diferentes para cada frequéncia — o que no caso da luz levaria a uma luz
colorida.

A energia livre coarse grained de Landau F'[¢] é um funcional local do parametro
de ordem, e seus minimos correspondem aos estados de equilibrio do modelo. Um
dos requerimentos implicitos no uso de uma energia livre coarse grained para um
sistema fora do equilibrio é o de que este nao se encontre muito longe do equilibrio
— de outra forma, nao localidades no tempo e no espaco deveriam ser consideradas
na evolugao do sistema. Este requerimento implicito é, em geral, satisfeito para
sistemas com uma dinamica lenta nas escalas de tempo de equilibracao locais.

Para motivar a forma usualmente empregada para a energia livre coarse grained
de Landau F[¢], adotaremos a notagao, e seguiremos os argumentos da Ref. [40].
Inicialmente introduzimos uma escala de comprimento [, a qual separa as regioes
microscopicas locais de dinamica rapida das regioes macroscépicas de dinamica lenta.
Assim, o sistema é dividido em regices (células fisicas elementares) de tamanho [,
as quais estao centradas em torno de vetores r que definem as suas posicoes. A
escala de comprimento tem que ser muito maior do que a distancia média a entre
os dtomos (ou outras estruturas microscépicas) do sistema, [ > a, a fim de que um
tratamento estatistico possa ser empregado. Um outro requerimento é que nao se
quer perder muita informacao sobre a microscopia do sistema e, portanto, [ < &,
sendo £ o comprimento de correlacao do sistema. Nesta escala [, tratamos o sistema
como estando em equilibrio, pois supoe-se que ele equilibra em escalas menores do
que [. O parametro de ordem deve variar suavemente nas escalas de comprimento
maiores do que [ a fim de que o sistema nestas escalas nao esteja distante de seu
estado de equilibrio.

Uma vez que as células fisicas elementares estao equilibradas, podemos definir
as suas fungoes termodinamicas de equilibrio. Estas sao obtidas a partir da funcao

de particao para o sistema de células:

Z2[6) = 3 exp(—H[¢] /ksT), (3.4)
{¢}
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a soma é feita sobre as configuracoes do parametro de ordem ¢ e a barra sobre o

sinal de somatério indica o vinculo

5 Y Gi= o, (35)

{¢} €cellr

Supoe-se que o comportamento de grandes comprimentos de onda do sistema possa
ser descrito por uma fungao conhecida como energia livre de Landau F[¢], definida

como

Flg) = / &r f(6(r), (3.6)

em que f é uma funcao local do parametro de ordem e de suas derivadas. Assim,
pode-se expandir esta funcao em torno de fy, a densidade de energia livre da fase

uniforme, como
[0, V¢, ...) = fo(®) + k1(9) V29 + ka(9) (VO)* + ..., (3.7)

e, desta forma,
Flol = [ @r560) = [ @ (6)+ 1(6) V%6 + ka(6) (TP + ... (39

Pelo teorema da divergéncia, temos que

/ &Prv - (ki (¢)Vo(r)) = / d’r ki(¢) Vo + / &’r [Vki(¢)] - (Vo)

_ / 45 k1(6) (Vo). (3.9)

s

Impondo que V¢ é zero na fronteira, obtém-se

[ i@ Vo=~ [ @ vio)- (7o) (3.10)
Uma vez que

VE(6) = 2 (V) (3.11)

o funcional F[¢] pode ser escrito como
Flo = [ @ {3y (vor+ hio)}, (3.12)

d

sendo que . k e »
51 = 2(¢) — do (3.13)
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Um exemplo-protétipo e muito simples de energia livre da fase uniforme fy(¢) é

a de poco duplo da forma
1 A
fo(®) = 3 m?¢?(r) + 1 ¢*(r). (3.14)

Assim, a energia livre de Ginzburg-Landau, muitas vezes chamada também de
Hamiltoniano de Wilson-Ginzburg-Landau (WGL), é dada por

Flol= [ @ |53 (902 + 3mie) + 5 ') (3.15)

Agora, para problemas de nao equilibrio (porém nao muito afastados do equilibrio),
a energia livre dinamica, que aparece na Eq. (3.1), é tomada como sendo da mesma
forma da Eq. (3.15), com ¢(r) substituido por ¢(r,t). Portanto, empregando a
energia livre da Eq. (3.15) na Eq. (3.1), encontramos

9¢(r, 1)
ot

que é a renomada equacao de Ginzburg-Landau-Langevin (GLL).

=T (—yV?+m?) ¢(r,t) — TA(r, 1) + ((r,1), (3.16)

Conhecido um ensemble de solugoes {¢;(r,t),i = 1,--- N} dessa equagao, com N
sendo o nimero de realizagdes de ruido, valores médios como funcao tempo (¢ (r,t)) v

e fungoes de correlagao (¢(r, t)p(r',t)) v do parametro de ordem sao calculados como

(o(r,t))n = %Z di(r, 1), (3.17)
(d(r, )o( = —Zqﬁz t)gi(r', t). (3.18)

A seguir, mostraremos [41] que, no limite de N — oo e de t — oo, os valores

médios das Egs. (3.17) e (3.18) convergem para os valores de equilibrio:

Jim (6 0)w = (606) = o [ Do o) (3.19)
Jim (000" 0)y = (601007 = 5 [ Dot o) 7P, (3.20)

o) = [ Do, (3.21)

B =1/kgT, kg é a constante de Boltzmann.
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Comecamos a demonstragao a partir da probabilidade de encontrar o parametro

de ordem numa configuragao ¢(r), que é dada por:

Py({o(r)}, 1) = (0o(r) — o(r, ¢, {CH)])¢ (3.22)

em que ¢(r,t,{(}) é solucdo da equacio de Ginzburg-Landau-Langevin. Vamos

diferenciar esta expressao em relagao ao tempo, do que obtemos:

oPohe = [ (bf){rgj(“ﬂ P({6(1)}.1)
—<C(I‘l, t)5[¢(1‘) - (5(1‘, t {C}ﬂ)(}

o 0 [0l DOR((6).
= [ { i patom 0 + 5 D

) " sotr) }’<3'23>

que é a equacao de Fokker-Planck associada a equacao de GLL. Para t — oo, a

solucao da equagao de Fokker-Planck se aproxima da solucao de equilibrio

O Fy({o(r)},1) =0, (3.24)
a qual é dada por
PR = g e (5710 (3:25)
em que
6lol = [ Do exp (-3 711 (3.26)

Esta solucao de equilibrio deve ser a distribui¢ao de Boltzmann. Para isto, os coe-

ficientes D e I' devem estar relacionados pela temperatura T,

D = 2T kgT, (3.27)
do que obtemos
PO} = 7 exp (<0716 (3.28)
Assim, a funco de ruido pode ser reescrita como:
(C(r,1)) =0, (3.29)
(e, )¢ 1)) =20 kpT 6(t — ') 6B (r — 1'). (3.30)

O resultado da Eq. (3.28) claramente nao é restrito a equacao de GLL dada na
Eq. (3.16) obtida a partir de uma energia livre na forma de pogo duplo, Eq. (3.14).
Esse resultado segue da Eq. (3.1) e, portanto, é da forma de F[¢].
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3.2 MHTE para transicoes de fase estaticas

Nesta Segao aplicaremos as ideias discutidas no contexto de Hamiltonianos quanticos
para o caso do Hamiltoniano de Wilson-Ginzburg-Landau (ou energia livre de Ginz-
burg-Landau). Vamos inicialmente discutir este assunto em detalhe para o caso
de uma energia livre do tipo pogo duplo como dado na Eq. (3.14). Mais adiante
generalizaremos o método para uma energia livre de forma arbitraria. Para tal,
teremos que introduzir aproximacoes adicionais fisicamente motivadas para situacoes
especias.

O procedimento consiste em manipular a energia livre de Ginzburg-Landau como

no caso do Hamiltoniano quéantico. Introduzindo a transformada de Fourier ¢(k)
1 L
o(r)=—=) "ok (3.31)
7o
na Eq. (3.15), usando o fato de que

/ dPr KT V0 (3.32)

e que o campo ¢(r) é real (o que implica em &*(k) = ¢(—k)) obtemos:

Flo = 530K +m?) 69 (k)

* % > (P9 (k+a-p)ok) o(a). (3.33)

k,q,p

Fazendo a troca de varidveis p — k = K’ e renomeando varidveis, chegamos a:

Flo = 53 0K +m?) 69 4(K)
S Pkt @) ¢ (K — Q) dlk) d(K). (3.34)

Note que essa expressao é formalmente idéntica ao Hamiltoniano da teoria quantica
de muitos corpos no espago de momentos, dado pela Eq. (2.15). E importante
destacar, no entanto, que no presente caso, os campos &(k) e o* (k) nao sao opera-
dores, como sao a(k,o) e a'(k, o) — e eles nao dependem do indice de spin.

Outro ponto importante é que estamos trabalhando com um parametro de ordem
real ¢(r). Isto implica que ndo ha lei de conservacao associada (como conservagao de
carga no caso de um campo escalar complexo) e, por isto, a dinamica é descrita pela

equacgao de GLL, que caracteriza o modelo A dos fenémenos criticos dinamicos [1, 2].
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Uma outra implicacao disso é que nao ha potencial quimico associado. Em vista
do campo ¢(r) ser real, temos ¢*(k) = ¢(—k), como visto acima. Portanto, em
principio, ndo é necessario escrever a energia livre, Eq. (3.34), em termos de ¢*(k).
Por fim, como serd visto mais adiante, por ¢(r) ser real, a definicdo das fungoes
w(q) difere de um fator numérico, em comparagao com o w(q) discutido no Capitulo
anterior.

A seguir, em analogia com o caso da teoria quantica de muitos corpos, inicial-

mente definimos uma funcdo densidade p(q):

VZ¢ ok +q) = VZ (k, q). (3.35)

Seguimos a estratégia de separar um conjunto de momentos q no termo de quatro
campos que leve a termos direto e de troca. Agora, como os quatro campos se
acoplam localmente, isto é, a fungao @(q) é simplesmente uma constante, os termos
direto e de troca sao iguais. Ainda mais, como os campos sao reais, na verdade hé
trés possiveis contribuicoes iguais. Isso é mais facilmente entendido empregando a
linguagem de contragoes de Wick - ver Apéndice C. Por exemplo, suponhamos que
queremos calcular o valor médio de um produto de quatro campos (em que o peso
de Boltzmann é quadrético nos campos). Para um campo complexo ¢, com uma

energia livre
o = [ dx / dy " ()M (x ~ y)o(y). (3.36)

temos que o valor médio do produto ¢*(x)¢*(y)o(y)¢(x) pode ser fatorado como

(0" (x)9" (y)o(y)o(x)) = ¢"(x )?*( )o(y)o(x) + 0" (x)¢"(y)o(y)o(x),  (3.37)
e cada contragao é a inversa da matriz M (x —y). Para campos reais, porém:

(px)e(y)e(y)e(x)) = d(x)o(y)o(y)e(x) + d(x)o(y)o(y)¢(x)

[

+0(x)0(y)o(y)o(x). (3.38)

Para um acoplamento na energia livre de Ginzburg-Landau como da Eq. (3.15),
temos

(@' (x) = dx)o(x)d(x)o(x) + d(x)o(x)p(x)9(x)

[

+0(x)0(x) (%) 9 (). (3.39)

Portanto, neste caso temos um termo a mais para considerar na manipulagao dos

termos na energia livre de Ginzburg-Landau.
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Apés esta discussao, podemos entdo reescrever a Eq. (3.34), usando soma e

subtracao de termos, da seguinte maneira:

Flg) = Rf] + F[6] + F'[6], (3.40)
m que
Rile] = Wyt 3 (K" +m?) & () b(K)
+ % ng; g lg"(K,q) p(k, q) + c.c.], (3.41)
Pl = o 3 tea) — s s @l i) — gkl (342
Pl = o D3 H D~ ) k), (3.43)
sendo que
Wo =~ 3.3 rla)g.a (3.44)

3.2.1 Determinagao das funcoes de gap ¢g(k,q)

Na sequéncia determinaremos as fungoes g(k,q). Para facilitar as manipulagoes,

introduziremos a quantidade w(q):

wi@ = o5 2 9 (ka). (3.45)
k

As fungoes g(k, q) sdo parametros numéricos que definem uma fungao variacional

no principio variacional de Gibbs. Por este principio:

Q < Qo+ (F'[o))o + (F"[¢])o = Qvar (3.46)

em que:
Q - —% In Tr exp{—3 F[4]}, (3.47)
Qy = —% In Trexp{—f Fo[¢]}, (3.48)

Te[ () exp{-B o]} ]

Trexp{—5 Fo]} (349)
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Conforme demonstrado no Apéndice A, este principio variacional pode ser usado
tanto para sistemas quanticos como também para os sistemas classicos — o que
muda numa situacao ou outra é o significado do trago. Por exemplo, neste caso
classico o trago sobre exp{—[( F[¢|} significa a integral funcional da Eq. (3.21). A
condicao necessaria para termos um minimo de €2,,, é dada por:
ana’r

9g*(k,q)

Seguindo os mesmos passos que no caso quantico, pode-se mostrar facilmente que

=0. (3.50)

a contribuicao de F'[¢] é desprezivel em teoria de perturbac¢ao em todas as ordens,

e que a contribuicao do termo F”[¢] é desprezivel em primeira ordem de teoria de
perturbacao. Assim, obtemos explicitamente:
e 0%

dg*(k,q)  9g*(k,q)

Ou seja, isto leva a determinagao das fungoes variacionais g(k, q), de forma que:

Tr[ p(k, q) exp{—3 Fo[o(r)]} ]

—0. (3.51)

Med) = T e A Rl e)])
= (p(k,a)o
= (¢"(k) o(k +q))o- (3.52)
Assim, ficamos com:
s = gp N ok =g Y ORFkra.  (35)
A seguir mostraremos que w*(q) = w(—q). Sendo w*(q) dado por:
) =y Satka = M EWk a3
e w(—q) dado por:
S = gp Mok = jp SORGk-ah. 65

vamos trocar k — —k e usar o fato de que ¢(r) é real, o que implica em ¢(—k) =
¢* (k). Logo:

o) = o5 3 (F 090+ aho. (3.56)
Portanto:
w'(q) = w(—q), (3.57)

conforme queriamos demonstrar.
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3.2.2 Funcgoes de correlacao no equilibrio

A energia livre Fy|¢] do MHTE é quadrética nos campos, e a fun¢ao de partigao

correspondente
Zy = / D e~ P09l (3.58)

pode ser obtida de maneira exata. Corregoes sao obtidas em teoria de perturbacao,
em que somente F”[¢] contribui para a perturbagao, ja que as contribuigoes de F'[¢]
se anulam em todas as ordens em teoria de perturbacao. Ainda mais, conforme dito
acima, e explicado no Apéndice B, nao hé corregdo de primeira ordem em F”[¢] —
as possiveis corregoes comegam em segunda ordem de F”[¢]. Como serd visto logo a
seguir, é muito facil mostrar isto na linguagem de integrais funcionais que estamos
empregando. Portanto, a funcao de particao da teoria no esquema do MHTE é dada

por:

7 / D e~ FRIHF16)
= [pocma |14 Sy (3.59)

em que ja usamos o fato de que o termo de primeira ordem em F”[¢] ndo contribui.
Vamos agora discutir a derivacao das fungoes de correlagao de equilibrio da teoria.

Inicialmente, partindo da expressao para Fy[¢| no espago dos momentos:

Folé] = = 37 (k2 4+ m2) ¢ (k) (k) ZZ[ Q3" ()a(k +q) + c.c.|(3.60)

2
qES k

escrevemos Fy|¢| no espago de coordenadas:
_ 1 3 3,./ 2 2\ ik (r—r’) /
Rl8 = 5 dr/ermk +m?) ) g(e)o(r

+ dr /d?’r'qﬁ Ze“” [Zw etk 46,

q€eS

o(r'), (3.61)

Nesta expressao nao incluimos o termo Wy da Eq. (3.41) porque ele é uma quantidade
que nao depende explicitamente de ¢ e, portanto, nao contribui para o calculo de
fungoes de correlagao e utilizamos a transformada inversa de ¢(r), sendo ¢(r) real.

As somas sobre k podem ser feitas trivialmente, pois

%Z el =) — 53 (r — 1), (3.62)
K
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0 que nos leva a:

Rlg = 1 / & §(r)(— V2 + m)o(x)

2
+ i/d?)rgb(r) [Z w(q)e T +c.c.| o(r)
qeS
1
= 5 [ @romr v+ motm
1 ,
5 [ o) [Zw@ ] o). (3.69
qes
em que empregamos as igualdades k? e*T = —V2e*T ¢ w*(q) = w(—q) (e também

admitimos que se q € S, entdo —q € S também). Por fim, escrevemos Fy[¢] como:

Rfd) =5 [ #ro(e) [ V24 4 a(w)] o(o), (3.64)

sendo que definimos

wo(r) = Zw(q) e tar, (3.65)

q€ES

E importante notar que @(r) ndo é a transformada de Fourier de w(q) pois o
conjunto & contém somente um nimero finito de valores discretos de momentos,
i.e. no limite termodinamico, esse conjunto continua sendo finito.

Para obtermos as func¢oes de correlacao da teoria a partir de um funcional
gerador, acoplamos uma fonte externa J(r) ao campo ¢ e definimos, de maneira

usual [6]:

]_ 1"
2] = o / Dep e~ BRI+ Ig)+] P J0)o(0)

_ % / D ¢ PRoldl[ dr o) |1 4 1 (BF"[¢]) + - -- (3.66)
2 )

e Z é a fungao de particao MHTE dada na Eq. (3.59). As fungbes de correlagao sao
obtidas por diferenciacao de Z[J| em relagao a J(r):

i 6" Z1J]
J(r)—=0 8J (1) - - 0J (1)’

G(ry, - ,ry) = (3.67)

Consideremos agora o termo de ordem zero em F”[¢] na Eq. (3.66):

1
ZolJ] = Z/D¢ e~ BFoldl+[ PrI(®)e(r) (3.68)
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Neste caso, como o integrando acima é quadratico nos campos, podemos fazer as

integrais funcionais exatamente. Para tal, definimos a matriz diagonal M(r — r’):
M(r —t) = [V +m? +o(r)] 6 (r - 1), (3.69)

a qual permite escrever Fy|¢| como:

/d3 /d3r'¢ M(r —1') o(r)). (3.70)

Com isso, podemos escrever o resultado para Z, da seguinte forma — ver Apéndice C:
1
Zyg= ——.
Vdet M

Os fatores numéricos constantes, resultantes da integracao funcional, sao irrelevantes

(3.71)

e nao foram escritos.

Completando quadrados — ver Apéndice C — obtemos similarmente:

1 1 3 3./ \1—1 /
D o~ PR8I+ drI(x)o(r) _ o] B[ I BME-)] () 379
[ o = (3.72)

Com esses resultados, temos, portanto:

ZolJ] = edl &SP I@BME—)ITI), (3.73)

A funcao de dois pontos, em particular, é dada por:

2
Go(r',r) = lim O ZolJ] !

, _1
(@ () (r))o @I —06J(0) 8J(r) B M — 1)

= Go(r' —r). (3.74)

Agora, devido a invariancia translacional, @ é independente de r — este fato ocorre
somente no caso de acoplamento de contato, ~ A ¢*. Para mostrar a independéncia
de r, partimos da definicao de w(r), Eq. (3.65), usamos a Eq. (3.53), que define

w(q), e nesta usamos a transformada de Fourier inversa para ¢(k):

w(r) = Z w(q)e T = % Z e T % Z @*(k) Cg(k - Q)>0]
qES qEeS k
- TXe |y v/ o[t o ¢<rf'>>°]
q€eS L

_ % €7iq'r / /dS 7 zkr —i(k—q)- Go(r/ — r”)] ,(375)

<~ |
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nesta expressao usamos a Eq. (3.74), que se segue devido a invariancia transla-

cional, escrevemos (¢(r’) ¢(r"))o = Go(r’ —r”). Efetuando a soma sobre k, usando

a Eq. (3.62), obtemos:
3\ e |1 -

(D(I‘) — 7 e tar V/d?;r//d?),,,// 5(3)(1_/ _r//) glar GO(I'/—I'//)

qeS

3\ —iq-r 1 iq-r’
e ? (& q -V/dgrleq GO(O):|

3\ . 1 .
= —iq-r 3,./ iq-r
5 Go(0) E e {_V/d r'e }

qES
= 2. (3.76)

Portanto, a matriz M(r’ — r) pode ser diagonalizada exatamente via transformada
de Fourier. A partir da Eq. (3.74), temos a identidade:

0B —r)=p / " M(x' —1")Go(r" —1). (3.77)
Escrevendo a série de Fourier para Go(r' — r):
1 e A
Go(r' —1) = Zk:ff’k( ) Go(k), (3.78)
e usando a Eq. (3.62) para a delta de Dirac na Eq. (3.77), obtemos:

%Zeik'(r/ﬂ) = 5/d3r”/\/l(r’—r’/)%zeik'(r"‘r) Go(k)
k k
1 / 1 1
_ 3 / & 5O (x — 1 )ng: [k + m? + (3)/2) Go(0)]

< ) G (k)

= 0y D e 3K+ m® + (3M/2) Go(0)] Go(k).  (3.79)
k
Com isto, obtemos:
~ T
Gok) = 3.80
o(k) k2 +m? + (3M/2) Go(0)’ (3:80)
em que escrevemos 1/3 = T. No espago de configuragao:
1 I T
G /o — ik-(r'—r) ) 3.81
or' —1) =3 ;e VK2 + m?2 + (3)/2) Go(0) (3:81)
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Esta dltima equacao nos leva a uma equacao de gap:

1 T
Go(0) = —= . 3.82
o(0) =3 Zk: vk2 +m2 + (31/2) Go(0) (382)
Convertendo a soma em uma integral, obtemos:
Go(0) = T/ &k ! (3.83)
T ] @r)3 K2+ m2 + (3)/2) Go(0) '

Note que esta integral é divergente ultravioleta — a divergéncia é linear; em ter-
mos de um diagrama de Feynman, ela corresponde a um diagrama do tipo tadpole.
O diagrama tadpole é o grafico da esquerda na Fig 3.1. Como serd discutido no
Capitulo 5, além desta divergéncia, na teoria de Ginzburg-Landau em trés dimensoes
espaciais, ha ainda uma divergéncia logaritmica, do tipo setting-sun, cujo diagrama
é o grafico da direita na Fig. 3.1. Essa divergéncia logaritmica somente aparece
na contribui¢ao de segunda ordem de F”[¢] em teoria de perturbagao. Como vere-
mos, essas divergéncias terao consequéncias nas simulagoes numéricas da equacao de
Ginzburg-Landau na presenga de ruido em uma rede. Essas divergéncias implicarao
numa sensibilidade dos resultados em relacao ao espagamento de rede utilizado.
Para obtermos resultados independentes do espacamento da rede, a energia livre
devera ser renormalizada. Na auséncia de ruido (temperatura nula), nao apare-

cem divergéncias na equagao de Ginzburg-Landau. Isso sera assunto de discussao

detalhada no Capitulo 5.

Figura 3.1: Graficos divergentes da teoria de Ginzburg-Landau em trés dimensoes

espaciais. O grafico da esquerda é denominado tadpole; o da direita, setting-sun.

Corregoes ao resultado acima para a funcao de correlagao podem ser obtidas a
partir da Eq. (3.66). Nao prosseguiremos com célculos dessa natureza, pois nosso
objetivo maior é o problema de nao equilibrio, que passaremos a discutir na proxima
Segao.

Mostraremos agora que em primeira ordem F”[¢] é zero. Notamos, inicialmente,
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que podemos escrever F[¢]| da seguinte maneira:

Pl = 5 /3 dr o) =7 [ @t -5 [ @raw o)
_ }1 / & [N (r) — 20(r)] (). (3.84)

Usamos o simbolo [, g bara denotar a restricao sobre os momentos q indicada na
Eq. (3.43). O que fizemos acima foi subtrair o termo correspondente aos momentos
q € S de maneira que em vez da integral |, P podemos usar a integral completa, sem

restrigoes. Fazendo uso da Eq. (3.76), podemos escrever F”[¢] como

A

Flo) =5 [ [#() - 3Go(0)] (). (3.85)

Portanto, temos para a contribuicao em primeira ordem:

(F'ole = 5 [ DoFIg e

A

= 5 / d%ZiO / D¢ [¢*(r) — 3Go(0)¢*(r)] e Pl (3.86)

Usando agora os resultados obtidos com o teorema de Wick:

Zio /D(b ¢i(r) e PP = 3G, (0)Go(0), (3.87)
ZLO / D ¢*(r) e P19 — 4(0). (3.88)

Claramente, temos entao que (F"[¢])o = 0.

3.3 MHTE para transicoes de fase dinamicas

Conforme discutido no inicio do presente Capitulo, para problemas de nao equilibrio
(porém nao muito afastados do equilibrio), a energia livre a ser usada na equagao
de GLL é tomada como sendo da mesma forma que a energia livre de equilibrio,
mas com ¢(r) substituido por ®(r,¢) — a razao para mudarmos a notac¢do do campo
dinamico para ® ficard clara na discussao do préximo paragrafo. A energia livre do
MHTE é composta da soma de trés termos, F[®] = Fy[®] + F'[®] + F"[®], como
mostrado na Eq. (3.40). Como vimos, as contribui¢oes de F'[®] para a fungao de
partigdo se anulam em qualquer ordem de teoria de perturbacao e F”[®]| somente
contribui a partir de segunda ordem. Para problemas de nao equilibrio, a energia
livre a ser empregada na equagao de GLL, portanto, serd composta do termo Fy[®] e

o termo F"[®] deverd contribuir somente a partir de segunda ordem num tratamento
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perturbativo. A discussao abaixo estd limitada para o caso em que m? > 0; quando
m? < 0, é preciso manipular a expressao da energia livre de modo que ela reflita o
fato de que o valor de equilibrio é diferente de zero. O que estamos dizendo é que a
teoria de perturbacao deve ser feita proxima ao valor de equilibrio - isso ficara um
pouco mais claro adiante.

Inicialmente, antes de implementar a teoria de perturbagao, escrevemos F"[®]
como na Eq. (3.85):

F'[®] = %[gdST P (r,t) = %/d% d4(r,t) — %/d% w(r,t) *(r, 1)
— i/d% [AD*(r,t) — 20(r, t)] @*(r,t), (3.89)

em que explicitamos o fato de que w passa a depender do tempo, devido a Eq. (3.53)
que define w(q) em termos do parametro de ordem. A equagdo de GLL no MHTE

é, portanto, dada por:

OB(r,t) _ . OF[®)

o 0D (r,t)

+¢(r,1), (3.90)
com F[®] = Fy[®] + F"[P]. A seguir escrevemos ¢ como:

O(r,t) = o(r,t) + B(r, 1), (3.91)

em que ¢(r,t) é solucio da equacao de GLL com a energia livre Fy[®], e ¢(r, t) deverd
ser obtido em teoria de perturbagao, em que F”[®] é a perturbacao. Tomando como
condicao inicial

(I)(I', 0) = (;5(1‘, O) = (b()(r)? (392)

temos que

¢(r,0) =0. (3.93)
Para organizar a série perturbativa, introduzimos um parametro g como:

F[®] — F,[®] = Fy[®] + %/d?’r (A®?(r,t) — 20(r, 1)) P*(r,t), (3.94)

o qual serd tomado g = 1 ao final dos cédlculos. O parametro g servird de guia na
contagem de poténcias com que F”[®] contribuird para ¢(r,t). Especificamente,

expandindo ¢(r,t) como uma série de poténcias em g:
é(n t) = Z gn d)n(r? t)
n=1

= g¢1(r7t) + 92 Q§2(I',t> +oe (395>
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e substituindo esta expansao na Eq. (3.90), obtemos

0p(r,t)

pramiil [/ V? +m? + w(r, )] ¢(r, t) + ((r, 1), (3.96)

—a¢"§: Do [=7V2+m? +&(r,1)] du(r,t) =T Di(9,9) (3.97)

e as quantidades D,, sao obtidas a partir da substituicao da expansao do paramtero
de ordem em poténcias de g na derivada funcional de F” em relacao a ®; os quatro

primeiros termos sio dados por:
Di(¢,9) = A’(r,t) = &(r, t)g(r,t), (3.98)
Ds(¢,¢) = [3A¢*(r,t) — (r,1)] ¢u(r,t), (3.99)
Ds(¢,0) = [3A¢*(r,t) — @(r,1)] da(r,t) + 3Ag(x, t)pi(xr, 1),  (3.100)
Di(¢,6) = [306"(r.t) —@(r,1)] ¢s(r.1) + A (x, 1)
+ 6AG(r, 1) (1, t)do(r, 1) . (3.101)

Note que, devido ao fato de que um dado D,, depende somente das ¢,,_1, as equagoes
diferenciais para as ¢, sao equagoes lineares nao homogéneas. Por exemplo, as

equagoes para ¢1(r,t) e ¢o(r,t) sdo dadas explicitamente por:

—%w = [—’YVQ + m2 + J)(I‘, t)] ¢1 (I‘, t) + [)\QSB(I‘, t) - (D(I‘, t)¢(r> tﬂ )
(3.102)
_%W = [V + m2 + &(r, £)] dalr, 1) + [BAGA(x, £) — (. 1)] Gu(r, ).

(3.103)
Por completeza e para encerrar esta discussdo, escreveremos a Eq. (3.96) no
espaco dos momentos. Especificamente, usando na Eq. (3.96) as transformadas de

Fourier do parametro de ordem e da fun¢ao de ruido:

b(r.t) — %; e Gk, 1), (3.104)

C(r,t) = Z kT (k. 1), (3.105)
k
facilmente obtemos:
9ok,t) _ —T [y k% +m? + 3G (1) /2] o(k,t) + ((k, 1), (3.106)

ot
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na qual usamos o fato de que para a teoria \¢*:

3\ 3\

O(r,t) = 0(t) = - Golt) = - (o(r, 1) ¢(r,))o. (3.107)

3.4 MHTE para energias livres nao locais

Para explicar a aplicacado do MHTE no contexto de fenomenos de transicoes de
fase dinamicas, a discussao acima foi deliberadamente feita para uma energia livre
de Ginzburg-Landau da forma polinomial fy(¢) = a¢? + b¢? , com a e b sendo
constantes (em geral dependentes da temperatura). Essa energia livre obviamente
leva a uma equacao de GLL nao linear, mas local, no sentido de que ela pode ser
escrita inteiramente em termos de uma tunica coordenada espacial. Contudo, em
inimeras situacoes de interesse fisico, nos defrontamos com equagoes de GLL com
energias livres muito mais complicadas. Por exemplo, em descricoes da dinamica
dissipativa de nao equilibrio de sistemas de muitos corpos através de métodos da
teoria quantica de campos [20], a energia livre coarse-grained efetiva em geral é nao
local nas varidveis espaciais e apresenta memoria. Isto é, a energia livre f(¢) depende
de funcoes complicadas de ¢ envolvendo integrais sobre o espago e o tempo — muitas
vezes estas integrais sao sobre fungoes de distribuicao térmicas envolvendo auto-
energias que dependem do parametro de ordem. Um exemplo, de muito interesse
atual, sao equagoes de Gross-Pitaevski estocdsticas — os artigos da Ref. [42] foram
os primeiros a derivar essas equacoes a partir de um Hamiltoniano microscépico que
descreve a interacao entre os atomos. Em geral, equacoes de GLL desse tipo sao
praticamente intrataveis numericamente se aproximacoes drasticas nao forem feitas.
O MHTE pode ajudar no tratamento sistematico dessas nao localidades, como sera
visto a seguir.

Na presente Tese nos restringiremos a energias livres que sejam nao locais no

espaco. Escrevemos a energia livre de Ginzburg-Landau como

Fiel = [ {5 (Vo2 + i | + Ul (3.108)

fo(¢) foi dado na Eq. (3.14) e U[¢] é um funcional nao local de ¢. Assim, a equagao

de GLL pode ser escrita na forma:

8@5(%1;, t) _ ST (=7 V2 + m?) é(r,t) — DAG*(r, ) — T

oUl9]
66

Em geral, os termos “usuais”, proporcionais a m? e )\, correspondem ao potencial

+((r, ). (3.109)

classico ou de temperatura zero num tratamento de teoria quantica de campos, e

Ul¢| contém as corregdes quanticas e de temperatura finita. Por simplicidade, vamos
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supor novamente que as propriedades da fonte de ruido sao as de ruido branco —
dadas pelas Egs. (3.29) e (3.30). Em geral, em derivagoes de equagoes de GLL
efetivas por métodos de teoria quantica de campos, a correlagao de ruido é do tipo
ruido colorido, e muitas vezes, é do tipo ruido multiplicativo — ruido colorido significa
que a funcao de correlacao nao é uma funcao delta de Dirac, e ruido multiplicativo
significa que a funcao de correlagao do ruido depende do parametro de ordem. Neste
ultimo caso, o tratamento do MHTE deve ser adaptado consistentemente.

A possibilidade de se aplicar o MHTE depende da forma explicita de U|[¢]. Um

exemplo em que o método poderia ser aplicado diretamente é:

1

Ulgp| = 1 / d*ry - dPry U(ry, T, 13,14) O(r1,1) @(ra, 1) d(rs, t) d(ry,t),  (3.110)

em que U é um kernel que depende somente das coordenadas espaciais - nao depende,
em particular, dos campos ¢. Situagoes fisicas em que uma energia livre dessa forma
aparece serao discutidas mais adiante. Para este caso, a equacao de GLL seria dada
por:

0¢(r,t)

B = T (—W2 + m2) o(r,t) — LA (r, 1)

- F/d37’2"'d37“4 Z/[(I',I'Q,I'g,r4> (;S(rg,t) qb(rg,t) ¢(r4,t) +<<I‘,t) (3111)

sendo que supusemos que a fun¢ao U(ry,re,r3,ry) é simétrica sob permutacoes de
i, -, Ty

Para sistemas invariantes sob translagoes espaciais,
U(ry, 1, 13,14) = 6 (15 — 11) 63 (ry — 1) U(|Jr1 — 13)), (3.112)

a energia livre nao local pode ser escrita como:

1
U[gb] = Z/d3T1d3T2 U(|I'1 — I‘2|) ¢2(I'1) ¢2(I'2). (3113)
A correspondente equacao de GLL toma, entao, a forma:

w = -7 (—’yVQ + m2> qb(r,t) _ F)\ng(r,t)

~ Do) /d%’ Ul —']) (.0 +Cr ). (3.114)

Claramente, o termo na integral complica a solugao numérica da equacao pois em
cada ponto do espacgo e em cada instante de tempo, é necessario fazer uma integral
sobre toda a rede.

Para implementarmos o MHTE, notamos que a energia livre dada na Eq. (3.113)

¢ formalmente idéntica ao Hamiltoniano da teoria quantica de muitos corpos dado
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na Eq. (2.1) — aqui, U(|r; — rp|) é similar ao potencial de intera¢ao v(r — r’) entre
as particulas do caso quantico. Como na Secao acima, a diferenca principal estd no
fato de que os campos ¢(r) nao sao operadores, como sao os campos \i/(r) Portanto,
em vista desta analogia, podemos empregar os mesmos passos que foram feitos no
caso quantico para o presente caso.

Especificamente, fazendo as mesmas manipulagoes que na Secao 3.2 acima, em
particular manipulando os momentos como feito ao final do Capitulo 2, podemos

escrever a parte quadratica nos campos de F[¢], que denotamos por F![¢], como:

Fylle] = %Z(7k2+m2) 5 (1) 3(k)

b Y ek @F ikt tec], @13

qeS k

na qual w(k, q) é dado por:

w(k, q) = Z [3)\ +U(q) + 2U(K — k)} 7 (K, q). (3.116)

2V
Obviamente, no presente caso também existem os termos similares aos equivalentes
quanticos ﬁ(q ZS8)e H' das Egs. (2.54) e (2.30) - ndo os repetimos aqui porque
eles terao o mesmo tratamento que os equivalentes quanticos.

Como no caso quantico, o principio variacional de Gibbs leva a determinagao das
fungoes variacionais g(k, ). Para o presente caso, essas fungoes também sao dadas
pela Eq. (3.52). A diferenga crucial com relagdo a uma energia livre local do tipo

~ Ap* ¢é que w(k, q) depende também de k:
wik )= 21/ Z [3A +U(a) + 2UK — k)| (¢ (K + q) o(K))o- (3.117)

Notamos também que além do termo direto U (q), como no caso de um acoplamento
~ A¢*, ha também um termo de troca, U (k' — k). Deve ficar claro que esses termos
direto e de troca nao sao de natureza quantica, eles simplesmente existem devido
as duas diferentes maneiras que os termos da expansao de Fourier de ¢?(r1)¢?(rs)
na Eq. (3.113) podem ser arranjados.

Para problemas de equilibrio, o MHTE proporciona claramente uma enorme
simplificacao, pois transforma o problema nao local, insoluvel analiticamente e com-
plicadissimo numericamente, em um problema em que a energia livre é quadratica
nos campos. Essa caracteristica torna o problema exatamente solivel e as fungoes
de correlagao podem ser obtidas de maneira fechada. E mais do que isso: correcoes
as solucoes exatas podem ser incluidas de maneira sistematica via teoria de per-

turbagao, como discutido nas Segoes anteriores. Obviamente, na auséncia de solugoes
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numeéricas do problema nao local, a unica maneira de avaliar o desempenho e
acuidade das aproximacoes obtidas pelo MHTE é comparar resultados de célculos
detalhados com dados experimentais.

A seguir, mostraremos que o MHTE também proporciona enormes simplificacoes
no tratamento da equacao de GLL do problema. Simplificacoes consideraveis sao
obtidas mesmo quando trabalhamos apenas com o termo direto com q = 0. Para tal,
procederemos como no caso anterior e usaremos a transformada de Fourier inversa
para os campos ¢(k). Iniciamos com a energia livre da Eq. (3.115) com q = 0 e

usando o termo direto:

Flg] = % / d*r / d*r’ ¢(r) M™(r —1') p(r'), (3.118)
M (r =) = [-yV* +m? + X Go(0)] 6@ (r — 1), (3.119)
N = % [BA+U(0)]. (3.120)

Claramente, o problema da nao localidade fica reduzido a uma “renormalizacao” da

constante A. Convém lembrar que:

~ 1
UW) = V/d?’ru(r). (3.121)
A equacao de GLL no espaco de coordenadas fica, entao, sendo dada por:

0¢(r,t)
ot

—T [-AV2+m? + XN Go(0,)] o(r,t) +((r,t).  (3.122)

Correcoes podem ser obtidas sistematicamente como no caso local, discutido na
Secao acima.

Vamos encerrar o presente Capitulo neste ponto. No préximo Capitulo discu-
tiremos a aplicagao das técnicas aqui apresentadas no contexto de teorias quanticas
de campos relativisticas e teorias de muitos corpos para sistemas fermionicos nao

relativisticos.



Capitulo 4

MHTE para teorias quanticas

Neste Capitulo discutiremos a aplicacao do MHTE para teorias quanticas. Na
primeira parte deste Capitulo propomos empregar o MHTE no contexto da for-
mulagao de integrais funcionais no espaco euclidiano dessas teorias. Conforme dis-
cutido anteriormente, a formulagao no espaco euclidiano de teorias quanticas de
campos relativisticos, como a cromodinamica quantica (QCD), é a formulagao ad-
equada em simulacoes numéricas de larga escala empregando métodos de Monte
Carlo [6]. No entanto, na presenga de um potencial quimico (sistemas de muitas
particulas), a acao no espago euclidiano se torna complexa e o método de Monte
Carlo perde aplicabilidade. Este fato é verdade tanto para teorias fermionicas como
também para teorias bosonicas. Em vista disto, a formulacao de métodos de apro-
ximagao alternativos ao método de Monte Carlo é de extrema importancia para
problemas de muitas particulas. Conforme veremos, o MHTE pode ser um desses

esquemas de aproximagao alternativo, o que seria muito importante neste contexto.

A seguir, formularemos o MHTE para uso no contexto do método da quantizacao
estocastica de Parisi e Wu [22]. Conforme dito no Capitulo 1, este método de
quantizacao estocastica tem sido usado recentemente para tratar de problemas com
acoes complexas, como por exemplo sistemas de muitas particulas com um potencial
quimico. Em principio, como mostrado nas Refs. [29, 30], o método da quantizacao
estocastica pode ser aplicado a esses problemas. Porém, é preciso cautela para
lidar com a existéncia de instabilidades na solucao das equagoes complexas de GLL
associadas ao problema [23]. Contudo, como mostrado na Ref. [26], essas insta-
bilidades podem ser eliminadas empregando pequenos passos do parametro 7 na
evolucao do sistema. Isto, no entanto, gera um custo computacional muito grande
e, consequentemente, a necessidade de recursos computacionais que nao estavam

facilmente disponiveis nos anos 80.

Outro desenvolvimento recente muito importante no emprego da quantizacao

estocdstica ao problema de ag¢oes complexas foi a constatacao [27] de que uma apro-

45
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ximagao de campo médio neste contexto para o problema do gas de Bose interagente
a temperatura zero fornece resultados muito bons, em comparacao com resultados
da quantizagao estocdstica completa, sem a aproximacao de campo médio [28]. Isto
significa que o MHTE, que incorpora correlagoes além daquelas de campo médio,
pode fornecer um método de aproximacao eficiente para essa classe de problemas.
Dentre esses problemas, um notério é o da QCD para sistemas de muitos quarks,
isto é, para problemas com um potencial quimico barionico diferente de zero.

Conforme ja dito, nosso objetivo aqui é formular o MHTE para problemas de
quantizagao estocastica. Nao vamos, no entanto, tratar do problema de agoes com-
plexas, pois isso nos levaria muito além dos objetivos iniciais desta Tese. Entre-
tanto, deve ficar claro que, a partir dos desenvolvimentos a seguir, a implementagao
do método pode ser feita de maneira similar ao que apresentaremos. Resultados
parciais da presente proposta aparecerao publicados na Ref. [34].

Na terceira parte deste Capitulo, consideraremos o MHTE no contexto da teo-
ria quantica de muitos corpos para sistemas fermionicos nao relativisticos. A dis-
cussao aqui segue a do paper de Girardeau [18]. Nosso interesse principal é formular
o MHTE para um sistema de férmions confinados por um potencial externo (ar-
madilha). Nossa formulagdo do MHTE para este problema consiste em incluir um
conjunto finito de momentos Q que leva a um novo esquema de aproximacao em
que sao incorporadas correlagoes entre as particulas além das tradicionais correlagoes
BCS. Com este objetivo em mente, iniciamos a discussao para um sistema infinito.
Os resultados para o sistema infinito servirao de base para a implementacao do
MHTE para um sistema aprisionado por um potencial externo. Nossa proposta
levard a um conjunto de equacgoes que sao generalizacoes das tradicionais equagoes
de Bogoliubov-de Gennes [35].

4.1 MHTE em teorias quanticas relativisticas

Nesta Secao formularemos o MHTE para modelos de teorias quanticas de campos
relativisticos envolvendo um campo escalar real. Especificamente, consideremos o
funcional gerador de fungoes de Green no espaco de Minkowski [21] (vamos tomar

a velocidade da luz ¢ igual a unidade):

Zulg] = /D¢ e #Suldl, (4.1)

em que o subindice M indica quantidade do espago de Minkowski, Sy/[¢] é a agao:

Suld] = / Deas Lar(6). (4.2)
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e a densidade lagrangiana, referente a uma particula escalar com massa m é escrita

genericamente como:

Lar() = = [(0,0)* — (m/h)* ¢*] — V(9), (4.3)

em que que V(¢) representa a autointeragao. Antes de prosseguirmos, chamamos

N | =

a atengao para uma questao importante quando se trata de colocar os fatores de
h corretamente. Apesar de ser pratica comum dizer que na integral de Feynman a
acao S[¢| é a acao cldssica do problema, para que m signifique a massa da particula
e tenha as dimensoes corretas, a equagao de Klein-Gordon correspondente deve ser

escrita como (em unidades em que ¢ = 1):
(02 + (m/h)*] & =0, (4.4)
e, por isso, o fator i no termo de massa na Eq. (4.3) — ver discussao na péagina 288
da Ref. [43].
A seguir, escreveremos esta acao no espaco euclidiano. Para isto, tomamos as
coordenadas do espago-tempo de Minkowski zy; = (t,x) = (2° = t,z', 2%, 2%) e
fazemos t — —iz*, com z* > 0, o que nos leva a:

oo = (%) - o

o - ( 0¢ )2 —(V§)? = —(Veo)?, (4.5)

Dt

/d4xM = /dt/dxl/de/dm?’
— =i / da’t / da® / da® / dz* = —i / drg, (4.6)

com zp = x = (2%, 22,23, 2*). Portanto, a densidade lagrangiana pode ser escrita

como

m

cute) = 3 |@or-3(5) ] v

1 5 1 /mN\2 , .
— Vel -5 () F-V@)=—Lule). (A7)
Logo, o fator iSy/[¢] que aparece no integrando da integral funcional da Eq. (4.1)

pode ser escrito como

iSule] = i / d*zps Lo ()
- (— / d4xE) o) = - [ s Lo6) = 5516 (19)
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Daqui para frente, nao vamos mais usar o subindice E para indicar quantidades do

espago euclidiano e escrevemos o funcional gerador neste espago como:

Z¢] = / D e~ 519 (4.9)
Por completeza, também escreveremos explicitamente a acao no espacgo euclidiano:
[1 1 /m\2
o 4 - 2 I 2
sig) = [ dta 5 (Vo +5 (%) ¢ +V<¢>}
1 1 rm\2
_ 4| 1 o2 L MANZ
~ /dx_ 5oV +5 (T) ¢+V(¢)], (4.10)
com
oy 2
= —. 4.11
\ — 8(&:2)2 ( )

Portanto, todas as manipulagoes feitas no Capitulo 3 que levaram a energia livre
MHTE de Ginzburg-Landau podem ser feitas para a agao euclidiana S|[¢| da teoria
quantica de campos relativisticos.

Para introduzirmos a notacao e apresentarmos o problema, discutiremos a situacao
mais simples de um campo escalar real com uma autointeragao V(¢) ~ ¢*. A abor-
dagem serd um pouco repetitiva em alguns aspectos em relacao ao problema da
mecanica estatistica classica estudado anteriormente, mas julgamos necessaria por
completeza de apresentagao e para salientar as diferencas qualitativas entre eles.
Especificamente, tomaremos
A
4

V(o) =" (4.12)

Note que na convengao usual da teoria quantica de campos relativistica [21], é
tradicao usar 4! em vez de 4 na Eq. (4.12). Aqui nao seguiremos essa tradi¢ao para
facilitar comparacoes com o que foi discutido nos Capitulos anteriores. Também,
daqui pra frente usaremos unidades em que h = 1; na Secao 4.2, voltaremos a inserir
o fator h.

Vamos considerar o sistema contido em um volume euclidiano V' em d dimensoes;
vamos deixar d arbitrario por conveniéncia futura. Introduzimos a transformada de

Fourier discreta

1 ikx
¢(r) = 77 ; e o(k), (4.13)

k é o momento no espaco euclidiano, e k-x = k'a' + k222 4 - - - + k%2¢. Conforme j4
dito, as mesmas manipulagoes feitas no caso da energia livre de Ginzburg-Landau

podem ser feitas na acao euclidiana acima. Essas manipulacoes permitem reescrever
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a acao do espago euclidiano como na Eq. (3.40), em que, obviamente, a energia livre
F[¢] é substuida por S[¢]. O significado do conjunto S ¢ similar ao caso da mecanica
estatistica, s6 que os momentos aqui sao os momentos euclidianos em d dimensoes.

Portanto, podemos escrever imediatamente:

S[o] = Sole] + 5'[¢] + 5"[¢], (4.14)
sendo que
Solé] = Uoly",a)+ 5 3 B(R) & (k) G(A)
+ % > oW q) plkq) + ], (4.15)
qceS k

S'l¢] = % SN pr(koq) — g (k)] [p(K . q) — g(K . )], (4.16)

P
5] = %%;é%m@ 5K — ) Sk SR, (1.17)

E(k) =k +m?e
p(k,q) = ¢ (k)o(k+q), (4.18)
Uolg™, g = —;—é D> gk a)g(k,q). (4.19)

q4€S kK
O principio variacional para a determinagao das fungoes g(k,q) é formalmente
igual ao discutido anteriormente. Na teoria quantica de campos relativisticos, o
andlogo ao potencial termodinamico {2 é o funcional gerador de fungoes de Green
conexas, denotado por W[¢] e relacionado ao funcional gerador Z[¢] por [21] (note

que estamos usando i = 1, e o sinal de menos abaixo é questao de conveniéncia):

W(¢] = —In Z[p] = —1n/1>¢ e~51l (4.20)

Com essas indentificagoes, temos que o principio variacional aplicado a fungao W],

analogamente ao principio variacional de Gibbs aplicado ao potencial €2, é dado por:
W(g] < Wolo] + (S'[6])o + (S"[8])o = Woar - (4.21)

Wg| é o funcional gerador exato, dado em termos da agdo completa da teoria S[¢]

como na Eq. (4.20), com

Wolg] = —1In / D e 509] (4.22)
() = Zio/m () e Solel, (4.23)
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Zy = / D¢ e~ 509 (4.24)

Em vista da similaridade formal entre as teorias, estd claro que a contribuicao
de S'[¢p] é desprezivel para o funcional W[¢] em teoria de perturbagdo em todas as
ordens, e a de S”[¢] é desprezivel em primeira ordem; portanto: Wp] < Wy|g].
Isto significa que o funcional Wy[¢] fornece um limite superior variacional para a
funcional gerador exato W{[¢]. Também, como no caso da mecanica estatistica, a

equagao de gap para as funcoes g(k, q) é dada por

1 )
g(k,q) = 7/D¢p(k,q)€ Sol¢]
0

= <p(k7 Q>>O
= (¢"(k) p(k + q))o (4.25)
Portanto, temos que
W[¢] = —InZ[¢] = —m/m e~ Soldl [1 + % (S"[e)* 4| (4.26)

Além disso, as fungdes de Green euclidianas de n pontos (também conhecidas como
fungoes de Schwinger [6]), que denotaremos por A(zy, s, - ,x,) para diferenciar

das funcgoes de correlacao da mecanica estatistica, podem ser obtidas a partir de

5 Z[J]

A ceexy,) = i . 4.27
(21, ) Tia)mo 0J(xq) -+ 0J () (4.27)
sendo que
1 1
21 = / D¢ e~ o+ dzJ(@)é() [1 +3 (S"[¢])? + - } : (4.28)
com Z dada por:
1
Z = /Dqﬁ e~ Sole] {1 + 3 (S"[¢])* + -- ] : (4.29)
Como Sp[¢] é quadrética nos campos, Zy pode ser integrada exatamente:
Zo— —— (4.30)
° Vdet M .
com
M(z —2') = [-V*+m? + (3M/2) Ag(0)] 6§D (z — 27), (4.31)
em que

Bolz — ') = (p(x)é("))o = Zi / D p()p(a') =519 (4.32)
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Para escrevermos o resultado dado na Eq. (4.31), fizemos uso dos resultados obtidos
no Capitulo 3, em particular, das Eqgs. (3.71) e (3.76). A fungao de Green também
pode ser colocada na forma da Eq. (3.83):

. A%k eik-(x—x’)
M) = [ 2r) K+ m? + (3M/2) Bol0) (4:83)

A funcao de Green euclidiana pode ser calculada em teoria de perturbacao, em

que a perturbacao é o termo S”[¢p]. Para implementarmos essa perturbacao de

maneira pratica, escrevemos S”[¢] como — ver Eq. (3.85):

S"¢] = 2 / d’z [¢*(z) — 30o] ¢*(2), (4.34)

e para facilitar escrevemos Ay = Ag(0). Assim, a primeira corregdo nao trivial
a funcdo de Green euclidiana A(z,2’), que denotamos por A®(x, 2'), pode ser

calculada a partir de

A (z, 2) / Do ¢(x {1 + % (s"[¢])2] e~ %ol9l, (4.35)

com

z%¢] = /ch {H : (S”[cb])?} e S0l = Zo+%/Dq5 (8"[g])? e=S0l4)

- % {1+5<<S"[¢>1>2>0}, (430

e claramente:
(S = [ Do ()? e 10, (137

Ao calcular o numerador da Eq. (4.35), surgirdao contribuigdes desconectadas (pro-
dutos de fungoes de Green que nao dependem nem de z, nem de z’), as quais sao
canceladas por contribuicdes que vém do denominador 1/Z®[¢], o qual deve ser

expandido consistentemente com a ordem que se esta calculando, como:

Jor = 7 |1 360 (438)
Com isto, temos que:
A(a) = o | [ Dostaote) 5194 5 [ Dootalots) (5716 5]

< |- §<<S/’[¢1>2>o}

1

5 ((@)o(a) (S"[¢])2>0] ll 1

— |dalo -+ S - (439
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H4 um tnico termo desconectado em (¢(z)d(z') (S”[¢])*)o, 0 qual é dado por

(pelo teorema de Wick):

(p(z)o(2") (5”[¢>])2>o] =Dz —2){(S"[¢])")o, (4.40)

o subindice D significa contribui¢ao desconectada. Entao, como pode ser facilmente
verificado, o termo que veio de Z?)[¢] cancela exatamente este termo e ficamos com

resultado final:

A (o) = Aol — 2+ 5 [(6@)o() (ST ] . (44)

e o subindice C' significa contribuigoes conectadas. A partir daqui, é muito facil
obter uma expressdo explicita para A®) (x,2'): ela é mais facilmente obtida usando
transformadas de Fourier, como foi feito anteriormente para obter a Eq. (3.80). O
resultado conterd divergéncias ultravioletas, as quais podem ser removidas empre-
gando renormalizacao — nao iremos adiante neste calculo porque nos desviariamos
muito dos objetivos gerais da Tese.

O execicio acima deve ter deixado claro que a expansao perturbativa do MHTE
nao é a expansao perturbativa tradicional na constante de acoplamento A. Sao
duas as razoes para tal: (1) no termo Ag¢?(z), que é subtraido da interagao original
g1, a constante Ay ¢ uma funcio nao trivial de A — ver Eq. (4.33); (2) quando
o segundo termo da Eq. (4.41) é calculado explicitamente, (devido ao teorema de
Wick) ele serd expresso como um produto de fungdes Ag(x — 2’), as quais também
sao funcoes nao triviais de A. Portanto, as correlacoes entre as particulas induzidas
pela interacao efetiva do MHTE, S”[¢], sdo de natureza nao perturbativa — pois nao
sao expressas como uma série de poténcias em .

Aqui é interessante notar a similaridade com o método da teoria de perturbacao
otimizada, também conhecida como expansao ¢ [8, 9]. Exemplos de aplicagao desse
método no contexto de modelos de campos escalares sao as Ref. [44, 45] - para uma
lista grande de referéncias, ver por exemplo as Refs. [46, 47]. Nesse método, adiciona-
se e substrai-se da lagrangiana do problema um termo quadratico nos campos, de

maneira que:
s 1 o m? L, A Lo
== - —Q"— =" — —¢° — = 4.42
L L= (0,0 — 50" = 50" =6 J0' —5nd? ), (442)

7 é um parametro que é determinado a partir de algum critério a ser definido e o
termo proporcional a ¢ é tratado em teoria de perturbacao - o paramtero 6 é usado
apenas para guiar a teoria de perturbacao. Ele é de natureza similar ao parametro
g que introduzimos na Eq. (3.94), que ao final é tomado igual & unidade. E evidente

que o parametro 1 é similar ao Ag do MHTE. A grande questao neste método da
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expansao ¢ é uma arbitrariedade intrinseca referente a escolha de um critério para
determinar 1 — ver discussao na Ref. [46]. Um desses critérios é o “principio da
minima sensitividade” (PMS) [48], o qual propoe determinar 7 exigindo que alguma
quantidade fisica, nao especificada a priori, deve ser estacionaria com relacao a 7,
isto é, a derivada dessa quantidade com relagao a 1 deve ser nula. Nesse sentido, o
MHTE, no contexto do presente modelo A¢*, é uma teoria de perturbacao otimizada,
em que o critério para a determinacao do parametro Ag é o principio variacional de
Gibbs, o qual fornece um limite superior rigoroso para W|¢|. Um estudo interessante
seria a comparacao de resultados obtidos com esses dois métodos, em particular com
relagao a diferentes formas de aplicagdo do PMS [46].

Uma outra comparacao interessante é com a aproximacgao de Hartree-Fock. Uma
maneira de implementé-la, parecida com a do MHTE, ¢ adicionar e subtrair con-
tribuicoes de campo médio da interacao original do modelo. No caso da teoria A¢?,
as contribuicoes de campo médio sao aquelas que se obtém contraindo dois dos

quatro campos:

6'(x) = 60(2)0(x) (x) = 6 Ane(@) ¢*(z), (4.43)
sendo
Apr(9) = <¢2<$)> (4.44)

Entao, podemos escrever:
1 1 A
St} = [ s |3(V0) 4 gmie? + 36

— / diz % (Vo) + % (m® + 3\ Awr(9)) ¢° + % (¢* — 6ANr(0)) gﬂ

= Surld] + Simeld], (4.45)
Surlel = [ |5 (V04§ (24 20dwr@) . (410
Sint|d] = %/d% [¢? — 6AMr(9)] 6°. (4.47)

Aqui fica claro que a ideia é usar S;,;[¢] como perturbacao a Syr[¢]. Isto é, o

funcional gerador é

7 - /D¢ e~ Smr[9] [1 _ Sznt[¢] 4 % (Smt[ﬁb])z 4. }

1 /D¢€—SMF[¢] [Smt[cb] _

ZMF

1

3 Sudo)* +o-] |, s

= ZMF{l_
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em que
Zyp = / D¢ e~ Surldl, (4.49)

A primeira observagao que podemos fazer aqui é que (S;[¢])yr nao é mais

zero em primeira ordem:

(Sint[@))pr = ! /chsmt[cb] e~ SmF[9]

ZMF

B é 4.1 2 2 ,—Sur(d]
= 1tz [P0 18 - muro) e

= —% d'r Ay () Aprr (). (4.50)
Portanto, no calculo de uma funcao de correlacao ou outro observavel, obtido com a
aproximacao de Hartree-Fock, correcoes perturbativas devem ser incluidas a partir
de primeira ordem, e nao a partir de segunda ordem como no MHTE.

A segunda observacao é que podemos reorganizar a série perturbativa de maneira
que ela se torne idéntica & do MHTE. Para tal, é suficiente subtrair de Syr[¢] da

Eq. (4.46) o termo
%AMF(gb)/d% ¢ (4.51)

e soma-lo no termo S;,[¢] da Eq. (4.47). Claramente, a a¢do resultante torna-
se idéntica a do MHTE (porém neste caso nao mais teremos a aproximagao de
Hartree-Fock). A determinagao de Ay r pode ser obtida demandando que o termo
de primeira ordem se anule.

Isto significa que o MHTE, pelo menos neste caso da teoria do campo escalar
real, implementa uma ressomacao de contribuicoes perturbativas de campo médio.
No caso da teoria do campo escalar complexo com interacao de contato, ambos
os métodos dao o mesmo resultado. Consideremos a ag¢ao para um campo escalar

complexo:
Sl 6l = [ de [(V6)- (V0) + 676+ A (6] (1.52)
Somando e subtraindo o termo 2A¢*¢ Dyr(¢), com Dyr(¢p) = (¢*¢) (mudamos a

notacao para enfatizar que estamos trabalhando com campos complexos), podemos

reescrever S|[¢*, ¢| como:

em que

Surlo'so] = [ do {(V6): (V6) + [ + 2ADure(e)] 6°6}
Stlé® d] = A / 0 [6*6 — 2Durp(9)] 670 (4.54)
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Portanto, pela Eq. (3.37):

(Simt[0", ¢l) = Al(¢"0¢"¢) — 2Dwr(0){¢"¢)]
= A[2(¢°0) (¢"¢) — 2Dur(d79)] = 0. (4.55)

4.2 MHTE na quantizagao estocastica

A observacao crucial que leva a ideia da quantizagao estocastica de Parisi e Wu [22]
é que configuragdes de campo com uma distribuigdo de probabilidade (voltamos a

usar explicitamente h # 1 na presente Se¢ao)
Plg] = e7n 51, (4.56)

podem ser geradas a partir das solucoes de uma equacao de GLL do tipo

Op(x,7) _ 65[¢]
or ¢z, T

] +¢(z,7), (4.57)
em que a funcao de ruido satisfaz:

¢z, 7)) =0, (4.58)
(C(z, )¢, 7)) = 26D (z — 2)o(r — 7). (4.59)

Claramente, esta assercao pode ser provada de maneira idéntica aquela feita ao final
da Secao 3.1, quando mostramos, via equagao de Fokker-Planck, que configuragoes
de campo com uma distribuicao de probabilidade de equilibrio de Boltzmann podem
ser obtidas a partir de uma equacdo de GLL, com a correspondéncia (tomando a

constante de Boltzmann kg igual a unidade):
T < h. (4.60)

Ou seja, a constante de Planck 7 desempenha aqui o papel da temperatura T na
mecanica estatistica classica.

E de extrema importancia notar que z = (z!, - - , %) é a coordenada do espaco
euclidiano de d dimensoes, e 7 é um parametro de “tempo ficticio”. Ele nao esta
relacionado nem a ¢ do espaco de Minkowski, nem a z* do espaco euclidiano, i.e.
o parametro 7 na equagao de GLL da Eq. (4.57) ndo é uma quantidade fisica.
A equacao GLL da Eq. (4.57) representa um processo difusivo ficticio num espago
de (d+ 1) dimensodes, em que estamos interessados somente no valor de “equilibrio”
(T — o0) das configuragdes de campo geradas por esse processo. A maneira precisa
de como acontece a evolugao para o “equilibrio” das solugoes da Eq. (4.57) nao é de

interesse fisico, pois nao ha uma dinamica fisica associada ao parametro 7.
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Devido a perfeita similaridade formal entre a GLL da quantizacao estocastica e a
da mecanica estatistica classica discutida no Capitulo anterior, a implementacao do
calculo perturbativo do MHTE & teoria A¢* segue de maneira analoga & discutida
na Secao 3.3. Em vista disso, nao ha muito a acrescentar aqui, principalmente
quando m? > 0, isto é, na auséncia de quebra espontanea de simetria. No entanto,
para uso na discussao que se segue, obteremos a solucao da equagao de GLL para
So[¢] somente e, a partir dela, calcularemos a fungao de Green de dois pontos.

Especificamente, vamos resolver a equacao

Op(x,7) _ 0So[d] -
o = s @)
= —[-V*+ m?/h? + (3A/2)Ao] ¢(z, 7) + (2, 7), (4.61)

com m? > 0 e A, independente de 7. A integracao dessa equacao ¢ mais facilmente
obtenivel indo para o espaco dos momentos com o auxilio da transformada de Fourier

do campo e do ruido:

¢(z,7) = / (;lﬂljd em e ok, 7), (4.62)
() = / (;];d eh Gl 7) (4.63)

e a equacao a ser resolvida é dada entao por:

0o (k,T)

5 = — [+ m? R+ (BA/2)A0] (k. 7) + C(k, 7), (4.64)
(C(k, 7)) =0, (4.65)
<(~(/<:, T)E(k’, ™)) =2k (21)4 6D (k + k) 6(r — 7). (4.66)

A solugao da Eq. (4.64), usando gzg(k, 0) = 0, como pode ser facilmente verificado,
¢é dada por

qg(k:,T) = /T dr’ e~ W +m? /R +(3)/2) Ao](r—7") C(k, ). (4.67)
0
De posse dessa, podemos obter a fungao de Green Ag(x — 2'):

Ao(x — 2') = lim ((x, 7)o (2, 7)). (4.68)

T—00
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Calculemos inicialmente (¢(x, 7)o (2', 7)):

/ d’k A’k i(k-a+k'-x') 1 1 1010
O e B R
_ ddk ddk/ i(k-z+k'-x') ! 1 —[k24m? /R24+(30/2) Ao)(T—T")
y S € dr'e
(2m)e ) (2m) 0

x /T dr" 67[k’2+m2/h2+(3)\/2)A0](7'77'”) <C(k7 T,)C(k/, 7_//))
0

ddk Lo (ol T _ 2 2 2 _
— 9% 6zk (z—2") dr' e 2[k*+m= /B4 (3)\/2)Ao](T—T")
(2m)4 0

Ak 1 — e 20k HmP /P (3M/2) Ao]
- / oEE oik-(a—a") Ny ETVE (4.69)
Portanto, a fungao de Green de dois pontos ¢ dada por
, _ / dik ik (z—2')
Bofe =) = i (9(0. 7)o" 7)) = [ (5 e, (070)

que é idéntica (a menos dos fatores h, é claro) ao resultado obtido anteriormente
diretamente da integral funcional, Eq. (4.33), como esperado.

No proximo Capitulo, discutiremos algumas solugoes numéricas da quantizacao
estocastica empregando o MHTE, com interesse no comportamento critico de uma
teoria com quebra espontanea de simetria. Apesar dessas simulagoes se restringirem
a teoria A\¢?*, os resultados numéricos servirao para discutir algumas limitacoes de
aplicacao do MHTE que vao além deste modelo particular.

Uma potencial aplicacao de grande interesse do MHTE refere-se ao emprego
da quantizagao estocastica para gerar correcoes quanticas em problemas dominados
pela dinamica cléssica. Esse tipo de problema é caracterizado por uma acao S
tal que S/h < 1. A ideia [34, 49] é tratar a dinamica cldssica exatamente, via
solucao exata das equacoes classicas de movimento, e calcular correcoes quanticas
via uma expansao em poténcias de h. As correcoes quanticas sao calculadas via
quantizagao estocastica, e a série perturbativa em h é feita via perturbacao no
ruido, pois ¢(z,7) ~ i/ — ver Eq. (4.59). O MHTE, objeto da presente Tese, entra
na simplificacao das equacgoes referentes as correcoes quanticas. A expansao em h
no contexto da quantizacao estocastica parece ser similar a loop expansion usual da
teoria quantica de campos [21, 43] — hé controvérsias a respeito [50], mas nao vamos
entrar nesta questao, apesar de ser muito interessante.

Esse procedimento leva a uma dupla série perturbativa, uma dada pelo MHTE
e outra dada pela perturbacao em h. Para facilitarmos a apresentacao, conside-

raremos a teoria do campo escalar A¢*. Inicialmente, para simplificarmos a linha
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de argumentacao, trabalharemos apenas com a expansao em % [34, 49]. A seguir,

consideraremos ambas as expansoes. Escrevemos a solugao da Eq. (4.57) como

¢(z,7) = ¢a(r) + (2, 7), (4.71)
em que ¢ () satisfaz
05[pal
o =0 (4.72)

o que leva a seguinte “equacao de movimento” para ¢ (x)
V29a(x) = (m/h)* dalz) — Aol (z) = 0. (4.73)

Deve ficar claro que ¢ ndo depende de 7 nem de ¢ (que depende de h via Eq. (4.59)),
pois estas quantidades estao relacionados ao processo difusivo ficticio. Isso significa
que as corregoes quanticas entram via ®(z, 7), no limite de 7 — 0.

Observamos também que a presenga de h na equacao classica de movimento é
devido a natureza quantica das massas das particulas [43]. Isso é evidente se pen-
sarmos que m € a massa de um méson, por exemplo, o méson m, que € um estado
ligado de quarks e glions. Estados ligados sao de natureza quantica e dependem
de h de maneira nao trivial em geral. Portanto, é natural que a constante funda-
mental h deva aparecer para fornecer as dimensoes corretas das massas. Fatores
de h entram no processo de quantizac¢ao (no espago de Minkowski) através de: (1)
relacao de comutacao entre o operador de campo (ﬁ(x) e 7(x), o operador momento
conjugado ao campo, como [¢(x), 7 (x)] = ihd(x — x), e (2) o operador de evolugao
exp(—iI:[ t/h), sendo Ho operador hamiltoniano. Num processo de quantizagao
canonico, o h na relacao de comutacao leva ao fator h na funcao de Green, como
na Eq. (4.70). O h no operador de evolu¢ao implica num fator 1/h nos vértices de
interagdo que, na formulacao funcional aparece na Eq. (4.1) como exp(iSini/h), Sint
é a acao que corresponde as interagoes. Portanto, numa expansao em poténcias de
h de uma amplitude quantica, o A dividindo o fator de massa nao deve ser levado
em conta na contagem de poténcias [43].

A seguir, expandimos ®(x,7) em uma série de poténcias:
O(x,7) = Py(x,7), (4.74)
n=1

em que ®,(x,7) é de ordem A2, Substituindo a expansdo na Eq. (4.57), obte-

mos as seguintes equagoes de movimento para as ®,(x, 7) (escreveremos somente as
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equagoes até a ordem trés):

8@165;0, T) = V20,(x,7) — [m*/R* + 3% (2)] @y (2, 7) + C(2,7),  (4.75)
8(1)28(73—7, 7') _ V2(I)2(l', 7_) N [m2/h2 + 3)‘¢21(~T)](I)2(-’17, 7_)

— 3\pa(2) P} (2, 7), (4.76)
acbga(j, T) _ V20s(2, 7) — [m?/h? + 3% (2)]®s(x, 7) — AP (2, 7)

— 6Aga(, T)®y (2, 7)o, 7). (4.77)

Note que as equagoes para as componentes quanticas do campo sao lineares. Im-

pondo a “condicao inicial” em 7 = 0:
6(7,0) = $u(z), (4.78)
temos que as solugoes das Eqs. (4.75)-(4.77) devem ser obtidas com
®,,(z,0)=0. (4.79)

Uma classe de problemas particularmente importante em que correcoes quanticas
a solugoes classicas sao objeto de interesse em varios campos é a de modelos solitoni-
cos. Um exemplo renomado de teoria de campos que apresenta solucoes solitonicas é
o modelo de sine-Gordon em duas dimensoes, para o qual a agao no espaco euclidiano
¢é dada por

S = / d?x B (V$)® — Acos(go)| , (4.80)

em que A\ e g sao constantes.
A caracteristica marcante dessa classe de modelos é a forma altamente nao linear
da auto-interagao (no caso acima, cos(g¢)). Uma expansdo na forma da Eq. (4.71)

levaria a

cos(g¢) = cos[g(¢a + )]
= cos(goea) cos(gP) — sin(gpy) sin(gP)

= cos(gPa) ll — %(9@2 + %(9@4 + - ]

— sin(g¢a) [QCD - %(9@3 + - }

. 1 1 .
= cos(9da) — gsin(gpa) ® — 592 cos(gpa) P + 593 sin(gga ) 7

1
+ 579" cos(gga) - (4.81)
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Claramente, o MHTE poderd ajudar na linearizagao da equagao de GLL associada,
ao tratar os termos ®3 e ®* através do método de somar e subtrair termos adequada-
mente, os quais serao determinados variacionalmente. Certamente, cada problema
deve trazer peculiaridades que precisam ser examinadas de maneira a adaptar o
método a cada situacao.

Antes de finalizarmos esta Secao, notamos que para o caso de acoes complexas,
nao sera possivel empregarmos o principio variacional de Gibbs como feito com
agoes reais. Isto porque, para agoes complexas, a Eq. (4.56) ndo é mais positiva,
o que inviabiliza a prova feita no Apéndice A. No entanto, isso nao implica que a
estratégia de somar e subtrair termos convenientemente nao possa ser feita. O que
fica prejudicada é a afirmacao de que estes termos levam a uma funcao geratriz que
é um limite variacional superior ao funcional gerador exato da teoria. Um critério
que provavelmente [49] pode ser 1til é a exigéncia de que a contribui¢do de S”[¢]
seja nula em primeira ordem em teoria de perturbacao, como implica o principio
variacional de Gibbs no caso de agoes reais.

Vamos parar aqui com a discussao do uso do MHTE em teorias de campos
relativisticos. A seguir discutiremos o problema de um sistema de muitos férmions

nao relativistico.

4.3 Sistemas fermionicos nao relativisticos

Nesta Se¢ao discutiremos o sistema de muitos férmions de spin 1/2 nao relativisticos.
Inicialmente, com o objetivo de mostrar a incorporagao de correlagdes do tipo BCS
dentro do formalismo MHTE, consideraremos um sistema infinito, invariante sob
translagoes espaciais continuas, em que a interacao entre os férmions é de con-
tato. A seguir, apresentaremos o problema no qual o géas de férmions de spin-1/2
encontra-se aprisionado por um potencial externo (armadilha) e cuja interacao en-
tre os férmions também seja de contato [51]. Uma caracteristica importante de um
sistema de férmions a baixas temperaturas ¢ a possibilidade de formagao de um gap
no espectro de energia, caracteristica responsavel pelo fenomeno da supercondutivi-
dade em metais. Invariavelmente, na literatura esse problema tem sido resolvido
no contexto de aproximacoes de campo médio. O objetivo principal do nosso es-
tudo é ir além desse tipo de aproximacao com a utilizacao do MHTE, da forma que
discutimos aqui na Tese. Isso levara a uma generalizacao das famosas equacgoes de
Bogoliubov-de Gennes [35].

Vamos considerar o hamiltoniano de um sistema composto de férmions de massa
m, em que os férmions interagem entre si através de uma interagao de contato de

intensidade U, v(r —r') = Ud®(r — 1), e que estdo aprisionados num potencial
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externo Uey (r):
H = Z/fw»iﬁ@ o) {—h—Zvuu (1) — o | U(r,0)
4 ) o ex o )
+ %Z/d?’r Ui(r,0) Ul(r,o") U(r,o') U(r,0), (4.82)

em que \il(r, o) é o operador de campo que aniquila um férmion de spin 1/2, com
projecao o =T ou ¢ =|, na posi¢ao r. O numero total de férmions do sistema é
dado por N = N; + N|. Como, em geral, ¢ possivel termos assimetria no nimero

de particulas up e down temos a presenca de dois potenciais quimicos, p; € f;.

4.3.1 Sistema infinito

Conforme ja discutido reiteradamente nesta Tese, o MHTE consiste em reescrever o
hamiltoniano no espa¢o dos momentos em termos de um subconjunto de momentos
transferidos q € S, em que S contém um numero finito n(S) de momentos, com n(S)
independente do volume V' no limite termodinamico. Uma vez que n(S) é restrito a
um numero finito, a energia livre correspondente a esse hamiltoniano restrito H (S)
pode ser obtida de maneira exata. Para incluirmos pareamentos de férmions do tipo

BCS, reescreveremos de maneira conveniente a Eq. (4.82) como:
N . R .
H = ;/d?’r\lﬁ(r,o) l—%w —u] U(r,0)

+ %Z /d3r Ui(r,0) Ul(r, o) U(r, ') U(r,0). (4.83)
o#o’!

Nesta Subsegao, para simplificarmos, nao incluiremos o potencial externo, e tomare-
mos fiy = fi| = /. E importante lembrarmos que, conforme destacado no Cap. 2,
para o caso de férmions que interagem via interagao de contato, quando restringimos
os momentos transferidos a um subconjunto S, o termo de o = ¢’ se anula, por isso
ele nao estd explicitado na Eq. (4.83). O préximo passo consiste em introduzirmos
operadores de campo no espaco dos momentos a'(k, o) e a(k, o), definidos em termos

da transformada de Fourier dos campos ¥(r, o) e Wi(r, o), como na Eq. (2.5):

H(S) = ) [elk) —p] @l (k,0) a(k,o0)

ko

+o5 >N (PI«;T Prral T Phqy Pt + Algr) Dart + Al Ak’qlT) , (4.84)
qeS Kk
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sendo
h2k2
e(k) = 5, — (4.85)
e
prao = ' (k, ) a(k + q,0), (4.86)
Argry = a(=k, 1) a(k + q, 1) Aqii = a(=k, [)ak +q,1).  (4.87)

Notamos aqui que na Eq. (4.84) escrevemos um termo novo que surge de um orde-
namento conveniente de spins e momentos do hamiltoniano original, o qual deixa
explicito a possibilidade de pareamento entre os férmions. O hamiltoniano é o mesmo
que o original, ele simplesmente foi reordenado de maneira a explicitar termos di-
reto, de troca (que para este caso de potencial de contato e spins iguais é nulo) e
de pareamento.
A aplicacao do principio variacional de Gibbs fornece, em adicao as fungoes de
gap tradicionais:
9xao = {Pkqo)a (4.88)

novas funcoes de gap tipo BCS:

hkqo’a” = <Akq0'0'/>a . (489)

Como temos discutido, o hamiltoniano poder ser reescrito como a soma de trés
partes, H = H, + H' + H”. No célculo da energia livre, H' nao contribui em todas
as ordens em teoria de perturbacao e H” nao contribui em primeira ordem em teoria
de perturbacao.

Vamos trabalhar com H,. Devido & invariancia translacional, como mostrado
anteriormente, somente q = 0 contribui para giq,. A dependéncia em q em hxgeor
descreve pares de Cooper com uma distribuicao de momentos - na pratica, na maioria
das vezes somente q = 0 é usado [18] e, por esta razao e também por simplicidade da
discussao que se segue, consideraremos apenas q = 0 e incluiremos as contribuigoes
com q ¢ S em H”. Para esta situacio de q = 0, pror = ﬁLOU € gkoo = Jrgo- COm

isto, podemos escrever H, como (ignoramos os fatores constantes):

H, = ) 5(k)—u+%Nl af(k, 1) a(k, 1)
=L ]

b3 o) — o N a1k )

+ Z (A ALOTL + A” Akuﬂ) 5 (4.90)
K
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em que escrevemos explicitamente as contribuicoes de o =T, | para conveniéncia

futura, e definimos as quantidades:

N, = ) gwoo =Y (6K, 0)a(K, o)), (4.91)

kl

A

U
v > ot (4.92)
k/

N, é o numero de férmions com spin ¢ e A, como serd visto adiante, é o gap de
energia. Também, para simplificar a notagao, fizemos uso das propriedades - que
sio facilmente demonstraveis a partir das Eqgs. (4.87) e (4.89): Axor, = —Awoyr,
Alory = —Algjrs hort = —huoyy € higr = —hig);- Note também que, devido a
py = py, temos Ny = N|.

Podemos diagonalizar H, utilizando a renomada transformacao de Bogoliubov-
Valatin:

alk,7) = wdnc+v A,
a(—k. 1) = up B —vpal, (4.93)

em que ug € U Sao reais, e os operadores & e (8 satisfazem as relagoes de comutacgao

{ax, @L} = {Bbﬁi/} = Okk/ (4.94)

e os demais comutadores se anulando. A partir das relagoes de anticomutacao dos

operadores a(k,o) e a'(k,o) e das impostas na Eq. (4.94):

up +vi=1. (4.95)
Além disso, como uy, e vy, sao reais, é facil mostrar que hyy| = hior;. Estas iltimas
relagoes implicam que o gap é real: A* = A.

Ignorando novamente os fatores constantes e levando em consideracao as igual-

dades acima, podemos escrever a Eq. (4.90) como:

[:Ia = Z |:€(k) —u+ VNL:| [Uz didk + U U (d/;r{ Bik + B—k dk) — Uz Bik B—k]
k

+ D [g(k) —pt VNT} [Ui Bl Box+ wevi(af BTy + B dnd) — v & @k]
k

+ A Z{—(ui —v2)(a) BT, + Boi dad) + 2up v (Gl Gy + Bikﬁlk)} . (4.96)
Kk
Para o hamiltoniano H, ser diagonal é necessario que:

2 {5(1{:) —pn+ %Ng} wpvr = A(up — v}). (4.97)
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Fazendo uso desta equagao na Eq. (4.96), podemos escrever H, na forma diagonal:
H, = Z {le(k) — @) (ui — v}) + 2A wvy } (&) ag + 6L By (4.98)
Kk

em que definimos

U U
i=u— —N =u——N 4.99
pEp— N =pn—5N, (4.99)

uma vez que Ny = N| (porque py = 1), como dito acima).

A Eq. (4.98) é o resultado final pois o hamiltoniano estd na forma diagonal. Como
ele é diagonal, quantidades termodinamicas podem ser calculadas exatamente. Cor-
regoes, que levem em conta q € S, podem ser calculadas em teoria de perturbagao
com o termo H”. Para tornar o calculo pratico, H” precisa ser expresso em termos
dos operadores & e B Note que o elemento novo aqui é o fato de que o MHTE
oferece um esquema para implementar essa teoria de perturbacao. Uma questao
interessante seria investigar possiveis diferencas dessa teoria de perturbacao com
aquela que se obtém usando transformacoes canonicas, como discutido na Secao 37
do livro de Fetter e Walecka [52]. Nao investigaremos este ponto nesta Tese porque
esta fora do escopo da mesma.

Agora, para chegarmos a resultados numéricos explicitos, é necessario obtermos
as incognitas do problema: wug, vy € A - note que as fungoes variacionais g podem
ser expressas em termos do numero de particulas. A obtencao dessas quantidades,
bem como a apresentacao de resultados numéricos explicitos, serda objeto de anélise
na Secao 5.7. Com a determinagao dessas incégnitas, o hamiltoniano da Eq. (4.98)

pode ser escrito como

Hy =Y E(k) (& duc+ B i) , (4.100)
k
em que B(k) = (& + A%)'? e &(k) = e(k) — .

4.3.2 Sistema numa armadilha: as equagoes de Bogoliubov—de Gennes
(BAG)

A consideracao de um potencial externo atuando no sistema, usualmente tomado
na forma de um potencial do tipo oscilador harmonico, como sao feitos os experi-
mentos com atomos frios, torna inconveniente a descricao do problema no espaco
dos momentos, pois a transformada de Fourier desse potencial é uma distribuicao
na forma de um Laplaciano da funcao delta de Dirac. Portanto, formularemos o
problema no espaco de configuragao. Nesse caso, o problema é mais facilmente

tratavel na forma de equagoes de Schrodinger nao lineares — que sao as tradicionais
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equagoes de Bogoliubov—de Gennes (BdG) [35]. No entanto, deve ficar claro que
nao hé impedimento em usarmos o espago dos momentos, a questao ¢ de natureza
pratica.

A seguir, revisaremos o formalismo das equagoes de BAdG nos baseando no tra-
balho de Liu, Hu e Drummond [51]. O intuito é mostrar o quanto o MHTE pode
facilitar o tratamento desse problema e motivar trabalho futuro. Vamos tomar o po-
tencial externo que atua como uma armadilha para atomos na forma de um oscilador
harmonico tridimensional, ey (1) = mw?r?/2, em que m é a massa dos dtomos e w é
a frequéncia da armadilha. Iniciaremos a obtencao das equacoes de BAG utilizando
as equacoes de movimento de Heisenberg para os operadores de campo @T(r,t) e
0 1(r,t). Para o hamiltoniano (inicialmente tomaremos py # u)) da Eq. (4.83), estas

sao dadas por

ih=t = —5 - Ve (1) — g U+ U 0y, (4.101)
v, R, I ta
- —%V t Uext (1) — pry | W) —U WL W Wy (4.102)

Essas equacoes sao exatas. A aproximagao de campo médio que incorpora cor-
relacoes de spin do tipo BCS consiste em substituir os termos de autointeragao por

valores médios:

U0 0 = —A®@)¥ +Uny(r) ¥, (4.103)

UPI 0 0 = —A(r) ¥l —Uny(r) ¥, (4.104)

em que A(r) = —U(¥, ¥;) é a funcdo de gap e ny(r) = (U1 ¥,) é a densidade de

particulas de cada spin. Logo:

L OV . . .
ih a_st = [H;— ] ¥y — Ar) 9] (4.105)
oW . .
ih 8_tl = [H}— ] ¥+ A(r) ¥ (4.106)
com
h2
Hj. == _% V2 + ont(r> + UTL&—(I‘) . (4107)

Essas equagoes sao lineares nos operadores de campo, mas sao nao diagonais nos

Spins.
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As equagoes de movimento podem ser resolvidas a partir do uso de uma trans-
formagao similar & transformacao de Bogoliubov-Valatin, Eq. (4.94). Como os
atomos estao numa armadilha, eles ocuparao estados de energia discretos, em vez
de continuos, como no caso de um sistema infinito. Devido a isto, a transformagcao
equivalente a transformagcao de Bogoliubov-Valatin consiste em expandir o operador
de campo ‘iJT (\i/ 1) numa base de operadores correspondentes a estes niveis de energia

discretos com spin T e |:

\i]T = Z[uﬂ(r) éjT e—iEjTt/ﬁ + U;-l([‘) A;r‘i eiEjlt/h]’
J
U= ) u(r) &) Pt — o (x) ¢ e ). (4.108)

J

Quando essas expansoes sao substituidas nas equacoes para os campos, elas levam

as equacoes de BAG para as fungoes u e v:

s _ A . .
HO‘ Ho (r) u]U(r) — E]g’ U]o—(r) 7 (4109)
A'(r)  —Hi+ps | | vjo(r) Vjo (1)
As funcgoes u;,(r) € vj,(r) sdo normalizadas como
/d?’r[ 0 (0) + [0 (0)]2] = 1. (4.110)

As expressoes para as densidades de particulas e a funcao de gap sao dadas por

no(r) = %Z[Iuja(r)IQf(EjaHIvja(r)|2f(—Ej5)], (4.111)

AE) = O S ) (0) F(By) — (), F(-Ep)], (4112

J

em que a constante 1/2 presente nas duas equagoes acima indica que as solugoes das
equagoes de BAG contém energias positivas e negativas e f(Ej,) e f(—E;,) sdo as

fungodes distribuicao de Fermi, com 8 = 1/kgT":

f(Ejo) = (¢, é5) =

f(_EjU) = <éja é}a) . (4'114)

(4.113)

Note que os autovalores de energia F;, sao medidos em relagao ao potencial quimico
te - ver Eq. (4.109); isto significa que quando a energia do dtomo na armadilha é

menor que o potencial quimico, Ej, é negativa, e se for maior, E;, é positiva (energias
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de buracos e de particulas [52]). Também, nao é dificil mostrar que

E.

Jo

[ Ujo (r) ] o
Vo (T)

Ou seja, utilizando estas simetrias, precisamos resolver apenas a parte up das

A _Ej67

(4.115)

equagoes de BdG:

Hi = Alr)
A'(r) M+

v;(r)

[ u;(r)

3 () ] : (4.116)

em que simplificamos a notagao escrevendo u;(r) = ;i (r) e v;(r) = vj;(r). Com isso,
podemos reescrever as expressoes para as distribuicoes de densidades de particulas

e para a funcao de gap como
ny(r) = Z Juj (r)]* £(E), (4.117)
ny(r) = Z |0 (1) [* f(—E5), (4.118)

Ar) = Uzuj(r)v;(r) f(E)). (4.119)

Note que o problema até aqui esta formulado no ensemble grand canonico. No
entanto, os experimentos sao feitos com um numero fixo de particulas, ou seja, o
potencial quimico nao ¢é fixo nos experimentos. Portanto, é necessario resolver as
Egs. (4.116)-(4.119) de forma auto-consistente, de maneira que os seguintes vinculos

sejam respeitados

N = /d3r[nT(r)+nl(r)], (4.120)
ON = /d?’r[nT(r)—nl(r)]. (4.121)

Devido a limitagoes computacionais, na pratica se faz necessario que as somas
presentes nas expressoes acima sejam truncadas. E usual truncar as somas de
maneira que somente estados com energia discreta menor que um dado valor F,
sejam incluidos: os niveis de energia abaixo deste cutoff (|E;| < E. - low-lying
states) sao discretos, e os niveis acima deste valor (| E;| > E. - high-lying states) sao
tomados como sendo continuos. O critério de escolha desse cutoff de energia é tal

que valores de corte maiores nao mudam o resultado do problema.
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A solugao da Eq. (4.116) para valores de energia abaixo de um determinado
cutoff prossegue da seguinte maneira. Como estamos lidando com um sistema que
esta aprisionado numa armadilha de potencial do tipo oscilador harmonico tridi-
mensional, tomaremos j = {nlm}; n é o nimero quantico principal, [ o nimero

quantico azimutal e m, o nimero quantico magnético. Vamos escrever

() = ) v, 0. )

J

v;(r) = MT(T) Yim(8, ), (4.122)

Uni(1)/1 € vy (r)/r sdo as fungdes de onda usuais e Yj,,(0,¢) s@o os harmonicos

esféricos. Com isso, temos que

[H?(l) — ,uﬂ Ut (1) + A(r) v (1) = Epg (1), (4.123)

[H (1) = 1] vua(r) = A () () = — By vai (1), (4.124)
sendo que

Ho (1) =

o [dQ I(1+1)

2m |dr?

} + Uext (r) + U ng(r). (4.125)

dr? 72
O resultado disso é que chegamos a um hamiltoniano de particula tinica com mo-
mento angular [.

Conforme dissemos no comeco da discussao, nosso sistema se encontra apri-
sionado numa armadilha formada por um potencial do tipo oscilador harmonico
tridimensional, ou seja, Uext(T) = Uext (1) = mw?r? /2. Assim, a escolha natural para
resolvermos as Eqs. (4.123) e (4.124) é expandir as fungoes w,;(r) e v, (r) em termos
das autofungoes ¢, (r) do hamiltoniano do oscilador harménico tridimensional,

Hosc<l):_h {d I(1+1)

dr? 72

us } Tt (), (4.126)

cujos autovalores podem ser escritos como

3
€al = <2a +1+ 5) hw, (4.127)

sendo o = 0,1,2,... . Faremos as expansoes de u,(r) e de v,(r) em termos das

autofungoes do hamiltoniano descrito na Eq. (4.126):

Uny(r) = ZAgl¢al(T>> (4.128)

va(r) = Y Bl oalr). (4.129)
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Utilizando estas expansoes nas Eqs. (4.123) e (4.124), obtemos a matriz simétrica

a ser resolvida:

Cat das + Mg Bag Au | _p | A (4.130)
Aaﬁ —€al] (Sag — Miﬂ Bﬁl BTO;l )
sendo que:
€ale = €al — Mo, (4131)
Rag = / drga(r)A(r)ga(r), (4.132)
My = / dr ¢ai(r)Un, (r)da(r), (4.133)
M = / dr ¢ai(r)Uns (r) g (r) . (4.134)

Uma vez conhecidos u,(r) e vy(r) podemos calcular a equacao de gap e os

correspondentes niimeros de ocupagao para os estados ocupados

Alr) = U Z%um(r)vnz(r)f(%), (4.135)

mir) = 3 A (B, (4.136)
nl

i) = 32 (B (1137)

n

Claramente, o problema é computacionalmente nao muito simples, pois envolve a
diagonalizacao de uma matriz que, dependendo do niimero de dtomos na armadilha,
pode ter dimensao muito grande. As ideias discutidas anteriormente no contexto
do MHTE podem ser adaptadas para simplificar o problema. Como visto, um dos
pontos fortes do MHTE é o fato de que correcoes ao hamiltoniano diagonalizado
através de uma escolha dos momentos q podem ser calculadas perturbativamente.
Ainda mais, estas perturbagoes somente contribuem a partir de segunda ordem. Se a
ordem zero do MHTE capturar os elementos fisicos essenciais do problema, o MHTE
entao fornece um esquema sisteméatico e controlavel. Sistematico porque teoria de
perturbacao é um procedimento muito bem definido e controlavel porque é possivel
acompanhar a convergéncia (ou nao) dos resultados a medida que ordens superiores
sao calculadas.

Portanto, a questao principal é a aproximacao de ordem zero. Para um nimero

razoavelmente grande de 4tomos na armadilha, da ordem de 10* 4tomos, a Ref. [51]
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mostrou que uma aproximagao de densidade local (ADL) fornece resultados muito
bons, em comparagao com a solugao exata das equagoes de BAG. A ADL consiste
na ideia de que para um sistema com um numero grande de particulas, o sistema
pode ser dividido em subsistemas localmente uniformes caracterizados por um po-
tencial quimico local p(r) = 1 — Uext(r), em que uey(r) é o potencial descrevendo a
armadilha. Portanto, a solucao do problema é feita diagonalizando o hamiltoniano
para um dado valor do “potencial quimico” u(r), e o resultado final da energia, por
exemplo, é a soma das energias de cada subsistema.

A implementacao de uma ADL no contexto do MHTE é muito simples: cada
subsistema é caracterizado por um hamiltoniano local ﬁa(r) dado por (por simpli-

cidade, como anteriormente, estamos empregando py = p; = p):

Hy(r) =) Ex(r) (6} duc + B Bo) , (4.138)
em que E(r) = [¢3(r) + A%(r)]Y2, com &(r) = e(k) — fi(r), e fi(r) é dado por
f(E) = 11— (1) — UV, (4.139)

Com isto, a densidade total de particulas (spin up + spin down) no ponto r é dado
por - ver Eq. (5.123):
n(r) = 2 / LAY (4.140)
(2m)3 ‘
e vi(r) é dado por - ver Eq. (5.118):

V2 (r) = % (1 - gjé))) . (4.141)

O numero total de particulas é

N = / d*rn(r). (4.142)

Correcoes aos resultados obtidos com a ADL, isto é, a inclusao dos termos com
q ¢ S, podem ser obtidas como discutido acima: o H" ¢ expresso em termos dos
operadores & e B da transformagao de Bogoliubov-Valantin, o que o torna um H” (r),
e correcoes sao calculadas localmente para cada r.

Como a ADL fornece uma boa aproximacao as solugoes das equacoes de BAG,
o esquema baseado no MHTE descrito acima pode ser uma alternativa eficiente e
economica as equacoes de BdG. A resposta a esta questao passa pela comparacao
com a solucao exata do problema. No entanto, esta nao estd disponivel até o mo-
mento. Portanto, a tinica forma de decidir a questao é comparar as predigoes com
os dados experimentais. Nesta Tese nao faremos este estudo, vamos deixa-lo para

trabalhos futuros.
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Métodos e resultados numéricos

No presente Capitulo apresentaremos resultados numéricos de solugoes explicitas de
algumas das equagoes derivadas no transcorrer de Capitulos anteriores. A maior
parte das discussoes de resultados se concentra em simulacoes da equacao de GLL.
Essas discussoes nao sao exaustivas, muito pelo contrario, elas deixam muito do
material desenvolvido formalmente na Tese para trabalhos futuros. O objetivo prin-
cipal aqui é discutir aspectos importantes sobre métodos numéricos e discutir a

aplicabilidade do MHTE em situagoes tipicas em que equagoes de GLL aparecem.

5.1 Discretizacao da equagcao de GLL na rede

As simulagoes numéricas que realizaremos sao feitas discretizando-se as variaveis
de tempo e espaciais, utilizando condigoes periédicas de contorno (CPC). Antes de
discutir essa discretizacao, para facilitar a apresentacao de resultados e lidar com
o menor numero possivel de parametros livres, reescreveremos a equacao de GLL
em termos de quantidades adimensionais. Vamos nos concentrar aqui na classe de
modelos tipo A¢?*, com ¢ sendo um campo real, e ruido branco. Para essa classe de
modelos, a forma mais geral da equacao de GLL, que aparece tanto em problemas

de transigoes de fase e quantizacao estocastica é aquela dada na Eq. (3.16):

99(r, 1)
ot

=T (—7V2 + m2) B(r,t) — TAP*(r, 1) + ((r, 1), (5.1)
com o campo de ruido ((r,t) satisfazendo a Eq. (3.29):

(((r, 1)) =0, €@, t)(r, 1)) =205 — 1) 6P (r —1'). (5.2)
0 = kgT para problemas de transicoes de fase, e ' =y =1 e 6 = h para problemas

de quantizagao estocéstica. Para que o sistema fisico seja estdvel (em ambos os

2

tipos de problemas), é preciso que A > 0. Quando m* < 0, temos a situac¢ao de

71
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uma energia livre (ou agao) com duplo-pogo com minimos em ¢ = +/—m?/\; para
m? > 0, a energia livre (ou agao) tem um tinico minimo, em ¢ = 0.

A equacao de GLL pode ser colocada em forma adimensional, reescalando o
campo e as coordenadas t e r como:
[m?| - t v

= _— r t t - — r 53
)\ ¢(r7‘>7 F‘m2” r ’m2| r7 ( )

¢(r,t)

de modo que a equacao de GLL pode ser escrita como

a¢gf D = G20e.0) - cole.0) - P(E.0) + C(r. ) (5.4)
em que 2
€= ] = sign (m?), (5.5)
(D) =0,  (CFDT, 1) =2D8(FI—7)6 (1), (5.6)
D=0 (5.7)
[m?|y?

Para nao ficarmos carregando as barras nas equacoes que se seguem, daqui para

frente, vamos remové-las de todas as quantidades, ficando com:

99(r, 1)
ot

= V2¢(I‘, t) — € ¢(r’ t) - ¢3(I‘, t) + C(I‘, t)v (58)

(C(r,t)) =0, C(r,t) (', t)) =2D6(t —t') 0¥ (r — 1). (5.9)

A partir dessas equagoes, fica claro que a dinamica do problema (tanto de transigao
de fase como da quantizac@o estocéstica) depende somente de dois parametros, em
vez de cinco: € e D. O primeiro se refere ao sinal do termo de “massa’, a constante
proporcional a ¢? na energia livre ou acao. D é uma combinagio da raziao \/|m?|,
caracteristica do sistema, e kg7 ou h, que nao se refere ao sistema propriamente dito,
mas sim ao mundo externo - banho térmico (kg7T') ou a mecanica quantica (%).
Vamos passar a discutir a discretizacao das equacgoes numa rede espacial ctibica
de volume V = L3 e espacamento h, L = Nh, em que N é o niimero de espacamentos

da rede. Logo, as variaveis z, y e z sao dadas por

x = h, y=jh e z=kh, i,7,k=0,1,2,...N — 1. (5.10)
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A transcricao dessa discretizacao para dimensoes espaciais diferentes de 3 é trivial:
por exemplo, para duas dimensoes, basta ignorar a variavel z. As CPC sao escritas

como

¢(x + Nh? y? Z? t) - (ZS((L,’ y? Z? t)?

¢($7y + Nh? Z? t) = ¢(x7 y’ Z? t)?

o(x,y, 2+ Nht) = o(z,y,21). (5.11)
A discretizacao da variavel tempo é questao mais sutil. Na presente Tese, vamos

nos limitar ao esquema explicito de Euler, o qual se mostrou suficientemente confidvel

para os problemas estudados. Inicialmente particionamos o intervalo temporal em

n pedagos, t = n At com n = 0,1,2,---. Com isto, o campo continuo ¢(zx,y, z,t)
passa a ser denotado como ¢7,. O termo referente ao laplaciano é escrito usando
diferencas finitas para a coordenada espacial:
0? 0? 0?
Vip(z,y,2,t) = (= 5t 35 r,Y, 2, t
sent) = (gt gt g oo
1 1
2 — n n n n
(V zgk)dwcr = 2 [ 1k — 205 T i ljk} e [ vk — 200 T ¢ij—1k]

1
+ ﬁ |:¢Z]k+1 2¢z]k + ¢z]k71}

1] § § )
-2 [¢i+1jk + Oi1jk T Pk + Pij—1k
FOiike1 T Pije—1 — 6¢?jk] : (5.12)

No esquema de Euler, a derivada temporal é escrita como

+1
a¢zgk o ¢?]k z]k

ot At (5.13)
de maneira que a equagao de GLL passa a ser
Z‘Zl = Qi + B(dii, Gin) At (5.14)
com
B(oi, Gin) = (V2 z]k)dlSCT — Qi) — <¢Zk) + Gijk- (5.15)

Sabidamente, o esquema explicito de Euler nao é muito eficiente computacional-
mente, pois a convergéncia do esquema requer At < h?, como discutido na Ref. [53].
Para os nossos propositos nesta Tese, nao é necessario partir para esquemas numéricos
mais sofisticados, como o que desenvolvemos na Ref. [54] e que estd baseado num

esquema semi-implicito e colocagao de Fourier.
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5.2 Solugoes com ruido nulo

H& muitas situacoes no estudo de transicoes de fase em que o ruido nao é importante.
Uma situagao tipica é o de uma mudanca muito rapida da temperatura externa do
sistema, de maneira que o sistema inicialmente em equilibrio a uma temperatura 7'
muito maior que a temperatura critica 7, do sistema passa para um estado fora do
equilibrio a uma temperatura 7" muito abaixo de T,. Isto é, subitamente o sistema

sofre um quench de temperatura:
T>T.-T<T.,. (5.16)

Portanto, ao sofrer este quench de temperatura, o sistema encontra-se num estado
de nao equilibrio a temperatura muito baixa. Como o ruido é proporcional a tem-
peratura, ¢ ~ VT (ver Eq. (3.29)), seu papel na evoluc¢ao do sistema em dire¢ao
a um novo estado de equilibrio deve ser pouco importante, desprezivel [34, 55].
Porém, como flutuagoes termodinamicas estao presentes no sistema essencialmente
no estado inicial, para leva-las em conta, uma média sobre condigoes iniciais ruidosas
deve ser suficiente para obtermos os valores médios de observaveis. Nesta Secao
vamos considerar resultados numéricos da equacao de GLL com ruido nulo. Na
proxima Secao trabalharemos com a inclusao de ruido e discutiremos problemas de
instabilidades devido ao ruido.

Na presente Segao, estaremos interessados também em investigar o MHTE e
convergéncia das correcoes perturbativas ditadas pelo método. Para tal, vamos con-
siderar a situacao de um quench de temperatura em que o sistema estd inicialmente
numa fase de simetria quebrada e, com a diminuicao da temperatura o sistema vai
para uma fase de simetria restaurada. Fisicamente tal situacao ocorre na descricao
do confinamento da carga de cor na cromodinamica quantica no limite de massas dos
quarks infinitamente pesadas. Especificamente, neste caso o parametro de ordem é o
valor médio do loop de Polyakov - ver paginas 309-311 da Ref. [6]: na fase confinada,
a temperatura abaixo de uma temperatura critica 7., o valor médio do parametro
de ordem ¢ nulo; na fase desconfinada, quando o sistema se encontra a uma temper-
atura acima de T, o valor médio do parametro de ordem ¢ nao nulo. Um exemplo de
uma situacao fisica real em que isto acontece é na hadronizacao do plasma de quarks
e gluons: na expansao do plasma, que se encontra a uma temperatura maior que T,
este evolui para um estado hadronizado em que a temperatura é bem mais baixa.
Claramente isso é uma assinatura de um quench, pois essa transicao pode nao ser
stubita e, obviamente, a massa dos quarks nao ¢ infinita. Para o caso de uma teoria
de calibre SU(2), um modelo de energia livre para descrever esta transi¢ao é do tipo

duplo-poco e a equagao de GLL associada é da forma da Eq. (5.8). Resultados de
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simulagoes desse problema podem ser encontrados na Ref. [56].

1 T T
sol. exata
\ @
0,8 Hi A T T
\‘\\ (p+(pl+¢2 oo
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Vv 0,4 L
0,2
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Figura 5.1: Solugoes exata (Eq.(5.8)), de ordem zero (na Figura, ¢, que é solucao
da Eq.(5.17)) e perturbativas (na Figura, ¢;...¢4, que sdo solugdes da Eq.(5.18)) da

equacao de GLL sem ruido.

A seguir, vamos comparar resultados obtidos com a solugao da equagao de GLL
da Eq. (5.8) e das solugdes obtidas com as equagdes do MHTE - todas sem o campo

de ruido. Na forma adimensional, as equagoes do MHTE sao:

99(r, 1)
ot

= V2 o(r,t) — [e + (1) ¢(r. 1), (5.17)
a qual chamaremos de ‘MHTE ordem zero’, e as corregoes a ordem zero:

O0EL) 2 g0 e,1) — [e 4 001 60 (8,1) — D6, (5.18)

em que explicitamos os quatro primeiros termos em teoria de perturbacao:

Di(¢,0) = ¢o(r,t) = &(t) do(r, 1), (5.19)
D2<¢> &) = [3¢g<r> t) o (I)(t)} d)l (I‘, t)? (520)
D3<¢: (E) = [3¢g(r> t) - (D(tﬂ ¢2(I‘, t) + 3¢0<I', t) ¢%(r> t)? (5'21)

D4<¢> (5) = [3¢2(I', t) - (D(t)} ¢3(r7 t) + 3¢?(I‘, t)
+ 6§Z§0(I', t) ¢1 (I‘, t) ¢2(r7 t) ) (522>
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Figura 5.2: Contribuigoes individuais ¢,, para o valor médio do parametro de ordem.

sendo que as denominaremos respectivamente de ‘primeira ordem’ ... ‘quarta ordem’.
Nestas equagoes, w(t) ¢ dado pela Eq. (3.107).
Vamos discutir resultados para a dependéncia temporal da média sobre o volume

do parametro de ordem, definida como

(6(0)) = 3 2 6% (523
ijk

Na Fig. 5.1 estao apresentados os resultados em que ¢ = 0 tanto para a equacao
de GLL completa (exata) quanto para a equagao de GLL com o MHTE em ordem
zero e com o auxilio de teoria de perturbacdo para os casos de Dy(¢, @), Da(d, @),
Ds(¢,¢) e Dy(¢, ¢). Claramente, a convergéncia a partir da primeira ordem é exce-
lente.

Para melhor avaliar a importancia de cada contribuicao perturbativa ao valor
médio do parametro de ordem, na Fig. 5.2 mostramos cada uma das contribuicoes
¢n, com n = 1,--- 4. Como pode ser visto, a contribuicao mais importante é de
¢1. As contribuicoes de ¢,,, com n > 2, sdo muito pequenas.

A discussao para situacoes com m? < 0 é de interesse para o caso em que a
altas temperaturas o sistema se encontra no equilibrio na fase simétrica (um tnico
minimo da energia livre) e a baixas temperaturas o sistema no equilibrio pode se
encontrar em um de varios minimos equivalentes da energia livre, uma situacao de
quebra espontanea de simetria. Essa situacao é de interesse, por exemplo, para o

estudo de sistemas magnéticos na fisica da matéria condensada e na dinamica da
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quebra espontanea da simetria quiral na QCD. Para essas situacoes, as corregoes
perturbativas nao podem ser feitas empregando as equacoes acima. A razao é que
durante a evolucao do sistema para o equilibrio a partir de uma condicao inicial
com ¢ ~ 0 (fase simétrica), o parametro de ordem cresce de maneira a atingir o
equilibrio (¢ ~ 1 para o caso de uma teoria A¢* como acima), o que implica que os
termos perturbativos D,, nao sao necessariamente pequenos. Para implementar um
calculo perturbativo para situacoes com quebra espontanea de simetria é necessario
perturbar ao redor de um minimo. Isso pode ser feito através de uma translacao
do parametro de ordem da forma ¢ — ¢ + ¢, e ¢g pode ser escolhido como sendo
o valor de ¢ no minimo do potencial original - ou do potencial efetivo, como na
discussao da Secao 5.4. Uma discussao dessa natureza, apesar de muito interessante
e necessaria para sistemas com quebra espontanea de simetria, nao ira trazer nada

de novo no que se refere ao MHTE sem ruido e por isso nao prosseguiremos com ela.

5.3 Solucgoes na presenca de ruido

Na presente Secao apresentaremos resultados para a equacao completa de GLL, isto
é, na presenca do campo de ruido e sem aproximacoes. Na rede, o campo de ruido

com uma fungao de correlagao de ruido branco, como dada na Eq. (5.9), é dado por

11
C:@\/—A_tmé’ (5.24)

sendo que £ é um ruido Gaussiano:
(€) =0, (€ =1. (5.25)

Os resultados que serao apresentados referem-se a dependéncia temporal da

média sobre o volume do parametro de ordem, definida como

(6(0) = 13 3 T (5.26)

ik

em que ¢p;; ¢ a média sobre um numero N, de realizagoes independentes de ruido,

_ 1 &
e =7 D P (5.27)
T or=1

e N, é um numero suficientemente grande de maneira que (¢(t)) atinja o equilibrio,
i.e. se torne efetivamente independente do tempo. Em todas as simulagoes, empreg-

amos como condicao inicial

9. =0,1-+0,001(1,0—2%ran), (5.28)

ijk
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Figura 5.3: Valor médio do parametro de ordem em funcao do tempo para diferentes
espagamentos da rede para a equagao de GLL Eq. (5.14). D = 1 para o gréfico da

esquerda e e D = 2 para o grafico da direita.

e ran é um numero aleatério gerado uniformemente entre 0 e 1 e At = 0, 001.

Na Fig. 5.3 apresentamos os resultados para (¢(t)) obtidos a partir da simulacao
da Eq. (5.14) usando condigbes de contorno periddicas. Estao mostrados resultados
para trés valores diferentes do espacamento da rede: h =1,h =0,8 e h =0,5. No
grafico da esquerda (direita), a intensidade do ruido D é tomada como sendo D = 1
(D = 2). Conforme pode ser visto na figura, as solugoes apresentam uma grande e
inaceitavel sensibilidade ao valor do espacamento da rede empregado.

Na Fig. 5.4 apresentamos resultados para (¢(t)) obtidos a partir da simulacdo
da equacao de GLL correspondente a ordem zero do MHTE para o hamiltoniano de
Wilson-Ginzburg-Landau (WGL):

ik = iy + Bo(@n: Cije) At (5.29)

com

Bo(din: Cii) = (v2¢%k)discr — (e +@") iy + (s (5.30)
em que @" é o valor de @(t) no tempo nAt. Novamente, observa-se a grande sen-
sibilidade das soluc¢oes ao valor do espacamento da rede empregado nas simulagoes.
Como no caso acima, uma sensibilidade dessa ordem nao é aceitavel, pois h é sim-
plesmente um parametro de discretizacao da equacao no continuo e, em principio,
nao tem significado fisico. Em problemas de matéria condensada, um valor de h
muito pequeno nao tem significado fisico, porque naturalmente a equacao de GLL
no continuo somente é valida para comprimentos de onda maiores que a distancia
caracteristica, a., entre as particulas que compoem o material em estudo - isto sig-

nifica que na decomposicao em modos de Fourier do parametro de ordem, temos
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Figura 5.4: Valor médio do parametro de ordem em funcao do tempo para diferentes
espacamentos da rede para a equacao de GLL na ordem zero do MHTE para o
hamiltoniano de WGL. D = 1 para o gréafico da esquerda e D = 2 para o grafico da

direita.

que ter modos satisfazendo k < 27/a., k é o médulo do vetor de onda dos modos
de Fourier. Em principio, conhecendo esse comprimento caracteristico a., temos
que ter h > a.. No entanto, para obtermos solugoes vélidas para qualquer sis-
tema, independente do material especifico e das condigoes externas (ruido), é de
extrema importancia possuirmos um método que leve a solucoes independentes de
h. Para problemas de teorias quanticas de campos, em que o problema é formu-
lado no continuo, a obtencao de resultados independentes de h é obrigatério, por
principio.

E importante mencionar que esta sensibilidade nao tem origem no algoritmo
empregado (de Euler) para simular a equagao de GLL [57, 58]. Este problema esta
relacionado a catastrofe ultravioleta de Rayleigh-Jeans, muito discutida em teoria
de campos classicos: a dinamica descrita pela equacao de GLL é classica e, portanto,
nao esta bem definida para comprimentos de onda muito pequenos. Para discutir
essas divergéncias, consideremos a distribuicao de probabilidade de equilibrio para
as solucoes do problema. Conforme visto anteriormente, a distribuicao de pro-
babilidade de configuragoes de campo ¢ no equilibrio termodinamico é dada pela

distribuicao de Boltzmann:

PE({(r)}) = ﬁ eIl (5.31)

e a funcao de particao é dada pela integral de trajetoria

Zl¢] = / D¢ e PF17) (5.32)
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com 3 = 1/kgT, T é a temperatura e kg é a constante de Boltzmann. Valores

médios de equilibrio de observaveis O(¢) sao calculados como

(O(6)) = ﬁ [ pooe) e, (5.33)

Em geral, o cdlculo de (O(¢)) se defronta com a dificuldade de que aparecem
divergéncias ultravioletas; um exemplo que ja encontramos na presente Tese no
Capitulo 3 foi o cédlculo da fungao de correlagao de dois pontos, Eq. (3.83). O
mesmo valor médio (O(¢)), como foi visto na Segao 3.1, pode também ser calculado
a partir de solugoes da equacao de GLL correspondente a energia livre F'[¢] como:

. 1
(0(¢)) = lim N;Owi), (5.34)

N,t—oo

e N — oo significa na pratica um nimero muito grande de simulagoes com diferentes
realizacoes de ruido, e t — oo significa um tempo de simulagao grande o suficiente
de maneira que as solucoes sejam efetivamente independentes de t. Na presenca
de ruido, os modos com comprimentos de onda longos e curtos se misturam no
processo de termalizacao de uma simulacao, o que leva a resultados dependentes do
espagamento de rede.

Esta sensibilidade a h pode ser eliminada a partir da adicao de contratermos
apropriados ao potencial, garantindo um correto comportamento dos comprimentos

de onda curtos da teoria discretizada. Discutiremos isto detalhadamente a seguir.

5.4 Regularizacao da equacao de GLL

Nesta Secao derivaremos os contratermos que devem ser adicionados a equacao de
GLL completa para que os resultados nao sejam dependentes do espacamento de
rede utilizado. A derivagdo a seguir foi publicada na Ref. [57]. Nesta referéncia
mostramos que o método pode também ser empregado em equacgoes de GLL na
presenca de ruido multiplicativo, e nao somente no caso de ruido aditivo, como o
que estamos trabalhando na presente Tese.

Conforme ja discutimos, a equacao de GLL completa é dada por

6¢él; ) _ T 5‘;]2’@52) + (1), (5.35)

em que F[¢] é a energia livre de Landau ou hamiltoniano de Ginzburg-Landau. O

hamiltoniano de WGL do tipo pogo duplo é dado pela Eq. (3.15) (vamos tomar
v = 1, por simplicidade):

Fl¢] = /d3r E (Vo)? + %m2¢2 + % o' . (5.36)
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Como visto, a distribuicao de probabilidade de equilibrio para configuracoes de

campo que sao solugoes da equagao de GLL completa escrita acima é dada por

. 1
P({o(r)}) = —— exp (=BF[¢]) , (5.37)
Z¢]
a funcao de particao é dada pela integral de trajetéria
Z[p] = / D e PFIl = / D e 5, (5.38)

com 3 = 1/kgT, kp é a constante de Boltzmann e S[¢| = SF[¢] é a agao euclidiana
— a notacao em termos de uma agao surge no contexto de uma teoria quantica
de campos. Na derivacao a seguir intercambiaremos F[¢] e S[¢]| repetidamente,
de acordo com a conveniéncia. Demonstramos que as solucoes de equilibrio das
equacoes de GLL, apds a média sobre diferentes realizagoes de ruido, é equivalente

a média calculada a partir da funcao de particao classica,

(¢(r)) = ﬁ / Do (r) e FIL. (5.39)

Também vimos que esta integral funcional é divergente no ultravioleta e, por este
motivo, obtivemos os resultados mostrados na Secao anterior dependentes do espa-
camento de rede utilizado. Vamos mostrar que a adi¢do de contratermos a F[¢]
eliminara estas divergéncias. Ou seja, o que faremos é o seguinte: modificaremos
F[¢] pela adi¢ao de contratermos e usaremos este potencial modificado nas futuras
simulagoes com as equacoes de GLL completa. Na Secao seguinte discutiremos como
os contratermos que devem ser adicionados ao potencial da equagao de GLL derivada
com o MHTE podem ser obtidos.

Iniciaremos a derivacao dos contratermos com a teoria descrita no continuo e,
logo apds, faremos sua discretizacao na rede. O modelo em trés dimensoes é super-
renormalizavel perturbativamente, isto é, somente dois gréaficos de Feynman na ex-
pansao perturbativa (em poténcias de \) sao divergentes. Portanto, conhecendo a
dependéncia em h desses dois termos, é possivel renormalizar o modelo completa-
mente. Por esta razao, obteremos em teoria de perturbacao o potencial efetivo do
modelo. Para tal, como dito anteriormente, para o caso de m? < 0, é necessario
implementar a teoria de perturbacao ao redor de um dos minimos do potencial.
Especificamente, dada S[¢], podemos construir uma nova agao euclidiana S[¢g, ¢| a

partir de um shift no campo, de modo que

¢(r) = o(r) + ¢o (5.40)

em que ¢ é constante e serd determinado a seguir. O potencial efetivo Veg[¢o] (ener-

gia livre macroscopica, que é a energia livre bare adicionada de corregoes térmicas)
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pode ser escrito em termos da funcao de particao da seguinte forma:

V Vit o] = —% In Z[6 + o], (5.41)

e V é o volume tridimensional. O campo constante ¢g é determinado pela mini-

mizagao do potencial efetivo:

dVetr[po] _ 0. (5.42)

do
Com o shift no campo,

o BV Verldo]  _ / D e Plloto0l (5.43)

Calcularemos a quantidade F[¢ + ¢o] em detalhes. Inicialmente, notamos que:

Flo+al = [ {% V(64 00)] +5mA o+ 607+ 7 0+ ¢o>4}

= [ {% (V)2 +2(V6) - (Véo) + (Voo)?]

- % m?| 6% + 2000 + 63| + % (6" + 46%00 + 66°03 + 4695 + 0} }
= [r g g+ [ [moad]o

+ / dPr B(w)? + (m; + %qb%) ﬂ + / d3r2[¢4 +4¢3¢o}

= VV[go] + F[¢, ¢o] + F2[d, o] + Fi[¢, do] (5.44)

em que V[pg] é o potencial cldssico do problema com que estamos trabalhando,
F[p, ¢o] contém termos lineares em ¢, F5[¢, o] contém termos quadraticos em ¢ e

Fi[¢, ¢o] contém termos cubicos e quérticos em ¢. Vamos inserir isto na Eq. (5.43):

e PV Verilp] / D¢ e~ PV Vidol+F[,dol+F2[¢,¢0]+ Fild,do]}

_ BV VI / Dep e~ 519:901=52(0:00]=51{d. o] (5.45)

Desde o comego poderiamos ter inserido uma fonte externa J ao nosso sistema, que
se acoplaria linearmente ao campo ¢. Com isto, ficaria claro que os termos lineares

em ¢ presentes na expressao acima podem ser desprezados, uma vez que sempre é
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possivel redefinirmos uma fonte externa .J’ tal que todos os termos proporcionais a
¢ presentes nesta expressao fossem englobados nesta nova definicao. Como ao final

dos céalculos tomamos J = 0, estes termos podem ser desprezados. Assim:

o BV Verldo] =BV Vido] / D e~ S216:00] o—Silo.0] (5.46)

E possivel provar [59] que esta expressao supoe que apenas os graficos conexos e
irredutiveis a uma particula (1PI) sdo os que nos interessam. Dando prosseguimento

aos cdlculos, usaremos a igualdade In(ab) = Ina + Inb:

Vet[po] = Vl]go] — —ln/nge_SQd’@bO ~Silg,¢0l
= Vo] - 6%/1n< ~5iledoly — —ln / D e %2000l (5.47)

em que

f Do e—52(¢:¢0] o—S1(¢:¢0]
f Dqs 6_52[¢7¢0]

Calcularemos agora o segundo e terceiro termos do lado direito (LD) da Eq. (5.47).

Comecaremos pelo terceiro termo:

2
—1n/D¢eS2[¢¢01 = 1v m/m exp{—ﬁ/d?’r B(w))%r MT&} },(5.49)
sendo M? = m*4+3\¢Z. Usando o fato de que [ dr (V¢)? = — [ d*r ¢V?¢, obtemos:
—1n/D¢e—52[¢¢0 = —ln/ng exp{ /d% ngv%— %MQ qs?”
= —ln/D¢ exp{ /d?’rqb[ﬁ( MQ)]¢}

~1/2
1 2 2
= Gph {det [ﬁ(v M )} }
_ T 2 2
= — 1ndet[ﬁ(v M )} (5.50)
E possivel mostrar que Indet A = Trln A. Portanto:

—1n/1>¢652[¢¢0 - —% Trln [f}(v? - ]\/[2” . (5.51)
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Usando as propriedades de que In(ab) = In(a) + In(b) e de que Tr(c + d) = Tr(c) +
Tr(d), chegamos a:

T T
—1n/2>¢es2[¢¢01 = 5o T - WTrln(v2 M2>. (5.52)

No limite termodinamico de V' — 00, o primeiro termo do LD desta expressao vai a

zero. No espago dos momentos, o segundo termo pode ser escrito como:
T V
- a*F| (K2 + 02)
2V | (2n)? / ] n\em

T [ (e

= %/ élw];g In Gk (5:53)

- 1n/p¢ o—S219.%0]

Esta quantidade divergente fornece um gréfico do tipo tadpole. Na sequéncia calcu-

laremos o segundo termo do LD da Eq.(5.47):

D 2[¢,90] o—51[9,¢0]
—— In(e~Silesoly = I { Do e . (5.54)
BV g V f Dep e—S216:90]
Anteriormente mostramos que
Siloanl =5 [ @ro[-v2+ 06, (5.55)
Pode-se mostrar também que
3 5, Ay
Stle, go] = 5/65 r [—/‘6625 + Z¢ (5.56)
em que kK = —A¢y. Na sequéncia faremos um rescaling nos campos (¢ — ¢/1/3) a
fim de eliminarmos o fator dimensional 3 de Ss:
—— In(e~SilP0ly = L Siog - (5.57)
A% % &
e
I D6 exp|—4 [ dro (=92 + M%) 6] exp[— [ dr (—25 60+ 25 )]
Slog = (5.58)

J Do exp| -3 [ dro(—v2+ M2) |
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Em S, expandiremos a exponencial que contém a interacao, e 1% em série de
og) 5 ) )
Taylor, e = 1+x + 5 L .21:2 + -+ (os demais termos desta série ndo interessam porque

ou sao finitos ou sao redutlvels a uma particula):

S = 1+ [ @@ - 55 [ar@tw)+ 55 [drdrem o)

KA A2

o [ o) + 5 / & dr (64 (r) 64 )) . (5.59)

Mas, usando série de Taylor para a funcao logarimica, In(1 + z) = = — % + .-

(somente o primeiro termo desta série nos interessard, os demais termos novamente
ou sao finitos ou sao redutiveis a uma particula). Os termos proporcionais a (¢3(r)) e
(¢(r) ¢*(r')) sao nulos, uma vez que temos uma integral do produto de uma funcio
par (fungao exponencial em que os campos aparecem quadraticamente) com uma

funcao fmpar (¢*). Com isto, obtemos:

ety = 2T [y + T [ arem )
278
+ v / d*r d*r' (¢*(r) ¢*(r')) . (5.60)

Os trés termos sao divergentes. O primeiro fornece um gréfico do tipo tadpole

(linearmente divergente):

AT 3 4 BNT? [ BhkdPq ~ . 5 ~ o
G [ = E [ G aecw. Gy
O segundo termo fornece um grafico do tipo setting-sun:
T2 K? ) ) A2 T2
s [ ErdEE ) = S o). (5.62)
em que
1 / /
Hiol = o [@rd(6 06 ). (5:63)
Usando o teorema de Wick,
— 1 3. 3.0/ 43 3.
Hig = — [ @rdr (6@ 6w)

= o [ @ d {9 (60 (olr) )20 + 6 (6(r) 6 . (5.64)
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Como o primeiro termo desta expressao nos fornece um grafico que é redutivel a
uma particula, nao nos interessa para o calculo do potencial efetivo. Assim, ficamos

apenas CoIn:

Hiol = 3 [ @rd(om o))

= %/d?’r d37“/ <¢(I‘) gb(r/» <¢(I‘) ¢(r/)> <¢(I‘) ¢(r/)> ' (565)
Fazendo a transformada de Fourier de cada funcao de correlagao:

3 3 3 N _ _
H[¢0] _ —/d3 d3 //d kd Z;d eik-(r—r’) eip-(r—r’) eiq-(r G[kZ] G[ ]G[qQ]

= 1 / M / Br ktpta)r
V (2m)°

Pk dPp d*q -
= / p {2m) 6@ (k+p+aq)} G Glp%] Glo?]

1 d3kd3q'3'~ 91 A 21 Al
_ V/ oy _5“(0)_ Gk +q)7] Gk°] Gla]

b [ || Gl ) G G

PoEm?)
/ df;f Gk + @) G Gl (5.66)
Logo:
o [Ererewery - v [ % Gl(k + a)*] G Gla?) (5.67)

O terceiro termo da Eq.(5.60) ¢ dado por

[Eraremaw) ~ [drdr[@? @)

+ (" (0))(g(x) o(x)) (0" (') + (d(r) o(x))*| (5.68)

O primeiro termo do LD desta expressao é desconectado e o segundo, é redutivel a

uma particula. Logo, ndo nos interessam. Assim, ficamos com:

/ &r &' () ¢'(r)) ~ V / dgkdqugp G Gla? G[p? G[(k + g + p)?](5.69)
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que é linearmente divergente. Inserindo as expressoes (5.61), (5.67) e (5.69) na Eq.
(5.60), obtemos:

—— In(e~SilP0ly = ! Gk’ Glo?]

BV

_3/\T2 / d*k d?

4 (2m)6

Bl d3q
(27)°

Agg / dgk(fr?j P Gk Glo?] Glp?) Gl(k + a + p)I(5.70)

Gl(k+q)*] Gk’ Glq’]

+ 3N T%¢8 /

«

a ¢ uma constante de proporcionalidade. Inserindo (5.53) e (5.70) na Eq. (5.47)

obtemos a seguinte expressao para o potencial efetivo:

T

Valoo = Vi + [ s w6+ 2 [ S dne dra
- s g [T Gl 0] G Gla?
- ot [ e Glat) G Gk @+ B (571

A fim de verificarmos quais destas quantidades divergentes contribuirao efetiva-
mente para o calculo dos contratermos do potencial, vamos escrever uma série de
Taylor para o potencial efetivo em torno de ¢g = 0:
¢2
halt)
2

Apenas estes termos da série contribuem, uma vez que, conforme é possivel ver na

Ve [¢o] = Ve [0] + ¢o V g [0] + V' [0] + - (5.72)

Eq.(5.71), se tivermos derivadas de ordens superiores, obteremos apenas quantidades
finitas, as quais nao nos interessam para o calculo dos termos divergentes. O primeiro
termo do LD da expressao acima nos fornecera quantidades que nao dependem de
¢o € que, portanto, nao nos interessam. Por definigao (ver Eq. (5.42)), V'eg[0] = 0.

Assim:
_ Doy
Vegt[o] = 5 V" [0]. (5.73)

Ou seja, somente os termos proporcionais a qbg sao divergentes. Assim, a parte

divergente do potencial efetivo é obtida a partir de:

d 1?;:;(25%] _ T / (;iﬂ];??) G — 6X2 T2 /% Gk} Glq? Gk +q)?]

= 3AT Igiv[oo] — 6 N2 T? Hyo[oo] (5.74)
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em que Igiv[do] € Haiv|po] s@o, respectivamente, as partes divergentes do gréfico
tadpole obtido da integral funcional de S, e vinda do gréafico setting-sun. Como as
equagoes de GLL sao simuladas em uma rede cibica, para calcularmos estas duas
quantidades, Iqiv[¢o] € Haiv|o], usaremos também a rede.

Consideramos uma rede de volume V = L3, em que L = Nh, h é o espacamento
da rede e N ¢é o numero de espagamentos (divisoes) da rede. Como o sistema é
tridimensional, 1 = 1,2, 3, as coordenadas x; dos sitios da rede sao tais que 0 < x; <
h(N —1). Para calcularmos Igiy[¢o] € Haiv[¢o], precisamos saber como o propagador

G[Kk?] é escrito na rede. Para calculd-lo, porém, precisamos conhecer a forma como

algumas quantidades sao escritas na rede. Uma delas é o laplaciano:

_ 82¢($,y,2) + 82¢(x,y,z) + a2¢(xay7z> ]

Vig(x,y, 2) = 92 o 9.7 (5.75)
Usando diferencgas finitas para a coordenada espacial, temos:
VEadlesy2) = [0 by 2) = 20(w,0,2) + 6o — hy, )
o0y + h2) — 2005,y 2) + Ol y — b 2)
+ % :<b(x,y, z2+h) = 2¢(z,y,2) + d(x,y, 2 — h) . (5.76)

Impondo condicoes de contorno periddicas nos campos:

¢(z,y+ Nh,z) = ¢(x,y,2)
o(z,y,z+ Nh) = o(x,y,2), (5.77)

¢é possivel mostrar que os momentos permitidos na rede formam uma zona de Bril-

louin, a qual denotaremos por B, sendo que

ki:%ni, n;, =0,1,2,...,N — 1. (5.78)
Podemos calcular a transformada de Fourier F(k) de uma funcao F(r) = F(z,y, 2):
Plk) = / Br e F(r) . (5.79)

Na rede:
Freae(k) = h* ) e Fege(r). (5.80)

A transformada inversa é dada por

1 -
Freae(r) = 37 D €™ Frage(k) . (5.81)
keB
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Poderiamos derivar o potencial efetivo na rede desde o comeco; a agao euclidiana

é dada, na I'ede, por:
ede[¢] /6h3 E (——d) C ¢+ —M Qb ) (582)
T rede 2

e M? = m? + 3\¢3. Repetindo, na rede, os procedimentos feitos no continuo,
chegariamos a expressoes de tadpole e setting-sun divergentes, como as encontradas
acima, s6 que em vez de integrais sobre momentos, teriamos somas sobre os momen-
tos pertencentes a zona de Brillouin. Calcularemos a expressao para o propagador
na rede, Giede[k?]

1 , 1
h? Z |:( v1rede + M2)I‘,z ﬁ 5r,z:| Grede(z —r ) = ﬁ 51-,1»' . (583)

Z

Inserindo a expressao para a transformada inversa de Geqe(z — 1’) e para a fungao

delta de Dirac no discreto,

1 ik-(r—z 1 iK' (z—1'
Z [( vrede T M2)r’z m Z@k( )] [N3 h3 Z ek ( )Grede[k/2]]

z keB k'eB

11 el
= D ke (r—r') (5.84)
keB

Mas, usando a expressao para o laplaciano na rede derivada acima,

ezk z

V2, ekr = = [ 6+ (e zkxh_i_e—ik:gch)_f_(6ikyh_i_e—ikyh)_’_(eikzh_i_e—ikzh)}

ik-z
= €h2 2 [—3 + cos(kzh) 4 cos(kyh) + cos(kzh)}

3 3
= ekmop? Z [—1 + cos(k:ih)] = —ekm4p2 Z sin? (
i=1

1=1

kih
: ) (5.85)
Assim:

LD () (][5

keBk'eB
= et (5.86)

Ou seja:

S [ () (7

keB
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e, portanto:

Greac kK] = — ——, (5.88)

em que

2
d(ny,na,m3) = Zsm (—m) (@) ) (5.89)

Para derivarmos a expressao para o propagador na rede, usamos as seguintes relagoes:

1 ik-(r—r’
Opwr = mZek( ) (5.90)
keB
1 ir-(k—k’
5k7k’ = mZEﬂ (k—k') . (591)

Com isto, podemos voltar a Eq. (5.74) para calcularmos as expressoes dos diagramas

tadpole e setting-sun na rede.

¢0] = %Z érede[k2] . (592)

keB

Podemos substituir a somatoéria em momentos por somatérias em n;:

1 R 1 1 = 1
I — i = B —— 5.93
[¢0] (Nh)3 7;) 4 d(nl,ng,ng) 4hN3 nLZO d(nl,ng,ng) ( )
Para o diagrama setting-sun,
H[¢0] = Z Z Grede k2 érede[qZ] émde[(k + q>2]
keB qeB
N-1 N-1
h? 1
- h)° z:o mz: 4 d( nl,nzvns) 4 d(my, mg, ms)
h? 1
4 d(ny + mq,ng + mo,n3 + ms)

N-1

1 3 1 1
N 64 N6 =0 d(nl,n2,n3) d(m17m2,m3)

1

. 5.94
d(ny + my,ne + mo, ng + ms) ( )

As expressoes nas Eqs. (5.93) e (5.94) apresentam partes finitas e partes diver-

gentes. Para calcularmos os contratermos, nos interessam as partes divergentes
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destas expressoes, Iqiv[do] € Haiv[¢o]. Para determinarmos estas quantidades, ini-
cialmente regularizamos as integrais divergentes (na rede, o regularizador utilizado
é o espagamento da rede h). Desta forma, conseguimos integrar e com isso podemos
separar as partes divergentes (que dependerao do regularizador utilizado) das partes
finitas.

As partes divergentes das somas em (5.93) e (5.94) podem ser isoladas nos limites
de N — oo e h — 0 (Nh =constante). No limite de N — oo, a soma na Eq. (5.93)

pode ser convertida em uma integral,

1 /N 3 dg.l?
Igo] = W/o (?) S2;sin’x; + (Mh/2)*

1 T d?
- / I - (5.95)
dhm® Jo S sin?ax; + (Mh/2)
No limite de h — 0,
1 N d*x x
I iv = . = ) .
alé 4hm? /0 Ssinfx;  Awh (5.96)

1 7'&'/2 d3
Y= — T~ 31759 (5.97)
2 J_pe Y;sin” @
A seguir calculamos a parte divergente do grafico de setting-sun na rede, Eq. (5.94):

N-1

1 1 1
H =
[(bO] 64 N6 Z o d(nl, Na, n3) d(mh ma, m3)

Mgy My =—

X L . (5.98)

d(ny + my, ng + ma, n3 + ms)

No limite de N — oo:

Hig) = —— (5)6 /7r Podby — R 1 !
64NS \ 7 0 Soisin’a; + (Mh/2)" Y sin®y; + (Mh/2)
1
i sin®[(wi + 9:)] + (Mh/2)"
No limite de h — 0,

X

(5.99)

12 1 1 1
Hy, = — dxd® {5.100
av{do) 6476 /_W/Q ey S osin g Ssin?y; S sin?[(x + )] )

E possivel mostrar [60] que

Hald) = — {m (%) +g] , (5.101)
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em que p é a escala de renormalizacao e ¢ ~ 0,09. Assim, para a Eq. (5.74) obtemos:

Vei[po] > son [ 1 6

Logo, é necessaria a adicao dos seguintes contratermos ao potencial original do
problema [57, 58]:

2 2 2
Ver|o] = {—327?]12 + 3275 {ln (%) + g} } % (5.103)

A adicdo do contratermo ao hamiltoniano de WGL original implica que o co-
eficiente de ¢, m?, é na verdade um parametro bare, no mesmo sentido que sao
bare os parametros de uma lagrangiana de uma teoria quantica de campos (massas
e constantes de acoplamento). O coeficiente de ¢?, apds a adigao do contratermo,
é a quantidade fisica, experimental; ela é dependente da escala de renormaliza-
cao pu. Uma vez fixado experimentalmente numa escala jiy esse coeficiente de ¢?,
ele é conhecido em qualquer outra escala p’ através de equagoes do grupo de renor-
malizagao [19]. Nao vamos ir além nessa discussao, para os objetivos desta Tese,
vamos simplesmente reescalar a equagao de GLL como anteriormente, tomar p = 1,
e mostrar que os resultados sao independentes de h - outra escolha de p nao vai
ser visivel em nossas simulacoes porque o termo de tadpole domina a divergéncia

logaritmica (em que p entra).

<q(t)>
<o(t)>

Figura 5.5: Valor médio do parametro de ordem em funcao do tempo para diferentes
espagamentos da rede para a equacao de GLL completa na presenca de contratermos
para D =1 (gréfico da esquerda) e D = 2 (gréfico da direita).

A equacao de GLL com os contratermos pode ser expressa em termos de quan-

tidades adimensionais como anteriormente, de maneira que os Unicos parametros
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livres (com pu = 1) sao € e D. Os resultados para (¢(t)), com € = —1 e dois valores
de D, estao apresentados na Fig. 5.5. Claramente, os resultados sao independentes
de h. E possivel perceber que, tanto no caso com D = 1 quanto para o caso de
D = 2, os resultados para os diferentes espacamentos de rede convergem e estabi-
lizam no valor de (¢) ~ 1,15. O valor de equilibrio de (¢(t)) néo é a unidade, como
no caso sem ruido. Isto é devido ao fato de que a temperatura finita, D # 0, o
minimo da energia livre com as correcoes térmicas nao corresponde ao minimo da

energia livre bare F[¢], como deveria realmente acontecer.

5.5 Contratermos para a GLL com o MHTE

Para este caso, a equacao de GLL obtida com o auxilio do MHTE é quadratica.
Sendo assim, o tnico grafico divergente é um tadpole. Com isto, o contratermo a ser
utilizado é proporcional a temperatura e dado por,

Verld] = — {c %} %2 (5.104)

O fator numérico C difere do caso anterior porque a integral do tadpole é diferente
no presente caso; em vez de M? no denominador do integrando da Eq. (5.95), temos
M? = M? + (3\/2)Go(0). Como Go(0) é divergente para h — 0, pois ele é um
tadpole, temos que (hM)? nao vai a zero, como no caso de (hM)? - o produto (hM)?

é uma constante. Portanto, no presente caso:

T — /W ¥y T
METEERE T anNe o \ @ ZiSiHQJIi—i—(Mh/Q)Q

1 T 3
_ 3/ v (5.105)
4hm Jo o S sin?a; + (Mh/2)

Note que M é proporcional a Iy g7, portanto, essa é uma uma equacio auto-
consistente para Iy grr. A determinacao de D somente pode ser feita numerica-
mente - determinamos C' automaticamente de maneira que, no equilibrio as solucoes
da GLL sejam independentes de h. Os resultados obtidos estao apresentados na
Fig. 5.6.

A Fig. 5.6 também nos fornece informacoes sobre a qualidade da aproximacao
de ordem zero do MHTE: vemos que o parametro de ordem no MHTE equilibra
por volta de (4(t)) ~ 1, enquanto que o valor “exato”, mostrado na Fig. 5.5, é
(p(t)) ~ 1,15. Isto significa que o MHTE em ordem zero subestima o parametro de
ordem em 15%. Para calcular correcoes perturbativas a esta ordem zero é necessario
reformular o problema como na Secao anterior: é preciso perturbar ao redor de um

minimo da energia livre.
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<o(t)>
<o(t)>

Figura 5.6: Valor médio do parametro de ordem em funcao do tempo para diferentes
espagamentos da rede para a equacao de GLL obtida a partir do MHTE em ordem
zero na presenca de contratermos. D = 1 para o grafico da esquerda e D = 2 para

o grafico da direita.

5.6 Resultados para a quantizagao estocastica

Vamos apresentar resultados para a quantizacao estocéstica da teoria do campo
escalar real com autointeracao A\¢* e com quebra espontanea de simetria, i.e. m? < 0
na Eq. (4.10). Nosso interesse maior aqui é discutir a aplicabilidade do MHTE no
estudo do comportamento critico da teoria. O ponto critico da teoria é determinado
como sendo o valor de D = D, a partir do qual (¢) = 0, de maneira que para
D > D,, temos (¢) = 0 e para D < D,, (¢) # 0. Note que apesar de m? < 0, o valor
esperado no vacuo do campo pode ser igual a zero devido a flutuacoes quanticas;
para o campo cldssico (sem as flutuagoes quanticas), temos que no estado de minima
energia o valor do campo sempre é diferente de zero, com ¢ = 4(—m?/\)1/2,

A determinacao precisa de D. é muito custosa computacionalmente, pois o
nimero de realizacoes de ruido deve ser muito grande. Em virtude disso, e como
nossos objetivos na presente Tese estao mais voltados para aspectos qualitativos do
que quantitativos, vamos nos restringir a duas dimensoes. Além de servir nossos
propositos de mostrar problemas com o MHTE, existem na literatura resultados
robustos de simulagoes de Monte Carlo para a teoria A¢? em duas dimensdes [61].

Como visto anteriormente, para agoes quadraticas, o tnico grafico divergente
¢ um tadpole. Em duas dimensoes, o tadpole apresenta divergéncia logaritmica da

forma (em quantidades adimensionais):

Ver(g] = — {% In (%)} %2 (5.106)
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Figura 5.7: Valor médio do parametro de ordem em funcao do tempo obtido a partir
da equacao de GLL em duas dimensoes para ¢ = —1 e diferentes espacamentos
de rede, sem o emprego do contratermo. Graficos superiores: equacao de GLL
completa, para D = 0,1 (grafico superior esquerdo) e D = 0,6 (grafico superior
direito). Gréficos inferiores: equacgao de GLL obtida com o MHTE em ordem zero,

para D = 0,1 (grafico inferior esquerdo) e D = 0,6 (gréfico inferior direito).

e (y é uma constante.
Vamos nos concentrar na dependéncia temporal da média sobre o volume bidi-

mensional do parametro de ordem:
1 an
(o(t)) = N2 Z b5 (5.107)
ij
QEZ ¢ a média sobre um ntimero N, de realizagoes independentes de ruido,
_ 1 X
h=r 2% (5.108)
" or=1

Em todas as simulagoes, fizemos uma média sobre 20 realizagoes de ruido, ou seja,
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Figura 5.8: Valor médio do parametro de ordem em funcao do tempo obtido a partir
da equacgao de GLL em duas dimensoes para ¢ = —1 e diferentes espacamentos de
rede, na presenca do contratermo. Graficos superiores: equacao de GLL completa,
para D = 0,1 (grafico superior esquerdo) e D = 0,6 (gréafico superior direito).
Gréficos inferiores: equagao de GLL obtida com o MHTE em ordem zero, para

D = 0,1 (grafico inferior esquerdo) e D = 0,6 (gréfico inferior direito).

N, = 20 e empregamos como condicao inicial,
0 _
i = 0,1+0,001(1,0—2*ran), (5.109)

ran é um numero aleatério gerado uniformemente entre 0 e 1. Um aspecto importante
aqui é que para determinar D,, o valor de At deve ser substancialmente menor que
para o caso de trés dimensoes. Especificamente, é necessario que At = 0,0001.
Claramente, um valor pequeno de At implica em um tempo de simulagdo mais
longo, o que é muito custoso computacionalmente quando aliado a necessidade de
um nuimero muito grande de realizagoes de ruido.

Os resultados obtidos sem e com o contratermo estao apresentados nas Figs. 5.7

e 5.8, para dois valores de ruido: D =0,1e D = 0,6. Os valores de D empregados
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sao relativamente baixos, em comparacao com aqueles usados em trés dimensoes,
porque valores muito maiores de D estao préximos ao valor critico D., como sera
visto logo a seguir. Claramente, a Fig. 5.7 mostra que os resultados dependem do
espacamento da rede, principalpmente para o caso de ruido maior. Com a adicao
do contratermo da Eq. (5.106), os resultados mostrados na Fig. 5.8, tanto para a

equacao de GLL completa e a obtida com o MHTE em ordem zero, estabilizam.

1,2
D=0,0
D=0,5 i
A A 06 o T ]
g =
\2 \Y
D=075 -
=0,9
or pD=10
-0,2 .
0 5 10 15 20 25 30 30

Figura 5.9: Valor médio do parametro de ordem em funcao do tempo para diferentes
valores de D na presenca do contratermo. Gréfico da esquerda: equacao de GLL

completa. Gréfico da direita: equacao de GLL obtida com o MHTE em ordem zero.

Para os valores de ruido empregados, notamos que o MHTE em ordem zero
fornece uma excelente aproximacao a solucao exata da GLL. Como pode ser visto
nos graficos da esquerda da Fig. 5.8, que sao obtidos com D = 0, 1, a solucao obtida
para (¢(t)) com o MHTE ¢é praticamente indistinguivel da solu¢ao obtida com a
equagao completa. No caso dos graficos da direita, que correspondem a D = 0,6, a
diferenca entre os valores de equilibrio de (¢(t)) obtidos com a equagao completa e
a do MHTE diferem entre si em aproximadamente 10%.

A seguir vamos procurar o valor critico de D empregando a equacao de GLL

completa e a do MHTE. Vamos tomar como condic¢ao inicial em ambos os casos
0 _
i = 0,140,001 (1,0 —2%*ran). (5.110)

Verificamos através de varias simulagoes que outras condigoes iniciais levam aos
mesmos valores de equilibrio, como deveria ser.
Inicialmente, na Fig. 5.9 mostramos (¢(t)) para diferentes valores de D. A figura

mostra que & medida que D aumenta, o valor de equilibrio de (¢(t)) tende a zero,
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como é de se esperar. No entanto, os valores de D para os quais (¢(t)) ~ 0 no caso
da equacao de GLL completa e da obtida com o MHTE em ordem zero diferem
substancialmente.

O valor de D em termos dos parametros do modelo é dado na Eq. (5.7). Para a
acao da Eq. (4.10), D é dado por

Dop—2 (5.111)

N

Resultados de simulagoes de Monte Carlo empreendidas na Ref. [61] mostram que
para A = 1, o valor critico de m? é aproximadamente m? = —1,27 (em unidades em
que i = 1); o que nos leva a um valor critico de D. ~ 0,89. De posse dos poucos
valores de D empregados para gerar a Fig. 5.9, podemos plotar o valor de equilibrio
de (¢), que denotamos por (¢)e,, como funcao de D. Os resultados de (¢)., como

fungao de D estao mostrados na Fig. 5.10.

1 T T
GLL usual ——
GLL MHTE —- e
08 v :
= 0,6 x .
A
S N
\Y
0.4 r 7
02 I \ ]
0 | | | \;7 B
0 0,5 1 1,5 2 2,5

Figura 5.10: Valor de equilibrio do parametro de ordem em fung¢ao de D obtido com
a equagao de GLL completa (linha sélida) e a do MHTE (linha tracejada).

Claramente, enquanto que a equacao de GLL completa fornece um valor para
D, muito préximo daquele obtido com simulagoes de Monte Carlo, o MHTE fornece
um valor para D, que é superior ao dobro do valor de Monte Carlo. E certo que
nao foi feito um estudo exaustivo da dependéncia dos resultados com relacao ao
nimero de realizagoes de ruido e diferentes tamanhos de rede (nesta Tese emprega-

mos um comprimento L = 32). Este dltimo aspecto é muito importante, porque a
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determinacao de um ponto critico requer algum método de extrapolagao de resulta-
dos para tamanho de rede infinito. No entanto, os resultados preliminares obtidos
indicam que possivelmente o MHTE em ordem zero nao fornece uma boa aproxi-
macao para a determinacao do comportamento critico do modelo. A questao nao
estd fechada e mais estudos precisam ser empreendidos, principalmente no que se
refere ao tamanho de rede e a inclusao de correcoes perturbativas a ordem zero do
MHTE.

5.7 Resultados para sistemas fermidnicos

Nesta Secao apresentaremos resultados para o sistema de muitos férmions nao rel-
ativistico. O objetivo aqui é tao somente ilustrar como prosseguiria um estudo
mais completo para caso do sistema confinado por uma armadilha, considerando

inicialmente o caso de um sistema infinito.
Vamos definir [52, 62]

Ek) = (k)i (5.112)
em que
~ U
p=p— vzk; gxo1- (5.113)
Vamos também definir
U
A= ; haor | - (5.114)

Ou seja, para a diagonalizacao de H, temos
26(k)upvp = (uf —v3) A. (5.115)
Multiplicaremos esta expressao por A/uz. Definindo uma nova quantidade
E(k) = \/€(k) + A?, (5.116)

e garantindo que a energia apresenta um minimo (em H, diagonalizado), obtemos

UkA

Up = ——— . 5.117
N OEE o4
Assim é possivel concluir que
1 §(k)
2 _ _ A1
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up = % (1 + %) : (5.119)

Vamos calcular A levando em consideragao que H, ja estd diagonalizado e que T' = 0:

U U A
A:——E :——E —. 5.120
VT Ty Bk (5.120)
Ou seja, no limite termodinamico, a equagao a ser resolvida é dada por:

1 $r1
— :/W B (5.121)

Porém, como temos duas quantidades (incognitas) que queremos calcular (A e
fi), precisamos resolver mais uma equacao [15]. Resolveremos simultaneamente a
equagao para o nimero de particulas (a qual estd diretamente relacionada ao po-

tencial quimico do sistema):

N =) (0laf(k,0)a(k,0)0)

k,o
= 2) ;. (5.122)
k

No limite termodinamico,

N dk
n=—= 2/ 2ny VP (5.123)

Para grandes momentos, porém, a Eq. (5.121) diverge linearmente. O procedimento
usual é renormalizar o potencial de modo que U ¢é expresso em termos de um ob-
servavel do espalhamento no espago livre. No presente caso de interagao de contato,
o observavel relevante é o comprimento de espalhamento, a. O comprimento de

espalhamento a estd relacionado a intensidade da interacao U por [15]:

l:%—%/ﬁ—kl. (5.124)
U 4rh°a h (2m)3 k2

Note que a integral também é divergente, da mesma forma que a integral na Eq. (5.121).
A interpretacao da renormalizacao da interagao é entendida da seguinte maneira: a
transformada de Fourier do potencial de contato é igual a uma constante para todos
os valores de momento relevantes ao problema. Porém, para aqueles valores em que

a integral diverge, esta constante tende a zero de modo que a integral divergente

possa cancelar exatamente a divergéncia presente na Eq. (5.121), resultando em
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um potencial finito para quaisquer valores de momento. Vamos entao inserir a Eq.
(5.124) na Eq. (5.121):

om / e
Anh?a ) (2m)3

Vamos reescrever as Egs. (5.123) e (5.125) em funcao da energia de Fermi e do

2BE(k)  22(k)

C ] (5.125)

momento de Fermi, dados para um gas de Fermi nao interagente a temperatura nula
respectivamente por Er = h*k2/2m e kp = (37°n)'/3. Comecamos pela Eq. (5.125):

m A3k 1 1
——— = — 5.126
4rh*a / (27m)3 | 2 E(k) Qe(k)]’ ( )
a qual pode ser reescrita como
1 r*1 [ 1 1 1/A
——:——/ dk k* — f : (5.127)
a mmT ) hok

A VIR (2mA) — /AP +1 Gns

Fazendo a troca de varidveis k' = (h?/2mA)"/? k, obtemos:

1 2 om\/? [ 1 1
o= = A(Lf) / dk & —— . (5.128)
a m h 0 VIE2—p/AR+1 kK

Ou seja:
1 2 | A [ 1 1
—— = == dk k? -
kpa — mV ErJo VIR — /AR +1 K
2 /A

- Sm (E) (5.129)

De modo semelhante podemos trabalhar com a Eq. (5.123):
1A
n = 2/ on)? Vi, (5.130)

3 [/ j2 3/2 1 % k2 _ f
1 = 5(2—) W/ dkk*{1— 2ma A .(5.131)
m/)  Eg”Jo VI /2mA) — B/ A 4 1

Repetindo a troca de variaveis feita anteriormente, chegamos a:

3/2 oo L2 _ &
1 = 3 <A> / dkk*{1 — A
2\ Ep 0 VI — /A2 + 1

_ g(%)w I (%) . (5.132)
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Nas Egs. (5.129) e (5.132), as quantidades I; (§) e I (&) sdo dadas respectiva-

mente por:

]1(y):/0 dx:c{ e :c2} (5.133)

_ * 2 . x? —y
12(y)_/0 i {1 (xQ_y)2+1}. (5.134)

Ou seja, as equagoes a serem resolvidas sao as seguintes:

1/3
1 o[ 2 i
—— = = <—312 (%)> I <Z> (5.135)

A s\
= = <_3]2(%)> , (5.136)

A Eq. (5.135) pode ser invertida para obtermos fi/A como fungao do compri-

mento de espalhamento a. A seguir inserimos o resultado de i/A na Eq. (5.136)

para obtermos o gap A. Os resultados obtidos estao apresentados na Fig. 5.11.

1 2,5

0 2

a1t
w 115 w
e I
3 1 3

3

4t 1 05

5 b ‘ 0

-2 -1 0 1 2
l/kea

Figura 5.11: Potencial quimico (linha cheia) e gap de energia (curva pontilhada)
como fungao do parametro 1/kra. O valor para o qual 1/krpa = 0 estd indicado por

uma linha vertical pontilhada.

A figura mostra a transicao de um estado BCS para um de condensagao de Bose-

Einstein. O limite de interacao atrativa fraca, kra — 0_, temos o dominio BCS da
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formacao de pares de Cooper fracamente ligados. No limite kra — 0, ha forte
atracao e a formacao de pares fortemente ligados, o que leva a condensacao desses
pares (condensagdo de Bose-Einstein). Nao vamos prosseguir com esta discussao,
nem vamos discutir correcoes perturbativas a estes resultados que podem ser calcu-
ladas de maneira sistematica com o MHTE. Uma investigagao desta natureza requer
um estudo detalhado, o que esta fora dos objetivos da presente Tese. No entanto, é
importanto notar que o MHTE é um método que pode ser muito 1til também no es-
tudo de gases quanticos, ja que muito da fenomenologia destes sistemas é dominada
pelo campo médio.



Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas futuras

Nesta Tese desenvolvemos um esquema de aproximacao inspirado no método do
hamiltoniano termodinamicamente equivalente (MHTE) para o estudo de sistemas
com muitos graus de liberdade que interagem fortemente, com énfase em transi¢oes
de fase estéticas, evolucao temporal de parametros de ordem descrita por equagoes
dindmicas estocésticas do tipo Ginzburg-Landau-Langevin (GLL), teorias quanticas
de campos escalares relativisticos e teorias de muitos corpos para sistemas fermionicos
nao relativisticos. O MHTE teve origem histérica no estudo da supercondutividade
por Bogoliubov, Zubarev e Tserkovnikov (BZT) [17] e no trabalho de Wentzel [14]
no contexto de superfluidos. O objetivo principal da Tese foi adequar a aplicacao das
ideias do MHTE para sistemas de muitos corpos descritos por uma teoria de campos.
A base do MHTE consiste no uso de um ntumero finito de momentos transferidos
que contribuem para uma interagao de dois corpos de maneira que o hamiltoniano
resultante dessa escolha de momentos possa ser diagonalizado exatamente através

de uma transformagao unitaria.

Iniciamos o Capitulo 2 com uma breve introducao histérica, em que descreve-
mos ideais relacionadas ao MHTE fazendo uso de um hamiltoniano quantico nao
relativistico de um sistema de muitas particulas idénticas interagindo por meio de
um potencial de dois corpos. No Capitulo 3 apresentamos uma revisao sucinta dos
conceitos relacionados a transicoes de fase estaticas e dinamicas, com énfase nas
equacoes dinamicas de natureza estocastica que descrevem a evolugao temporal de
parametros de ordem - as equagcoes de GLL. Em seguida, estendemos as ideias discu-
tidas no Capitulo 2 para o hamiltoniano de Wilson-Ginzburg-Landau para o caso de
uma energia livre do tipo pogo-duplo. Evidenciamos que quando é considerado um
conjunto finito de componentes de Fourier que contribuem para o autoacoplamento
nao linear do parametro de ordem na energia livre, essas equagoes podem ser resolvi-
das analiticamente. Mostramos que podemos ir além do MHTE trabalhando com

teoria de perturbacao e calculamos explicitamente os quatro primeiros termos da
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série perturbativa. Por fim, generalizamos o MHTE para energias livres arbitrarias
(ndo locais) e discutimos a possibilidade de aplicagdo do método para estes casos.

No Capitulo 4 desenvolvemos o formalismo do MHTE para modelos de teorias
quanticas. Especificamente, desenvolvemos o esquema discutido no Capitulo 3 para
uma teoria de campos relativisticos envolvendo um campo escalar real com autointe-
ragao. O estudo foi feito no contexto da quantizagao estocéstica de Parisi e Wu [22],
em que a constante de Planck h, que aparece no peso de Feynman no funcional
gerador de funcoes de Green, desempenha o papel da temperatura 7" na funcao de
particao da mecanica estatistica classica. Essa analogia permite empregar o forma-
lismo das equagoes de GLL, em que o parametro “tempo” (7) nao estd associado ao
tempo fisico, isto é, a equacao de GLL neste contexto representa um processo difusivo
ficticio, sendo que apenas as solugoes de equilibrio sao de interesse fisico. Devido a
essa analogia, todas as manipulacoes feitas no Capitulo 3 que nos levaram a energia
livite MHTE de Ginzburg-Landau podem ser feitas para a agao euclidiana Sg[¢]
da teoria quantica de campos relativistica. Mostramos que a integral de trajetéria
euclidiana para a funcao de particao do problema pode ser resolvida exatamente
quando somente um conjunto finito de momentos transferidos da autointeracao A¢*
é considerado. Por fim, consideramos a aplicacao do MHTE para sistemas de muitos
férmions nao relativisticos a baixas temperaturas. A proposta foi implementada
tanto para sistemas infinitos como também para sistemas aprisionados. Neste 1itlimo
caso, o MHTE ¢é implementado no contexto de uma aproximagcao de densidade local,
a qual fornece uma excelente aproximacao as tradicionais, mas computacionalmente
intensivas, equagoes de Bogoliubov-de Gennes [35].

No Capitulo 5 apresentamos métodos numeéricos para resolver algumas das equa-
¢oes obtidas no transcorrer da Tese. Demos atengao especial para a eliminacgao
da dependéncia das solugoes das equagoes de GLL com o espacamento de rede
utilizado na discretizagao das equacoes, devido a presenca de ruido. Enfatizamos
que essa dependéncia nao é artefato da aproximacao de diferencas finitas, mas sim
intrinseca as teorias de campos cléssicas, sendo reflexo das divergéncias ultravioletas
de Rayleigh-Jeans. Demonstramos, com bastante detalhe, que este problema pode
ser resolvido a partir da adicao de contratermos ao potencial original do sistema.

O esquema de aproximacao nao perturbativo que propusemos compartilha muitas
similaridades com tradicionais métodos de aproximacao corriqueiramente emprega-
dos para o estudo de sistemas de muitos corpos. Dentre esses, discutimos a simila-
ridade com o método da teoria de perturbagao otimizada, também conhecido como
expansao 0. Também discutimos similaridades com a tradicional aproximacao de
Hartree-Fock. Argumentamos que a grande vantagem do nosso método baseado no

MHTE é que ele garante que a aproximacao de ordem zero fornece, rigorosamente,
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um limite superior para a energia livre exata do problema (ou para a agao da teoria
quantica). Também, corre¢oes a ordem zero podem ser calculadas de maneira sis-
tematica e controlada. Essas correcoes sao calculadas perturbativamente, em que a
perturbacao nao é a interagao original, mas sim o que restou dela apods a subtracao
das contribuicoes dos momentos transferidos especialmente escolhidos. Ainda mais,
essas contribuicoes perturbativas comecam em segunda ordem, pois a contribuicao
de primeira ordem se anula exatamente. Como mencionado, o fato de o método
invocar o principio variacional de Gibbs é o seu grande diferencial, pois ele garante
que a ordem zero fornece um limite superior para a energia livre (ou agao euclidiana)
exata do problema.

Os resultados de nossas simulagoes, apesar de nao terem sido exaustivas, motivam
trabalhos futuros em muitas dire¢oes. Uma das mais interessantes e promissoras é o
problema de acoes complexas, que aparecem no contexto da quantizacao de sistemas
com um potencial quimico, os quais sao descritos por uma teoria de campos rela-
tivisticos na rede. Além dos problemas de atomos frios, o problema de muitos quarks
na cromodinamica quantica é um dos mais importantes da atualidade. Conforme
mostrado na Ref. [27], a aproximagao de campo médio no problema da quantizagao
do sistema de muitos bdsons, que é caracterizado por uma acao complexa, fornece
uma aproximagao razoavel a solucao numérica “exata” da quantizagao estocastica
correspondente. Portanto, ha motivos suficientes para acreditarmos que o nosso
método baseado no MHTE, que possui muitas das caracteristicas da aproximacao
de campo médio, possa ser muito 1til no tratamento mateméatico dessa importante

classe de problemas.



Apéndice A

Principio Variacional de Gibbs

Para a demonstracao do principio variacional de Gibbs, vamos seguir a Ref. [63].
Seja o uma funcao densidade normalizada para um ensemble, que pode ser cldssico
ou quantico. Ou seja, no caso classico, ¢ é uma quantidade real e positiva e, no caso
quantico, um operador Hermitiano com autovalores positivos. Além disso vamos
supor que

Tro=1. (A.1)

Vamos definir uma funcao (o) tal que

¥(0) = Tr(Ho) + 6" Tr (o logo), (A.2)

em que H é o Hamiltoniano do sistema que estamos considerando, e 8 é uma cons-

tante. O principio variacional de Gibbs estabelece o seguinte:

1. Minimize a funcao (o) pela variacao de p, sujeito apenas a condicao de que
esta seja uma funcao densidade normalizada. A fungao ¢ que minimiza (o)

¢ a funcao densidade do ensemble canonico com kT = 371

2. A energia livre de Helmholtz é dada por A = 9 (9).

Vamos provar estas afirmacgoes. Iniciamos calculando as variagoes de ¢(p) quando

o varia de do:

§(0) = Tr(Hdo)+ 3" Tr (o logo+ do)
= Tr {[H+67'(1 +1loge)lde} (A.3)
(o) = Tr {[0+ 870+ 0 "60)]60} =Tr [(Bo) " (60)*] (A.4)
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Do fato de que 6%¢(g) > 0 podemos concluir que v(p) é uma funcao convexa* , logo,
d(0) = 0 fornece um minimo da fungao.

Na sequéncia, vamos variar o, porém levando em consideracao o vinculo de nor-
maliza¢do dado na Eq. (A.1), através do uso de um multiplicador de Lagrange A.
Assim:

0=0v(0) + Ad(Tro) = Tr {[H + B (1 +log o) + Aldo} . (A.5)

Porém, a variacao dp é completamente arbitraria, entao podemos concluir que

0 = H+B8(1+1logo)+A
0 = e (HBN) =B (A.6)

Utilizando a equagao de vinculo,

Tro=1 = Tr [e’(HﬁA)e’ﬁH] ,logo
eUTAN = Tpe A1, (A7)

Substituindo esta expressdo na Eq. (A.6), obtemos

e M A

0= —— 8
@7 Tre—pn (4.8)

o que prova (1). Substituindo este resultado na Eq. (A.2) chegamos a:

e M 1 e 1 e M
5 = T L -1y | S e
v(o) ' {H Tre—ﬁH] AT {Tre—fBH o8 (Tre—ﬁﬁ)l

Y(0) = —p 'logTre ™, (A.9)

o que prova (2) e, com isto, provamos o principio variacional de Gibbs.

Portanto, qualquer outro o que usarmos, o # 0, teremos

(o) > (o) =9Q. (A.10)

Mas o hamiltoniano com que estamos trabalhando pode ser escrito, com o auxilio
do MHTE, como

H = HS)+H(qQgS)

— H,+H +H(q¢gS). (A.11)

*De acordo com a Ref. [64], seja f : I — R duas vezes derivdvel no intervalo aberto I. Para que

f seja convexa é necessario e suficiente que f” (z) > 0, para todo = € I.
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Entao:

Q < Plos) =Tr(Hoa) + 87" Tr (00 Inoy)
< Tr {[ﬁa+ﬁ'+ﬁ(q¢3)]ga}—f—ﬁ_lTr(Qa In 0,)

< [Tr(Ha o) + 07" Tr (00 n0a)] + Tr (H' 02) + Tr[H(q & S) 04]

< Qu+(HYy+(HQES))a = Quar s (A.12)
em que
Qy = Tr(Hyo04)+ 8 T (04 In o) (A.13)
(H), = - 1_ﬁH Tv [H e*ﬂﬁa} (A.14)
(H@F SN = e Tr [l g ) ] (A.15)



Apéndice B

Detalhes de derivagoes de equacgoes do Capitulo 2

B.1 Diagonalizacao do hamiltoniano assintético H, e deter-

minacao das funcoes de gap

Anteriormente, mostramos que o hamiltoniano completo para o MHTE pode ser

escrito como uma soma de dois termos:

H=HS)+H(Q¢ZS), (B.1)
em que
H(S) = Hy+H (B.2)
H, = Wy+ Z e(k)al(k, o) a(k, o)

+ —ZZ{ (k, Q) +V Vi (Q)] pk, Q) +he} (B3

Q€S k,o

H = QVZZZa ) Tk — K) 00 ]

Q€S o,0’ kK

X [ﬁT<k7 Q) o g*(k> Q” [ﬁ(klv Q) o g<k/7 Q)] ) <B4)

h.c. é o termo conjugado Hermitiano,

W, = ZZZ [4(Q) Tk —K) 6,0 ] ¢*(k, Q) g(K, Q) (B.5)
QES o0’ kk/
w(k, Q) = %Z[a(@)m(w—k)mg*(k',@, (B.6)

110



Apéndice B. Detalhes de derivacoes de equacgoes do Capitulo 2 111

o sinal superior deve ser tomado para férmions e o inferior, para bdosons e

HQ¢S) = 53S9k Q)

¢S ko

/
+ % ; sz:k a(Q)al(k+ Q,0)al (K — Q,0") a(K, o) a(k, o). (B.7)

A linha presente no segundo somatério indica omissao da soma de (a) termos com
Q € S [termos diretos] e (b) termos com k — k' + Q € S [termos de trocal, e os
parametros g(k, Q) definem fungoes variacionais no principio variacional de Gibbs.
Para obtermos a energia livre variacional do sistema (que é sempre um limite

superior ou igual a energia livre exata), a condigao a ser satisfeita é a seguinte

anar o
kg B
em que
Qar = Qo+ (H)o+ (HQES))a >0 (B.9)
Q, = —f ' InTrexp[—B(H, — uN)] (B.10)
< >a _ TI'{( CC ) eXp[_?(HCL _AMN)]} (Bll)
Trexp[—3(Hy — puN)]

Q = —f'InTrexp[—3(H — uN)] (B.12)

¢é o potencial grand canonico exato.

Na sequéncia calcularemos a condigao dada pela Eq. (B.8):

L Y OH(QES)) _
dg*(k, Q) i dg*(k, Q) T 9k 0) 0 (B.13)

Mostraremos que, se

9k, Q) = (p(k, Q))a (B.14)

conforme afirmamos no Capitulo 2, a Eq. (B.13) se verifica. Usando a expressao

acima para (), obtemos:

o0, oH,
077k, Q) \9dg'(k,Q)/
1

= oy 2 Q) Falk —k)doo | [{p(K', Q))a — g(K', Q)] . (B.15)
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Ou seja, se a condicao dada na Eq. (B.14) for satisfeita no limite termodinamico,

entao teremos

082,

I D) " 0. (B.16)

Para calcularmos d(H'),/dg*(k, Q), trabalharemos primeiro com a diagonaliza-
¢ao de H,:

H, = WO+Z )a(k, o)

+ —ZZ{ (k, Q)+ Vi (Q)] ok, Q) +he} . (BAT)

Q€S k,o

H, é dado pela soma de uma parte c-number (Wy) mais quantidades quadraticas nos
operadores de criacao e de aniquilagao. Portanto, H, pode ser diagonalizado a partir
de uma transformacao canodnica linear para operadores de criacao e de aniquilagao

dados respectivamente por bf(k, o) e b(k,o):

=Y Uk, K)bK, 0", (B.18)

K o'
em que U(k, k') é uma matriz unitdria diagonal em spin:
Uk, k') =U(k,K') 0yor . (B.19)

Assim:

Hy, = Wot+ > > Y Y U (kK)M(k,K)

ko k0" k1,01 k2,02

xU (K ko) bt (kq,00) b(ka, 03),  (B.20)

M(k,K) = Y w(k, Q) dkrio (B.21)
9
wk, Q) = e(k)dgy +w(k, Q) + V"L (Q), (B.22)

Denotaremos ¢y, (k) os autovetores ortonormais da matriz M (k, k') e wy, os auto-

valores correspondentes:

Z Opy (k) D1y (k) = Oy, - (B.23)
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Em ¢y, (k), k2 deve ser entendido como indice de autovalor/autovetor, enquanto que
k e k' sao indices vetoriais. A equacao de autovalores/autovetores a ser satisfeita é

dada por:
Z M (F, k,) ¢k2(k/) = Wi, Pk, (k) (B.24)
k/

E possivel mostrar que a matriz que diagonaliza H,¢é composta por seus autovetores.
Logo:
Uk, k') = ¢ (k). (B.25)

Com isto, temos que o hamiltoniano diagonalizado H, é dado por:

]:Ia - MN = WO + Z(wk - :u) BT<k7 J) B(ka 0) ) (B26)
k,o

em que wy, deve ser determinado a partir de um esquema iterativo. Vamos calcular
agora O(H"),/8g*(k, Q). Para isto, utilizaremos apenas a parte de H' que é diagonal
em termos de I;T(k, o)e I;(k, 0) e que serd a Unica parte que contribuird para o célculo,

uma vez que H, ja estd escrito em forma diagonal. Assim:

<I:[/>a = <[:[(/liag>a

= P Tr{]:!éiag exp[—B(H, — MN)]} . (B.27)

Portanto:
A", . 00, . oA, O,
- =B (Hy e = — B( Hy —2— ) +( —25_) (B.28
byl @)~ sl e gy 7 < % 9k, Q) > <ag*<k, g)) B
Mais uma vez, como H, ja esta diagonalizado,
OHY, OH'
—— ) =( =) . B.29

Ap6s calcularmos os trés termos da Eq. (B.28), chegamos a:

ol - 00,
opcg M ncg)
B % K o [ﬂ(@) + u(k - kl) 500’] {<ﬁ(k/7 Q)>a - g(k’, Q)

0 (B [P(K, Q) = (K, Qha} . (B.30)
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Novamente, se a condigdo dada na Eq. (B.14) for satisfeita no limite termodinamico,
ficaremos com:
8<ﬁ e 6] - -
_— = —_— k - k/ 50-0—/

% (Hig 3K, Q) = 9K, Q) . (B.31)

Ainda precisamos calcular d(H(Q ¢ S))o/dg*(k, Q). Este termo, porém, se
anula identicamente, uma vez que (H(Q ¢ S)), se anula. Isto pode ser entendido

da seguinte forma:

(HQES))a = —Zext )Y (al(k,0) ak + Q,0)),

Q¢S k,o

VZ Z af(k+ Q,0)al (K — Q,0")aK, o) a(k,0)),.
o0’ Q .k k'

(B.32)

Conforme visto, H, ja estd escrito em forma diagonal a partir da utilizacao de uma
transformagao canodnica linear, dada pela Eq. (B.18). Usando esta transformagao

na expressao acima, a contribuicio para (H(Q ¢ S)), vinda de (j(k, Q)), se anula

(b'(K',0") b(p,0”))a =0 (B.33)

(al(k,0)a(k + Q,0)) ocZ[quk, ) ¢p(k + Q)

0¢S L ko
pois a transformacao unitaria acopla um dado momento k somente com k + O,
Q € 8. Mas, por definicio, H (Q ¢ S) exclui os valores de Q@ € S. Utilizando o

teorema de Matsubara na parte restante:

/

(HQ ¢S o z[<a e+ Q.0) il ), (a1 = @.0) (Ko,

Q

T < (k—i—Qa > <a d(k0)>]

x z{[ (k+ Q) 6 ()] [ 6 (K — Q) 6,(K))

F |0kt Q)] (K - Q) mk)}} ~0. (B.34)

Esta expressao se anula pois a linha presente no somatorio indica auséncia de Q € S
e de (k —k'+ Q) € S (termos diretos e de troca, respectivamente). Logo:

OH(Q & S))a

g " (B.35)
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Substituindo as Egs. (B.16), (B.31) e (B.35) na Eq. (B.13), chegamos a:

anar /6

e ~ oo MO T K] (A [504,0)— o, Q)),

_ 4V2§;;;[ ) Tk — k)a}

< |ata) F alk — ka) b | ({01 k1) — 97 (k1 @)

A~ o A~ / - /
x|k —gle )|} [a(K.Q) —g(K.Q)]) . (B.36)
Vamos entao trabalhar apenas com o termo

([0 kr.0) = 9"k @) [0 ) — glko. )] (K. Q) — 9K Q)] ) =
= (|7 k1, 0) ke, @) = g(ke, @) 7' (K, @) = 9" Ky, @) plke, @)
+ g'(ka) gk, @) 7K, Q) — gk Q)
= (7' 00.) ke @) (K, Q).

)
— gl @) (plle, @) pK. Q) +g" (ki @) glke ) (P(K' Q))
— 9, Q) (p'(k1,q) pllz @)

)

+ g a,@) g, Q) (pll @) — g (ki) glke @) g(K. Q). (B3T)

da Eq. (B.36). Se a condicao dada na Eq. (B.14) for satisfeita,

(|7 t.a) = g (ki,a)| [l @) = gl @) |2, Q) = 9K, Q)]) =
= (A, ) plleo, @) 5, Q)) = glka. @) (5 ka @) (K Q)
— g (k@) (plke @) 5, Q)) = gl Q) (' (ks ) plla. )

+ 29"(ki,q) g(ks,q) g(K', Q). (B.38)
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Escrevendo os operadores de criacao e de aniquilacao explicitamente:

([0 @) = g (<1, @)] [z, @) = g1z, @) [l Q) = 9K Q)] ) =

_|_

a

<a*(k1 +aq,01) a(ky, 1) af (ka, 02) (ke + q, 09) at (K, ') a(K + O, 0')>
g, @) (@ (ks + q,01) aller, o) @l (K, ') (K + Q. "))
9*(1{1,(1)<dT(k2702)d(k2+q702)dT(k/,U (k' + 9,0 >

9K, Q) (al(s + 1) allcr, o) a1 kz, ) alka + 7))
29" (k1,q) g(ke, q) g(k', Q). (B-39)

a

A seguir usamos o teorema de Matsubara [65]:

{7 ke @) = g7k, a)] [ke, ) — 902, @)]

X

X

+
+

@) g 9)]) =

g (k1 q) glkz, @) 9(K, Q) + g"(ki, ) | (' (ka, 02) (K + Q.0"))a

s +a,02) ' (K, 0"))u] + (o, @) (@1 (s + q 01) al + Q,07),

alka, 01) a1, 0'))o] + 90, Q) | (@l (ks + q, o) ks + 4 02).

(ks 01) ' (ka, 02))a] + (@ (ka + q, 1) (ks + G, 02))a

alke,01) (I, 0)a (0 (ka, 02) (k' + Q,0))a

(s + g, 1) (K + Q,0"))a ks, 1) (k. 02))a (ks + q,2) T (K, ')
glks,q) | (ki q) gk, Q)

(@l ka + g, 01) (K + Q. 0"))a (alkr, 01) @/ (K, "))
9" (1) [9(ke, @) g(K, Q)
(il 02) 4 + Q.0 (allca + 1. 02) (I, )}

9(k, Q) |g"(ki,q) gz, )
(@'l + . 01) alka + ,02))a (alks, 01) ' (kz, 02))
29" (ki,q) g(ke, q) g(K', Q). (B.40)

{
{
{
{
{

do que obtemos:

([p'0c1 @) = 9" (1 @) [z, @) = glke, )| [(K, Q) — 9K, Q)]) =
= (a'

a

(ki +q,01) a(kz + @, 02))a (a(ke, 01) @' (K, 07))q (@' (ka, 02) a(K' + Q, 0"))a

+(a' (k1 +q,01) a(k' + Q,0"))q (a(ky, 01) @' (ka, 02))a (a(kz + q, 02) a' (K, 0"))q

(B.41)
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Substituindo este resultado na Eq. (B.36), chegamos a:

0Qyar .
09*(k, Q) - 4V2ZZZ Z |: :Fuk k)500

q€eS k/,0’ k1,01 ka,02

X

[a(Q) F a(k; — ko) 6, 0'2:| [(fLT(k1 +q,01) aks + q,02))a
x A{a(ky,o1)a' (K, 0))q (07 (kg, 02) a(K + Q,0"))q

+ (@'(ki+q.00)ak + Q,0")),

X {a(ky,01)al(kg, 09))q (a(ks + q, 02) dT(k’,a’)>a] : (B.42)

Esta expressao nao permite que fatoremos nenhum dos trés somatorios em k (k/; kq
ou ko). Dados Q, q e ki, esta expressdo serd nao nula apenas para um conjunto
finito de valores de ks e de K/, uma vez que a transformacao unitaria utilizada para
diagonalizar H, apenas acopla um dado k a um ndmero finito de momentos, com
vetores de onda diferindo por Qes:

aQ’l}G//‘
ag*(k, Q 4v2 Z Z Z Z

q€eS K/ ,0’ k1,01 ko,02

x {10k + 0) 6k + )l [0(k1) & (K)][6" (2) 9K + Q)]

+ [07(k1 + q) (K" + Q)] [¢(k1) ¢" (k2)] [é(k2) ¢*(k’)]} - (B43)

Ou seja, dos quatro somatoérios em momento presentes na expressao acima, existe
apenas uma soma livre, ou seja, esta expressao ¢ proporcional a V!, se anulando

no limite termodinamico, se a Eq. (B.14) for satisfeita. Com isso mostramos que

anar _
5y (. Q) .
dado que
9k, Q) = (p(k, Q))a (B.45)

conforme queriamos demonstrar.

B.2 Além do teorema variacional - teoria de perturbacao

Podemos ir além do teorema variacional discutido anteriormente e tratarmos os
termos (H'), e (H(Q & S)), em teoria de perturbacao.
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B.2.1 Discussio para o termo (H'),

Comecamos a discussao trabalhando com a grande fungao de particao:

[1]

(8) = exp[=GQ(S)]

= Trexp[—B(H, + H' — puN)] = Trexp[—B(H, — pN) — 8 H'] . (B.46)

Utilizando a expansao de Z(S) em poténcias de H' que segue da expansdo de
Feynman-Dyson [52, 66] para exp{—3[H(S) — uN]}, obtemos:

[1]

(S) = Tr{exp[—ﬁ(ﬁa—#N)]
. N B . . A
— expl—(H, — u¥) / 4By exp[By(Ha — )] 1 expl—By (i, — V)]
. N B8 51 . . R
© oxpl—B(Ha — ul)] / 46, / 4By explBy(H, — ) B’

X eXP[_@(]:[a - MN)] exp[2(Ha f NN)] " exp[— 52( HN)] o } :

(B.47)
Usando a propriedade do trago, Tr(a + b) = Tra + Trb,
. . s .
E(S) = Trexp[—B(Hs — pN)] [1 - /0 dp (H'(51))a
B B . R
[ s [ st i+ (B.48)
0 0

obtemos a expressao desejada para a expansao:

=S) = =,

Y

oo 8 B Brn-1 N N
e [ [ [ s ) BB
" (B.49)

em que Z, = e 7% ¢ H'(6;) = exp|B;(H, — uN)] H' exp[—B;(H, — uN)] esta escrito
na representacao de Heisenberg. Vamos inserir nesta expressao a Eq. (B.4) e avaliar
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0 n-ésimo termo de (H'(8y) -+ H'(6n))a:

(e = NS Y Y Y
x [a(ar) F ks —K)) 0gyor | -+ [U(an) F @(kn — K},) 06,0 |

X <[,5T(k1, d1)(61) — 9" (k1, qu)] [PA(klp q1)(B1) — g(kllv qi)]

X [0 (ks dn) (82) = 9" (K, an)] [P(kn @) (80) = 9(K5s dn)])a

(B.50)
e nesta expressio:
plk,q)(B) = exp[B(H, — pN)] p(k, q) exp[—G(H, — pN)]
= exp{[Wo+ Z W) ¥ (p, o) b(p, )] }al(k, o) alk + g, 0)
X exp{ [WO + 3 (w, tp', o) b(p', o—"')]} (B.51)

/ ///

ou seja

pk.Q)(B) = > D U(kK)U(k+q,k"

K0! Ko
X exp [62 bT (p,o )Z;(p, 0)] Z;T(k )i)(k” ")
” exp[ 3 Z bT p : ///) [;(p/’ 0’”’)]

l ///

_ Z Z U* k, k?l k:+q, k//) eﬂ(wk/—wku)i)T(k )I;(k// /)

k// 1"

(B.52)
E interessante também calcularmos { p(k, q)(6) )a:

Tr{eﬁl(Ha*l‘N) ﬁ(k’ q) efﬂl(ﬂa*#N) eﬁ(ﬂa*ﬂN)}
(p(k,a)(B))a = — . (B.53)

Tr efHa—pN)
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Usando a propriedade de invariancia ciclica do traco:

Tr{efﬂl (f{a*/"‘N) eﬁ(ﬂa*/"'N) 6/81 (Ha*/J'N) p\(k’ q) }

Tr @,3(1:[&*/‘]\7)

e i )

TI' eﬁ(ﬁa—ﬂN)

(p(k,@)(B))a =

= (pk,q))a- (B.54)

Vamos analisar a Eq. (B.50): substituindo nesta a Eq. (B.52), com o auxilio
do teorema de Matsubara é possivel escrever (---), como a soma de produtos de
(bTh)g e (bbl),. Consideremos o termo [H(K,, qn)(Gn) — 9(K,, qn)] da Eq. (B.50):
a contribuigao —g(k.,, qn) X, sendo y a média térmica do produto dos demais fatores
em (---), exceto o préprio fator [p(kl,,qn)(Bn) — g(k),,an)] ¢ exatamente cance-
lada pelo termo ( p(K,, dn) )a X supondo que a condigao dada pela Eq. (B.14) seja
satisfeita. Esta afirmacao é valida também para qualquer contribuicao envolvendo
um ou mais fatores de g ou g*. Ou seja, os termos nao nulos serao aqueles envol-
vendo contracoes ‘cruzadas’, significando que as contragoes de b’ e b devem ser
feitas entre operadores pertencentes a p e p! diferentes.

Anteriormente mostramos que a matriz U(k, k') que diagonaliza H, é nao nula
apenas para valores de k — k’ € §. Logo, é possivel concluir que as contracoes de
p(k,q) ou p'(k,q) com qualquer outro p(k’,q’) ou p'(k’,q’) (com q,q € S) serdo
diferentes de zero apenas para k — k' € S. Assim, podemos definir uma cadeia de j
fatores de p e/ou p que apresentam contracoes nao nulas. Portanto, os somatérios
em k; e k; presentes na Eq. (B.50) associados a cada cadeia estdo todos relacionados
entre si, sendo que eles podem diferir apenas por valores que pertencam ao conjunto
S (k; — k) € §). Assim, existe apenas um somatério livre, ou seja, apenas um fator

de volume V no limite termodinamico associado a cada cadeia:

Z ~(2m)3V /d3l<:. (B.55)

k

Com isso, as contribuicoes diferentes de zero serao dadas por:
e s v (B.56)

em que C, ¢ a contribuicao de cada cadeia proporcional ao volume V. Sendo j, o

tamanho de C,, temos a seguinte restricao presente:

> gy = 2n (B.57)
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pois definimos anteriormente uma cadeia de j elementos de p e/ou p' e temos n
fatores p e n fatores pf. Como cada C, é proporcional ao volume V, supondo que

temos [ fatores C, em [],, obtemos:
(- g o VI (B.58)
Temos duas situacoes possiveis:
L.l=mn: (-++), c V& O(1), independente de volume; ou
2. 0<n: (- )gx VT om > 1.

Ou seja, no limite termodinamico concluimos que a série perturbativa é independente

de volume em todas as ordens:

Q(S)=Q,+0(1). (B.59)
Como 2, < V concluimos que €2, fornece a energia livre de equilibrio exata para
Q(S) se, e somente se, a Eq. (B.14) for satisfeita.

B.2.2 Discussio para o termo (H(Q & S)),

Ja concluimos que o hamiltoniano completo para o MHTE pode ser escrito como

uma soma de dois termos:
H=HS)+HQ¢S), (B.60)
em que

HS) = H,o+H (B.61)

HQES) = &3 Y (9 ik Q)

¢S ko

1 4 ~ N ~ / AN / AN
t ooy UEG/ ngk/U(Q) a'(k+ Q,0)al (K — Q,0") a(k, o) a(k,0).
(B.62)

A linha presente no segundo somatério indica omissao da soma de (a) termos com

Q € S [termos diretos] e (b) termos com (k — k' + Q) € S [termos de troca).
Mostramos na Subsecao anterior que a contribuicao de H ¢ desprezivel no limite

termodinamico. Nesta subsecio vamos analisar a contribuicio de H(Q ¢ S), lem-

brando que no inicio deste apéndice j& mostramos que a contribuicio de (H(Q & S))q,
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em primeira ordem em teoria de perturbagao se anula identicamente (a série pertur-
bativa comegard, portanto, com n = 2). Porém, veremos que isto nao é verdadeiro
para ordens mais altas. Ja mostramos que a série de H' ¢ toda desprezivel em teoria
de perturbacao. E possivel mostrar [18] também que a série ‘cruzada’, que contém
fatores H' e H(Q ¢ S) misturados é igualmente O(1) no limite termodinémico,

assumindo novamente que a Eq. (B.14) é satisfeita. Com isto, ficamos apenas com:

Q@ - Q-5 Y /dﬁl/ﬁld@
n=2

Bn—1 . N
X/o dB, (H(QZS)(B1) - H(QZS)(Bn))ae-
(B.63)

Neste caso, porém, temos a presenca de dois ‘indices’ na média térmica: um ja
conhecido, denotando o hamiltoniano Ha, e outro novo, ¢, que implica que apenas
as contribui¢oes conexas para <>, devem ser consideradas (ou seja, devemos levar
em conta apenas os diagramas conectados). Para n = 2, os termos conexos sao

dados por:

(o ae = VEY DD D Q1) 0 (Q2)

Q1¢S5 Q2¢S 01,02 ky ko

x (@' (ky,00)(B1) a(ks + Q2702)(52)> (a(ky + Q1,01)(61) a' (ka,02)(52))a

+ VYN Z it (Q1) U(Q2)

Q1¢S 01,02,05 ki Qz,ko k)
X (a(ky + Q1,01)(Bh) T(kQ + Q2,02)(52))a
(af (K — Qa,09)(0a) Ak, 05)(B2))a (A (Ky, 1) (B1) a(kz, 02)(B2))a

dT(ké — Qy,09)(82) a(ka, 02)(52))a <&T(k1a 01)(B1) a(ky, 05)(82))a

{
FoEYY Y Y aQy ()

01,02 0,05 Q1,k1,k] Q2,ko k)
x (a(kr, 01)(Br) @t (ks + Qa,02)(B2))a (a(ky, 01)(61) @' (ks — Qa,0%)(52))a
X [(aT (k1 + Q1 00) () ke, 02) (B2))a (a1 (6] = Qu,01) (1) (K, 75)(52)).
F(a'(ki + Q1 00)(Br) alky, 05)(B2))a (@1 () — Qu,01)(B1) dlka, 02)(B2))a
(B.64)
Para continuarmos a analise desta expressao, precisamos saber se o sistema é cris-
talino (a densidade do nimero médio de particulas é periddica no espago - (H(Q)) =

0) ou nao é cristalino (como exemplo podemos citar gases, liquidos, plasmas nao

cristalinos e sélidos desordenados):
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1. Sistemas cristalinos: é possivel mostrar que se S consiste apenas de vetores da
rede reciproca do cristal, entao €2, nao fornece a energia livre exata para (2,
pois para este caso (---),. é proporcional ao volume para n > 2. Porém, €,
fornece um limite superior exato para €2 (uma vez que estamos trabalhando
com um teorema variacional). E nao adianta tentarmos incluir outros vetores

para S, pois desta forma estariamos violando a condigao dada pela Eq. (B.14).

2. Sistemas nao cristalinos: este caso é o mais complexo de se analisar. Aqui,

porém, ¢ suficiente dizer que para n =2, (---), . ¢ uma quantidade extensiva.



Apéndice C

Integrais funcionais Euclideanas

C.1 Integrais gaussianas multidimensionais usuais

C.1.1 Na auséncia de fonte externa

Anteriormente afirmamos que quando temos uma acao que é quadratica nos cam-
pos, nosso problema pode ser resolvido exatamente. Provaremos [6] esta afirmagao.
Vamos supor que ¢ = (¢1,...,¢;) € R e A= (A);;, comi,j =1,...,k e A sendo
uma matriz real, simétrica e positiva (o que significa que todos os seus autovalores

sao positivos). Definiremos uma notagao:

(¢, Ap) = i Aij; . (C.1)

Vamos mostrar que

Zy = /_:o d" ¢ exp {—%(qﬁ, A¢)} = %, (C.2)

ou seja, conhecendo a matriz A, calcular o (det A) significa, para uma matriz dia-

gonal, apenas a multiplicacao de seus autovalores. Vamos entao supor que a matriz

A pode ser diagonalizada:
SAS* = D = diag(\, ..., \) (C.3)

sendo S a matriz diagonalizante. Conforme dito anteriormente, todos os autovalores
A; de A sao positivos, A; > 0. Iniciaremos a demonstracao fazendo uma mudanca

de variaveis:

y=2:59¢. (C.4)

Portanto:

de dy = d"¢ = |det S|"'d*y, ou seja, d*¢ = d*y (C.5)

B 1
| det S|

124
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pois o Jacobiano desta transformacao € igual a 1. Logo:

/dk¢e _1 A = e 1
Xp 2(¢7 ¢)r = B doy -+ - doy exp 2[¢1A11¢1+ + OpAprdr]

(C.6)
Pela troca de variaveis proposta acima,
y=Sp=0=5'yeAdp=AS""y. (C.7)
obtemos:
k 1 e N P ~1
d'oexp—5(6.40) ¢ = [ dy--dyeexpd =3 | (ST yh(AS
+ .- 4+ (Sfl y)k(ASfl)kkyk] }
ki | -1
= [ dyexp—5(STy, ASTy) (C.8)
Mas

(S71y, AS™hy) = (S7'y)i (AS™y)i = (S71)ij 4 Aw(S™ - (C.9)
Desde o inicio estamos supondo que A é uma matriz simétrica. Entao, a matriz que

diagonaliza A também o é, (S71);; = S;;. Como estamos lidando apenas com as

componentes dos vetores e das matrizes (que sdo nimeros), podemos escrever:

(S7')i (AS™')i = Sjiy; Aie (S Dy = y; [Sji A (Sl v = y; (SAS™
——

A

(C.10)

Assim:

1 1
/d’“yeXp{—ﬁ(Sly,ASly)} = /d’“yeXp{—é(y,SAsly)}
k Ly o
= /d yexp{—g)\iyi} (C.11)
Porém,

k Ly o Loy Ly
d"yexp —5)\1% = dy, exp —5)\13/1 -~ [ dyrexp —5)%1/1@

_ [ [ o

AV A Mo VTN

5 2 (2n)
a H \/A:i_ Vdet A’ (C.12)

conforme queriamos demonstrar.
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C.1.2 Na presenca de fonte externa

Quando o sistema com o qual estamos trabalhando se encontra na presenca de uma

fonte externa J, o resultado acima se modifica. E possivel mostrar que

i) = 5 [ dsen{-Y6.49+ 010}
= exp{%(J, A—lj)} : (C.13)

Vamos provar esta igualdade. Para isto, iniciamos calculando a seguinte quantidade:

—%(¢+ AN Alp+ ATV]) + %(J, A7) =
= O+ AT (Al + AT+ ST (A7),

1 1
= =5 (i + A" ) (Aigds + AigAjdm) + 5Ji Ayl i (C14)
A ¢é uma matriz simétrica, A; = A;;. Assim:

1 1
—5(6+ AT Alp+ AT + S (1 A7) =
1 1 » B » »
= _§¢iAij¢j - §[¢1AjiAjme +¢jA; Ay i+ JAY T Aji A
1 -1
+o i Ay Ji (C.15)
Mas AJZAJ_WIL = 5zm

—%(qﬁ + ATV Alp+ A7) + %(J, A7) =

1
= —S0iAud; — T =~ (6,40) ~ (J.6).  (C.16)

Trocando ¢ — —¢ em Z[J] obtemos:

+oo
Bl = d%exp{—%(sb,Agzs)—(J,@}. (C.17)
0J-00
Portanto:
I U R 1 -1 -1 1 -1
0J—-00
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A seguir faremos a troca de variaveis:
y=o+ A1 J=d"¢=dy, (C.19)

e usando o resultado obtido anteriormente, chegamos a:

ZolJ] = Zioexp{%(J,A‘lJ)}/_:odkyeXp{—%(y,Ay)}

— exp {%(J, A—1J>} , (C.20)

conforme queriamos demonstrar.

E possivel definirmos as quantidades (¢, - - - ¢;. ):

(i, - i,) = 1 +Oodk¢¢ c- ¢y ex _l(gb Ap)
11 in - Z() Cw 11 in p 2 )
0 0
= on o, 0V
J=0

: (C.21)

C.2 Integrais funcionais

A partir de agora vamos considerar um campo escalar real de uma componente,
o qual denotaremos por ¢(z). Seja J(z) uma fonte a qual o sistema estd sujeito.

Usaremos a seguinte notacao:

(10) = [ d' J(@) o(a). (C.22)
O gerador funcional das funcoes de Green ¢é definido por:

Z[J] = (e

=1
— Zﬁ/dllxldélxn‘](xl)J(l'n)G(iL‘l,7$n)’ (C23)
n=0

sendo que Z[0] = 1 e as fungoes de Green G(xy,...,x,) podem ser obtidas de Z[J]

a partir de derivagoes funcionais:

5 Z[J]

0J(zy) - 0J(xy) o

G(z1,...,x,) = (C.24)
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Para as fungoes de Green conexas,

5" WJ]

Ge(w1,...,20) = 0J(zq) - 0J(xy) J—0

: (C.25)

em que W[J] é o gerador funcional das funcoes de Green conexas somente. Z[.J] e

W[J] se relacionam por [59]:
ZJ]) = exp{W|[J]}. (C.26)

Para o campo escalar livre,

Zl = exp{/d4xd4yJ($)G(:v,y) J(y)}

Wala) = [ d'sd'ys(e) Gla.y) J(w) (C27)
em que G(z,y) é o propagador para o campo livre e que satisfaz
(O+mA)G(z,y) = 8z —y). (C.28)

Comparando as duas secoes descritas acima, e fazendo as devidas correspondéncias,

podemos concluir por analogia que:

~5(0.40) = =5 [ dto()(©@ +m?) o(a) = 50, (C.29)

sendo que Sy ¢ a acao Euclideana para o campo escalar livre. E podemos escrever

o gerador funcional na forma de uma integral gaussiana:

al) = eo{; [dedy 06 g0}
= 7 J Maswen{ 5 [ dro@(e+mt) o0

+ / d'zJ(z) W)} : (C.30)

Zy = /E[dqﬁ(x) exp{—%/d4x¢(a:)(ﬂ—I—m2)(b(x)} : (C.31)

e podemos usar isto como uma definicao para a medida de integracao da integral

funcional:

H do(x) exp {—% / d*z ¢(z)(0 + m?) qb(x)} = D¢ e (C.32)
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Ou seja, para as fungoes de correlagao:

(6lar)-+-0lma)) = 5 [ D6 e o) +-o(amn). (C.33)
Portanto, fica claro que

(¢(z1)d(22)) = G(z1,22), (C.34)

em que G(z1,79) é a matriz inversa do operador diferencial O+ m?, definido na
Eq. (C.28). Também é facil demonstar o Teorema de Wick. Por exemplo, o valor

médio do produto de 3 ou 4 operadores pode ser fatorado como [67]:

(p(x1)d(2)p(23)) = 0, (C.35)

(P(x1)P(2)P(23)P(24)) = (P(21)P(72)) (P(73)P(w4)) + (P(1)P(23)) (P(72)P(24))
+(p(x1)p(24)) (P(22)P(73)). (C.36)



Apéndice D

Sistemas fermionicos com interacoes dependentes

do momento

O objetivo do presente Apéndice é para contrastar, por completeza de discussao, o
formalismo BCS usual [52] para o problema de muitos férmions em que a interagao
nao é de contato. Vamos considerar um gas de Fermi que interage por meio de um
potencial dependente de momento. Mostraremos que a funcao de gap dependera da
forma do potencial em questao. Como referéncia bibliografica seguiremos o que foi
proposto por Fetter e Walecka [52] e por Tinkham [62].

E possivel mostrar [68] que o pareamento entre dois férmions em estados (k 1)
e (-k |) faz com que o mar de Fermi se torne instavel se o potencial que conecta as
duas particulas for atrativo. Com esta afirmagcao, vamos considerar como quantidade
relevante para o problema com o qual trabalharemos o potencial termodinamico €2
do sistema a temperatura zero, com volume v e potencial quimico p, Q(T = 0, v, p).

Em segunda quantizacao, o hamiltoniano deste problema ¢é dado por:

. A 1 ~
H= ZaI<T|T|s> as + §Zaial<rs|V|tu) Ay - (D.1)
TS rstu

A

Vamos definir o operador Hermitiano K =H-— /LN , 0 qual possui um conjunto

completo de autovetores e autovalores:
K|WV)) = K;|0;). (D.2)

Para um sistema termodinamico no estado fundamental, a entropia S é nula, e

podemos obter o potencial quimico a partir da energia:

- () 03

A partir desta relacao escrevemos o niimero de particulas N do sistema em termos

de p e de v. Assim:
(Wo(u)|K|Wo(n)) = QT = 0,0, 1) = (E — pN)|r=0, (D.4)
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|Wo(p)) representa o estado de equilibrio do sistema para T'= 0, p e v fixos e
(Wo(u)|[N[Wo(p)) = N, (Wo|Wo) =1. (D.5)

Logo:

Za | T|s) as 4+ = Za (rs|V|tu) aya, — uN . (D.6)
rstu

Podemos definir operadores Hermitianos N; cujos autovalores sao os ntiimeros de

ocupacao das particulas, n;:
N o= Y 8= da, (D7)

e o operador K d4 o valor total de uma quantidade aditiva de particula tunica, tal

como a energia cinética. Portanto:

. h2k?
T = Z —_— abak,\
k) 2m

= Zeﬂ al e - (D.9)
5
Vamos assumir que o potencial de interagao seja atrativo. Assim, a Eq. (D.6) pode

ser reescrita como:

~

_ § : § ’ 0t T T
K = Ekar)\l <O|ar>\1ak)\ak)\as)\2 |0> As)y
krs A\ o

1 .
_ 5 Z Z <k1)\1k2)\2’V|k3)\3k4)\4> Clir(l/\lalt2>\2ak4)\4ak3)\3

ki+ko=k3z+ks A1 A2A3\4

— uZaL)\ak,\. (D.10)
3

A seguir usando as relagdes de anticomutagao para férmions {aya, aL, W1 = Ok Onn

chegamos a:

A~

K = ) (6 1) ajyai
9

1 ~
- 5 3 > (kidkodo|VIksAskas) af, y al, s, G, G, - (D-11)
ki+ko=ks+ks A1 A2A3)4
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O préximo passo é escrever a quantidade K em termos de operadores ay e G_x

definidos a partir de uma transformagcao canonica:

ax = ukakT—vkaT_kl (D12)

B_x = ua_x| + v CLLT ) (D.13)
com as relacoes de comutacao dadas por:
{on, o} = {Bie, BL} = iac (D.14)
e os demais comutadores se anulando. Destes comutadores obtemos que:
up +vp =1 (D.15)
Podemos inverter estas expressoes para escrever:

Ak = Up Qg+ Vg ﬁik (D16)

a_x| = ukﬁ,k—vk OCL, (D17)

Inserindo estas expressoes no primeiro termo do lado direito (LD) da Eq.(D.11),
assumindo que o potencial é independente de spin e fazendo uma troca de variaveis
(k1 =k, ko =K', ks =k +q, ky = kK — q) que assegure que k; + ky = ks + ky no
segundo termo do (LD) da Eq.(D.11):

Ko = (e |20+ (uf — o] ax + ALy B
k

+2uy, v (o ax + 0411 5;)]

1 .
=KV + @) (K — ) [asaaw-aranran
kk'q
+aj al a a +aj.al, a a +al al,.a a ]
k|“k/| YK —qlPk+ql k1 %k | Ok’ —q| Ok+ql k| Qe O/ —q Uktql | -
(D.18)

E possivel mostrar que o elemento de matriz apresenta a seguinte propriedade
simétrica:
(kiko|V]ksky) = (koky|V|ksks)
= (ks —ky|V| -k — k)
= (~k; —ky|V| — k3 — ki), (D.19)
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e com isto, chegamos a:

Ko = Yl [208+ (u — o) (o axc + ALy B )
k
+2uk Uk(ﬁ_k (03 -+ Oé;r( 6T_k) -+ Va -+ ‘72, 5 (DQO)
em que:
= - Z —k) |V| (k+a)(-k'—q)) akTaT K| 0—K—qlOk+qp (D21
kk’q
[§
N 1 N
Vo = =5 2KV + @)K = a)) [afgal o i
kk’q

+aiklaik’ia—k'+fﬂa—k—ql . (D.22)

O segundo termo desta expressao pode ser obtido a partir do primeiro se as seguintes
trocas forem feitas: ay < G_x e v <> —v. Vamos inicialmente trabalhar apenas com

este termo e reescreveremos o mesmo com o auxilio do teorema de Wick:
[ awr = N(d] L a D.23
agay = N(agaer) + agawr (D.23)

em que N corresponde ao ordenamento normal e aLTal;/T representa o valor esperado

no vacuo da quantidade aI{Tak/T, sendo dado por:
(ZIT(TOJI;/T = 5kk"013 . (D24)

Com isto, a Eq.(D.22) fica dada por:

V. = N
1 , ) S - )
- kz( KKV [KK) — (kK[V[K'K) ) { oo + 208 N(aj axp)]
[ < v e _“” (D.25)
Mas:
N(CLLTakT) = (ui — v,%)(a;r{ak + ﬁikﬁ_k) (D.26)

N(a'yaw) = 2upvp(Boxox+offly). (D.27)
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Portanto:
‘A/:l = N(Va>
= D (KR IVRK) — KKV IKK) ) [0 o, + 0 (uf — o) (ol + 51,8 4)
kk’
+ 02 (2up v) (Bora + ol BT k)] . (D.28)

De modo semelhante podemos trabalhar com a Eq.(D.21).

Vi = N(W)

= UK VI (—K)) v [0 + N(afyan) + Nal o)

kk’

= SRV (K)o v [+ Nafgal i) + Nasgan)]

(D.29)
Inserindo nesta expressao as expressoes para os ordenamentos normais, chegamos a:

Vi = N(W)

= 3 (e vn e vy () (R VIR () + 0 0 () (—K) V() (~K) )

kk’

= Y- {(afon+ BB | (= vB) R (R)(—K) V] () (—K))

kk’

—  2up vy Uy Uk'<(k)(_k)|m(k/)<_k/)>] }

= S (ol + o) [(F = 1) s v () (V| ()

kk’

+ 2up v o (K)(—K) V() (—K) | } (D.30)

Podemos inserir as Egs.(D.30) e (D.28) na Eq.(D.20). Com isto, obtemos uma

nova expressao para o potencial termodinamico:

K=U+H +Hy,+N(V) (D.31)
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Usaremos a notagao abreviada de que:

() ) [V(R)(K)) = ((k)K)|V]k)(K)) — (k) (K)|[V|K)(K)

+ (k) (—K)V (k) (-K). (D.32)

Assim:

U=2) (@—-muvi — Y ((K)E)VI&)K)) ;v

kk’

= D AWERVIE) (X)) wpvpup v (D.33)

kk’

~

i o= > (afosc+ BLga0{ (uf — o) [ — - > b0 ()] 1) )

k

2wy vk,<(k)(—k)|v|(k')(_k')>} } (D.34)

k/

e = 3 o(aldl+ e {2[d - = 2 b (090100} us v

Kk
S Z e v () () [V|(K) (<K) | (D.35)

O préximo passo é definirmos o gap de energia Ay:
Z wp v (k) (—K)[V[(K) (X)) . (D.36)

Por conveniéncia introduziremos uma nova energia de particula inica:

=6~ vill)K)|V|k)K)), (D.37)

k/
e mediremos esta nova quantidade a partir do potencial quimico u:

Com isso, as Egs.(D.33)-(D.35) podem ser escritas como:

=2 Zé’k vj + Z vi v (k) (K) |V |(k Z ug, v Ay, (D.39)

kk’

Hy =) (afox+ 810 [(Ui — 07)&k + 2up UkAk] (D.40)
k
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FIQ = Z(OzkﬁT -+ ﬂ,k&k) [2uk Vk fk ( — Uk)Ak . (D41)
k

A fim de diagonalizarmos o hamiltoniano e, consequentemente, o potencial ter-
modinamico (ou seja, Hy deve se anular), vamos impor uma condigao adicional as

quantidades uy e vg:
2uk Vi fk; = (uz — U,%)Ak . (D42)
Vamos escrever para as quantidades u; e vg:

U = COS Xk (D.43)
vy = sinyg, (D.44)

que respeita a condigao anteriormente imposta de que u? + v? = 1. Usaremos duas
relacoes trigonométricas: (sin 2y, = 2 cos xx sin xx) e (cos 2y = cos? xi — sin® x;) e

definiremos uma nova quantidade,

B,= /A2 + €2 (D.45)

Assim:

sin2y, = +ALET = 2u, v (D.46)
cos2yr = T&GE =ul — 07 (D.47)

Podemos entao reescrever a Eq.(D.40):

k

Ou seja, para garantir que a energia tenha um minimo, devemos ficar com:

Hy =+ By (ofous + BL6) - (D.49)
Kk
Desta forma chegamos finalmente a:
A
—_ Ak/ /
A= 53 VK. D31)

Esta é a equacao de gap de BCS, significando que os estados excitados estao se-
parados do estado fundamental por um gap de energia dado por esta expressao.

Resumindo, ficamos com um potencial termodinamico dado pela Eq.(D.20):

K =Ko+ N(V), (D.52)
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em que:

Koy=U+H =U+)_ Ey(ofow+ i) (D.53)
k

Podemos estudar as solugoes da Eq.(D.51), a equagao que fornece o gap entre os
estados fundamental e excitado do sistema. Esta equacgao sempre apresenta a solugao
trivial, A, = 0. Neste caso, nao existe gap de energia e desta forma descrevemos o
estado normal (ndo supercondutor) do sistema em questao. Este seria um mar de

Fermi preenchido e temos que:

By = & (D.54)
up = Oex —p) (D.56)
vi = O(u—e) (D.57)

Para o modelo de Cooper, no qual o potencial é nao nulo apenas para uma certa

regiao proxima a superficie de Fermi, teriamos que:
(k —k|V|l —1) = gv(hwp — [&]) O(hwp — |&]), (D.58)

e hwp € a energia de cutoff para fazer com que as integrais permanecam finitas.

Com isto, a equacao de gap pode ser resolvida exatamente:
Ac = Ab(hwp — &), (D.59)

e A é solucao da equacao
-1 2 2\ 1/2
1= g20) Y blhen — 6 (A% +€) (D.60)
k

Resolvendo esta expressao assumindo que hwp/A > 1 obtemos a solugao para o

estado supercondutor:

A = 2hwpexp {—m} (D.61)
up = %[H&(A?Jrgg)l/ﬂ (D.62)
2 _ 1 _ 2 2\—1/2

Uy = 5[1 §u(A”+ &) } (D.63)

N(0) é a densidade de estados para uma projecao de spins na superficie de Fermi.
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