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RESUMO

Este trabalho trata dos efeitos e métodos de controle e eliminacdo das correntes
transitorias geradas pelo chaveamento de bancos de capacitores, denominadas correntes de
inrush. Bancos de capacitores sdo largamente usados para compensar um baixo fator de
potencia gerado pelo amplo uso de cargas indutivas. Atualmente muito destes bancos séo
automaticos e desta forma as células capacitivas sdo conectadas e desconectadas de acordo
com as cargas indutivas presentes na rede. Entretanto ao se conectar bancos de capacitores em
um barramento pode-se gerar correntes transitérias, geradas por transitérios eletromagnéticos.
Aspectos da rede como, por exemplo, a existéncia de um banco ja conectado ao barramento,
podem influenciar na intensidade deste fendmeno. Este trabalho aborda algumas
caracteristicas dos capacitores e da rede para justificar e explicar o aparecimento destes
transitorios bem como discute seus efeitos para a rede e outros equipamentos. Conclui-se que
a principal causa deste fenébmeno é a diferenca de potencial existente entre o capacitor a ser
conectado e a rede, com o resultado do estudo foi possivel discutir os métodos tradicionais
para a mitigacdo destas correntes e conseqlientemente seus efeitos negativos. Ainda foi
desenvolvido um método de chaveamento eletrénico capaz de diminuir drasticamente 0s

transitorios.

PALAVRAS-CHAVE: Banco de Capacitor; corrente de inrush; Transitorios
eletromagnéticos.
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ABSTRACT

This work discusses about the effects and methods of control and elimination of
the currents transients generated by switching capacitor banks, this currents are called inrush
currents. Capacitor banks are widely used to compensate a low power factor generated by the
widespread use of inductive loads. Currently many of these banks are automatic and therefore
the capacitive cells are connected and disconnected according to the inductive loads on the
network. However when connecting a capacitor bank to a bus can generate currents transients
generated by electromagnetic transients. Aspects of the network, for example, the existence
of a bank already connected to the bus, can influence the intensity of this phenomenon. This
paper discusses some characteristics of the capacitors and the network to justify and explain
the appearance of these transients and discusses its effects onthe network and to
other equipment. It is concluded that the main cause of this phenomenon is the voltage
difference between the capacitor to be connected to the network and the bus, the results of the
study were the bases to discussthe traditional methodsto mitigate these currents and
therefore its negative effects. Although in this paper is yet developed a method of electronic

switching that can greatly reduce these transients.

KEYWORDS: Capacitor Bank, inrush Current, electromagnetic transients.
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CAPITULO 1 INTRODUCAO

Bancos de capacitores séo largamente utilizados para correcdo do fator de poténcia nas
industrias. Cargas indutivas, motores elétricos em sua maioria, consomem energia reativa para
magnetizar seus enrolamentos e nucleos, esta energia ndo realiza trabalho e vem pela rede
elétrica aumentando a corrente drenada pela carga. A proporcdo entre a energia ativa (que
realiza trabalho) e a aparente ( ativa e reativa somadas) nos da o Fator de Potencia (chamado
de FP daqui em diante), por lei este FP deve ser maior do que 0,92, ou seja, no minimo 92%
da energia aparente deve ser utilizada para realizar trabalho. Desta forma em instalagGes cujo
FP ¢ baixo é necesséria a instalacdo de Bancos de Capacitores, que geram a energia reativa
drenada pelas cargas indutivas, aliviando a energia reativa absorvida da rede da
concessionaria de energia elétrica, e desta forma a energia aparente da instalagdo, para a
concessionaria, diminui e por consequéncia aumenta o FP da instalagdo enxergado pela
concessionaria. E importante lembrar que os efeitos dos bancos de capacitores serdo sentidos

apenas a montante de sua instalacao.

Correntes de inrush sdo correntes transitorias geradas pelo acoplamento ou
chaveamento de certos componentes na rede elétrica, no caso deste estudo, banco de

capacitores.

Ao se conectar um capacitor descarregado em uma rede elétrica € gerado um curto-
circuito por um breve periodo de tempo, devido ao fato de um capacitor ndo variar sua tenséo
instantaneamente. Desta forma a tensdo do barramento onde o capacitor foi conectado sofrera
uma queda, a tensdo se normalizara através de uma oscilacdo em frequéncias mais altas que as

nominais, 0 que gerara correntes transitdrias de energizacdo, como mostrado na figura 1.
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Figura 1- Formacéo da corrente de inrush devido ao ligamento de um banco simples.
(Blooming, 2006)

Dependendo do tipo de solicitacdo de cargas, essas correntes podem ser toleradas por
serem pouco freqlentes, € o caso de industrias com cargas reativas pouco variantes no tempo.
Porém em instalacbes onde as cargas indutivas variam com 0 tempo essas correntes serdo
mais frequentes, devido ao maior nimero de chaveamentos, e portanto serdo mais prejudiciais

também.

Segundo Madegan (2011), a amplitude, freqliéncia e duracdo das correntes de inrush,
bem como a queda de tensdo no barramento ao qual o capacitor foi conectado, dependem
diretamente da impedancia caracteristica ao barramento de acoplamento, bem como ao
tamanho do banco, em KVAr (diretamente relacionado a capacidade de retencdo de carga

indicada por Farads).

Em capacitores descarregados, o que faz com que a corrente de energizacao seja elevada
a altos niveis, é a baixa impedancia (praticamente nula) que os capacitores possuem nesta
condicdo. Desta forma pela lei de Ohm (U=Z*I) a corrente tende a ser extremamente alta.

Apesar disto em sistemas com bancos singelos (Unicos no barramento) a corrente de inrush
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normalmente é inferior a corrente de curto-circuito do sistema, 0 que ja ndo ocorre com
multiplos bancos, pois o chaveamento do tipo Back-to-Back (um banco é chaveado na
existéncia de outro banco ja energizado e conectado ao mesmo barramento) as correntes de

energizacao sdo normalmente maiores (Madegan, 2011).

Estes fenbmenos ocorrem em chaveamentos Back-to-Back, pois a impedancia do banco
ja conectado ¢é referente apenas as indutancias dos capacitores e do barramento. Desta forma
as correntes de inrush nestes casos tendem a serem maiores do que as correntes de curto-

circuito do barramento.

Normalmente os bancos de capacitores sdo projetados para suportar no maximo uma
corrente de inrush equivalente a 100 (cem) vezes a sua corrente nominal, e pelas NBR's
assume-se que os condutores devem ser calculados para uma corrente de 135% da corrente
nominal e os dispositivos de protecdo devem ser dimensionados para suportar 144% da
corrente nominal dos capacitores, tendo em vista que estes podem trabalhar em regime
constante com uma corrente 31% mais alta que a sua corrente nominal e devem, ainda, levar
em consideracdo as correntes de Pick up (corrente “instantanea’” capaz de sensibilizar o

dispositivo).

As tensdes e correntes transitorias originadas do chaveamento das células capacitivas

citadas tem como caracteristica de suas formas de onda sinais ndo senoidais e de alta

frequiéncia cuja duracdo pode variar de uma fracdo de ciclos a alguns ciclos.

1.1 Objetivos

1.1.1 Gerais

O presente trabalho tem como objetivo analisar a origem e discutir 0s possiveis

problemas causados pela corrente de inrush geradas por células capacitivas.
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1.1.2 Especificos

Ainda o presente estudo se propde a simular, discutir e propor solug6es para as citadas

correntes de inrush em bancos de capacitores.
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CAPITULO 2 METODOS DE ANALISE

2.1 Introducao

O método de analise deste trabalho se baseia no equacionamento e simulacdo do
problema. A simulacdo foi realizada pelo software MatLab, ferramenta que auxiliou na

plotagem dos graficos de todo o presente trabalho.

Para o equacionamento foi levado em conta modelos de circuitos sujeitos aos
transitorios eletromagnéticos que sdo abordados neste trabalho. Sendo assim, equacGes
matematicas sdo deduzidas dos circuitos apresentados. Estas equacgdes, em sua maioria, Sdo
diferenciais, ndo podendo ser resolvidas de maneira imediata, sem nenhum tipo de

manipulacao.

Para conseguir resolver estas equacbes foi utilizado o método da transformada de
Laplace, que transforma a equacéo, do dominio do tempo para o dominio da freqliéncia, o que

nos permite resolver as igualdades da equacdo com maior facilidade.

Apdbs manipulacGes matematicas € possivel realizar a transformada inversa de Laplace e

desta forma transformar a equacéo de volta para o dominio do tempo.

A transformada de Laplace pode ser melhor entendida no Anexo A deste trabalho.

2.2 Transitorios em corrente continua

Para descrever completamente o fendmeno dos transitorios causados pelos capacitores
em corrente alternada primeiro devemos entender seu comportamento em corrente continua,

para tanto analisaremos o circuito RC em corrente continua apresentado abaixo.
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Figura 2 - Representacédo do circuito constituido de baterias uma resisténcia e um
capacitor. (Autoria Prépria)

Considerando as leis de Kirchoff teremos:

V=R-i(t) +<- [i(t)dt (2.1)

Aplicando-se a transformada de Laplace teremos:

E=R-I(s]+i-f[sj (2.2)

5

Reorganizando:

I(s) = _fl_ (2.3)

Aplicando-se a transformada inversa teremos:



i(t)=

m =

- gRC (2.4)

Como a tensdo no capacitor é:

v, =< [i(t)dt (2.5)

Substituindo (2.4) em (2.5) e reorganizando teremos:

V,(£) = V- (1— eft) (2.6)

Graficamente tem-se, para a tensdo e corrente no capacitor:

19
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Figura 3 - Forma de ondas da tensdo e corrente no capacitor C.(Propria)

Desta forma pode-se observar que o0 capacitor ndo atinge sua tensdo final
instantaneamente, mas carrega a sua energia de forma exponencial de modo que podemos
considerar que depois de 3~5 constantes de tempo ((=RC) o capacitor ja esta carregado pois

tera atingido de 95%~99% de sua carga final.

2.3 Transitorios em corrente alternada

2.3.1 Chaveamento de bancos isolados

Como vimos anteriormente um capacitor tem como caracteristica inerente ndo mudar
sua tensdo instantaneamente, portanto ao conectarmos um capacitor na linha temos um curto —

circuito instantaneo que pode causar um afundamento, em modulo, da tenséo, seguido de uma
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recuperacao transitoria da tensédo. Em corrente continua vimos que esta resposta a uma funcéo

exponencial e agora iremos verificar a resposta em corrente alternada.

A figura abaixo mostra o sistema equivalente para a insercdo de um banco de

capacitores em um barramento.

Figura 4 - Circuito RLC em corrente alternada. (Araujo e Neves, 2005)

Segundo Araujo e Neves (2005) se considerarmos, no circuito mostrado na figura 4, que
a resisténcia R pode ser considerada desprezivel frente a reatancia do sistema, a corrente
inicial é nula e que o disjuntor se fecha no exato momento em que a tensdo esta passando pelo

Seu pico, ou seja, assume seu valor maximo, teremos que:
. Vmax
i(t) = . Sen (wg-t) (2.7)
5

Onde:

e VVmax € a tensdo no disjuntor no momento do fechamento;

—
oZs = ﬂqﬂ% E a impedancia de surto do sistema.

1 - A s P . Cs- . ~
o 0y = 7= E a frequéncia caracteristica durante o periodo transitorio da energizagéo.
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Desta forma a corrente maxima de inrush sera:

_ Vmax
Imax = — (2.8)

Com uma frequéncia:

fo=7—7= (2.9)

Pode-se observar que, devido a natureza do capacitor de ndo variar sua tensao
instantaneamente, ao se ligar no barramento um banco de capacitores desernegizados este
componente provocara um curto-circuito instantaneo pois levara a tensdo da linha a “zero”

momentaneamente, este efeito é conhecido como Voltage damping (afundamento de tensdo).

Observa-se ainda que o Voltage damping é seguido por uma oscilacdo de alta freqiiéncia
da tensdo e da corrente até que o capacitor se carregue, ou seja, de 3~5 constantes de tempo
(C=RC). Isto ocorre porque a corrente durante o periodo inicial de “curto-circuito” sera muito
elevada e elevara a tensdo do componente a um nivel muito maior do que o valor da tensao
nominal da linha o que fara com que agora o capacitor libere energia para a linha, esta energia
sera absorvida pela carga indutiva que o banco esta tentando compensar e em seguida sera
novamente liberada para as células capacitivas e assim sucessivamente até que as tensdes da
linha e do componente se igualem e os componentes igualem suas tensées com a linha, este
fendmeno é conhecido por ressonancia e sua freqiiéncia € elevada, sua amplitude, contudo, é

amortizada pela reatancia da linha

Estas tensGes e correntes de capacitores ainda dependem da arquitetura da rede elétrica
e dos componentes presentes, 0 caso mostrado acima refere-se a um banco singelo em uma
instalacdo, ou seja, nesta instalacdo dispbe-se de apenas um grupo capacitivo para

chaveamento. Outras arquiteturas serdo abordadas a seguir.



v(t)

23

2.3.2 Chaveamentos Back-to-Back

Quando chaveamos um banco de capacitores 1 na mesma barra onde um segundo banco
2 ja esta acoplado, a corrente de inrush do banco chaveado 1 pode ser potencializada pela
presenca do banco 2 na linha, este tipo de chaveamento é conhecido como chaveamento Back-
to-Back.

L L2

1)

vcl(t)::C] L) Ve

Figura 5 - Circuito equivalente de bancos em paralelo. (Araujo e Neves, 2005)

Conforme Madegan, (2011), ao se chavear um segundo banco na linha ou um segundo
estagio do banco, a Unica coisa que ira limitar a corrente serd a propria impedancia entre 0s
bancos e tendo em vista que esta serd muito menor do que a impedancia da rede, o que eleva

os valores da corrente de inrush.

O banco que ja esta ligado ao barramento vai fornecer carga para o carregamento do
banco recém acoplado, esta corrente de “troca’ de cargas € descrita, de acordo com Aradjo e
Neves (2005), por:

i — lr'rl 1 zl: ﬂ}
2 Zg2

- Sen (w, - t) (2.10)
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Onde:

e V1 corresponde a tensdo no capacitor 1 ( C1) no instante em que o disjuntor é

fechado;
0 Z = |'L_—“ corresponde a impedancia de surto enxergada pelo capacitor 2 (C2);
N “eq

1 N N . . ~ ;. .
cw; = — corresponde a freqliéncia de energizacdo caracteristica do capacitor 2

2
/2 beg

(C2);
e Ceqg corresponde a capacitancia equivalente do circuito completo, ou seja, apos se

fechar o disjuntor.

Admitindo-se que o capacitor 2 (C2) esta inicialmente descarregado e que a corrente
inicial para C2 seja nula, ao fecharmos o disjuntor no ponto de maior tenséo da fonte e

ainda que L1>> L2 a corrente de energizagdo de C2 seré: [1]

Imax = 2225 (2.11)
Zzg

Com uma freqiiéncia:

fo =0 (212)

Z'ﬂ'.,fl'[-z'ceq

Como mostrado a corrente de inrush neste caso sera dependente da corrente do banco ja

energizado, assim como a freqiiéncia de oscilacéo.
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2.3.3 Ressonancias secundarias do sistema

Os indutores presentes nos transformadores da rede podem entrar em ressonancia com
0s capacitores de tensdes mais altas ja que seus chaveamentos causam picos de corrente de

frequiéncia proxima a freqliéncia de ressonancia dos transformadores de potencia instalados.

A existéncia de bancos em multiplos niveis de tensdo em uma rede de distribuicdo, além
da ressonéncia mencionada acima, pode aumentar a atuacdo dos transitorios, pois a corrente

transitoria pode ser elevada a niveis ainda mais altos pelos transformadores.

Portanto é melhor para o sistema de distribuicdo, do ponto de vista de correntes
transitorias, que todos os bancos figuem em apenas um nivel de tensdo. Porém se for
necessaria a instalacdo de bancos em diferentes niveis de tensdo uma analise detalhada deve

ser levada em consideracdo o que justifica este topico.

2.4 Efeitos na Rede

2.4.1 Introducao

Neste item serdo apresentados os principais efeitos que as correntes de inrush podem
causar no sistema elétrico e nos equipamentos a ele ligados. E importante lembrar que as
correntes de inrush sdo correntes transitdrias e por isso sdo acompanhadas de seus efeitos na

rede e devem ser tratados com 0 mesmao respeito e precaugoes.

O primeiro e mais claro efeito é o proprio pico de corrente que pode danificar
equipamentos e romper isolamentos mal dimensionados, além disso, o proprio sistema de
protecdo deve levar em consideragéo os picos de corrente para que um disjuntor ndo desarme

toda vez que um banco de capacitores é inserido na rede, por exemplo.
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2.4.2 ProtecOes contra surtos de corrente

O sistema de protecdo deve prever as correntes transitdrias, como as correntes de
inrush, pois caso contrario um pico de tensdo pode desarmar um disjuntor. Por tanto devem
ser escolhidos relés, disjuntores e outros equipamentos cujos valores da corrente “ Pick Up”
(valor da corrente injetada que sensibiliza o equipamento, corrente que ira fazer um relé atuar,
por exemplo) devem ser calculados para que fique a cima dos surtos de corrente causados

pelos transitorios.

Ainda equipamentos mais sensiveis, como os eletrdnicos podem sofrer danos
irreversiveis, como a queima de uma placa de um computador, e por tanto estes equipamentos

devem ser protegidos de alguma forma contra estes surtos

2.4.3 Afundamentos de tensao

Como dito anteriormente quando um banco de capacitores é inserido em um barramento
energizado, devido a sua propriedade de ndo variar a tensdo instantaneamente, ele se
comporta como um curto-circuito instantdneo no barramento o que leva a tensdo da linha a

sofrer um afundamento da tenséo, ou seja, ha uma diminuicdo no modulo do valor da tenséo.

Este afundamento de tensdo pode ser interpretado pelo sistema como uma falta
momentanea de energia e forcar, por exemplo, uma comutacdo desnecessaria das linhas de

alimentagdo de uma planta industrial.

Ainda alguns equipamentos podem ser automaticamente desligados pela detecgdo de
“fata de energia’ provocada pela queda repentina da tensdo, por exemplo, um CLP pode

interpretar uma falta elétrica e paralisar um processo.

Desta forma estes afundamentos de tensdo também devem ser considerados nos projetos

de implementacdo de novos equipamentos de controle e automacéo, bem como eles devem ter
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sua programacdo adequada caso um novo banco de capacitor passe a operar no sistema ja

existente.

2.4.4 Danos a equipamentos

Se considerarmos que um capacitor ligado em um barramento pode elevar a tensédo
deste barramento a niveis superiores a 2 p.u., quando ocorre 0 chaveamento Back-to-Back,
equipamentos mais sensiveis a variagdes de tensdo poderdo ser danificados bem como as

préprias células capacitivas que também possuem um nivel méaximo de tensdo suportada.

Alem de que a grande variacdo da corrente (di/dt) pode induzir tensées mais altas que as

nominais nos conversores AC/DC o que pode causar danos a equipamentos eletrénicos.
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CAPITULO 3 CONTROLE DA CORRENTE DE INRUSH

3.1 Introducéo

Este capitulo explora as maneiras de mitigar as correntes transitorias geradas por
capacitores, das mais tradicionais como resistores e indutores em série com 0s bancos, aos
métodos mais recentes que envolvem um controle eletrénico do chaveamento dos bancos o

que leva a eliminacdo dessas correntes.

3.2 Bancos de capacitores de derivacdo automaticos e resistores de preé-insercao

Bancos capacitivos automaticos sdo provavelmente a solucdo mais utilizada para a
correcdo do fator de poténcia. Instalados de forma centralizada, geralmente em subestaces,
ligados em barramentos de distribuicao geral ou ainda em barramentos de subdistribuicdo, séo
energizados por controladores automaticos que monitoram continuamente o angulo de
defasagem da corrente em funcdo da tensdo, o fator de poténcia, quando este defasamento
atinge certos niveis pré-programados nos controladores, estes ligam ou desligam um
determinado namero de células capacitivas (geralmente se agrupa um determinado nimero de
células em cada contator e se programa no controlador a poténcia reativa que aquela chave
eletromecénica pode fornecer) dos bancos corrigindo o fator de poténcia. Esses controladores
normalmente acionam as unidades capacitivas atraves de contatores eletromecanicos. Estes

sistemas de controle sdo chamados de “ convencionais”.

Estes sistemas sdo configurados para operar apenas com capacitores descarregados, por
meio de resistores de descarga (vide anexo B, IEEE 2002), prevenindo o aumento da corrente
de inrush, que neste, caso poderia chegar a uma corrente de 200*In em casos extremos onde
ndo existe nenhuma limitacdo para sua formacdo, protegendo tanto a rede como 0s préprios
bancos capacitivos.
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3.2.1 Resistores de pré-insercao

A maneira mais simples para minimizar os efeitos transitorios causados pelo
chaveamento dos bancos capacitivos é a insercdo de um resistor em série com o banco. Este
resistor em série € chamado de resistor de pré-insercdo, atraves dele os capacitores séo
carregados e o resistor funciona como um divisor de tensdo o que limita a corrente de inrush,

segundo a lei de Ohm. O circuito é mostrado abaixo:

Os contatos auxiliares sdo adiantados (do tipo make-before-break) e fecham o contato
pouco antes dos contatos principais, permanecendo assim por pouco tempo (até o fechamento
dos contatos principais). Este tempo em que os resistores ficam em série com as células
capacitivas € o suficiente para pré-carregar os capacitores e assim diminuir o efeito das

correntes transitérias como mostrado abaixo.
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Figura 6 - Funcionamento de um disjuntor com resistores de pre-insercdo. (EC&M, em
13/10/2011) —figura traduzida / adaptada
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Figura 7 - Reducdo da corrente de inrush por um resistor de pré-insercéo.(EPCOS(1),
2008) —figura traduzida / adaptada

Segundo a (WEG, 2001) sdo utilizados resistores com resisténcias na faixa de fragoes de

ohms a até 2 ohms e com poténcia de dezenas a centenas de Watt's.

Este tipo de sistema de automacdo, como notado, é recomendado apenas para cargas
cuja demanda por energia reativa tenha um minimo de estabilidade, ou seja, permitam um
controle com intervalos de manobra lentos, pois é preciso esperar a descarga de uma célula

para poder reinseri-la na rede.

3.2.1 Indutores de pré-insercao

Também chamados de reatores de pré-insercao, eles basicamente sdo projetados como
filtros para as freqiiéncias transitorias geradas pela inser¢do dos bancos capacitivos na rede.
Através de um mecanismo, similar ao apresentado para os resistores de pré-insergcdo, sao
retirados do circuito depois da energizacdo do capacitor, apés aproximadamente 12 ciclos,
segundo Fehr (2003) .
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3.2.2 Limitador de Corrente de Inrush por Termistores NTC

Termistores sdo componentes que variam sua resisténcia elétrica em funcédo de sua
temperatura. Séo classificados por PTC (positive temperature coefficient — Coeficiente
positivo de temperatura) que aumentam sua resisténcia proporcionalmente a variagcdo da
temperatura e por NTC (negative temperature coefficient — Coeficiente negativo de

temperatura) que diminuem sua resisténcia em funcdo do aumento da temperatura.

O NTC pode, portanto, ser utilizado para mitigar efeitos da corrente de inrush e
funciona de modo similar aos resistores de pré-inser¢do. Quando o circuito é energizado (e o
termistor NTC encontra-se “frio”) o dispositivo funcionara como uma resisténcia em série
com o capacitor, limitando sua corrente (lei de ohm) e por tanto amenizando as correntes de
inrush. Com o passar do tempo, pela passagem de corrente no termistor, este ird se aquecer e
assim sua resisténcia ira diminuir, permitindo um maior fluxo de corrente, e

conseqlientemente poténcia, para as células capacitivas.

A desvantagem deste componente é que para uma reinsercao das células capacitivas
acopladas a ele, é necessario que esperar que o componente esfrie para uma temperatura que

permita a eficacia do termistor para esta funcéo.

3.3 Eliminacdo da corrente de Inrush

Nos casos apresentados nesta secdo a corrente de inrush é eliminada praticamente por
completo com o auxilio de chaves estaticas e controladores eletrénicos, que através do
monitoramento da tens@o da rede pode comutar os bancos de capacitores sem, ou com

extrema mitigacdo, da ocorréncia de transitorios eletromagnéticos.
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3.3.1 Chaveamento Eletronico

Observamos que a corrente de inrush causadas por bancos de capacitores € causada
basicamente por um breve curto circuito no momento do chaveamento do banco e por isso seu
efeito € maior quando este chaveamento ocorre enquanto a tensdo esta em seu valor méaximo e

é inexistente se ocorrer enquanto a tensdo da barra estd em zero

Desta forma utilizando-se tiristores unidos a um controle digital podemos fazer com que
as unidades capacitivas de compensacdo reativa sejam inseridas na rede apenas quando a

tensdo do barramento esteja passando por zero.

O circuito de controle pode ser simplificado pelo diagrama abaixo:

Medidor Comparador Comando
de dos

Tensio Tiristores

Figura 8 - Diagrama de blocos simplificado do circuito de controle.(Prépria)

O circuito de controle possui basicamente estes trés blocos onde o medidor de tensao
mede a tensdo em tempo real do barramento, o comparador de tensdo compara a tenséo
medida com o nivel de tenséo zero através de uma referencia de terra e o0 bloco de comando

dos tiristores € responsavel pelo sinal enviado aos contatos digitais.

3.3.1.1 Medidor de Tensao

O medidor de tensdo tem a funcdo de levar a tensdo a ser comparada para o comparador,

além de condicionar o sinal para que este ndo seja danificado. Para esta aplicacdo em
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particular o valor da tensdo em si ndo é importante, 0 que importa € 0 momento em que a

tensdo esté: se ela estd em seu valor maximo em modulo ou se esta passando por zero.

Figura 9 - Forma de onda de tensdo de 650V de pico.

Figura 10 - Forma de onda de tenséo de 12V de pico.

Conforme dito, pode-se mudar a amplitude do sinal a ser transmitido para o comparador

mas a freqliéncia e fase devem continuar iguais.

Como o circuito comparador, por ser eletronico, ndo pode suportar tensdes e poténcias
muito altas a solucdo mais obvia € utilizar um transformador de baixa poténcia como

componente principal do circuito Amostrador.
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Desta forma o circuito amostrador é representado a seguir:

T

R3

Figura 11 Circuito medidor de tensdo. (Autoria Prépria)

No divisor a forma de onda dos sinais de entrada e saida sdo semelhantes mudando
apenas em amplitude, porém mantendo a fase e fregiiéncia iguais, desta forma atendendo a
primeira exigéncia, além disso, permite a que seja encontrado qualquer valor de tensdo apenas
mudando-se a relagéo entre R1, R2 e R3 atendendo a segunda requisi¢do. Os diodos zenner
garantem que Vout esteja sempre limitado a seus valores de tensé@o reversa, 0 que evita que
picos de tensdo ou a queima de algum resistor eleve a dramaticamente a tensdo de saida

protegendo o circuito principal.
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3.3.1.2 Comparador de Tensdo

O circuito comparador é responsavel por sinalizar quando a tensdo do barramento
estiver passando por zero, indicando o melhor momento para a energizacdo do capacitor,

eliminando as correntes de inrush.

Este circuito é composto por um amplificador operacional sem realimentacéo, ou seja,
em malha aberta. Desta forma a tensdo de saida é determinada apenas pela tensdo de

referéncia.

A tensdo de entrada sera comparada a uma tensdo de referéncia, que neste caso, sera o
terra do circuito, ou seja, tenséo zero volts. Quando a diferenca dos sinais for positiva (Vin —
Vref >0) o dispositivo saturard, pois seu ganho tende a infinito, e sua saida sera +V ( tenséo
de alimentacdo positiva do Amp.Op.) e quando a diferenca for negativa, também devido a
saturacdo, a saida sera —V ( tensdo de alimentacdo negativa do Amp.Op.). Assim durante o
semi-ciclo positivo a tensdo de saida do circuito serd +V e durante o semi-ciclo negativo a
tensdo de saida sera —V, ocorrendo sua troca ocorrendo no momento em que a tensdo de

entrada atinja zero volt.

Abaixo sera mostrada a configuracdo de um Amp.Op. como circuito comparador

+V

Vin

Vout

=t \/ref

Figura 12 - Amp.Op. como comparador de tensdo. (Autoria Prépria)
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A seguir serdo mostradas as formas de ondas de entrada e saida do circuito, lembrando

que a entrada deste circuito comparador € o sinal de saida do circuito amostrador anterior.

NANAAL
VVVVUY

Pt

Figura 13 - Forma de onda de Vin em comparacdo com a Vout. (Autoria Propria)

Desta forma vemos que em todo comeco de semi-ciclo positivo o amplificador
operacional emite um pulso com valor constante +V até o final do semi-ciclo e comego do
semi-ciclo negativo no qual o componente emitird um pulso de —V. Assim podemos utilizar

tanto a borda de subida como a borda de decida de Vout como referéncia para a energizagédo
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dos bancos de capacitores, pois nestes momentos a tensdo da barra sera idealmente zero
(existira uma pequena diferenca de tensdo no momento da energizagdo do banco devido ao

tempo de resposta dos componentes, porém este efeito pode ser desprezado).

O sinal se inverte toda vez que a tensdo de entrada do barramento passa por zero, ou

seja, 0 ponto 6timo para energizacdo dos bancos capacitivos

Para bancos ligados em delta, a tensdo de referéncia e a tensdo analisada devem ser
coletadas das duas fases onde o banco esta conectado, desta forma o circuito ird disparar no

momento em que as tensdes forem iguais, e ndo mais quando a tensdo for igual a zero volt.

C1 Cc2

C3

W

Figura 14 - Banco ligado em delta. (Autoria Propria)

Assim sendo as amostras de tensdo do capacitor C2 serdo tomadas entre as fases R e T,
por exemplo, e o disparo ocorrera quando as tensfes destas fases forem iguais, e a saida do
Amp.Op. se comportara de modo semelhante ao apresentado anteriormente porém seu disparo
ocorrera em um momento diferente como é mostrado a seguir, bem como 0s momentos de

igualdade de tenséo..
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Figura 15 - Sinal de saida do Amp. Op. em funcédo da diferenca de tensdes das fases. (Autoria
Propria)
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Dessa forma podemos ainda estender este conceito para 0s bancos conectados em estrela, e ao
invés de se comparar a tensdo com zero, compara-se com a tensdo do capacitor, de modo que
estes ndo necessitem descarregar (sua tensdo retornar a zero volt) para que se possa religa-los
novamente evitando assim o tempo de espera desta descarga o tornara o sistema apto a

trabalhar com cargas de dindmica réapida.

Assim a tensdo sera amostrada como mostrado abaixo.

Chave estatica

Amostrador
de Tensao

Cl

c2 c3

Chave estitica Chave estatica

Figura 16 - Banco em estrela com amostrador de tensao realocado (Autoria Propria)

As chaves estaticas sdo neste momento tratadas como caixas pretas pois serdo detalhadas no

item 3.3.1.4.
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3.3.1.3 Comando dos Tiristores

O circuito de Comando dos Tiristores é responsavel pelo envio dos pulsos de ativacao
dos tiristores de poténcia, ou como também sdo chamados de chaves estaticas. Este circuito
ird interpretar o sinal de saida do amp. Op. e gerar um pulso no instante certo, momento 6timo
de energizagdo dos bancos, que fard com que os tiristores disparem conectando o banco ao

barramento.

O circuito comparador mesmo alternando seu sinal de saida no momento certo néo
garante que acionara os tiristores apenas no momento correto, pois se 0 sistema fosse
energizado durante os semi-ciclos os tiristores seriam acionados da mesma forma, como

mostrado abaixo:

Figura 17 - Formas de ondas de Vin e Vout com momento da energizacao. (Autoria
Propria)

Como mostrado na figura 17 mesmo com 0s circuitos ja apresentados o problema
persiste, pois o0 sinal de saida do amp. Op. ndo depende do momento do ciclo e sim da
amplitude do sinal e o sinal VVout seria capaz de acionar os tiristores no momento errado se 0

sistema fosse energizado, por exemplo, no momento mostrado na figura acima.
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Para resolver este problema o Circuito de Controle dos Tiristores estara sempre
energizado assim, os pulsos gerados pelo circuito cruzardo o zero sempre no Mesmo momento
(mesmo angulo de disparo) e ndo importando o0 momento do comando de energizacdo do
banco. Contudo para controlar se o estado ligado/desligado do banco capacitivo, sera
colocado uma porta AND cujas entradas serdo o sinal de liga/desliga e o sinal de comando
dos tiristores, desta forma os tiristores s receberam o sinal de comando se o sinal de

liga/desliga estiver em nivel alto, ou seja, ligado.

O circuito estard sempre enviando aos tiristores os pulsos para ativa-los, porém estes sé

se acionardo com a presenca da tensdo na entrada liga/desliga da porta AND.

Porém o circuito ainda pode acionar os tiristores em momento indevido, mesmo com a
chave de energizacdo em série com as chaves estaticas, pois se a porta AND receber um sinal
de nivel alto em sua porta liga/desliga no momento descrito na figura 17 os tiristores serdo
acionados e energizardo 0s bancos no momento errado, portanto para combater este problema

devemos restringir o tamanho do pulso de ativacdo das chaves eletrénicas.

Ainda, temos que garantir que o pulso tenha tempo suficiente para ativar o tiristor
(pulso > ton) por isso um multivibrador monoestavel, mostrado a seguir, foi colocado entre o

Comparador de Tensdo e os dispositivos de chaveamento eletrénicos.

€i

€o

Figura 18 - Multivibrador monoestavel com portas NOR, ativado por borda de subida.
(Propria)

O circuito a cima é montado utilizando-se portas NORs um resistor e um capacitor. E

sua forma de onda se encontra abaixo.
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p o

+V

pt

g

-t

-]

Figura 19 - Forma de onda do circuito mostrado na figura 18. (Autoria Prdpria)

Contudo, como mostrado pelas formas de onda, este circuito serd disparado apenas
pelas bordas de subida do sinal de entrada e, portanto sé seréd responsavel pelos disparos de
metade dos tiristores (apenas o0s responsaveis pelo semi-ciclo positivo). Para o semi-ciclo
negativo devemos utilizar um circuito com resposta semelhante, porém com resposta a sinais
com borda de descida. Para se obter este efeito basta trocar as portas NOR's do circuito
anterior, mostrado na figura 18, por portas NAND. O circuito alterado é mostrado abaixo.
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Figura 20 - Multivibrador monoestavel com portas NAND, ativado por borda de descida.
(Autoria Propria)

A forma de onda do circuito acima é mostrada a seguir:

p o

+V

b

Figura 21 - Forma de onda do circuito mostrado na figura 20. (Autoria Propria)
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Como comentado anteriormente e mostrado pela forma de onda da figura 21, o circuito
tem suas saidas em funcdo das bordas de descida do sinal de entrada.

E aconselhavel a utilizacdo de circuitos integrados que tenham em suas portas de
entradas circuitos Schmitt Trigger, que se utiliza da histerese, para combater a interferéncia

causada por ruidos.

Nos circuitos anteriores, mostrados nas figuras 18 e 20, o tempo T depende da
constante de tempo { = R*C e do nivel de tensdo de disparo das portas G2's. O controle do
tempo T é fundamental para o funcionamento correto do sistema, se ele for muito pequeno
pode ndo disparar os tiristores e se for muito grande pode n&o disparar os tiristores no
momento certo (situacdo semelhante a mostrada na figura 17), portanto através do

equacionamento mostrado a baixo poderemos projetar esse tempo.

Considerando que um sinal de cinco milissegundos € suficiente para sensibilizar os
tiristores e que representa um disparo com um angulo de no maximo cinco graus (o que
corresponde a um desvio aceitavel, ja que corresponde a apenas 8.71% da tensdo) podemos

considerar este tempo como alvo parao T .

Segundo anotacdes de aula, ( Abud,M 2010)* temos que:

T2 (R+R,)-C-In(-22) (4.1)

Voo %

Como para CMOS comum:

V, 20,5 Vpp (4.2)

Temos que:

! Nota de Aula, Matéria Eletrdnica Industrial I, pelo professor Marcio Abud , no curso de Eng. Elétrica pela
UNESP Guaratingueta em 2010.
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T~069-(R+R,)-C (4.3)
Onde:

¢ Ro corresponde a resisténcia de saida das portas G2's, que é baixa.

Desta forma teremos, para T= 5ms, R, - € = 7,246 107* com Reg=(R+Ro).

3.3.1.4 Tiristores:

Para aplicacOes de chaveamento de alta poténcia em corrente alternada a configuracao
mais simples é projetada por dois SCRs antiparalelos, como na figura abaixo. Para acionar a
carga basta gerar um pulso no gate do dispositivo 1 (vide figura 22) no comecgo do semi-ciclo
positivo, ja para o segundo dispositivo deve-se gerar o pulso no inicio do semi-ciclo negativo.
A chave SCR passard de imediato para o estado ligado com um pulso de tensdo no gate,
contudo para manter a carga conectada € necessario gerar esses pulsos de maneira constante
pois os tiristores se desligardo automaticamente quando a tensdo de alimentacdo cruzar o

ponto de zero volt.

Figura 22 - Exemplo de chave estatica formada por dois SCR’s. (Autoria
Propria)



47

Figura 23 - Caracteristica do tiristor SCR (Corradi,2005)?

Para se desligar a carga bastaria suprimir os pulsos, o que sera feito pela porta AND,
como mostrado abaixo onde é mostrado a resposta da porta em funcdo dos pulsos de controle
e 0 comando de liga/desliga que s&o suas entradas. Dessa forma se suprime os pulsos de

comando e os tiristores ndo sdo religados no inicio dos ciclos seguintes.

2 Corradi Jr,, Romeu, Tiristor SCR Retificador controlado de silicio, Campinas 2005
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Figura 24 — Resposta da porta AND em funcéo das entradas “Pulso de controle” e
“Ligaldedliga’. (Autoria Propria)

O TRIAC também funciona como chave estatica para este circuito, eliminando a
necessidade de um segundo circuito de disparo, porém o TRIAC ainda ndo atingiu (em 2011)

os niveis de poténcia dos SCRs e sd0 viaveis apenas para cargas menores.

Assim o circuito completo é representado a seguir.



Figura 25 - Representacdo completa geral do circuito apresentado. (Autoria Prépria)

49
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Note que para garantir que o pulso terd potencia suficiente para o acionamento dos
tiristores foram colocados drivers de poténcia entre as portas AND e os tiristores bem como
transformadores de pulso que impediram a alta tensdo de gate no momento da conducdo do

SCR seja transmitida ao circuito de comando.

Observe que este é um circuito monofasico e pode ser utilizado em sistemas trifasicos e

bifésicos, apenas se adicionando circuitos iguais em cada fase do sistema.

3.3.2 Simulagdes

Para comprovar a eficacia do circuito, através do Simulink, ferramenta do programa MatLab,
foi simulado o chaveamento de capacitores em um sistema ficticio mostrado na figura 25,
abaixo.

Figura 25 — Circuito simulado. (Autoria Prépria)

O circuito €é ligado com C1 e C2 desenergizados, ou seja, desacoplados, primeiramente se
conecta C1, cujo transitério é mostrado nas figuras 26 e 27, simulando a conexdo de um
banco singelo, posteriormente se liga C2, transitorio mostrado nas figuras 28 e 29, simulando

um chaveamento do tipo Back-to-Back.
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Figura 26 — Forma de onda da tensdo no capacitor C1 no momento de seu chaveamento.
(Autoria Propria)

Figura 27 — Forma de onda da corrente no capacitor C1 no momento de seu chaveamento.
(Autoria Propria)

Pode-se notar que a corrente de inrush chega 2000 A, mais de 11 vezes a corrente nominal de
167 A, enquanto a tensdo chega a 18.000 V, 1,7 vezes maior que a tensdo nominal de
11.000V.
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Figura 28 — Forma de onda da tens@o no capacitor C2 no momento de seu chaveamento.
(Autoria Propria)

Figura 29 — Forma de onda da corrente no capacitor C2 no momento de seu chaveamento.
(Autoria Propria)

Como esperado no chaveamento do tipo Back-to-Back a amplitude da corrente foi mais
elevada assim como a frequéncia do transiente. Neste caso a tensdo chegou a 1.8 vezes a

nominal enquanto a corrente chegou a 55 vezes a corrente nominal.
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A seguir mostraremos o chaveamento feito no mesmo circuito da figura 25, porém ao invés de
disjuntores para conectar as cargas capacitivas usaremos o circuito desenvolvido neste

capitulo e mostrado na figura 25.

Figura 30 — Forma de onda da tensdo no capacitor C1 com chaveamento eletrénico. (Autoria
Propria)

Figura 31 — Forma de onda da corrente no capacitor C1 com chaveamento eletrénico. (Autoria
Propria)
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Podemos notar uma grande diminui¢do dos efeitos transitorios com a tensdo praticamente sem
deformagdes e a corrente chegando a menos de 1,5 vezes a corrente nominal. Abaixo

mostraremos os efeitos do chaveamento eletrénico em chaveamentos Back-toBack.

Figura 32 — Forma de onda da tensdo no capacitor C2 com chaveamento eletrénico. (Autoria
Propria)

Figura 33 — Forma de onda da corrente no capacitor C2 com chaveamento eletronico. (Autoria
Propria)
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No chaveamento Back-toBack.quase ndo existe transitorio na tensdo e corrente de inrush

diminuiu de 55xIn para 1,6xIn.

Assim sendo através da simulagdo vemos a eficacia do circuito desenvolvido neste trabalho.

3.3.3 Compensacao dinamica utilizando eletrénica

O circuito mostrado anteriormente ndo necessita que os bancos capacitivos estejam
descarregados antes de sua energizagdo, pois como 0 circuito cria seus pulsos de disparo
baseados no momento em que a tensdo da fonte é igual a tensdo do capacitor no momento do
chaveamento. Esta condicdo permite que este circuito seja utilizado para correcao do fator de

poténcia em sistemas com cargas indutivas de rapido chaveamento (cargas dinamicas).

Nestes sistemas os controladores processam a informacdo sobre a necessidade de
energia reativa que deve ser fornecida a rede no determinado instante. O tempo de disparo dos
capacitores é de aproximadamente 1,5 ciclos, ou 25ms em 60 Hz, podendo chegar a um tempo

inferior a um ciclo, ou seja, o disparo € feito virtualmente sem atrasos.

Nestes circuitos rapidos o controlador faz a comparacdo entre a tensao do capacitor e a
tensdo da rede e emite o pulso de disparo no momento da igualdade dos dois sinais (“zero-
crossing”) eliminando assim de maneira semelhante ao circuito anterior, ou seja, este circuito
também elimina a corrente de inrush pela eliminacdo da diferenca de potencial entre o

capacitor e a rede.
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CAPITULO 4 CONCLUSOES

Devido aos altos niveis de tensdo e correntes originados dos transitorios
eletromagnéticos referentes aos chaveamentos de células capacitivas em redes de distribuicao,
podem ocorrer danos a equipamentos. As correntes de inrush tém sua origem no afundamento
de tensdo causado pela insercdo de capacitores em barramentos energizados aliado a
caracteristica inerente ao componente de ndo variar sua tensdo de maneira instantanea. Desta
forma o afundamento de tenséo provoca uma corrente inicial muito elevada o que faz com que
se acumule muita energia entre os indutores que estdo sendo compensados pelos capacitores e
estas células capacitivas 0 que ocasiona uma ressonancia entre 0s componentes, que é

amortecida pela impedancia do barramento.

O transitorio esta relacionado ao momento em que o0 chaveamento ocorre, pois se 0
chaveamento ocorrer no momento em que a ddp., entre os polos do capacitor, estiver
passando pelo momento de méximo ou de minimo a corrente de inrush tera também o seu
efeito maximo, porém se o capacitor for chaveado no momento em que a tensdo passa por
zero 0 capacitor tera sua curva de carga e descarga acompanhando a rede desde o inicio

eliminando, os efeitos transitorios.

Este trabalho baseou-se neste fato para fabricar um circuito de controle para chaves
estaticas que acionariam 0s capacitores apenas nos momentos certos (com angulos de zero a
cinco graus de disparo) o que faz com que os capacitores sempre disparem com uma ddp de

zero volt, eliminando assim a corrente de inrush.

Simulac@es feitas mostram a grande melhoria dos efeitos causados pelo chaveamento

dos bancos de capacitores, fato que comprova a eficacia do circuito proposto neste trabalho.
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ANEXO

Transformada de Laplace

Este anexo faz parte do artigo completo (Prof. Doherty Andrade, acessado em
11/09/2011)

4. Introducéo as EDO's

Esta secdo é dedicada ao estudo de problemas de Cauchy

onde a funcdo f é admitida ser continua sobre seu dominio de defini¢éo.

Equacdes diferenciais ordinérias sdo importantes em muitos problemas encontrados
quando modelamos fenémenos fisicos ou biologicos. Vamos ver mais adiante alguns

exemplos que ilustram esta importancia.

Uma equacdo diferencial ordinaria, ou simplesmente uma EDO, é uma equacéo

envolvendo derivadas de uma funcdo y(x) que desejamos determinar.
A ordem de uma EDO é a ordem da mais alta derivada que aparece na equacao.

SgjaQ um aberto de RM(n+1) ef : Q — R”™n, n> 1, umafuncgdo definida e continua em
Q. A equacdo diferencia ordinaria de ordem 1, que estamos interessados, € uma equacao do

tipo
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satisfazendo a seguinte condicdo inicial x(t0) = x0

Dada ¢ : | — R”n, definida sobre um aberto | e de classe C"1 neste intervalo, se estiver

vericada a condic¢do (4.2), isto é,

e ¢(t0) = x0 dizemos que ¢ é uma solucdo de (4.2).

Sen>1, (4.2) é de fato um sistema de equacdes diferenciais ordinérias, pois f= (f 1, f

2,...,fn) onde fisdo fungdes reais e continuas definidas em Q:
i Q—-R/1=12,...,n

A ordem da equacao

é trés. Note que esta equacdo é nao linear.

A equacdo geral (linear) de ordem k é do tipo

Quando f(x) = 0 em (4.4) dizemos que a EDO é homogénea.

Suponha que sejam dados k nimeros reais fixados bl, b2, .. ., bk. Entdo a EDO de

ordem k juntamente com as condi¢oes

é chamado de problema de valor inicial.

Note que x0 € o valor da varidvel independente em que todas as condic@es iniciais sao

impostas e que existem tantas condic@es iniciais quanto é a ordem da EDO. Se condicdes sdo
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dadas em mais que um valor de x, resulta num problema de fronteira. E claro que uma

combinacéo dos dois resulta num problema de valor inicial e fronteira.

Uma das trés questdes fundamentais no estudo das equacdes diferenciais ordinarias é a
determinacéo de suas solugdes. Existem muitos métodos para determinacédo explicita de
solucdes, mas estes métodos ndo sdo gerais e determinam as solucGes apenas de alguns tipos
muito particulares de EDO's. A maior parte das EDO's ndo pode ser resolvida explicitamente.
Ja que a forma explicita da solu¢do de uma EDO pode ndo existir, outra grande questao que
surge € o estudo das propriedades das solucfes (sem conhecé-las), é a teoria qualitativa. Esta

parte da teoria das EDQO's estuda o comportamento das solucdes e propriedades geométricas.

Uma terceira questdo importante trata da existéncia e unicidade de solucdes das EDO's.
Saber da existéncia de solucdes é o primeiro passo no estudo das EDO's, se existe podemos
procurar determina-la ou uma aproximacao para ela. O resultado mais importane e basico da

teoria das EDQ's é 0 Teorema 5..1 de existéncia e unicidade. Antes mais alguns comentarios.

Muitas vezes ndo € possivel escrever a EDO (4.1) da forma

Esta é uma situacédo particular que merece uma definicéo.

A EDO (4.1) é chamada linear se F é linear na variaveis y, y’,y’",...y™. Deste modo uma

EDO linear geral de ordem n é uma expressédo do tipo

an(x)y™+ - - - + a (x)y’ + ao(X)y = g(X). (4.7)

Para comegar 0 nosso estudo vamos considerar primeiramente as EDO's lineares de

primeira ordem. Isto é, EDQO's do tipo

Y+ p(x)y = g(X).

Antes de avancarmos precisamos duas novas nogoes. Para ilustrar, consideremos a EDO
y"’ +y =0 que admite solucdo dada por y(x) = c1 cos(x) + c2 sin(x), em que cl e c2 sdo
constantes arbitrérias, tendo entdo a EDO acima infinitas solu¢des. Para determinar de modo
Unico a solugdo, precisamos determinar as constantes e para isto precisamos mais informacoes

sobre a solucdo. Ha duas formas de fazer isto.
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Dando condigdes iniciais que a solugdo deve satisfazer num ponto. Neste caso temos um

problema de valor inicial (PVI). Por exemplo:

Aqui a solucgdo é y(x) = sin(x).

Ou, dando condicdes de fronteira que a solucdo deve satisfazer na fronteira de um conjunto.

Neste caso temos um problema de valor de fronteira (PVF). Por exemplo:

Aqui a solucgdo é y(x) = cos(x).

Alguns métodos importantes de solucdo de EDO's se baseiam no tipo deproblema PVI
ou PVF.

5. Prova do Teorema de Existéncia

Vamos dar a prova do teorema de existéncia e unicidade de solu¢bes de EDO'snuma

situacdo particular.

Teorema5..1 (Existénciae Unicidade) SjaQ c R®um aberto e f : Q — R funcéo
continuacom fy : Q — R também continua. Dado (t0, y0) € Q, existe um intervalo aberto | 3
t0 e uma unica fungdo diferenciavel ¢ : | — R com (t, ¢(t)) € Q, paratodot € I, que é solucédo

do problema de valor inicial

Demonstragdo: A funcdo ¢ : | — R é solucdo de (5.1) se e somente se, for solucgdo da

equacao integral
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Assim, vamos estudar detalhadamente a equacéo (5.2). Sejam a e b reais positivos tal

que o retangulo
R={(ty); t—t0]<aely - y0|<b}

estgja inteiramente contido em Q. Como f € continuae R é compacto, entdo f é limitada em R,

seja

M = max{[f(t, y)I; (t, y) € R}.
Tome

O<a<min{ab/M}

e o intervalo

Ja=[t0—a t0+ 4.
Seja

C={g; g: Ja— Rcontinua, g(t0) = yO e g(t) — yO| < b}.
Munimos C da seguinte métrica

d(g1, g2) = max{|gl(t) — g2(t)|; t € Ja}.

Segue que (C, d) é um espaco métrico. Mais ainda, (C, d) é um espaco métrico completo, isto

é, toda sequéncia de Cauchy é convergente.

De (5.2) observamos que toda solucéo deve ser ponto fixo da aplicacdo dada por C 3 g
7— ®(g) onde

E facil ver que ®(g) € continua em Ja e ®(g)(t0) = y0. Além disso,
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e portanto ®(g) € C. Logo temos que
o:C—-C.

Por outro lado, se g1 e g2 pertencem a C temos que

Como f é Lipschitiziana na varidvel y, existe uma constante positiva k tal que

Segue que
d(@(g1), ©(92)) < kad(91, g2).

Tomando a tal que ka < 1 concluimos que @ é uma contragcdo. Pelo Teorema da contracéo, ®
tem um Unico ponto fixo e o teorema fica provado com | = (t0 — a, t0 + a).

Agora vamos provar que se duas solucdes ¢ ey coincidem em algum ponto t = t0 entdo elas

coincidirdo em todos os valores de t em que estiveram definidas.

Teorema 5..2 Sejam ¢ e ¢ solugdes de (5.1), definidas em intervalos 11 e 12, respectivamente.
Suponha t0 € 11 N 12 que e ¢(t0) = ¢(t0) = x0. Entdo, ¢ e ¢ coincidem em todos os valores de
tellni2

Demonstragédo: Sejam x = ¢(t) ey = o(t) duas solucdes satisfazendo
$(t0) = (t0) = x0.

Sgad=(rl,r2) =11 N 12 ointervalo em que ¢ e ¢ estdo denidas. Sgja
N={t;te e d(t)=o().}.

Note que N é ndo vazio, pois t0 € N. Mostraremos que N ¢ aberto e fechado em J e como J é

conexo teremos que J = N.
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Seja (tn) uma sequéncia de elementos de N convergente para t € J. Assim, ¢(tn) = ¢(tn).
Como ¢ e ¢ sdo continuas temos que ¢(t) = o(t), segue que t € N. Logo, N é fechado em J.
Sejatl € N. Entéo, temos que ¢(t1) = ¢(t1) = x1. Resolvendo o problema de valor inicial com
0 par (t1, x1), o Teorema de existéncia e unicidade nos da a e b tal que Ka < 1. Podemos

escolher, usando a continuidade de ¢ e ¢, a tal que

comft—tl<a

Como ¢ e ¢ sao solucdes temos que

Para |t — t1]| < a obtemos

Voltando na desigualdade anterior obtemos

Repetindo o argumento, chegamos que

paratodo n> 1. Como Ka< 1 obtemos que ¢(t) = ¢(t) paratodo |t — t1| < a. Logo, existe uma
vizinhanca de t1 onde ¢(t) e o(t) coincidem, isto €, N € aberto. Como N é ndo vazio, aberto e

fechado em J e J é conexo, segue que N =J. 2

Para o proximo resultado, que trata da contuidade da solu¢do com os dados iniciais,

vamos usar a seguinte notacéo, u(t; t0, y0) denota a solucdo de (5.1) com u(t0) = y0.
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Teorema 5..3 Sob as mesmas hipoteses do teorema de existéncia, a solugéo u(t; t0, y0) é
funcdo continua de yO paratO et fixos.

Demonstracédo: Consideremos as seguintes aplicagdes

cujos pontos fixos séo as solugdes com condicdes iniciais y0 e y1 num intervalo[t0, b].
Podemaos escolher h < a e considerar Jh = [t0, t0 + h] intervalo fechado de modo que estas
aplicacdes sejam contracfes com mesma constante k. Se d(y0, y1) < ¢ entdo as contragdes sao

proximas e portanto a distancia entre seus pontos fixos nao excede &/(1 — k). Segue que
max{d(u(t; t0, y0), u(t; t1, y1)), t € h} <e/(1 —kK).

Assim, duas solugdes diferem no méximo por € emt = t0 e no maximo por &/(1 —k) em todo o

intervalo Jh.

Movendo o ponto inicial de t0 para t1 = tO+h podemos estender a solucao para o
intervalo [tO, tO + 2h] e entdo repetir 0 argumento, Encontramos que as duas solucGes diferem

no méaximo por /(1 — k)?

Continuando este argumento, n6s normalmente obtemos a seguinte estimativa

Onde

Assim, fazendo kuO — uk suficientemente pequeno, podemos fazer o lado esquerdo de
(5.4) téo pequeno quanto desejado. Isto prova a continuidade de u(t, t0, u0). 2

O teorema de existéncia de solucdo para equacOes diferenciais ordinarias garante a

existéncia de solucdo numa vizinhanca do ponto inicial t0. A pergunta que surge naturalmente
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é :podemos estender esta solucéo para intervalos maiores? O seguinte resultado responde esta

pergunta.

Se ¢ € uma solucdo do pvi definida num intervalo aberto I, dizemos que ¢~ € uma
extensdo de ¢ se ¢~ € solucdo do pvi, esta definida em um intervalo aberto | que contém
propriamente I, e em I, ¢~ e ¢ coincidem. Se uma solucdo ¢ ndo admite uma extenséo,

dizemos que ela é uma solucdo maximal.

Teorema 5..4 Sob as hipoteses do teorema de existéncia, temos que toda solucéo do

problema (5.1) pode ser estendida a um intervalo maximal e este é aberto.

Demonstragéo: Seja S o conjunto de todos as solugdes ¢ do (5.1) definidas em
intervalos abertos I 3 t0. Sejal = UIL. Dena ¢ : | — R dada por

o(t) = dA(Y), L E I

Notemos que | é aberto. Em em virtude do Teorema 5..2 ¢ estd bem definida e além
disso, ¢ e solucéo do PVI (5.1).

Suponhaque | = (o—, o+). Vamos provar que | € maximal, isto €, ndo existe um

intervalo | contendo propriamente | onde o PVI tenha solugéo ¢.

De fato, suponha que isto ndo seja verdade. Entéo este conteria uma das extremidades,

digamos w+. Assim, o PV dado por

teria uma solucdo ¢ num aberto (o— — a, o+ + a). Segue que

seria solucdo do PVI (5.1) no intervalo | que contém propriamente 1. Mas isto € um

absurdo

6. Transformada L de Laplace
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Nesta secdo vamos usar o conceito de operador linear e seu inverso, na solucéo de
problemas de valor inicial. A técnica da Transformada de Laplace é uma poderosa ferramenta
na determinacéo de solu¢des de equacdes diferenciais ordinarias com condicdes iniciais. O
operador L é um operador integral (linear) que destroi derivadas, transformando edo's em

simples equacgdes algébricas.

Dizemos que f é continua por partes em [a, b] se é continua exceto num namero nito de
pontos deste intervalo e se em cada ponto x0 de descontinuidade existem os limites laterais a

direita e a esquerda, isto &,

quando h tende a zero por valores positivos.

Sgaf : [0,0) — R e consideremos

onde s é uma variavel real. Quando f é sucientemente bem comportada, que sera feito preciso
mais adiante, esta integral convergira para certos valores de s, denindo uma funcao de s,

chamada de transformada de Laplace de f, e sera representada por L[f] ou L[f](s).

Como exemplo vamos determinar L[cos(at)].

pois este limite existe se s > 0.
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Observe que para (6.1) existir devemos exigir que f seja dominada por alguma exponencial,
assim e ™ f(t) tende para zero rapidamente quando t cresce. Mais precisamente, vamos

introduzir o seguinte conceito

Definicdo 6..1 Dizemos que f € de ordem exponencial em [0,00) se existem constantes C

>0 eoataisque
[f(t)] < Ce™, vt > 0. (6.2)

S&o exemplos de funcdes de ordem exponencial, f(t) = C (constante) e
t" e*, sin(bt), cos(at), e* t" sin(bt), e t" cos(bt).

Como consequéncia também sdo fungdes de ordem exponencial, 0s polindmios e 0s

polindmios trigonométricos.

Para simplificar a linguagem, uma funcdo de ordem exponencial satisfazendo (6.2) sera

chamada de fung&o de ordem exponencial o.

Teorema 6..2 (Condicdes sucientes para a existéncia de L) Se f é continua por partes e

de ordem exponential, entdo existe um real o tal que

converge paratodos os valores de s > a.
Demonstracéo: Como f € de ordem exponencial, exitem C > 0 e o reais tais que
If(t)| < Ce™.

Logo, temos que

Logo, a transformada de Laplace de toda funcéo de ordem exponencial existe, mas e a

reciproca? Uma funcéo cuja transformada de Laplace existe é necessariamente de ordem
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exponencial? A resposta é néo, pois a funcdo f(t) =1/ \'t tem transformada de Laplace dada por
Vr/(2*s%%) embora nio seja de ordem exponencial. Também, e néo é funcéo de ordem

exponencial.

Assim, o conjunto das fungdes que possuem transformada de Laplace contém
propriamente o conjunto E das funcGes continuas por partes e de ordem exponencial. O

conjunto E é o suciente para a maioria das nossas aplicacoes.

7. Propriedades

Vamos representar por E o conjunto de todas as func¢@es continuas por partes e de
ordem exponencial. Note que E munido das operacdes usuais de soma de fungdes e de
multiplicacdo de escalar real por funcéo, € um espaco vetorial real. Por F vamos representar o
conjunto de todas as funcdes reais definidas em intervalos da forma (a0, «) ou [&0,), a0 >
—oo, Em F adotamos a seguinte definicdo modificada de soma de fungdes: se f e g pertencem a
F definimos f +g como sendo a funcéo cujo dominio é a intersecdo dos dominios de fe g, e
cujo valor em qualquer ponto s da a intersecdo é f(s)+g(s). Desta maneira segue que L é um

operador linear entre E e F. Vamos resumir este comentario com o seguinte resultado.

Teorema 7..1 (Linearidade L) Sejam f e g pertencentes a E e k € R. Entédo, L[k f + g](s)
=k L[f](s) + L[g](s). Cuidado ao dizer que L é um operador linear. E preciso deixar bem claro
esta nocao, pois se considerarmos f(t) = 1 e g(t) = —f(t)), entdo L[f]+ L[g] € a funcdo nula no
intervalo (0,c0), enquanto L[f + g] = L[0] é funcdo nulano em (—o0,0). Assim, sb podemos
dizer que L[f + g] e L[f] + L[g] sé&o iguais para aqueles valores de s onde ambas as funcdes
estdo definidas. Esta dificuldade pode ser contornada se concordarmos que duas funcdes de F

sdo idénticas quando €elas coincidem em algum intervalo da forma (a,«).

Teorema 7..2 (Lerch) Sejam f e g pertencentes a E. Suponha que existe sO € R tal que
L[f](s) = L[g](s), Vs > s0. Entdo, f(t) = g(t), vt > 0, exceto possivelmente nos pontos de

descontinuidade.
A demonstracgdo serd omitida. Observe que o teorema acima diz que L é injetora. 2

Teorema 7..3 (Comportamento assintético de L[f]) Se f € E, entéo,



Demonstragéo: Como existem constantes C > 0 e o tais que

o resultado segue imediatamente.

Teorema 7..4 (Férmulas Elementares) Sejam f, g € Ee a € R, entdo

Teorema 7..5 (1° teorema do deslocamento na variavel s) Seja f funcéo continua por

partes e de ordem exponencial. Entdo,

Demonstracdo: A demonstracédo é imediata e deixamos como exercicio. Assim,

podemos escrever imediatamente:

Para o proximo resultado precisamos da funcdo degrau unitario ua(t) definida por

71
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A funcéo degrau unitario é util para escrever funcdes como esta

Com efeito, f(t) = ua(t) sin(t — a).

E facil determinar que

Teorema 7..6 (2° teorema do deslocamento) Seja f(t) = ua(t)g(t-a), a> 0, funcéo continua por

partes e de ordem exponencial. Ent&o,
L[f] = exp(-as)L[g].
Demonstracdo: E imediato e deixamos como exercicio.

Teorema 7..7 (Mudanca de Escala) Seja f funcdo continua por partes e de ordem exponencial

ea=06.Entdo,

Teorema 7..8 (Transformada de Laplace da derivada) Seja ' (t) é funcdo continua por partes e

de ordem exponencial. Entdo,

Demonstracédo: A prova decorre de uma integracdo por partes. De fato,
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Corolario 7..9 Se f™ ¢ continua por partes e de ordem exponencial em [0,0), ento é f&cil

obter

Demonstragédo: A prova segue por inducéo.

Teorema 7..10 (Transformada de Laplace de integrais)

Demonstracéo:

e assim L[G] =1/s*L[f].

Teorema 7..11 (Transformada de Laplace de fungdes periodicas) Se f € ordem exponencial e

de periodo p, entédo

Demonstragédo: Por denicdo e fazendo x =t —Np



de onde segue o resultado.

8. A Inversa da Transformada de Laplace

Na determinacéo da solucdo de uma EDO usando a transformada de Laplace devemos
reconstruir a solucdo y(t) conhecendo-se a sua transformada Y (s) = L(y). O operador que
retorna y(t) a partir de L(y) ¢é a transformada inversa de Laplace. Escrevemos

Observe que o Teorema 7..2, Teorema de Lerch, diz que a transformacéo linear L(y) é

injetora. Assim, se denotamos por L(E) a sua imagem temos que
L:E— L(E)
f— L(f)

é inversivel. Como a inversa de uma transformag&o linear é também linear, temos que L ¢

linear.
Assim temos o seguinte resultado,
Teorema 8..1 Se F = L[f] e G = L[g], entdo, L * [k F + G](s) = k f + g.

A tabela da pagina 21 pode ser usada no calculo de L™ [F].

74
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9. Fracgoes Parciais

No trabalho com L, em geral, nos deparamos com expressdes racionais F (s) =
P(s)/Q(s), onde P (s) e Q(s) sdo polindmios. Para determinar a inversa L™* (F ) é conveniente
decompor F em fragbes o mais simples possivel. Fazemos isto usando o método das fraces

parciais.

Como F (s) — 0 quando s — oo, podemos considerar gpenas 0 caso em que o grau de P

é menor do que o grau de Q e sem fatores em comum.

Primeiro caso: Fatores Lineares Distintos:
Se Q(s) s6 tem fatores lineares nao repetidos, por exemplo,
Q(s) =(s—al)(s—a2) - - - (s—an),

entdo decompomos F em fragoes do tipo

Como exemplo, decomponha

Como o denominador sé tem fatores lineares ndo repetidos

Q(s) =s(s— 1)(s— 2),

vamos determinar A, B e C tais que

Realizando uma conta simples, obtemos A =—3, B =2 e C = 2. Logo, temos que
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Segue que a determinacdo de L ~* (F ) agora é mais facil. De fato,

L™ (F)(s) = —3 + 2 exp(t) + 2 exp(2t).

Segundo caso: Fatores Lineares Repetidos: Se Q(s) tem fatores lineares repetidos, a
cada fator linear repetido ax + b que aparece n vezes no denominador, corresponde uma soma

de n fragdes parciais da forma

onde Al, A2, ..., An sdo constantes a serem determinadas.

Por simplicidade vamos supor que Q(s) tem um Unico fator linear (s— @) repetido m = 2

vezes, isto €, em Q(S) aparece o fator (s— a)™. Neste caso Q(s) tem a forma
Q(9) =(s— & "(s—b1) - - - (s—bn),

e entdo devemos procurar por constantes A1, A2, B1, .. ., Bn tais que

Se existem mais termos lineares repetidos devemos incluir termos como o0s dois

primeiros da igualdade acima.

Como exemplo, decomponha

Como o denominador tem fatores lineares repetidos, Q(s) = (s — 1) %, vamos determinar
AeB
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Realizando uma conta simples, obtemos A = B = 1. Logo, temos que

Segue que

Terceiro caso: Fatores distintos do segundo grau: A cada fator do segundo grau irredutivel

ax?+ bx + ¢ que aparece uma vez no denominador, corresponde uma fracéo parcial da forma

onde A, B e C sdo constantes a serem determinadas.

Quarto caso: Fatores repetidos de segundo grau: A cada fator do segundo grau irredutivel
ax?+ bx + ¢ que aparece n vezes no denominador, corresponde uma soma de n fracdes parciais

da forma

onde Ai, Bi sdo constantes a serem determinadas.

Na teoria da transformada de Laplace sempre € possivel usar nimeros complexos.

10. Teorema da Convolucéo

Uma questao que surge naturalmente é como expressar L *[F G]. E isto que vamos

tentar responder agora.
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Dadas funcdes f e g, representamos a convolucéo entre elas por f * g e definimos por

Note que valem as seguintes propriedades de demonstracdo imediata:

Teorema 10..1 (Teorema da Convolucdo) Sejam f e g continuas por partes e de ordem
exponencial tais que F (s) = L[f] e G(s) = L[g]. Ento, vale a seguinte relagdo L *[F G] = f *
g.

Como exemplo,consideremos Vamos

determinar y(t) tal que L[y] =Y.

Notemos que L[t] = F e L[sin(t)] = G. Pelo teorema da convolucao, temos que
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