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Resumo

Neste trabalho estudamos a controlabilidade de sistemas de n equagoes dife-
renciais ordinarias nao lineares de entrada tinica, via mudanca local de coordenadas
e retroalimentacao, que levam o sistema a um linear controlavel. O elemento fun-
damental é a existéncia de uma funcao de grau relativo n em relagao ao sistema,
conceito que envolve a Derivada de Lie de um campo de vetores, que se constitui

numa condi¢ao necesséria e suficiente para a controlabilidade.

Palavras chave: controle; grau relativo n; derivada de Lie.



Abstract

In this work we study the controllability of systems of n nonlinear ordinary
differential equations of single-input, by using local coordinate change and state
feedback, which take the system to a controllable linear form. The main element is
the existence of a function of relative degree n with respect to the system, a concept
that involves the Lie Derivative of a vector field, and it is a necessary and sufficient

condition to controllability.

Key words: control; relative degree n; Lie Derivative.
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Introducao

Nos tultimos anos, a disponibilidade de poderosos microprocessadores de baixo
custo tem dinamizado grandes avancgos na teoria e aplicagoes de controle nao-linear.
Em termos de teoria, grandes avangos tém sido feitos nas areas de linearizacao
e retroalimentacao, controle nao-linear e adaptacoes de técnicas. Em termos de
aplicacoes, muitas préticas de sistemas de controle nao-linear foram desenvolvidas
para controle de voo de aeronaves, controle de automéveis, robdtica avancada e
sistemas espaciais. Como resultado, o controle nao-linear estd ocupando um lugar
cada vez mais importante e necessario na Engenharia, como se pode ver em [4], [5].

Neste trabalho partimos do controle em sistemas lineares dando énfase a re-
sultados importantes visando uma extensao para caso nao linear. Nossa princi-
pal condigao ¢é a existéncia de uma fungao de grau relativo n num certo ponto de
equilibrio do sistema, utilizada na obtencao de uma transformacao local de coorde-
nadas para levar o sistema original & forma simples y™ = v. Este trabalho pode ser
divido em duas partes, o Capitulo 1 e os Capitulos 2 e 3.

No Capitulo 1, apresentamos resultados referentes a equivaléncia entre uma
equagao diferencial ordindria de ordem n e um sistema linear, que nos levam as
condicoes de observabilidade e controlabilidade linear. Maiores detalhes desses re-
sultados estao em [1] ou [3].

O capitulo 2 fala da equivaléncia entre um sistema nao linear de n equacoes e
uma equagao diferencial ordinaria de ordem n. Falamos do problema de linearizagao,
retroalimentacao, de fungoes de grau relativo n e a ligacao dessas fungoes com a

solugao do problema, além de fornecer condigoes suficientes para uma equivaléncia

10
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entre um sistema nao linear e uma equacao na forma simples y(”) = v (nosso obje-
tivo) como resultado principal. Aqui seguimos a referéncia [2].

No Capitulo 3 falamos da linearizacao do estado de entrada, retroalimentacao,
usando colchete de Lie e Identidade de Jacobi, que servem como base para nosso
principal resultado, que dé condigoes necessarias a existéncia de uma transformacgao
que leva o sistema original & equacdo y™ = v. Uma aplicacio fisica, em robética, é

apresentada seguindo [6] e [7].



Capitulo 1

Controlabilidade de Sistemas de

Equacoes Diferenciais Lineares

Neste capitulo vamos considerar alguns conceitos e resultados sobre controla-
bilidade de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias lineares que serao uteis no

trabalho. Demonstragoes e maiores detalhes podem ser conferidos em [1] e [3].

1.1 Equivaléncia

Vamos tratar aqui da equivaléncia entre uma equacao diferencial ordinéria linear
e um sistema linear. Considere a seguinte equagao diferencial ordinaria linear nao

homogénea de ordem n,

Y™ 4+ k™Y Ry = u(t), (1.1)

com k; € R,7=1,2,3,...,n. Ela é equivalente, via definicao padrao, ao sistema de

n equacoes diferenciais de primeira ordem:
2= Pz + qu(t), (1.2)

T
onde z= |y ¢ ... y("_l)] )
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| 0 1 0 0 ]
0 0 1 0
P= ,
0 0 0 R |
I —k, —kpn.1 —kno ... —kp |
€
T
q:[O 0 ... 1

Mais detalhes sobre o sistema companheiro em [3] pagina 7.
Nosso interesse é na reciproca. Quando um sistema linear com coeficientes cons-
tantes,

' = Ax + bu(t) (1.3)

onde A é uma matriz nxn e bénx1, pode ser levado a (1.2) por uma transformacao
linear nao-singular 7': R — R" tal que x — Tz = 27

Se z = Tz, entao 2/ = T’ = T(Az + bu(t)) = TAz + Thu(t) = TAT (Tz) +
(Th)u(t). Logo devemos ter P = TAT !, isto é, P ~ A e Th = q.

Definicao 1.1.1 O sistema o' = Ax + bu(t) € linearmente equivalente ao sistema

2 = Pz + qu(t) se existe uma matriz T ndao-singular tal que

TAT'=PeTb=q (1.4)

Definicao 1.1.2 Um vetor x € R™ € um vetor ciclico para uma matriz quadrada A

de ordem n se os vetores v, Ax, A%x, ..., A" 'z sao linearmente independentes.

T
Como exemplo, o vetor ¢ = [ 00 ... 1 é ciclico para a matriz P dada

acima.
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Se existe T' nao singular tal que TAT ' = P e Tbh = q, entao TAT 'q = TAb e
TA*h = TA*T1q = (TAT Y)*q = P*q, para todo k > 0 inteiro. A nao singulari-

dade de T implica que, sendo ¢ ciclico para P, entao b é ciclico para A. De fato,

nzmnk[q Pq ... P”*lq]
zmnk[Tb TAb ... TA”—lb}
:mnk[b Ab ... A"‘lb]

Vemos que uma condi¢ao necessaria para a existéncia da transformacao 1" é que
rcmk[b Ab ... A" | =n

Veremos que essa condicao é também suficiente. Note que, para z = Tx onde
z=(21,22,...,2n), temos z; = (primeira linha de T)x.

Denotemos a primeira linha de T por 7. Assim, desdequeTb=q=|0 0 ... 1 ]T
e TA*h = Pkq, temos 76 =0, TAb = 0,..., TA" 20 =0, TA" b = 1.

Podemos escrever isso como

Tlo A oA =0 01| =d"

Se rank [ b Ab ... A1) } = n, ha uma unica solucao da equacgao acima

para 7.

Seja agora zo = (segunda linha de T)x = 2] = 12’ = 7(Az + bu(t)) = TAx +
Tbu(t) = TAzx. Logo z, = TAx.

Prosseguindo com as outras coordenadas, obtém-se z, = 7A* 1z, k=1, 2,..., n.
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Assim, z = Tz é tal que

TA

TAM1

Obtemos assim o seguinte resultado:

Teorema 1.1.1 O sistema ' = Ax + bu(t) com x € R"™ pode ser transformado no

sistema companheiro z' = Pz + qu(t), por uma transformacao linear ndo singular

z =Tx se, e somente se, rank [ b Ab ... A" b | =n. Neste caso, T ¢ definida
T
TA
univocamente por T = ‘ , onde T € a unica solugcao de
TAM !
Tlo A o =lo 01 =d"

1.2 Controlabilidade e Observabilidade

Defini¢ao 1.2.1 O sistema linear (1.3) é completamente controldvel se dados quais-
quer xo , x5 € R", existe t; > 0 e uma fungao controle u(t) definida em 0 <t <ty,

tais que a solugdo de (1.3), com condigao inicial x(0) = o, satisfaz x(ty) = xy.
A solugao para (1.3) com z(0) = z é dada por

z(t) = e[z —I—/O e *bu(s)ds)].

O sistema (1.3) é completamente controlavel se para quaisquer zy, z; dados,

existe ¢y e uma funcao u localmente integrédvel em 0 < ¢ < t; tais que
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tr
x(ts) = ez —I—/ e Abu(s)ds] = ;.
0

Explorando a expressao acima, mostra-se que a relagao entre equivaléncia, ja dis-
cutida, e controlabilidade, estd no fato de que o sistema linear (1.3) é completamente

controlavel se, e somente se,
rank [ b Ab ... A" | =n,

ou seja, ele é equivalente a uma equagao do tipo (1.1) com y = z; = 7.
Perguntamos agora se dado ¢ € R", o sistema (1.3) é equivalente a uma equacao
do tipo (1.1) com y = ¢"'z. Vamos escrever o sistema (1.3) com saida especificada

y = ¢’z assim:

¥ = Ar + bu(t) (a)
y = cux (b)

onde ¢ é um vetor constante e y(t) denotando sua fungao de saida.

Especificamente, quando ¢ ¢ a primeira linha de uma transformacao 7" do sis-
tema (1.3) para (1.2), onde y é a varidvel dependente em (1.1)?

Se T existe, devemos ter

-
TA
T= . ,ondet=c" eTb=q. (1.6)
TA!
Entao, ) )
A
A
rank(T) = rank ' =n (1.7)
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Além disso, como T = ¢,

| cr ] | 0 ] | bT ]
A 0 bT AT
b= = c (1.8)
0
_ T An—1 | 1| _ bT(Am—1)T _

Entao existe uma transformagao T nao singular transformando (1.3) para a forma
companheira em (1.2) com z; = ¢!z se, e somente se, as condigoes (1.7) e (1.8) estao
satisfeitas. Neste caso, T é univocamente determinada, e é a matriz em (1.6). Ob-
servemos que os vetores ¢ € R™ sao as solucoes de um sistema linear nao homogéneo

dado pela ultima equagao em (1.8).

T ¢ completamente

Definigao 1.2.2 O sistema (1.3) juntamente com a saiday = ¢
observdvel se para qualquer xo = x(0), existe um tempo ty > 0 finito tal que o
conhecimento da entrada u e da saida y em [0,tf] sao suficientes para determinar

zo de maneira unica.

Pode-se mostrar (ver [1],[3]) que o sistema (1.3) é completamente observével se,
e somente se, a condigao (1.7) estd satisfeita.
Por isso, a condi¢ao (1.7) é conhecida como a condi¢ao de observabilidade do

posto e

cT‘An—l

¢ chamada matriz observabilidade para o sistema (1.3), com a saida especificada

y =clz.

Com as informacoes anteriores, compomos o teorema:
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Teorema 1.2.1 O Sistema (1.3) pode ser transformado por uma transformagdao nao

singular z = Tx para a forma companheira em (1.2) se, e somente se,
mnk[ b Ab ... A | =n

((1.3) é completamente controldvel). Quando for o caso, T € unica e

-
TA
T = (1.9)
TAM !
onde T € a unica solucdo de
Tlo A oA =0 01| =d"

Eziste uma transformagao linear nao-singular z = Tx que leva (1.3) no sistema

T

companheiro (1.2) com zy =y = ¢’ x se, e somente se

A
A
rank ' =n,
CTAn—l
((1.3) € completamente observdvel) e
b 0
bT AT 0
C =
0
BT (AP 1)T 1

Quando for o caso, T € inica e serd dada pela matriz em (1.9) com 7 = cT.
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1.3 Retroalimentacao Linear

No sistema (1.3), uma retroalimentagao linear é da forma u = Kz onde K é uma
matriz linha 1 x n. O correspondente sistema de lago fechado fica #’ = (A + bK)x.

Consideremos a forma companheira a (1.3), 2’ = Pz + qu(t), onde

[ 0 1 0 0 ]
0 0 1 0
P =
0 0 0 |
i —kn —kn1 —kno ... —k |
T
eq=10 0 ... 1] .TomandoKz[—an —Qp1 —Qp_g ... —al]e

uma retroalimentagao u = Kz + v(t), o sistema anterior fica na forma

Z=(P+qK)z+qu,

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
2= 2+
0 0 0 1 0
I —(kn +an) —(kno1+an—1) —(kno2t+an—2) ... —(k1+aq) | I 1 |
Se escolhermos a; = —k;, j =1,2,...,n, o sistema ficara
(010..0] o
001 ...0 0
2 = z+ v
000 ...1 0
I 000 ... 0 | | 1]

T
e lembrando que z = [ y oy ... y™ Y | eleéequivalente a equagao y™ =,
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Veremos no proximo capitulo como isso pode ser obtido no caso de sistemas nao

lineares.

Exemplo 1.3.1 Considere o sistema,

Ty = — 2r; + 25 + u(t)
xh = S
-2 2 1
Pela forma (1.3), temos A = , b= ,e
1 -1 0
1 -2
rank [ b Ab ] = rank = 2.
0 1

Logo, esse sistema é completamente controldvel.

Para obtengao da E.D.O equivalente ao sistema companheiro devemos encontrar

7 de forma que T transforme o sistema dado na forma companheira. Assim T deve

satisfazer

Escrevendo 7 = [ T Ty }, temos

1 + 0 =0
—2T1—|—T2:1

Dat, Obt€m087':|:0 1} ETA:|:1 _1].
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0 1 1
Entio T = e T7!=
1 -1 10
0 1
Como P =TAT!, temos P =
0 -3
Portanto, o sistema companheiro
21 0 1 21 0
- ||
25 0 -3 29 1
Isto €,
z7 = 2o
Zh = — 3z + ut)

Além disso, como a (primeira linha de T)x = Tx = y e z = Tx, temos que

21 =y e, pelo sistema acima, zo = 2, =y’ que implica 25 =" e

y' = =3y +ult) .

Portanto, o sistema companheiro € equivalente a sequinte equacao diferencial

y" 4+ 3y = ul(t) .

Exemplo 1.3.2 Considere o sistema,

Ill = — 21’1 + QZL'Q + U(t)
xh = Ty — Ty + u(t)
-2 2 1
Pela forma (1.3), temos A = , b= e
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mnk[b Ab}:mnk ! =1.
10

Logo, esse sistema nao é completamente controldvel.

Exemplo 1.3.3 Considere o sistema,

o= — 2z 4+ oz 4+ u(?)
xh = T = T2
-2 1 1
Pela forma (1.3), temos A = , b= ,e
1 -1 0
1 -2
mnk[ b Ab ] = rank = 2.
0 1

Logo, esse sistema é completamente controldvel.

Agora devemos escolher uma saida y = ¢’z de forma conveniente para que T
transforme o sistema para a forma companheira (de acordo com o teorema 1.2.1).

Conforme (1.8), ¢ deve satisfazer

bT 0
CcC =
T AT 1
C1
Escrevendo ¢ = , temos
Co
1 0 C1 0

2 1 ¢ 1
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Logo,
cT = 0
Cy = 1
. 0 T
Ou seja, ¢ = ecT:[O 1}.P0rtant0,y:[0 1]- € a saida
1 T2

conveniente para que o sistema dado seja transformado no sistema companheiro. De

fato,

0 1
-1 -3

Como P =TAT!, temos P =

Com isso, temos o sistema companheiro

2] 0 1 2 0
= + u(t) )
25 -1 =3 29 1
i1sto €,
z] = )
zh = —z — 3z + u(t)

Além disso, como a (primeira linha de T)x = ¢’z = y e 2 = Tx, temos que

21 =y e, pelo sistema acima, temos zo = z1 = y'. Logo, zb, =" e

1/

y'=—y—3y +ut) .
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Concluimos que o sistema companheiro é equivalente a sequinte equacao diferen-

cial

Yy +3y +y=ult) .

Exemplo 1.3.4 Vamos considerar o ezemplo 1.5.1. O sistema em questdo € equiva-

lente a forma companheira

0 1 0
2 = z+ ~u(t)
0 -3 1
0 1 0
onde =Pe =q.
0 -3 1
Escolhendo oy = —3 e ag = 0, temos que K = [ —ay —y | = [ 0 3 ] e, com

a retroalimentacao u = Kz + v(t), o sistema fica 2/ = (P + qK)z + qu, isto é,

T
Como z = [ y oy } , esse sistema € equivalente a equagao Yy’ = v.



Capitulo 2

Linearizacao de Entrada e Saida

Vamos inicialmente destacar um céalculo essencial feito na prova do Teorema

1.2.1, util em sua generalizacao. Considere o produto de matrizes abaixo,

- - . 0 ... 0 A
c
T 0 * *
c
[ b oAb .. A"l | = : . : (2.1)
CTAnfl 0 *
- - cFA Y x  L *

Essa igualdade é verdadeira quando A, b e ¢ satisfazem ¢ A¥b = 0 para 0 < k <
n — 2. Se ¢l A"71b # 0 as matrizes no lado esquerdo sao nao singulares.

No capitulo 1 vimos, reciprocamente, que se uma das matrizes no lado esquerdo
for nao singular (para algum b, respectivamente c) entao a outra também sera (para
algum c, respectivamente b ). Assim, a nao singularidade da matriz do lado direito
implica nas condic¢oes de controlabilidade e observabilidade do sistema linear (1.3).

Se substituirmos Az e o vetor b em (1.3), respectivamente, pelo campo vetorial
f(x) e pelo campo vetorial g(z), perguntamos quando o sistema nao linear de en-
trada tnica @’ = f(z)+ g(x)u(t) pode ser transformado para uma equagao na forma
especial y™ = v(t) por uma mudanca local de coordenadas e um estado de retroali-
mentacao? Se tal transformacao e retroalimentagao sao possiveis, podemos explorar

as propriedades da teoria do controle discutidas no Capitulo 1 para essa forma es-
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pecial. Nesse caso, um sistema nao linear pode ser controlado usando métodos de

controle linear.

Exemplo 2.0.5 Suponha xz € R? e u(t) € R. O sistema

e 2 1
v =fl@)+gl@ult)=| =z |+ |0 |ul)
st 0
¢ equivalente a alguma equacdo do tipo y©® = v(t)? Que equivaléncia seria essa?

Como determinar se uma equivaléncia € possivel?

2.1 Linearizacao de Entrada e Saida.

Considere a versao de entrada e saida tinicas nao linear para (1.3) descrita por

o' = f(x) + g(x)ult) (2.2)

onde f e g s@o campos vetoriais suaves definidos numa regiao aberta G no R™. O
termo suave significa que as componentes de f e g sao continuamente diferenciaveis,
que sera exigido por muitas vezes em nossas discussoes.

A equacdo (2.2) podemos acrescentar uma saida conhecida

y = h(z), (2.3)

onde h é uma funcao suave de valores reais definida em G.

Procuramos condigoes necessarias e suficientes sobre o sistema (2.2) para que seja
equivalente a um sistema linear companheiro. Dessa maneira, uma equivaléncia, se
possivel, geralmente requer retroalimentacao aliada a uma mudanca de coordenadas.
A condicao que permite uma transformacao de coordenada diretamente a forma
companheira no caso linear, geralmente nao pode se esperada aqui.

Como no caso linear podemos tentar usar uma saida conhecida h para ajudar
a definir uma mudanga local de coordenadas, z = T'(x), e um estado de retroali-

mentagao, u = «a(z) + f(z)v (com B(x) # 0), numa vizinhanga U de zg em (2.2),
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para produzir uma equacgao de entrada e saida linear
y9 = (2.4)

Em (2.4), v é chamada de nova entrada de referéncia.

Gostariamos de obter j = n para obter o sistema dinamico n-dimensional com-
pleto. Este é o problema de linearizacao de entrada e saida (PLES).

A ideia é que a retroalimentagao u simplifique o sistema. O termo «(z) pode ser
usado para o cancelamento de nao linearidades e o termo ((x)v pode definir v para

controlar a dinamica da maneira desejada.

Exemplo 2.1.1 Considere o sistema

T, = Senxs

vy = —ri + ull)

E f4cil linearizar o comportamento entrada-saida. Se y = x5 e u = 2?2 + v, temos a
relagao de entrada e saida linear iy’ = v.

Essa relagao tornar ficil a descoberta da saida y(t) = xo(t) especificada pelo
controle v, mas o controle v deixa x; inobservavel, ficando a dinamica bidimensional
original obscura. A presenca de tal inobservabilidade dinamica introduz a questao de
estabilidade interna para essa dinamica. A varidavel x; pode nao continuar a manter
o bom comportamento quando usada a estratégia de controle iy = v. Por exemplo,
suponha que nds queremos assegurar a saida y = x, pela constante xo = c¢. Entao
a solugao z; deve ser x;(t) = 21(0) + tsenc e, portanto, |z1(t)| fica ndo limitado

quando t — oc.

2.2 Funcoes de Grau Relativo n.

A préxima definicao recorda o comportamento de saidas especiais que produzem
observabilidade e uma forma companheira no caso linear no capitulo anterior. A
definicao é motivada pelo formato dos termos que surgem quando a fungao é diferen-

ciada repetidamente ao longo do sistema (2.2).
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Definicao 2.2.1 A derivada de Lie de uma func¢ao de valores reais h ao longo de
um campo vetorial g € a fungdo de valores reais Lyh definida por L,h = dh(x)-g(z),
onde dh(x) é o gradiente linha de h em xz. Para derivadas iteradas desse tipo,

escrevemos LOh =h e LYh = L (LE).

Definigao 2.2.2 A fun¢do h tem grau relativo j = 1 em rela¢io a (2.2) em xy se
LyLGh(x) # 0, isto é, Lyh(xo) # 0, e tem grau relativo j > 1 em relagio a (2.2)

em x se:
(1) Egﬁ’}h(x) = 0 para todo x numa vizinhanc¢a de xg, para todo 0 < k< j—1, e
(i) Loy h(xo) #0

Existem pontos xy onde, eventualmente, nao é definido grau relativo. Por con-
tinuidade das condigoes (i) e (ii), podemos falar da fungao h tendo grau relativo j

num conjunto aberto U contendo x.

Exemplo 2.2.1 Considere o sistema

Ty = senxs

rh = —22 + u(t)

T
onde x = [ T Ty } € R2. Temos

1° Caso:

Se y = h(x) = x9; dh(z) = [ 0 1 ] e, portanto, Lsh = dh(x) - g(x) =

T
[ 0 1 ] . [ 01 ] =1, isto €, y = h(x) tem grau relativo 1 para qualquer z.
2° Caso:

Se escolhéssemos a fungdo y = h(z) = x1, dh(x) = [ 10 ],
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° L,h = dh(zx) - g(x) = [ 10 ] . [ 0 1 ]T = 0 para qualquer z;

o L,Lih(z) = Ly(dh(z)-f(x)) = L, ([ 10 } . [ senzy —a? ]T) = L, (senzs) =
d(senxs) - g(x) = [ 0 coszs } : [ 01 ]T = COSX>.

Portanto, essa fungdo tem grau relativo 2 no ponto xg = 0, pois L Lrh(zg) =

L,Lrh(0) = cos(0) =1 # 0.

Exemplo 2.2.2 Suponha x € R? e u € R. Considere o sistema

e T2 1
o= fle)+g@u=| z |+ |0 |ul)
%x% 0

LOQO;J”(OU)Z[B”2 T %x%reg(fﬁ):[l 0 0] :

1° Caso:
Sey = h(x) =z, dh(z) = [ 100 ] e temos

[1 0 O]-[l 0 O}Tzl-

e L,h=dh(z)-g(x)

Portanto o grau relativo de y = h(z) = x1 € 1 para qualquer x € R3.

2° Caso:
Se y = h(x) = xq, entdo dh(x) = [ 01 0 } e

T
° Egh:dh(:v)g(x):[o 1 0]-[1 0 ()] = 0 para qualquer x € R3;

. @ﬁum:@wmwfmwzg(p)loy[emxl?gf):

ﬁg(:cl):d(:vl)-g(x)z[l 0 0}-[1 0 o]T:L

Portanto o grau relativo de h(z) = x5 € 2 para qualquer x € R3.
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3° Caso:
Se y = h(x) = x3, entao dh(x) = [ 00 1 } e

T
o £gh:dh(x)~g(x):[0 0 1]~[1 0 ()] = 0 para qualquer z € R3;

o L) = £y 1) =& ([0 0 1] [em m 2]
:| T

Ly(327) = d(527) - g(x)

|
—
8
s
=)
=)

T
Para xy = [ 100 } , LoLrh(zg) = 1.

T
Portanto o grau relativo de y = h(x) = x3 em xg = [ 1 0 0 ] é 2.

Porém, nao é possivel definir o grau relativo em todo ponto. De fato,

no ponto zy = (0,1,0), terfamos L,Lrh(xg) = 0 mas L,Leh(x) # 0 para algum x

em qualquer vizinhanca de xg, bastando escolher x préximo o suficiente de xy com

primeira coordenada nao nula.

Nesse caso, as exigéncias da definicao de grau relativo nao sao satisfeitas, isto ¢,

em xg = (0,1,0) ndo é definido o grau relativo de y = h(z) = 3.

Exemplo 2.2.3 Suponha x € R" e u € R. Considere o sistema linear com saida

especificada
¢ = Az + bu(t) (a)
y = clz (b)
e o produto considerado na introducao deste capitulo,

- _ 0 e .0 A
c
T 0 * *
c
b Ab ... A1y | =
CTAn—l O *
- - cTA Y o *
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Essa igualdade é verdadeira quando A, b e ¢ satisfazem T A¥b = 0 para 0 < k <
n—2. Se ' A"7b £ 0 as matrizes no lado esquerdo sio ndo singulares, ou seja, o
sistema pode ser transformado no sistema companheiro pelo teorema (1.2.1).

Vamos analisar o grau relativo da saida y = h(z) = ¢’z em (b) e a relagdo entre

grau relativo e a nao singularidade das matrizes no lado esquerdo acima.

Considere ¢T' = [ N To ... Tn ], onde ¢ é a primeira linha de T, a trans-
T
formacao que leva o sistema atual no sistema companheiro e x = [ T1 Ty ... Tp ] .
Temos
o dh(z)=d(c"z) =d(riz1, 2 Tnln) = =cT;
141 1242y -« 5 Indn ™ T2 ... Tp ’

n

. d<cTAx>—d<Z<cTA>i ) =[ @y (@, (@A), | =)

i=1

° d(CTA233) =d (Z(CTA2)i $z) = [ (CTA2)1 (CTA2)2 (CTAQ)n ] -
(CTA2),' -

Por inducao, chega-se a

o d(cTArx) =A™,

Agora, considerando f(x) = Ax, g(z) = b, onde A, x e b sdo, respectivamente,

matrizesnxn, nx 1 enx1, vamos calcular o grau relativo da saida y = cT'x = h(x).
o LLYh(x) = Lyh(x) = dh(z) - g(x) = cTb;
o L,Leh(x) = Ly(dh(x) - f(x)) = Ly(c" Az) = d(c" Az) - g(z) = " Ab;

)

o LLR() = LyLo(dh(e) - f()) = £, Ax) = Ly(d(cT Ar) - f(x)) =
L,(c"AAz) = L,(cFA%x) = d(cT A%z) - g(x) = T A%D;

Supondo que
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o LyLYh(x) = cTAM?,
tem-se
o LLh(r) = LLp(LY () = LoLy(cTAM2) =
L,(d(c"A2x) - f(z)) = L,(cP A2 A(z)) = d(c"A" () - g(x) = T A 1D,

No cdlculo matricial feito no inicio deste exemplo, supomos ¢ A¥b =0, 0 < k <
n—2 e ¢l A" b #£ 0. As férmulas acima mostram que isso € equivalente a dizer

que
. ﬁgﬁlj‘ih(x) =cTAH=0,0<k<n-2 ¢

o EQE?_lh(x) =cTA1h £ 0,

ou seja, o grau relativo de y = h(zx) = 'z é n.
Assim, uma saida y = c'x de grau relativo n implica na nao singularidade das

matrizes

elvoap o]

CTAnfl

que sao as condigcoes de controlabilidade e observabilidade do sistema linear, con-

forme o teorema 1.2.1.

Vamos supor agora uma saida y = h(x) com grau relativo n em z,. Entao, y e

suas n primeiras derivadas ao longo do campo (2.2) sao dadas por
e y=h(z)

e = dh(r) o = dh(@)(f() + gleu) = dh(x) - F(z) + dh(x) - gla)u =
Lih(z) + (Lyh(x)) -u=Lsh(z)+0-u

° y' = (y) = (Lsh(x)) = d(Lsh(x)) - 2" = d(Lsh(x)) - (f(z) + g(z)u) =
d(Lyh(x)) - f(x) + d(Lih(x)) - g(x) - u = L3h(x) + LyLh(x) = L3(2) +0 - u
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o =) = (LFh(x)) = d(LGh(z)) - 2" = d(Lh(x)) - (f(2) + g(z)u) =
A(L3A()) - F(x) + d(L3h(@)) - glx) -1 = Ly(L3h(x)) + Ly(L3A()) - u = Loh(a) +
LyLi0(x) - u= L3h(x) +0-u

oy =LY (@) + LoLY h(x) - u= L h(x) +0 - u
oy = Lih(x) + L,LY (@) - u,

Temos assim

y h(z)

! Lh

y _ 7 .(56) e 2.5)
I y(n—l) | i ﬁ?ilh(m) |
y" = Lhh(z) + LLF h(z)u . (2.6)

Mostraremos mais adiante que, se h tem grau relativo n em xy, o vetor do se-
gundo membro em (2.5) tem matriz Jacobiana nao singular em zy. Entao o segundo
membro de (2.5) define uma transformacao de coordenadas local numa vizinhanca
de xg.

A presenga da fungao nao nula Egﬁ}"lh(x) como coeficiente de u em (2.6) nos im-
pede de obter um sistema linear controlavel companheiro para z = [ y oy ... oy !
usando apenas a mudanca de coordenadas. No entanto, a mudanca de coordenadas
juntamente com a retroalimentacio produz a forma simples y™ = v. Basta definir

1

u= W [—E}Lh(x) + v]

em que v é a nova entrada de referéncia.
Essa situacao permite agao de controle sobre o sistema nao linear operando com

a forma linear controldvel (2.4) (com j = n). O grau relativo n de h em xy é um
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tipo de condicao de observabilidade local. O teorema da Funcao Inversa aplicado
T
em (2.5) implica que z é determinado por z = | y ¢ ... y»D perto de xg.

Com esses resultados podemos enunciar o teorema abaixo:

Teorema 2.2.1 Consideremos o sistema (2.2) para o qual existe uma funcao de
satda y = h(z) de grau relativo n em xo. Entdo, existe uma transformagao z = T'(x)

definida pelo sequndo membro em (2.5) numa vizinhanga de xy e uma retroali-

1

mentacao u = m

[—ﬁjﬁh(m) +v} que juntas transformam o sistema (2.2)

com saida y = h(zx) na equagio y™ = v.



Capitulo 3

Linearizacao do Estado de Entrada

Se uma funcao de grau relativo n nao esta disponivel como funcao de saida, ainda
queremos uma mudanca local de coordenadas z = T'(z) e uma retroalimentagao u =
a(x)+p(z)v com [(z) # 0 préximo de z, que produza um sistema linear controlavel
para z. Este é o Problema de Linearizac¢ao do estado de entrada (PLEE). Como no
Capitulo 1, a partir de um sistema linear controlavel, uma mudanca de coordenadas
adicional e um estado de retroalimentacao podem ser usados para produzir um

sistema linear

[ 01 0 0 ] | 0 ]
00 1 0 0 0
Z=Nz+qu=|: I - I IOA (3.1)
1 0
0 cee 0 ] |1
onde N é um bloco nilpotente, de entradas ni—14; =1, 4 = 2,...,n, as demais, sao
iguaisazeroeq:[o 0 ... 01 '

H& uma diferencga essencial entre os problemas de linearizagao (PLEE) e (PLES).
Num, quando esta disponivel uma fun¢ao de saida de grau relativo n; no outro, tal
funcao deve ser construida.

A partir do (PLEE) e através dele, tentaremos chegar a forma (3.1). O objetivo

agora é mostrar que o (PLEE) é soluvel se, e somente se, existe uma fungao de

35



36

grau relativo n em x para (2.2). Ja discutimos no capitulo anterior a suficiéncia da

condicao de grau relativo n.

3.1 Preliminares

Definigao 3.1.1 O colchete de Lie [g1, ga] de dois campos vetoriais g € ga € 0
campo vetorial definido por
992 dg1

(91, g2)(z) = %91(9«“) - %92(93)
9g;

onde ZE € a matriz jacobiana de g;.
X

Para as iteradas do colchete de Lie, introduzimos a notagao:
ad?ﬂ g2 = g2
adngQ = [gla 92]

1

ady g = g1, adk'go] para k > 0.

T
Exemplo 3.1.1 Se f(z) = Az eg(x)=b=0 0 ... 0 1 ] , entao [f, g](x) =
—Ab. Também adig = [f,[f, gll(z) = A%b e, em geral, adfg(x) = (—1)* A*D.

De fato,

o adjg(x) = g(x) = b;
o adsg(x) =1[f, g)(x) = 32 f(x) — GLg(x) = —FLg(x) = —Ab = (=1)Ab;

o adig(x)=1[f, [f, gll(x) = [f, —Ab)(z) = Z(—Ab)f(x) — GL(x)(—Ab) =
—A(—Ab) = A2 = (—1)2A2;

o adig(z) = [f, adigl(x) = [f, A%](x) = & (A%)[(x) - GL(x)(A%) =
—A(A%) = —A%b = (—1)°A%;

Por indugao, chega-se a
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o adig(x) =I[f, adi 'g)(x) = (—1)FAFb, k=0,1,2.. ..

A propriedade que conecta o colchete de Lie sobre campos vetoriais e a derivada

de Lie sobre uma funcao é a identidade de Jacobi.

Proposicao 3.1.1 (Identidade de Jacobi) Dados v e w campos vetoriais e A

uma funcao suave, temos
(Liv, wAN)(@) = (LoLwh — LuLA)(x) -

Demonstracao: L,L,\(z) — L,LA(x) = Ly(dNx)w(x)) — Ly(dA(z)v(T)) =
d(d\(x)w(x))v(z) — d(d\(x)v(x))w(x) =

(w(:c)T(dQ)\(a:))T + dA(a:)?—j(x)) v(x) — <v(.7c)T(d2>\(:U))T + dA(w)%(x)) w(x)

(3.2)
onde d*\(x) é a matriz das derivadas parciais de segunda ordem de A em z. Como

d’>\(z) é simétrica, (3.2) é igual a
AN x)w(x)v(r) — d*Nz)v(z)w(z) + d\(z) = (2)v(r) — d\(z) = (2)w(z) =

dA(x) (g—l:(x)v(z) - %(x)w(x)) =d\x) - [v, w] = Ly, wA(T).

A identidade de Jacobi também ajuda a identificar o ker dA\(x) para x € U de
uma func¢ao A de grau relativo n em relacao a (2.2). De fato, neste caso Egﬁlji/\(:v) =
0, k=0,1,2,...,n— 2. Temos:

L A(x) =0= d\(z)g(x) =0, isto é,

o g(x) € ker d\(z);

dA(z)adgg(x) = dX(z) - [f, 9l(x) = (Lyy, gA)(2) =
(LL A — LyLeN)(z) =0, isto é,
o adsg € ker dA\(x);

dN(@)ad}g(x) = LogzgA@) = (Ligr, g A) (@) = (LyLyg, gA = Lig, gLpA)(2) =
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—Lis gLsMx) = =Ly, g(dA(x) - f(z) = =Ly Ly(dA(2) - f(2))+
LoL(dA(x) - f(z)) =

—L L L) + LoLrLiAw) = =L (LLeA(x)) + LoLIN(2) = 0, isto é,
o adig(x) € ker d\(x);

DDt (+) = Lag\1) = (Lig g V@) = (£5LagMw) — Lz LN (w) =
o[ L (Lol pN) (2)4 Ly L2N ()]~ [— Ly (L) L)+ Lo L3 (LA () = —L3L Lo 1)+
LLyLINE) + LyLolp LoNx) — LyLELAAE) = —L2L,LoNx) + LyLoL3N(x)+
LiLyLIN () — LoLIN(x) = 0, isto &,

3 adig(x) € ker d\(x);

o ad?_Qg(x) € ker d\(z).

o ad?’lg(:c) = (—1)"‘1Lg£;§’1)\(x) # 0. Portanto, ad’}’lg(x) nao pertence a
ker d\(z).

Portanto ad’}g(m) € ker d\(z) para k=1, 2,..., n— 2.
Vejamos agora a versao nao linear para o cdlculo em (2.1).

Teorema 3.1.1 Se uma fung¢ao A tem grau relativo n em relagao a (2.2) num con-

junto aberto U, entao para todo x € U,

(i) os covetores dLYN(x), dLpA(x),. .. ,dﬁ’}_l)\(x), onde LIN(x) = N(x) sao line-

armente independentes;

(7) os vetores ad}g(x), adsg(z),. .. ,ad}l_lg(x), onde ad}g(x) = g(x) sdo linear-

mente independentes.

Demonstracao: Considere o produto de matrizes
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d\(x)
' 9@) adsgle) ... adigla) | = (3.3)
I ALy ' Nz) |
i d\(x)g(x) d\(z)adsg(x) ... d)\(x)ad?_Zg(a:) d)\(x)ad’;_lg(x)
d(LeA(@))g(x)  d(LiMx))adsg(x) ... d(LiA(x))ad; g(x) *
I d(ﬁ}‘_l)\(x))g(x) * e . *
[ LA@) L) Lotr2 N LogrNa) ]
£g£f)\($) £adfg£'f>\(-r) Ce Ead?’QgLfA(x) *
: : (3.4)
I ﬁgﬁ}‘_l)\(m) * * . * |

Vemos que os elementos da matriz acima sao da forma ﬁad; gﬁl})\(:v), onde 0 <

k,l <n—1, k,l € N. Entao os elementos da diagonal secundaria,
EQﬁ?}chil/\(x)’ Eadfg£?72)\($)’ te "Cad:}_zg‘cf)\(x)? Ead}‘_lg)\(x) )

sao da forma Eadégﬁl}k(:c), onde 0 <k, l<n—-1lel+k=n-1, kleN.
Assim, para que tenhamos os elementos da diagonal em questao nao nulos e os

elementos superiores a ela nulos, basta que

£adzfg£fc)\(x) =0paral+k<n—1; kleN (3.5)

Eadzfgﬁl})\(x) #0paral+k=n—1; k1 €NN. (3.6)
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Vamos provar por inducao sobre (.

° Para [ = 0,
como \(x) tem grau relativo n, a primeira coluna da matriz (3.4), tem seus elementos

todos nulos exceto pelo n-ésimo termo.

° Para [ =1,
usando a Identidade de Jacobi e o grau relativo de A(x) igual a n, temos que (3.5)

e (3.6) sdo, respectivamente iguais a

LaargLhN(x) = LiL LGN () — LoLY N (@) =0 para 14+ k <n—1

LaapgLhN(x) = LeLLEN @) — LLET N (@) = =L, L5 N(x) # 0 para 1+ k =

n — 1.
o Se (3.5) e (3.6) sao verdadeiras para [, provaremos para [ + 1, isto é,
Ead?lgﬁl})\(x) =0paral+k<n-—2; kleN

poisl+1+k<n—-1&l+k<n—2

€

£ad;+1g£’;/\(a:) #0paral+k=n—2; klel.
poisl+1+k=n—-1l+k=n—2

De fato, para k + [ < n — 2, usando a Identidade de Jacobi e a afirmagao (3.5)

verdadeira para [, temos

Eadlf-HgEI})\(.fE) = Efﬁaditgﬁﬁ'A(fL') — £adzfg[,’}+1)\(x) =0
pois, [+ k<l+k+1<n-—1

Paral+ k=n — 2,

usando a Identidade de Jacobi e supondo a afirmagao (3.6) verdadeira para [, temos
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ﬁadlfﬂgﬁl})\(x) = Efﬁadzfgﬁlj)\(:c) - ﬁadi‘gﬁljﬁl)\(l‘) = —Eadlng];Jrl)\(ﬁE) 75 0

poisl+k+1=n—-1

Logo, os elementos superiores a diagonal secundaria sao todos nulos e o deter-
minante da matriz (3.4) é diferente de zero. Segue que (3.4) é nao singular.

Entao, as matrizes no produto (3.3) sdo nao singulares.

Portanto, (i), (ii) sdo verdadeiras. O

Mostraremos em seguida que a solubilidade do (PLEE) implica a existéncia de

uma fungao A(z) de grau relativo n em relagao a (2.2) em xo.

3.2 Condicoes Necessarias a Solvabilidade do PLEE

Mostraremos agora que a solugao para o (PLEE) esta ligada a existéncia de uma
funcao de grau relativo n.

Supondo o (PLEE) solivel, entao a transformacao z = T'(z), combinada com a
retroalimentagao u = a(z) + (z)v, produzem o sistema linear (3.1). Das defini¢oes

das variaveis, isso ocorre se, e somente se,

or
55 (@) +g(2)u) = NT(z) + qu, (3.7)
onde a igualdade ¢ verdadeira para todo u = a(z) + f(x)v, com v arbitrario. De
fato,

7 = NT(z) + qv = T'(z)2’ = NT(z) + qu = %L (f(z) + g(z)u) = NT(z) + qu.

Considerando u = 0, temos

, €

0= a(z) + B(x)v = v=—a(r)s(z) onde 37! (z) = ﬁ(lx)
G (f(2) + g(2)u) = NT(2) + qu = G f(2) = NT(2) + g(~a(z)3 (z)) =

8_T
ox

E agora fazendo u = 1, temos

(f(z)) = NT(z) — qo(w) 3~ () (3.8)
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1=a(x)+ p(x)v=v=(1-alx)B ! (x), e entdo, usando (3.8)

5 (f(2)+g(2)) = NT(2) +qv = GL(f(2)) + G5 (9(x)) = NT(2) +qv = G (g(z)) =
NT(z) + ¢((1 — a(z))8(z)) — (NT(z) — ga(x)37"(2)) = §5(9(x)) = NT(x) +
g6~ (z) — qa(z) 37 (2) — NT(2) + qoa(z) 37 ()

Assim,

9@ = g3 (x) .

Vemos que se (3.7) estd satisfeita, o sistema de duas equagoes diferenciais parciais

se verifica:
oT -1
S-f(@) = NT(2) - qa(2)5 ™ (a) (3.9)
) =57 (3.10)
Se T'(z) = [ Ti(z) Ty(z) T, () ]T, entao
01 0 ... .. o[ 1@ 0
00 1 0 0| | Tu(x) 0
NT(z)—qa(z)B H(z) = | : Ty(x) |—| ¢ | @) (2) =
1 : 0
0o ... ... 0 T, (x) 1
Tr(x) 0
Tg(a?) 0
T, (x) 0
0 a(r)s(z)
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Entao, usando (3.9)

dTy(z)f(z) = Ths1(x), k=1, 2,..., n—1

Como dTy(x)f(z) = LTk(x),

Eka(JI) = Tk+1($), k= 1, 2,. o, = 1

Portanto,

Ty(z) = L;Ty(x) = Ts(x) = LiTa(x) = LLpTi(x) = L3T1(x) = ...

Tiv1(2) zﬁl;Tl(x), k=1,2,..., n—1

e para k =n,

dT,(2)f(2) = —a(@)37 () = L;Tu(z) = —al(2)5~ (z) =

LiTi(z) = —a(z)8 (x)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Portanto todas as linhas de T(x) sdo determinadas em fungao da primeira (73 (z))

e a ultima equagao (3.13) especifica a razao —a(z)3 ' (z) em termos de T} (z).

Analogamente, de (3.10),
Loglx)=q6z)=|0 0 ... 0 5*1(1«)] .
Logo,

dTi(z)g(x) =0, k=0,...,n—1, ¢

AT (z)g(z) = LTy(x) = LoLi T () = EQE?_ITI(x) =0, k=1, 2,...

Para k = n,
B z) = dT,(x)g(z) = Egﬁ?*lTl (x), e entao

L, Ty(x) = 57 (x) £ 0.

, n—1

(3.14)

(3.15)
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Por (3.14) e (3.15), vemos que a solucao do (PLEE) requer uma funcao vetorial
Ti(x) que tenha grau relativo n. Dada Tj(x), as outras linhas de T'(z) sao obtidas a
partir de T (x) usando (3.12). E a retroalimentagao exigida serd v = a(x) + f(z)v

onde a(x) e f(z) serdao determinadas através de (3.13) e (3.15). De fato,

T LL T (x) fla) = L) T (x)

Com esses resultados podemos enunciar o teorema a seguir:

a(x) = (3.16)

Teorema 3.2.1 Se o sistema (2.2) pode ser levado por uma transformagao local
de coordenadas z = T(x) aliada a uma retroalimentacio v = a(x) + B(x)v numa
vizinhanga de xo para a forma linear controldvel 2/ = Nz + qu, entao existe uma
fungao vetorial \(x) com grau relativo n em relagao a (2.2) no ponto xo. Neste caso,
T(x) € determinada por (3.11) definindo a primeira linha Ti(x) = M(x) e o estado

de retroalimentacdo u = a(x) + B(x)v € determinado por (3.16).

3.3 O Resultado Principal

Teorema 3.3.1 O sistema (2.2) definido numa regiao aberta & C R"™ pode ser
levado por uma transformacao local de coordenadas z = T(x) aliada a um estado
de retroalimentacao u = a(x) + f(x)v numa vizinhanga de xo para a forma linear
controldvel 2/ = Nz+qu se, e somente se, existe uma fun¢ao A(x) com grau relativo n
em relagao a (2.2) no ponto xy. Neste caso, T(x) € determinada por (3.11) definindo

a primeira linha T)(x) = A x) e o estado de retroalimentagdo € determinado por

(3.16).

Demonstracao: (=) Pelo desenvolvimento de (3.7), vimos na se¢ao anterior que

existem uma funcao de grau relativo n, A(z) = T1(z), uma transformagao de coor-
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denadas z = T'(z)

Az)
Ef)\(x)

I E?_l)\(x)

e um estado de retroalimentacao determinado

por (3.16) que levam (2.2) a forma controlavel z/ = Nz + qu.

(<) Se existe uma funcao vetorial A(z) de grau relativo n em relacao (2.2) em

Xy, tomamos

[ @) |
v = T(:L’) _ ‘Cf)‘(m)
| L7 A@) |
[ 2) 2 ;)
ﬁf)\ ﬂ .
Temos: 2/ = g—f(ag) = 6_m(x> o (7)
0 . G2
D@ ] [ @) ()
! f.A( ) (@) + g = | ° 7 _) f(@)
| AC () | _
[ LoA@) + LA@u |
LiNx) +  LyLi(w)u
| LiA(z) + Lo L3 M) |

dﬁ}‘_l)\(x) - flx) + dﬁ’;_l)\(x) ~g(z)u

(f(@) + g(z)u)

+  dAz)-g(z)u

+  dLN(z) - g(x)u

(3.17)
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Como o grau relativo de A em relagao a (2.2) é igual a n, (3.17) é igual a

Ef)\(x)
LIN(x)

E}l_l)\(x)
LA ()

+ 0
+ 0

0
+ (Eg[,:ﬁ_l)\(:c))

0 .0
1 0 0
1
0

—L3N(x) +v

Exemplo 3.3.1 Considere o sistema

!
Ty

/
Lo

perto do ponto de equilibrio xo = 0

Temos f(x) = | senzy —a? ]T eg(zr) = [ 0 1 ]

L,LNx) |

ﬁf)\(l‘) 0
: 0
= +
Li7\(x) 0
0 v

A(x) 0
Li\(z) 0
: + v=Nz+qu
0
I E?’l)\(x) I
= senxs
= —a:% + u
onde v = (11, 15) € R2.
T
; fegemR2

Se T\ (x) tem grau relativo 2, entdo

e, por (3.11)

Agora,

LT (x) = 0;

LyTy(x) = LoLiTi(x) # 0.

(3.18)

(3.19)
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L) = dTi(@) 9(0) = [ () @) | [0 1] =L@

0o

De (3.18), temos que g—g@) =0

Concluimos que Ty(x) € independente de xo, d17(z) = [ g—g(x) 0 } e que

Ty(z) = LT (z) = dTy(z)- f(z) = [ g—ﬂ(x) 0 } : [ senty —13 }T = g—i(x)sen@.

(3.20)

Por outro lado,

L,T5(z) = dTy(x)-g(z) = g%(a:) g—fz(g:) ][ 0 1 }T = g—fz(x) = %(g—i(x)senxg)

e pela independéncia de Ty(x) em relagdo a x,,

oT; d(senxy) 0Ty

EQTQ(x) - 81'1 (I') ‘ 81‘2 81‘1

(x) - cosxa # 0. (3.21)

Assim @(az) e cosTo sao diferentes de zero, proximos de xg = 0.
) B )

Como x1 tem grau relativo 2 em rela¢ao a xo (Exemplo 2.2.1, 2° Caso),
tomemos T1(x) = x1. Temos, pelo visto acima,

Ty(x) = senzy e

T

1) = [ Tiw) Tow) | = [ o sens, |

Agora vamos determinar a retroalimentacio u(zr) = a(z) + B(z)v.

Temos,

B~ Hx) = LyLyTh () 911 (1) - coswy = costy = B(x) = —— = secws.

coST2
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_ﬁchl(ﬁ) _Efﬁle(x) _EfTQ(x) _[,fsen(xQ)

alx) = = = e el VA

COSTo COSTo COSTo COSTo
T
: 2
dsen(xs) - f(2) [ 0 cosxs ] [ SENTy —Tg —12c08Ty )
—_ = = = —X
1
COSTo COSTo COSTo
Logo,
u(z) = —a3 + secxs - v.

Vamos verificar agora que T(z) aliada a retroalimentagio u(x) produz a forma

2= Nz+ qu.
, or 1 0 Senxs Senxy
z = a— Tr = . e =
x 0 cosxsy —xf +u —x% < COSTy + U - COSTy
senxs senxs
2 2 2 2
—x7 - costy + (—x] + secxs - v) - COSTy —X7 - COST9 — T{COST2 + VU
Senxoy Senxo 0 01
= = T(x)+ qu

v 0 v 00

Em geral, T nao é tunica. Escolhendo Ty(x) = xy — 23, Ty também tem grau

relativo 2 em xo = 0. De fato,

£,Ti(x) = dTi(a) -9(x) = | w) () ][0 1] =

T
[1—2:61 O]-[O 1} =0 para todo z e

L LT (x) = Ly(dTi(x) - f(x)) =L, ([ 1—2x; 0 } : [ senzy —a? }T) =

L,(senxy — 2x15enzy) = d(senzy — 2x15enas) - g(x) =
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T
—2senxy COSToy — 2X1COSTo ] : [ 01 ] = C05T9 — 2T1C05T3.
Portanto, em o =0, L,LT1(0) = cos0 —2-0-cos0 =1

Além disso,

T
Ty(z) = £fT1($) =dI\(z) f(z) = [ 1—2x; 0 }[ senzy —;z:f = senxry—2x15enxy .

T T
Assim, obtemos T'(x) = [ Ti(x) Ty(z) } = [ T — 23 senry — 2115ents

Exemplo 3.3.2 Usando o teorema 5.5.1 podemos mostrar que

1
¢ = f@)+g@u=| w | +]o0|u
0

onde © € R® e u € R nao é entrada-saida linearizdvel.

Suponha \(x) uma fungdo suave com grau relativo 3. Entdo,

T
0= LA (@) = dA(z) - glo) = | 21 20 2w | [ g o] =2

Seque que \ € linearmente independente de x1 em U, uma vizinhanga de xg, e

0= L,LA() = Ly(dN\(2)-f(x)) = L, ([ 0 @) A ] . [ e 3y 1o ]T> -

0z Oxs

T 1,2 .
L, (8)\(x)x1 4 %m@x%> —d <8)\(x)x1 I %‘”@x%)-[ 10 0 } _ 8§§1)8A(I)+8(82x11)8/\( ) _

Oxo Oxs

OA(x) O(z)

612 8333 T
Logo, ng) = —ag‘iz) -x1 (Absurdo! \ é independente de xy).

Portanto, nao hd funcao de grau relativo 3 em relacdo ao sistema num aberto de

R3, isto €, o sistema ndo é entrada-saida linearizdvel.
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3.3.1 Aplicagao

Considere a figura abaixo que representa um mecanismo com junta flexivel e
conexao unica (brago de rob6) impulsionado por um motor através de uma mola
torsional de amortecimento desprezivel no plano vertical . (ver [7], pg 528 e [6], pg

242)

Suas equagoes de movimento podem ser obtidas como

Iq) + MGLsengy + k(g1 — q2) =0

Jgy — k(g — @) = v,

onde ¢, e go sao posigoes angulares, I e J sao momentos de inércia, k£ é a constante
da mola, M é uma massa, G é a constate gravitacional, L representa uma distancia
e u é o torque de entrada do motor.

Note que as nao linearidades aparecem na primeira equacgao, enquanto o controle
u aparece somente na segunda equacao, onde nao ¢é possivel obter um vasto controle
de maneira 6bvia. Vamos agora analisar se uma linearizacao estado de entrada é
possivel. Primeiro, vamos colocar a dinamica do sistema em um espaco de repre-

T

sentagdo escrevendo r = | ¢; ¢} ¢ ¢, | ,entao o sistema acima pode ser escrito

na forma



o1

T 0
—asenx; — b(xy — x3) 0
= f(z)+ g(z)u= - u, (3.22)
T4 0
c(xy — x3) e
igs _ MGL j _k ,._ k _ 1
usando as constantes positivas a = = b= C=5€ee=7.

Vamos analisar o sistema préximo ao ponto de equilibrio g = 0. Se existir
uma funcao T (x) de grau relativo 4, pelo teorema 3.3.1, esse sistema ¢é levado a
forma linear controldavel 2/ = Nz 4 dv através de uma transformacao T aliada a
retroalimentacao u. De fato,

Vamos escolher T} (z) = ;.

. £9T1($):dT1($)'g(x):[1 0 0 0}-[0 00 e]T:O.

o« L) =L, W) f@) =L ([ 10 0 0] F@) = L) =
d(xz)-g(ﬂf)Z[o 10 0]-[0 0 0 erzo.

o« LLT() = L,L (dTi() - f@) = L,L ([ 10 0 0] f@)) =
LoLy(ws) = Ly(d(z) - f@) = L, 0 1 0 0 |- f(x) =

Ly(—asenz; — b(r; — x3)) = [ —acosz;—b 0 b 0 ] . [ 00 0 e ]T =0.
o LyLiT\(x) = LyLp LT (x) = LyLp(—asensy — b(xy — x3)) =

L, <[ —acosry—b 0 b 0 ] f(x)) = L (—axscosry — brg + bry) =

T
[a:@senxl —acosry —b 0 b}'[O 00 e] =b.e# 0, pois b, e > 0.

o LiN(x) = L;LT(2) = Ly(—azycosry — by — 24)) =
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X2

—asenzy — b(xry — 3)
= [ arssenxr,; —acosry—b 0 b ] : =
Ty

C(Jfl — l‘3)

= axisenx| + (—acosxry — b)(—asenz; — b(xy — x3)) + be(ry — 3)

Logo T (x) = z1 tem grau relativo 4 em x¢ = 0 e pelo Teorema 3.3.1, existe uma
transformagao T'(z) que aliada a uma retroalimentagdo u(z) leva o sistema (3.22)
para a forma linear controlavel 2z’ = Nz + dv numa vizinhanca de xy. Além disso,

° Ty(z) = LTi(x) = 29

o Ty(x) = LiT\(z) = —asenzy — b(xy — 3)

o Ty(zx) = LiT(z) = —axqcoszy — b(xy — 14)

Logo,

Ty

o)
z=T(z) = e

—asenx; — b(xy — x3)
—axwgcosr) — b(xg — 4)
L3Ty(x) v axZsenzi+(—acosz1—b)(—asenw1—b(x1—x3))+bc(r1—x3)+v
u(z) = a(z)+8(x)v = _ngiTl(x)+cgc§Tl(x) _ azjsenzi+( 1-b)( ena; —b(o: 3))+be(w1—a3)

Portanto, (3.22) é equivalente ao sistema

X1
X2

—asenxy — b(xry — x3)

o o o O
o o O =
oS O = O
S = O O
- o O O

—awgcosr) — b(xe — 4)
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